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|
CAPITULO

INTRODUCCION

1.1. Motivacion

En el andlisis estadistico, la evaluacién de la bondad de ajuste de un conjunto de da-
tos a una familia paramétrica dada es un problema fundamental, especialmente cuando
se trabaja con distribuciones de localizacién-escala. Estas familias, que incluyen modelos
ampliamente utilizados como la normal, la logistica y la distribucién exponencial despla-
zada, son de particular interés debido a su flexibilidad y aplicabilidad en diversos campos:
economia (en riesgo financiero y seguros), ingenierfa (en control de calidad y fiabilidad) y
hidrologia (para modelar eventos extremos).

El estudio de la bondad de ajuste en modelos estadisticos tiene sus raices en los tra-
bajos pioneros de Pearson a principios del siglo XX, con la introduccién de la prueba
chi-cuadrado. Sin embargo, fue en las décadas siguientes cuando Kolmogorov [20] y Smir-
nov [28] desarrollaron pruebas basadas en la distancia entre la funcién de distribucién
empirica y la tedrica, sentando las bases para los métodos modernos de bondad de ajuste,
a partir de la teoria de procesos empiricos. Sin embargo, estos avances iniciales asumian
parametros conocidos, lo que limitaba su aplicabilidad en situaciones practicas. Cuando los
parametros de estas distribuciones deben ser estimados a partir de los datos, la validacion
de la adecuacién del modelo se vuelve méas compleja.

La necesidad de abordar este problema llevd, en la segunda mitad del siglo XX, a la
adaptacién de las pruebas clasicas para el caso de pardmetros estimados. Autores como
Lilliefors [21] y Stephens [29] realizaron contribuciones fundamentales al estudiar el com-
portamiento de las pruebas de Kolmogorov-Smirnov [20, 28], Cramér-von Mises [9, 31] y
Anderson-Darling [2] bajo estimacién de pardmetros, particularmente para distribuciones

normales y exponenciales.
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Capitulo 1: Introduccién

En las ultimas décadas, una nueva vertiente en el estudio de la bondad de ajuste
ha cobrado relevancia: la construccién de pruebas basadas en coeficientes de asimetria
y curtosis. Este enfoque, impulsado por los trabajos de Brys, Hubert y Struyf [6], ha
proporcionado avances significativos al generalizar pruebas clsicas como la de Jarque-
Bera [18, 19].

A pesar de estos avances, persisten desafios y este trabajo se enfoca en plantarles cara,
proponiendo un marco metodoldgico riguroso para evaluar la bondad de ajuste en familias
de localizacion-escala con parametros estimados, considerando el desempeno estadistico
de las pruebas. A través de este estudio, se busca contribuir tanto al avance tedérico como

a la practica aplicada.

1.2. Objetivos

Retomando lo mencionado en la seccidon inmediatamente anterior, el estudio tedrico de
los tests de bondad de ajuste y sus aplicaciones es de gran interés. Es sino por esto que este
trabajo tiene como objetivo comparar la potencia de los tests de Kolmogorov-Smirnov,
Cramér-von Mises y Anderson-Darling en el contexto de familias de localizacién-escala,
evaluando su desempeno bajo distintos tamanos muestrales y diferentes métodos de esti-
macién de parametros. Mediante un estudio de simulaciéon exhaustivo, se busca determinar
cual de estos estadisticos ofrece mayor sensibilidad para detectar desviaciones de la dis-
tribucién tedrica, proporcionando asi criterios practicos para su aplicacién en problemas
reales. Ademds, también recae dentro de los objetivos de este trabajo el proporcionar
al usuario un paquete de funciones para el software estadistico R con el fin de permitir
al usuario poner en practica las modificaciones de estos tests propuestas en la presente

memoria.

1.3. Estructura del trabajo

En el Capitulo 2 se exponen con caracter general los resultados mas relevantes de Teoria
de Probabilidades, Procesos Empiricos, Inferencia Estadistica y coeficientes de asimetria
y curtosis, base tedrica sobre la que se cimenta el trabajo. Por su parte, el Capitulo
3 estd enfocado especificamente a las familias de localizacién-escala, haciendo hincapié
en su definicién, caracterizacién e ilustrando con numerosos ejemplos de entre los mas

conocidos y utilizados en la literatura. A lo largo del Capitulo 4, el méas relevante desde
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Capitulo 1: Introduccién

el punto de vista tedrico, se presentan algunos tests de bondad de ajuste basados en
coeficientes de asimetria y curtosis, o en el uso de la funciéon de distribucién empirica.
Mas atin, para estos ultimos se elabora un profundo desarrollo compuesto para hipotesis
compuestas y se prueba la propiedad de libertad de pardmetros dentro de cada familia
de localizacién-escala. A continuacion, en la seccion inicial del Capitulo 5 se explica la
metodologia utilizada para la experimentacién, para inmediatamente después presentar
los resultados de las simulaciones realizadas mediante el método de Monte Carlo para
cada objeto de estudio explicitado en los objetivos del presente trabajo. Finalmente, en
el Capitulo 6 se resumen las lineas generales del trabajo y se recogen las conclusiones

obtenidas, asi como se recomiendan futuras lineas de investigacién.
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|
CAPITULO

PRELIMINARES

El propésito de este capitulo es introducir de forma clara y concisa los conceptos
fundamentales de probabilidad y estadistica que se utilizaran en los subsiguientes capitulos,
junto con algunos conceptos complementarios que facilitaran una comprensiéon més amplia
y contextualizada del contenido. Al mismo tiempo, se fijard la notacién que se utilizara a
lo largo del texto para cada concepto. Para méas referencias consultar Casella-Berger [7]
y Hewitt E. - Stromberg K. [16], donde se propone una introduccién més exhaustiva y

detallada.

2.1. Teoria de la probabilidad

La teoria de la probabilidad proporciona el marco matematico fundamental para mode-
lizar fenémenos aleatorios y cuantificar la incertidumbre, proporcionando las herramientas

necesarias sobre las que se desarrolla la teoria de la Inferencia Estadistica.

2.1.1. Primeras definiciones

A continuacién, se introducen las definiciones més béasicas utilizadas en el presente

trabajo.

Definicion 2.1. Sea Q un conjunto, una coleccion de subconjuntos suyos se denomina o-
dlgebra, denotado por A C P (Q), si se satisfacen las siguientes 3 propiedades: (1) O € A;
(IT) Si H € A entonces H® € A; (I1II) Si Hy, Ho, ... € A entonces UpenHy, € A.

Definicién 2.2. Sea Q2 un conjunto y A C P () una o-dlgebra sobre Q). Entonces la dupla

(@, A) recibe el nombre de espacio medible.

Definicién 2.3. Dado un (Q,.A) espacio medible, decimos que P : A — [0,1] es una
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Capitulo 2: Preliminares

medida de probabilidad si satisface: (I) P(B) > 0 VB € A; (II) P(Q?) = 1; (III) Si
B1, By, ... € A son disjuntos dos a dos, entonces P (UpenBy) = >, cn P (Bn).

Definicién 2.4. La terna (2, A,P) recibe el nombre de espacio de probabilidad.

Definicién 2.5. Dado un espacio de probabilidad (2, A,P) y un espacio medible (S,%).
Una variable aleatoria es una aplicacion X : Q — S verificando que VB € ¥, X 1 (B) €
A. Se llama probabilidad inducida por X a Px = P (X_I(B)), VB € ¥ .Ademds, se le
dice soporte de X al conjunto de valores que puede tomar la variable aleatoria, denotado

X. En este trabajo, las variables aleatorias siempre serdn denotadas con negrita.

En adelante, siempre que se consideren variables aleatorias, lo serdan sobre un mismo
espacio de probabilidad (2, .4, P), definido previamente, salvo que se exprese lo contrario.

Sea Y : & — R una variable aleatoria que describe los posibles resultados de un
experimento, definida sobre un espacio de probabilidad (€2, .4, P). Denotamos por Py la
medida de probabilidad inducida por Y.

El espacio muestral asociado a Y, denotado por &, representa el conjunto de todas
sus posibles realizaciones. Sobre % se considera una o-dlgebra Z(%) C P(#), cuyos
elementos corresponden a los subconjuntos medibles de % (también denominados eventos
0 SUCESOS).

Asumimos que la distribucién Py, que describe la estructura probabilistica de los
eventos en %, es desconocida. Sin embargo, suponemos disponible una familia & = {Py :
¥ € ©} de medidas de probabilidad sobre (#,Z(%)) tal que Py € Z. Aqui, © es el
espacio paramétrico, es decir, el conjunto de todos los posibles valores del pardametro 1
que indexan las distribuciones candidatas en &2. Esta construccién constituye el punto de

partida de un experimento estadistico.

Definicién 2.6. Un modelo o experimento estadistico es una terna (%, 8(%), P)
con % #+ 0, una o-dlgebra B(¥) C P(¥) sobre %, y una familia de medidas de proba-
bilidad &2 = {Py : ¥ € O} sobre el espacio medible (%, B(%)). Si © C RP, con p € N,
entonces llamamos o (%, B(%), &) un modelo estadistico paramétrico, donde ¥ € O

se denomina pardmetro, y © es el espacio paramétrico.

En este trabajo, supondremos que el espacio medible de llegada es siempre (R, Bg),
donde By es la o-algebra de Borel en R (generada por los abiertos de R), trabajaremos

siempre sobre él.
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Capitulo 2: Preliminares

2.2. Teoria de la Inferencia Estadistica

La Inferencia Estadistica tiene como objetivo fundamental examinar e interpretar datos
muestrales con el fin de obtener conclusiones generalizadas sobre las caracteristicas proba-
bilisticas de la poblacién. también cuantificar la precision y fiabilidad de las estimaciones
obtenidas y conclusiones alcanzadas, respectivamente.

Introduzcamos ahora el concepto de funcién de distribucién de una variable aleatoria,

que caracteriza totalmente su distribuciéon de probabilidad.

Definicion 2.7. Sea X una wvariable aleatoria, entonces su funcion de distribucion

Fx : R — [0, 1],viene dada por:
Fx =P(X<x), xR (2.1)

Ademds, la funcion de distribucion verifica necesariamente las propiedades:
(1) lim, oo F(z) = 0, limgy_yoo F(x) = 1; (1I) F(x) es una funcién mondtona no-

decreciente; (111) F(x) es continua por la derecha, meﬁrg F(z) = F(xo).

Definicion 2.8. Sea F' una funcion de distribucion arbitraria sobre R. Entonces, llama-

mos a la funcion

F71:(0,1) — R,
t— F7Nt) ;= inf{z € R: F(x) > t},

la funcion cuantil o funcion inversa generalizada (es continua por la izquierda)

correspondiente a F.

En este trabajo solo se consideran variables aleatorias continuas, es decir, aquellas para
las que su funcién de distribucion es absolutamente continua. Bajo este contexto se puede

definir la funcién de densidad de una variable aleatoria.

Definicion 2.9. Sea X una variable aleatoria, entonces su funcion de densidad fx :

R — R wiene dada por:

fx(x) = %Fx(l‘), reR.

Relacionando esta ultima expresién junto con la Ecuacién (2.1), es posible observar
que la funcién de densidad caracteriza totalmente la distribucién de probabilidad de la

variable:

P(ng):/j fx(x)dx.
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Capitulo 2: Preliminares

Ahondado ahora sobre transformaciones de variables, si X es una variable aleatoria,
entonces para cualquier funcién Borel-medible g : R — R, (es decir, VB € Bg, ¢ ' (B) €
Br),Y = g (X) es también una variable aleatoria con rango o recorrido Y = {y : y = g(z), = € X}.

Se sigue el siguiente esquema:

(Q,AP) %5 (R, B, Px) —2— (R, Bz, Pyx))

En el contexto de la estadistica, es habitual trabajar con funciones estrictamente mondéto-
nas (inyectivas y derivada con signo constante). De hecho, en este trabajo se utilizardn
habitualmente transformaciones lineales, en concreto, transformaciones localizacion-escala.
Es notoria la siguiente relacién:

P(X < g '(y)) = Fx(97(y)) sig es creciente.

Pg(X)<y) =
P(X > g_l(y)) =1-Fx(g7(y)) sig es decreciente.
Siguiendo el desarollo, es de vital importancia presentar el siguiente resultado, que

expone el comportamiento de la funcién de densidad bajo transformaciones lineales.

Teorema 2.1. [7, Cap. 3] Sea X, g(X) =Y wvariables aleatorias y fx, fy sus respectivas
funciones de densidad. Supongamos que existe una particion Ag, A1, ..., Ay de X de forma
que P(X € Ag) = 0 y fx es continua para cada A;. Ademds, supongamos también que
existen funciones g1, ..., gr definidas sobre Ay, ..., Ay respectivamente, satisfaciendo: (1)
g(x) = gi(z), para x € A;; (11) g; es mondtona sobre cada A;; (1I1) El conjunto
Y = {y: y=gi(x) para algin x € A;} es el mismo para cada i =1,....k; (IV) g7 (y)

tiene derivada continua sobre Y, para cada i =1,...,k;
FEntonces:
k d
> fx (g7 W) |59 w)| si yeY.
dy
fx(y) =9 i=1 (2.2)
0 en otro caso.
Teorema 2.2. Para cualquier funcion de distribucion F' en R, se cumple que
VO<t<1:(FoF YH)t) >t (2.3)

La igualdad en la Ecuacion (2.3) se cumple si y sélo sit pertenece al rango de F en R,
es decir, cuando existe un argumento x € R tal que F(z) =t. Si F es continua, entonces

tenemos que F o F~1 = idg,1-
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Capitulo 2: Preliminares

A continuacién se presenta un resultado muy extendido, conocido en la literatura como
transformacion cuantil, que relaciona la funcién de distribucién de una variable aleatoria

con la funcién de distribucién inversa y viceversa.

Proposicién 2.3. Sea F' una funcion de distribucion arbitraria sobre R. Entonces, (1) si
U =U(0,1) (distribucion uniforme), entonces X = F~1(U) es una variable aleatoria con
funcién de distribucion F; (II) si X es una variable aleatoria continua con distribucion F,

entonces F'(X) es uniformemente distribuida sobre [0, 1].

Es conveniente ahora para el desarrollo del presente capitulo definir la relacién de

igualdad en distribucién.

Definicion 2.10. Dos variables aleatorias X e Y se dicen iguales en distribucion, y se

denotardn X 2 Y, si se verifica que: Fx (x) = Fy (z), Vz € R.
Observacion 1. Ser igualmente distribuidas no implica necesariamente ser iguales.

.0 D .. , . L .
Observacién 2. En =, D se utiliza de forma genérica, no significa que la variable alea-
toria X tenga distribucion D. Para especificar que una variable aleatoria sigue cierta

distribucion, se utiliza la notacion: X = Q, siendo Q una distribucion cualquiera.

De la mano del Teorema 2.1, el siguiente resultado ejemplifica la situacién para trans-

formaciones de localizacién-escala.

Teorema 2.4. Sea f una funcion de densidad y a € (—o0,00), b > 0 pardmetros cuales-

quiera pero fijos. Entonces la funcion g(x) = %f (%) es también funcion de densidad.

Demostracion. Debemos comprobar que la funcién g es no negativa y su integral en R
vale 1. Por ser f(z) funcién de densidad, es no negativa, por tanto Vz € R, f(z) > 0, en

concreto, %f (%) >0 pues b > 0.

[Cawan= [ (55%) = [ stpar=n

realizando el cambio de variable y = *7% y teniendo en cuenta que f es funcién de densidad.

Por tanto, tras la transformacion se consigue una funciéon de densidad. O

Para inferir propiedades de una distribuciéon poblacional D, es fundamental establecer
un mecanismo de generacién de datos. A continuacion, se formaliza el concepto de muestreo

aleatorio simple.
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Definicion 2.11. Dada una variable aleatoria X = D, se denomina muestreo aleatorio
stmple a partir de X al procedimiento experimental de observar de manera independiente
un conjunto de variables Xy, ...,X,, distribuidas igual que X (las variables X; son inde-
pendientes unas de otras). A Xi,...,X, se le denomina muestra aleatoria simple de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.). Ademds, se bauti-

za como realizacion muestral a un conjunto de observaciones (x1,...,T,) proveniente

de X1,...,X,.

Seguidamente se aporta la definiciéon de estadistico en el marco de la inferencia es-

tadistica.

Definicion 2.12. Un estadistico es cualquier aplicacion medible:
T:(Xy,...,X,) — RP, p<n, peN.

Observacién 3. Notar que un estadistico es una variable aleatoria, y permite trasladar

la distribucion de probabilidades muestral a un espacio de menor dimension.

Con visién en la definicion de la funciéon de distribuciéon empirica, es menester desa-

rrollar el concepto de estadistico ordenado.

Definicion 2.13. Dada una muestra aleatoria simple X1, ...,X,, de tamarno n procedente
de una variable aleatoria X, es posible ordenar sus componentes de forma no decreciente
Xy < ... £ Xy, se denomina muestra ordenada a la aplicacion X(y(v1,...,7,) =

(1), ---> %)) Se define el estadistico de orden k a la aplicacion
X(k) : R — R".
(.%'1, R ,xn) — T(k) -

que devuelve la k-ésima componente de la muestra ordenada.

A continuacién, se introduce la funcién de distribucién empirica, que serd protagonista

en los desarrollos del Capitulo 4.

Definicion 2.14. Sea una variable aleatoria X con funcion de distribucion Fx y consi-

deramos (X1, ...,X,,) una muestra aleatoria simple de tamano n. Se define la funcién de
distribucién empirica de X asociada a (Xq,...,X,,) como la funcion F,: R — [0,1] que
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a cada x € R le asocia el valor:

0 six< X(l),

A #{X; <z ,

Fo(z) = {n} =45 siXg) <w < X(g para algin i € {1,...,n — 1},
I stz > X

donde se ha utilizado la notacion #, que denota el cardinal de un conjunto.

Observacion 4. La funcion de distribucion empirica Fn() es un estimador funcional
de la funcion de distribucion de una variable aleatoria, Fx. Ademds, la ley fuerte de los

grandes niimeros asequra que para cada x € R se cumple F,(x) <5 Fx(z).

Antes de proseguir, se fija notacién y se desarrolla sobre la esperanza y varianza aso-

ciadas a una variable aleatoria.

Definicién 2.15 (Esperanza de una variable aleatoria). Sea X wuna variable aleatoria,
donde X C R. La esperanza de X, denotada por E(X), se define como:

fXZE - fx(x)dx st X es absolutamente continua con densidad fx,

E(X) =
Yowex i P(X = ;) si X es discreta y X es numerable,

suponiendo que la integral o la serie convergen absolutamente. En caso contrario, decimos

que E(X) no estd definida.

Definicién 2.16 (Varianza y desviacién estandar). Dada una variable aleatoria X con
E(X?) < oo, la varianza de X se define como la esperanza del cuadrado de su desviacion

respecto a la media:
V(X) =E[(X - E(X))’] = E(X?) - [E(X)P?,
La desviacion estindar de X es sd(X) = 1/V(X).

Una vez familiarizados con estos conceptos, es conveniente explicar una de las funciones
mds usadas en el ambito de la estadistica, intimamente ligada a los momentos de una
variable aleatoria, es la funcion generadora de momentos. Esta herramienta no solo unifica
el estudio de las propiedades distribucionales, sino que también simplifica el célculo de

momentos. A continuacién, se introduce su definicién formal.

Definicion 2.17. Se define el momento de orden k, con k € N, de una variable aleatoria

X como my = E [X’“]
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Definicion 2.18. Sea X una variable aleatoria. La funcion generadora de momentos
de X, es Mx(t) = E (etx) st la esperanza existe para cualquier instante t en un entorno
del cero. En caso contrario, decimos que la funcion generadora de momentos de la variable

no existe. Si X es continua, entonces:

Mx(t) =E () = /_OO e fx (z) dz .

Se deriva el siguiente teorema que relaciona los momentos de una variable aleatoria

con las derivadas de la funcién generadora de momentos evaluada en ¢t = 0.

Teorema 2.5. Si la variable aleatoria X tiene funcion generadora de momentos Mx,

entonces:
d'n

E(X") = M%(0), donde M(0) = ——

Mx(t)
=0

Anteriormente se definieron los momentos de una variable aleatoria, de igual manera

que ahora se definen los momentos muestrales asociados a una muestra aleatoria simple.

Definicion 2.19. Dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X, de una variable aleatoria
X, se define el momento muestral de orden r como X" = Yoy % De forma andloga,

se define el momento muestral centrado de orden r como (X — f)r =3, @

Desviando el cauce, es conveniente ahora tratar el término de variable aleatoria estan-

darizada, que ird ganando protagonismo en el avance de los capitulos.

Definicién 2.20 (Variable aleatoria estandarizada). Sea X wuna variable aleatoria tal
que existen E (X) y V(X). Entonces se denomina variable aleatoria estandarizada a la
transformacion resultante de restar a la variable original la esperanza y dividir por la
desviacion tipica.

Z="_""/ (2.4)

Siguiendo esta definicién, observamos que, del mismo modo, los valores en una variable
estandarizada se obtienen a partir de la variable original restando la esperanza y dividien-
do por la desviacién tipica. Los valores estandarizados son adimensionales (sin unidades
fisicas), y miden la distancia en desviaciones tipicas con respecto a la esperanza de la
variable aleatoria original.

Introduzcamos algunas medidas estadisticas robustas, esto es, medidas que no son

excesivamente afectadas o influenciadas por outliers—puntos atipicos o valores extremos—
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Definicién 2.21 (Cuantil de orden «). Un cuantil de orden « de una variable aleatoria
X es una medida de posicion que denotamos por Co(X) para « € (0,1). Se define como
un valor tal que verifica:

11 F: <a< Fx(Cu(X)).
L Jim Fx(@) < 0 < Fx(Co(X)

Ademds, el caso particular del cuantil de orden o = 0.5 se denomina como la mediana y

se denota por Me(X).

Cuando la medida de posiciéon central utilizada ha sido la mediana, una medida de

variabilidad adecuada es el rango intercuartilico.

Definicién 2.22 (Rango intercuartilico). El rango intercuartilico (IQR) de una va-
riable aleatoria continua X es una medida de dispersion. Viene dado por la siguiente
expresion:

IQR(X) = Qx — Qx (2.5)

donde Q%( = Co.25(X) es el primer cuartil, y Q%{ = Co.75(X) es el tercer cuartil.

La siguiente propiedad sera de gran utilidad en este trabajo, donde nos referiremos a

ella como linealidad del cuantil para parametro de escala positivo.

Proposicion 2.6. Sea X una variable aleatoria definida como X = a 4+ bZ con a € R
y b e (0,00), siendo Z otra variable aleatoria. Entonces, para cada o € (0,1) se verifica

Ca(X) = a + bCW(Z).

2.2.1. Meétodos de construccién de estimadores

Sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria X ~ Fp,
donde § = (61, ...,6;) € © C R son pardmetros desconocidos de una familia paramétrica
de distribuciones. El objetivo de esta subseccion es estimar dichos parametros desconocidos

por medio de los métodos de los momentos y de méxima verosimilitud.

Método de los momentos

El problema de estimacion se puede resolver igualando los momentos muestrales y po-
blacionales, de modo que se plantea una ecuacién o sistema de ecuaciones cuyas incognitas
son los valores paramétricos desconocidos. A este método se le denomina método de los

momentos.
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El momento muestral de orden k£ € N se define como el estadistico:

1 n
X[k — - inﬁ
=1

mientras que el momento poblacional correspondiente es E(X*) = gx(61,...,6;), donde
gr.: © — R es una funcion conocida que depende de la familia paramétrica considerada.
Suponiendo que se quieran estimar los pardmetros 61,...,0; € O, se plantearia un

sistema de al menos [ ecuaciones como el siguiente:

E(X) =X, =g1(01,...,0)

E(X2) = XD = go(61,...,6)

E(X) =X = 961, ....0)

Es necesario despejar por lo menos 64,...,0; del sistema anterior para obtener las
estimaciones de los [ pardmetros.

En el caso de que los parametros sean E(X) = u, V(X) = o2, aplicar el método de los
momentos resulta en los estimadores clasicos de la media y desviacién tipica muestrales.
Notar que, debido a que la varianza muestral es un estimador sesgado de la varianza

poblacional, es comun utilizar la medida cuasivarianza muestral.

Método de maxima verosimilitud

El método de maxima verosimilitud es una técnica estadistica para estimar los pardme-
tros desconocidos de un modelo, eligiendo los valores que hacen més probables los datos
observados. Para este método es estrictamente necesario contar con la definiciéon de funcién

de verosimilitud, que se desarrolla a continuacion.

Definicion 2.23. Sea X una variable aleatoria cuya distribucion depende de cierto pardme-

tro 0 € © y su funcion de densidad es f(x;0). Si (x1,...,2,) es una muestra de obser-
vaciones independientes de X, se define la funcion de verosimilitud de (x1,...,2T,) como
L(x1,...,2p;0) : © — [0,00) tal que a cada 6 € O le asocia el valor:

n

L(xy,...,xn;0) = Hf(a:l,H)

i=1
El método de méxima verosimilitud se basa en asignar como el valor de 6 estimado

para (1,...,Ty) €l 6 € © que hace méxima la funcién de verosimilitud.
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Definicién 2.24. Se denomina estimador mdzimo-verosimil de 0 basado en (Xi,...,X,,)
al estimador é(Xl, ..., Xy) tal que para cada posible realizacion muestral (x1,...,T,) se
tiene que:

L(zy,... ,xn;é(ml, Cey X)) = I;leéé(L(xl, ey T 0).

Observacion 5. Siempre que sea posible, es habitual mazximizar el logaritmo de la funcion
de verosimilitud en lugar de la propia funcion de verosimilitud para obtener estimadores
mdzximo verosimiles, pues al aplicar la transformacién por el logaritmo se conservan los
valores extremos, es continua y creciente. Ademds, generalmente resulta menos costoso

computacionalmente y mds sencillo analiticamente.

2.3. Coeficientes de asimetria y curtosis

2.3.1. Coeficientes de asimetria: definicion y propiedades

La nocién de simetria para una variable aleatoria X es habitual en el contexto de la

estadistica.

Definicion 2.25. Una variable aleatoria X se dice simétrica respecto a xq si la distribu-

cion de X — xqg coincide con la de xg — X, esto es
PX<zy—z)=PX>z9+2), Yz € R. (2.6)

Equivalentemente, si F' es la funcion de distribucién de la variable aleatoria X, y no
existe ningin punto x € R tal que P(X = z) > 0, se caracteriza la simetria respecto
a xg como F(rg —xz) =1 — F(xg + x), Vx € R. Adicionalmente, si X es continua con
funcién de densidad f, entonces la simetria respecto a xy también se caracteriza como
f(xo — z) = f(zo + x), Vo € R. Por tanto, si se dice que una variable aleatoria X es
simétrica, necesariamente existe xg € R respecto al cual X es simétrica. La mediana (si es
unica) y la media (si existe) coinciden, tomando ademas el valor donde ocurre la simetria.

A continuacién se introducen unas propiedades deseables para medir la asimetria de
una variable aleatoria, provocando la formalizacién de la nocién de coeficiente de asimetria.
En este contexto, se dird que un coeficiente de asimetria es cualquier funciéon v : F — R
que asigna a cualquier variable aleatoria una medida de su asimetria (F denota un conjunto
o familia de variables aleatorias). Entre otras propiedades, se requiere tipicamente que los

coeficientes de asimetria verifiquen las siguientes propiedades:
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(I) v(X) =0, si X es simétrica;

(II) v(bX 4+ a) = v(X),a € Ry b € (0,00) , invariante a transformaciones localizacién-

escala;
(II) (=X) = =y(X).

Observacion 6. La condicion (1) no requiere que v(X) = 0 si y sdlo si X es simétrica;
realmente es factible encontrar distribuciones asimétricas para las que los valores de los

coeficientes de asimetria mds conocidos son iguales a cero.

El coeficiente de asimetria mas prominente, conocido como coeficiente de asimetria de
Fisher o de momentos, se atribuye tipicamente a Pearson [25] (y también a Charlier [8] y

Edgeworth [13]) y se define como sigue.

Definicion 2.26. FEl coeficiente de asimetria -o skewness- de Fisher de una variable alea-

toria X se conoce como el tercer momento de la variable estandarizada:

(x;uﬂ | 27

La distribucion de X se dice asimétrica positiva, asimétrica negativa o no asimétrica de-

Y (X) = skew(X) = E

pendiendo de si el valor de skew(X) es positivo, negativo o cero, respectivamente.

Notar que, a lo largo de los anos, en la literatura se han desarrollado numerosos coefi-
cientes de asimetria, entre ellos: coeficiente de asimetria no paramétrico vy p(X) (atribuido
a Yule [32]), coeficiente de asimetria de Bowley v5(X) [4] (elude la necesidad de existencia
de momentos finitos de las variables aleatorias), etc.

A continuacién se presentan resultados relativos a coeficientes de asimetria, algunos
de ellos especificos para el coeficiente de asimetria de Fisher y otros con caracter general

(como la invarianza a transformaciones de localizacién-escala).

Proposicién 2.7. Sea X una variable aleatoria simétrica respecto a \, entonces ypr(X) =

skew (X) = 0.

Demostracion. Por hipotesis A — X 2x- A, junto con linealidad y simetria, tenemos que:

E [(X - )\)3] E [()\ - X)3] _E [(X - A)?’}

skew(X) = 3 = e = 3

= skew(X)=0. O

Observacién 7. No es cierto el reciproco. Una distribucion no simétrica puede tener

coeficiente de asimetria 0.

Bondad de ajuste a familias de localizacién-escala Péagina 15 de 74



Capitulo 2: Preliminares

En el trabajo que nos ocupa es notable el interés por las familias de localizacién-
escala, la siguiente proposicién desmuestra la invarianza de los coeficientes de asimetria

bajo transformaciones de localizacién-escala.

Proposicién 2.8. FEl coeficiente de asimetria de una variable aleatoria Z es invariante

frente a transformaciones de localizacion-escala a + bZ, a € R, b € (0,00).

Teorema 2.9. Es posible expresar el coeficiente de asimetria de Fisher de una variable
aleatoria X en términos de los tres primeros momentos de X, siempre que estos existan:

E (X®) — 3uE (X?) + 20 _ E (X?) —3u0® — pi°

o3 o3

skew (X) = (2.8)

Demostracion. Notar que (X — ,u)3 = X3 - 3X2%u + 3Xu? — 13, y simplemente utilizando
la linealidad de la esperanza obtenemos la primera igualdad. La segunda igualdad viene

de sustituir la relaciéon E (XZ) =02 + p?. O

2.3.2. Coeficientes de curtosis: definicién y propiedades

El coeficiente de curtosis es una medida estadistica que describe la forma de la distri-
bucién de probabilidad de una variable aleatoria, especialmente en lo que respecta a la
concentracién de sus valores en torno a la media y la presencia de colas extremas. Este,
junto con los coeficientes de asimetria anteriormente descritos, proporcionan informacién

muy valiosa sobre las distribuciones de estudio.

Definicion 2.27. La curtosis -o kurtosis- de una variable aleatoria X es el cuarto mo-

(X;u)1 | 29)

Por ejemplificar la manera de cédlculo de este coeficiente se presenta el siguiente teo-

mento de la variable estandarizada:

kurt(X) =E

rema, que reporta una expresién para calcular la curtosis de una variable aleatoria en

términos de los cuatro primeros momentos.

Teorema 2.10. Es posible expresar la curtosis de una variable aleatoria X en términos
de los cuatro primeros momentos de X, siempre que estos existan.
E(X?*) — 4pE(X3) 4 6p2E(X?) — 3u?

4
g 2.10
E(X*) — 4uE(X3) 4 6p20? + 3ut (210

ol

kurt(X) =

Bondad de ajuste a familias de localizacién-escala Péagina 16 de 74



Capitulo 2: Preliminares

Demostracion. De igual manera que en el Teorema 2.8 se obtiene una expresion de (X — ,u)4
utilizando el Teorema del binomio. Luego se aplica la linealidad del operador esperanza
para conseguir la primera igualdad, y se sustituye la relacién E (XZ) = o2 + 4? para

alcanzar la segunda. O

2.4. Teoria sobre procesos empiricos

En esta seccién se recogen de manera preparatoria algunos resultados sobre la teoria
de procesos empiricos y medidas, basados en la introduccién propuesta por T. Dickhaus
n [11]. Partimos de una muestra aleatoria simple Y71,...,Y, de tamano n procedente de

una variable aleatoria Y.

Lema 2.11. [16] Sea F una funcion real, no decreciente definida sobre R. Entonces, F
tiene limites laterales finitos (a izquierda y derecha) en todos los puntos de R, y es continua

excepto en un conjunto numerable de puntos de R.

Teorema 2.12 (Glivenko-Cantelli). Se cumple que

En(y) — F(y)| = 0 P-casi sequro cuando n — oo.

Fn — FH = sup
oo yeR

Demostracion. Su prueba se deriva del Lema 2.11 siguiendo la argumentacion de Einmahl

y de Haan desarrollada en [14]. O

Definicién 2.28 (Proceso empirico (reducido)). Bajo las asunciones generales del marco
tedrico de esta seccion, llamamos proceso empirico asociado a Y1,..., Y, ala funcion
aleatoria \/n (Fn — F) (1). En el caso especial donde la variable aleatoria verifica Y ~
U(0,1), escribiremos Uy, ..., Uy en lugar de Y1,...,Y, al referirnos a la m.a.s. En este

ultimo caso, definimos ademds para 0 < u < 1 las cantidades
1 n
i=1
U () = v (cﬁn(u) - u) , (2.12)
y llamamos a la funcién aleatoria U, (-) proceso empirico reducido.

Lema 2.13. Sea n € N, consideramos U ~ U(0,1) y Uy, ...,U, una m.a.s. de variables
i.i.d., definimos Y; = F~Y(U;) para una funcion de distribucion F dada sobre R. Entonces,

se cumplen las siguientes afirmaciones:

Bondad de ajuste a familias de localizacién-escala Péagina 17 de 74



Capitulo 2: Preliminares

(D) VyeR: Fn(y) = én(F(y))
(1) ¥y € R: /it (Fuly) = F(y)) = Un(F(y)):
(111) Si F es continua, entonces Uy (u) = /n (Fn(F_l(u)) - u) para todo u € [0, 1].

Demostracion. Para demostrar el apartado (I), calculamos directamente:

. 1 « 1 & .
Gn(F(y)) = - Z Ly, <ry)y = - Z Ly, <y = Fu(y), (2.13)
i1 i=1

donde el lado izquierdo de 2.13 se sigue de la Proposicién 2.3. El apartado (II) es
consecuencia inmediata del apartado (I). Para demostrar (III), sustituimos y = F~!(u) en

(b) y recordamos del Teorema 2.2 que F o =1 = id[,1) cuando F es continua. O

Observacién 8. (a) La funcion F, aunque tipicamente desconocida en el contexto es-
tadistico, es una funcion determinista fija. Por tanto, el apartado (11) del Lema 2.13
muestra que el comportamiento estocdstico de un proceso empirico (general) ya estd

determinado por el del proceso empirico reducido.

(b) Si solo se esta interesado en enunciados probabilisticos sobre variables aleatorias
2.0.d. Y1,...,Y, con funcion de distribucion F de Yy, entonces la Proposicion 2.3

implica que podemos asumir Y; = F~1(U;) para 1 < i < n sin pérdida de generalidad.

A continuacién se exponen definiciones y resultados sobre la teoria de procesos es-

tocdsticos, que establecen la base para trabajar en los capitulos subsecuentes.

Definicién 2.29. Un proceso estocdstico es una coleccion indexada (Xi)ieT de varia-

bles aleatorias, donde T denota un conjunto de indices (arbitrario).

Definicién 2.30. Un proceso estocdstico real (Xy)ieT se llama proceso gaussiano si pa-
ra cualquier m € N y cualquier m-tupla (t1, ..., tm) C T, el vector aleatorio (Xy, ..., Xy,) "

tiene distribucion normal conjunta.

A partir de estas definiciones, es posible introducir seguidamente los conceptos de

movimiento y puente browniano.

Definicién 2.31. Un proceso estocdstico real (Bt)i>0, definido en algun espacio de proba-

bilidad (2, F,P), se llama movimiento browniano si cumple las siguientes condiciones:

(I) El proceso (Bt)i>o es gaussiano con E[B:] = 0 para todo t > 0 y Cou(Bs, By) =

min{s,t} para todo s,t > 0.
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(IT) La trayectoria t — Bi(w) es continua para P-casi todo w € Q.

Definicién 2.32. i (B;)o<t<1 s un movimiento browniano, entonces el proceso (BY)o<t<1,

definido por BY = B, —tB; para 0 < t < 1, se llama puente browniano.

Se concluye la seccion exponiendo resultados tedricos sobre los conceptos anteriormen-
te introducidos, relacionandolos con los procesos empiricos, para mas adelante derivar

conclusiones relativas a estos.

Lema 2.14. Un puente browniano (BY)o<i<1 es un proceso gaussiano centrado con Cov(BY, BY) =

min{s,t} — st para todo 0 < s,t < 1. En particular, 38 = B? = 0 casi sequramente.

Teorema 2.15. Todas las distribuciones marginales finito-dimensionales asociadas al pro-
ceso empirico reducido (Uy(u))o<u<1 convergen débilmente a las distribuciones marginales

correspondientes de un puente browniano (B9)o<u<1 cuando n — oc.

Por ultimo, el extendido corolario de Donsker, que proporciona convergencia en distri-

bucién para el proceso empirico reducido.

Corolario 2.16. [12, Donsker| El proceso empirico reducido (Uy,(u))o<u<i converge en

distribucion a (BQ)o<u<1 cuando n — oc.
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CAPITULO

FAMILIAS DE LOCALIZACION-ESCALA

En el andlisis estadistico y en la teoria de probabilidades, las familias de distribuciones
juegan un papel fundamental en la modelizacion de datos y fenémenos aleatorios. Entre las
familias méas notorias se encuentran las de localizacién-escala, que modelizan variaciones
en la dispersién y posicién de una distribucion sin alterar su estructura esencial. Antes
de proceder con la definicion formal de estas familias, es crucial resaltar su relevancia y
las aplicaciones en las que son frecuentemente utilizadas. De forma general, estas familias
son altamente relevantes en: modelos de regresion, andlisis de supervivencia, teoria de
la decisién, procesamiento de senales... Mds particularmente, se encuentra gran utilidad a
estas familias en contextos donde los cambios en la media y la dispersién son los principales
factores de variacién, como en problemas de estimacién, robustez estadistica y bondad de

ajuste. Precisamente estos ultimos son los problemas que nos ocupan en este trabajo.

3.1. Definicion

A continuacion se introduce el concepto formal de familia de localizacién-escala para

una distribucion de probabilidad Q genérica.

Definicién 3.1 (Familia de localizacién-escala (LoScF)). Sea Q una distribucion de pro-
babilidad. Se denomina familia de localizacion-escala (LoScF, abreviado del inglés
Location-Scale Family) generada por Q al conjunto de todas las distribuciones de proba-
bilidad de aquellas variables aleatorias X para las que existe una variable aleatoria Z con
distribucion Q y dos parametros a € R y b € (0,00) tales que X 24 + bZ. Es una familia
2-paramétrica donde al pardametro a se le conoce como el pardmetro de localizacion y al

pardmetro b se le conoce como pardmetro de escala.

Observacién 9. Bajo el marco de la definicion anterior, se bautiza como distribucion
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generadora a la distribucion Q con respecto a la cual se parametriza la familia de locali-
zacion-escala (la distribucion subyacente de la LoScF). Tipicamente se hablard de familia

de localizacion-escala sin mencionar explicitamente la distribucion generadora.

Definicién 3.2 (Familia de localizacién (LoF)). En las condiciones de la definicion de
LoScF, cuando el pardmetro b = 1, la familia 1-paramétrica resultante se denomina fami-
lia de localizacion (Location Family) asociada a la distribucion dada. Es una subfamilia

de la familia localizacion-escala.

Definicién 3.3 (Familia de escala (ScF)). En las condiciones de la definicion de LoScF,
cuando el pardmetro a = 0, la familia 1-paramétrica resultante se denomina familia de
escala (Scale Family) asociada a la distribucion dada. Es una subfamilia de la familia

localizacion-escala.

Como motivacién a las familias de localizacién-escala, aportamos luz sobre este tipo
de transformaciones con ejemplos cotidianos introducidos en [27, Cap. 5]. Las transforma-
ciones de escala se presentan de manera natural cuando se modifican las unidades fisicas
de medida (por ejemplo, al cambiar de metros a pies). Por otro lado, las transformaciones
de localizacién se producen cuando se altera el punto de referencia cero (como al medir
distancias o tiempos). No obstante, es relevante seialar que las transformaciones de loca-
lizacion y escala pueden coincidir simultaneamente en ciertos cambios de unidades fisicas,

como sucede al convertir de grados Celsius a Fahrenheit.

3.2. Caracterizacion y propiedades

Es posible considerar que dos distribuciones de probabilidad relacionadas por una
transformacion localizacion-escala gobiernan la misma cantidad aleatoria subyacente, pero
en unidades fisicas diferentes. Esta relacion es lo suficientemente importante como para

darle nombre.

Definicién 3.4 (Pertenencia a la misma LoScF). Sean P y Q distribuciones de probabili-
dad relacionadas por una transformacion localizacion-escala con funciones de distribucion
F y G respectivamente. Entonces P y Q son del mismo tipo o pertenecen a la misma

familia de localizacion-escala si existen constantes a € R y b € (0,00) de modo que:

F(z)zc;(m;“), z €R. (3.1)
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Teorema 3.1. Ser del mismo tipo es una relacion de equivalencia sobre la coleccion de
distribuciones de probabilidad en R. En efecto, si P, Q y R son distribuciones de proba-

bilidad en R, entonces se verifican:
1. Reflexividad: P es del mismo tipo que P.
2. Simetria: si P es del mismo tipo que Q, entonces Q es del mismo tipo que P.

3. Transitividad: si P es del mismo tipo que Q y Q es del mismo tipo que R, entonces

P es del mismo tipo que R.

Demostracion. Sean ', G y H las funciones de distribucién asociadas a P, Q@ y R respec-

tivamente, comprobemos que se verifican las 3 propiedades.
1. Trivial tomando a =0y b= 1.

2. Por ser P del mismo tipo que Q existen a € Ry b € (0,00) de modo que F(x) =
G (%3%), = € R. Por tanto, G(z) = F (a + bz) = F (M)

o=

3. Por ser P del mismo tipo que Q y Q del mismo tipo que R, existen a,c € Ry
b,d € (0,00) de modo que F(z) = G (%%) y G(z) = H (%<), = € R. Entonces
F(z) = H(=§), 2 e R O

Por consiguiente, hay una particién de la coleccion de distribuciones de probabilidad
sobre R, cuyas clases de equivalencia son exclusivas, donde todas las distribuciones en cada
clase verifican la relacién ser del mismo tipo. Adn mas, las LoScF son trivialmente cerradas
bajo transformaciones localizacién-escala. Claramente, los resultados no dependen de los

representantes de la clase elegidos.

Observacion 10. En adelante, al hacer referencia a una familia de localizacion-escala
generada por una distribucion de probabilidad cualquiera Q, se trabajard indistintamente
conXZq +bZ cona €R ybe (0,00), sobreentendiendo que es el conjunto o familia de

distribuciones de las variables aleatorias X (con Z = Q), es decir, la LoScF.

A continuacién, desarrollamos distintas relaciones para determinar la distribucién de
X a partir de las correspondientes funciones de probabilidad para Z, bajo el contexto de

una familia de localizacién-escala X 2 a + bZ con a € R y b e (0,00).

Proposicién 3.2 (Funcién de distribucién de la LoScF). [27, Cap. 5] Sea Q una distri-

bucion de probabilidad arbitraria y Z una variable aleatoria definida sobre (2, A,P) con

Bondad de ajuste a familias de localizacién-escala Péagina 22 de 74



Capitulo 3: Familias de localizacion-escala

distribucion Q. Consideremos la familia de distribuciones de localizacion-escala (LoScF)
generada por Q, es decir, X 2. +bZ cona € R yb e (0,00). Si Z tiene funcion de

distribucion Gz, entonces X tiene funcion de distribucion Fx, dada por:

Px(z) = Gz <’5;“> zeR. (3.2)

Demostracion. Esto se deduce facilmente de:

Vx € R,

Fx(:c):]P’(XSx):]P’(a—l—b-ZSx):}P’(ZSx;a> — Gy (“;“) . O

Sin embargo, para la distribucién de densidad (Probability Density Function) de una
variable aleatoria continua, obtenemos resultados ligeramente diferentes respecto de la
Ecuacién (3.2), de la Proposicién inmediatamente anterior. Esto no es sorprendente, pues

la funcién a considerar tiene significados diferentes.

Proposicién 3.3 (Funcién de densidad (PDF) de la LoScF). [27, Cap. 5] Sea una LoScF
generada por la distribucion Q arbitraria, X 2 a+bZ cona € R yb e (0,00). Entonces, si
Z es una variable aleatoria continua con funcion de densidad de probabilidad gz, entonces
X también es una variable aleatoria continua con funcion de densidad de probabilidad fx,

dada por:

fx(w)Z%-gz (x;a>, z €R. (3.3)

Demostracién. Notar primero que 0 = P(X =2) = P (Z = 23%). Ademds, como Z es

continua, también lo es X. La Ecuacién (3.3) es consecuencia directa de la Proposicién
3.2, del Teorema 2.1 y de que la funcién de densidad de probabilidad se consigue a partir

de la derivada de la funcién de distribucién, pues fx = Fg, gz = Gg. O

En cuanto a los grafos de las funciones de densidad, notar lo siguiente:

» Para la familia localizacion asociada a gz, el grafo de fx se obtiene mediante una
traslacién del de gz, a unidades a la derecha si @ > 0 0 —a unidades a la izquierda

sia<0.

= Para la familia escala asociada a gz, si b > 1 el grafo de fx se obtiene a partir del
de gz, estirando horizontalmente y comprimiendo verticalmente mediante el factor
b. Si 0 < b < 1 entonces se obtiene comprimiendo horizontalmente y estirando

verticalmente mediante el factor b.
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A continuacion, se presenta la relacién entre las funciones cuantil dentro de una familia
de localizacién-escala. En particular, si z es un cuantil de orden p para Z, entonces = =

a + bz es un cuantil de orden p para X.

Proposicién 3.4 (Funcién cuantil de la LoScF). [27, Cap. 5] Sea una LoScF generada
por la distribucion Q arbitraria, X 2 +bZ cona e R ybe (0,00). Si Gil Yy F)El son
las funciones cuantil de Z y X respectivamente, entonces: F)El(p) =a+ bGEl(p), con

pe(0,1).

Demostracion. Este tltimo resultado se sigue directamente de la Ecuacién (3.2). Como se

puede comprobar, en las condiciones del enunciado, p € (0,1):

1. Fxl(p):l’nf{ajeR|Fx(x)Zp}:l’nf{:EER|Gz <:r;a> Zp}
=if{bz+acR|Gz(zx) >p}=ifb{x € R| Gz(z) > p}+a

=a+bG, (p). O

En aras de completar la caracterizacién de las familias localizacién-escala, se presenta
el siguiente teorema, en el que se establece una relacién entre las funciones de densidad

de miembros de una familia de localizacién-escala.

Teorema 3.5. [7, Cap. 3] Sea f una funcion de densidad, a € R, b € (0,00) pardmetros
cualesquiera pero fijos. Entonces, X es una wvariable aleatoria con funcion de densidad
%f (L;"“) si y solo si existe una variable aleatoria Z con funcion de densidad f y X L

a+ bZ.

Demostracion. Definimos g(x) = bxr + a y sea Z = g (X). Basta notar que g es una
funcién mondtona, ¢g~'(z) = 3% y !%g_l(mﬂ = 7. Entonces por el teorema de cambio

de variable, la funcién de densidad de X es:

fx(@) = f2 (g7 (@) § = Iz (x - “) L

Definimos g(z) = %%, y la variable aleatoria Z = g (X). Notar que g~'(z) =
bz + a,

d%g_l(z)’ = b. Entonces, por el teorema de cambio de variable, la funcién de
densidad de Z es:

d (bx +a)—a

fale) = P a7 0) | )] = 41 (PEIE ) 0= 100,

Tambien,
X—-a

bZ+a:bg(X)+a:b< )—i—a:X. O
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Este resultado, junto con el Teorema 3.1 y la Definicién 3.1, reafirma una proposicién
que hasta el momento puede haber permanecido bajo la manta—implicita—: es posible
obtener cualquier miembro de una familia de localizacion-escala a partir de otro miembro
cualquiera mediante una transformacion localizacion-escala (utilizando las propiedades de
transitividad y simetria de la relacién de equivalencia). Como ya se habia comentado tras el
Teorema 3.1, la familia es trivialmente cerrada bajo transformaciones localizacion-escala.

Tras dilucidar esto, concluimos por tanto que es posible hacer todo tipo de calculos
para una distribucién generadora cualquiera y posteriormente adaptarlos a transformacio-
nes localizacion-escala de la variable aleatoria generadora asociada. En este contexto, se
presenta el siguiente teorema, que relaciona la media, varianza y desviacién tipica de una

LoScF general.

Teorema 3.6. Suponiendo, como antes, una familia de localizacion-escala X 2. + bVZ
cona €R, be (0,00). Si existen E(Z) y V(Z) se tiene que:
DEX)=a+b-E(Z), (II) V(X)=0b2-V(Z), (II) sd(X)=0b-sd(Z).

Demostracion. Trivial utilizando propiedades de la esperanza y varianza. O

Observaciéon 11. En las condiciones del teorema anterior, notar que si existen E (Z)
y V(Z) trivialmente existen también E (a + bZ) y V (a + bZ) para todos los pardmetros
a €R, be (0,00). Notar también que basta la existencia de la esperanza (varianza) de un
miembro de la familia para tener asequrada la existencia de la esperanza (varianza) de los
demds miembros. Andlogamente, es suficiente la no ezistencia de la esperanza (varianza)

de un miembro para derivar la no existencia para cualquier otro miembro de la familia.

Con la mirada puesta en el horizonte mas amplio y en consecuencia de los resultados
anteriores, es posible considerar como distribucién generadora de la familia a una distri-
bucién cualquiera perteneciente a la misma familia. Sin embargo, en aras de facilitar la
interpretacion, parece conveniente fijar de forma general unos requisitos comunes a cum-
plir por la distribuciéon generadora, para cada familia. Motivados por esto, introducimos

las siguientes definiciones.

Definicién 3.5 (Distribucién estandarizada en una LoScF). Sea una LoScF generada por
la distribucion Q arbitraria, X 2 a+bZ cona € R ybe (0,00). Siexisten E (X) y V(X),
entonces se denomina distribucion estandarizada a aquella que sigue la variable aleatoria

estandarizada, es decir, la resultante de restar a la variable original la esperanza y dividir
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por la desviacion tipica. Se denota por Qg 1.

X-E(X
sd(X)

En contraposicién, también estudiaremos distribuciones para las que no existen la
esperanza y/o varianza, como la distribucién de Cauchy. Para estos casos utilizaremos la

estandarizacion en el sentido de Cauchy, introducida a continuacion.

Definicién 3.6 (Distribucién estandarizada en el sentido de Cauchy en una LoScF). Sea
una LoScF generada por la distribucion Q arbitraria, X 2a +bZ cona e R ybe (0,00).
Si no existen E (X) y/o V(X), entonces se denomina distribucion estandarizada en el
sentido de Cauchy a aquella que sigue la variable aleatoria estandarizada en el sentido de

Cauchy, es decir, la resultante de restar a la variable original la mediana y dividir entre

la mitad del rango intercuartilico. Se denota por Q(]Cj”why.
X — Me(X) Cauch

Z = ——— = Yy . 35

IQR(X)/2 Q0. (3:5)

Observacion 12. Algunas LoScF ya han sido estudiadas anteriormente, y existe la cos-
tumbre de bautizar a una de las distribuciones de la familia como “distribucion estandar”,
es el representante candnico mdas reconocido por su uso generalizado en la literatura para
cada distribucion y habitualmente coincide con la distribucion estandarizada. No obstante,
siempre se explicitard con qué trabajamos en estas situaciones. Notar la diferencia con la

definicion de distribucion estandarizada.

Ejemplo 3.1. En la distribucion uniforme no coincide la distribucion estandarizada con
la distribucion que sigue la variable aleatoria estandar. En esta familia, la distribucion que

sigue la variable aleatoria estdndar es U (0, 1); mientras que la distribucion estandarizada

es U (—\/g, \/g)

En adelante, consecuentemente, al construir una familia de localizacién-escala, se par-
tird de una distribucién generadora estandarizada, siempre que existan la esperanza y la
varianza. En caso contrario, se tomara como base una distribuciéon generadora estanda-
rizada en el sentido de Cauchy. En cada situacién especifica, si es requerido, se indicara

explicitamente el tipo de estandarizacion empleada.

Lema 3.7. Para toda LoScF generada por una distribucion estandarizada Qo1 arbitraria,
x 2 4oz con peR yo e (0,00), el parametro de localizacion u se corresponde con el
valor de la esperanza E (X); y el pardmetro de escala o se corresponde con el valor de la

desviacion tipica sd(X).
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Demostracion. Trivial a partir del Teorema 3.6, la propia definicién de distribucién estan-

darizada y la construccion de las LoScF. O

Es ahora conveniente introducir una notacién para discernir, dentro de las funciones de
distribucién, entre los miembros de una familia localizacién-escala. Ademas, esta notacién
permitird descargar las expresiones y facilitar su comprension.

Observacion 13. Sea una LoScF generada por una distribucion estandarizada Qo1 (o
estandarizada en el sentido de Cauchy rojclmmy) arbitraria, X 2 w400z conu € Ry
o € (0,00). En lo sucesivo denotaremos indistintamente Fx(x) como F, ,(x), fx(x) como
Juo(x), y F)El(w) como Fgé(m) En su caso, para la variable aleatoria generadora asociada
auchy) se

a la distribucion estandarizada Qo (o estandarizada en el sentido de Cauchy ro:1

utilizardn indistintamente Fy1(z), fo1(z) y F&ll (x). Se generalizard su uso en el Capitulo
4.

Ejemplo 3.2. La familia de distribuciones {N'(u,0?): p €R, o € (0,00)} es una LoScF

generada por la distribucion normal estandarizada N (0,1).

Anadir que, como las familias localizacién-escala (LoScF) esencialmente se correspon-
den con cambios de unidades, no sorprende que los valores estandarizados se mantengan
invariantes bajo transformaciones localizacién-escala. Se sigue el siguiente teorema con

caracter general, pues se verifica para cualquier distribucién generadora de la LoScF.

Teorema 3.8. Sea una LoScF generada por la distribucion Q arbitraria, X L2 + bZ con
acR ybe (0,00), de forma que existen E (Z) y V (Z). Los valores estandarizados de las

variables aleatorias Z y X coinciden siempre, es decir, son iguales.

Demostracion.
X—E(X)_a+b~Z—(a+b~E(Z))_Z—E(Z) (3.6)
sd(X) b-sd(Z) - sd(Z) ’
donde se ha utilizado el Teorema 3.6. O

Corolario 3.9. Los coeficientes de asimetria y curtosis, si existen, son invariantes en

familias de localizacion-escala, pero no caracterizan univocamente.
(I) skew(X) = skew(Z), (I) kurt(X) = kurt(Z) . (3.7)

Demostracion. Recordar que los coeficientes de asimetria y curtosis de una variable alea-
toria se corresponden, respectivamente, con el tercer y cuarto momento de la variable

estandarizada. ]
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Teorema 3.10. Sea una LoScF generada por la distribucion Q arbitraria, X L a+bZ con
a€R ybe (0,00), de forma que no existen E(Z) y/o V(Z). Los valores estandarizados
en el sentido de Cauchy de las variables aleatorias Z y X coinciden siempre, es decir, son

iguales.

Demostracion.

X—-Me(X) a+b-Z—(a+b-Me(Z) Z— Me(Z)

IQR(X) /2 b-1QR(Z) /2 - IQR(Z)/2”°

(3.8)

donde se ha utilizado las definiciones de mediana, rango intercuartilico y la propiedad de

linealidad del cuantil para pardametros de escala positivos. ]

Al respecto de los dos teoremas previos, no cabe mayor especulacién: hemos consegui-
do probar que los coeficientes de asimetria y curtosis, cuando estos coeficientes existen,
se mantienen constantes para cada familia de localizacién-escala (recordemos que estos
coeficientes son invariantes a transformaciones de localizacién-escala).

Para terminar, procedemos aportando una relaciéon que se verifica para cualquier dis-

tribucién generadora de la LoScF.

Proposicién 3.11. Sea una LoScF generada por la distribucion Q arbitraria, X L a+bZ
cona € R ybe (0,00). Es posible representar los momentos de X centrados, si existen, a

partir de los de Z.

Demostracion. Utilizando el Teorema del binomio, tenemos la siguiente cadena de igual-
dades X" = (a + bZ)" = > _, (7)b*a""*Z*. Por tanto, basta utilizar que la esperanza es

un operador lineal, y concluimos la siguiente relacién:

E(X") = zn: <Z> bra"HE (z’f) ,neN. (3.9)

k=0

Notar que Z° = 1 es una variable degenerada. O

Corolario 3.12. Los momentos de X (pardametro de localizacion a), si existen, tienen

una representacion simple en términos de los momentos de Z.

Demostracién. Notar que (X — a)" = b"Z™, por tanto conseguimos la relacién:
E[(X —a)"|=b"E(Z"), n€N. (3.10)

Simplemente se ha aplicado que la esperanza es un operador lineal. ]
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Es posible hallar una relacién entre las funciones generadoras de momentos dentro de

una LoScF, como se expone en el siguiente resultado.

Propiedades 3.13. Sea una LoScF generada por la distribucion Q arbitraria, dada por
X2, +bZ cona € R ybe (0,00). Si Z tiene como funcion generadora de momentos a

Mgy, entonces X tiene funcion generadora de momentos Mx, dada por:
Mx (t) =E (¢X) =E [et<a+bz>] _ <etbz) = )My (bt) . (3.11)

En vista de lo expuesto anteriormente, se han desarrollado diversas recetas para iden-
tificar, en su caso, a qué LoScF puede pertenecer una variable aleatoria. Es importante
recordar que los coeficientes de asimetria y curtosis, en virtud del Corolario 3.9, no caracte-
rizan a las LoScF. Asimismo, los desarrollos presentados permiten un andlisis mas sencillo
de cada LoScF. Para ello, es suficiente, por ejemplo, calcular los coeficientes de asimetria y
curtosis para la variable aleatoria estandar de la distribucién (pues coinciden con su tercer
y cuarto momento, respectivamente), utilizar la funcién generadora de momentos para la
variable estdndar, o incluso hacerlo para cualquier miembro de la familia arbitrario, ya
que los resultados son invariantes. Motivados por estas numerosas posibilidades de estudio,
introducimos la siguiente seccién de ejemplos, donde se pondran de manifiesto algunas de

las recetas aqui indicadas.

Observacién 14. Respecto a la estimacion de pardmetros por mdxima verosimilitud, es
comun no poder obtener una expresion cerrada para los pardmetros de la familia de locali-
zacion-escala. Sin embargo, estos pueden estimarse mediante métodos numéricos a partir
de la funcion de verosimilitud o de log-verosimilitud. En este trabajo, cuando se presenta
esta situacion, se emplea el algoritmo de Nelder-Mead [24, 26] para obtener una aproxi-

macion numeérica de los pardmetros.

3.3. Ejemplos

Con el fin de ilustrar las familias de localizacién-escala, en esta seccién se introducen
numerosos ejemplos de familias de localizacidn-escala, a partir de diversas distribuciones
de probabilidad iniciales distintas.

Como se comentd en la seccién anterior, dada una LoScF X 2 a+bZconacR y
b € (0,00) es posible hacer todo tipo de calculos para la variable aleatoria estandarizada Z

y posteriormente adaptarlos a la variable aleatoria X. Esta es, si no, la principal estrategia
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que seguiremos en esta seccién, siempre que la naturaleza de la distribucién de probabilidad
lo permita. Sin embargo, al ser los resultados que caracterizan las LoScF invariantes para
cualquier representante, seleccionaremos inicialmente aquel que a priori simplifique las
cuentas, para luego, gracias a la relacion de equivalencia, seleccionar como representante,

una vez la familia ya estd construida, a la variable estandarizada.

3.3.1. Distribucién normal: LoScF

La distribucién normal, o gaussiana, juega un papel fundamental en el marco de la pro-
babilidad y estadistica, en gran parte debido al reconocido Teorema del Limite Central, que
establece una conexion clave entre ambos campos. Ademés de ser una de las distribuciones

mas estudiadas y utilizadas, presenta propiedades especialmente convenientes.

Definicién 3.7 (Distribucién normal estdndar). Una variable aleatoria Z sigue la distri-
bucién normal estdndar, denotado por Z = N(0,1), si su funcion de densidad viene dada

por:
1 -2

e
V2T
Observacién 15. Notar que la variable aleatoria Z con distribucion normal estdndar

verifica E(Z) =0, V(Z) = 1.

[

¢(2) = fz(2) = for(2) =

, 2z €R.

Propiedades 3.14. La funcién de densidad de Z verifica las siguientes propiedades: (1)

¢ simétrica respecto a z = 0; (II) ¢(2) — 0 cuando sucede que z — +oo;  (1II)

£0(2) = —2¢(2).

Definicion 3.8. Supongamos que Z sigue la distribucion normal estdndar. Entonces, para
a €R, be (0,0), la variable aleatoria X = a + bZ sigue una distribucion normal con

pardmetro de localizacion a y pardmetro de escala b.

Maés aun, la teoria construida en la primera seccion del capitulo, concretamente la
Proposicion 3.3, nos permite derivar una expresién de la funcién de densidad de X a

partir de la estandar.

(e—a)?

T —a 1 -1
2

Jap(x) = %fo,l (b> = me 5,z EeR.

Observacioén 16. Notar que ahora la variable aleatoria X con distribucion normal verifica

E(X) = a, V(X) = b2
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Poseemos las herramientas necesarias para calcular los coeficientes de asimetria y cur-

tosis correspondientes a la LoScF generada por la distribucién normal.

Propiedades 3.15. En la LoScF generada por la distribucion normal se verifica:
(I) skew(Z) =0, (I1) kurt(Z) =3. (3.12)

El hecho de que skew(Z) = 0 es algo inmediato derivado de la simetria de la distribucién
normal estandar respecto a su esperanza x = (. En virtud del Corolario 3.9, conseguimos

la relacién para toda la familia.

Propiedades 3.16 (Estimadores maxima verosimilitud LoScF normal). Sea una LoScF
normal con pardmetros (i, o) y una muestra x = (1, ...,xy,). Para la LoScF normal, los

estimadores de mdzima verosimilitud (MLE) se obtienen con las siguientes expresiones.

n

N Z;
HUMLE = —.
. n
=1
n
. 1 .
OMLE = | § (x; — )
=1

3.3.2. Distribucién uniforme: LoScF

Sigamos con una de las distribuciones de probabilidad méas simples y reconocidas, la
distribucién uniforme continua. En particular, las distribuciones uniformes continuas son
las herramientas bésicas para simular otras distribuciones de probabilidad. La distribucién
uniforme continua es un caso fundamental de la familia de localizacion-escala donde los

parametros determinan los limites del soporte.

Definicién 3.9 (Distribucién uniforme general). Una variable aleatoria Z sigue la distri-
bucion uniforme, denotado por Z = U(a,b), si su funcion de densidad viene dada por:

1 1 si ué€la,b,

fz(u) = mﬂ[%b}(u) donde 1iqy (u) =
0 en otro caso.

Observacién 17. Notar que la variable aleatoria Z con distribucion uniforme general

verifica B(Z) = aTHJ, V(z) = (bzg)l"

Definicién 3.10 (Distribucién uniforme estdndar). Una variable aleatoria Z sigue la

distribucion uniforme estindar si Z =U(0, 1), es decir, su funcidn de densidad viene dada

por fz(u) = 1 1(u).
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Observaciéon 18. Notar que la variable aleatoria Z con distribucion uniforme estdndar

verifica E(Z) = 1, V(Z) = &.

Definicién 3.11 (Distribucién uniforme estandarizada). Una variable aleatoria Z sigue la
distribucion uniforme estandarizada si Z = U(—/3,V/3), es decir, su funcion de densidad

se deduce sustituyendo en la formula de la distribucién general.

Definicion 3.12. Supongamos que Z sigue la distribucion uniforme estandarizada. En-
tonces, para k € R, w € (0,00), la variable aleatoria X = k + wZ sigue una distribucion

uniforme con pardmetro de localizacion k y pardmetro de escala w.

De hecho, en virtud de la Proposicion 3.3, conseguimos, a partir de la de Z, la expresion

de la funcion de densidad de X a partir de la estandarizada:

)=l = i (75 ) = St ()

11
= 023 LBtk Bu k] (2)

Observacién 19. Notar que ahora la variable aleatoria X con distribucion uniforme

verifica E(X) = k, V(X) = w?.

Fécilmente, es posible determinar los coeficientes de asimetria y curtosis de la LoScF

generada por la distribucién uniforme.

Propiedades 3.17. En la LoScF generada por la distribucion uniforme se verifica:
9
(I) skew(Z) =0, (1) kurt(Z) = 5 (3.13)

No sorprende que skew(Z) = 0, pues la distribucién es simétrica respecto a la esperan-
za, la probabilidad esta distribuida de manera uniforme. Por consiguiente, echando mano

ahora del Corolario 3.9, concluimos la caracterizacién de la LoScF uniforme.

Propiedades 3.18 (Estimadores maxima verosimilitud LoScF uniforme). Sea una LoScF
uniforme con pardmetros (p, o), consideramos una muestra x = (z1,...,x,) en el soporte.
Los estimadores de mdzima verosimilitud (MLE) de la familia se obtienen a partir de las

stguientes eTpresiones.

. 1, .
AMLE = i(mm(a}l, cosTy) + maz(xy, ..., ).

. 1 .
OMLE = \/;(max(ml, ceyy) — man(xy, ..., Ty)).
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3.3.3. Distribucién Laplace: LoScF

La distribucion de Laplace, también conocida como distribucion doble exponencial, es
un ejemplo clasico de familia de localizacién-escala; se construye a partir de dos variables

exponenciales.

Definicién 3.13 (Distribucién de Laplace general). Una variable aleatoria X sigue una

distribucion de Laplace(p,b) si su funcion de densidad de probabilidad es:

f(aj“% b) =

donde p € R es el pardmetro de localizacion y b > 0 es el pardmetro de escala.

Propiedades 3.19. Bajo las condiciones de la anterior definicion, la variable aleatoria

tiene soporte X = (—o0,00), E[X] = p y Var(X) = 2b2.

Por tanto, es posible construir la familia de localizacién-escala Laplace directamente a
partir de una variable aleatoria que siga la distribuciéon Laplace estandarizada, definida a

continuacion:

Definicion 3.14. Una variable aleatoria Z sigue la distribuciéon de Laplace estanda-
rizada si Z = Laplace(0, %) Su funcion de densidad se deduce a partir de la definicion

previa.

Observacién 20. Notar que la variable aleatoria Z con distribucion de Laplace estanda-

rizada verifica trivialmente E(Z) =0, V(Z) = 1.

Definicion 3.15. Supongamos que Z sigue la distribucion de Laplace estandarizada. En-
tonces, para a € R, b € (0,00), la variable aleatoria X = a + bZ sigue una distribucion de

Laplace y respecto a la familia tiene pardmetro de localizacion a y pardmetro de escala b.

Maés aun, la teoria construida en la primera seccién del capitulo, concretamente la
Proposicion 3.3, nos permite derivar una expresién de la funcién de densidad de X a

partir de la estandarizada.

1 r—a %? exp (—7(_56:“) \/§> six<a
Jap(x) = gfo,l 2 = , z€R.
%@exp (—@ﬂ) siz>a
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Observacién 21. Notar que ahora la variable aleatoria X con distribucion de Laplace

verifica E(X) = a, V(X) = b%.

Inmediatamente tras estas consideraciones previas, poseemos las herramientas necesa-
rias para conseguir los coeficientes de asimetria y curtosis de la LoScF generada por la

distribucién de Laplace.

Propiedades 3.20. En la LoScF generada por la distribucion de Laplace se verifica:
(I) skew(Z) =0, (IT) kurt(Z) =6. (3.14)

El hecho de que skew(Z) = 0 es algo inmediato derivado de la simetria de la distribucién
de Laplace estandarizada respecto a su esperanza x = 0. En virtud del Corolario 3.9,
conseguimos la relacion para toda la LoScF de Laplace.

Respecto a la estimacién de parametros por maxima verosimilitud, a pesar de que
existe una expresién cerrada para la distribucién de Laplace fivre = Me{z1,..., 2.},
OMLE = %Zf\i 1 |zi — f], no se han conseguido derivar expresiones para los parametros
de la familia de localizacién-escala construida a partir de la distribucién estandarizada.
Sin embargo, estos se estimaran mediante métodos numéricos a partir de la funcién de
verosimilitud o de log-verosimilitud, empleando el algoritmo de Nelder-Mead [24, 26] para

obtener una aproximacién numérica de los pardmetros.

3.3.4. Distribucién exponencial: LoScF

La distribucién exponencial constituye un pilar de los modelos de duracién y procesos
estocasticos continuos, definida por su tasa constante de decaimiento A. Como distribucién
clave en procesos de Markov, aparece naturalmente como tiempo entre eventos en procesos
de Poisson. Su propiedad de falta de memoria la hace particularmente 1itil en aplicaciones

de fiabilidad y andlisis de supervivencia.

Definicién 3.16 (Distribucién exponencial general). Una variable aleatoria X sigue una
distribucion exponencial con pardmetro X > 0 si su funcion de densidad de probabilidad

es:’

e ™™ six >0,
f@; ) =
0 st x < 0.

donde A > 0 es el pardmetro de escala.

Propiedades 3.21. Para X ~ Ezp()\) se cumple que X = [0,00), E[X] = }, Var(X) = 45.
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Notar que esta vez no es posible obtener directamente la variable aleatoria estandari-
zada (limitados por el soporte), sin embargo, esto no constituye ningin problema ni nos
limita a la hora de construir la familia de localizacion-escala. Para generar la familia de
localizacién-escala se parte de Y ~ Exp(1), considerando los pardmetros a € Ry b > 0,
se tiene que X = a 4 bY sigue una distribuciéon exponencial desplazada.

Convenientemente, utilizando ahora la relacién de equivalencia del Teorema 3.1, la
LoScF ya generada no depende del representante elegido, por ello seleccionamos Z = Y —1
como nuevo representante, pues verifica E[Z] = 0, V(Z) = 1, es la variable aleatoria
estandarizada de la familia. Al retomar la variable estandarizada como representante,

volvemos a tener consistencia con la notacion.

Definicion 3.17. Supongamos que Z sigue la distribucion exponencial estandarizada. En-
tonces, para a € R, b € (0,00), la variable aleatoria X = a + bZ sigue una distribucion
exponencial desplazada y respecto a la familia tiene pardmetro de localizacion a y pardme-

tro de escala b.

Mais aun, la teoria construida en la primera seccion del capitulo, concretamente la
Proposicion 3.3, nos permite derivar una expresién de la funcién de densidad de X a

partir de la estandarizada.

e (@t g g > 1,
fo’l(x) = reR.
0 six < —1.

1, —(%*+1) ; _
1 T —a e 0 six>a—b,
Jap(x) = 7 for1 = reR.
b b .
six <a-—b.

)

Observacién 22. Notar que ahora la variable aleatoria X con distribucion exponencial

desplazada verifica E(X) = a, V(X) = b?.

Ahora, poseemos las herramientas necesarias para conseguir los coeficientes de asi-

metria y curtosis de la LoScF generada por la distribuciéon exponencial.

Propiedades 3.22. Para la exponencial desplazada estandarizada (1 =0, c =1):
(1) skew(Z) =2, (2) kurt(Z) = 9. (3.15)

En virtud del Corolario 3.9, consequimos la relacion para toda la LoScF exponencial.
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Observacion 23. La asimetria positiva constante refleja la cola derecha con mds peso

que la cola izquierda, caracteristica de esta distribucion.

Propiedades 3.23 (Estimadores méaxima verosimilitud LoScF exponencial). Sea una
LoScF exponencial con pardmetros (p, o), consideramos una muestra X = (x1,...,Ty) €n
el soporte. Los estimadores de maxima verosimilitud (MLE) de la familia se obtienen a

partir de las siguientes expresiones.

n

in = mean(x1,...,Ty).

=1

1

AMLE = —
n

1 n
omLE =X —min(x) = - Z x; — min(x).
i=1

3.3.5. Distribucién logistica: LoScF

La distribucién logistica es otro ejemplo importante de familias de localizacién-escala,
ampliamente utilizada en modelos de regresion logistica y en problemas de crecimiento. Su
densidad de probabilidad, funcién de distribuciéon acumulativa y propiedades se describen

a continuacion.

Definicién 3.18 (Distribucién logistica general). Una variable aleatoria X sigue una

distribucion logistica (u, s) si su funcion de densidad de probabilidad es:

-y
(& s

z—p\2’
S<1+6_ s“)

donde 1 € R es el pardmetro de localizacion y s > 0 es el pardmetro de escala.

Fal, ) = reR

Propiedades 3.24. Bajo las condiciones de la anterior definicion, la variable aleatoria

s2n?

tiene soporte X = (—00,00), E[X] = p y Var(X) = %5

Por tanto, es posible construir la familia de localizacion-escala logistica directamente
a partir de una variable aleatoria que siga la distribucién logistica estandarizada, definida

a continuacion.

Definicion 3.19. Una variable aleatoria Z sigue la distribucién logistica estandari-

zada si Z = Logistica(0, é) Su funcion de densidad se deduce a partir de la definicion

previa. Coincide con la distribucion logistica estdndar.

Observacion 24. Notar que la variable aleatoria Z con distribucion logistica estandari-

zada verifica trivialmente E(Z) =0, V(Z) = 1.
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Definiciéon 3.20. Supongamos que Z sigue la distribucion logistica estandarizada. En-
tonces, para a € R;b € (0,00), la variable aleatoria X = a + bZ sigue una distribucion

logistica con pardmetro de localizacion a y pardmetro de escala b.

Maés aun, la teoria construida en la primera seccion del capitulo, concretamente la
Proposicion 3.3, nos permite derivar una expresién de la funcién de densidad de X a

partir de la estandar:

T—a

1 T —a 1 e 7
fa,b(x):bf0,1< b ):b

— z € R.
V3 (1—|—67T%)

K3
Observacién 25. Notar que ahora la variable aleatoria X con distribucion logistica veri-

fica E(X) = a, V(X) = b2

Inmediatamente tras estas consideraciones previas, poseemos las herramientas necesa-
rias para determinar los coeficientes de asimetria y curtosis de la LoScF generada por la

distribucién logistica.

Propiedades 3.25. En la LoScF generada por la distribucion logistica se verifica:

(1) skew(Z) = 0, (2) kurt (Z) = % . (3.16)

En virtud del Corolario 3.9, conseguimos la relacion para toda la LoScF logistica.

Respecto a la estimacién de pardmetros por méaxima verosimilitud, no se ha obtenido
una expresion cerrada para los parametros de la familia de localizacién-escala. Sin embargo,
estos seran estimados mediante métodos numéricos a partir de la funciéon de verosimilitud
o de log-verosimilitud empleando el algoritmo de Nelder-Mead [24, 26] para obtener una

aproximacion numérica de los pardametros.

3.3.6. Representaciones graficas

A modo de ejemplo, se presenta en la Figura 3.1 un conjunto de representaciones grafi-
cas de funciones de distribucién pertenecientes a familias de localizacién-escala (LoScF),
especificamente las distribuciones normal, logistica, exponencial y de Laplace, caracteri-
zadas por distintos parametros de localizacion y escala. Resalta la similitud en el patrén
de distribucion de probabilidad entre las funciones de distribucién normal, logistica y de

Laplace.

Bondad de ajuste a familias de localizacién-escala Péagina 37 de 74



Capitulo 3: Familias de localizacion-escala

LoScF Normal

1.00

075
X
Efﬂ 50

025

0.00

5.0 2.5 0.0 25 5.0
x
Parametros — p=-1,0=05 — p=0,0=0.5 — p=0,0=1 — p=0,0=2 — p=1,0=1

LoScF Logistica

1.00

075
X,
Zoso

025

0.00

5.0 25 0.0 25 5.0
X
Parametros — p=-1,0=0.5 — p=0,0=0.5 — p=0,0=1 — p=0,0=2 — p=1,0=1

LoScF de Laplace

1.00

0.75
%,
Zoso

025

0.00

5.0 25 0.0 25 5.0
X
Parametros — p=-1,0=0.5 — p=0,0=0.5 — p=0,0=1 — p=0,0=2 — p=1,0=1

LoScF Exponencial

1.00 —
0.75
%,
Zoso
025
0.00
5.0 25 0.0 25 5.0
X
Parametros — p=-1,0=0.5 — p=0,0=0.5 — p=0,0=1 — p=0,0=2 — p=1,0=1

Figura 3.1: Funcién de distribucién de las LoScF normal, logistica, Laplace y exponencial

con distintos parametros de localizacién-escala.
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CAPITULO

TESTS DE BONDAD DE AJUSTE A FAMILIAS DE

LOCALIZACION-ESCALA

Este capitulo aborda de manera rigurosa el problema de los contrastes de bondad
de ajuste (Goodness-of-Fit) aplicados a familias de localizacién-escala. Se parte con una
introduccién general a los contrastes de hipdtesis; a continuacién, se contextualizan las
pruebas de significacién a especificamente el desafio que nos ocupa: bondad de ajuste.
Posteriormente, se desarrolla un marco tedérico tanto para los tests clasicos de bondad
de ajuste basados en la funcién de distribucién empirica ECDF (Kolmogorov-Smirnov,
Anderson-Darling y Cramér-von Mises) como para los tests de bondad de ajuste basados
en coeficientes de asimetria y/o curtosis. También se aportan algoritmos para la realizacién

de estos tests.

4.1. Preambulo sobre contrastes de hipdtesis: bondad de

ajuste

Recordando el Capitulo 2 y siguiendo la definicién 2.6, consideramos un experimento
estadistico, la terna (%, %4(%), %) con & = {Py : ¥ € O} asociada a una variable
aleatoria Y con Py la medida de probabilidad asociada.

Realmente el objetivo de la inferencia estadistica es derivar afirmaciones sobre la ver-
dadera, pero desconocida distribucién Py o, equivalentemente, sobre el verdadero, pero
desconocido e inobservable valor de 9, basandose en los datos observados, denotando es-
ta vez una observacién por y. Formalmente, numerosos y diferentes tipos de problemas
de inferencia estadistica pueden especificarse como problemas de decisién estadistica; sin
embargo, nos centraremos en los problemas de contraste, que constituyen una clase impor-

tante de problemas de decisién estadistica. El objetivo de estos es determinar, de acuerdo
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con la informacién muestral recogida, si determinada hipétesis acerca de alguna carac-
teristica poblacional debe ser rechazada o no. Para ello se analizard si existen indicios

suficientes para cuestionar su validez.

Definicién 4.1 (Contraste Estadistico). Sean dos subconjuntos no vacios y disjuntos Py
y P de P, tales que Py U HPy = 2. El objetivo es decidir, basindose en los datos
observados, si Py € Py o si Py € &1 es verdadero. Si existe una correspondencia uno
a uno entre los elementos de &2 y el valor de ¥, es posible preguntar equivalentemente si
¥ € Oy 0 stV € O es verdadero, donde los subconjuntos no vacios y disjuntos Oy y O
de © corresponden a Py y P1 en el sentido de que Py € Py si y sdlo si ¥ € Og. En este

ultimo caso, se define la hipdtesis nula Hy y la hipotesis alternativa Hy como
Hy:9 €0y« Py e P H,:9 €0 <Py e .

A menudo, se interpretan directamente Hy y Hy1 como subconjuntos de O, es decir, se
consideran conjuntos Hy y Hy tales que HyU Hy = © y HyN Hy = ().

Un contraste estadistico (no aleatorizado) ¢ es una aplicacion medible
o (¥, BY)) = ({0,1},2101)
con la convencion de que
©(y) =1 <= Rechazo de Hy ¢(y) = 0 <= No rechazo de Hy.

Definicién 4.2. En las condiciones anteriores, el subconjunto {y € % : p(y) = 1} se
denomina region de rechazo o, de manera equivalente, region critica de ¢, abreviado como
{¢ = 1}. Su complementario {y € ¥ : p(y) = 0} se llama region de aceptacion de ¢,
abreviado como {p =0} = {p = 1}°.

La aleatoriedad de los datos implica la posibilidad de cometer un error al realizar el
contraste. Se dice que ocurre un error de tipo I cuando se toma la decisién a favor de
H,, aunque en realidad Hj sea verdadera. Andlogamente, un error de tipo II ocurre si
no se rechaza Hy, aunque H; sea verdadera. Tipicamente, no es posible minimizar ambas
probabilidades de error (probabilidad de error de tipo I y probabilidad de error de tipo II)
simultdneamente para un modelo estadistico dado y hipétesis fijas Hg y Hi. El enfoque
cldsico (Neyman-Pearson) del problema de contraste estadistico trata estos dos errores
de manera asimétrica. El error de tipo I se considera méas grave, y su probabilidad se
acota mediante una constante predefinida « € (0, 1), llamada nivel de significacién. La

eleccion fijada en este trabajo es o = 0.05.
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Definicion 4.3. Se llama funcion potencia del test ¢ a la probabilidad de rechazar
Hy cuando el parametro es ¥, es decir, Pot(9) = Ey(p) = Py(RC). Si ¥ € ©g (es decir, ¥
pertenece al conjunto de pardametros bajo la hipdtesis nula Hy), entonces Eg(p) representa
la probabilidad de cometer un error de tipo I. En cambio, si ¥ € ©1 (es decir, 9 pertenece
al conjunto de pardmetros bajo la hipdtesis alternativa), entonces Ey(p) representa la

probabilidad de rechazar correctamente Hy; es decir, el poder del test en ese punto.

Observacion 26. En la clase de todos los contrastes ¢ para los cuales la probabilidad de
error de tipo I no excede a, se busca entonces el mejor contraste en términos de minimizar
la probabilidad de error de tipo 1. Equivalentemente, esto significa que se busca mazximizar
la potencia del contraste bajo la restriccion de mantener el nivel de significacion o, siempre

que nos encontremos bajo Hy.

Tras esta introduccién, hacemos frente a los problemas que nos ocupan: bondad de
ajuste a LoScF, se busca comprobar la compatibilidad de los datos con un modelo fijo
tnico (simple) o con un modelo dentro de una clase dada (compuesto).

Sea X1,...,X, una m.a.s. i.i.d. de una distribucién desconocida F'. El caso de bondad
de ajuste simple surge si queremos inferir si esta muestra proviene de cierta distribucién
hipotética totalmente especificada Fj, pudiendo plantear el problema como la siguiente
prueba de hipdtesis:

H():F:Fo VS. HliF#F().

El problema de bondad de ajuste compuesto surge al querer probar si la distribucién
de la muestra pertenece a cierta clase F de funciones de distribucién. En este caso, el

problema de bondad de ajuste compuesto se reduce a testear:

Hy: Fe{Fy: 0c©} wvs. Hy: F¢{Fy: 0 €O}
T
donde ©® C RP con p € N.
Cuando la hipétesis nula es compuesta (se corresponde a distribuciones en una clase
paramétrica conocida) tipicamente hace que el andlisis formal de los procedimientos de
prueba sea mucho méas desafiante. Sin embargo, en general, este es el tipo de pruebas que

se desea realizar en la practica.
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4.2. GoF a partir de la distribucién empirica (ECDF)

En el analisis estadistico, la funcién de distribuciéon empirica juega un papel fundamen-
tal como herramienta para estimar la funcién de distribuciéon acumulativa de una poblacién
a partir de una muestra de datos. Su estudio esta estrechamente ligado al proceso empiri-
co, una construccién estocdstica que permite analizar la convergencia de la ECDF hacia
la CDF tedrica. Entre los resultados mas importantes en este contexto se encuentra el
teorema de Glivenko-Cantelli, que establece la convergencia uniforme casi segura de la
ECDF a la CDF subyacente, sentando las bases para pruebas de bondad de ajuste.

Las pruebas de bondad de ajuste basadas en la ECDF, como las de Kolmogorov-
Smirnov, Cramér-von Mises y Anderson-Darling, aprovechan las propiedades del proceso
empirico para evaluar si una muestra dada proviene de una distribucién especifica. Es-
tas metodologias son particularmente utiles por su capacidad para detectar discrepancias
globales entre la distribucién empirica y la tedrica, sin depender de agrupamientos arbi-
trarios de los datos. En esta seccién estudiamos las pruebas de bondad de ajuste para el

caso simple y, mas a fondo, el compuesto.

Definicién 4.4. [10, Cap. 14] Sean Q1 y Q2 € & con funciones de distribucion corres-

pondientes F1 y Fy. Entonces, llamamos:

(I) pks, dado por

prs(Q1,Q2) = sup |[Fi(y) — Fa(y)],
yeR

la métrica de Kolmogorov-Smirnov (o métrica uniforme) en &2 x 2.

(I1) pcwm, dado por
peom(Q1, Q2) = /R [Fi(y) — Fa(y))* dFa(y),

la distancia de Cramér-von Mises en & x A.

(III) pap, dado por

2
pap(Q1, Q2) :/R[Ffzt()y()l_FFQ’Q%t)))] dFs(y),

la distancia de Anderson-Darling en &2 x 2.

Observacién 27. En adelante, bajo las condiciones de la definicion anterior, se escribird

p(F1, Fy) en lugar de p(Q1, Q2).
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En [11, Cap. 3] se presenta un desarrollo tedrico exhaustivo sobre la construccién de
estos tests, incluyendo la derivacion de resultados relativos a su distribucién tedrica en
contextos de bondad de ajuste simple, asi como la justificacién de las simplificaciones apli-
cadas a las expresiones de los estadisticos. Si bien este marco tedrico resulta fundamental,
su tratamiento detallado escapa al alcance del presente trabajo. Para nuestros propdsitos,
en esa materia es suficiente con considerar la teoria de procesos empiricos desarrollada en
el Capitulo 2, que garantiza la comprension de estos resultados; solo se exponen algunos

de los resultados mas relevantes a continuacién.

Teorema 4.1. Sean Y7, ..., Y, variables aleatorias i.i.d. de valor real con cdf continua
F de Y1, F, la cdf empirica correspondiente a Y1, ..., Yo, y sea U, un proceso empirico

reducido, donde U; := F(Y;) para todo 1 <1 < n. Entonces se cumple:

\/ﬁ : pKS(Fna F) = Sup ‘Un(u)’7
0<u<l1

1
n - poom(Fn, F) = / U? (u)du.
0

Corolario 4.2. Bajo los supuestos del Teorema 4.1, se cumple que

~ D
V- prs(Fn, F) = sup |BY|,
0<t<1

1
n-poo(Fny F) B / (BY) dt = W2,
0

donde (BY)o<t<1 denota un puente browniano.

4.2.1. Tests para hipdtesis nula simple

Como marco general se considera Y7q,..., Y, una m.a.s. i.i.d. de tamano n procedente
de una variable aleatoria Y con funcién de distribuciéon desconocida F'y sea Fy la funcion
de distribucién bajo Hy.

La idea bésica surge de las propiedades de la distribucién empirica expuestas en el
Capitulo 2. Bajo Hy, para n suficientemente grande, F, esta uniformemente cerca de Fp,
segtin el Teorema de Glivenko-Cantelli, bajo Ho, tenemos sup, | Fy, (t) — Fo(t)] <3 0,17 — occ.

Por lo tanto, cualquier medida de discrepancia entre F), vy Fp puede usarse como un es-
tadistico de prueba razonable. Un buen estadistico debe ser relativamente facil de calcular
y caracterizar, y dar lugar a una prueba que sea potente contra la mayoria de las distribu-
ciones alternativas. A continuacién, se presentan algunos importantes, los mas conocidos

y extendidos.
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Prueba de Kolmogorov-Smirnov

Basado en la norma del supremo y disenado para detectar la maxima discrepancia

entre las distribuciones empirica y tedrica, llamamos estadistico de Kolmogorov-Smirnov

[20, 28] a
D, = PKS(FnyFO) = sup Fn(y) - FO(?J)’
yeR
= max i—F (Y(i)), Fi (Y')_ e

Si la variable aleatoria sigue efectivamente la distribuciéon Fy bajo la hipétesis nula
Hy, la distancia entre la funcién empirica F,, y Fy sera reducida, lo que se traducira en un
valor pequeno del estadistico D,,. Por el contrario, si la variable aleatoria no se ajusta a Fj
(situacién en la que Hy deberfa rechazarse), la discrepancia entre F), y Fy sera significativa,

generando asi un valor elevado de D,,. De esta forma definimos ¢xg como
prs(y) = 1= Du(y) > e ¥(a) — ROxs = {7 Da(§) > ¢ ¥(a)},

definiendo asi la prueba de Kolmogorov-Smirnov al nivel de significacién a.
Notar que, si Fy es continua, entonces g es de libre distribucion, es decir, la distri-
bucién de D,, bajo Hy es independiente de la Hy que se formule, por tanto, el valor critico

cKS5(a) solo depende de n y a.

Observacion 28. La distribucion del estadistico estd tabulada en la Tabla 1 de Anderson

y Darling [1].

Observacion 29. El test de Kolmogorov-Smirnov tiene poca sensibilidad en las colas de
la distribucion, siendo su punto fuerte la identificacion de diferencias en la region central

de los datos. Muestra potencia menor en muestras pequenias (n < 30).

Prueba de Cramér-von Mises

Basado en la norma Ly y desarrollado para medir la discrepancia cuadratica in-
tegrada entre distribuciones (dando igual peso a todas las regiones de la distribucién),

llamamos estadistico de Cramér-von Mises [9, 31] a

wk = peon (Fn, Fo) = / [Fn(z) — Fo(z) i dFo(z).

R

Siguiendo un razonamiento analogo al test de Kolmogorov-Smirnov, definimos @cyar

como

poum(y) =1 <= w(y) > "M (a) — RCoum = {7|W2(H) > "M ()},
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definiendo asf la prueba de Cramér-von Mises al nivel de significacién «.

Observacién 30. Notar que, bajo Hy si Fyy es continua, entonces poypr es libre de dis-

tribucion.

Lema 4.3. Se cumple que

WQ'—n-wQ—/l[UQ(u)du—Zn: U, %l 2+L
no Y A a hin 2n 12n’

k=1
donde Ui, < ... < Uy, son los estadisticos de orden de las variables aleatorias uni-
formemente distribuidas Uy, ..., Uy, que definen el proceso empirico reducido Uy, donde

Up(u) = v/n (Gn(u) - u) para 0 < u < 1.

Por tanto, una manera simplificada de representar este estadistico viene de la mano

de la expresién

1 & 2 —1\?
2 2 -
W _n'w"_+Z<FO(Y(“) o >
(2
Observacién 31. FEl test de Cramér-von Mises es dptimo para detectar diferencias en
la distribucion acumulada, aunque da poca importancia a las colas de la distribucion y

presenta mayor complejidad computacional.

Prueba de Anderson-Darling

Continuando con la filosofia del estadistico de Cramér-von Mises, se presenta el es-
tadistico de Anderson-Darling [2], también basado en la norma Ly pero introduciendo un
peso para intentar subsanar la sensibilidad a las colas de la distribucion. El estadistico de

este test es:

A o z) — 2)]?

n

=-n-) 22; : [log (Fo(Y(3))) +1log (1 — Fo(Yin—it1)))] -
=1

Siguiendo un razonamiento andlogo a los test anteriores, definimos ¢ 4p como
pan(y) = 1 <= AL(y) > ¢;”(a) — RCOap = {F| A%(5) > ;P (o)},
definiendo asi la prueba de Anderson-Darling al nivel de significacién a.

Observacién 32. Notar que, bajo Hy si Fy es continua, entonces pap, es decir, A2 es

libre de distribucion.
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Observacion 33. FEl test de Anderson-Darling es optimo para distribuciones con colas
pesadas, pues es especialmente sensible para esta finalidad. Sin embargo, requiere cdlculo

de logaritmos para cada punto e implica alta complejidad computacional.

4.2.2. Tests para familias paramétricas

Motivados por el estadistico de Lilliefors [21] —una modificacién del estadistico de
Kolmogorov-Smirnov para pruebas de bondad de ajuste en hipotesis compuestas, disenado
especificamente para evaluar normalidad a partir de parametros estimados por maxima
verosimilitud—, en este trabajo se trabaja con adaptaciones de los tests expuestos en la
seccién anterior, incorporando parametros estimados (a partir de los datos). Quizés lo
mds simple que viene a la cabeza en este caso es comparar la “mejor” distribucion de la
clase con la funcién de distribucién empirica para una muestra. Un acercamiento razonable

consiste en una estrategia de 2 pasos:
1. Estimar 0 por 0 = é(Yl, ..., Y,) a partir de una muestra aleatoria simple.

2. Aplicar uno de los test vistos para hipétesis simples reemplazando Fy por Fj, que

comparan ), con Fy, donde F € (Fp)gpeo-

Sin embargo, el hecho de que 6 = é(Yl, ..., Y,) dependa de los datos de partida, tie-
ne como consecuencia que el proceso empirico estimado /n (F'n — Fé) (-) tendrd,
incluso bajo la hipdtesis nula, un comportamiento estocéstico diferente respecto al de
Vn (F’n —F > (), debido a la variabilidad adicional contribuida por 6. Ademds, desafor-
tunadamente, los tests tipo Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises y Anderson-Darling
basados en /n (Fn — Fé> () dejan de ser de libre distribucién en general. Sin embargo, si
son de libre distribucién o libres de parametros para cada familia de localizacién-escala, es
decir, la distribucién bajo la hipétesis nula sélo depende de la familia de partida (Fp)gcq,

pero no de 6.

Observacion 34. Notar que introducir la estimacion de un pardmetro en estos estadisticos
afecta a la distribucion de estos mismos; de hecho, bajo la hipdtesis nula, la distribucion
serd fuertemente influenciada por el tipo de estimador utilizado. Por tanto, ya no es posible
utilizar las distribuciones asintdéticas dadas en el caso de hipdtesis simples. Si no, esto daria

lugar a procedimientos inadecuados de testeo, derivando errores graves.

Por lo tanto, obtenemos los siguientes analogos de los estadisticos de prueba KS, CvM
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y AD e introducimos su nueva notacién:
D, = sup |En(t) — Fy ()],
W2 — ; 2
2y /(Fn —Fj; )?dF,

_ F,—F, )2
Ai:n-/(en)dFé :
Fén<1_Fén) n

A continuacién se presentan algunas propiedades relacionadas con transformaciones
medibles, con vista a estadisticos, las cuales seran de importancia fundamental en el de-

sarrollo del presente capitulo.

Definicion 4.5. Sean Y1,...,Y,, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas en los reales, y sea T : R™ — R una transformacion medible. Entonces llamamos

a T:
= Fquivariante de localizacion-escala en distribucion, si:

Yo>0: YaeR: T(a+bYy,...,a+bY,) 2a+bT (Y1, - ,Yn).

= Invariante de localizacion y equivariante de escala en distribucion, si:
Vb>0: YaeR: T(a+bYy,...,a+bY,) 26T (Y1, - ,Yn).
Siguiendo un hilo invisible pero constante, se prueba en el siguiente resultado el caracter
de los estimadores maximo verosimiles, en relacion con la definicién previa.

Lema 4.4. [11, Cap. 3] Sea una LoScF generada por la distribucion estandarizada Qo1 ar-

bitraria, X 2 p+oZ conp € R yo € (0,00), con sus correspondientes funciones de distri-

bucion F, ,. Sea Y1,---, Y, una muestra aleatoria simple de variables i.i.d. de la LoScF.
Asumiendo la existencia de los estimadores mazximo verosimiles i = i (Y1, -+, Yy,) dep y
=06 Y1, ---,Y,) deo. Entonces [i es equivariante de localizacion-escala en distribucion

y 6 es invariante de localizacion y equivariante de escala en distribucion.

Demostracion. Sea Y, = Qu con k € {1,...,n} arbitrario y unas constantes fijas a €

Ry b€ (0,00). Entonces, para y € R:

— —a—0b
Pla+bYp<y)=Fu,(L2) =R, (L2220 (4.1)
b bo
Por otro lado, si Yi, = Qg4 py,b0, Observamos que
—a—>b
P(Y), <y) = Fo, (W) . (4.2)
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Obviamente la parte derecha 4.1 y 4.2 coinciden. Notar ademas, que el indice k es arbi-

trario. Juntando todo se tiene que
f(a+bYr,...,a+bY.) 2a+bu(Yr,....Y,).

Ahora por el cardcter invariante bajo parametrizacion del estimador méaximo verosimil
(cf., eg., Zehna [33] o la seccién 2.8 de Barndorf-Nielsen y Cox [3]) tenemos directamente

que a + by = a + bji. Por tanto, [i es equivariante de localizacién-escala en distribucion.

Andlogamente, como la parte derecha de 4.1 y 4.2 coinciden, tenemos que
G(a+bYy,...,a+bY,) 2bo(Y1,....Y,).

De nuevo, por el caracter invariante bajo parametrizacién del estimador méaximo verosimil
. - A ~ . . . .7 . .
concluimos que a + bo = b6 y por tanto ¢ es invariante de localizacién y equivariante de

escala en distribucion. O

Lema 4.5. Sea una LoScF generada por la distribucion estandarizada Qo1 arbitraria,
x 2 pw+ 0z con p € Ryo € (0,00), con sus correspondientes funciones de dis-
tribucion F, ,. Sea Y1,...,Y, una muestra aleatoria simple de variables i.i.d. de la

LoScF'. Sea un estimador genérico equivariante de localizacion-escala en distribucion T, =

A

T, (Y1,...,Yy) de pn y un estimador genérico invariante de localizacion y equivariante de
escala T, = T, (Y1,...,Yy,) de 0. Entonces, las funciones
i, p 7,
o o’

son funciones pivotales (cantidades pivote), es decir, sus distribuciones no dependen de

ni o.

Demostracion. Tenemos Y7q,..., Y, una muestra aleatoria simple de variables i.i.d. de la
LoScF generada por la distribucién estandarizada Qp 1, X 2 w+oZconpyu e Ryoée

(0,00), con sus correspondientes funciones de distribucién F), ;. Estandarizando uno a uno
Yi—p
).

Y, — ..
= .., ——£ una m.a.s. de v.a.s i.i.d. con sus

la m.a.s. Y1,...,Y, v.asiid., tenemos

correspondientes funciones de distribucién Fp 1. Ademads, sabemos que T}, es equivariante
de localizacidn-escala en distribucion y T, es invariante de localizacién y equivariante de

escala en distribucion. Asi conseguimos

f YI_M YTL—M ETH(Y177YTL)_M
K g B g (o ’
o yoe ey =

g g g
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"

. . T.— i . e
Concluimos que las funciones -+ y % son pivotales, pues sus distribuciones no

dependen de p ni o. O
Corolario 4.6. Bajo las suposiciones del Lema 4.4, y del Lema 4.5, las funciones

o= p
g

)

Qo

son funciones pivotales (cantidades pivote), es decir, sus distribuciones no dependen de p

ni o.

Demostracion. Caso especial de la demostracion del Lema 4.5, pues como se ha visto en
el Lema 4.4, tenemos que para los estimadores maximo verosimiles: i es equivariante de
localizacion-escala en distribucion y ¢ es invariante de localizacién y equivariante de escala

en distribucién. O

Consecuentemente, si somos capaces de escribir test estadisticos inicamente en funcién
de estas cantidades pivote, concluiriamos que la distribucién de los test estadisticos bajo la
hipétesis nula estd completamente determinada por Fj 1, es decir, son de libre distribucién

o libres de parametros para cada familia de localizacion-escala.

Teorema 4.7. Bajo las asunciones del Lema 4.5, y recordando adicionalmente que F), ,
es continua para toda p € R y o € (0,00). Entonces, la distribucion del proceso empirico

estimado \/n (lf'n —Fy, T},) () no depende de p ni de o.

Demostracion. Recordar que

R 1 &
Fu(y) = B, 7, () = — > Y <y} - Fp 7 (), Yy eR.
=1

Sustituyendo ahora y := F;! . (u), 0 < u < 1. De esto resulta

Tu, 1o
1 < 1<
Fuly) = Fp, g, () =~ > WH{Y: < Fplo ()} —u=—3 1{Fy 5 (Y:) <u}—u,
i=1 =1

porque F: - es continua. Finalmente, notar que para todo 1 < < n, la distribucién de
wyto

Y, - T Yi—p _ Tu—p
(Yl) = FO,l (N) = FO,l -0 g , (43)

Z; = F-
' T Ty/o

7To'
g

no depende de p ni o debido al Lema 4.5. O
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Observacidén 35. La parte derecha de la Ecuacion (4.3) revela que, ain bajo la hipdtesis
nula, la distribucion de Z; serd, como morma general, no uniforme para 1 < i < n,

Y

_ . . T,—
pues ~—F = Fy 1 y las funciones pivote e b

Y % tendrdn tipicamente distribuciones no

degeneradas, por lo menos para valores finitos de n.

Corolario 4.8. El Teorema 4.7 presenta cardcter general. Un caso especifico del anterior

resultado se da para los estimadores mazrimo verosimiles i y &.

Tras este resultado de vital importancia, es posible dilucidar que los estadisticos KS,

CvM y AD son de libre distribucién para cada familia de localizacién-escala de partida.

Proposicién 4.9. Bajo las asunciones del Teorema 4.7, se verifica que los estadisticos
Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises (CvM) y Anderson-Darling (AD) son de libre

distribucion para cada familia de localizacion-escala de partida F € F .

Demostracion. Tenemos Y7q,..., Y, una muestra aleatoria simple de variables i.i.d. de la
LoScF generada por la distribucién estandarizada Qp 1, X 2 w+oZconpyu e Ryoée

(0,00), con sus correspondientes funciones de distribucién F), ;. Estandarizando uno a uno

la m.as. Yq,...,Y, v.as iid., tenemos Yl(;“, cey Y”(;“ una m.a.s. de v.a.s i.i.d. con sus
correspondientes funciones de distribucién Fp 1. Ademads, sabemos que Tu es equivariante
de localizacion-escala en distribucion y T, es invariante de localizacién y equivariante de
escala en distribucion. Dividimos la demostracién en tres partes, una para cada estadistico.
La prueba del estadistico de Kolmogorov-Smirnov es directa a partir del Teorema 4.7,
basta seguir un razonamiento analogo.
El estadistico CvM con parametros estimados es:
- © 2
Wy = n/ (Fn(y) - F@,;@(?/)) dEyz, 7 (y)-
—00

Realizamos el cambio de variable y = 2T, + Tu:

1
T,
o A 2

= n/ <Fn(ng +17,) — Fo,1(2)> dFp1(2)

—00

n ~ 2
n/_ (;ZI (Y}]:TM S Z) —F0’1(2)> dF()J(Z)

Wy = [dF:ﬁu,:ﬁa W) = fp, 7, (y)dy = ( f0,1(2)> Tydz = fou(2)dz = dFp,(2)
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A Yi—p Tp—p

donde Z; = YZ:T“ =3 T e— no depende de p ni o.

El estadistico AD con pardmetros estimados es:

A 2
o \Fuly) = Fr, 7 (y))
A= ”/ ( - dFy + (y).
oo Py, )1 = Fp 5 (y)) T
Realizando el mismo cambio de variable y = 27}, + Tu‘
1

15
2

A% = [dFTwTJ ) = fr, 7, (W)dy = < fo,1(2)> Tydz = fo(2)dz = dFp . (2)

e (Fn(ng+T;) — Fo’l(z)> .
= n/ioo F()J(Z)(l — Fo,l(Z)) 0,1(2)

. /‘” (250 1(Zi < 2) - Foa(2))°
— 00 Fo’l(z)(l — F071(Z))

Nuevamente, por las propiedades de los estimadores, la distribuciéon del estadistico no

dF(]’l (Z)

depende de los pardametros originales. O

La distribucion del estadistico bajo Hy rara vez puede calcularse analiticamente, pero
puede aproximarse, con la precisién deseada, aumentando el niimero de réplicas, mediante

simulacién de Monte Carlo de la siguiente manera:
(I) Generar una muestra aleatoria Xi,...,X,, a partir de Fp ;.

(IT) Calcular el estadistico de prueba para esta muestra aleatoria. Esto significa calcular
Tﬂ = Tﬁ(Xl, ey Xn) y T& = T&(Xl, e ,Xn), luego calcular Zi = Foyl((Xi—Tﬂ)/T&)

y finalmente calcular el estadistico deseado D,,, C,, 0 A,,.

(III) Repetir los pasos (I) y (II) un gran niimero de veces.

4.3. GoF a partir de coeficientes de asimetria y/o curtosis

En anos recientes, enfoques alternativos basados en coeficientes de asimetria y curtosis
han ganado relevancia por su sensibilidad para detectar desviaciones especificas en la
forma de la distribucion. Estos coeficientes, al ser invariantes ante transformaciones de
localizacion y escala, ofrecen una herramienta robusta para evaluar el ajuste distribucional,
particularmente en distribuciones simétricas o cercanas a la normalidad. En esta seccién se
presentan algunos de estos tests que han sido explorados recientemente, asi como ventajas

y posibilidades de construccién de nuevos tests a partir de los propios.
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En [15] se prueba que la versién muestral del coeficiente de asimetria de momentos
es asintéticamente normal bajo algunas condiciones de regularidad. Por tanto, como se
desarrolla en [17, 5] se espera que

Vi——2_ _ N(0,1),
Vv, F)
donde # es la versién muestral del coeficiente de asimetria v, yr es el valor poblacional
para el coeficiente de asimetria v en la distribucién F, y V (v, F) denota la varianza
asintética de «y en la distribucién F' (para la LoScF F es constante y es posible calcularla
explicitamente). Nétese que vr = 0 para todas las distribuciones simétricas; sin embargo,
la varianza asintética V' (v, F') depende de la distribucién subyacente y varia incluso de
una distribucién simétrica a otra.

Dado que, como hemos visto, los coeficientes de asimetria son invariantes ante locali-
zacion y escala, se cumple que vp = v y V (v, F) = V(v, F'), para cualquier F, F' € F.
Adicionalmente, se sigue para cualquier coeficiente de asimetria asintéticamente normal

que /n—=2E_ — N(0,1) bajo la hipétesis nula (es decir, para cualquier F € F), in-

VV(.F)
dependientemente de los valores de los pardmetros de localizacién y escala. Por lo tanto,
basta con calcular yp y V (v, F) para definir una regién de rechazo basada en el valor

muestral de 4. Formalmente, la regién de rechazo se define como sigue:

RC:{xER"

(@) = el > Vyﬁ”/} ,

donde 2;_,/7 es el cuantil de orden 1 — a/2 de una distribucién normal.

Observacion 36. Es posible obtener mds tests a partir de este, simplemente conside-
rando nuevos coeficientes de asimetria que verifiquen la condicion de ser asintdticamente

normales bajo ciertas condiciones de regularidad.

Desafortunadamente, los tests de bondad de ajuste basados en coeficientes de asimetria
tienden a exhibir una baja potencia, por lo que es comin considerar tests que combinan
coeficientes de asimetria y coeficientes de curtosis. Dentro de estos ultimos destaca el test
de Jarque-Bera [18, 19] inicialmente disenado especificamente para testear la normalidad.
Como se demostré en Moors et al. [22], bajo la asuncién de normalidad, se da la siguiente

relacion
o) 0 6 0
Vn W —p N , ,
K 3 0 24
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lo que conduce al estadistico de prueba de Jarque-Bera (donde K denota la versién mues-
tral del coeficiente de curtosis):

22 2% 2
_ (L =3 e

Msés atin, en la publicacién de Brys et al. [6] se aporta una generalizacién del estadistico.

4.4. PP-plots y QQ-Plots

Los graficos de probabilidad proporcionan una forma de realizar pruebas de bondad
de ajuste de una manera visual. Ofrecen una herramienta rapida para verificar si cierta
suposicion distribucional es razonable, a pesar de que estas no son pruebas formales.
Realmente son métodos graficos para el diagndstico de diferencias entre la distribucién
de probabilidad de una poblacién de la que se ha extraido una muestra aleatoria y una
distribucién usada para la comparacion, siendo habitualmente esta tltima una distribucién
tedrica.

Sea una LoScF generada por la distribucién estandarizada Qg arbitraria, X L w+oZ
con p € Ry o € (0,00), con sus correspondientes funciones de distribucién F), ,, denotamos
por F a F ={F,,: € R,0>0}. Notar que X ~ Fy 1, por tanto Fj, ,(z) = Fo1 ().

Para asegurar la comprensién del concepto de estos graficos, se ejemplifica la situacion.

Ejemplo 4.1. Consideramos una variable aleatoria N'(u,0?), que se obtiene a partir de
una variable aleatoria normal estandarizada Z mediante la transformacion lineal Z —
w+ oZ. Sean X1q,...,X,, datos arbitrarios de alguna distribucion. Asi, tenemos que

FJ;(FH(X(”)) = FLZOI, (L), recordando la relacién Fn(X(i)) = i/n. Ahora bien, si los

datos provienen de una distribucion en F, entonces Fn(X(i)) ~ Fluo(Xay), v ast, X =
F/;; (%) =u+ O'F(Ill (%) . Dicho de otra manera, si los datos provienen de una distribu-
cion en F, esperamos que los puntos (X(i), FO’l1 <n—_‘H>) se encuentren aproximadamente
i

n+1

i
-+ por

en una linea recta. Notar que se ha reemplazado para asegurar el no evaluar
F(fll(l), que puede ser infinito. El grdfico de estos puntos se conoce como grdfico cuantil-
cuantil (QQ-Plot).

Para construir el grdfico de probabilidades (PP-Plot), comparamos las probabilidades
tedricas con las empiricas. Si los datos provienen de una distribucion en F, entonces

esperamos que Fn(X(i)) ~ F,0(X()), y por tanto, los puntos (FW,(X(Z-)), n%—l) deberian

estar cercanos a la diagonal y = x. De nuevo, el uso de n+r1 en lugar de - se debe a
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una correccion comun para evitar comparar directamente con 1, especialmente cuando
se usan funciones de distribucion con soporte no acotado. El grdfico de estos puntos se
conoce como grdfico de probabilidad-probabilidad (PP-Plot). Si los datos provienen
de la distribucion tedrica, se espera que los puntos sigan aproximadamente una linea recta

creciente con pendiente 1 y ordenada al origen 0.

El uso de gréficos de probabilidad requiere cierta practica, pero son muy comunes
y utiles. Si se desea hacer la comprobacién para una distribucion Fy, el razonamiento
anterior implica que los puntos para el QQ-Plot (Fa_l (n%q) ,X(i)) 6 para el PP-Plot
(FQ(X(i)), n+r1> deberian estar en una linea recta si 6 es conocido. Si 6 es desconocido, se
pueden utilizar parametros estimados 0.

En la Figura 4.1, es posible observar un ejemplo de PP-Plot y QQ-Plot para datos
generados a partir de una distribucién normal y pardmetros estimados por maxima vero-
similitud.

PP-plot: Normalidad QQ-plot: Normalidad

K 10.0
1.00 =

Probabilidad empirica
i
(=}
iy

Cuantiles empiricos
2

[=]
g
o
,
A
.
%
.
-
3,
%

0.00 ,", .
s 0.0
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 25 5.0 7.
Probabilidad tedrica Cuantiles teéricos

in

10.0

Figura 4.1: PP-Plot y QQ-Plot a datos provenientes de una LoScF normal con pardmetros

esimados por maxima-verosimilitud.
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CAPITULO

EXPERIMENTACION

En este Capitulo se expone la metodologia seguida para la experimentacion, asi como
un analisis de los resultados obtenidos para los distintos tests seleccionados, consideran-
do dos posibilidades para los estimadores de los pardmetros de localizacién y escala (por
un lado, estimacién por méaxima verosimilitud (MLE), dependiente de la familia de lo-
calizacién-escala; y por otro lado, el uso de la media y desviacién tipica muestrales). Se
proporcionan tablas y mapas de calor para facilitar la comprensién de los resultados ob-

tenidos.

5.1. Metodologia

Se estudiard el comportamiento de aquellos tests basados en la funcién de distribucién
empirica (ECDF), en concreto los tests de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises y
Anderson-Darling, debido a su propiedad de ser libres de parametros dentro de familias
de localizacién-escala. Se evaluard el comportamiento de los distintos tests en términos de
potencia estadistica bajo distintos enfoques, considerando numerosos factores: diferentes
LoScF (normal, logistica, exponencial, uniforme y Laplace), diversos tamanos muestrales
(n € {30,100}) y dos métodos de estimacién de pardmetros por un lado, el método de
méxima verosimilitud (MLE) y por otro, la estimacién mediante momentos (media y
desviacidn tipica).

Para lograr el objetivo de estudio, se usara en repetidas ocasiones el método de simu-
lacién por Monte Carlo con 10* réplicas para cada casuistica. Se trabajara con el nivel de
significacién fijado o = 0.05. En primera instancia, se fija una semilla (1) con el fin de
poder reproducir los resultados.

Al realizar el estudio de potencias, antes se tabulara la distribucién de cada estadistico
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con los parametros de estimacién de localizacidn-escala seleccionados, utilizando el método
de Monte Carlo para este fin a partir de muestras de la distribucién seleccionada (Hp) con
parametro de localizacién 0 y escala 1. Como se ha probado la libertad de parametros
dentro de la familia, esta eleccién es arbitraria.

Una vez tabulada la distribucién del estadistico para la distribucion seleccionada, de
nuevo mediante método de simulaciéon por Monte Carlo se calculara la potencia, repitiendo
el procedimiento: generar una muestra aleatoria con parametro de localizacién 0 y escala 1
a partir de la LoScF seleccionada para el contraste (de la que provienen los datos), calcular
el valor del estadistico para dicha muestra, obtener el p-valor del test comparando este
con la tabla. Finalmente se realiza la media de estos “rechazos” para conseguir el valor de
la potencia deseada.

Esto se ha programado para su repeticion automaética en lo que respecta a todas las
combinaciones de casos: familias LoScF, tamanos muestrales y métodos de estimaciéon de

pardmetros. Ver codigo.

5.2. Estudio de potencias: Kolmogorov-Smirnov

5.2.1. Parametros estimados por maxima verosimilitud

Este estudio evalda la potencia del test de Kolmogorov-Smirnov (KS), utilizando esti-
madores de méxima verosimilitud (MLE). A la vista de las Tablas 5.1, 5.2 y las Figuras
5.1, 5.2 se revelan patrones significativos en el comportamiento del test para tamanos
muestrales pequenos (n = 30) y grandes (n = 100).

Para muestras pequenas (n = 30), el test muestra un adecuado control del error Tipo
I, manteniendo tasas de rechazo bajo Hy cercanas al nivel de significacion a = 0.05. Sin
embargo, se observan comportamientos diferenciales segin la distribucién analizada.

La distribucién exponencial presenta elevada potencia para detectar desviaciones de
la familia, tanto al partir de datos provenientes de dicha distribucién como al realizar
contrastes siendo el supuesto bajo Hy que pertenece a la LoScF exponencial. Las distri-
buciones normal y logistica muestran una notable dificultad para ser discriminadas entre
si, reflejando su cercania. Aparte, los contrastes entre distribuciones normales/logisticas
frente a Laplace exhiben potencias bajas.

Al incrementar el tamano muestral a n = 100, se mantiene el control del error Tipo I

mientras se observa una mejora generalizada en la potencia: las tasas de rechazo correcto
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aumentan significativamente para la mayoria de los casos; persiste la dificultad para distin-
guir entre las LoScF normal y logistica, y mejora limitadamente la potencia en contrastes

LoScF normal/logistica contra la LoScF de Laplace.

Tabla 5.1: Potencias Kolmogorov-Smirnov con n = 30, estimadores MLE: distribucién

muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal

Laplace 0.0512 0.7203 0.9854 0.1265 0.2816
Uniforme 0.3843 0.0500 0.6370 0.2658 0.1664
Exponencial 0.7243 0.9790 0.0462 0.7538 0.7793
Logistica 0.0810 0.5196 0.9653 0.0505 0.0910
Normal 0.1258 0.3074 0.9465 0.0599 0.0475

laplace = 0.051 . . 0.126 0.282
unif  0.384  0.050 . 0.266 0.166
i -
logis  0.081 E . 0.050 0.091
norm  0.126 | 0.307 . 0.060 0.048

exp

laplace unif exp logis norm
Potencia
| ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.1: Potencias Kolmogorov-Smirnov con n = 30, estimadores MLE: distribucién

muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Tabla 5.2: Potencias Kolmogorov-Smirnov con n = 100, estimadores MLE: distribucién

muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal

Laplace 0.0566 1.0000 1.0000 0.3244 0.6851
Uniforme 0.9534 0.0480 0.9991 0.8342 0.5929
Exponencial 1.0000 1.0000 0.0570 1.0000 0.9999
Logistica 0.2148 0.9959 1.0000 0.0534 0.1366
Normal 0.3999 0.9693 1.0000 0.0894 0.0449
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laplace = 0.057 . . 0.324 .
B o [
-
logis  0.215 . . 0.053 0.137
norm | 0.400 . . 0.089 0.045

laplace unif exp logis norm

unif

exp

Potencia

| S ]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.2: Potencias Kolmogorov-Smirnov con n = 100, estimadores MLE: distribuciéon

muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

5.2.2. Parametros estimados: media desviacion tipica

El estudio del test de Kolmogorov-Smirnov utilizando estimadores de momentos (me-
dia y desviacién tipica) revela un comportamiento diferencial marcado segin el tamano
muestral considerado. A la vista de las Tablas 5.3, 5.4 y las Figuras 5.3, 5.4 se demues-
tra que, si bien el test mantiene adecuadamente controlado el error de tipo I en torno al
nivel de significacién para ambos tamanos muestrales, su potencia presenta variaciones
significativas para otras casuisticas.

Fijando la atencién en las muestras pequenas (n = 30), los resultados obtenidos son
desalentadores. Exceptuando algunos casos especificos, se observa una potencia general
notablemente baja y la capacidad del test para detectar desviaciones resulta insuficien-
te (exceptuando el caso de la LoScF exponencial). Igualmente preocupante es el pobre
desempeno en los contrastes entre las LoScF Normal/Logistica frente a Laplace, donde
las tasas de rechazo correcto alcanzan valores minimos. Estos hallazgos sugieren que, en
contextos con tamanos muestrales reducidos, el uso de estimadores por momentos podria
conducir a conclusiones erréneas con relativa frecuencia, al menos en comparacién con el
uso de estimadores de méaxima verosimilitud.

La situacién mejora sustancialmente al aumentar el tamano muestral a n = 100. En
este escenario, el test muestra un rendimiento destacable para la distribucién exponencial,
alcanzando tasas de rechazo correcto del 100 %. Las distribuciones uniforme y Laplace

también presentan resultados satisfactorios. Sin embargo, persisten ciertas limitaciones: la
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discriminacion entre las LoScF normal y logistica sigue siendo problematica, y los contras-

tes de estas frente a Laplace contintian mostrando potencias reducidas, aunque con cierta

mejoria respecto a los resultados para n = 30.

Tabla 5.3: Potencias Kolmogorov-Smirnov con n = 30, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hp (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal
Laplace 0.0469 0.6925 0.4239 0.1536 0.2983
Uniforme 0.1882 0.0478 0.4662 0.1880 0.1458
Exponencial 0.6854 0.9160 0.0541 0.7335 0.7829
Logistica 0.0289 0.3878 0.2581 0.0471 0.0967
Normal 0.0418 0.1932 0.2279 0.0421 0.0476
laplace  0.047 . 0.424 0.154 0.298
unif  0.188 0.048 0.466 0.188 0.146
= .. nos ..
logis 0.029 0.388 0.258 0.047 0.097
norm  0.042 0.193 0.228 0.042 0.048
laplace unif exp logis norm
Potencia
| ]
00 02 04 06 08 10

Figura 5.3: Potencias Kolmogorov-Smirnov con n = 30, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hp (columnas).

Tabla 5.4: Potencias Kolmogorov-Smirnov con n = 100, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hp (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal
Laplace 0.0510 0.9983 0.9106 0.3499 0.7007
Uniforme 0.9542 0.0557 0.9960 0.8468 0.5775
Exponencial 0.9999 1.0000 0.0506 0.9998 0.9999
Logistica 0.1006 0.9255 0.7454 0.0518 0.1456
Normal 0.2358 0.6582 0.7940 0.0686 0.0466
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o .. - .
B - [
-
logis  0.101 .. 0.052 0.146
norm  0.236 .. 0.069 0.047

laplace unif exp logis norm

unif

exp

Potencia

| S ]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.4: Potencias Kolmogorov-Smirnov con n = 100, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hp (columnas).

5.3. Estudio de potencias: Cramér-Von-Mises

5.3.1. Parametros estimados por maxima verosimilitud

El estudio del test de Cramér-von Mises (CvM) utilizando estimadores de méxima vero-
similitud (MLE) revela un comportamiento diferencial marcado segin el tamano muestral
considerado. A la vista de las Tablas 5.5, 5.6 y las Figuras 5.5, 5.6 se demuestra un compor-
tamiento robusto en términos de control del error Tipo I para ambos tamafnios muestrales,
con tasas que oscilan entre 0.0463 y 0.0496, consistentemente cercanas al nivel de signi-
ficacién. Esta precision en el control del error Tipo I valida la fiabilidad del test bajo la
hipotesis nula.

Para muestras pequenas (n = 30), el test exhibe una potencia elevada cuando los datos
provienen de la LoScF exponencial, detectando eficazmente desviaciones de esta familia.
Sin embargo, se observan limitaciones significativas al discriminar entre las LoScF normal
y logistica, donde las tasas de rechazo son cercanas al nivel de significacion. Esta dificul-
tad persiste incluso al contrastar datos provenientes de las LoScF normal/logistica con la

LoScF de Laplace, mostrando potencias reducidas.

Al considerar tamanos muestrales mayores (n = 100), el rendimiento del test mejora
sustancialmente. Las potencias alcanzan valores altos para las familias exponencial, unifor-

me y Laplace, destacandose la precision casi perfecta en el caso exponencial. No obstante,
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la discriminacién entre distribuciones normales y logisticas sigue siendo problematica, co-

metiendo errores elevados de tipo II. También se pone de manifiesto una baja potencia al

contrastar datos logisticos bajo la hipétesis nula de Laplace (dificiles de distinguir incluso

con muestras moderadamente grandes).

Tabla 5.5: Potencias Cramér-Von Mises con n = 30, estimadores MLE: distribucién mues-

tra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal
Laplace 0.0481 0.7085 0.9898 0.1432 0.3313
Uniforme 0.4364 0.0483 0.7752 0.3797 0.2576
Exponencial 0.6313 0.9867 0.0476 0.7690 0.8963
Logistica 0.0721 0.4831 0.9799 0.0463 0.0991
Normal 0.1060 0.2725 0.9705 0.0621 0.0496

laplace ~ 0.048 .. 0.143  0.331
unif | 0.436  0.048 . 0.380 0.258

exp

logis  0.072 | 0.483 . 0.046 0.099
norm  0.106  0.273 . 0.062 0.050

laplace

unif

exp

Potencia

logis

norm

| ]

0.0

0.2

0.4 0.6

0.8

1.0

Figura 5.5: Potencias Cramér-Von Mises con n = 30, estimadores MLE: distribucién mues-

tra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).
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Tabla 5.6: Potencias Cramér-Von Mises con n = 100, estimadores MLE: distribucion

muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal

Laplace 0.0504 1.0000 1.0000 0.3983 0.8101
Uniforme 0.9939 0.0475 1.0000 0.9592 0.8572
Exponencial 0.9990 1.0000 0.0549 0.9997 1.0000
Logistica 0.1909 0.9978 1.0000 0.0499 0.1943
Normal 0.4062 0.9794 1.0000 0.1006 0.0498

wnce [ .. - .
o - i
-
logis  0.191 .. 0.050 0.194
norm | 0.406 .. 0.101  0.050

laplace unif exp logis norm

unif

exp

Potencia

| S|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.6: Potencias Cramér-Von Mises con n = 100, estimadores MLE: distribuciéon

muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

5.3.2. Parametros estimados: media desviacion tipica

El estudio del test de Cramér-von Mises (CvM) utilizando estimadores de momentos
(media y desviacién tipica), como se puede observar en las Tablas 5.7, 5.8 y las Figuras
5.7, 5.8 revela lo siguiente.

Para muestras pequenas (n = 30), el test muestra un rendimiento limitado, con poten-
cias aceptables inicamente cuando los datos proceden de la LoScF exponencial, mientras
que en los demds casos presenta dificultades significativas para detectar desviaciones de
la hipétesis nula. Esta situacién mejora notablemente al aumentar el tamafnio muestral a
n = 100, donde el test demuestra una capacidad adecuada para rechazar correctamente la
hipétesis nula en la mayoria de los escenarios considerados.

Sin embargo, persisten ciertas limitaciones que merecen especial atencién. En parti-

cular, el test continia mostrando dificultades para discriminar entre las LoScF normal
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y logistica, independientemente del tamano muestral utilizado, siendo mas ficil detectar

diferencias cuando los datos provienen de una logistica, la relacién no es simétrica. Asi-

mismo, se observa un comportamiento subéptimo cuando se contrastan datos procedentes

de la LoScF logistica frente a la hipdtesis nula de la LoScF de Laplace, evidenciando la

similaridad entre las familias.

Tabla 5.7: Potencias Cramér-Von Mises con n = 30, estimadores media y desviacién tipica:

distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal
Laplace 0.0484 0.7681 0.5864 0.1734 0.3515
Uniforme 0.4141 0.0444 0.6799 0.3253 0.2237
Exponencial 0.8028 0.9221 0.0503 0.8644 0.8946
Logistica 0.0311 0.4425 0.4830 0.0479 0.1074
Normal 0.0577 0.2147 0.4730 0.0430 0.0494
laplace  0.048 .. 0.173  0.351
unif | 0.414 = 0.044 0.325 0.224
o . . 0% . .
logis 0.031 0.442 0.483 0.048 0.107
norm  0.058 0.215  0.473 0.043 0.049
laplace unif exp logis norm
Potencia
| S ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.7: Potencias Cramér-Von Mises con n

30, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hp (columnas).
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Tabla 5.8: Potencias Cramér-Von Mises con n = 100, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal

Laplace 0.0474 0.9996 0.9912 0.4083 0.8228
Uniforme 0.9977 0.0492 0.9994 0.9757 0.8419
Exponencial 1.0000 1.0000 0.0494 1.0000 1.0000
Logistica 0.1369 0.9713 0.9804 0.0492 0.2080
Normal 0.4145 0.7922 0.9876 0.0877 0.0502

laplace = 0.047 . . 0.408 .
Bl
EE - EE
logis  0.137 . . 0.049 0.208
norm | 0.414 . . 0.088 0.050

laplace unif exp logis norm

unif

exp

Potencia

| — ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 5.8: Potencias Cramér-Von Mises con n = 100, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hp (columnas).

5.4. Estudio de potencias: Anderson-Darling

5.4.1. Parametros estimados por maxima verosimilitud

El estudio del test de Anderson-Darling (AD) con estimacién por méxima verosimilitud
(MLE), como se puede comprobar en las Tablas 5.9, 5.10 y las Figuras 5.9, 5.10 demuestra
un excelente comportamiento en términos de control del error Tipo I, manteniendo tasas
entre 4.85 % y 5.02 % para ambos tamanos muestrales (n = 30 y n = 100).

Para muestras pequenas (n = 30), el test muestra una potencia moderada-alta en la
mayoria de los escenarios evaluados, es particularmente efectivo para detectar desviacio-
nes de las LoScF exponencial y en menor medida, la uniforme. Los valores de potencia

alcanzados son consistentemente elevados, con la excepcién caracteristica del caso norma-
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1/logistica, donde persiste la conocida dificultad para discriminar entre estas dos familias.

Esta limitacién, comun a varios tests de bondad de ajuste, parece ser una propiedad

intrinseca de la similitud entre estas distribuciones mas que un defecto especifico del test.

Al incrementar el tamafio muestral a n = 100, los resultados muestran estabilidad, con

mejoras considerables en la mayoria de LoScF, alcanzando grandes niveles de rendimiento

(rechazos correctos). Esta consistencia en el comportamiento del test para diferentes ta-

manos muestrales refuerza su utilidad practica, particularmente en situaciones donde solo

se dispone de muestras de tamano moderado.

Tabla 5.9: Potencias Anderson-Darling con n = 30, estimadores MLE: distribuciéon muestra

de partida (filas) y distribucién bajo Hp (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal
Laplace 0.0505 0.5982 0.9751 0.1560 0.3432
Uniforme 0.4473 0.0517 0.6323 0.4184 0.3283
Exponencial 0.7742 0.9839 0.0485 0.8981 0.9335
Logistica 0.0645 0.3798 0.9567 0.0486 0.1079
Normal 0.0944 0.1906 0.9351 0.0541 0.0517

laplace  0.050 .. 0.156 = 0.343

unif | 0.447  0.052 0.418 0.328

- .. oo ..

logis  0.064  0.380 . 0.049 0.108
norm  0.094 0.191 . 0.054 0.052
laplace unif exp logis norm
Potencia
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.9: Potencias Anderson-Darling con n = 30, estimadores MLE: distribucién mues-

tra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).
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Tabla 5.10: Potencias Anderson-Darling con n = 100, estimadores MLE: distribucién

muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal

Laplace 0.0497 1.0000 1.0000 0.3734 0.8134
Uniforme 0.9980 0.0492 1.0000 0.9917 0.9543
Exponencial 1.0000 1.0000 0.0529 1.0000 1.0000
Logistica 0.1565 0.9983 1.0000 0.0499 0.2227
Normal 0.3617 0.9843 1.0000 0.0924 0.0496

laplace ~ 0.050 0.373

unif . .
- . .
logis  0.156 0.050 0.223
norm | 0.362 0.092 0.050
laplace unif exp logis norm
Potencia

Figura 5.10: Potencias Anderson-Darling con n = 100, estimadores MLE: distribucién

muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

5.4.2. Parametros estimados: media desviacion tipica

El estudio del test de Anderson-Darling (AD) utilizando estimadores de momentos
(media y desviacién tipica), siguiendo los resultados en las Tablas 5.11, 5.12 y las Figuras
5.11, 5.12 se infieren las siguientes conclusiones.

Se demuestra un comportamiento diferenciado segin el tamano muestral. Para mues-
tras pequenas (n = 30), aunque controla adecuadamente el error Tipo I (4.74 %-5.03 %),
presenta potencias desiguales: moderada-alta para datos de LooScF exponencial, modera-
da para LoScF uniforme, y muy baja para la LoScF de Laplace, logistica y normal. En
definitiva, para este tamano muestral los resultados no son los deseables.

La situacion cambia radicalmente con n = 100, donde las potencias mejoran muy signi-
ficativamente, equiparandose a las obtenidas con maxima verosimilitud, aunque en general

son ligeramente inferiores. Este cambio abrupto sugiere un umbral muestral a partir del
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cual la estimacién por momentos alcanza plena eficacia. No obstante, persiste la dificultad

caracteristica para discriminar entre distribuciones normales y logisticas, limitacion comin

a varios tests de bondad de ajuste.

Estos resultados indican que, mientras para muestras pequenas se recomienda prefe-

rentemente la estimacion por maxima verosimilitud, en muestras grandes ambos métodos

de estimacién producen resultados suficientemente cercanos, casi equivalentes. Por tanto,

cabe plantear un debate teniendo en cuenta la complejidad computacional que acompana

a la estimacién maximo-verosimil cuando las férmulas no son cerradas.

Tabla 5.11: Potencias Anderson-Darling con n = 30, estimadores media y desviacion tipica:

distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal
Laplace 0.0478 0.1395 0.0816 0.1681 0.3588
Uniforme 0.6179 0.0474 0.6940 0.4459 0.2895
Exponencial 0.8692 0.3068 0.0495 0.9023 0.9315
Logistica 0.0428 0.0931 0.1626 0.0486 0.1160
Normal 0.0898 0.0795 0.2610 0.0469 0.0503
laplace  0.048 0.140 0.082 0.168  0.359
unif . 0.047 . 0.446 0.289
. b7 oomo ..
logis  0.043 0.093 0.163 0.049 0.116
norm 0.090 0.080 0.261 0.047 0.050
laplace unif exp logis norm
Potencia
| S|
0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

Figura 5.11: Potencias Anderson-Darling con n = 30, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hp (columnas).
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Tabla 5.12: Potencias Anderson-Darling con n = 100, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hy (columnas).

Distribucién usada \ Hy Laplace Uniforme Exponencial Logistica Normal

Laplace 0.0492 0.8190 0.4726 0.3929 0.8243
Uniforme 0.9999 0.0479 0.9998 0.9967 0.9473
Exponencial 1.0000 0.9490 0.0513 1.0000 1.0000
Logistica 0.1825 0.6246 0.7696 0.0491 0.2364
Normal 0.5425 0.5269 0.9429 0.1022 0.0499

laplace | 0.049 . 0.473 0.393 .
. naas ...
- W
logis  0.182 .. 0.049 0.236

-. 0.102  0.050

laplace unif exp logis norm

norm

Potencia

| ]
00 02 04 06 08 10

Figura 5.12: Potencias Anderson-Darling con n = 100, estimadores media y desviacién

tipica: distribucién muestra de partida (filas) y distribucién bajo Hp (columnas).

5.5. Sintesis

Los resultados obtenidos revelan patrones que permiten establecer recomendaciones
practicas. En primer lugar, se observa que la combinacion de tests Cramér-Von Mises y
Anderson-Darling con estimaciéon por maxima verosimilitud ofrece el mejor rendimiento
global, siendo similares los resultados obtenidos para sendos tamanos muestrales, ligera-
mente mas marcados para muestras pequenas.

De forma general, si bien para muestras grandes las diferencias entre los distintos tests y
métodos de estimacion se atendan (sobre todo en el caso de parametros estimados mediante
la media y desviacién tipica) en el rango de tamano muestral pequeno las ventajas de las
elecciones mencionadas previamente son particularmente notorias frente a las demés.

Un hallazgo relevante es la presumible dificultad que presentan estos tests para dis-
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criminar entre las LoScF normal y logistica, siendo més ficil para todos ellos detectar
desviaciones de la LoScF de contraste cuando los datos generados provienen de la logisti-
ca. No es una relacién simétrica, pues no se detecta el mismo patrén al generar datos de
la LoScF normal y realizar el contraste contra la logistica.

Merecedora de mencién es la similitud implicita entre las LoScF de Laplace y logistica,
lo que provoca que las potencias de contraste entre ambas sean reducidas. De igual manera
notar que esta relaciéon no es simétrica, pues se detecta con maés facilidad las desviaciones
respecto a la familia de contraste cuando los datos generados provienen de la LoScF de
Laplace que cuando provienen de la logistica.

Estas dos ultimas casuisticas particulares mencionadas anteriormente sugieren la ne-
cesidad de recurrir a pruebas mas especializadas. Por el contrario, es honorifico el caso de
la LoScF exponencial, para la que todos los tests sin excepcién demostraron una precisién
envidiable.

Por 1ltimo, concluir, en vista de los resultados, que para tamanos muestrales pe-
quenos se recomienda la eleccién de estimadores méaximo-verosimiles, y eleccién de test
Anderson-Darling o Cramér-von Mises, en funcién de la complejidad computacional que
esté dispuesto a soportar el usuario. Si bien los resultados del test Kolmogorov-Smirnov
con parametros estimados no son desalentadores, existen alternativas superiores y solo se

recomienda su uso practico para fines recreativos.
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CONCLUSIONES

Este estudio explora y desarrolla un marco tedrico para diversos tests de bondad de
ajuste compuestos aplicados a familias de localizacién-escala. Tras el desarrollo tedrico
de estos tests, se seleccionaron aquellos basados en la funcién de distribucién empirica
(ECDF), en concreto los tests de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises y Anderson-
Darling, debido a su propiedad de ser libres de parametros dentro de familias de localiza-
cién-escala. Estos tests fueron implementados en R, considerando distintas combinaciones
de estimadores para los pardametros de localizacién y escala. Especificamente, se compa-
raron pares de estimadores obtenidos mediante maxima verosimilitud (MLE) y haciendo
uso de los estimadores clasicos muestrales para la media y la desviacién tipica.

La implementacién computacional se realizé en el software estadistico R, contemplando
dos enfoques distintos para la estimacion de parametros, tal y como se ha comentado con
anterioridad. Para los test tratados se ha desarrollado c6digo (enlace a github) en R opti-
mizado con vista en la elaboracién y publicacién de un paquete en R. Este diseno permitié
llevar a cabo una experimentacién comparativa rigurosa que evalué el comportamiento de
los distintos tests en términos de potencia estadistica, considerando muiltiples casuisticas:
diferentes LoScF (normal, logistica, exponencial, uniforme y Laplace), diversos tamanos
muestrales (desde muestras pequenas hasta grandes conjuntos de datos) y los dos métodos
de estimacién de parametros mencionados.

Pese a la gran extensién del estudio, no se gané Zamora en una hora, ni Roma se fundé

luego toda, por lo que se abren varias lineas de investigacién futura que merecen atencién:

(I) Extensién de este estudio a otras familias distribucionales: chi-cuadrado, t de student,
beta, triangular... Entre estas, la tinica que naturalmente se puede considerar como
familia localizacién-escala es la triangular al fijar la moda, para las demds habria

que generarlas para cada parametro.
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(IT) Obtencién de tests mediante otras distancias y/o pesos, més su implementacién

practica y correspondiente estudio de potencias.

(ITT) Ampliar el espectro de pares de parametros estimados de localizacién y escala y
estudiar el rendimiento de los tests (e.g. pardmetros robustos: mediana y rango

intercuartilico)

(IV) Estudio de los tests basados en coeficientes de asimetria y curtosis para diferentes
elecciones de coeficientes y comparacién de rendimiento préactico de potencias con

los expuestos en el presente trabajo.
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