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Resumen

Los cientificos construyen modelos que permiten explicar los procesos que se desarrollan en la
naturaleza y, en un buen numero de ocasiones, lo hacen usando el lenguaje de los Sistemas
Dinédmicos. Nos enfrentamos asi a diferentes tipos de ecuaciones que retinen una caracteristica:
dependen de pardmetros. El cientifico considera un espacio de fases en el que evolucionan las
variables que permiten describir los diferentes estados del proceso considerado, evolucionan a
lo largo de una escala temporal que puede ser discreta o continua y, en efecto, en el modelo
intervienen parametros. Ante un cierto modelo, uno de los retos méas determinantes es comprender
los cambios de la dindmica cuando se modifican los parametros; este el territorio de la Teoria de

Bifurcaciones.

El Grado en Matematicas permite asomarse timidamente al mundo de las bifurcaciones. El
alumno aprende como, en el caso de las ecuaciones diferenciales auténomas, la dindmica local en
el entorno de un punto de equilibrio hiperbélico (aquel para el cual la diferencial del campo en el
punto de equilibrio tiene todos sus valores propios con parte real distinta de cero) es robusta frente
a pequenas perturbaciones. Por un lado, el Teorema de Hartman establece que esta dinamica es
homeomorfa a la que muestra la parte lineal y, por otra parte, los puntos de equilibrio hiperbdlicos
de sistemas lineales se clasifican en funciéon del niimero de valores propios con parte real positiva

y negativa, unas cantidades que se mantienen ante pequenas perturbaciones.

Para que se produzcan cambios en la dindmica cerca de un punto de equilibrio este ha de
ser no hiperbélico. Los escenarios més simples son aquellos en los que la diferencial presenta
un valor propio igual a cero o una pareja de valores propios imaginarios puros. Se trata de
condiciones de degeneracién que ligadas a otras condiciones genéricas caracterizan bifurcaciones:
en el primer caso hablariamos de bifurcaciones de nodo-silla y en el segundo de bifurcaciones de
Hopf. Esencialmente, una bifurcacién de nodo-silla se caracteriza por la existencia de dos puntos
de equilibrio, que moviendo pardmetros, colapsan y desaparecen. En el caso de una bifurcacion

de Hopf, se observa el nacimiento de una 6rbita periddica que emerge desde el equilibrio.

En este trabajo se aborda el estudio de bifurcaciones de puntos fijos de difeomorfismos. Se recoge
el concepto de punto fijo hiperbodlico y los resultados que, de forma anéloga al caso de los puntos
de equilibrio hiperbolicos de campos, establecen que la dinamica local en el entorno de un punto

fijo hiperbdlico es robusta frente a pequenas perturbaciones. Veremos como las bifurcaciones
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més elementales se presentan cuando un valor propio de la diferencial del campo en el punto
fijo tiene modulo 1. El caso de valores propios 1 (bifurcacion de nodo-silla) y —1 (bifurcacion
de duplicacion de periodo) se tratara de forma breve, sin entrar en demostraciones, con el fin
de desarrollar el objetivo principal del TFG: el estudio de la bifurcaciéon de Neimark-Sacker, es
decir, los cambios en la dindmica que se producen cuando, moviendo parametros, un valor propio

de la parte lineal cruza la circunferencia unidad fuera del eje real.

La bifurcacién de Neimark-Sacker es, en cierto modo, una bifurcacién de Hopf para puntos fijos
de difeomorfismos; de hecho, esta es en muchas ocasiones la terminologia que se emplea. Ahora
bien, si una bifurcacién de Hopf explica la génesis de una érbita peridédica en el espacio de fases,
la bifurcacion de Neimark-Sacker da lugar a una curva cerrada invariante (formada por una
infinidad de orbitas distintas). Por otra parte, el analisis de la bifurcacion de Neimark-Sacker
requiere de herramientas mas sofisticadas, siendo el uso de resultados de tipo punto fijo en
espacios funcionales quizés la mas delicada. También el uso de las técnicas de reduccién a forma

normal requieren de un arduo trabajo.

La estructura del trabajo es la siguiente. En primer lugar, se recogen resultados que permiten
contextualizar el estudio de bifurcaciones de puntos fijos y también herramientas a las que sera
necesario apelar, como el Teorema de Reducciéon a la Variedad Central. Las bifurcaciones de
nodo-silla y de duplicacién de periodo se recogen como complemento a los resultados principales.
Para el estudio de la bifurcacién de Neimark-Sacker se comenzara analizando un modelo candénico
simplificado. Después se probaré que, bajo ciertas condiciones genéricas, cualquier bifurcacion de
Neimark-Sacker puede escribirse como una perturbaciéon del modelo canénico. Es con este modelo
simplificado con el que se pondran en juego diversas herramientas de Anélisis y, en particular,
el Teorema de Punto Fijo en Espacios de Banach. A modo de ilustracion se consideraran dos
ejemplos, uno que podriamos calificar de académico y otro con el que se modela un fenémeno

real de dinamica de poblaciones.



Capitulo 1

Introduccion a los sistemas dinamicos

1.1. Primeros conceptos

Un sistema dindmico es la formalizacién matemética de un proceso determinista. Se caracteriza
por la existencia de un espacio de fases, en el que seria posible observar todos los posibles estados
del sistema, y una ecuacion que gobierna la evolucidon del proceso; esta ecuacion estarad deter-
minada por las leyes subyacentes. La observaciéon puede hacerse en tiempo discreto o en tiempo
continuo y, por lo tanto, nos referiremos a sistemas dinamicos discretos o a sistemas dinamicos
continuos. Tienen una amplia presencia en fisica, quimica, biologfa, economia o ecologia, entre

otros ambitos.

Como paradigma de sistema dindmico continuo se tienen las ecuaciones diferenciales auténomas,

o campos de vectores. Consideremos una ecuacién diferencial

d
x = d—f = f(x),

conz € R"y f:R"™ - R"™ un campo de vectores de clase C", con r > 1. Asociada a la ecuacién

existe una aplicacion

0:ACRxXR" 5 R"

que se denomina flujo del campo y que recoge la dinamica del sistema. Para cada zg € R" fijado,

©(t,zp) se corresponde con la solucion del problema de Cauchy

x(0) = x.

La soluciéon ¢(t, o) no tiene por qué estar definida para todo ¢ € R, pero existe un intervalo

maximal de definicién I, que contiene a t = 0. El dominio A esté formado por aquellos puntos

7
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(t,z0) € R x R™ tales que t € I,. Se puede probar que A es un conjunto abierto y que ¢ es de

clase C", es decir, que tiene la misma regularidad que el campo f. La aplicaciéon flujo verifica:

1. o(t+s,x) = gp(t, cp(s,x)),

2. ¢(0,z) ==,

para todo x € R” y para todos los valores ¢t y s donde tenga sentido. Estas dos propiedades son
las que caracterizan a ¢ como un sistema dindmico. Obsérvese que estamos suponiendo que el

espacio de fases es R™; por supuesto, podria ocurrir que fuese un cierto subconjunto de R".

Para cada punto x € R™ del espacio de fases, llamamos drbita de x al conjunto
O, ={p(t,z) e R" : t € I,}.

El conjunto de todas las 6rbitas de un campo se denomina retrato de fases. La Figura 1.1 ilustra

el concepto de érbita.

Figura 1.1: Para cada punto x del espacio de fases, se denomina érbita de x a la
curva Oy = {p(t,z) e R" : t € I;}.

Un punto xg € R™ tal que f(xg) = 0 se denomina punto de equilibrio del sistema. Es inmediato
que ¢(t,xg) = xo para todo t € Ry, por lo tanto, la 6rbita del punto xy se reduce a xg, es
decir, Oy, = {x0}. Ademas de los puntos de equilibrio, distinguimos las drbitas periddicas. Dado
zo € R™, decimos que la oérbita de xg es periddica si existe T > 0 tal que ¢(T,x0) = xo; si T es

minimal, nos referimos a él como el periodo de la 6rbita. Se sigue facilmente que

Oy, = {p(t,z0) e R" : t €[0,T]}.

Cualquier orbita de un retrato de fases que no sea ni un punto de equilibrio ni una o6rbita pe-
riodica es una curva continua sin extremos y sin autointersecciones. Del estudio de los retratos
de fases se ocupa la Teoria Cualitativa de Ecuaciones Diferenciales, de la cual pudimos ver pin-
celadas en las asignaturas de ecuaciones diferenciales del Grado en Matemaéticas. En particular,
todas las propiedades que hemos mencionado sobre flujos y orbitas se prueban en el contexto de
estas asignaturas. No obstante, nuestros intereses son otros. En este trabajo nos ocuparemos de

sistemas dinamicos discretos.
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Como paradigma de sistema dindmico discreto consideraremos una aplicaciéon f : R® — R™ o,

con mayor rigor, las iteraciones de f (denotaremos f2 = fo f, f3 = fo f2,...). Se cumple que:

L f*5(z) = f(f*(@)),

2. () =,

para todo x € R" y para cualesquiera s,t € N. Estas propiedades, al igual que acabamos de
mencionar para el caso del flujo asociado a una ecuacién diferencial, son las que caracterizan el
proceso iterativo como un sistema dindmico. De nuevo, estamos suponiendo que el espacio de
fases es R", aunque también podria ser un subconjunto de R™ y que solo se pudiera realizar
un ndmero finito de iteraciones de f para ciertas condiciones iniciales. En el caso de que f sea
invertible, podemos considerar también iteraciones de la funcién inversa de f. Dado = € R",

llamamos 6rbita de x a la secuencia

Op = {.... [ (@), [ (@), fO(2), fH (@), f2(=), - s

la cual puede ser finita o infinita. De nuevo, podemos usar la terminologia de retrato de fases

para referirnos al conjunto de 6rbitas de un sistema dindamico discreto.

Observacion 1.1. Cada vez que nos refiramos a una aplicacion f : A C R™ — R"™ como sistema

dindmico, estaremos entendiendo una “dindmica” dada por las iteraciones de f.

Observacion 1.2. Dado un sistema dindmico, podemos definir una relacion entre los puntos del
espacio de fases. Decimos que dos puntos x ey estdn relacionados si y pertenece a la orbita de
x; se puede probar que se trata de una relacion de equivalencia. En este escenario, el retrato de

fases del sistema no es mds que el conjunto cociente con respecto a esta relacion de equivalencia.

Un punto zp € R™ se llama punto fijo de f si f(zg) = xp. Como en el caso continuo, dis-
tinguimos las drbitas periddicas o ciclos. Si xg € R™ es tal que f(xg) # mo y existe N > 1
verificando & (z9) = xo, decimos que la orbita de xg es periddica. Si N es minimal, se corres-

ponde con el periodo de la 6rbita. En este caso la 6rbita de xg es el conjunto finito de puntos

{x07 f($0)7 fQ(xo), s 7fN_1(x0)}'

Como ejemplos simples de sistemas dindmicos discretos podemos considerar funciones de la forma

fr R — R
x — f(x) = ax,
con a € R, para las cuales x = 0 es siempre un punto fijo. Incluimos en la Figura 1.2 los diagramas

de tela de arana del sistema dindmico para distintas elecciones del valor del parametro a. En las

Figuras 1.2a y 1.2b se observa que las o6rbitas convergen al punto fijo x = 0, en este caso se dice
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Figura 1.2: Diagramas de tela de arana asociados a la funcion f(z) = ax, para
distintas elecciones del parametro a.

que x = 0 es un atractor. De forma similar las Figuras 1.2c y 1.2d nos muestran cémo las érbitas

en sentido inverso convergen al punto fijo x = 0, en este caso hablariamos de repulsor.

Enfrentados a un conjunto de objetos (sistemas dindmicos) y movidos por una profunda inquie-
tud matemética, sentimos el irrefrenable deseo de clasificar, es decir, de introducir una relacién
de equivalencia. Intuitivamente, esperamos que dos sistemas dindmicos sean equivalentes si sus
retratos de fase son uno deformacién del otro. Con un poco mas de rigor, dos sistemas dinami-
cos se diran equivalentes si existe un homeomorfismo entre los espacios de fase que transforma
orbitas en oOrbitas conservando su sentido de recorrido. Obsérvese que un tal homeomorfismo
transformaré puntos fijos en puntos fijos y 6rbitas periddicas en érbitas periddicas. A continua-

cion formalizamos estas ideas introduciendo el concepto de conjugacion topologica.

Dos campos de vectores (sistemas dindmicos continuos),

/

' = f(x), conz € U CR",
Yy =g

(y), cony € V. C R",
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se dicen topoldgicamente conjugados si existe un homeomorfismo h : U — V entre los correspon-

dientes espacios de fase tal que
h(p(t x)) =9 (t, h(z)),

donde ¢ y 1 representan los flujos asociados a f y g, respectivamente. La identidad habra de
ser satisfecha para todo x € U y mientras los valores de ¢ se mantengan en los correspondientes

intervalos maximales.

Dos funciones (sistemas dinamicos discretos),

x> f(z), conxz €U CR",

y—g(y), cony € VCR",

se dicen topolégicamente conjugadas si existe un homeomorfismo h : U — V entre los correspon-

dientes espacios de fase tal que
h(f(z)) = g(h(z)),
para cada x € U tal que f(z) € U.

Dos retratos de fase se dicen topolégicamente conjugados si los correspondientes sistemas diné-

micos lo son.

Introducido el concepto de conjugacién topologica, podemos hacer una primera clasificacién, la

de los sistemas lineales hiperbélicos.

En lo que resta de trabajo, dejamos de hacer referencias explicitas a los sistemas dindmicos
continuos, poniendo el foco en los discretos. Unicamente senalaremos analogias cuando estas

sean pertinentes para destacar el paralelismo entre los dos mundos.

Sea A una matriz cuadrada n x n con determinante no nulo y sea L : R” — R", con L(z) = Az,

un automorfismo de R™. El origen 0 € R" es el tinico punto fijo de este sistema dindmico.

Definicion 1.1. Diremos que el origen es atractor silimy, oo L™x = 0 para todo x € R™ y repul-
sor si limy, o0 || L™x|| = 00 para todo x € R™ o, de forma equivalente, silim,,_,_oo(L ™)™z =0

para todo x € R™

Definiciéon 1.2. Un automorfismo L : R™ — R™ o su punto fijo en el origen se dicen hiperbdlicos
si todos los valores propios de A tienen mddulo distinto de 1. El nidmero de wvalores propios

(contando su multiplicidad) con mdédulo menor que 1 se conoce como indice de estabilidad.

Las siguientes resultados nos proporcionan caracterizaciones de atractores y repulsores (en el

contexto lineal). Su prueba puede consultarse en [6].

Teorema 1.1. Sea L : R™ — R" un automorfismo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El origen es un atractor.
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2. El indice de estabilidad de L es n.

3. Ezisten K >0 y p € (0,1) tales que, para todo x € R™ y para todo m > 0

[L™ ]| < Kp™[|]]-

4. Existe una norma en R™ tal que |L|| < 1.

Teorema 1.2. Sea L : R™ — R" un automorfismo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El origen es un repulsor.
2. El indice de estabilidad de L es 0.

3. Existen K >0 y pu > 1 tales que, para todo x € R™ y para todo m >0

L7 = Kp™[|].
4. Eziste una norma en R™ tal que |L71]| < 1.

En el caso de puntos de equilibrio de campos de vectores lineales en R™ existen resultados
paralelos a los que acabamos de enunciar para puntos fijos de automorfismos hiperboélicos en
R™ (ver [6]). Estos resultados se acompanan de modelos canoénicos sencillos. En el caso de los
automorfismos hiperbolicos esto no es tan simple, ya que la dindmica no queda tUnicamente
determinada por el caracter atractor o repulsor, sino que también depende de los signos de los

valores propios. En cualquier caso, més adelante enunciaremos un resultado general.

1.2. Puntos fijos hiperbolicos

A lo largo de esta seccion consideramos un sistema dinamico discreto invertible, determinado
por un difeomorfismo f. Sea x¢ un punto fijo del sistema, decimos que es hiperbdlico si todos los
valores propios de D f(xg) tienen modulo distinto de 1. Denotaremos por n4 y n_ al namero de

valores propios de D f(x) con médulo mayor y menor que 1 respectivamente.!

Dado un punto fijo hiperbdlico x¢ y un entorno V' de xg, definimos la variedad estable local de

o asociada a V como

Wi (xo) ={yeV : f*(y) € V paratodon >0y lim " (y) = zo}

'En lo que sigue, cuando hagamos referencia a los valores propios asociados a un punto fijo, estaremos indicando
los valores propios de la diferencial de f evaluada en dicho punto.
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y la variedad inestable local de xg asociada a V' como
Wi (zo) ={yeV : f"(y) € V paratodon <0 y Eria f(y) = zo}.

Teorema 1.3. Sea xg un punto fijo hiperbolico. Entonces existe un entorno V de xq tal que
Wy (xo) y Wit (xo) tienen dimensiones ny. y n_ respectivamente. Ademds W< (xo) (resp. Wi (xo))
es tangente en g al subespacio propio T (T") generado por los valores propios de D f(xg) con

mddulo menor (mayor) que 1.

Por iteracion de las variedades locales, podemos definir, la variedad estable global de xg,

W (z0) = |J £ (Wi (x0))

n<0

y la variedad inestable global,

W(zo) = | £ (Wi (o).

n>0

La clasificacién de los puntos fijos hiperbolicos se sigue del siguiente resultado:

Teorema 1.4. Los retratos de fases en los entornos de dos puntos fijos hiperbolicos xg y yg son
topoldgicamente conjugados st tienen los mismos numeros n— y ny de valores propios con modulo
menor que 1 y modulo mayor que 1 respectivamente y los signos de los productos de todos los
valores propios con modulo menor que 1 y con mddulo mayor que 1 son los mismos para ambos

puntos fijos.

Observacion 1.3. Como en el caso continuo, la demostracion se basa en el hecho de que cerca
de un punto fijo hiperbdlico un sistema es localmente topologicamente conjugado a su parte lineal;
este resultado seria el Teorema de Hartman para puntos fijos hiperbdlicos. Las condiciones sobre
los productos se deben al hecho de que el sistema dindmico puede definir, sobre las variedades
mwvariantes estable e inestable transformaciones que, o bien conserven la orientacion, o bien la
cambien. Recordemos que un difeomorfismo en R™ conserva la orientacion si el determinante de
la matriz jacobiana es positivo y la cambia en otro caso. Para que dos difeomorfismos sean topo-
logicamente conjugados deben tener las mismas propiedades de conservacion (o no conservacion)

de la orientacion.

Teniendo en cuenta el estudio de los sistemas lineales podemos definir los conceptos de atractor,

repulsor y silla. Sea x¢ un punto fijo hiperbélico de un difeomorfismo:

» si todos los valores propios de D f(zg) tienen modulo menor que 1, diremos que xg es un

punto fijo atractor,
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» si todos los valores propios de D f(xzg) tienen modulo mayor que 1, diremos que xg es un

punto fijo repulsor,

» si existen valores propios de D f(zp) con médulo menor que 1y valores propios con modulo

mayor que 1, diremos que zg es un punto de silla.

Ejemplo 1.1 Sea zp = 0 un punto fijo de un sistema dinamico discreto tal que |f'(zg)| < 1. Es
decir, tenemos un atractor en xg, con lo que todas las 6rbitas en un entorno suyo convergen a xg.
Dependiendo del signo de f’(x¢) podemos distinguir dos casos. Si 0 < f/(zg) < 1 las iteraciones
convergen a xo de forma mondtona, como en la Figura 1.2a. En el caso en que —1 < f'(xg) <0
los puntos de la 6rbita oscilan en torno a zg, como en la Figura 1.2b. En el primer caso tenemos

conservacion de la orientacion, en el segundo caso la orientaciéon cambia.

\\ yl L,
S -z
// \\\ f
(a) 0 < f'(xg) <1 (b) =1 < f'(z0) <0

Figura 1.3: Puntos fijo atractores en dimensién 1. En el caso de la izquierda se
conserva la orientaciéon y en el de la derecha se cambia.

Ejemplo 1.2 Consideremos un sistema discreto 2-dimensional del que x es un punto fijo hiper-
bolico con ny = n_ =1, y con ambos valores propios reales. Las variedades estable e inestable
son unidimensionales y estan formadas por los puntos que convergen a xg bajo iteraciones de f
y f~! respectivamente. En la Figura 1.4 distinguimos dos casos. En el caso 1.4a consideramos
ambos valores propios positivos. La variedad estable W#(xg) esta formada por dos ramas, que
denotamos W7 (zo) y W3 (x0), y anadlogamente para la variedad inestable W"(xy), separadas por
T(, CUyOS puntos convergen a xo mondtonamente en norma bajo iteraciones de f o de f~!. En
el caso 1.4b consideramos los dos valores propios negativos. Los puntos de las érbitas en las

variedades estable e inestable oscilan entre las componentes de cada variedad separadas por xg.
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(a) Valores propios positivos

Wi

Wy

x
L/

W3

(b) Valores propios negativos

Figura 1.4: Se ilustran dos ejemplos de puntos fijos atractores en dimensién 2.

En ambos casos se conserva la orientacion.

1.3. Bifurcaciones

Consideremos ahora una familia de sistemas dinamicos discretos,

z € R" — f(z,a) € R",

15

(1.1)

que depende de un parametro o € R™. Decimos que ag € R™ es un punto de bifurcacion si para

todo entorno V de ag existen f1, 82 € V tales que los correspondientes sistemas dindmicos no

son topologicamente conjugados. En otras palabras los puntos de bifurcaciéon son aquellos valores

de los parametros en los que se produce un cambio en la dindmica. Diremos que un punto xy € R

es un punto fijo de (1.1) si f(zo, @) = xo para algin « o, de otra forma, si 2y es un un punto fijo

de f, para algiun «, donde f,(z) = f(x, a).

Cada bifurcacién estara caracterizada por un cierto niimero de condiciones de degeneracion. La
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codimension de una bifurcaciéon se define como el nimero de condiciones independientes que
la determinan. Asi, las bifurcaciones de codimensiéon 1 apareceran sobre hipersuperficies en el
espacio de parametros; las de codimension 2, sobre variedades n — 2 dimensionales, etc. De esta
forma, el conjunto de todas las bifurcaciones en una familia de sistemas dindmicos da lugar a una
particién o estratificacion del espacio de pardmetros; esta estratificacion se conoce como diagrama
de bifurcacion y su representacion es habitual que se acompaiie de ilustraciones apropiadas para

explicar los cambios que se producen en la dinamica.

Mas adelante nos referiremos a las formas normales de un sistema dindmico. Designaremos con
este término a expresiones simplificadas, obtenidas con oportunos cambios de variable y cambios

de parametro, que nos proporcionan una dindmica topolégicamente conjugada.

A continuacion, para ilustrar los conceptos anteriores, se estudian dos tipos de bifurcaciones: la
bifurcacién de nodo-silla y la bifurcacién de duplicacién de periodo. Se trata de las bifurcaciones
méas elementales que se pueden presentar en dindmica discreta. No nos ocuparemos de demos-
trar resultados, nuestros objetivos son otros, mas ambiciosos, relacionados con la bifurcacion de
Neimark-Sacker. En el libro de Kuznetsov |1, Capitulo 4], el lector puede consultar explicaciones

completas y detalladas sobre las bifurcaciones de nodo-silla y de duplicacién de periodo.

1.3.1. Bifurcacién de nodo-silla

Consideremos el sistema dinamico discreto 1-dimensional
T ERr— a+z+2% = f(x,a) = folz) €R, (1.2)

con a € R. Para o = 0 el sistema tiene un punto fijo no hiperboélico en zg = 0 con fj(0) = 1.
Estudiamos el sistema bajo cambios en el pardmetro en un entorno de @ = 0. Para a < 0
presenta dos puntos fijos, z1 = —v/—a y 22 = v/—a. Por otro lado, si & > 0 no tenemos ningiin
punto fijo en el sistema. Solo con este analisis podemos concluir que @ = 0 es un punto de
bifurcacién. En efecto, en cada entorno de @ = 0 encontramos valores de los parametros para
los que el sistema tiene puntos fijos y valores para los que no; las correspondientes dindmicas no
pueden ser conjugadas. Para completar el estudio, es obligado determinar y describir las diferentes
dindmicas que se despliegan, las cuales aparecen ilustradas en el diagrama de bifurcaciéon de la

Figura 1.5. Esta bifurcacion recibe el nombre de bifurcacion nodo-silla.

Se puede observar que para el caso en que a < 0, los puntos fijos se acercan al aumentar el valor
de « hasta colapsar en un dnico punto cuando a = 0, para luego desaparecer cuando « > 0. De
un célculo directo se concluye que |f/(z1)| < 1 para todo @ < 0 suficientemente pequetio y que

| /1 (z2)| > 1 para todo a < 0. Por lo tanto x; es estable y x5 es inestable.
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y[ y‘ yl fa

-
Inestable
(a) <0 (b) =0 (c) a>0
Figura 1.5: Ilustracion de las diferentes dindmicas desplegadas en la bifurcacion
de nodo silla. Para o < 0 hay dos puntos fijos, uno se comporta como atractor y
otro como repulsor. Estos dos puntos fijos colapsan cuando o = 0 para desaparecer
para o > 0.
Observacion 1.4. El andlisis para el sistema
T a+x—a?
es andlogo. En este caso los puntos fijos aparecen cuando o > 0.
Vamos a anadir a (1.2) términos de orden superior considerando el sistema dinédmico
T a4+ 22+ 23p(z, a), (1.3)

donde ¢ es una funcién suficientemente regular.? Es una consecuencia del Teorema de la Funcion
Implicita el hecho de que para x y « suficientemente proximos a 0 el ntmero de puntos fijos de
(1.2) y (1.3) es el mismo y, ademés su comportamiento local es el mismo cuando « < 0. Més aun,
se puede demostrar que para cada « suficientemente proximo a 0 existe un homeomorfismo h,
que establece una conjugacion topologica entre los sistemas dinamicos (1.2) y (1.3) restringidos
a un entorno del origen. De forma mas general, enunciamos el siguiente teorema en el que

caracterizamos aquellos sistemas que presentan una bifurcacién nodo-silla.

Teorema 1.5. Consideremos una familia de sistemas dindmicos discretos

r€R— f(z,a) €R,

2A lo largo del trabajo, y salvo que indiquemos lo contrario, entenderemos que la funcién es suficientemente
regular respecto de todos sus argumentos.
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con a € R y supongamos que

_ of _
St se cumple que
0* f of

entonces la familia es localmente topoldgicamente conjugada en un entorno del origen a una de

las siguientes formas normales de la bifurcacion nodo-silla,
T— o+t

Observacion 1.5. En el teorema anterior hemos utilizado el concepto de conjugacion topoldgica
para familias de sistemas dindmicos. Entendemos que este concepto hace referencia a la exis-
tencia de oportunas reparametrizaciones y adecuados cambios de variable (dependientes de los
parametros) de forma que un sistema se puede transformar en el otro. El concepto de conjuga-
cion propiamente dicho entra en juego si admitimos deformaciones del espacio de fases mediante
homeomorfismos para consequir dindmicas equivalentes. En este TFG no abordaremos estos as-

pectos.

Observacion 1.6. La bifurcacion de nodo-silla estd caracterizada por la condicion de degenera-

cion of

Como tenemos una unica condicion de degeneracion, decimos que la bifurcacion de modo-silla

tiene codimension 1.

1.3.2. Bifurcaciéon de duplicacién de periodo

Consideremos el sistema discreto 1-dimensional
rERr— —(14+ o)z + 23 = f(z,0) = fu(z) €R.

con « € (—1,1). La aplicacion f, es localmente invertible en un entorno del origen.

Los puntos fijos se obtienen resolviendo la ecuacion x = f,(z):
r=—(1+a)z+2° <= 2*-2+a)2=0 < z(2*>-(2+a))=0.

El sistema tiene un punto fijo en xg = 0 para cualquier valor de «, con

of B
%(0,0z) =—(1+a).
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Se sigue que este punto fijo es hiperboélico para a # 0, siendo inestable cuando a > 0 y estable
cuando a < 0. Si a = 0 se pierde la hiperbolicidad.

Ademas, cuando o > —2, los puntos ++/2 4+ a son también puntos fijos de f,. Es importante
destacar que estos puntos estan alejados del origen cuando el valor de |a| es suficientemente

pequeno.

Con el objetivo de estudiar 6rbitas periddicas de periodo 2, vamos a analizar la segunda iteracion

de la aplicacion fq:

)= —(1+a) (1 +a)z+2°) + (~(1+a)z + )’
=(1+a)z—(1+a) +(1+a)*)2® +3(1+a)?2° =31 +a)a” +2°,

Es evidente que todos los puntos fijos de f, son también puntos fijos de f2. Por lo tanto, xg = 0
y +£v/2 + a deben ser ceros del polinomio f2(z) — z. Esto permite factorizar f2(z) — z en la

forma siguiente
2(x) —z=z(z—V2+a)(z+vV2+a) (:E6+(—2a— Dat+ (@ +a+1)2? - a).

Es sencillo comprobar que el polinomio de grado 6 que aparece como tltimo factor se anula en
—y/a y v/a, luego esos son también puntos fijos de f2; ademés, podemos escribir ese polinomio

de grado 6 en la forma
2+ (2a-1Dz'+ (@ +a+1)2’ —a=(z+Va)(z—Va) (2" — (a+1)2? +1).
Los demas puntos fijos de f2 deben ser raices de la ecuacion bicuadrada
2t —(a+1)z2 +1=0,

y por lo tanto sus cuadrados deben verificar

, a+l++va?+2a-3

r = B

(1.4)

El discriminante de (1.4) es negativo si a € (—3,1); bajo esa condicién, la funcién f2 no tiene
méas puntos fijos reales que los que ya hemos senialado, que son 0, +y/a y ++v/2 4+ «, pero estos
dos tltimos estan alejados de 0. En la Figura 1.6 representamos la funcién f2; para el caso en

que a > 0 podemos observar también los puntos fijos

:6'1:\/& y xgz—\/a,

que se encuentran en un entorno de x = 0 y que puede verse que son estables realizando un

calculo sencillo.
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Y, Y,
N . N
R /’ AN
N 4 2 N 7’
N // f N //
\\ L, « \\ s
N Z, N 4
% > T T
N N
\_/ N €2 RN Z1
’ N 4 N
7’ N 4 \
4 N 4 N
7 N ’ N
7z N 7’ N
4 N s N
7 N Z N
’ N N
s N s N
(a) a<0 (b) a=0 (¢) a>0

Figura 1.6: Ilustracion de la segunda iteracion de f,. Para a > 0, f2 tiene, en
un entorno de x = 0, dos puntos de corte no triviales con la recta y = x, lo que se
corresponde con dos soluciones de la ecuacién de puntos fijos.

Estos dos puntos forman una érbita periddica de periodo dos para la aplicacién f,, es decir

1'2:.]‘.&(1'1)7 I :foc(xQ)v

con x1 # xo. Esta Orbita esta representada en la Figura 1.7c en color rojo. Si el parametro « es
positivo y se va aproximando a 0, entonces los puntos ;1 y 2 que forman la érbita periddica se
van acercando hasta que colapsan en el punto fijo 9 = 0 cuando o = 0. Para a < 0 no existen
orbitas periddicas en un entorno del origen, como se ilustra en la Figura 1.7a. De este modo,
en cada entorno de o« = 0 tenemos valores para los que el sistema tiene una 6rbita periddica de
periodo 2 y valores para los que no, por lo que las dindmicas no pueden ser conjugadas. Esta

bifurcacién recibe el nombre de bifurcacion de duplicacion de periodo.

v, v, Z2 Y,

2
N
PN
<
N
3
<
8

(a) a<0 (b) =0 (c) a>0

Figura 1.7: Ilustracion de las diferentes dinamicas desplegadas en la bifurcacion
de duplicaciéon de periodo. Para a > 0 hay dos puntos fijos estables de f2 que
forman una Orbita peridédica de periodo 2 para la aplicacion f,.



1.3. Bifurcaciones 21

Se puede observar que, al hacer variar « en un entorno del origen, se verifica que f/(0) =
—(1+«) < 0, con lo que las 6rbitas no convergen o divergen monétonamente, sino que oscilan en
torno al equilibrio. Como ya habiamos mencionado, |f/(0)| < 1 para todo a < 0 suficientemente
pequeno por lo que xq es estable y, por otro lado, |f/(0)] > 1 para todo « > 0 por lo que en este
caso xg es inestable. Atendiendo al comportamiento de las 6rbitas de la Figura 1.7b, podemos

afirmar que x( es estable para o = 0, aunque en este caso no es hiperbolico, ya que f{(z¢) = —1.

Observacion 1.7. El andlisis para el sistema

z— —(14+a)z — a3

se realiza de forma andloga. En este caso xg = 0 es inestable si a« = 0. Ademds, la drbita
periodica de periodo 2 se presenta para o < 0 y es inestable, es decir, para valores de o < 0 la

orbita periddica es repulsora y el punto fijo en el origen es atractor.

El siguiente resultado caracteriza aquellos sistemas dinamicos que presentan una bifurcaciéon de

duplicacion de periodo.
Teorema 1.6. Consideremos una familia de sistemas dindmicos discretos
r€R— f(z,a) €R,

con a € R. Supongamos que

0
10.0=0 y Zo0=-1
Si se cumple que
2f 1 /9%f 2 183f

entonces la familia es localmente topoldgicamente conjugada en un entorno del origen a la forma
normal,

z— —(1+a)r £+ 23

La demostracion se puede consultar en el libro de Kuznetsov [1]. La primera condicion de (1.5)
es la que permite aplicar resultados del tipo del Teorema de la Funcién Implicita a la ecuacion

de puntos fijos de f2; la segunda es necesaria para poder hacer oportunas reparametrizaciones.

Observacion 1.8. La bifurcacion de duplicacion de periodo estd caracterizada por la condicion

de degeneracion
of
—(0,0) = —1.
ax( ’ )
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Como tenemos una unica condicion de degeneracion, decimos que la bifurcacion de duplicacion

de pertodo tiene codimension 1.

1.4. Reduccion a la variedad central

El estudio de cualquier bifurcaciéon local se plantea en su dimensién natural, sistemas discretos
en dimensién 1 para las bifurcaciones de nodo-silla y de duplicacién de periodo y, como veremos

enseguida, en dimension 2 para el caso de la bifurcacion de Neimark-Sacker.

Como cabe esperar, las bifurcaciones también se presentan en dimensiones que superan las que
les corresponden de forma natural. La forma de estudiarlas se explica de forma sencilla a partir

de las técnicas de reduccion a la variedad central.

Consideremos un sistema dindmico discreto
x € R"— f(z) e R", (1.6)

con f una aplicacion suficientemente regular. Supongamos que f tiene un punto fijo no hiperbélico
en x = o y denotemos por ny, ng y n— al nimero de valores propios de D f(xg) con modulo
mayor, igual y menor que 1 respectivamente. Sea T el subespacio propio asociado a los valores
propios con modulo igual a 1. En estas condiciones, enunciamos el Teorema de la Variedad
Central.

Teorema 1.7. Bajo las hipdtesis anteriores, para (1.6) existe una variedad localmente definida en
torno al punto fijo, que denotaremos W (xo), la cual es suficientemente regular, ng-dimensional,
invariante y tangente a T° en xy. Mds ain, existe un entorno U de x = 0 tal que si f"(xg) € U

para todon >0 (n < 0), entonces f"(xg) = W (x0) cuando n — oo (n — —00).

La variedad W se conoce como variedad central. La demostracion se puede consultar en [3] o

en [3]. Utilizando una base de vectores propios, podemos reescribir el sistema como
U Bu + g(u,v

R 9(u,v)

v Cv + h(u,v)

donde u € R™, v € R™ ™"~ B es una matriz ng X ng tal que todos sus valores propios tienen
modulo igual a 1y C' es una matriz (n4+n_) x (ny +n_) con valores propios cuyos modulos son
distintos de 1. Las funciones g y h se obtienen mediante desarrollos de Taylor y tienen términos

de orden cuadratico en adelante. Podemos representar la variedad central como un grafo
‘/Vl%c = {(u7v) U= V(u)}7

de una funcién V : R™ — R+ suficientemente regular.
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Teorema 1.8. El sistema (1.6) es localmente topoldgicamente conjugado en un entorno de x =0

al sistema
B

v Cv

El sistema dindmico discreto ng-dimensional
u € R"™ +— Bu+ g(u,V(u)) € R™

recibe el nombre de reduccion a la variedad central. Este resultado se aplica también al caso de
sistemas del tipo
z €R" — f(z,a) € R",

en los que interviene un parametro o € R™, pues podemos considerar esta familia como un

sistema en R™™™ sin mas que definir






Capitulo 2

Bifurcacion de Neimark-Sacker

En el capitulo anterior mencionamos los conceptos fundamentales de la teoria de los sistemas
dindmicos. Ademas introducimos la nocién de bifurcaciéon, que ilustramos a partir de las bifur-
caciones de nodo-silla y de duplicacién de periodo. En este capitulo nos centraremos en la bifur-
cacién de Neimark-Sacker, que constituye el objetivo fundamental del trabajo. Nuestra principal
referencia va a ser el Capitulo 4 del libro de Kuznetsov [!|. Comenzaremos estudiando la dina-
mica, en torno a la bifurcacién, de la forma normal de la bifurcaciéon de Neimark-Sacker. Tras
haber analizado la forma normal, determinaremos las condiciones que debe verificar un sistema

dindmico para presentar esta bifurcacion.

2.1. La forma normal de la bifurcaciéon de Neimark-Sacker

Consideremos el sistema dinamico discreto 2-dimensional

x = (1,22) € R+ f(x,a) € R? (2.1)
donde
cos —send T cos@ —senfd a —b T
f(z,0) = (1+a) "+ (@t +ad) ', 22
sen 6 cos 6 T sen 6 cos b b a T

con o € R; suponemos ademés que 0 = 6(a), a = a(a) y b = b(«) son funciones suficientemente
regulares verificando 0 < 6(0) < 7w y a(0) # 0. El sistema tiene un punto fijo en zy = (0,0) para

cualquier valor de «, con matriz jacobiana

6 —send
A=Df0,0)=(1+a) | " 7"

sen 6 cos b

25
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Si resolvemos la ecuaciéon caracteristica asociada a la matriz A
(1+a)(u? —2pcosf +1) =0,
obtenemos los valores propios
p=0+a)e? v pp=14a)e .

Se sigue que este punto fijo es hiperbdlico para a # 0, siendo repulsor cuando a > 0 y atractor
para a € (—2,0). Para a = 0 el punto fijo pierde la hiperbolicidad y tendremos un punto de
bifurcacién. Es una aplicaciéon inmediata del Teorema de la Funcion Inversa, el hecho de que en
un cierto entorno de zo = (0,0), este es el Gnico punto fijo para « suficientemente pequeno. Para

estudiar la dindmica del sistema es adecuado introducir la variable compleja
z =x1 + 1To.
Realizando el cambio de variable, se puede escribir el sistema (2.1) como
2 =x1 + iz — ¥ 2 (1+a—|—d|z|2),

donde d = a + ib. Utilizando la representacion modulo-argumento z = pe’?, podemos escribir

este nuevo sistema en forma polar

14+ o+ dp?
AN p |1+ a+dp
% p+0+06

donde 3 denota el argumento de (1 +a+ d|z|2). En primer lugar, calculamos

1+a+dp®|=(1+a)|l+

2 2a
=(1+a) <1+p211a+(9(p4))

=1+ a+ap®+0O(pY)
=1+a+ap”+p'R(e, p),

donde R es una aplicacién suficientemente regular. Hemos simplificado la expresion realizando la
expansion en serie de Taylor de v/1 + ¢ en torno a t = 0, esto no supone pérdida de generalidad
ya que estamos estudiando la dindmica del sistema en un entorno de xy = (0,0), o lo que es lo

mismo, en un entorno de p = 0.
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Calculando S de forma explicita obtenemos
B=Arg(1+a+(a+ ib)pQ)
b 2
= arctg S C—
1+ a+ ap?
= p*Q(a, p),

con ) una aplicacion suficientemente regular. En este caso hemos utilizado el desarrollo en serie
de Taylor de la funcién arctgt en torno a ¢t = 0, empleando un argumento analogo al del calculo

anterior. De esta forma llegamos al sistema

p (14 a+a(@)p®) + p° R(ev, p),
@ ¢ +0(a) + p* Q(a, p)

: (2.3)

correspondiente a la forma polar de (2.1). En primer lugar analizaremos la componente corres-

pondiente al médulo, la familia de sistemas dindmicos discretos 1-dimensionales
p €ER" +— p(1+a+a(a)p®) + p° R(e, p) = g(a, p) € RT.

El sistema tiene un punto fijo p; = 0 para cualquier @ € R con

99

=1 .
8p(0’ a) + «

Este punto fijo es hiperbdlico para o # 0, siendo atractor cuando a € (—2,0) y repulsor para

a > 0. Para a = 0 el punto fijo no es hiperbdlico y su estabilidad depende de a

90(0) =1, g5(0) =0, g5'(0) =6a(0).

Asi, si a(0) > 0 el punto fijo sera repulsor (no hiperbélico) y si a(0) < 0 sera atractor (no

hiperbolico)!.

Existe una segunda solucién no nula para la ecuacion de punto fijo
p=p(1+a+a@p’)+p’ Rla,p) = a+a(@)p’+p" R(a,p)=0,

de donde se deduce

LComprobar estos comportamientos de la dindmica pasa por el analisis de un sistema discreto de la forma
x — x+az®+0(2%). Es un ejercicio sencillo verificar que para cualquier condicion inicial suficientemente pequefia
la correspondiente 6rbita es una sucesién monoétona convergente a 0 si a < 0. Si fuese a > 0 el ejercicio seria
analogo pero trabajando con la aplicacién inversa.
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es otro punto fijo. No se ha tenido en cuenta la solucién con p < 0 ya que p = |z| y por ello ha
de ser positivo. La dinamica del sistema dependera del signo de a(0), con lo que distinguiremos

dos casos.

Consideraremos primero el caso en que a(0) < 0, conocido como caso supercritico. El punto fijo
p2 estd tnicamente definido cuando o > 0 con
of =1 3+0(p3) =1—2a+O(p3

8p(04’ﬂ2) =1+ a+3a(a)p; +O(p3) = o+ O(p3),

por lo que es un atractor hiperboélico para « suficientemente pequeno. El sistema que determina
la evolucion de ¢, la segunda componente de (2.3), describe una rotacion dependiente de 6 y p.
Para p suficientemente pequenio, podemos considerar que se trata de una una traslacion de ¢ en
¢ + 0(a) o, lo que es lo mismo, rotacion de angulo §(a) De esta forma, teniendo en cuenta la
evolucion determinada por las dos componentes de (2.3), y recordando que z = pe'? = x1 + ixa,

obtenemos el diagrama de bifurcacion de la Figura 2.1.

T2 Z2 Z2

x1

xy

(a) a<0 (b) =0 (c) a>0

Figura 2.1: Ilustracion de las diferentes dinamicas desplegadas en el caso super-
critico de la bifurcacién de Neimark-Sacker. Para a > 0 aparece una curva cerrada
invariante estable y un punto fijo inestable. La curva se reduce a un punto fijo
estable para a = 0, que se mantiene cuando a < 0.

Asi, para a > 0 tenemos un punto fijo inestable en (x1,x2) = (0,0); el punto fijo p2, volviendo a
las coordenadas iniciales, se transforma en una curva cerrada invariante y estable. De esta forma,
todas las érbitas con inicio en el interior o en el exterior de la curva cerrada, exceptuando el

origen, se dirigen hacia ella. El radio de la curva viene dado por

con lo que va disminuyendo a medida que el pardmetro « se aproxima a 0. Cuando o = 0, el radio
de la circunferencia invariante es 0 y tenemos un tunico punto fijo estable en 8x1,x2) = (0,0),
que se mantiene cuando « < 0. Los retratos de fases para o > 0 y para o < 0 no pueden ser

topologicamente conjugados, ya que en el primer caso tenemos una curva cerrada invariante que
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desaparece en el segundo, con lo que a = 0 es un punto de bifurcacién. En las Figuras 2.1ay 2.1b
se puede observar que las orbitas tienden al origen méas lentamente cuando o = 0 que cuando
a < 0, pues cuando a = 0, la relaciéon es p — p + O(p?). También se observa que, en los tres

casos, las espirales aumentan su apertura al aumentar p = \/z7 + x%

El caso en que a(0) > 0 se analiza de forma analoga. Se conoce como caso subcritico y el punto

fijo p2 estd tnicamente definido cuando o < 0. Puesto que

of

9, (@ r2) = 1—2a+0(py) > 1,

es inestable para valores de « suficientemente pequenos. Por tanto, cuando a < 0 tenemos un
punto fijo inestable en (z1,z2) = (0,0) y una curva cerrada invariante inestable, cuyo radio
va disminuyendo con |« hasta colapsar en un punto fijo inestable en el origen cuando « = 0.
Cuando « > 0 tnicamente tenemos un punto fijo inestable en (x1, z2) = (0,0). Esta discusion se

complementa con las dindmicas representadas en la Figura 2.2.

T2 T2 T2

z1

z1 z1

(a) a<0 (b) =0 (c) a>0

Figura 2.2: Tlustraciéon de las diferentes dindmicas desplegadas en el caso subcri-
tico de la bifurcacién de Neimark-Sacker. Para v < 0 aparece una curva cerrada
invariante inestable y un punto fijo estable. La curva se reduce a un punto fijo
inestable para a = 0, que se mantiene cuando « > 0.

Por ultimo, se puede observar que la distincién de los casos subcritico y supercritico se puede

realizar basdndose en la estabilidad del punto fijo en el punto de bifurcacion.

Observacion 2.1. La estructura de las orbitas del sistema (2.3) en la curva invariante depende
del cociente entre el dngulo de rotacion Ap = 0(a) + p*Qa(p) y 27. Si el cociente es racional,
es decir, si

2—: = g, con p,q € Z primos entre st, q # 0,
entonces todos los puntos de la curva serdn orbitas periddicas de periodo q (en el periodo se

habrdan completado p vueltas a la curva). En el caso en que el cociente sea irracional, no habrd
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orbitas periddicas y todas las drbitas serdn densas en la curva invariante.?.

Vamos a anadir términos de orden superior al sistema (2.1), de esta forma consideramos el sistema

dindmico discreto 2-dimensional
reR?—s flz, o) + @(||$H4) € R2, (2.4)

donde f es la aplicacion definida en (2.2) y a € R. Al contrario de lo que sucedia en las bifur-
caciones de nodo-silla y de duplicacién de periodo comentadas en el capitulo anterior, en este
caso los términos de orden superior si afectan al diagrama de bifurcaciéon. Al pasar el sistema
a forma polar, la funciones R y () ahora tendran dependencia respecto de ¢. No obstante, los
diagramas de bifurcacién de ambos sistemas tendran caracteristicas comunes, como se demuestra

en los siguientes resultados.

Lema 2.1. Sean a, b y 0 funciones reales suficientemente regulares verificando a(0) < 0 y
0 < 6(0) < 7. Sea g una funcion compleja tal que g(z, 2, ) = O(|z|*). Denotemos d(a)) = a(a) +

ib(a). Entonces, el sistema dindmico
2€Crs 2= 4 (1+a+ d(a)|z|2) +9(z,2,a) € C (2.5)
tiene una curvae invariante para o > 0 suficientemente pequerio.

Demostracion. Paso 1: Cambios de coordenadas y reescalados. Comenzaremos introduciendo dos

variables reales (s, ) definidas de forma que

e (1 +s). (2.6)

z=,/—

a(a)

Asi, podemos reescribir (2.5) como

% (14 3) = lPH0(@) (1 4 ) (1 +a— (a(a) + ib(a))

Sabemos que g(z, Z, a) = O(|z|*) y teniendo en cuenta (2.6), z = O(a'/?), con lo que llegamos a

alo _ al _
_(a) 9(z,Z,0) = @(a?’/z) - _(04) 9(2,Z,¢) = o’/ h(s,p, ).
donde h es una funcién elegida adecuadamente. Ademas, como consecuencia de la regularidad

de g, de a y del cambio de coordenadas, la funcién h se puede escoger suficientemente regular.

2Siguiendo [7], para probarlo, basta considerar un sistema dinamico definido por una aplicacion
¢ :]0,2m) — [0, 27) tal que p(z) = x4+ Ay con (Ap/27) ¢ Q. Puesto que no existen oérbitas periddicas, dado
e€Rcone>0yz € [0,27) un punto cualquiera, existen m,n € N con m > n tal que la distancia entre ¢™(x)
v ¢"(z) es menor que e. Asi, los puntos de las 6rbitas de ¢™ ™" estan separados una distancia menor que ¢, es
decir, las orbitas de ™™™ son densas en [0, 27), luego, también lo son las 6rbitas de .
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Definiendo
b(a)

a(a)

V(o) = — v h(s,p,a) = e @) (14 5)7 h(s, p,a),

expresamos convenientemente el sistema
€ (14 5) = et0@) (1 4 ) <1 —a(2s+ ) +iav(a) (14 s)?+a*?h(s, e, a)). (2.7)
Teniendo en cuenta que h es una funcion compleja, la podemos escribir como
B(& P, a) = ill(sa P, a) +iha(s, @, @),

donde hi y ho son funciones reales suficientemente regulares. Al igual que en el desarrollo sin
términos de orden superior, escribiremos el sistema en su forma polar. En primer lugar, calcula-

mos
1—a(2s+ %)+ a*?hi(s,0,a) +i (a v(a) (14 )% +a®? hy(s, ¢, a)) ‘
= ((1 —a (254 5% 4+ a*? hy(s, (p,oz))2 + (a v(a) (1+5)2 4 a®? ha(s, o, a)>2) is
= <1 —2a (25 +8%) + @(a3/2)>1/2

=1—a(2s+ s2) + O(a®?)
=1-a(2s+5%) +a*?p(s,p,a),

donde hemos realizado la expansion en serie de Taylor de /1 4+t en torno at = 0 y p es una

funcion real suficientemente regular. Para determinar el argumento de (2.7) obtenemos

Arg(l —a(2s+ %) +iav(a)(1+s)+ o2 h(s, ¢, 04))
av(@) (1+5)2 + a2 ha(s, p, )
1—a(2s+ s2) 4+ a3/2hi(s, ¢, a)

avia)(l+s 2—|—a3/2ﬁ2 S, P,
=1 _(a)(és n si) 1 ad/2 }N”ES,:Z,Q; +0(a?)
= av(a) (1+35)? (1+0(a)) + O(a®?)
av(a)(1+s)?+0(%?)

)2

av(a) (1 +5)°+a*?q(s, 0, a),

= arctg

siendo ¢ una funcién real suficientemente regular. Por tanto, podemos expresar el sistema en su

representaciéon modulo-argumento como

el® (1 + 5) — (1 4 S) (1 _ 01(28 + 52) + a3/2p(s, 0, a)) 6i(<p+9(a)+au(a) (1+s)2+a?/? q(s,ap,a))’
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y lo reescribimos en su forma polar

(5 [ a2s a4 s +at s pia), | (2.8)

@ % e+ 0(a)+av(a)(1+35)2+a®2q(s, ¢, 0)

VAR

S

A continuacion, reescalamos la variable s

5:\/a€a

y expresamos el sistema (2.8) en funciéon de la nueva variable £

e\, (1—2a)€ — a2 (362 + a2 €3) + apD(€, ¢, a),

) (2.9)
® v+ (9(04) +a 1/(04)) + a?/? v(a) (26 + al/? £2) + a’/? q(l)(g, P, Q)

con
P (E, 0, @) = p(al?€, ¢, ),

gV (¢, ¢, @) = p(al/?¢, p, ),

funciones con la misma regularidad que p y ¢. Simplificamos la notaciéon definiendo w(a) =

0(a) + av(a) y notamos que podemos escribir

PV p,0) = O (p,0) + a2 V(g ¢, ).

De esta forma escribimos el sistema (2.9) como

3 €\ [A-20)¢+ar@(p,a)+a32rP (& p,a),
¢+ w(a) +a32q@ (¢ g, )

s

2
donde

r@(E p,a) = (3% + a2 &%) +r(¢, 0, q),
P& p,a) = v(a) (26 + a2 %) + ¢ (€, ¢, ),

son funciones suficientemente regulares por serlo r(M) y ¢(1). Por dltimo, introducimos la coorde-

nada u .
u = g - 5 T‘(O)(QD,O[),

y llegamos a la expresion final del sistema, definido a partir de la aplicacion F

1-2 3/2 [,
ol — _ [ -20uta (u,¢) (2.10)

@ ¢+ w(a) +a*? Kq(u, )

=31

s
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con 1
Ho(u, ) = 7 (u+ 3 rO(p, ), p,a),

1
Ko(u, ) = ¢ (u+ 3 rO(p,a), ¢, q),

funciones suficientemente regulares y 2m-periodicas en ¢. Veamos que el rectangulo {(u, ¢) : |u| < 1,¢ € [0,27]}

se corresponde con una corona de anchura O(«) alrededor de la circunferencia

So(a) = {=: 122 = < 1,

a(a)

representado en la Figura 2.3.

2=/~

Figura 2.3: Corona de anchura O(«) alrededor de la circunferencia Sp(cv)

En efecto, teniendo en cuenta la definicion de u, dado que |u| < 1, tenemos que
L.
|€| S 1 + §T = MOa

y expresandolo en la coordenada s = \/a & obtenemos

(&% «

a(e)

Recordando la definicion de z (2.6), llegamos a

\/Tf;)— ho) < |2] < \/7(';)”(0‘)’
ha) = m Va My,

(07

a(e)

(1—+vaMy) < (1+4s) < (1 + vabMy).

a(e)

donde hemos definido
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Asi, el rectangulo {(u, ) : |u| < 1,¢ € [0, 27]} se corresponde con una corona de anchura 2h(a) =
O(a) alrededor de la circunferencia Sp(«).

Nos resultara de utilidad a lo largo de la demostracién considerar

0H,
ou

0K,
ou

OH,,
dp

oK,
Oy

A= sup{| Hal, [ Kal,

| lul < 1,0 € 0,27},

) ) )

cuya definicién depende de a, pero que se encuentra acotado para « suficientemente pequeno,

como una consecuencia de la regularidad de H, y K,.

Segundo paso: Definicion del espacio de funciones. Vamos a caracterizar las curvas cerradas
como elementos de un espacio de funciones U. Asi, por definicion u = u(y) € U si es una funcion

2m-periddica verificando:

s |u(p)| <1 para todo ¢ € R,

= Ju(pr) — ulp2)] < |1 — pof para todo p1, ¢z € R.

Esto es, toda funciéon u(p) € U esta absolutamente acotada y es lipschitziana con constante de

Lipschitz menor o igual que 1. Considerando la norma

[ull = sup{|u(e)] : ¢ € [0, 2]},

el espacio de funciones U es un espacio métrico completo. Nuestro objetivo seré construir una

aplicacién F sobre el espacio métrico completo U

F:U+—U

u(p) — u(p)

que sea contractiva. De esta manera, se verificaréan las hipotesis del Teorema del Punto Fijo, el
cual nos asegura que esta aplicacién tendré un tnico punto fijo, u(®) € U, que ademas sera un
atractor del sistema dindmico definido por la aplicacién F en U, es decir

lm  [|F*(u) — u>)|| =0,

kr——+o00
para todo u € U.

Tercer paso: Construccion de la aplicacion F. Consideremos la aplicacion F inducida por F
(2.10) sobre U; dada una curva cerrada v € U, @ = F(u) es su imagen a través de la aplicacion

F. Notamos que F describe, salvo por términos dependientes de a3/2

, una rotacién de adngulo
w(a) en . Asi, un punto (u(p), @) es la imagen a través de F' de un punto (u(p),9) en la curva

u con una coordenada angular distinta. De esta forma () = (Fu)(p) = F(u(p)). Para ver que
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F esta bien definida, debemos probar que ¢ es tinico, es decir, que la ecuaciéon
o= ¢+ w(a) + a2 Ka(u(p), 9), (2.11)

tiene una tunica solucion ¢ = $(p), para un u € U dado. Esto es cierto, puesto que la parte

derecha de (2.11) es una funcion estrictamente creciente respecto de ¢. Sean @1, @2 € [0, 27] con
P2 > P1:
02 — 1 = Po — 1 + a2 (Ka (w(P2), @2) — Ka(u($1), @1))
> (g — p1 — a¥/? ’Ka(u(@),@) — Ka(u((ﬁl),@l))-
Teniendo en cuenta que K, es suficientemente regular, que u es lipschitziana, por definicién del

espacio de funciones, y la definicién de A obtenemos

’Ka(u(@),@) - Ka(u@l),@l)‘ <A <|U(¢2) —u(@1)| + |2 — @1\)
< 2X[P2 — @1
<2X (P2 — ¢1)-
Esto implica que
@2 — o1 > (1—2Xa%?2) (g3 — 1),

con lo que probamos que (2.11) es estrictamente creciente respecto a ¢ para o # 0 suficientemente
pequeno, y en consecuencia, tiene una tnica soluciéon. Notamos ademés que la funcion @(y) es

lipschitziana
N N -1
|6(02) — e(01)] < (1—2Xa2) " |2 — 1. (2.12)

Asi, podemos definir la aplicacion 4 = F(u)

() = (1 - 2a) u(@) + a™? Ho(u(@), @),

siendo ¢ la tnica solucién de (2.11), con lo que 4 esta bien definida. Notamos que es 2m-periodica
por serlo u y H, (respecto de ¢). Para probar que F esta bien definida debemos comprobar

ademés que @ € U. En primer lugar se cumple que

()| < (1 —20) [u(@)| + a2 |Hy (u($), §)| <1 —2a+ A2,

para todo ¢ € R, donde hemos tenido en cuenta que |Jul]| < 1 y la definicion de A. Por tanto,

para « > 0 suficientemente pequeno ||| < 1. Para probar que 4 es lipschitziana aplicaremos la
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lipschitzianidad de u y la definicion de A

(1) — @(p2)] < (1 - 20) [u(@r) — u(@2)| + o®? [ Hy (u(1), ¢1) — Ha (u($2), $2)]
< (1—2a) [u(@1) — u(@2)| + a2 X (Ju(@1) — u(@2)| + &1 — @2])
<(1-2a+ 2)\a3/2)|¢51 — Pal.

Finalmente, utilizando que ¢(y) es lipschitziana (2.12) obtenemos
[a(p1) —a(e2)| < (1 —2a+2X0%?) (1 =20 a?) 7 o1 — g,

con lo que determinamos que % es una funcién lipschitziana con constante de Lipschitz menor o

igual que 1 para a > 0 suficientemente pequeno. Por tanto concluimos que & € U y F esta bien

definida.

Cuarto paso: Comprobacion de la contractividad de F. Consideramos dos funciones uj, ug € U.

Dado ¢ € R cualquiera

|1 () — G2(p)| < (1 —20) Jur (1) — ua(@a)| + &2 |Hy (ur(¢1), $1) — Ha (uz(p2), $2)|
< (1—2a) ur (1) — ua(@2)] + &2 X (Jur(¢1) — ua(@2)| + @1 — ¢2l),

con p1 y g las tnicas soluciones de

0= @1 +wla) + a2 Ky (w1 (¢1), $1), (2.13)

@ = @2+ w(@) + a*? Ky (ua($2), ¢2) (2.14)

respectivamente. Utilizando la definciéon de norma y que us es una funcion lipschitziana con

constante de Lipschitz menor o igual que 1, escribimos |u1($1) — u2(p2)| en funcion de ||u; — us|

¥ @1 — @2l

[ur(@1) — ua(P2)| = [ur(@1) — u2(P1) + u2(P1) — ua(@2|
< fur(P1) — uz(P1)] + [ua(P1) — u2(p2)|
< lug —uz|l + |41 — @2 (2.15)

Restandole (2.14) a (2.13) y tomando valores absolutos obtenemos

p1 — 2] = &2 | Ko (w1 (1), ¢1)) — Ka (u2($2), $2))|
< &2 (Jur(¢1) — ua(@a)| + 1 — ¢2l),
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donde ademas hemos aplicado la regularidad de K. Sustituimos (2.15) en la expresion anterior
|1 — @al < (1—20%2X) 7" 02 AJuy — ugll.

Finalmente, utilizando las estimaciones anteriores, llegamos a

i1 (p) — fia(ip)| < (1= 200) [ua(@1) — ua(@a)| + a®2 X (Jur(@1) — ua(@2)] + |1 — @2l)
< (1-20) (JJur —uz|| + (1 — 2032 2) "L a®2 X Jug — uz)))
+ a2 A (Jlug — gl +2(1 — 2032 \) 7 a2 N lup — usl)),

o lo que es lo mismo

1F (u1) = F(u2)|| < eflur — ua,

con
e=(1-2a) (1 +(1- 203201 a3/ )\> + a3\ (1 + 2032 \(1 — 202 A)—l) .

Observamos que
e=1-2a+ O(a*?),

por lo que para a positivo suficientemente pequeno, € < 1 y F es una aplicaciéon contractiva.
Hemos probado que se verifican las hipotesis del Teorema del Punto Fijo y por lo tanto existe

un tnico punto fijo estable u(*) € U de F.

Quinto paso: Estabilidad de la curva invariante. Consideremos un punto (ug, @o) en la banda
{(u, ) : lu| < 1,0 € [0,27]}. Si el punto se encuentra sobre la curva u(>), permanecera sobre
ella bajo iteraciones de F, pues u(* es un punto fijo de F, por lo que se trata de una cur-
va invariante. Si no pertenece a la curva invariante, tomemos una curva u(9) € U verificando
(up, po) = (u(o)(go),go) para algin ¢ € [0,27]. Bajo iteraciones sucesivas de F' sobre (ug, ¢o)
obtenemos la secuencia de puntos

{(urs o) b

donde (ug, pr) = F¥(ug, po) se encuentra sobre la correspondiente iteracién de F sobre la curva
u(9). Sabemos que las sucesivas iteraciones de F sobre cualquier curva u € U convergen a la curva
invariante ©(°) en particular la de la curva u(?). Asi, la secuencia de puntos también convergeré

a la curva, probando finalmente la estabilidad de la curva invariante. O

Hasta ahora hemos probado que el sistema dindmico (2.5) tiene una curva invariante atractora,
que en lo que sigue denotaremos por S, para « > 0 suficientemente pequeno. Esta curva es

tnica en una corona de anchura ©O(«) alrededor de la circunferencia

Sola) = {z€ €1 2| = /fa(‘);)},
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representada en la Figura 2.3. En el siguiente resultado (extraido de [3]) probaremos que, no
existen conjuntos invariantes en el disco delimitado por la circunferencia Sy(«). Ademas veremos
que para a < 0 suficientemente proximo a 0, el origen es un atractor, de modo que no existira
ninguna curva invariante en un entorno de este punto fijo. Con esto, habremos demostrado que

a = 0 es un punto de bifurcacion.

Lema 2.2. Consideremos el sistema dindmico (2.5) y asumamos que se cumplen las hipdtesis

del Lema 2.1. Se verifica que:

1. Para o > 0 suficientemente pequeno, la cuenca de atraccion de la curva invariante Sso

contiene el disco definido por la circunferencia Sy(«), a excepcion del punto fijo z = 0.

2. Para a < 0 suficientemente prozimo a 0, existe un entorno U C C del punto fijo atractor

z =0 que estd contenido en su cuenca de atraccion.

Demostracion. Caso 1: En la demostracion del Lema 2.1 hemos probado que la curva invariante

Sso €s Unica y atractora en una corona alrededor de Sp(«) definida por

a(a) ~afa)

que denotaremos por C,. Veamos que en el disco acotado por la circunferencia de menor radio

(1= Vabp) < |z| < (14 Valy),

en la frontera de la corona no existen conjuntos invariantes no triviales. Sea z # 0 tal que

2] < ,/—ﬁ (1 - vaMy) = O(a'/?).

\zHl +a+ (a(a) +ib(a)) ]2\2‘ > |z],

Se cumple que

ya que a > 0y |a| > |z|? |a(a)|. Por hipétesis de compacidad y de continuidad, también

|f(2)] > |z|. Observamos ademéas que
()] < J2] + C (o),

con C' > 0 y dado que la anchura de la corona es 2h(a) = O(«), existira alguna iteracion de
z que pertenezca a la corona. En consecuencia, las sucesivas iteraciones de z convergerén a la

curva Sso.

Caso 2: Estudiamos de forma analoga el caso en que a < 0. Notamos que

[f(2)] < 2|1+ a+0(2P)],
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y por tanto, existe un entorno U C C de z = 0 donde se verifica

[f(2)] < =],

con lo que las sucesivas iteraciones de z convergeran hacia z = 0. O

Los resultados anteriores, Lema 2.1 y Lema 2.2, los hemos probado para el caso en que a(0) < 0.
Si fuese a(0) > 0, se podrian demostrar resultados paralelos utilizando la familia de sistemas
dindmicos f(z,a) tal que, para cada a fijado f(z,a) es la inversa de f(z,a). Estas inversas
existen en un entorno de z = 0 para |a| suficientemente pequetio, pues f'(0) = 1+ «a. Se probaria
la existencia de una curva cerrada repulsora e invariante cuando a < 0. En un resultado paralelo
al Lema 2.2 se estableceria que para o > 0 el punto fijo en z = 0 es repulsor; para o < 0 se

transforma en atractor y nace la curva invariante repulsora.

El punto o = 0 es un punto de bifurcacion pues, si a(0) < 0, existe una curva cerrada invariante,
cuando a > 0 suficientemente pequeno, que desaparece para a < 0, y a la inversa cuando

a(0) > 0. El siguiente resultado recoge las conclusiones extraidas de los lemas anteriores.

Lema 2.3. El sistema (2.4) presenta localmente en un entorno de x = 0 una curva invariante
y tunica, con las mismas propiedades de estabilidad que el sistema (2.1). Ademds la bifurcacion

que conduce a la curva invariante se produce en la misma direccion en ambos sistemas.

Esta bifurcacién recibe el nombre de bifurcacion de Neimark-Sacker.

2.2. Bifurcacién genérica de Neimark-Sacker

En la secciéon anterior hemos estudiado la dinamica del sistema (2.1) y sus similitudes con el
sistema obtenido al considerar términos de orden superior (2.4). En esta secciéon probaremos que
todo sistema que presente una bifurcacion de Neimark-Sacker se puede transformar, mediante

un cambio de coordenadas invertible y suficientemente regular, en un sistema de la forma (2.4).

Consideremos el sistema dinamico discreto 2-dimensional
z € R? — f(z,0) € R?,

con a € Ry f una funciéon suficientemente regular. Supongamos que el sistema tiene un punto

fijo en x = 0 para a = 0 con valores propios asociados

1 —10,
pr=e" y g =e ",

siendo 0 < 6y < 7. Dado que p = 1 no es valor propio para o = 0, tampoco lo serd en un entorno

suyo, y aplicando el Teorema de la Funcion Implicita sabemos que para |«| suficientemente
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pequeno existird un punto fijo xo() en un entorno de & = 0 localmente tnico. La unicidad es
consecuencia directa del Teorema de la Funcién Inversa, ya que 4 = 0 no es un valor propio
para o = 0. En estas condiciones, podemos realizar un cambio de coordenadas, dependiente del
parametro, que traslade el punto fijo al origen. Asi, sin pérdida de generalidad, realizando el

desarrollo en serie de Taylor de f centrado en x = 0 podemos escribir el sistema como
r— Ala)x + F(z,a), (2.16)

con F una funcién real 2-dimensional suficientemente regular, verificando F(x,a) = O(||z|?) vy
F(0,a) = (0,0), para |« suficientemente pequenio. Los valores propios del sistema vienen dados
por

pr(0) = (@) )y pa(a) = rla) e ),

donde r(0) =1y ¢(0) = 6y. Podemos escribir

r(a) =1+ p(a),

siendo (a) una funcion suficientemente regular verificando que §(0) = 0. Supongamos ademas
que 5'(0) # 0, es decir, r'(0) # 0, con lo que se trata de una funcién invertible y podemos utilizar

B como parametro, de forma que

u(B) = (B) = (1+8)e?® vy @(B) = p2(B) = (1+B) e P, (2.17)

con #(f) un funcion suficientemente regular cumpliendo que #(0) = 6. Nuestro objetivo a lo
largo de esta seccion se centrara en simplificar, bajo ciertas condiciones, el sistema (2.16) para
llegar a una expresion equivalente al sistema (2.4). Para ello, en primer lugar, introduciremos
una variable compleja z y reescribiremos el término de orden 1. Después, con apropiados cambios

de variable, eliminaremos los términos cuadraticos y todos los términos ctibicos salvo uno.

Comenzamos con el siguiente lema en el que simplificaremos la parte lineal.

Lema 2.4. Para || suficientemente pequeno, el sistema (2.16) se puede transformar, en términos

de una nueva variable z € C y un nuevo pardmetro 5 € R, en la forma siguiente:
z€Cr— p(B)z+9g(2,2,8) € C, (2.18)

donde () = (14 B)e®®) y g(z,%,8) es una funcion suficientemente regular, cuyo desarrollo

en serite de Taylor viene dado por

1
9(27275): Z ngl(ﬁ)zkzl con k7l:O717"'
k+1>2
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Demostracion. Comenzamos introduciendo el parametro 5 = f(«), y expresamos los valores

propios en la forma (2.17). Reescribimos el sistema (2.16) en términos del nuevo parametro g
z € R — B(B)z + G(x, B),

siendo G(x, 8) una funciéon 2-dimensional suficientemente regular verificando G(x, 3) = O(||z|?)
y G(0,8) = 0. Sea q(B3) € C? el vector propio de B(f3) asociado al valor propio u(83)

B(B)a(B) = u(B) a(P),

y p(B) € C? el vector propio de BT () asociado al valor propio ji(3)

BY(8) p(B) = 1(B) p(B)-

Consideramos el producto escalar usual en C? (p, q) = p1 q1 +p2 g2, y normalizamos p(f3) respecto

de ¢(B)

para |3| suficientemente pequeiio. Si q(3) es conocido, entonces cualquier z € R? lo podemos

escribir como

z=zq(B) +zq(P),

para algin z € C y || suficientemente pequeno. Queremos probar que

z = (p(B),z) = z (p(B), 4(B)) + 2 (p(B), 4(B)) ,

para lo que basta comprobar que (p(53),G(f)) = 0. En efecto,

1

) (BT (B)p(B).a(B)) =~ == (p(B),4(B))

w(8).4(8)) = <p<ﬁ>, . B(ﬁ)q(ﬁ)> _

Despejando obtenemos

n(B) _
(1 - W)) w(8),3(3)).

y, dado que p(f3) # i(B) para |B| suficientemente pequeno, llegamos a que (p(8), q(5)) = 0. Asi,

tomando el producto escalar con p(8) de z = B(8) = + G(z, 3), concluimos que

z=p(B)z+9(z 2 B),

donde hemos definido

9(2,%,8) = (p(B), G(2q(B) + 24(6), B)) -

El desarrollo en serie de Taylor de ¢(z, z, 3) respecto a (z, Z) centrado en z = Z = 0 viene dado
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por ,
g(zazvﬁ): Z mgkl(ﬁ)zkfl
E+i>2
con
ak—i—l
gr(B) = ERERE] (p(B),G(zq(B) +2q(B),5))

z=0
Notamos que los términos en los cuales [ + k < 2 se anulan ya que G(z, 8) = O(||z||?) lo cual
implica que G(z q(8) +24(8), 8) = O(|2[?). 0

Los coeficientes gg; tendran un papel fundamental en la comprobacién de las condiciones que debe
verificar un sistema dindmico para poder determinar que presenta una bifurcaciéon de Neimark-
Sacker. Sera por lo tanto importante conocer su expresion para poder calcularlos, como veremos

en el ejemplo que discutiremos al final del capitulo.

A continuacion realizaremos una serie de cambios de coordenadas, dependientes del parametro
B con el objetivo de simplificar el sistema (2.18). En primer lugar eliminaremos los términos

cuadréaticos.

Lema 2.5. Consideremos el sistema dindmico complejo 1-dimensional
zE(C*—)Ez,uerg%:qugu zZ+ 92222+(9(|2|3), (2.19)

donde = () = (1+ 8) P y g5 = gi;(B). Si se cumple
e £1 gy eBifo £,
entonces, para || suficiente pequeno, se puede transformar en el sistema sin términos cuadrdticos
weCr— &= pw+O(wP),
utilizando un cambio de variable complejo e invertible de la forma

h h
z:w+$w2+h11w@+%@2a

donde hij = hzj(ﬁ)
Demostracion. Utilizando el cambio de variable propuesto en el enunciado, tenemos que
w=z+0(z) vy @=z4+0(z?),

y el cambio inverso de variable viene dado por

h h
w:z—%22—111122—%22—1—@“43).
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Escribimos el sistema (2.19) en funcion de w

h - h
O=7— %22—@22 §2~2+@(\ 2%
920 go2 o hao ho2 9 9 3
=HEE T 2 Tonzz+ oz _T’M 2 —hn 2z - 5 172 +O(|z]*)
1 1
=pwt g (920 + hao (b — 1)) w* + 5 (902 + ho2 (1 — %)) @?

+ (11 + Pua(p — |p?)) ww + O(|w]?).

Asi, definiendo

920 hiy = g1 go2

hoo = —5—, =
p? = p

)

- 2 ) 02 = =5

> = p B2 —p
eliminamos los términos cuadraticos del sistema escrito en la nueva variable. El cambio de variable
estara bien definido si los denominadores no se anulan. Aplicando las hipotesis impuestas sobre

0y, obtenemos

p(0)* = u(0) = € (e — 1) £ 0,
|14(0)]> = p(0) = 1 — & # 0,
71(0)? — u(0) = e (=¥ — 1) # 0,

por lo que para |(| suficientemente pequeno los denominadores no se anulan y el cambio de

variable esta bien definido. O

Notamos que los coeficientes del cambio de variable son suficientemente regulares respecto de
para valores de || suficientemente pequenos. La transformacion también modifica los coeficientes

de los términos de orden superior del sistema.

Una vez hemos eliminado los términos de orden cuadratico, trataremos de replicar el procedi-
miento con los términos de orden ctibico. En este caso no podremos deshacernos de todos ellos,

aunque si de la mayoria.

Lema 2.6. Consideremos el sistema dindmico complejo 1-dimensional

930 3 921 2. 912 +gg3 2+ O(|2|Y), (2.20)

ZGC'—>M3+6 5 2

donde 1 = pu(B) = (14 B) P y gi; = gi;(B). Si se cumple
62i90 ?é 1y €4i00 ?é 1,
entonces para || suficientemente pequerio, se puede transformar en el sistema con un Unico

término ciubico

w€Cr— pw+crw?o+ O(jw]h),
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con ¢1 = ¢1(B), utilizando un cambio de coordenadas complejo e invertible de la forma

h h h h
c=wt oWt e wd + 2,

donde hij = hij(B) es suficientemente regular.

Demostracion. Utilizaremos un cambio de variable de la forma propuesta en el enunciado, de
forma que

w=z+0(2") vy o=z+0(z.
El cambio de variable es invertible, y su inverso viene dado por

B hso 5 hai o_ hi2 5 hos 53
Ww=z- 2 5 P ET 5 AT T + O(|2|").

Escribimos el sistema (2.20) en funcion de la nueva variable

h h h h
w:z—%z?’ ;1225—¥2§2 o 2o
h
_ ha hi2 o o hoz 5 _
PPzt c— it 22— =2 @22 4 0|2
2 2 6
3 w3 w2 @
=MZ+(930+(u—u)h30)g+(921+(ﬂ—u|u|)hzl)T
o2 o3 )
+ (912—(,“—/1’#’ )h12) 74- (903+(M f )h03) F+@(M )-
Por tanto, si definimos
h30:3gi, hig = — g;g ; h03=,§%3 :
pd —p flpl? —p i3 —

eliminaremos los términos ctibicos del sistema, a excepcion del término w? . Basta comprobar
que los denominadores no se anulan para g = 0 para confirmar que el cambio de variable esta

bien definido para |3| suficientemente pequenio. En efecto,

1(0)% — (0) = e (¥ — 1) £ 0,
1(0)* — p(0) = e (e 4% — 1) £ 0,
7i(0) |1(0)]* — eifo (¢=2f0 _ 1) £ 0,

[\
/—\
=)
S~—
I

Podrfamos tratar de deshacernos del término w? @ definiendo

921

hog = ——————~.
F (= uP)
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Sin embargo, el denominador se anula siempre para 8 = 0, independientemente del valor de 6,

por lo que no estaria bien definido el cambio de variable. Por tanto, tomamos ho; = 0, de forma

que
C P gﬂ
1 2 )

y obtenemos un cambio de variable suficientemente regular respecto de 5. O

Hemos podido definir un cambio de variable para deshacernos de todas las componentes ctibicas

2@, el cual hemos probado que no es posible eliminar bajo

del sistema, excepto el término w
ningin cambio de coordenadas. Este término se llama término resonante y su coeficiente, defi-
niendo ho; = 0, no se modifica con este dltimo cambio de coordenadas. Combinamos los lemas
anteriores en el siguiente lema, en el cual definimos un cambio de variable a través del cual
eliminaremos simultaneamente los términos cuadréticos y ctbicos del sistema, a excepcion del

término resonante.

Lema 2.7. Consideremos el sistema dindmico complejo 1-dimensional

ze(C'—>,uz+%z2+gnz§+g%22+
—l—g%zg—i—%fi—i—922,222—1-9%234—@(\44),
donde p = p(B) = (14 B) B, 0(0) = 0y y gij = 9i;(8). Si se cumple que e*% = 0 para

k=1,2,3,4, para |B| suficientemente pequeno, se puede transformar en el sistema
weCr— pw+crw?ao+ O(jwl),

con ¢1 = ¢1(B), utilizando un cambio de coordenadas complejo e invertible

h h h
z:w+ﬂw2+h11ww+%@2+ﬁ

h h
5 w?’—i-ﬁw&ﬂ—l—ﬂ@?’,

6 2 6

donde hij = hij(B) es suficientemente regular.

La demostracién se sigue de forma trivial de los lemas anteriores, ya que el cambio de variable
propuesto es una superposicién de los cambios utilizados en los casos previos. En primer lugar
eliminamos los términos cuadraticos, con lo que se modifican también los coeficientes de los
términos cibicos, aunque se mantiene la estructura del sistema; en particular se transforma el
coeficiente del término resonante, el cual escribimos como %5121. Posteriormente eliminamos los
términos cibicos, excepto el resonante, cuyo coeficiente seguira siendo %951 = c¢;. La forma
explicita del coeficiente ¢; = ¢1(3) viene dada por
_g209u(A—3+2u)  |guf |g02|? 921

2@ (a—1) 1—p 22— 2
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con lo que, para el valor critico 5 = 0, obtenemos

) _ 920( )g( 2(0)(1 — 2/10 + ‘911(0)‘2 + ‘902(0)‘2 + 921(0) (2.21)

c1(0) = - -
1) 1—fo  2(u¢ — fio) 2

siendo pg = €0, En el siguiente teorema se recogen los resultados obtenidos a lo largo de esta

seccion.

Teorema 2.1. Consideremos un sistema dindmico discreto 2-dimensional
2 2
r € R — f(z,a) € R,

con a € R y f una funcion suficientemente regular tal que para todo |a suficientemente pequerno

tiene un punto fijo en x = 0 con valores propios asociados
= (@) py = r{a)e ),
siendo 7(0) = 0 y ©(0) = . Si se verifican las siguientes condiciones:
r'(0) # 0,

w e £ 1 para k= 1,2,3,4,

entonces el sistema dindmico se puede transformar en

Y1 N (1 +5) COS 9(5) —sen&(ﬁ) U1 i
Y2 sen 9(@ COs 9(5) Y2
(13 500 b)) fald) b)) (1) oy, (222)

sen 0(3) cos () b(B)  a(B) Y2

con 0(0) = 6y y a(0) = Re (e~ (0)), donde ¢1(0) viene dado por (2.21).

Demostracion. Comenzamos aplicando los Lemas 2.4, 2.5 y 2.6, gracias a los cuales podemos

expresar el sistema inicial en la forma
weCr— p(Bw+cr(B)wlw* + O(|lwlh),

siendo u(8) = (1 + B)e®). Definiendo d(B) = a(B) +ib(B) con a(B) y b(3) dos funciones reales

reescribimos el sistema

w € Cr— P (14 B+ d(B)|w]?) w+ O(jw|h).
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Teniendo en cuenta que w = y; + iy2, si recuperamos las coordenadas reales y expresamos
el sistema en su forma real 2-dimensional siguiendo un procedimiento analogo al utilizado al
principio del capitulo, obtendremos el sistema (2.22). Falta probar tinicamente la férmula de

a(0). Aplicando la definicion de a(f) obtenemos

a(B) = Re (d(8)) = Re (e P c1(8))

de donde se sigue

a(0) = Re (e*i‘%cl(m) ,

y con lo que queda probado resultado. O

Como ya discutimos a comienzos de la seccidon, bastaria con exigir que la funcién f tenga un
punto fijo en x = 0 para o = 0, ya que, gracias a las condiciones impuestas sobre los valores
propios, para todo |a| suficientemente pequeno, f tendra un punto fijo en un entorno de z = 0.
Mediante una traslacién, podemos situar este punto fijo en el origen y asumir, sin pérdida de

generalidad, que para todo |a| suficientemente pequeno, la funcion f tiene un punto fijo en z = 0.

Hemos visto que un sistema dindmico verificando determinadas hip6tesis, lo podemos transformar
en un sistema de la forma (2.22), sobre el cual podemos aplicar el Lema 2.3. Teniendo esto en

cuenta, enunciamos el Teorema de la Bifurcacion Genérica de Neimark-Sacker.

Teorema 2.2. Consideremos un sistema dindmico discreto 2-dimensional
2 2
r € R* — f(z,a) € R,

con a € R y f una funcidn suficientemente regular con un punto fijo en x = 0 para o = 0 con

valores propios asociados
1 = r(a)ewm) Y o = r(a)e*iW(a),
con r(0) # 0 y p(0) = y. Supongamos ademds que se cumple:
. 1(0) £0,
w0 £ 1 para k =1,2,3,4,

= a(0) = Re(e ¢, (0)) # 0.
Entonces, existe un entorno de x = 0 donde una unica curva invariante se bifurca en a = 0.

La demostracion de este teorema se sigue de forma trivial aplicando el Teorema 2.1 y el Lema
2.3.
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Podemos calcular el coeficiente a(0) a partir de

672‘60921 (1 _ 26100)6721'6’0 1 9 1 5
— R R : —_— - = 2.2
a(0) = Re < 5 Re 21— ey 9091 )~ 91" = 71902, (2.23)

donde g;; = g;;(0). Hemos llegado a esta expresion recordando la formula de ¢1(0) (2.21) y

probando que

para cualquier 6 € R.

A lo largo de esta seccion, hemos estudiado bajo qué condiciones, un sistema dindmico, presenta
una bifurcacion de Neimark-Sacker. Antes de concluir el capitulo discutiremos un ejemplo. Vamos
a comprobar la existencia de una bifurcacion de Neimark-Sacker en un sistema dindmico dado,

para lo que debemos verificar el cumplimiento de las hipétesis del Teorema 2.2.

Ejemplo 2.1 Consideremos la ecuacién

Upy1 = Sug (1 —up—1),

donde uy, es la densidad de poblaciéon en el instante k y s la tasa de crecimiento. En este modelo,
el crecimiento poblacional en un instante no solo depende de la densidad en ese momento, sino
también de la poblacion en el instante anterior. Definiendo v, = ui_1 podemos escribir la ecuacién

como un sistema de ecuaciones

U1 =5 ug (1 — vg),

Vg+1 =Vk,

a partir del cual definimos el sistema dindmico 2-dimensional

1-— F
r= "] er?— sl =) = ix,9) = F(x,s) € R (2.24)

To T1 Fy(z,s)

La aplicacion F(z,s) tiene un punto fijo en z = (0,0) para todo s € R. Ademas, para s > 1

1 1
x0:<1,1>.
S S

Si s < 1, las componentes del punto fijo serian negativas, lo cual carece de sentido al representar

existe un punto fijo no trivial

densidades de poblacion. Calculamos la matriz jacobiana de F' evaluada en el punto fijo no trivial

1 1-
DF(s) = .

1 0
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y obtenemos sus valores propios

1 /5 1 5
M1(3>:§ 15 M2(3):§— 1 s

Cuando s > % los valores propios son complejos y su modulo viene dado por |u| = s—1. Notamos
que para s < 2, el punto fijo no trivial es un atractor y si s > 2, un repulsor. Comprobaremos
que en s = 2 tenemos un bifurcaciéon de Neimark-Sacker. Para ello debemos demostrar que se
cumplen las tres condiciones del Teorema de la Bifurcaciéon Genérica de Neimark-Sacker para
5 =2.

En primer lugar, observamos que r(s) = s — 1 y por tanto 7/(2) = 1 # 0. Los valores propios

para s = 2 vienen dados por

im/3 —im/3
)

H1=e€ y H2=e¢€

de ahi que 6y = 7/3 y *% £ 1 para k = 1,2,3,4. Con esto hemos probado las dos primeras
condiciones del Teorema 2.2. Para estudiar la tercera condicion debemos calcular a(2). Seguiremos
un procedimiento similar al realizado en el Lema 2.4 para obtener los coeficientes g;; y asi aplicar
la formula (2.23). Comenzamos determinando los vectores propios de DF(2) y DF(2)T asociados
0o

a los valores propios €0 y e~ respectivamente, es decir, p, g € C? tales que

DF(2)qg=¢"q y DF@2) 'p=ec"p.

Imponiendo la condicién de normalizacion (p,q) = 1, escogemos, por ejemplo

1 -/ 3 -3
_[(h+i% [ %
q= yor=1{, " .

1 7%

Dado un punto 2 € R? cualquiera, lo podemos escribir como # = zq 4+ 2q con z € C. Asi,

definimos la nueva variable z € C como aquella que verifica
_ .0 -
r=x +zq+2zq,

donde hemos incluido la traslaciéon en un factor z° para centrar el nuevo sistema de coordenadas

en el punto fijo no trivial. Tomamos el producto escalar con p en el sistema (2.24) y obtenemos
2€Cr— H(z,2) € C

con
H(Z72):<p7F(CCO+Zq+§q,So)—l’O>,

donde ya hemos fijado el valor del pardametro s = sg = 2 para simplificar lo que resta de desarrollo.
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Calculamos el desarrollo de Taylor de H(z, z) centrado en (z,z) = (0,0)

) 1 ,
_ 9 _k 4
H(z,z)=¢€"" 2+ g mgjkzjz + O (|z]*).
2<j+k<3

Al haber fijado el parametro s, notamos que g;; = g;;(so0). Es interesante destacar que, a diferencia
del Lema 2.4, en este ejemplo g19 = €0 # 0. Esto se debe a que en el lema el término lineal lo
tratdbamos por separado, y realizibamos la expansion en serie de Taylor de una funciéon F' que
no tenia término lineal. Aun asi, el sistema final al que llegamos tiene la misma estructura, pues
tenemos un término lineal en z cuyo coeficiente es el valor propio del sistema en el punto fijo que

es objeto de estudio. Obtuvimos ademds goo = go1 = 0. Calculamos los coeficientes g0, g11, go2

Y g21

23 23 23
g20 = =2+ Iy g =i go2 = 2+ Iy g2 = 0,

a partir de los cuales podemos obtener el coeficiente a(sg)

—i00921>  Re <(1 - 26i90)6—2i90

a(sp) = Re <6 5 301 = i) = -2.

L9 1
920 911) §|911! 1‘902|

Hemos comprobado que se cumplen las tres condiciones del Teorema de la Bifurcacion Genérica
de Neimark-Sacker, luego existe una curva invariante cerrada, en un entorno de g, que atraviesa
una bifurcacion en r = 2. Puesto que a(sg) < 0, la curva aparecera cuando s > 2 y tendra un
comportamiento atractor. En la Figura 2.4 representamos las 6rbitas del sistema para diferentes
valores de la tasa de crecimiento s. Cuando s < 2, distinguimos el punto fijo, pero ninguna curva
cerrada. Sin embargo para s > 2, suficientemente cercano a 2 observamos la curva invariante. Si

la tasa de crecimiento continiia aumentando el sistema diverge.

048 . EE : 5 - 055

Soarsf -

0ars 0. 5 o4 04 05 5 03 03 04 045 05 0% 08 0 07 075 02 03 04 05
i 1 1

(a) s =1.90 (b) 5 =2.05 (c) s=2.1

Figura 2.4: Ilustraciones de las dinédmicas observadas en el sistema din&dmico
(2.24) para diferentes valores de la tasa de crecimiento s. Se observa una curva
invariante cerrada para s > 2, suficientemente proximo a 2.



Capitulo 3

Aplicacion: el escarabajo rojo de la

harina

En este capitulo utilizaremos los resultados desarrollados a lo largo del trabajo para analizar un
sistema que presenta una bifurcacién de Neimark-Sacker. Podriamos haber seleccionado multitud
de ejemplos pero hemos decidido estudiar la dindmica poblacional del escarabajo rojo de la harina,
una de las principales plagas presentes en harinas y piensos almacenados. Se trata un modelo
estudiado en [!] y seguiremos principalmente esta referencia. Esta especie de tenebrionidos se
distribuye por todo el mundo y vive principalmente entre cereales, harinas y piensos. A pesar
de ser considerada una plaga, resulta una especie 1til para el estudio de modelos biolégicos de
poblaciones. El conocido como modelo LPA divide la poblacién en 3 clases, segtin el desarrollo
del individuo, larvas, pupas y adultos. Denotaremos por L el tamafio de la clase de larvas, P el

de la clase de pupas y A el de la clase de los adultos. Asi, el modelo

L(t+1) = b A(t) e Cet L) meeaAlt)
(

describe la dinamica poblacional de un cultivo en laboratorio de escarabajos rojos de la harina.
Determina la evoluciéon temporal de las distintas clases en intervalos de tiempo de dos semanas.
Se trata de un modelo no lineal, en el que las interacciones no lineales estan descritas por los
términos exponenciales, provocados por el canibalismo entre distintas clases. Las constantes
Cel > 0, ceq > 0y cpo > 0 reciben el nombre de coeficientes de canibalismo donde c¢ y ceq
representan la proporciéon de huevos comidos por las larvas y los adultos respectivamente, y cpq
la proporciéon de pupas comidas por los adultos. Dado que el canibalismo se debe a encuentros
aleatorios, es razonable que esté representado mediante un término exponencial. Las pupas y

los adultos tienen tasas de mortalidad independientes del canibalismo, constantes 0 < p, < 1

51
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v 0 < pg <1,y b es el nimero de larvas producidas por adulto por unidad de tiempo. De
esta forma, el nimero de larvas generadas, se ve reducido por el canibalismo de huevos por
parte de pupas y adultos. Las larvas que sobreviven (1 — ), crecen y se convierten en pupas.
La poblaciéon de pupas se reduce como consecuencia del canibalismo ejercido por los adultos,
mientras que aquellas que se desarrollan completamente pasan a formar parte de la clase adulta.
Por ultimo, la poblacién adulta disminuye a causa de la mortalidad. Notamos ademas que los
periodos de larvas y pupas duran un intervalo de tiempo, es decir, dos semanas. En el modelo
no consideramos otros aspectos como pueden ser la falta de recursos, el cambio de habitat o la

interaccion con otras especies.

A partir del modelo LPA, podemos definir el sistema dinamico 3-dimensional

r€R}— B(z)z = F(z) € R,

donde
L 0 0 b Cal—cead
z=|p| v B@=]1-yw 0 0
A 0 e Cpad 1— pg

Fijaremos los coeficientes de canibalismo y las tasas de mortalidad y tomaremos b como para-
metro del sistema dindmico. En primer lugar representamos en la Figura 3.1, un diagrama de
bifurcacién correspondiente al modelo LPA, para hacernos una idea de la dindmica poblacional

para diferentes valores del parametro.
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Figura 3.1: Diagrama de bifurcaciéon correspondiente al modelo LPA con ¢, =
Cea = 0.01, cpg = 0.05, 1y = 0.2y p1g = 0.9. En un valor de b cercano a 2 se observa
una posible bifurcacién de Neimark-Sacker.
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Hemos tomado ¢, = ceq = 0.01, ¢pq = 0.05, 1y = 0.2 y py = 0.9, los cuales mantendremos
fijos a lo largo de todo el analisis, pues para estos valores observamos en el diagrama que, en un
valor de b proximo a 2 aparece una posible bifurcacién de Neimark-Sacker; mas adelante veremos
que, en efecto, se trata de una bifurcaciéon de este tipo. Hemos considerado una poblacién inicial
cualquiera verificando L + P + A > 0 con L, P, A € RT. Para cada valor del parametro b hemos
realizado 1000 iteraciones del modelo LPA, pero solo hemos representado las tltimas 100 para

asi eliminar los estados transitorios.

Empezaremos el analisis calculando los puntos fijos del sistema. Para ello debemos resolver la
ecuaciéon de puntos fijos
r = F(z)z.

Es claro que = 0 es un punto fijo del sistema dindmico. Para encontrar otros puntos fijos
no triviales, para un determinado valor del parametro b, resolvemos el sistema y llegamos a la

ecuacion
eCpa A

Cpa A
7”61 — beXp <_ceaA - el Ac Ma) = 07 (31)
11—y L=

a partir de la cual, obtenemos los valores de A para los que existen puntos fijos no triviales.

Utilizando las expresiones

_ A.UaecpaA
L=

y P= A,ua ecpaA’

L
calculamos la poblacién de larvas y pupas, para cada valor de A obtenido. De esta forma, deter-

minamos todos los puntos fijos no triviales del sistema, en funcién del pardmetro b.

Si quisiéramos comprobar mediante una demostracién analitica la existencia de un valor del
parametro para el cual aparece una bifurcacién de Neimark-Sacker, deberiamos verificar que se
cumplen las condiciones del Teorema 2.2, de forma anéloga a como hicimos en el Ejemplo 2.1.
Esto seria factible con la ayuda de un ordenador, para realizar el calculo simbodlico, sin embargo,
el hacer estas cuentas no nos iba a ensenar nada nuevo. Por ello, estudiaremos este ejemplo

realizando un anélisis numeérico.

En la Figura 3.2 incluimos las soluciones a la ecuacién de puntos fijos (3.1) en funcion del
parametro b. Los valores representados muestran la poblacién adulta en los puntos fijos no

triviales del sistema.

Existe solucion a la ecuacién de puntos fijos para b > 1.1250. Cabe destacar que dicha solucion
es Unica, es decir, una vez hemos fijado un valor de b, en caso de existir un punto fijo no trivial

del sistema dinédmico, este es tnico.

Hemos visto que una bifurcacién de Neimark-Sacker, puede aparecer para valores del parametro

en los que tenemos un punto fijo no hiperboélico, con, al menos, dos valores propios asociados €%

verificando e**% =£ 1 para k = 1,2, 3, 4. Por tanto, estudiaremos para cada valor de b, los valores
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Puntos fijos
25 T

20 - > 4

Figura 3.2: Soluciones a la ecuaciéon de puntos fijos en funcién del parametro b.
Se puede observar la poblacién adulta en los puntos fijos no triviales del sistema
para distintos valores del parametro.

propios asociados a los puntos fijos no triviales. Asi, calculamos la diferencial de F'

—Co b AeCerlmcea A 0 (1 = Coq A)beCet LCea
DF(z) = 11—y 0 0 ,
0 e Cpad —Cpg Pe v A4 (1 — pg)

y tras evaluarla en los distintos puntos fijos, podemos obtener sus valores propios. Queremos
determinar los valores de b para los cuales el punto fijo no trivial tiene asociados, como minimo,
dos valores propios de modulo 1. A tal efecto, en la Figura 3.3 representamos el modulo de los
tres valores propios asociados a cada punto fijo, en funcién de b. Obtenemos un valor propio real,
denotado como primer valor propio y dos valores propios conjugados entre si, etiquetados como
segundo y tercer valor propio. Solo existe un tnico valor de b para el cual el punto fijo no trivial
del sistema tiene asociados al menos dos valores propios de médulo 1. Calculando numéricamente
el punto de corte, determinamos que b = 1.9209633 es el posible punto de bifurcacién. El punto

fijo no trivial obtenido para este valor de b es xy = (L, P, A) con

L =11.2622729,
P =9.0098183,
A = 7.0403502.

Una vez visto que dos de los tres valores propios asociados a este punto fijo tienen médulo 1,

debemos comprobar que cumplen que e?*% =£ 1 para k = 1,2,3,4. En efecto, los valores propios
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Figura 3.3: Moédulos de los valores propios asociados a los puntos fijos no triviales
en funcién de b. Unicamente existe un valor del parametro para el que, al menos,
dos valores propios tienen médulo 1.

son:

0.8366369 + 0.00000007,
—0.5830377 + 0.81244511,
—0.5830377 — 0.81244511,

con lo que verifican la condiciéon. Mas atn, observamos que, para valores de la tasa de larvas
producidas por adulto por encima de b = 1.125 e inferiores a b = 1.9209633, los moédulos
de los valores propios asociados al punto fijo no trivial son menores que 1. Es decir, si b €
[1.125,1.9209633) el punto fijo no trivial del sistema es un atractor. Cuando b > 1.9209633,
pasamos a tener dos valores propios de médulo mayor que 1, y uno de médulo menor que 1, con
lo que el punto fijo se transforma en un punto de silla, perdiendo asi la estabilidad. Mas adelante,
realizaremos un estudio de las 6rbitas del sistema para diferentes valores de b, en un entorno del
punto de bifurcaciéon y observaremos la apariciéon de una curva invariante para b > 1.9209633,

en un entorno sSuyo.

Como ya comentamos, no vamos a realizar una comprobacion analitica de todas las condiciones
que deben verificarse para asegurar que se trata de una bifurcacién de Neimark-Sacker. Si bien,
con el objetivo de encontrar el parametro de bifurcaciéon, hemos comprobado que dos de los tres
valores propios, asociados al punto fijo, tienen modulo 1. Ademas, hemos verificado que estos son
distintos de 1 y que no son raices cuadradas, ctibicas ni cuartas de la unidad, que es una de las

condiciones del Teorema 2.2.

No obstante, es interesante notar que la condicion 7/(0) # 0, en la notacion del Teorema 2.2, se
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puede comprobar que se verifica a partir de la Figura 3.3. Recordemos que r(«) es el modulo
de los valores propios en funcién del parametro y observando la grafica es claro que la derivada
del médulo de los valores propios en el punto de bifurcaciéon es distinta de 0. Para terminar
de comprobar las hipotesis del Teorema 2.2, necesitariamos probar que a(0) # 0, siendo a(0)
dado por la expresion (2.23). Para hacer este calculo seria preciso obtener la reduccion a la
variedad central en los términos del Teorema 1.8. No entraremos en estos calculos y inicamente
nos referimos a la Figura 3.1 para observar que el cambio en la dindmica es el esperado para
el paso por una bifurcacion de Neimark-Sacker. Por lo tanto, podemos admitir que la condicion
genérica de la que no nos hemos ocupado también se cumple. En rigor, afirmar que para este
valor del pardmetro tenemos una bifurcacién de Neimark-Sacker de codimension 1 implica la
verificaciéon de todas las condiciones genéricas. En lugar de preocuparnos por estas condiciones

genéricas, preferimos explorar las consecuencias de la bifurcacién.

Nos centraremos ahora en el estudio de la dindmica del sistema para valores de b en un entorno
del punto de bifurcaciéon. Recogemos en la Figura 3.4 el diagrama de bifurcacion del sistema,

centrandonos en esta region del espacio paramétrico.

140
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcacién en el que se muestra la evolucién del tamano
total de la poblacién para diferentes valores de la tasa de fecundidad, en torno al
punto de bifurcaciéon b = 1.9209633.

Analizamos en primer lugar, la evolucion del tamarnio total de la poblacion previa a la apariciéon de
la bifurcacioén, es decir, para valores del parametro b < 1.9209633. En la Figura 3.5 representamos
una 6rbita del sistema tomando b = 1.8. Para este valor del parametro, el sistema tiene un punto

fijo no trivial en
L =9.5828499, P = 7.6662799, A = 6.2362522,

cuyos valores propios asociados tienen moédulo menor que 1, es decir, el punto fijo es un atractor.
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Figura 3.5: Orbita del sistema LPA tomando b = 1.8. Se observa el caracter
atractor, previo a la bifurcacion, del punto fijo no trivial.

Este comportamiento, el cual habiamos adelantado en el estudio de los médulos de los valores

propios, en el anélisis de la Figura 3.3, lo vemos reflejado en la 6rbita del sistema. En la Figura 3.6

13 T T T T
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12 [ 2 - Adultos |

Tamaiio de la poblacion

4 I . . . . . | .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Iteraciones

Figura 3.6: Evolucion del tamafio de las poblaciones de larvas, pupas y adultos
fijando b = 1.8.

vemos la evolucién del tamano de las poblaciones de larvas, pupas y adultos para este mismo
parametro. En esta representaciéon es ain mas claro el caracter atractor del punto fijo, pues
a partir de las 700 iteraciones el valor de las tres poblaciones es practicamente constante. No
hemos representado las primeras 100 iteraciones puesto que son altamente dependientes del

estado inicial.
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Incluimos en la Figura 3.7 una orbita en 2 dimensiones, mostrando la evoluciéon de la poblacion
adulta frente a la de larvas, donde también hemos fijado b = 1.8. De nuevo, podemos apreciar

con claridad la presencia de un punto fijo atractor en el sistema. Notamos ademéas que las 6rbitas

6.45 ) T

6.4 - & : . J

6.3

6.15 : " w pEn E T 1

6.1 s . . ° : . 2 4

9.2 9.3 9.4 9.5 9.6 9.7 9.8 9.9 10
Larvas

Figura 3.7: Orbita 2-dimensional del sistema representando la evolucion de las
poblaciones de adultos y larvas para b = 1.8.

convergen al punto fijo mas lentamente a medida que nos acercamos al punto de bifurcacion.
En efecto, en la Figura 3.8a, para la cual hemos tomado b = 1.91, observamos que no es hasta
las 4000 iteraciones, que las poblaciones de las tres clases comienzan a mantenerse constantes.

Incluimos también en la Figura 3.8b una 6rbita del sistema para este valor del parametro.

“Lanas
Pupas.
- Adultos

Adultos

Tamafio de la poblacién

4 ~— —
[ 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 P 14
Iteraciones Pupas 16 Larvas

(a) Evolucion del tamano de las poblacio-

nes de larvas, pupas y adultos. (b) Orbita del sistema.

Figura 3.8: Dinamicas del sistema tomando b = 1.91.

Veamos ahora coémo se comporta el sistema cuando tomamos valores del pardmetro b > 1.9209633,
en un entorno suyo. Fijamos b = 1.95 y representamos en la Figura 3.9 una o6rbita del sistema.

Para este valor del parametro, el sistema tiene un punto fijo no trivial en
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Pupas 12 15 Larvas

Figura 3.9: Orbita del sistema LPA tomando b = 1.95, donde se observa una
curva invariante atractora.

L =11.6621131, P = 9.3296905, A = 7.2237534.

Se trata de un punto de silla, ya que como podemos observar en la Figura 3.3, tiene dos valores
propios de médulo mayor que 1 y uno de médulo menor que 1. Tendremos una variedad inestable
de dimensiéon 2 y una variedad estable de dimensién 1. Es clara la existencia de una curva
invariante en la 6rbita del sistema, la cual hemos representado considerando un estado inicial
situado en el exterior de la regién delimitada por la curva invariante. Notamos ademas que
la curva invariante es atractora. Esto ya lo podiamos saber, pues el valor propio con médulo
distinto de 1 en el punto de bifurcacién tenia moédulo menor que 1, con lo que la variedad
central es atractora, y la curva invariante, teniendo en cuenta el sentido de aparicién de la
misma, es atractora sobre la variedad central. Teniendo en cuenta el sentido de aparicién de la
curva invariante nos encontramos ante una bifurcaciéon de Neimark-Sacker supercritica. Por otro
lado, la evolucién del tamano de las poblaciones de larvas, pupas y adultos representada en la
Figura 3.10, es completamente diferente a la vista en los casos anteriores. Al haber perdido el
punto fijo su comportamiento atractivo en favor de la curva invariante, las poblaciones no llegan
a estabilizarse nunca. En cambio, presentan un comportamiento oscilante que se corresponde
con la aparicion de la curva invariante. En esta grafica también se pone de manifiesto el caracter
atractivo de la curva, pues valores iniciales més dispersos del tamano poblacional, al evolucionar

el sistema, ven acotado su rango de oscilacién, dando lugar a la apariciéon de la misma.

Para estudiar el caracter atractor de la curva invariante, vamos a analizar una segunda érbita del
sistema. El punto fijo no trivial es un punto de silla con una variedad inestable 2-dimensional.
Tomamos el estado inicial

L=11.66, P=9.32, A=7.23,
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Figura 3.10: Evolucién del tamano de las poblaciones de larvas, pupas y adultos
fijando b = 1.95.

muy proximo al punto fijo no trivial, y representamos la 6rbita en la Figura 3.11. En la represen-

Adultos

Figura 3.11: Orbita del sistema LPA tomando b = 1.95 y considerando el estado
inicial L = 11.66, P = 9.32, A = 7.23.

tacion de la 6rbita, hemos descartado las 2000 primeras iteraciones para observar la convergencia
hacia la curva invariante. Esta dindmica es atin mas evidente si estudiamos la evolucién del ta-
maifio de las poblaciones, Figura 3.12. En este caso, al tomar un valor tan cercano al punto
fijo no trivial, a lo largo de las primeras 2000 iteraciones, los tamanos de las poblaciones son
practicamente constantes, sin embargo, a medida que el sistema continua evolucionando, estos

comienzan a oscilar hasta que se establecen unos valores maximo y minimo entre los que las
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Figura 3.12: Evolucion del tamano de las poblaciones de larvas, pupas y adultos
fijando b = 1.95 tomando el estado inicial L = 11.66, P = 9.32, A = 7.23.

poblaciones varian. Este fendémeno se corresponde con la aparicién de la curva invariante.

Representamos en la Figura 3.13 la curva invariante 2-dimensional, resultado de proyectar la cur-
va 3-dimensional sobre los ejes que determinan el tamano de las poblaciones de adultos y larvas.

En la imagen hemos remarcado en color rojo el punto fijo no trivial de forma que observamos

9.5 T T

6.5 7

55 L L L L T L

Figura 3.13: Orbita 2-dimensional del sistema que representa la evolucion de las
poblaciones de adultos y larvas para b = 1.95.

que la curva invariante lo rodea.

Mas alla del analisis realizado alrededor de la bifurcaciéon de Neimark-Sacker que atraviesa el
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sistema en b = 1.9209633, la Figura 3.1 nos deja entrever una riqueza dindmica mucho mas
amplia. No vamos a discutirla en profundidad pues se saldria de los objetivos del trabajo, si bien,

comentaremos algunos de los aspectos més relevantes.

Como ya discutimos, para b > 1.9209633 la érbita del sistema presenta una curva invariante
atractora alrededor del punto fijo no trivial. Esta dindmica se pierde en torno a b = 5.6, valor
para el cual podemos observar una orbita periédica de periodo 8. Al incrementar ligeramente
el pardmetro vuelve a aparecer una curva invariante. En la Figura 3.14 representamos la 6rbita

peridédica obtenida para b = 5.6 y la curva invariante para b = 6. De nuevo, para valores del

20 T <20 20 T s

60 T 8 > <
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0 S~ < S
140 Larvas Pupas 120 150 Larvas

(a) Orbita periodica para b = 5.6. (b) Curva invariante para b = 6.

Figura 3.14: Dinamicas del sistema LPA para diferentes valores del parametro
de bifurcacion.

pardmetro en torno a 7.8, la curva invariante desaparece, dando lugar a una 6rbita periddica
de periodo 13. Este comportamiento, vuelve de nuevo a perderse al seguir aumentando el valor
del parametro b, para dar lugar a la aparicién de una nueva curva invariante. Representamos
en la Figura 3.15 la 6rbita periédica presente para b = 7.8 y la curva invariante obtenida para

b = 8. Esta dinamica vuelve a verse modificada al incrementar el valor de b por encima de 10,

50 T e 50 T~
> 100
100 T e 100 T w0
150 00 150 500

Pupas Larvas Pupas Larvas

(a) Orbita periodica para b = 7.8. (b) Curva invariante para b = 8.

Figura 3.15: Dindmicas del sistema LPA para diferentes valores del parametro
de bifurcacion.
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como podemos apreciar con claridad en el diagrama de bifurcacion de la Figura 3.1. La curva
invariante desaparece y en su lugar observamos una orbita periddica de periodo 5. A medida
que seguimos aumentando el valor del pardmetro, se mantiene la 6rbita periddica hasta que
observamos la aparicién de un atractor cadtico cuando b se encuentra proximo a 17. En la Figura
3.16 representamos la érbita periddica observada para b = 12 y el atractor caético obtenido para

el valor b = 17. Resulta especialmente interesante lo que sucede al seguir aumentando el valor del
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(a) Orbita periodica para b = 12. (b) Atractor caotico para b = 17.

Figura 3.16: Dinadmicas del sistema LPA para diferentes valores del parametro
de bifurcacién.

parametro. El atractor caético deja paso a una oOrbita periédica de periodo 7, la cual podemos
observar tomando b = 17.5. Sin embargo, una Orbita periédica de periodo 7, no deja de ser
una 6rbita periédica de periodo 1, es decir un punto fijo, si pensamos en la aplicacién iterada 7
veces. Por tanto, la 6rbita periddica observada, la podemos ver como 7 puntos fijos de una nueva
aplicacién, obtenida como resultado de iterar 7 veces la aplicaciéon original. Pues bien, cada uno
de estos puntos fijos al incrementar el valor de b atravesara una bifurcacion de Neimark-Sacker,
dando lugar a 7 curvas diferentes, que podriamos visualizar como una curva invariante en 7
piezas diferentes. Cada una de estas 7 curvas se trata de una curva invariante de la aplicacion
iterada 7 veces, obtenida para diferentes condiciones iniciales. Ahora bien, es importante remarcar
que ninguna de estas curvas es invariante para nuestro sistema, como podemos observar. En la
Figura 3.17 incluimos la 6rbita periddica obtenido para b = 17.5 y las 7 curvas, producto de una
bifurcacién de Neimark-Sacker, observadas para b = 17.9. Por dltimo, al seguir aumentando el
valor del parametro b observamos de nuevo un atractor caético. En la Figura 3.18 representamos

el atractor cadtico obtenido para b = 20.

Hemos estudiado el sistema LPA fijando los coeficientes de mortalidad y de canibalismo y con-
siderando como parametro la tasa de larvas producidas por adulto, b. Cuando b < 1.125, el
sistema presenta un tnico punto fijo, L = P = A = 0, con un comportamiento atractor, es
decir, la poblacion tiende a la extincion. Para valores del parametro b € [1.125,1.9209633) el
sistema presenta un punto fijo no trivial atractor. Asi, la poblacién se estabiliza manteniéndose

una estructura de edades constante. Sin embargo, al aumentar la tasa de fecundidad, alcanzamos
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(a) Orbita periodica de periodo 7 para (b) Curvas invariantes obtenidas para
b= 17.5. b= 17.9.

Figura 3.17: Dindmicas del sistema LPA para diferentes valores del parametro
de bifurcacién.
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Figura 3.18: Atractor caético observado para b = 20.

el punto de bifurcacion b = 1.9209633, y para valores mayores en un entorno suyo, el tamano de
las poblaciones oscila a lo largo del tiempo. Estas fluctuaciones no son perioddicas, si bien si se
encuentran acotadas por un valor méximo y minimo, lo que se corresponde con la apariciéon de
una curva invariante. Desde el punto de vista de la ecologia se producirian sucesivos aumentos y
posteriores colapsos de las diferentes clases poblacionales. Aumentos maés significativos del para-
metro de fecundidad darian lugar a diferentes dindmicas poblacionales, pasando por evoluciones

periddicas del tamano de la poblacién asi como nuevas curvas invariantes.



Conclusiones

Nuestro objetivo principal en este trabajo consistia en realizar un estudio teoérico sobre la bifur-
cacion de Neimark-Sacker, tanto de la dindmica que despliega, como de las condiciones bajo las
que aparece. Para ello comenzamos repasando una serie de conceptos esenciales de la Teoria de
Sistemas Dinamicos y presentamos los dos ejemplos méas sencillos de bifurcaciéon que podemos
encontrar en dindmica discreta: la bifurcacién de nodo-silla y la bifurcaciéon de duplicacién de

periodo.

A continuacién nos hemos centrado en la bifurcaciéon de Neimark-Sacker y hemos estudiado la
dinamica de la forma normal en ausencia de términos de orden cuatro o superior. Partimos de
un sistema dindmico dependiente de un parametro « con un punto fijo en xy. Distinguimos
dos casos en funcion del signo, en el punto de bifurcacion «p, de un cierto coeficiente a(ayg)
correspondiente a términos cibicos. En el caso supercritico, es decir, cuando a(ag) < 0, aparece
una curva invariante atractora cuando a > «aq. Por el contrario, en el caso subcritico, cuando
a(ap) > 0, aparece una curva invariante repulsora cuando a < «g. Al introducir los términos
de orden superior, aparece una curva invariante con las mismas propiedades de estabilidad, y la

bifurcacién que da lugar a ella se produce en la misma direccion.

En la segunda parte del trabajo, determinamos qué hipétesis debe cumplir un sistema dinami-
co discreto 2-dimensional para presentar una bifurcaciéon de Neimark-Sacker. Con este objetivo,
partimos de un sistema genérico y realizamos una serie de cambios de coordenadas y reparame-
trizaciones, bajo ciertas condiciones, para transformar el sistema inicial en la forma normal de
la bifurcacion. El Teorema de la Bifurcacion Genérica de Neimark-Sacker recoge las condiciones
obtenidas a lo largo de esta secciéon, ademas del estudio de la dindmica previamente realizado. A
modo de ilustracion, probamos la existencia de una bifurcacién de Neimark-Sacker en un sistema

dindmico 2-dimensional mediante la comprobacién analitica de estas condiciones.

Por dltimo, realizamos un estudio de la dindmica poblacional del escarabajo rojo de la harina,
utilizando el modelo LPA. Fijamos convenientemente los coeficientes de canibalismo y mortalidad
y estudiamos el sistema en funcion de la tasa de fecundidad. Determinamos que en b = 1.9209633
tiene lugar una bifurcacion de Neimark-Sacker, la cual provoca la aparicién de una curva inva-
riante cuando el parametro toma un valor superior al del punto de bifurcacién, lo que se traduce

en sucesivos aumentos y colapsos de los tamarnos de los diferentes grupos de edad.
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66 CONCLUSIONES

En general, este trabajo constituye una puerta de entrada al estudio de los sistemas dinédmicos.
Resultaria muy interesante estudiar aspectos como la dinamica del sistema a lo largo de la curva
invariante. En el caso de la forma normal simplificada (sin términos de orden superior), comenta-
mos que una Orbita podria ser periddica o densa sobre la curva invariante; para la forma normal
completa, la casuistica es mucho mas amplia y rica, apareciendo estructuras como las lenguas
de Arnold. En [2| y [7] se trata la dinamica general de homomorfismos sobre la circunferencia,
lo que incluye esta discusion. Ademaés, existen una gran variedad de bifurcaciones y dinamicas
distintas, mas alla de las desarrolladas y comentadas en este trabajo, que merecen un estudio
més profundo. En el anéalisis del modelo LPA pudimos observar y comentar cualitativamente una

pequena parte de ellas.
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