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Resumen

En esta tesis se disenan algoritmos de descodificacién para codigos grupo,
centrando la atencién en dlgebras de grupo semisimples. Presentamos un al-
goritmo general de descodificacion inspirado en el bien conocido algoritmo de
descodificacion por sindrome para cédigos lineales y que utiliza la descompo-
sicion de un algebra de grupo semisimple KG como suma directa de ideales
bilateros minimales. También mostramos que, si G es abeliano, el algoritmo se
puede modificar para hacerlo mas simple y eficiente. Luego, utilizamos la des-
composicion de KG como suma de dos ideales bilateros, uno de ellos el cédigo
grupo, para disenar dos algoritmos de descodificacién. Uno de ellos generaliza
el algoritmo de descodificacion de Meggitt y el otro, mejora del algoritmo de
descodificacién general. El algoritmo de descodificacion por permutacién y su
version para cédigos grupo también se explora en la tesis. Finalmente, defini-
mos la nocién de cédigo grupo LDOI y presentamos la version del algoritmo de
descodificacion Bit Flipping con una unica iteracion para su implementacion
en algunos codigos grupo.






Abstract

In this work we design decoding algorithms for group codes. We focus on
semisimple group algebras. We present a general decoding algorithm inspired
by the well-known syndrome decoding algorithm for linear codes and that uses
the decomposition of a semisimple group algebra KG as a direct sum of minimal
two-sided ideals. In case of an abelian group G, the algorithm can be modified
to be simpler and more efficient. Using the decomposition of a semisimple
group algebra as the sum of an arbitrary two-sided ideal and its orthogonal
ideal, two new decoding algorithms are presented. One of them generalizes the
Meggitt decoding algorithm and the other one improves the general decoding
algorithm. A permutation decoding algorithm for group codes is also explored
in the thesis. Finally, we define the notion of LDOI group code and present a
version of the one iteration Bit Flipping decoding algorithm to be implemented
in some group codes.
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Introduccion

Los cddigos correctores de errores (en lo sucesivo usaremos codigos como
sinénimo de cédigos correctores de errores) son fundamentales para garantizar
la fiabilidad de la informacion enviada a través de un canal con ruido. Para
lograrlo, se necesitan algoritmos de descodificacién que permitan corregir los
errores que se producen durante la transmision. Este proceso se realiza de ma-
nera eficiente con ciertos tipos de codigos existentes.

Por otro lado, es posible desarrollar sistemas criptograficos (criptosistemas)
fundamentados en cédigos que, en principio, son resistentes a la computaciéon
cuantica. De hecho, la criptografia basada en cédigos se perfila como uno de
los enfoques criptograficos post-cuanticos mas prometedores. En este contexto,
un “buen” cédigo es crucial para el diseno de un criptosistema de clave publi-
ca. El primer esquema de este tipo fue propuesto en 1978 por R. J. McEliece
([45]). Esta propuesta utiliza cédigos Goppa (clasicos) que se ocultan bajo un
codigo lineal, aparentemente arbitrario, que es la clave publica. Para descifrar
el mensaje, se necesita descodificarlo con un cédigo lineal, que se sabe, es un
problema complejo. La propuesta de McEliece sigue sin romperse hasta el dia
de hoy, y aunque los procesos de cifrado y descifrado son simples, el principal
problema que presenta es el tamano de la clave publica.

Se han planteado diversas propuestas para mitigar este problema, sugirien-
do el reemplazo de los codigos Goppa por cddigos mas estructurados, como
los cédigos Reed-Solomon generalizados ([2, 4, B, 50]) o cédigos Reed-Muller
binarios ([59]). Sin embargo, se ha demostrado que tales propuestas son vulne-
rables ante ciertos ataques ( [12] 48, 58|63} 64]). Otra alternativa para resolver
el problema, se basa en el uso de variantes de los cédigos Goppa ([20, 37, 51]).
El principal inconveniente de esta alternativa radica en que, en algunas de las
propuestas presentadas, es posible atacar el criptosistema al reducir los grados
y el nimero de variables del sistema algebraico a resolver. De este modo, las
nuevas propuestas han sido rotas parcial o totalmente (ver [13] y [19]).
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Esta tesis se enmarca en el contexto de los cédigos grupo, que pueden ser
identificados con ideales bilateros de un algebra de grupo KG. Por tal razon, y
asumiendo un orden fijo para los elementos en GG, a veces escribiremos los ele-
mentos de KG como n—tuplas de coeficientes en el cuerpo K. Formalmente, un
(n, k, d)—cddigo lineal € sobre K es un G—cé6digo si existe un K—isomorfismo
Y K" — KG tal que 9(€) es un ideal bildtero de KG. Los cddigos lineales
que son codigos grupo fueron caracterizados por Bernal et al. ([§]). Dicha ca-
racterizacién se dio en términos del grupo de automorfismos permutacion del
codigo y, a pesar de su interés tedrico, no es muy tutil para aplicaciones. De
manera similar, sustituyendo “ideal bilatero” por “ideal a izquierda” se puede
hablar de codigos grupo a izquierda.

Se dice que un codigo lineal €, es cédigo grupo si existe un grupo G tal que
¢ es un G—codigo. Ademas, un grupo cédigo € es abeliano si existe un grupo
abeliano A tal que € es un A—cddigo. Bernal et al. también demostraron que si
G es descomponible como producto de dos subgrupos abelianos, entonces todo
G—cédigo es codigo grupo abeliano. En una serie de trabajos posteriores (ver
[24], 25, 26]) se aborda el estudio de condiciones suficientes sobre la longitud
de un G—cdédigo para que sea codigo grupo abeliano, y se demuestra que si €
es un G—codigo que es cdédigo abeliano sobre K, también, lo es sobre cualquier
subcuerpo de K. En [2§], se prueba que todo G—cédigo de dimensién menor o
igual a 3, es codigo grupo abeliano.

Es importante tener en cuenta que un codigo grupo puede ser identificado
como G—codigo para diversos grupos, y algunos pueden ser abelianos y otros
no abelianos. En [25], usando el grupo G = Sy y el cuerpo K = Fs, se constru-
yen codigos grupo no abelianos, es decir, que no pueden ser identificados como
A—cédigos para ningun grupo abeliano A. En [26], se prueba la existencia de
cddigos grupo no abelianos en el caso no semisimple construyendo G—cdédigos
sobre K = Fy y K = F3 y manteniendo G = S;. En [27], se demuestra la
existencia de codigos grupo no abelianos de longitud 24 sobre cualquier cuerpo
finito.

En algunos casos, los c6digos grupo no abelianos tienen peores parametros
que los construidos con grupos abelianos. A pesar de ello, en [26] se construyé
un cédigo grupo no abeliano de longitud 24, dimensién 12 y distancia minima
6. Tal cédigo es 6ptimo, en el sentido que cualquier codigo lineal con la misma
longitud y dimension tiene una distancia minima menor o igual a 6 y, ademas,
tal distancia minima no se puede ser alcanzada con un cédigo grupo abeliano.
Este resultado justifica el interés de considerar codigos grupo no abelianos.
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La dificultad para distinguir los codigos grupo entre cédigos lineales y el
hecho de poder utilizar grupos abelianos y no abelianos parecen, en principio,
propiedades favorables para utilizar estos codigos en el diseno de un criptosis-
tema de tipo McEliece. Sin embargo, también es esencial contar con algoritmos
de descodificacion eficientes.

Si bien hay algunas propuestas de algoritmos de descodificacién para codi-
gos grupo abelianos o cédigos grupo a izquierda, no hemos encontrado en la
literatura algoritmos de descodificacién para cédigos grupo. En [I0], se pro-
pone un algoritmo de descodificacion parcial por permutacién para cédigos
grupo abelianos en el caso semisimple. En [I8], los autores sugieren un algo-
ritmo para codigos grupo a izquierda con capacidad correctora igual a 1. En
[17] se realiza una descripcion constructiva de las condiciones necesarias para
la implementacién de un algoritmo de descodificacién por mayoria, también,
para coédigos grupo a izquierda. El objetivo central de esta tesis es el diseno de
algoritmos de descodificacion para cédigos grupo.

Nos restringimos al caso semisimple dado que la propiedad principal que
utilizamos en el diseno de los algoritmos presentados, es que para todo ideal
bildtero I de KG, existe un ideal bildtero I tal que KG = I@® . Por lo tanto,
x € I siy solosi zy = 0 para todo y € IT. Esto no se cumple para ideales
a izquierda en cualquier caso, ni para ideales bilateros de algebras de grupo
no semisimples. Los algoritmos presentados en este trabajo incluyen ejemplos
ilustrativos en los cuales se uso el software GAP ([65]) para hacer los cdlculos.

Con el propésito de facilitar la lectura de la tesis, incluimos en el Capitulo
1, las definiciones fundamentales y principales resultados conocidos de cédigos
lineales, algebras de grupo semisimples y cddigos grupo.

En el Capitulo 2, disenamos un algoritmo general de descodificacién para
codigos grupo. Este algoritmo estd inspirado en el bien conocido algoritmo de
descodificacién por sindrome para codigos lineales y utiliza la descomposicion
de un algebra de grupo semisimple KG como suma directa de ideales bilateros
minimales. También mostramos que si G es abeliano, el algoritmo se puede
modificar para hacerlo més simple y eficiente.

En el Capitulo 3, utilizamos la descomposiciéon de KG como suma de dos
ideales bilateros, uno de ellos el cédigo grupo, para disenar dos algoritmos de
descodificacién. El primero generaliza el algoritmo de descodificacién de Meg-
gitt para codigos ciclicos, mientras que el otro, es una mejora del algoritmo de
descodificacion expuesto en el capitulo anterior.
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El objetivo del Capitulo 4 es considerar la descodificacion por permutacién
en codigos grupo. Para ello usamos la descomposicién semisimple del algebra
de grupo KG con el fin de obtener resultados que justifican su implementacién.
Ademas de esto, generalizamos el algoritmo de descodificaciéon por permuta-
cién en codigos grupo.

En el Capitulo 5, definimos la familia de codigos grupo con idempotente
ortogonal de peso muy pequeno (LDOI). Tales cédigos tienen una fuerte cone-
xién con los codigos LDPC (Low-Density Parity-Check). Luego, presentamos
la version del algoritmo de descodificacién Bit Flipping con una unica itera-
cion para algunos codigos grupo LDOI. Terminamos este capitulo, exponiendo
algunas condiciones para cédigos grupo LDOI que aseguran que, en esos casos,
se puede aplicar tal algoritmo. Este trabajo finaliza con las conclusiones en las
que se resumen los objetivos cumplidos en la tesis y los resultados obtenidos
en la misma.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene por objeto presentar conceptos y resultados preliminares
que se utilizaran en capitulos posteriores. Esto se lleva a cabo en tres secciones.
La primera estd dedicada a exponer aspectos generales de la teoria de codigos
lineales. La segunda, con un enfoque més algebraico, muestra las definiciones
y propiedades de los anillos semisimples y las dlgebras de grupo. Mientras que
la tercera ilustra algunos resultados familiares en cédigos grupo.

1.1. Coddigos lineales

En esta seccién, A denotard un conjunto finito no vacio con cardinal |A| = q.
Las definiciones y resultados de esta seccion, se pueden consultar en [29] y [40].

Definicion 1.1.1. Se dice que € es un cdodigo de longitud n sobre el alfabeto A
(o simplemente que € es un cddigo de A™) si € es un subconjunto del producto
cartesiano A™. En caso de que q = 2, se dice que € es un cddigo binario de
longitud n.

En este contexto, los elementos de A™ se denominan palabras y si x =
(x1,...,2,) es una palabra de A™, entonces x; se denomina simbolo de z en la
1—ésima posicion. Los elementos de un cédigo se denominan palabras codigo.
Ahora presentamos la definicién de dos parametros muy importantes.

Definicién 1.1.2. Dado € un codigo de A™, la dimension combinatoria de €
es el numero k dado por
k = log,(|€]).

Definicién 1.1.3. Sean = (z1,...,2,) €y = (y1,...,Yn) dos palabras de
A™. La distancia de Hamming entre x ey, denotada como dg(z,y), se define
como el cardinal

dg(z,y) == |{i € {1,...,n}:x; £y}
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La distancia minima de un codigo € de A™, denotada por d, se define por
d = min{dg(z,y) : z,y € €,z # y}.

Si € tiene dimension combinatoria k y distancia minima d, se dice que € es

un (n, k,d)—cdédigo sobre (el alfabeto) A.

Ahora supongamos que se transmite un mensaje a través de un canal (vir-
tual), el cual se puede presentar como un elemento de un cédigo €. Si durante
el proceso de transmision de dicho mensaje se producen algunas modificacio-
nes en sus simbolos, tales modificaciones se denominan errores, y el proceso de
recuperacion del mensaje original se denomina descodificacion. Para llevar a
cabo tal proceso es necesario detectar y corregir los errores producidos durante
la transmision.

En este punto, supondremos que la probabilidad de que uno de los simbo-
los de la palabra cédigo enviada sea modificada es igual para cualquiera de
estos. También vamos a considerar que la probabilidad de recibir un simbolo
incorrecto es menor a 1/2. Por lo tanto, si » € A" es la palabra recibida, la
descodificacion se hace buscando la palabra coédigo ¢ € € con menor distancia
dy(r,c). Este proceso se denomina descodificacion por distancia minima.

Una forma de descodificar por distancia minima, consiste en tomar cada
palabra z € A" y calcular la distancia entre z y todas las palabras cédigo de
¢, de manera que se pueda determinar cuél es la palabra cédigo ¢ = ¢(z) con
la menor distancia (de Hamming) a z. Con esto, se elabora una lista con los
elementos * € A™ y su correspondiente palabra cédigo c¢(x) “més cercana’”.
Esta lista se construye antes de empezar el proceso de descodificacion y tie-
ne ¢" entradas. Sin embargo, la generacién de tal lista puede ser un proceso
computacionalmente costoso, especialmente para cédigos con longitudes no de-
masiado pequenas. A lo largo de este trabajo iremos mostrando otros métodos
de descodificacién equivalentes al anterior, pero mas eficientes.

Adicionalmente, el mayor niimero de errores que pueden ser corregidos por
un cédigo € se denomina capacidad correctora de €.

Teorema 1.1.4. Si € es un cédigo sobre el alfabeto A con distancia minima
d, entonces su capacidad correctora es

!

Dados n y d nimeros enteros positivos, denotamos por M,(n, d) el nimero
maximo de palabras que puede tener un cédigo de A™ con distancia minima
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d. En la literatura se pueden encontrar muchas cotas superiores para el valor
de M,(n,d) (ver Capitulo 2 de [29]). Una de las més conocida es la dada por
Singleton, que da origen a los cédigos MDS.

Teorema 1.1.5 (Cota de Singleton). Si € es un cédigo de A™ con distancia
minima d, entonces

Mq(na d) S qn—d—&-l‘

Definicién 1.1.6. Un codigo € de A™ con distancia minima d es MDS si su
cardinal es |€] = ¢"~*t, o equivalentemente, si su dimension combinatoria es
wgual an —d+ 1.

Es decir, el numero de palabras de cualquier cédigo de A™ con distancia
minima d, es menor o igual al nimero de palabras de un cédigo MDS con los
mismos parametros.

Ahora vamos a introducir la nocién de equivalencia (por permutacién) entre
cédigos de A™. Para ello, denotamos a S,, como el grupo simétrico de grado n.
Notemos que S,, actia sobre A™ mediante

U(.Tl, Ce ,a:n) = (.CBU(l), P ,xg(n)),

donde 0 € S, y (z1,...,2,) € A™. Se dice que dos cddigos € y €* de A" son
equivalentes si existe o € S, tal que € = ¢ (€). Con esto, si € es un cddigo de
A" entonces el conjunto dado por

PAut(€) :={oc € 5, : 0(€) = €},

es un subgrupo de S,, y se denomina el grupo de automorfismos permutacion
de €. Aunque no es sencillo de calcular, méas adelante veremos como se puede
usar para distinguir un cédigo grupo entre cédigos lineales de igual longitud.

Definicién 1.1.7. Sean K un cuerpo finito y € un codigo de K™. Se dice que
¢ es un cddigo lineal de dimension k (o simplemente (n, k)—cddigo lineal sobre
K) si € es un subespacio vectorial de dimension k de K".

En lo que resta de la seccién K serd un cuerpo finito con g elementos. Si € es
un (n, k)—cédigo lineal sobre K, entonces la dimensién de € como subespacio
vectorial coincide con su dimensién combinatoria. Denotaremos por Supp(z)
al soporte de x € K", es decir,

Supp(z) :={i € {1,...,n}: x; # 0}.

Se define el peso de x como el cardinal
wt(z) := [Supp(z)],
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y, por lo tanto, la distancia dy(x,y) entre dos palabras z,y € K" coincide con
wt(x —y). Si d es la distancia minima de €, se dice que € es un (n, k, d)—cddigo
lineal sobre K,

d = min{wt(z) : z € €,z # 0},

y la cota de Singleton puede expresarse como
d<n—k+1.

Definicién 1.1.8. Dado € un (n, k)—cddigo lineal sobre K, se dice que G €

My (K) es una matriz generadora de € si sus filas forman una base de €
sobre K.

Definicién 1.1.9. Dado € un (n, k)—cddigo lineal sobre K, se dice que

I={iy,....ix} C{1,....n}

es un conjunto de informacion de € si al proyectar € en las posiciones iy, . .., i,
se obtiene un espacio vectorial de dimension k. En tal caso, los elementos
de I se denominan posiciones de informacion de € y el complemento I' =
{1,...,n}\I de I se denomina conjunto de posiciones de control de €. Ademds,
six = (x1,...,x,) € K", entonces para cada i € I, x; se denomina simbolo de
informacion de x.

De la definicién anterior, si G es una matriz generadora de €, entonces to-
do conjunto de k posiciones que se corresponda con columnas K—linealmente
independientes de G, es un conjunto de informacién de € y viceversa.

[Tk

Ahora, consideremos “-” el producto habitual de matrices. Six = (z1,...,x,)
ey = (y1,...,Yn) son elementos de K", tenemos

X - yT = ixlyl
=1

Definicién 1.1.10. Dado € un (n, k)—cddigo lineal sobre K, el cédigo dual
de €, denotado por ¢+, se define como el subespacio de K" dado por

€l::{xEK”:x-yTzopamtodoyEC}.

De la definicién anterior, si € tiene dimensién k, entonces € es un cédigo
lineal de K" con dimensién n — k. Ademas, si H € M(;,—p)xn(K) es una matriz
generadora de €1, entonces

C={reK":H 2 =0}
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Cualquier matriz generadora de €+ se denomina matriz de control de €. Adi-
cionalmente, (€1)+ = € y, por lo tanto, para toda matriz generadora G de €
tenemos que

¢t={zcK":z-G" =0}

De lo anterior, todo conjunto de informacién de € es un conjunto de posiciones
de control de €+ y viceversa. Otras propiedades ttiles que se pueden extraer de
la matriz de control de un codigo lineal, se presentan en el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.1.11. Si € es un (n, k)—cddigo lineal sobre K y H es una
matriz de control de €, entonces H tiene rango n — k y la distancia minima
de € es igual al menor numero de columnas de H que son K—linealmente
dependientes.

Describiremos a continuacion el algoritmo de descodificacién por distancia
minima para codigos lineales. Para ello, vamos a denotar a ¢ € € como la
palabra enviada y a r € K" como la palabra recibida. Una forma de establecer
los errores producidos durante el proceso de transmision, es hallando el vector
e € K" tal que r = ¢+ e. Si € tiene capacidad correctora ¢ y suponemos que
el nimero de errores producidos es menor o igual a ¢, entonces wt(e) < ¢y
¢ es la palabra cédigo con menor distancia a r. Asi, e tiene peso minimo y
descodificar consiste en encontrar la palabra e € K" de peso minimo tal que
r — e € €. La siguiente nocién nos permite hacerlo siempre que wt(e) < ¢.

Definicién 1.1.12. Dados € un (n, k)—cddigo lineal sobre K y H una matriz
de control de €, el sindrome x € K", denotado por Syn(z), se define como

Syn(x) :=H - 2T

De la definicién anterior, tenemos que = € € si y solo si Syn(z) = 0. Por lo
tanto, si r = ¢ + e donde ¢ € €, entonces Syn(r) = Syn(e). En consecuencia,
la descodificacion por sindrome equivale a descodificar por distancia minima y
consiste en encontrar una palabra e de peso minimo cuyo sindrome sea igual al
sindrome de r. Para abordar este problema es necesario senalar que, para todo
par z,y € K", se tiene que z+ € = y+ € si y solo si Syn(x) = Syn(y). Es decir,
podemos considerar las clases modulo € y dentro de cada una de ellas, escoger
un elemento de peso minimo. Es muy facil probar que si dicho elemento tiene
peso menor o igual a ¢, entonces es el Unico elemento dentro de cada clase
que tiene tal propiedad. El elemento de cada clase con peso menor o igual a
t se denominan [lider de clase y asi, con la notacion anterior, el problema de
descodificar r, se traduce a encontrar el lider de la clase r + €.

Una manera de llevar a cabo este tipo de descodificacion, consiste en la ela-
boracién de una lista en la cual se recojan los lideres de clase con su respectivo
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sindrome. La lista se construye antes de empezar el proceso. Una vez que se
recibe la palabra r € K", se calcula su sindrome y se verifica si es el sindrome
de alguno de los lideres de clase de la lista. El lider de clase cuyo sindrome
es igual al sindrome de r es el vector que indica el error. Sin embargo, si el
sindrome de r no se encuentra en la lista, no es posible descodificar r, puesto
que, el nimero de errores ocurridos durante la transmisién excede la capacidad
correctora del cédigo.

Esta lista tiene a lo sumo ¢" % entradas y aunque es mas pequeiia que la
mencionada para codigos (no necesariamente lineales), de nuevo, tiene la des-
ventaja que para un valor moderado de n, construirla puede resultar bastante
complejo. Por lo que, el método de descodificacién por sindrome no siempre es
eficiente. En la actualidad, se conocen varios tipos de cédigos con algoritmos
de descodificacion equivalentes, pero mucho mas eficientes al anterior. Estos
cddigos se definen usando diferentes estructuras algebraicas (grupos, médulos,
anillos, etc.) y permiten utilizar sus respectivas propiedades para obtener ta-
les algoritmos de descodificacién. Un ejemplo de codigos lineales con buenas
propiedades para descodificacién son los codigos ciclicos. Estos cédigos fueron
introducidos por E. Prange en [53] y [54], y posteriormente estudiados en [52].

Definicién 1.1.13. Un (n, k)—cddigo lineal € sobre K es ciclico si cualquier
palabra (c1,ca, ..., c,) satisface:

(€1, yCn1,Cn) € € siy solo si (cy,c1,...,Cn1) € C.

Se sabe, que un cddigo ciclico de longitud n se puede identificar con un
ideal del anillo K[X]/(X™ — 1) y que estd generado por un tnico polinomio
moénico divisor de X™ — 1 (ver [29] y [40]). Por tanto, en este contexto es
pertinente denotar las posiciones entre 0 y n — 1, en lugar de 1 y n. Con
esto, la palabra a = (ag,a1,...,a,-1) € K" se identifica con el polinomio
a(X)=ao+au X+ + an—1 X" ! v todas las operaciones se hacen médulo
(X" —1).

También se puede utilizar el algoritmo de la divisién para redefinir la no-
ci6én de sindrome. En efecto, si € es un c6digo ciclico de K™ generado por g(X),
se define el R—sindrome de la palabra a(X) € K[X]/(X™ — 1), denotado por
R—Syn(a(X)), como el resto de dividir a(X) por g(X). Con esto, se tiene que
a(X) € €siysolosi R—Syn(a(X)) = 0. De igual forma, si r(X) = ¢(X)+e(X),
donde ¢(X) € €, entonces R—Syn(r(X)) = R—Syn(e(X)). Ademads, dados
a(X),b(X) € K[X]/(X™ — 1) distintos y con peso menor o igual a ¢, tenemos
que R—Syn(a(X)) # R—Syn(b(X)) y la descodificacién por R—sindrome equi-
vale a descodificar por sindrome.
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Para descodificar en codigos ciclicos usando la nocion de R—sindrome,
es necesario elaborar la lista con los correspondientes lideres de clase y sus
respectivos R—sindromes. Sin embargo, se puede usar la estructura algebrai-
ca de estos codigos para reducir la lista de lideres de clase. En efecto, si €
es un cédigo ciclico de K" y ¢(X) € €, entonces X™c(X) € € para todo
m € {0,1,...,n—1}. Con lo cual, sir(X) = c¢(X)+e(X), entonces X"r(X) =
X"c(X)+X"e(X)y, en consecuencia, R—Syn(X™r(X)) = R—Syn(X™e(X)).
Esto implica que la lista de lideres de clase con un peso menor o igual a ¢ se
puede reducir a aquellos elementos cuyos soportes contienen una posicion es-
pecifica ig € {0,1,...,n —1}.

Esta nueva lista se denomina lista reducida de R—sindromes y sus elemen-
tos representantes. Si el nimero de errores ocurridos es a lo sumo ¢, entonces
existe m € {0, 1,...,n—1} tal que el conjunto de posiciones de X™r(X), donde
ocurrieron los errores, contiene la posicién i y, por lo tanto, R—Syn(X™r(X))
debe estar en la lista reducida de R—sindromes.

Con lo anterior, el algoritmo de descodificacién queda descrito de la si-
guiente manera: recibida la palabra r(X), se van calculando los R—sindromes
de r(X), Xr(X),..., X"r(X) hasta que uno de estos aparezca en la lista redu-
cida de R—sindromes. Si R—Syn(X"r(X)) es R—sindrome de un representante
¢/(X) en tal lista, entonces el error es e(X) = X" e/(X) y el algoritmo termi-
na. En caso de que ninguno de los R—sindromes de 7(X), Xr(X),..., X"r(X)
aparezcan en la lista, el nimero de errores producidos excede la capacidad
correctora y asi no se puede descodificar r(X). Este método de descodificacion
fue introducido por Meggitt en [40] y [47]. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.1.14 ([29]). Consideremos el (15,7,5)—cédigo ciclico € sobre K =
[Fy generado por g(X) =1+ X* + X%+ X7 + X8. La capacidad correctora en
este caso es t = 2 y todas las operaciones las realizamos médulo (X' — 1). Si

fijamos la posicion ig = 14, la lista reducida de R—sindromes se presenta en la
Tabla I.

Sir(X)=1+ X"+ X"+ X%+ X' + X2 vemos que
R—Syn(r(X)) = X + X*+ X° + X",

y
R-Syn(Xr(X)) =1+ X*+ X* + X* + X°©

no son R—sindromes de la lista anterior. Sin embargo,
R-Syn(X*r(X)) =X + X° + X' + X° + X7,
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tiene como representante a ¢/ (X) = X* + X'. Por tanto, el error es
e(X)=XB(X*+ X" = X2+ X"
¥y, en consecuencia,
c(X)=1+X?+ X"+ X"+ X%+ X1

es la palabra cédigo enviada. La lista con lideres de clase tendria alrededor de
28 = 256 entradas, mientras que la lista reducida de R—sindromes solo tiene
15. Esto tltimo nos permite ver que el algoritmo de descodificacion de Meggitt
es mas eficiente que la descodificacion por sindrome.

Tabla I: Lista reducida de R—sindromes del Ejemplo[1.1.14

Representante R—sindrome
X14 X7

1+ Xt 1+ X%+ X6
X+XxH 1+ X + X'+ X5+ X6+ X7
X2—|—X14 1+X2+X5+X6
X3—|—X14 1+X2—|—X3+X4+X7
X4—{—X14 X+X3—|-X4—|—X5—|—X7
X5—|—X14 X2+X3+X5—|—X6—|—X7
X0 4+ XM X3+ X%+ X°©
X7+ XM 1+ X7
X8+X14 X—I—X7
X9+X14 X2—|—X7
X10_|_X14 X3+X7
X11—|—X14 X4+X7
X12—|—X14 X5—|—X7
X13+X14 X6—|—X7

1.2. Anillos semisimples y algebras de grupo

Las definiciones y resultados que presentaremos a continuacion pueden ser
consultados en [14].

Un R—mdédulo (a izquierda) M es irreducible si RM # 0 y los tnicos
submddulos que tiene son los triviales, es decir, M y {0}. Se dice que M es
noetheriano (a izquierda) si toda coleccién no vacia de submédulos a izquierda
de M tiene elemento maximal. Notemos que, por ejemplo, todo espacio vecto-
rial de dimensién finita es un mdédulo noetheriano.
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Un R—mdédulo M es completamente reducible si para todo N < M, existe
N <z M tal que M = N @& N’. Es bién sabido que M es completamente
reducible si y solo si es suma directa interna de submaodulos irreducibles.

Como todo anillo R es un R—moddulo, entonces los R—submddulos de R
corresponden a los ideales a izquierda de R y, por tanto, un ideal a izquierda
I de R es irreducible si y solo si los tinicos ideales a izquierda que contiene son
I'y {0}, es decir, si y solo si es minimal.

Definicién 1.2.1. Un anillo R con elemento unidad, denotado por 1g, es
noetheriano si es noethertano como R—mdodulo.

Se puede probar que en un anillo noetheriano, todo ideal a izquierda mini-
mal no-nilpotente esta generado por un elemento idempotente, y a su vez es
sumando directo de todo ideal a izquierda que lo contiene.

Definicién 1.2.2. Un anillo R es semisimple si es noetheriano y completa-
mente reducible como R—maodulo.

Dado un anillo R, se dice que el par x,y € R son ortogonales si xy = 0. Un
elemento z € R es central si conmuta con todo elemento de R. Un elemento
e € R es idempotente si €2 = e y un idempotente e € R es primitivo si no
puede ser escrito como suma de dos idempotentes ortogonales no nulos.

Si R es un anillo semisimple, podemos escribir
R=L®---® L,
donde L; es un ideal a izquierda minimal de R para todo j € {1,...,7}.

Ademas, si 1p = ey + -+ + €5, con e; € L;, entonces L; esta generado por
el elemento e;. Por la estructura semisimple de R, tenemos que e;e; = 0 para
todo i # j y ey,...,es son idempotentes de R.

Como un algebra sobre un cuerpo es semisimple si lo es como anillo, en-
tonces los resultados que mostraremos para anillos semisimples también son
validos para algebras semisimples.

Proposiciéon 1.2.3. Sean R un anillo semisimple y L un ideal a izquierda
minimal de R. Entonces la suma By, de todos los ideales a izquierda minimales
de R isomorfos a L es un anillo simple, es decir, el anillo By, es noetheriano
y sus unicos ideales bildteros son los triviales. Ademds, By, estd generado por
un elemento idempotente central primitivo.
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De la primera parte de la proposicion anterior, se obtiene que un anillo
semisimple R es suma directa interna de todos los anillos By.

Definicién 1.2.4. Sean R un anillo semisimple y L un ideal a 1zquierda mini-
mal de R. El anillo By, que se obtiene a partir de la suma de todos los ideales
a 1zquierda minimales isomorfos a L, se denomina componente simple de R
asociada a L.

Asi, el nimero de componentes simples en un anillo semisimple R es igual
al nimero de ideales a izquierda minimales no isomorfos. En virtud de la se-
gunda parte de la proposicion anterior, se deduce que las componentes simples
son ideales bilateros de R. Sin embargo, no todo ideal bildtero de R es una
componente simple.

Proposicion 1.2.5. Todo ideal bildtero de un anillo semisimple, es suma de
cierto numero de componentes simples y estd generado por un elemento idem-
potente central.

El estudio de las nociones anteriores en el contexto de las algebras de grupo,
resulta interesante e importante para este trabajo.

Definicién 1.2.6. Sean K un cuerpo y G ={g1 = lg, ..., gn} un grupo finito
(multiplicativo). El dlgebra de grupo de G sobre K, denotada por KG, es el
conjunto de todas las combinaciones K—lineales de la forma

zZ= zn:ai% (1.1)
=1

Jgunto con las operaciones dadas por

(Z O‘igi) + (Z ngj) = Z(Ozl + B1)ai,

=1

(2”) (éﬁj%) > wn)a

=1 \91=9i9;

El algebra de grupo KG tiene estructura de anillo con las operaciones an-
teriormente mencionadas y de espacio vectorial sobre K con el producto por
escalares dado por

n

ozzn:aigi = Z(aai)gi, a € K.
i=1

i=1
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Observemos que el elemento g; € G se identifica con 1gg; y, por lo tanto,
G C KG. En consecuencia, los elementos de G forman una base finita de KG
sobre K y asi, KG es un anillo noetheriano.

En el resto de la seccién conservaremos la notacion para K y G de la
definicién anterior.

Definicién 1.2.7. Dadoz = | o;g; € KG, se define el soporte de z como
el conjunto

Supp(z) == {g; € G : a; # 0}.
El peso de z, denotado por wt(z), se define como el cardinal de Supp(z). Es
decir,

wi(z) = [Supp(z)].

Otras nociones de mucho interés y que se relacionan con el producto de
KG son las siguientes.

Definicién 1.2.8. Dados dos elementos z; = Y i | cigi y 2o = Y ;_, Bjg; de
KG, el producto escalar - de z; y zo se define como

n
Z-Zy ‘= E Oélﬁl.
=1

Ademds, dado un subconjunto M # () de KG se define
M+ :={zcKG :z-7 =0 para todo 2’ € M}. (1.2)

Definicién 1.2.9. Se define la aplicacion ¢ : KG — KG mediante

® (Z Oéigi> = Z%‘g;l-
=1 =1

Notemos que el producto - es una aplicaciéon bilineal sobre KG y ¢ es un
anti-automorfismo de orden 2. Los resultados que se recogen a continuacién
permiten relacionar ambos conceptos (ver [61]). Recordemos que, si R es un
anillo e I es un ideal a izquierda de R, el conjunto

Ann,(I):={y € R: 2y =0 paratodo z € I}
es un ideal a derecha de R denominado el anulador a derecha de I.

Proposicién 1.2.10 ([61]). Si z;,2z2 € KG, entonces
VARS QO(ZQ) = 1FG . (Z1Z2).

37



Proposicién 1.2.11 ([61]). Si I es un ideal a izquierda KG, entonces
o(I*) = Ann,(I).

La proposicién anterior también se cumple si se intercambia la palabra
“izquierda” por “derecha” y viceversa. Ademas, indica que si I es un ideal
a izquierda (derecha, bilatero) de KG, entonces I+ también serd un ideal a
izquierda (derecha, bilatero) de KG. A continuacién, presentamos un resultado
bien conocido en el estudio de algebras de grupo.

Teorema 1.2.12 (Teorema de Maschke). Sean K un cuerpo y G un grupo
finito. Si la caracteristica de K no divide al orden de G, entonces el dlgebra de
grupo KG es semisimple.

Es posible conocer el niimero de componentes simples de KG es algunos
casos concretos, como podemos apreciar en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.13 ([14]). Sean G un grupo finito y K un cuerpo algebraicamente
cerrado cuya caracteristica no divide al orden de G. Entonces el nimero de
ideales a izquierda minimales de KG vy, por tanto, el nimero de componentes
simples de KG' es igual al nimero de clases de conjugacion de G.

También es posible usar teoria de representaciones y teoria de caracteres
para calcular los idempotentes centrales primitivos de algunas algebras de gru-
po semisimples. Para ello, dado un grupo finito G, se dice que un cuerpo K
descompone a G si el algebra de grupo KG se puede escribir de la forma

KG 22 M,,(K) @ --- & M, (K).

Teorema 1.2.14 ([14]). Sean G un grupo finito y K un cuerpo de caracteristica
cero que descompone a G. Si L es un ideal a izquierda minimal de KG y x es
el caracter (irreducible) asociado a la K—representacion de G en L, entonces
la componente simple de KG asociada a L estd generada por el idempotente

central primitivo:
-1
|G| ZX

Ademds, si K es algebraicamente cermdo, entonces dicha componente tiene
dimension igual a x(1)2.

En el caso de cuerpos con caracteristica distinta de cero, existen programas
de software, como GAP ([65]), que son ampliamente conocidos y permiten cal-
cular los idempotentes centrales primitivos para una gran cantidad de grupos
finitos.
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1.3. Cdbdigos grupo

De aqui en adelante, K es un cuerpo finito, G = {g; = 1g,...,gn} €s un
grupo finito y F es la base candnica del K—espacio vectorial K”.

Definicién 1.3.1. Un (n,k)—cddigo lineal € sobre K es un G—cddigo si
existe una biyeccion v : E — G tal que su extension por linealidad a un
K—isomorfismo ¥ : K" — KG, satisface que (&) es un ideal bildtero de KG.

De manera analoga se definen los G—cdodigos a izquierda y los G—cddigos
a derecha sustituyendo “ideal bilatero” por “ideal a izquierda” e “ideal a de-
recha” respectivamente. Notemos que si € es G—cddigo a izquierda, entonces
es G—codigo a derecha. En efecto, si tomamos la restriccion ¢ a G de la apli-
cacién dada por la Definicién [1.2.8] entonces ¢ o4 es una biyeccién de E en G
y (po1)(€) es un ideal a derecha de KG. Lo anterior no quiere decir que si €
es G—cddigo a izquierda, entonces € es G—cddigo. Por ejemplo, el dlgebra de
grupo F5A, tiene un ideal a izquierda de dimension 4, pero todos sus ideales
bilateros tienen dimensiones menores a 4 o mayores a 8 ([7]).

Definicién 1.3.2. Un cddigo lineal € es cddigo grupo (a izquierda) si existe
un grupo G tal que € es G—cddigo (a izquierda).

El ejemplo mas conocido de cédigos grupo son los cédigos ciclicos. Es decir,
cualquier codigo ciclico € se puede ver como un cédigo grupo. En efecto, el
anillo K[X]/(X™ — 1) es isomorfo a KG siendo G un grupo ciclico de orden n
y como mencionamos anteriormente, si € es un cédigo ciclico de K", entonces
¢ se puede identificar con un ideal del anillo K[X|/(X™ — 1). Reciprocamente,
si G = (g) es un grupo ciclico de orden n y € es un G—cédigo, entonces existe
un K—isomorfismo ¢ : K" — KG tal que 9(€) es un ideal de KG y, por lo
tanto, € es un codigo ciclico. En efecto, si (co, ¢, ..., cq—1) € €, entonces

(Cn—1,Coy .o Cpog) = ﬁ_l(cn—l +cog+---+ Cn—29n_1)
=9 (glco+c1g+ ..., +cn1g" ")) €97 (W(€)) =€,

puesto que J(€) es un ideal de KG. Existen una amplia variedad de c6di-
gos lineales que son cédigos grupo (ver [33]). Algunos de los méas conoci-
dos son los cddigos de Golay ([11]), los cddigos generalizados de residuos
cuadraticos ([61]), los cédigos extendidos por paridad de los codigos Reed-
Solomon en el sentido estricto ([55], 62]), y los c6digos Reed-Muller generaliza-
dos ([I, 6, (16, 31, 32, 36, 49]).

En [8] se dan condiciones necesarias y suficientes para distinguir c6digos
grupo y codigos grupo a izquierda de entre otros cédigos lineales. Esta carac-
terizacion se hace de manera intrinseca a partir del grupo de automorfismos
permutacion.
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Teorema 1.3.3 ([8]). Si € es un cddigo lineal de longitud n y G es un grupo
finito de orden n, entonces

1. € es G—cddigo a izquierda si y solo si G es isomorfo a un subgrupo
transitivo de S, contenido en PAut(€).

2. € es G—cddigo si y solo si G es isomorfo a un subgrupo transitivo H de
Sy tal que HUCs, (H) C PAut(€), donde Cs, (H) denota el centralizador
de H en S,,.

En el contexto de los codigos grupo, utilizaremos el K—isomorfismo 9 :
K" — KG de la Definicién para identificar las palabras de K" como
elementos de KG. Con esto, los elementos de KG algunas veces se escribiran
como combinaciones K—lineales de GG y otras veces como n—tuplas de coefi-
cientes en K con el orden fijado en G. Ademas, dado un G—cddigo € C K",
trabajaremos indistintamente con € o con ¥(€). Es decir, € serd considerado
como un ideal bilatero de KG. Notemos que bajo esta suposicién, el conjunto
¢+ dado por la expresién coincide con el codigo dual de € dado por la
Definicién y gracias a la Proposicién también es un ideal bildtero

de KG. De hecho, tenemos la siguiente caracterizacion.

Proposicién 1.3.4. Sv G es un grupo finito, entonces el codigo lineal € es
G—cédigo si y solo si €+ es G—cddigo.

Notemos que un cédigo grupo se puede obtener utilizando grupos distintos
y es posible que algunos de estos grupos sean abelianos y otros no.

Definicién 1.3.5. Sean G un grupo finito y € un G—caodigo. Se dice que € es
codigo grupo abeliano si existe un grupo abeliano A tal que € es un A—cddigo.

Durante un tiempo estuvo planteada la pregunta: ;Todo codigo grupo se
puede realizar como c6digo grupo abeliano? En [8] se encontraron condiciones
para el grupo no abeliano GG que garantizan que cualquier G—cddigo es cédigo
grupo abeliano.

Teorema 1.3.6 ([8]). Si G un grupo finito, y existen A y B subgrupos abelianos
de G tales que G = AB, entonces todo G—cddigo es codigo grupo abeliano.

En trabajos sucesivos ([23] 24, 25]) se utilizé tal resultado para demostrar
que todo G—cddigo de longitud menor a 128 y distinta de 24, 48, 54, 60, 64, 72,
96, 108 y 120, es codigo grupo abeliano. Ademas, se estudié el comportamiento
de los codigos grupo abelianos por extension de escalares.

Proposicién 1.3.7 ([25]). Sean K un cuerpo finito y G un grupo finito. Si €
es un G—-codigo que es codigo grupo abeliano sobre K y F es un subcuerpo de
K, entonces € es un codigo grupo abeliano sobre FF.
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Proposicién 1.3.8 ([25]). Sean K un cuerpo finito y G un grupo finito. Supon-
gamos que la caracteristica de K no divide al orden de Gy que K descompone
a G. Si € es un G—codigo que es codigo grupo abeliano sobre K y E es una
extension de K, entonces € es un codigo grupo abeliano sobre E.

Una condicién suficiente para la dimensién de un cédigo grupo abeliano
puede encontrarse en [28].

Teorema 1.3.9 ([28]). Sean K un cuerpo finito y G un grupo finito. Si € es
un G—codigo sobre K y su dimension es k < 3, entonces € es un cédigo grupo
abeliano.

De la Definicién se dice que un codigo grupo € es no abeliano si
no existe un grupo abeliano G tal que € es un G—cdédigo. Con esto, surge de
manera natural la pregunta: ; Existen tales cdigos? Este fue el problema bésico
tratado en la tesis doctoral de C. Garcia ([22]) en donde probé el siguiente
resultado.

Teorema 1.3.10 ([25]). Si € es un cddigo grupo no abeliano de longitud n,
entonces n > 24.

En los trabajos [23, 24, 25] también se construyeron S;—cédigos sobre el
cuerpo K = F5 que son codigos grupo no abelianos. La demostracion se basa
en el hecho que la distribucién de pesos de los codigos grupo construidos no
coinciden con la distribucion de pesos de ningin cédigo grupo abeliano de lon-
gitud 24.

Después, en [20], y considerando el mismo grupo, se estudié el caso no
semisimple. En concreto, se construyeron cédigos grupo no abelianos sobre
K = F,; y K = F3. El argumento utilizado para F3 fue similar al usado para
F5. El caso de Fy fue mas complicado porque para todo cédigo grupo sobre
Fy de longitud 24, existe un cédigo grupo abeliano con la misma longitud y
distribucién de pesos. Sin embargo, los autores lograron encontrar un cédigo
grupo que no es equivalente (por permutacién) a ningin cédigo grupo abe-
liano. Es interesante mencionar que los cédigos grupo no abelianos obtenidos
con el grupo S, resultaron tener peores parametros que coédigos grupo abelia-
nos de la misma longitud. Por tanto, parece natural preguntarse si merece la
pena trabajar con grupos no abelianos. En el mismo trabajo, considerando el
grupo G = SL(2,F3), también se pudo construir un G—cédigo no abeliano de
dimension 6 y distancia minima 10, que es 6ptimo en el sentido que tal distan-
cia es la maxima alcanzada por cualquier cédigo lineal binario de longitud 24
de dimensién 6 y, ademds, no puede ser alcanzada utilizando un codigo grupo
abeliano de longitud 24 y dimension 6.
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Finalmente, en [27], se usaron los grupos G = S, y G = SL(2,F3), para
probar la existencia de cédigos grupo no abelianos sobre [, para cada nimero
primo p > 3y p > 5, respectivamente. Considerando cualquiera de los cédigos

grupo sobre 5 hallados en [26] y el Teorema |1.3.7, se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.3.11 ([27]). Ezisten cddigos grupo no abelianos de longitud 2/
sobre cualquier cuerpo finito.

Todos estos resultados justifican el hecho de considerar cédigos grupos con
grupos no abelianos.
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Capitulo 2

Descodificacion por el conjunto
de KG—sindromes

Consideremos el algebra de grupo KG con G un grupo finito de orden n
y K un cuerpo finito. También vamos a fijar un orden en los elementos de
G, es decir, fijamos una base B = {g1 = 1g,92,..., 9.} de KG. Por tanto,
los elementos de KG se pueden expresar como n—tuplas (o n—secuencias) de
elementos de K, respecto a la base fijada B.

En adelante, asumiremos que la caracteristica de K no divide a n. Enton-
ces, por el Teorema de Maschke (ver Teorema [1.2.12)), el dlgebra de grupo KG
es semisimple y, por la Proposicién [1.2.3) KG puede escribirse como suma de s
ideales bilateros minimales. Estos ideales son las componentes simples de KG
y estan generadas por elementos idempotentes centrales primitivos de KG que
denotaremos por ey, ..., €.

Ademas, por la Proposicién [1.2.5] cualquier ideal bilatero de KG esta ge-
nerado por un idempotente central y es suma directa de algunas componentes
simples de KG. Con lo anterior, si € es un cédigo grupo, entonces € puede ser
identificado con un ideal bilatero de KG y, por lo tanto, si reindexamos los
idempotentes centrales primitivos de manera que {es, ..., ey}, donde m < s,
sea el conjunto de aquellos que son ortogonales a €, es decir que son ortogona-
les a los elementos de €, el cédigo (grupo) € estd generado por el idempotente
central eg = e, 11+ - -+e€,, y se denota € = (eg). En consecuencia, un elemento
z € KG es una palabra cédigo si y solo si existe z7 € KG tal que z = Z'ey y
asi z € KG es una palabra cédigo si y solo si ze;, = 0 para todo h € {1,...,m}.

A lo largo de este capitulo vamos a suponer que el cédigo grupo € tiene
distancia minima d y capacidad correctora igual a t.
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2.1. Caso general

Definicién 2.1.1. Dado z € KG, el KG—sindrome de z asociado al idem-
potente central primitivo e, € KG se define como el elemento de KG dado
por

Sh(z) = zep,.

Ademds, {S1(z),...,Sm(2)} se denomina conjunto de KG—sindromes de z.

Ahora bien, si se envia una palabra ¢ € € y durante la transmisién, se pro-
ducen errores y los escribimos como el elemento e € KG, entonces la palabra
recibida serd r = c+e y asi, Sy(r) = (c+e)e, = eep, paratodo h € {1,...,m}.

Lo anterior implica que si x denota una ideterminada en K&, entonces
descodificar en € por el conjunto de KG—sindromes consiste en encontrar una
solucion, con peso menor o igual a t, del sistema de ecuaciones

xe; = S1(r),

(2.1)

X€m = S (T).

Para poder encontrar, de manera correcta, la palabra cédigo enviada es nece-
sario que esta solucién sea unica. Lo anterior ocurrird, si el niimero de errores
producidos es menor o igual que t.

Teorema 2.1.2. Dado un cddigo grupo € que corrige hasta t errores, si
{Si(r),...,Sn(r)} es el conjunto de KG—sindromes de la palabra recibida
r € KG, entonces existe a lo sumo un elemento e € KG, con peso w < t,
que es solucion del sistema .

Demostracion. Sie, e € KG son dos soluciones distintas del sistema ((2.1]) con
pesos w,w’ < t, respectivamente, entonces el peso de e — e’ es menor o igual a
w+w <2t <d-—1y ademés ee, = €'e, = Si(r) para todo h € {1,...,m}.

Con lo anterior, concluimos (e — €’)e;, = 0, para todo h € {1,...,m}, es decir,
e — e € €y por ello tiene peso mayor o igual a d. Lo anterior contradice el
hecho que e — €’ tiene peso menor o igual a d — 1. O

Como la descodificacién en codigos grupo de dimension 1 es trivial, dado
que las palabras cédigo son multiplos escalares del idempotente central que
genera el cédigo grupo, en lo que sigue, consideraremos solo codigos grupo con
dimension k > 2.
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Con la notacién anterior, r € € si y solo si Sp(r) = re, = 0 para todo
h e {1,...,m}. En tal caso no hay errores (e = 0).

Para descodificar por el conjunto de KG —sindromes, calculamos en primer
lugar los productos g;ep, para todo par i € {1,...,n} y h € {1,...,m}. Con
esto, se define C’;Li € M, x1(K) como el vector columna de los coeficientes de
gien, con respecto a la base B = G, es decir, al orden fijado en G.

Si definimos la matriz

1 1
Cgil e Cgib
C(gila"'agib) = . )
C’;’Zl e C;?b

tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.3. St b < d y gi,,...,9;, son b elementos distintos de G,
entonces la matriz C(gi,, - - -, Gi,) € Mpmxs(K), tiene rango igual a b.

Demostracion. Supongamos que C(g;,,- .-, ¢;,) tiene rango estrictamente me-
nor que b. Entonces, existen vy, ..., 1, € K, no todos iguales a cero, tales que
1/16’51,1 44 VbC;,b = 0. Con lo anterior, (v19;, + - - -+ 149;, )en, = 0 para todo
h € {1,...,m} y, por tanto, z = v1¢g;, + --- + ,g;, € €. Esto contradice el
hecho que la distancia minima de € sea d, puesto que, z es distinto de cero y
tiene peso menor o igual a b < d. O]

Ahora explicaremos los detalles del algoritmo de descodificacion por el con-
junto de KG—sindromes. Para ello, supongamos que recibimos una palabra
r € KG. En primer lugar, debemos decidir si r es una palabra cédigo o no.
En el segundo caso, necesitaremos recuperar la palabra cédigo enviada. Para
hacerlo, calculamos {S;(r), ..., Sn(r)} el conjunto de KG—sindromes. Luego,
para cada h € {1,...,m}, definimos el vector columna S” de los coeficientes
de Si(r), con respecto a B. El objetivo del algoritmo de descodificacién es en-
contrar un elemento e = a9, + - - + w9, , con peso w < t, tal que ee, = 5,
para todo h € {1,...,m}.

Como inicialmente no conocemos el valor de w = wt(e), vamos a considerar
un t—subconjunto (ordenado) de elementos g;,,...,q;, € G y verificamos si
existe algin elemento e = a4 ¢g;, + - - - + apg;, que sea solucién del sistema ([2.1)).
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Lo anterior ocurre si y solo si el sistema lineal
1 1 _ ol
Xngi1 + -4 XtC’git =9
: (2.2)
XlC;’;l + - +XtC’;‘t = S

admite la solucién X; = «; para todo ¢ € {1,...,t}. Por el Teorema [2.1.2]
sabemos que si este sistema tiene alguna solucién, entonces es tunica. Esto

equivale a que la matriz C(g;,, ..., g;,) v la matriz extendida
1 1 1
Cgil T Cgit S
M(gi17"'?git) = : : : 5
C;Zl e C;_‘t Sm

tengan el mismo rango. Pero segtn la Proposicién[2.1.3] el rango de C(g;,, - - - , gi,)
esigual aty, por lo tanto, solo necesitamos verificar que el rango de M(g;,, ..., 9;,)
sea igual a t.

Observemos que el nimero de elementos a1, ..., a, no nulos en la (unica)
solucién del sistema (2.1 indica el nimero de errores producidos durante la
transmision y sus valores nos proporcionan las magnitudes de los errores.

En resumen, el algoritmo busca t—subconjuntos de GG para los cuales, el co-
rrespondiente sistema lineal es compatible determinado. Es decir, busca
t—subconjuntos en GG que contengan todas las posiciones de error. Suponiendo
que el error producido es f1g;, + - + Bugi,,, con w = t, entonces {g;,, ..., i}
es el iinico t—subconjunto que puede ser hallado por el algoritmo. Sin embargo,
si w < t, el algoritmo puede encontrar varios ¢{—subconjuntos que contienen
las posiciones de error {g;,,...,¢9:,} v para los cuales el sistema (2.2)) tiene
solucion tnica. Para cualquiera de los posibles t—subconjuntos que hacen que
el sistema sea compatible determinado, los coeficientes de g;, para todo
j #11,...,10,, son siempre iguales a cero en la solucién.

2.1.1. Algoritmo de descodificaciéon por el conjunto de
KG—sindromes (Algoritmo SSD)

A continuacién presentamos la descripcion del algoritmo de descodificacién.
Para ello, supongamos que r € KG es la palabra recibida.
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Paso 1.

Se calcula el conjunto {Si(r), ..., Sy (r)} de KG—sindromes der. Si Sy (r) =
0 para todo h € {1,...,m}, entonces no hay errores y r es la palabra c6digo

enviada. En ese caso, el algoritmo termina. De lo contrario, se procede al Paso
2.

Paso 2.
Se selecciona aleatoriamente un t—subconjunto {g;,,...,¢; } de G. Se con-
sidera la matriz M(g;,, ..., g;) v se calcula su rango.

a. Si el rango es igual a ¢, entonces se halla la (tinica) solucién del sistema
lineal (2.2). Si ay,,...,a;, es el conjunto de elementos no nulos de la
solucién anterior, entonces el error es e = «a;,g;; + -+ + 5,6, v €l
algoritmo termina.

b. De lo contrario, se descarta el t—subconjunto {g;,, ..., g;, }. Se selecciona
al azar otro t—subconjunto de G y se repite el Paso 2.
El algoritmo termina cuando es posible encontrar un t—subconjunto {g;,, ..., gi, }
de G tal que
Rank(./\/l(gil, e 7git)) = t, (23)

o cuando todos los t—subconjuntos de G han sido considerados y ninguno
satisface . En este tltimo caso, se concluye que el niimero de errores pro-
ducidos durante la transmision es mayor a t y, por tanto, la palabra r no se
puede descodificar.

Ejemplo 2.1.4. Sean G = S, y K = 5. Vamos a ordernar los elementos de
la base B = G como

g1 = (1)7 g2 = (374)7 g3 = (273)7

g4 (27374)7 gs = (2747 3)7 g6 = (274)7

gr = (172)7 gs = (172)(374)’ go = (17273)7
gio = (1,2,3,4), gil1 = (1,2,4,3), gi2 = (1,2,4),
g13 = (1,3,2), g1a = (1,3,4,2), 915 = (1,3),

g16 = (1,3,4), g7 = (1,3)(2,4), g1s = (1,3,2,4),
g10 = (1,4,3,2),  go0 = (1,4,2), go1 = (1,4,3),
g22 = (]-74); 923 = (174a 2’3)7 924 = (174>(273)

El algebra de grupo F5S, se descompone como suma directa de cinco com-
ponentes simples de dimensiones 1,1,4,9 y 9 generadas por los idempotentes
centrales primitivos ey, ..., es € [F554. De manera concreta,

F5S5 = (e1) © (e2) © (e3)  (ea) O (e5).
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donde

(4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4),
(4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4),
(1,0,0,2,2,0,0,1,2,0,0,2,2,0,0,2,1,0,0,2,2,0,0,1),
(
(

1,3,3,0,0,3,3,3,0,2,2,0,0,2,3,0,3,2,2,0,0,3,2,3)
1,2,2,0,0,2,2,3,0,3,3,0,0,3,2,0,3,3,3,0,0,2,3,3).

€1
€2
€3
€4
€5

Si tomamos € = (es), entonces el cédigo grupo € tiene parametros n = 24,
k=9 yd=_8. La capacidad correctora es t = 3.

Si
r=1(2,1,4,1,1,4,0,0,1,1,3,4,1,3,4,4,1,1,1,4,4,0,4, 2),

es la palabra recibida, entonces el proceso de descodificacion es el siguiente:
Paso 1. Calculamos Sy para h = 1,2,3,4. En este caso,

St = (4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4)",
S% = (1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1)"
S8 = (

) Y Y P Y Y P Y )

)
)
0,1,2,0,0,2,1,0,0,2,2,0,0,2,2,0,0,1,2,0,0,2,1,0)7,
S*=(1,3,0,2,4,0,0,1,1,0,0,3,3,0,0,4,4,4,0,1,2,0,3,4)".

Como no son iguales a cero, vamos al Paso 2.

Paso 2. Consideramos los 3—subconjuntos de G. Si empezamos con {g1, g2, g3},
vemos que la matriz

Co Cp Cg |5

Cy Gy G| S
M(g1, 92, 93) = € Mogxa(F5),

3 3 3 | o3
Cgl 092 093 S

Co Co ColS*

tiene rango igual a 4, donde C} = C, =C;  C2 =C? y

Cp,o=(4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,44,4.4.4.4/4.4.4, 4,4,4,4)7,
CZ=(4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4)7,
CZ=(1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1)",
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C3 =(1,0,0,2,2,0,0,1,2,0,0,2,2,0,0,2,1,0,0,2,2,0,0,1)",
C3 =(0,1,2,0,0,2,1,0,0,2,2,0,0,2,2,0,0,1,2,0,0,2,1,0)",
C3 =(0,2,1,0,0,2,2,0,0,2,1,0,0,1,2,0,0,2,2,0,0,1,2,0)",
C, = (1,3,3,0,0,3,3,3,0,2,2,0,0,2,3,0,3,2,2,0,0,3,2,3)",
C,, = (3,1,0,3,3,0,3,3,2,0,0,2,2,0,0,3,2,3,0,2,3,0,3,2)",

C* =(3,0,1,3,3,0,0,2,3,0,3,2,3,3,0,2,2,0,0,2,2,3,0,3)".
Asi que descartamos el 3—subconjunto {g1, g2, g3}. Después de repetir
este paso iteradamente, tomamos el 3—subconjunto {ga4, g7, 918}, v vemos
que la matriz

c,, Co Col|St

g18

Co Cq Co |5
M<g4>g77918) = ’
3 3 3 3
094 Cg? C S

g18

Co Co Cos |5

tiene rango igual a 3, donde C; = C, =C, , C> =C>  C3 =C5 'y

gis’ gis’ g18

Cl = (4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4)7,

g18 ) P

CZo=(4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4)",

Cro=(1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4,1,1,4,4, 1),
Cs . =1(0,1,2,0,0,2,1,0,0,2,2,0,0,2,2,0,0,1,2,0,0,2,1,0)",

C? =1(2,0,0,1,2,0,0,2,2,0,0,1,1,0,0,2,2,0,0,2,1,0,0,2)",
c? =(0,3,3,1,0,3,2,0,0,3,2,3,3,3,2,0,0,2,2,0,3,2,3,0)",
Cy =1(3,3,0,2,2,0,1,3,3,0,0,3,3,0,0,2,2,3,0,3,2,0,3,2)",
C,. =(2,3,0,2,3,0,3,2,2,0,0,3,3,0,0,3,3,1,0,2,2,0,3,3)".
La solucién del sistema
X1Cy, + X0y, + X3Cy =S

gi8

X10924 + XQC§7 + X302 - SQ

g18

X1034 + XQO§)7 + X303 = Sg

g18

X1Cy, + X0y + X3Cy = S*

g18
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GSX1:O7 X2:4yX5:2
En consecuencia,
e = 4g7 + 2¢915 = (0,0,0,0,0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0)

y asi
c=(2,1,4,1,1,4,1,0,1,1,3,4,1,3,4,4,1,4,1,4,4,0,4,2)

es la palabra codigo enviada.

Como hemos dicho previamente, hay varios 3—subconjuntos de Sy que pue-
den ser usados para hallar el error. De hecho, todos aquellos que contienen las
posiciones g; v g1s para un total de 22. Por ejemplo, si tomamos {g7, g12, g1s},
la matriz M(g7, g12, g13) tiene rango 3 y obtenemos la solucién X, = 4, Xy = 0
v X3 = 2, que de nuevo producen el error € = 2g13 + 3g17.

2.1.2. Analisis de la complejidad.

Ahora vamos a contar el nimero de operaciones que realiza el algoritmo
anterior para recuperar una palabra después de que se haya producido un error.
Para ello, vamos a considerar como operacién con orden de complejidad O(1)
las siguientes:

= Productos elementos de K o evaluacion de una aplicacion f : K — K.
» Productos elementos de G o evaluacion de una aplicacion f: G — G.

» Sumas o comparacién de elementos (iguales o distintos) de KG de peso
1. En particular, elementos de K.

Por lo tanto, si consideraramos los elementos de KG como n—tuplas, entonces
sumar o comparar elementos de KG, o evaluar una funcién de permutacion

f : KG — KG tiene orden de complejidad O(n).

Antes de iniciar el algoritmo, se calculan todos los productos g;e;, para cada
par i € {1,...,n} y h € {1,...,m}. Este proceso requiere un total de mn?
operaciones.

En el paso 1, para calcular el conjunto de KG—sindromes hay que hacer

3mn? operaciones en total. Verificar que cada S"(r) sea igual a cero, requiere
mn operaciones. Con lo cual, este paso tiene orden de complejidad O(mn?).
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Si alguno de los KG—sindromes es distinto de cero, al tomar {g;,,..., 9},
calcular (por eliminacién gaussiana) el rango de M*(g;,,...,¢;,) tiene orden
de complejidad O(mn x t?). Como el algoritmo realiza la biisqueda en todos
los t—subconjuntos de GG, entonces el orden de complejidad del Paso 2 es

o (mnt2 X (?)) . (2.4)

Ademas, observemos que si el error e € KG tiene un peso w < t, entonces
el nimero de t—subconjuntos de G que contienen a Supp(e), el soporte de e,

es
n—uw
t—w)/’

Por consiguiente, el nimero medio de t—subconjuntos de G que contienen a

Supp(e) es i o
()= ()

y, por lo tanto, la probabilidad de tomar aleatoriamente un ¢t—subconjunto de
G que contenga a Supp(e) es

n—w\ . [(n

t—w) \t)

Asi, cuanto mas pequeno sea w, la probabilidad de encontrar tal t—subconjunto
serd mayor y asi el algoritmo serd mas eficiente.

2.2. Un caso especial

En esta seccién presentamos una variacion del algoritmo anterior cuando el
grupo G es abeliano y las componentes simples de KG tienen dimension 1. Esto
ocurre cuando K posee una u—raiz primitiva de la unidad, siendo u = exp(G)
(ver [14]). En tal caso, hay exactamente m = n — k idempotentes centrales
primitivos que son ortogonales al codigo grupo y que denotaremos ey, ..., e, .

Antes de comenzar el algoritmo de descodificacion para tal caso, calculamos
los escalares )\Z € K tales que g;e;, = )\ en, para todo par i € {1 ,n}y

h € {l,...,n — k}. Notemos que esto se debe a que las componentes snnples
(e1),..., (en,k> tienen dimensién 1. Para cada g; € G, definimos el vector
columna

Ag, = (A, A )T
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También definimos la matriz

A(gi17"‘7gib) = ( Agil Agib )

Proposicién 2.2.1. St b < d y ¢,,,...,9;, son b elementos distintos de G,
entonces la matriz

1 1
)‘gil o )‘gib
A(giU SR 7gib) = : € M(n—k)xb(K)
n—k n—k
/\gi1 e Agib
tiene rango igual a b.
Demostracion. Es analoga a la Proposicion [2.1.3] ]

Una vez se recibe la palabra r € KG, el algoritmo calcula su conjunto
KG—sindromes {Si(r),...,S,—k(r)} v luego, se hallan los elementos u; € K
tales que Sj,(r) = pe, para h = 1,...,n — k. Lo anterior nos permite definir
el vector columna

S=(ut, .., T

El algoritmo de descodificacion buscara t—subconjuntos de G que conten-
gan todas las posiciones de error.

Teniendo en cuenta que los sistemas de ecuaciones lineales (2.2) y
XAy, + -+ X4 Ay, =S (2.5)

son equivalentes, el objetivo serd encontrar ¢ elementos distintos g;,, ..., g; de
G tales que el correspondiente sistema lineal ([2.5]) tenga solucién dnica. Esto
sucede si y solo si la matriz extendida

1 1 1

)‘gil )‘git 0

g(giu"'agit) = :

—k —k —k

A;Lil )\Zit ur
tiene rango igual al de la matriz A(g;,,...,¢;). Pero, segun la Proposicién
2.2.1] el rango de esta ultima matriz es igual a ¢. Con lo cual, basta encon-
trar un t—subconjunto {g;,,...,¢;} de G tal que la correspondiente matriz
E(giys---,0;,) tenga rango igual a ¢t. Ahora bien, si aq,...,a; € K es la so-
lucién del sistema asociado a la matriz £(g;,,...,¢;), entonces el error es

e =10 + -+ ug;,.
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Algoritmo de descodificacién

A continuacién presentamos explicitamente el algoritmo de descodificacién
para este caso.

Paso 1.

Recibida la palabra r € KG, se calcula el conjunto {S;(r),...,S,_x(r)} de
sus KG—sindromes. Si Sy(r) = 0 para todo h € {1,...,n — k}, entonces no

hay errores y el algoritmo finaliza. De lo contrario, se calcula S y se continia
al Paso 2.

Paso 2.
Se selecciona aleatoriamente un ¢t—subconjunto {g;,, ..., g;,} de G. Se con-
sidera la matriz £(g;,,. .., 9;,) y se calcula su rango.

a. Si el rango es igual a t, se halla la (dinica) solucién del sistema lineal

(2.5)). Si oy, ..., , es el conjunto de elementos no nulos de la solucién
anterior, entonces el error es € = «j,g;; + -+ + @ ,9;,, v el algoritmo
termina.

b. De lo contrario, se descarta el t—subconjunto {g;,, ..., g, }, se selecciona

un nuevo t—subconjunto aleatoriamente y se repite el Paso 2.

El algoritmo termina cuando se encuentra un t—subconjunto {g;,,...,g;} de
G tal que
Rank(E(giy,---,94)) =1, (2.6)

o cuando todos los t—subconjuntos de G han sido considerados y ninguno
satisface . En este ultimo caso, la palabra r no se puede descodificada,
puesto que, el nimero de errores producidos durante la transmisiéon es mayor
que la capacidad correctora t.

Observemos que si G es abeliano y las componentes simples de KG' tienen
dimension 1, la variante del Algoritmo SSD es mas eficiente, puesto que calcula
rangos de matrices con n — k filas en lugar de matrices con n(n — k) filas.

2.3. Caso abeliano

El algoritmo visto en la seccién anterior demostro ser mas eficiente cuando
se trata de grupos abelianos. Sin embargo, el cuerpo K tiene que ser lo suficien-
te grande para contener una u—raiz primitiva de la unidad donde u = exp(G).
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Por lo que nuestro objetivo ahora, serd ajustar el algoritmo general para usarlo
en cuerpos finitos arbitrarios. En esta seccion, G' es un grupo abeliano cuyo
orden n no es divisible por la caracteristica del cuerpo finito K.

El siguiente resultado, probablemente conocido, es esencial para lo que
sigue. Como no pudimos encontrar una referencia para este, incluimos una
demostracion.

Proposicién 2.3.1. Sean K un cuerpo finito y E una extension finita de K.
Si € es un codigo lineal sobre K, entonces el codigo lineal € = € Qg E tiene
los mismos parametros de €.

Demostracion. Sabemos que si V' es un espacio vectorial sobre K, entonces
V ®k E también es un espacio vectorial sobre E, donde el producto del vector
vy eV ®k E por el escalar a € E estd dado por

alv®y) =v® (ay).

También sabemos que si {v; };cr es una base de V' sobre K, entonces {v; ® 1};¢s
es una base de V @k E sobre E. Asi € y ¢ tienen la misma longitud y la misma
dimensién, y ademads, tienen en comin una matriz de control H (cuyas entradas
son elementos de K). Si denotamos d la distancia minima de € y d la distancia
minima de €, entonces en virtud de la segunda parte de la Proposiciéon [1.1.11
tenemos que

d =min{b | Existen b columnas de H linealmente K—dependientes}

— min{b | Existen b columnas de H linealmente E—dependientes} = d.
U

De ahora en adelante, consideramos el cuerpo finito £ como la extensién
mas pequena de K tal que las componentes simples de EG tienen dimension 1.
Entonces, EG es semisimple y sus n componentes simples son generadas por
idempotentes centrales primitivos que denotaremos por fi,..., fa.

Recordemos que si {eq, . .., es} es el conjunto de todos los idempotentes cen-
trales primitivos de KG, entonces cada e; es suma de aquellos idempotentes
fi € {fi,..., fa} tales que e;f; # 0. En efecto, como {f1,..., f,} es una base
de EG sobre E, entonces existen 7, ..., v) € E tales que ¢; = v} fi+- -+ [
Por tanto, e; = ef = (4{)?fi + -+ + (7,)*fa v asi (7})* = 7}. De lo anterior,
7;=0019;=1paratodoj€{l,...,n}y~; =1siysolosief; #0.
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Si € es el codigo grupo generado por ¢y € KG y c=¢ Rk E es el codigo
grupo en EG generado por ey € EG, entonces por la Proposicién 2.3.1] tenemos
que € corrige el mismo numero de errores que €. Ahora vamos a reindexar los
idempotentes fi,..., f, de tal manera que ey = f,,_p11 + -+ fa.

Recibida la palabra r € KG, la podemos considerar como un elemento
de EG y la vamos a descodificar usando el cédigo ¢. Para ello calculamos el
conjunto de EG—sindromes de r denotado por {S;(r), ..., S, x(r)}, donde

Sj(I‘):I'fj, ]:1,,n—k

Como el error e tiene coeficientes en K, el algoritmo descodifica correctamente
gracias al siguiente resultado.

Proposicion 2.3.2. Adoptando la notacion anterior, si e € KG ye € EG
tienen peso menor o igual a t y ademas

eep = Sh(I‘), h = 1, s, (27)

ef;=S@), j=1...n—k (2.8)
entonces € = e y, por lo tanto, € € KG.

Demostracion. Para cada e; € KG, denotemos a J(i) como el conjunto de
aquellos j € {1,...,n} tales que e, f; # 0. Entonces, e; = Zjej(i) fiy

Sp(r) =rep =r Z 1 Z S

jeJ(h) jeJ(h

para todo h € {1,...,m}. Por la hipétesis del Teorema [2.1.2| e y € son los
unicos elementos de KG y EG que satisfacen (2.7) y (2.8]), respectivamente.

Ademéds, (2.7) implica que

el D fi]| =eean="5ur)= Y S),

je(h) jeJ(h)
para todo h € {1,...,m}. Asi,
> lefj = S;(r)] =0
jeJ(h)

y dado que ef; — S;(r) € (f;) para todo j € J(h), entonces ef; — S;(r) = 0
para todo j € J(h). Esto implica que ef; = gj(r) para todo j € J(h) y, por
consiguiente, e € KG C EG satisface . Por unicidad, tenemos que € = e
y, en consecuencia, € € KG. m
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Este resultado asegura que si usamos ¢ para descodificar a r € KG y obte-
nemos una palabra cédigo ¢ € €\ €, entonces el nimero de errores producidos
durante la transmision es mayor que la capacidad correctora de €.

Asi, para descodificar en un c6digo grupo abeliano (en el caso semisimple),
basta extender el cuerpo K a un cuerpo E que contenga una u—raiz primitiva de
la unidad siendo u = exp(G). A continuacién veremos un “pequeno” ejemplo.

Ejemplo 2.3.3. Sean K =F, y G = C5 x C3 x C3 = (a,b,c). Aqui Fo(C3 x
C3 x C3) es suma de 14 componentes simples. Una tiene dimensién 1 y las
demas tienen dimension 2. Si en G fijamos el siguiente orden

{1g,a,b,c,a’, ab, ac,b* be, 2, a®b, a’c, ab?, abe, ac?, b*c, b,
a’b?, a’be, a’c?, ab’c, abc?, b??, a*bPe, a’be?, ab?c?, azbZCz},

entonces las componentes simples de Fy(C5 x C3 x C3) son generadas, respec-
tivamente, por los siguientes idempotentes centrales primitivos:

e =(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1),
e; =(0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0),
es =(0,1,1,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0,1, 1, 1),
es=(0,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,0,1,0, 1, 1),
es =(0,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,1),
e = (0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,0, 1),
e; =(0,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0, 1, 1,0),
es = (0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,0, 1,0, 1),
e = (0,1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,0, 1,0),
ero = (0,1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1, 1),
e;; = (0,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,0,0,1, 1),
e1p = (0,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0),
ers = (0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1),
ers = (0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1).

La extension E mas pequena de Fy tal que las dimensiones de todas las com-
ponentes simples de EG son iguales a 1, es E = Fy = Fo(w) donde w? = w + 1.
En este caso, los idempotentes centrales primitivos de Fy(C3 x C3 x C3) son:

fl - (171717 ]‘7 1717]'7 ]‘7 1717]‘7]‘7 171717]‘7 ]‘7171717 ]" 1717]'7 ]‘7 17 1)7
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Lw,www?www v W 1,1,1,1,1,1,1,w,w,w,w,w,w,w,w, w, 1),

fo=
fs =
fa=
fs =

(
( 2
(
(
f6:(1ww w,w? 1w w 1w w 1,ww 1w wl,w w1, w 1w1ww2),
(
(
(

L ww,w,w,w,w, 1,111,111 0 w?, w?) w?) w? W w,w,w, 1),

1,w? w? w
Lwww’w’ w6 1w lwlww ww ww, 1w, 11 1www),
Lw? W www 1w 1w w10 w e ww wlwll 1w, ww),

fr=

Luw? w,w?w lwwhlww l,ww lww lww, lwlw, 1w w),

fs=(1,w,w?w? w11, wwwwww,w, w,1,1,1,1,1,ww w,w,w ,Lw),
fo= (1,0 w,w w1, 1w w? w?w wwwwl 1111w wwwwl w),
fio = (lwwlwwww w,1,1,w? 1, 0w w,w?ww, 1, w? 1www11,w),
fii=(1Lw? o Lwww ww 11wl ww ww, w, lwlwww,l,1,w),
fio = (Lw,w? 1,0 1, w,w,w) 1,w,w ) Lwww, 1w w, o’ 1wl wwil),
fis=(1,0%w,1,w 1w el wl,w wwl w w wlw wwlw 1w wl),
fuu= 1w lww wwlww w lww oo, o oo lw 1wl w),
fis = (Lw? 1,w? w0, w, 1, 0% w,w, 1,0 w 1w ww 0w, wlwl w1, w),
fie = (Lw, 1,0 v w 1,1,0° ww wwlw w ww iwl 1w wwlwl),
fir = (L Lw,w,w’ 1,1, w0, w,w w1 ww o, w w1, 1w w, W, 1l,w1l),
fis= 1w, 1,10 w,w 1,1,1,0* W ww w1, 1,00 W ww 1w w? ww?),
fio = (Lw? 1,1, w,w? w? 1,1, 1, w,w,w?, w0 1, 1w www) w1, w w w?, w),
foo= (1,1, w,w, 1, w,w,w? w? v www, w w1, 1,0, 0’ w1, 1L w1, 1w w),
fa = (1,1, w? 10?0 w,w,w,w? v wwwl, L wwwl 1wl 1w, w?),
foo = (1,1, w,0? 1,w,w? w1, w,w,w W 1w w o, o’ 1w ww 1,ww 1,1),
fas = (1,1,0% w, 1,0 w,w, 1,0, w? ww 1,0 w0 ww 1w W wlw wll),
fau=(1,1Lw 1,10, 1,0} w w10 wl,www,wlwww, w ww, w),
fos = (1,1, 1,1,0% 1, w,w? 1, 0%, 1, w,w?, 1w, w? w, w?) 1w, w?, w,w, w?, w, w),
foe=(1,1,1,w,1,1,w 1w w?1,wlww,ww,l,wwww, w, ww, w, w),

)-

for = (11,1, 1,1, 1,02 w, 1,02, 1,02, w, w0, w, 1,0, w,w? w,w,w?, w,w,w

Aquiey = fi,ea = fo+ fi,es = fa+ f5, ea = fo + fr, 5 = fs + fo,
es = fio + fi1, e7 = fiza + fi3, es = fia + fi5, €9 = fi6 + fi7, €10 = fis + fio,
e11 = fao + for1, €12 = fao + fo3, €13 = faa + fos, €14 = fog + for.
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(e0), donde ey = eg+e10+ €11 + €12+ €13+ e14. Entonces

Consideremos € = {(eg),
los parametros de € son n = 27, k = 12 y d = 6. Su capacidad correctora es

t = 2. Con lo anterior,
(fie + fir + fis + fro + foo + fo1 + fao + foz + foa + fos5 + fos + for)

tiene los mismos parametros de €. Vamos a descodificar en €. Para ello, cal-
T

culamos que: _
A, =(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1)
A, = (1,0, w,w? w,w? w,w?, w,ww w, w w, wl,
Avb = (1 w27w7w27wawaw27w,wz,w2 w,w UJQ, 1, 1)T
)T
2)T

gc:(l,wQ,w w,w? wtw,w,w? 1,1,1,1, w? w
Ap = (1w, 0%, w,w?, w,w?, w,w? w,w?, w,w?, w,w
Ay = (1w, w? ww? 1,1,1,1,w,w? 1,1, 0 W),
Ay = (Lw,w’ 1,1, w,w 1, 1,02, w,w?, w,w w?)’,
Ap = (1w, w,w? w? w, w? www)w w1, DT
Ape = (Lw,w? 1,1,1,1,0? w,w? w,w,w?, w?, w),
Az = (1,w, 0w, w,w,w v’ w1,1,1,1,w w7,
Agpy = (1,1,1,1,1,0% w,w? w, 1, 1,0 w,w,w?)7,
Ao = (1,1,1,0% w, 1,1, 0% w,w, 0w, w,w? 1,1)7,
Aa = !
Ape = (1, 1,10 w,0? w,w,w? w,w? 1,1, w,w
2

(1,1,1,1,1, w,w? w,w? 1,1, w,w?, w?, w)’,
e o 2)T
Ager = (1,1, 1, w0, 0% 1,1, w, w?, w?, w,w? w, 1,1)

2w w,w? w)T,

e

(1,1,1,0% w,w,w? 1,1, w,w
T

Az, =
(1,1,1,w, 0 w* w, 1,1, 0% w,w,w?, w,w?)
2

fz{bCQZ y 4y
(1,0 w,w?w 1,1,1,1, 0% w, 1,1, w,w?)
? )

Az = (1,
Apzpe = (1, 0%, w,w, w2, w,w? 1,1,1,1,0%, w, 1,1
(1,0% w,1,1,0% w, 1,1, w,w? w W, W w
2)T

T
)

)T

Aazbc =
Aa2cc

Agre = (1,0 w,w,w? 1,10 w, 1,1, w,w?, w,w
Aper = (1, 0% w0, 1,1, w,w? w? w,w,w? 1,1,1,1)
2 2

Aprz = (1,0% w,1,1,1,1,w,w? w,w?, w? w w w?)’,
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A 2 2 2 2 T
Aazbzc: (1,0.),0.) ,1,1,(&) y W, W, W, w 7w71a17171) )

2 2 2 2 2 T
AAach2 = (1,0.},0.! , W 7w71717w7w 71717("] , W, W 7w) )

A 2 2 2 2 T
A2z = (1w, w’, w”w,w” w, 1,1,1,1,w,w*,1,1)",

2

1 2 2 2 2 T
Apeee = (1,1, 1w, 0% w, w, w”w,w”, w, 1, 1w, w)".

Si
r=(1,0,0,1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0,1,0, 1),

entonces

Paso 1. Tenemos que §j(r) # 0 para todo j € {1,...,15} \ {1,10,11,12,13} y

S = (0,w,w? W w 1,1,w,w?0,0,0, 0w w)?’.

Paso 2. Si tomamos el 2—subconjunto {a®b, a*bc}, entonces

5)

tiene rango igual a 2. Ahora la solucién del sistema lineal

g(a2b, a’bc) = ( Ayzy Agze

Xy Agp + XoAgope = S
es X1 =Xy, =1.
Por lo tanto, el error es
e = a’b+ a*bc = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0).

En este ejemplo, el algoritmo general busca 2—subconjuntos de G cuyas ma-
trices extendidas tienen rango 2. Estas matrices tienen 27 x 8 = 216 filas.
Sin embargo, la variante del algoritmo general para el caso abeliano calcula el
rango de matrices con 15 filas. Claramente, esta nueva version es mas eficiente.
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Capitulo 3

Otros algoritmos de
descodificacion

En este capitulo presentamos dos algoritmos de descodificacion para cédi-
gos grupo en el caso semisimple. El primero generaliza el algoritmo de Meggitt
para codigos ciclicos y el segundo, aunque muy similar, es una mejora del al-
goritmo disenado en el capitulo anterior.

3.1. Consideraciones previas

Como en el Capitulo 2, asumiremos que G = {g1,...,g,} es un grupo fi-
nito de orden n y que K es un cuerpo finito cuya caracteristica no divide a
n. Esto implica que KG puede escribirse como la suma de s ideales bilateros
minimales, cada uno de ellos, generado por un idempotente central primitivo.
Si € es un codigo grupo, esta generado por un idempotente central ¢y € KG
que es suma de m < s idempotentes centrales primitivos. Denotaremos n, k y
d, la longitud, la dimension y la distancia minima de €, respectivamente.

Con la notacién anterior, €1 denota el complemento directo de €. Es decir,
¢t es un ideal bildtero de dimension n — k tal que KG = € @ €*. El ideal €*
estd generado por el idempotente central ej = 1 — e, el cual, es ortogonal a €.
Por tanto, z € KG es una palabra cédigo si y solo si es de la forma z = z’eq,
para algiin z’ € KG y, en consecuencia, z € € si y solo si zej = 0.

Definicién 3.1.1. Dado z € KG, el KG—sindrome suma (si no hay confusion,
el KG—sindrome) de z es el elemento de KG dado por

St (z) := zeg .
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Si c € € es la palabra enviada, e € KG es el error que se produce durante
la transmisién y r = ¢ + e es la palabra recibida, entonces

ST(r) = (c+e)ef = eey.

Notemos que no hay errores (e = 0) si y solo si ST(r) = 0. Bajo la suposicién
que t es la capacidad correctora de € y de que durante el proceso de transmisién
han ocurrido a lo sumo t errores, descodificar por KG—sindrome consiste en
encontrar una solucién particular de la ecuacién xef = S*(r). La ecuacién
anterior se denomina ecuacion clave y si tiene una solucién con peso menor o
igual a t, entonces esta solucién es unica (ver Teorema del Capitulo 2).

Teorema 3.1.2. Dado un codigo grupo € que corrige hasta t errores, si r es
una palabra recibida y S*(r) es su KG—sindrome, entonces existe a lo sumo

un elemento en KG con peso w < t que es solucion de la ecuacion clave
+ _ ot
xeg = ST(r).

Demostracion. En efecto, si e, e’ € KG son dos soluciones distintas de la ecua-
cién clave con pesos w,w’ < t, respectivamente, entonces eed = €'ed = St (r).
Asi, (e—€')eg =0y, por lo tanto, e — e’ # 0 es un elemento de €. Esto es una
contradiccién, puesto que el peso minimo de € es d > 2t + 1 y e — €' tiene un
peso menor o igual a w + w’ < 2t. ]

De hecho, si ey, ..., e, € KG son los idempotentes centrales primitivos de
KG que son ortogonales a €, z € KG y {S1(2z),...,Sn(z)} es el conjunto de
KG —sindromes de z de la Definicion y u € KG es solucién del sistema

xe; = S1(z),
: (3.1)
Xem = Sm(2),
entonces u es solucién del sistema xej = ST (z). En efecto,
ued =uler + - +ep) =51(z) + -+ Snu(z) = ST (2),

puesto que ef = e; + - - + e,,. Pero también se cumple el reciproco. Es decir,

si uel = ST(z), entonces u(ey + -+ - +e,) = z(e; + -+ -+ e,) y obtenemos que

Z(u —z)e, =0.
h=1
Como KG es semisimple, se sigue que (u—z)e, = 0 para todo h € {1,...,m}

y asi u satisface el conjunto de ecuaciones dado por (3.1)).
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Lo anterior nos quiere decir que cualquier algoritmo de descodificacion que
use el KG—sindrome (Definicién es equivalente al algoritmo de des-
codificacién del Capitulo 2. A continuacién presentaremos dos algoritmos de
descodificacion de este tipo.

3.2. Generalizacion del algoritmo de Meggitt

Los cédigos ciclicos fueron introducidos por E. Prange en [53]. Constitu-
yen una familia de cédigos lineales cuya estructura algebraica permite obtener
muchas propiedades y una gran variedad de métodos de descodificacién (ver

139] v [54]).

Como cada cédigo ciclico de longitud n se puede identificar con un G—codi-
go (es decir, es equivalente a un G—cédigo), donde G es un grupo ciclico de
orden n, los coédigos grupo generalizan de manera natural los cédigos ciclicos.
En [46] y [47], J. E. Meggitt presenté un algoritmo de descodificacién para
c6digos ciclicos (ver final Seccién 1.1). A continuacién mostraremos cémo ex-
tender tal algoritmo a cédigos grupo.

Para ello, observemos que si z,z’ € KG son elementos distintos y tienen
pesos respectivos w,w’ < t, entonces ST(z) # ST(z'). En efecto, si S*(z) =
S*(z'), entonces (z —z')ej = 0y, como en la demostracién del Teorema [3.1.2]
obtenemos una contradicciéon. Por otro lado, notemos que todo elemento no
nulo 191 + - - - + @9, € KG puede ser expresado de la forma

gj (04]'91 + Z a;%) ;
gi#la
donde g1 = 1¢, g; € G y a; es un elemento no nulo de K.

Definicién 3.2.1. Sea T el conjunto de todos los elementos de KG que tienen
peso menor o iqual a t y cuyo soporte contiene la posicion 1g. Es decir,

T ={z€KG : wi(z) <t ylg € Supp(z)}.

Los elementos de T se denominan representantes y, para cada u € {1,...,n},
el conjunto R, de todos los pares (z,S"(z)) tales que z € T y wt(S*(z)) = u,
se denomina lista reducida de KG—sindromes con peso u.

Supongamos que r = c + e, donde ¢ € € y e € KG. Si wt(e) < ¢, entonces
existen g; € Gy e € T tales que e = g;€' y asi, ;57 (r) = €’ef donde g; = gj’l.
Ademds, si v = wt(ST(r)), entonces (€', ;5" (r)) € R,. Reciprocamente, si
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g €G, e cTygSt(r)=eef, entonces ST(r) = (g, 'e el v wt(g; 'e') < t.
En virtud del Teorema , tenemos que g; '€’ es el tnico elemento de KG
que satisface la ecuacién clave xej = ST(r). La eleccién de g, € Gy e € T
no necesariamente es tnica. Sin embargo, e = g; '€’ es el error producido al
enviar ¢ € €.

3.2.1. Algoritmo generalizado de Meggitt
(Algoritmo GMD)

Para cada u € {1,...,n}, se calcula la lista R,. Una vez se ha recibido la
palabra r € KG, se realizan los siguientes pasos.

Paso 1.

Se calcula ST(r), el KG—sindrome de r. Si ST(r) = 0, entonces no hay
errores y el algoritmo finaliza. De lo contrario, se considera la lista R,,, donde
v =wt(ST(r)) vy se procede al siguiente paso.

Paso 2.
Se toma aleatoriamente g; € G y se calcula S, (r)" = ¢;5"(r).

a. Si S (r) es el KG—sindrome de algiin representante €' en R,, es decir
(e/, 55 (r)) € Ry, entonces el error es e = g; e’ y el algoritmo termina.

b. De lo contrario, se descarta el elemento g; y se repite el Paso 2 con otro
elemento de G.

El algoritmo termina cuando encuentra un elemento g; € G tal que

+ g ”
S, (r) es el KG'—sindrome de algiin representante en R, (3.2)

o cuando se han considerado todos los elementos de G y ninguno satisface
(3.2). En el ltimo caso, el nimero de errores es mayor a ¢ y el cédigo grupo
no puede corregir la palabra r.

Ejemplo 3.2.2. Sean K = Fy, y G = C; x Cy, donde G = (a,b). Si en
Fy(Cr7 x C7) fijamos la base

{1,a,b,a? ab,b* a®, ab, ab® b*,a*, a®b, a*b*, ab®, b*,
a’®,a'b, a®b?, a®b?, ab*, b°, a8, a°b, a*b?, aPb3, a?bt, ab’,
b8, a%b, a®b?, a*b?, a3bt, a?0°, ab®, a®b?, a®b3, atbt, a3b°,

a®b®, a®?, a’b*, a'b’, a®b°, a®b*, a®b°, a*b°, a®b°, a®b°, a®°},
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entonces las componentes simples de Fo(Cy; x C7) estan generadas por los
siguientes idempotentes centrales primitivos:

11111111111111111111111111171111111111111111111111

Y

1111111110111011110101110100110100101000100100000),

= ( )
( )
(1111110111101110101110010111001011001010010001000),
(1111110000111110000000000000111111111111111000110),
= (1111010100100110011100111010110100010010011111101),
( )
= )
= ( )
= ( )

1111010010110010111000101110001011100101100111011),
1101100101111000010110111001001011111000101110101),
1101100011101000111010100111110100011101001101110),
1101001001100101001011001011001011010111011011111),
610——(1101000111110100100110011101110100100111110010011%
e1; = (1010111100001011011101110010001011011101001101110),
(1010111010001111101001001110110100001111010011011),
= (1010011110010111100101011100001011110010111010101),
(1010011001010011010011101001110100110101101110111),
( )
( )
(

1000101101011101001111010011110100111010111001100),
1000101011011101110011100101001011101111110100010),
e17 = (1000001111000001111111111111111111000000000111001).

Supongamos que € = (ey), donde ey = es + e13 + e14 + €15 + €16 + €17, es decir,
= (0111110000111110000000001000001011111010111010101).
Entoncesn =49, k=18 y d = 12. Si
= (0001000101110011011001111011100010101011001110100),

entonces, descodificando con este algoritmo tenemos que:

Paso 1. S*(r) = (1111101111110111110111110110010110001010011001110) # 0.
Como wt(S™(r)) = 33, consideramos Rz y vamos al

Paso 2. Si tomamos a®b € G, entonces

65



S;gb(r) = (1110110111010101110011110001111100101111011011110),

tiene representante € = 1+ a?b? + a*b® + a®b* + a®b°. Esto implica que el error
es:

e = (a®b) e
= a't°(1 + a®b* + a’b® + a®b" + a°b°)
= ab* + a*b® + a®b + a®b® + a'b°
= (0000000000000000000100001000100010000000000001000).

3.2.2. Analisis de complejidad

Antes de aplicar el Algoritmo GMD, se considera el conjunto 7. Tal con-

junto tiene tamano
t—1
n—1 ,
> (" e (33)

j=0
Luego, se calcula el KG—sindrome de todos los elementos de T y, al mismo
tiempo, se construye la lista R, para cada u € {1,...,n}. La cantidad de

operaciones que requiere este proceso es el producto de nt multiplicado por
(3.3). Asi, el orden de complejidad para obtener las listas Ry, ..., R, es

o (nt x (¢ — 1)t x (?:f)) . (3.4)

El peor caso de este algoritmo podria ocurrir cuando los KG—sindromes
de todos los elementos de T tienen el mismo peso v. En ese caso, solo hay una
lista reducida no vacia R, que tiene tamano (3.3)).

Antes de iniciar el proceso de descodificacion, se ordena la lista R,. Esto se
hace con el fin de obtener una descodificacion mas eficiente. Si utilizamos un
algoritmo de ordenamiento eficiente (por ejemplo, Mergesort que tiene un orden
de complejidad O(N log N), donde N es el tamano de la lista a ordenar y log
se calcula en base 2), el reordenamiento de R, tiene un orden de complejidad

o ((q—l)t x (?:D x log {(q—l)t x (Z‘:DD (3.5)

En el paso 1, calcular S*(r) requiere 3n? operaciones. Verificar si ST (r) = 0
6 ST (r) # 0 requiere n operaciones. Con lo cual, tenemos orden de complejidad

O(n?).
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En el paso 2, se aplica el algoritmo de buisqueda binaria que tiene orden de
complejidad O(log |R,|). La comparacién de n componentes por cada uno de
los G—multiplos de ST (r) en la lista reducida R, tiene orden de complejidad

o <n2 x log [(q — 1)t x (?:;)D . (3.6)

3.3. Descodificacion por KG—sindrome

El segundo algoritmo propuesto en este capitulo se disena en dos fases. La
primera también esta inspirada en el conocido algoritmo de descodificacion por
sindrome para cédigos lineales y sustituye el conjunto de KG—sindromes del
Algoritmo SSD por un tnico KG—sindrome.

Antes de iniciar el proceso de descodificacion por KG—sindrome, calculamos

gieg para i € {1,...,n}. Con esto, definimos C} € M,,1(K) como el vector
columna de coeficientes de g;ef con respecto a la base B(= G). Si definimos
C+(gi17 s 7gib) = < C;:l C;;b ) )

tenemos el siguiente resultado (ver Proposicién del Capitulo 2).

Proposicién 3.3.1. Sib<d vy gi,,...,qg, son elementos distintos de G, en-
tonces la matriz

C+(gi17 s 7gib) € Mnxb<K)7

tiene rango igual a b.

Demostracion. Si el rango de C*(g;,,...,9;) es menor a b, entonces hay b
elementos v, ..., € K, no todos nulos tales que VlC’;TI + -4 I/bC;;b = 0.
Asi, (11gi, + -+ z/bgib)ef{ = 0 y en consecuencia z = 11g;, + -+ + 14¢;, € €.
Este hecho es una contradicciéon, puesto que z # 0 tiene un peso menor o igual
que b y la distancia minima de € es igual a d. O]

Cuando se recibe una palabra r € KG, este nuevo algoritmo calcula S (r)
y el vector columna de sus coeficientes (con respecto a B). Tal vector serd
denotado por V. Entonces, el propdsito del algoritmo es encontrar e =
Q1Gi;, + 0+ g, con peso w < t tal que ST(r) = eel. Como no sabe-
mos el nimero de errores ni tampoco sus posiciones, el algoritmo buscara un
t—subconjunto de G que contenga todas las posiciones de error. Es decir, busca
un elemento f1g;, + -+ + Bigi, € KG tal que, f§; = «; si g;; es una posicién de
error y ; = 0 en caso contrario.
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Con lo anterior, el algoritmo busca t—subconjunto {g;,,...,¢;} de G tal
que el sistema lineal de la forma

que admita una solucion. Por el Teorema |3.1.2] cualquier sistema de este tipo
tiene una solucién unica o no tiene soluciones. Asi, el algoritmo buscarda un
t—subconjunto {g;,, ..., ¢} de G tal que sea compatible determinado vy,
por lo tanto, que tenga una solucién tnica. Como sabemos, esto sucede si y
solo si la matriz C(g;,,...,9;) v la matriz extendida

M+(gz‘1,---,9it)1:<0$1 C;t V+>’

tienen rango igual a ¢. Por la Proposicién basta verificar que M(g;,, - - ., gi,)
tiene rango igual a ¢.

3.3.1. Algoritmo de descodificacién por KG—sindrome
(Algoritmo SD)

Paso 1.

Recibida la palabra r € KG, se calcula su KG—sindrome. Si S™(r) = 0,
entonces no hay errores y el algoritmo finaliza. De lo contrario, se continia al
siguiente paso.

Paso 2.

Se selecciona aleatoriamente un t—subconjunto {g;,, ..., g;} de G. Se con-
sidera la matriz M™(g;,, ..., ¢;) y se calcula su rango.

a. Si el rango es igual a ¢, se halla la (inica) solucién del sistema (3.7]). Si
Bjis - -+, Bj, son los elementos no nulos de la solucién anterior, entonces
el error es e = f;,g;; + -+ 03;,9:;, v €l algoritmo termina.

b. De lo contrario, se descarta el t—subconjunto {g;,, ..., g}, se considera
aleatoriamente otro t—subconjunto de G y se repite el Paso 2.

El algoritmo termina cuando encuentra un t—subconjunto {g;,,...,g;,} de G
tal que
Rank(M+<gi17 s 7.91})) = t? (38)

o cuando todos los t—subconjuntos de GG han sido considerados y ninguno satis-
face (3.8). En tal caso, el nimero de errores producidos durante la transmisién
es mayor a t, y la palabra recibida r no puede ser corregida por el cédigo grupo.
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Ejemplo 3.3.2. Consideremos el cédigo grupo € de FsS4 del Ejemplo 2.1.4,
Recordemos que € esta generado por

ep =e5 = (1,2,2,0,0,2,2,3,0,3,3,0,0,3,2,0,3,3,3,0,0, 2,3, 3).
Previo al proceso de descodificacion, calculamos que

Cgt =(0,3,3,0,0,3,3,2,0,2,2,0,0,2,3,0,2,2,2,0,0, 3,2, 2),
C’;; =(3,0,0,3,3,0,2,3,2,0,0,2,2,0,0,3,2,2,0,2,3,0,2,2),
C;; =(3,0,0,3,3,0,0,2,3,0,2,2,3,2,0,2,2,0,0,2,2,2,0, 3),
Cgﬁ =(0,3,3,0,0,3,2,0,0,3,2,2,2,3,2,0,0,2,2,0,2,2,3,0),
C;; =(0,3,3,0,0,3,2,0,2,2,3,0,0,2,2,2,0,3,3,2,0,2,2,0),
C* =(3,0,0,3,3,0,0,2,2,2,0,3,2,0,2,2,3,0,2,3,2,0,0,2),
=(3,2,0,2,2,0,0,3,3,0,0,3,3,0,0,2,2,2,0,3,2,0,2, 2),
C’Jr (2,3,2,0,0,2,3,0,0,3,3,0,0,3,2,0,2,2,3,0,0, 2,2, 2),
)

Ct =(0,2,3,0,2,2,3,0,0,3,3,0,0,2,3,2,0,2,2,2,0,2,3,0),

,0,2,2,2,0,0,2,2,0,2,3,2,2,0,3,2,0,0,3,3,0,0,3),
2,2,0,3,2,0,2,2,3,0,0,2,2,0,0,2,3,2,0,3,3,0,0, 3),
2,2,3,0,0,2,2,2,0,3,2,0,0,2,2,0,2,3,3,0,0,3,3,0

G =1(2,0,0,3,2,2,0,3,3,0,0,3,2,0,2,3,2,0,2,2,2,0,0,3),
G =1(2,0,2,2,3,0,0,3,3,0,0,3,2,2,0,2,3,0,0,2,3,2,0,2),
G, =1(0,2,2,2,0,3,3,0,0,3,3,0,2,2,2,0,0,3,2,0,2,3,2,0),
Ct, =1(0,2,3,2,0,2,3,0,0,2,2,2,0,3,3,0,0,3,3,0,2,2,2,0),
C =1(2,0,2,3,2,0,0,3,2,0,2,2,3,0,0,3,3,0,0,3,2,2,0,2),
Ct. = (3,0,0,2,2,2,0,2,3,2,0,2,3,0,0,3,3,0,2,2,3,0,0,2),
G =1(0,3,2,0,2,2,2,0,2,3,2,0,0,3,3,0,0,3,2,2,0,3,2,0),
G =1(2,2,2,0,0,3,2,2,0,2,3,0,0,3,3,0,0,3,2,0,0,2,3,2),
G =1(2,2,0,2,3,0,2,2,2,0,0,3,3,0,0,3,3,0,0,2,2,0,2,3),
Ci. =1(2,0,0,2,3,2,0,3,2,2,0,2,3,0,2,2,2,0,0,3,3,0,0,3),
CiH =1(0,2,2,0,2,3,3,0,2,2,2,0,0,3,2,2,0,2,3,0,0,3,3,0),
Ct =1(0,3,2,2,0,2,2,0,0,2,3,2,2,2,3,0,0,2,3,0,0,3,3,0),

= (3 )

= ( )

= ( )-

Si
= (37 27 OJ 07 1727 07 47 0747 17 17 1747 27 1747 07 27 37 07 07 37 2)7

para recuperar la palabra coédigo enviada, seguimos los pasos:
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Paso 1. Calculamos el sindrome S (r). En este caso,

S*(r) = (1,0,2,4,0,3,2,1,0,0,3,4,0,0,0,0,0,0,2,0,4,0,3, 1).

Paso 2. Tomando el 3—subconjunto {g4, g13, g17}, vemos que la matriz

M (ge, g3, 917) = ( Cf, CF, CF | V)

913

tiene rango igual a 3, y X; = 0, Xy = 2 y X3 = 3 es la solucién del
sistema
XG5 + XoCF + X0 =V,

913 917

y en consecuencia
e =2¢13+ 3917 = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0)
Asi, la palabra cédigo enviada es

c=(3,2,0,0,1,2,0,4,0,4,1,1,4,4,2,1,1,0,2,3,0,0,3,2).

3.3.2. Analisis de la complejidad

Antes de iniciar la descodificacion con el Algoritmo SD, se calculan todos
los productos g;ed para i € {1,...,n}. Tal proceso requiere n? operaciones en
total.

En el primer paso, se calcula S*(r) con una cantidad de 3n? operaciones
necesarias.

En caso que S*(r) # 0, se selecciona un t—subconjunto {g;,,...,¢; } de G.
El orden de complejidad para calcular el rango de M™*(g;,,...,¢;,) es O(nt?).
Dado que el algoritmo realiza la btisqueda en todos los t—subconjuntos de G,
entonces el orden de complejidad del paso 2 es

o (wx (1)) o)

Del mismo modo, si el error tiene peso w < t, la probabilidad de encontrar
un t—subconjunto de G que contenga a su soporte aumenta cuando w dismi-
nuye. En estos casos, el algoritmo también serd més eficiente.
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3.4. Otro punto de vista

Aunque el Algoritmo SD y la version para el caso abeliano del Algoritmo
SSD tienen el mismo orden de complejidad, este ultimo es mas eficiente dado
que trabaja con matrices mas pequenas. Por tal razon, presentamos una ver-
sién mejorada del algoritmo de descodificacion por KG —sindrome.

Conservando las notaciones de la seccion anterior, ayg7 + - - - + a9, € KG
es una solucién de xeg = S*(r) si y solo si

Gl + -+ a0, Cf =V (3.10)

Por el Teorema [3.1.2] sabemos que si existe e = 191 + - -+ + @, g, con peso
w < t que es solucién de xed = ST(r), entonces e es el tinico elemento de KG
que satisface estas dos condiciones. Esto ocurre si y solo si hay exactamente w
escalares «y,,...,q;, € {a1,...,a,} no nulos tales que

ot o ot vyt
a”C’gil—i— + o, Cp =V

Por tanto, nuestro objetivo es encontrar una solucién X = (Xj,...,X,), con
peso w < t, del sistema

X0 + -+ X,CF =VT (3.11)
Proposicién 3.4.1. Las matrices

CHgr,--y90) = (CF -+ CF ) € Myyn(K),

M+(gl,---7gn) = ( O;; C;;L ‘ v ) € Mnx(n—l—l)(K)?

tienen rango iqual a n — k.

Demostracion. En efecto, cada elemento de €1 es de la forma

(H1g1 + -+ - + tngn)eq = pag1€g - + [ngn€q

donde p; € K para todo 7 € {1...,n}. Entonces {gieg, ..., gneg } genera a €
y como €V tiene dimensién n — k, entonces el rango de la matriz C* (g1, . .., gn)
es exactamente n — k. La matriz M (gy,...,g,) también tiene rango n — k
puesto que VT es el vector columna de coeficientes de ST (r), que es un elemento
de €. O

Antes de continuar, recordaremos la siguiente nocion.
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Definicién 3.4.2. Sean U y UR dos matrices del mismo tamario. Se dice que
U es la matriz escalonada reducida (por filas) de U si es posible obtener UT

a partir de U mediante operaciones elementales de filas y ur satisface las
siguientes condiciones:

1. La primera entrada no nula (pivote) en cada fila no nula, es igual a 1.

2. Si el pivote en la fila i estd en la columna (i), entonces (i) < y(i+ 1),
para toda i > 1.

3. St una columna contiene un pivote, este pivote es el unico elemento dis-
tinto de cero en la columna.

4. Clualquier fila nula esta en la parte inferior de la matriz.

Si MR(gl, ..., Jn) es la matriz escalonada reducida de M*(gy,...,gn), en-
tonces para i € {1,...,n}, denotamos la i—ésima columna de M%(gy,...,g,)
por Cft'y su (n + 1)—ésima columna como V*.

Para g;,,...,g;, € G, definimos la matriz
CR(giw s vgib) = ( Ogl o Cgljb >

Proposicién 3.4.3. St b < d y gi,,...,9;, son b elementos distintos de G,
entonces

é\/R(.gi17 s agib) € MnXb(K)a

tiene rango igual a b.

Demostracion. Supongamos que mégl +e+ ubagb = 0, donde u; € K para

todo h € {1,...,b}. Como MZE(gy, ..., gn) es la matriz escalonada reducida de
M (g1,...,n), existe U € M, (K) invertible tal que

U- M+(917 s ;gn> - MR(.gh R 79”)
Con lo anterior, U - Cgt = 5£ para todo i € {1,...,n} y en consecuencia

U-(uCy +-+mCy ) = 0.

Asi, /‘10;1 + -+ ubC;b = 0 y como C;;l, . ,C;gb son K—linealmente in-
dependientes puesto que C* (g, - -, g,) tiene rango b (ver ProposNicién ,
entonces uy = 0 para todo h € {1,...,b}. Lo anterior implica que C’;fl, - C’gb
son K—linealmente independientes y, por lo tanto, CR (Giys---,9i,) tiene rango
b. m
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Como las tltimas k filas de /\A/l/R(gl, ..., gn) son nulas, podemos omitir-
las y denotar por M%(gy,...,g,), a la matriz resultante. De la misma forma
obtenemos Cff, VF y C*(g;,,. .., i) a partir de CF, VEy C(gy, ..., g3,).

Ejemplo 3.4.4. En el Ejemp]o tenemos que Cf(gy, ..., go) es igual a
0

—
o
(e
o
=]
o
o
(e
=]
w

(vl el el oNoeleleBel ol
DO DD DO OO O OO

SO DO OO OO O OO oo oo OO
O DD DD DD DDDODOoOH OO OO
DO DD DODDODDODDODOHrHr OO OO
OO OO OO OO OO oo oo
D OO R OO DD oo 0o oo

_— O OO OO OO oo oo oo o oo
B O R R OO B RFEF ==
— O = =N W R

—_ AN O, OO OO, R, AR OKODOO
R, OOk RR RO

0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1
0 0

COoOROORORORHORO R
OB OO O kOO

0
1
0
1
1
1
4
0
4
0
0
4
0
0
0

O OO OO DD OO OO OO OO oo
O OO OO OO OO OO0 oo
DO OO OO OO H OO0 OO
O OO OO R OO OO oo oo
OO OO OO O oo oo oo
(e RN e R e R R N T o e e e e

e}
=}

1
0
1
1
0
1
0
4
0
0
4
0
0
0
4
(5

—
[\
[\

—_
o~
w

Asi, los pivotes estan en las posiciones (1,1
(7,7), (8,8), (9,9), (10,10), (11,11), (12,13

Corolario 3.4.5. Sib <d y g,...,0:, son
tonces

). (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6),
) (13, 14), (14,17) ¥ (15, 19).

Y

>

elementos distintos de G, en-

CR(giu cee 7gib) € M(n—k’)xb(K)a

tiene rango b.

Para mejorar el Algoritmo SD, notemos que una solucién X = (Xy,..., X,,)
de (3.11]) es equivalente a encontrar una para el sistema
R R _ {/R
X0y + -+ X, 0 =V (3.12)

Los sistemas lineales y tienen el mismo ntmero de indetermi-
nadas, pero el nimero de ecuaciones en 1-} es menor que el nimero de
ecuaciones en - Ademas, si los pivotes de CR(gl, ..., 0n) estan en las po-
siciones (1,41),...,(n—k,l,— k) yL={l,...;lh_r} C{1,...,n}, entonces hay
dos casos a considerar:

= Si VE tiene w < ¢ componentes f3;,, ..., 3;, € K no nulas en las posi-
ciones I ,...,l;, € L, entonces X;, = 3;, para cada j € {ji,...,juw} ¥
X; = 0 para todo i € {1,...,n}\ {l;,...,0;,} v, por consiguiente, el

error es € = B, g, + -+ 55,91, -
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= De lo contrario, para encontrar la solucion X con peso w < t, usamos el
hecho que X es solucion si y solo si el sistema lineal tiene
una solucién (tnica) X;, = o, para todo j € {1,...,t} donde hay
exactamente w elementos no nulos y el t—subconjunto {g;,,...,¢;,} no
esta contenido en Gz = {g,,...,q,_,}- Esto es equivalente a que el
sistema lineal

R R _ R
Xil(jgi1 4ot Xithit =V (3.13)

tiene una solucién tnica X;, = «;;, para todo j € {1,...,t}. Lo anterior
sucede si y solo si la matriz C%(g;,,...,¢;) v la matriz extendida

MR(gil,...,git);:<c;jl . CoF VR),

tienen rango igual a ¢t. Por el Corolario|3.4.5| solo necesitamos comprobar
que el rango de M%(g;,,..., ;) es igual a t. Por lo tanto, el algoritmo
mejorado busca un t—subconjunto {g;,, . .., ¢g;, } de G no contenido en G
(denotamos a J como el conjunto de todos aquellos t—subconjuntos) tal
que la correspondiente matriz M%(g;,, ..., g;,) tenga un rango igual a t.

Por eficiencia, antes de descodificar, calculamos las matrices CE(g1, ..., g,)
y U de la Proposicion [3.4.3] Esto se hace, calculando para la matriz

(Co =+ CalZnn ),
su matriz escalonada reducida:
~R ~R
(cr-oanfu).

Una vez se ha recibido la palabra r € KG, solo necesitamos calcular V. Para
ello, calculamos el vector columna V* de los coeficientes de su KG—sindrome
S*(r) y el producto VE=U -V,

3.4.1. Algoritmo mejorado de descodificacién por
KG—sindrome (Algoritmo ISD)

Paso 1.

Una vez se ha recibido la palabra r € KG, se calcula su KG—sindrome. Si
ST (r) = 0, entonces no hay errores y el algoritmo finaliza. De lo contrario, se
calcula V¥ y se continta con el Paso 2.
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Paso 2.

Si V tiene w < t componentes 3j,,...,[3;, € K distintas de cero en las
posiciones lj,, ..., l;, € L, entonces e = 0, g, + -+ + f;,91,, es el error y el
algoritmo finaliza. De lo contrario, se considera la matriz M%Z(gy,..., g,) v se
procede al Paso 3.

Paso 3.
Se selecciona aleatoriamente un t—subconjunto {g;,,...,g;,} € J. Se con-
sidera M%(g;,,...,g:,) vy se calcula su rango.

a. Si el rango es igual a t, se halla la solucién del sistema lineal (3.13)).
Si gy, ..., 04, son los elementos no nulos de tal solucion, entonces e =
@i gi;, + 0+ @i, gi;, ¥ el algoritmo finaliza.

b. De lo contrario, se descarta {g;,,...,g;} v se repite el Paso 3 con otro
elemento de J.

El algoritmo finaliza cuando encuentra {g;,,...,¢;} € J tal que
Rank('/\/lR(giu s 7git)) =1 (314)

o cuando todos los elementos de J han sido considerados y ninguno satisface
la propiedad (3.14]). En tal caso, el error no puede ser corregido.

El Algoritmo ISD mejora el Algoritmo SD, puesto que, si todas las posi-
ciones de error pertenecen a (G, no es necesario hacer la busqueda en todos
los t—subconjuntos de G. En caso contrario, igual sigue siendo mas eficiente,
puesto que, calcula el rango de matrices con n — k filas en lugar de matrices
con n filas y porque el conjunto J es més pequeno que el conjunto de todos
los t—subconjuntos de G.

Ejemplo 3.4.6. En el ejemp]o tenemos que (ver Ejemp]o
L={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,17,19}.
Descodificando la misma palabra
r=(3,2,0,0,1,2,0,4,0,4,1,1,1,4,2,1,4,0,2,3,0,0,3,2),
en el Paso 2 del Algoritmo ISD, calculamos que
VE =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,3,0)"
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tiene solo 2 coordenadas no nulas. Estas son l;5 = 13 y l;4 = 17 con magnitu-
des B1,, =2y Bi,, = 3. Asi, € = 2g13+3g17 (como lo habiamos calculado antes).

Ahora bien, si
r=(3,200,1,1,0,4,0,4,1,2,4,4,2,1,1,0,2,3,0,0, 3,2),

entonces, descodificando con el mismo algoritmo, tenemos que S (r) # 0. Por
consiguiente, calculamos

VE=(1,1,1,1,1,0,4,4,4,4,4,0,0,0,0)".

Como el niimero de componentes no nulas en V es mayor que t = 3, entonces
al menos una de las posiciones de error no pertenece a G . Por lo tanto, vamos
al paso 3 y obtenemos que las posiciones de error son gs y ¢i2-

En las Tablas II y III podemos apreciar como el Algoritmo ISD es mas
eficiente que el Algoritmo SD. Si bien el Algoritmo GMD es mas eficiente que
el Algoritmo ISD, requiere mas precélculos.

Aun asi, el algoritmo GMD se muestra mas eficiente en el caso de un cuerpo
binario (ver Tabla II).

Tabla II: Numero aproximado de operaciones para el Ejemplo [3.2.2]

Algoritmo Precélculos Descodificacion
SSD 2.6 x 107 2,2 x 101
SSD (Caso Abeliano) 7,9 x 10* 1,2 x 10°
GMD 5,2 x 107 3,7 x 10*
SD 2,4 x10% 2,0 x 10°
ISD 1,8 x 10° 1,1 x 10°

Tabla III: Ntimero aproximado de operaciones para el Ejemplo |3.3.2
Algoritmo  Precélculos Descodificacion
SSD 2,9 x 10> 2,4 x 10°
GMD 4,0 x 10> 2,3 x 103
SD 5,8 x 102 4,9 x 10°
ISD 2,1x 10" 2,3 x10°

3.4.2. Analisis de la complejidad

En el Algoritmo ISD, ademads de calcular los vectores columna Cy,, se cal-
culan las matrices C*(gy, ..., gn) y U. Este proceso (por eliminacién de Gauss-
Jordan) tiene orden de complejidad O(n?).
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El primer paso coincide con el paso 1 del Algoritmo SD. Si ST(r) # 0, el al-
goritmo calcula el vector VI = A-V . Esto requiere un total de n? operaciones.

El paso 2 es inmediato si V' tiene w < t componentes no nulas.
De lo contrario, similar al paso 2 del Algoritmo SD, el Algoritmo ISD realiza

la busqueda en todos los elementos de J calculando rangos de matrices con
n — k filas. Dado que J tiene tamano

(-7
o((7)- (7)) =e((.2)

el orden de complejidad del Paso 3 es

o (nt2 X (t " 1)) . (3.15)

Ademas, en el paso 3, si el error e € KG tiene peso w < t, la probabilidad
de tomar aleatoriamente un elemento de J que contenga a Supp(e) es

n—w\) , [(n) (n—Fk

t—w/) |\t t ’
Asi, cuanto menor sea w, la probabilidad de encontrar dicho t—subconjunto es
mayor que la probabilidad considerada para el Algoritmo SD.
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Capitulo 4

Descodificacion por permutacion

4.1. Consideraciones previas

A continuacion presentamos algunas definiciones y resultados basicos de
la técnica de descodificacién por permutacién en cédigos lineales (ver [29] y
[40]). Para ello, vamos a considerar un cuerpo finito K y € un cédigo lineal
sobre K con longitud n, dimensiéon k£ y capacidad correctora t. Recordemos que
t < n —k, en virtud de la cota de Singleton. También vamos a considerar «-”
como el producto usual de matrices.

Recordemos algunas definiciones del Capitulo 1. Se dice que I = {iy, ..., i}
C{1,...,n} es un conjunto de informacion de € si al proyectar € en las posi-
ciones i1, ..., %, se obtiene un espacio vectorial de dimension k. En este caso,
los elementos de I se denominan posiciones de informacion y su complemento
I'={1,...,n} \ I se denomina conjunto de posiciones de control de €. Dado
un conjunto de informacion, los simbolos de una palabra que estan ubicados en
las posiciones de informacién se denominan simbolos de informacion. Ademas,
explicamos que todo conjunto de informacion de € es un conjunto de posiciones
de control de su cédigo dual y viceversa. El grupo simétrico .S,, actiia sobre K”
mediante

o1, n) = (To(1)s - - To(n))-
El cédigo € C K" es equivalente (por permutacion) a € si existe o € S, tal
que €* = ¢ (€). Con esto, el conjunto definido por

PAut(€) :={o € 5, : 0(€) = €},

es un subgrupo de S, llamado el grupo de automorfismos permutacion de €.

En lo que resta de esta seccién, fijamos a I como un conjunto de informacién
de € e I’ denotara su correspondiente conjunto de posiciones de control.
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Definicién 4.1.1 ([34]). Dado un nimero entero positivo s < t, se dice que
P C PAut(€) es un s—PD-conjunto parcial de € con respecto a I si para todo
S C{l,...,n} con cardinal |S| = s, existe 0 € P tal que o(S)NI = 0. En
particular, si s =t, se dice que P es un PD-conjunto de € con respecto a I.

En [35] encontramos condiciones para determinar s—PD-conjuntos parcia-
les de cédigos lineales.

Proposicién 4.1.2 ([35]). Sean P un subgrupo de PAut(€) y

m = max [©N 1]
o op J’

donde O recorre todas las drbitas de {1,...,n} bajo la accion de P. If s =
min{[1/m]—1,t}, entonces P es un s—PD-conjunto parcial de € con respecto
al.

Dado un conjunto de informacion, la idea del algoritmo de descodificacién
por permutacion consiste en aplicar los elementos de un PD-conjunto parcial a
las posiciones de error hasta que queden por fuera del conjunto de informacion
([40]). Tal idea se justifica con el siguiente resultado.

Teorema 4.1.3 ([40]). Sea H una matriz de control de € cuyas columnas
ubicadas en las posiciones de I' forman la matriz identidad Z,,_;. Sic € € es
la palabra enviada y r = c+e es la palabra recibida, donde wt(e) < t, entonces
los simbolos de informacion de v son correctos si y solo si wt(H -rT) < t.

Es decir, si wt(e) < t, entonces los errores de r € K" quedan por fuera de
I siy solo si wt(H -rT) <t

Algoritmo de descodificacion parcial por permutacion
(Algoritmo PPD)

Con la notacién del Teorema , sis<t, I'=A{l,...,l,_k} y Pesun
s—PD-conjunto parcial de € con respecto a I, el algoritmo de descodificacion
parcial por permutacion dado en [40] permite corregir errores de peso menor o
igual a s y se describe de la siguiente manera:

Recibida r € K", se toma o € P y se calcula Syn(o(r)) := H - o(r)”.
Suponga que

Syn(o(r)) = (e,... el ).
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= Si wt(Syn(o(r))) < s, se define €' := (e}) € K" mediante

o e, sii=1; paraalgin j € {1,...,n — k},
! 0, en caso contrario.

Entonces, el error es e = o~ 1(€) y el algoritmo termina.

= De lo contrario, se descarta el elemento o y se repite de nuevo el proceso
con otro elemento de P.

El algoritmo termina cuando se encuentra un elemento o € P tal que
wt (Syn(o(r)) < s. (4.1)

o cuando todos los elementos de P han sido verificados y ninguno satisface
(4.1). En este tltimo caso, el algoritmo no puede descodificar la palabra recibi-
da, puesto que, la cantidad de errores ocurridos supera la capacidad correctora
de €.

Si s = t, se denomina algoritmo de descodificacion por permutacion (Algo-
ritmo PD). El orden de complejidad del Algoritmo PPD es

O(p x n?), (4.2)

donde p = |P|. En efecto, si cada permutacién o € P implica n operaciones
para aplicarla al vector r, y luego se realiza la multiplicacién de la matriz
H € M(K)n—k)xn por cada o(r), entonces la mayor cantidad de operaciones
que debemos hacer es p-n-n(n — k).

Lo anterior indica que el Algoritmo PPD serd més eficiente cuanto menor
sea el tamano del PD-conjunto parcial. También cabe notar que este algoritmo
se puede usar si existe un método eficiente para encontrar un conjunto de
informacion I de €, una matriz de control de paridad que cumpla la hipdtesis
del Teorema y un s—PD-conjunto parcial de € con respecto a I. Uno
de los objetivos de este capitulo es usar propiedades de grupos y algebras
de grupo semisimples para determinar si es posible establece tal método en
codigos grupo.

4.2. Implementacion en cédigos grupo

De nuevo, G = {g1 = lg, ..., gn} denotard un grupo finito y KG el dlgebra
de grupo de G sobre K. A partir de esta seccién, asumiremos que € es un
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G—codigo sobre K, es decir, € puede ser identificado con un ideal bilatero de
KG. Cada elemento o € S,, define una aplicacion lineal sobre K&, denotada
también o, y dada por

o <Z Ctin') = Z AiGJo(4)-
i=1 i=1

Como la base de KG es fija, PAut(€) se define de manera anédloga al caso li-
neal, y si I C {1,...,n} es un conjunto de informacién de €, entonces se puede
trabajar indistintamente con G; = {g; : ¢ € I'} como conjunto de informacién
de €. Del mismo modo, el conjunto Gy = {g; : i € I'} = G\ G; también se
puede considerar conjunto de posiciones de control de €.

En el resto del capitulo, asumiremos que la caracteristica de K no divide
al orden de G y, por tanto, como en el Capitulo 3, € = (ey) estd generado
por un idempotente central ey € KG. Lo anterior también implica que existe
un ideal bildtero €, generado por un idempotente central e € KG, tal que
KG = € @ €. En consecuencia, z € € si y solo si existe z’ € KG tal que
z = 7/ey. Esto es equivalente a que zef = 0. Recordemos que el KG—sindrome
de z € KG es el elemento de KG dado por ST(z) = zej y que, para cada
g € G, C’; es el vector columna de los coeficientes de g;ef con respecto al
orden fijado en la base B.

En el Capitulo 3 vimos que si r € KG es la palabra recibida de enviar una
palabra cédigo, la ecuacion clave xey = ST(r) se puede escribir de manera
equivalente como el sistema de ecuaciones lineales

C+(917 o 7gn) . XT = V+7

siendo
CHg1,- s 0n) = ( cho... CfF ) € M, xn(K),

an

y V' el vector columna de coeficientes de S*(r). De donde obtenemos que
¢={zcKG:Cg1,...,9,)  Z" =0}. (4.3)

La expresién (4.3)) y la Proposicién [3.4.1], nos hacen pensar que C* (g1, ..., gn)
se comporta como una matriz de control del cédigo grupo €. En efecto, tenemos

el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.1. Con las notaciones anteriores, las filas de C*(g1,...,9n)
son vectores del cédigo dual €+ de €.
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Demostracion. Supongamos que
63_ = Zga_(gi)gh
i=1

donde €7 (¢;) € K. Entonces,

gied =Y _ed(9)959: = > (g5 " gn)gn
i=1 h=1
y asi
59t(91 191) 55;(92 191) 56;(9{191)
CHgrr -, gn) = g0 (91 92) €5(92 92) €o (gn 92)
es(91'9n) €3 (92'90) - 5(97"9n)

Por la proposicién [1.2.11] tenemos que p(€T) = €1, donde ¢ : KG — KG es

el anti-automorfismo de anillos dado por

® (Z aigi) = Z a;g; !
=1 =1

Como el cédigo dual de un cédigo grupo €, también es un cédigo grupo (ver

Proposicién [1.1.10)), entonces por la Proposicién tenemos que €+ es un
ideal bilatero de KG. Como KG es semisimple, entonces €+ estd generado por

un idempotente central que serd denotado por eg y

g =wled) = el (9:)9 "
=1

Pero
giey = >0 (99597 = > e gy " 97)9m,
i=1 h=1
y por lo tanto, las filas de C*(gy,. .., gn) son vectores de €+. ]
Dado que los coeficientes de las filas de la matriz C*(gy, . . ., g, ) estdn orde-

nados de la misma forma que la base B de KG, tenemos el siguiente resultado
para el cual debemos recordar la Definicion y la notacion posterior a ella.
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Corolario 4.2.2. Sea 5R(91, .oy Gn) la matriz escalonada reducida (por filas)
de Ct (g1, ..., 9n). Supongamos que los pivotes de 5R(91, .oy Gn) estdn en las
posiciones (1,11),...,(n —k,l,_x). SiL=Al,....lnx} yGr={g€G: 1€
L}, entonces G\ G, es un conjunto de informacién de € y C*(gy,...,gn) es
una matriz de control de € que tiene la matriz identidad Z,,_y. en las posiciones
indicadas por los elementos de G7,.

Notemos que calcular tal matriz tiene orden de complejidad O(n?). Con lo
cual, el corolario anterior nos da un método eficiente de obtener un conjunto
de informacién y una matriz de control para el codigo grupo € que satisfacen
las hip6tesis del Teorema [4.1.3] Solo resta encontrar PD-conjuntos parciales
respecto al conjunto de posiciones de control hallado en el Corolario Asi
podremos implementar el Algoritmo PPD en cédigos grupo.

4.3. PD-conjuntos en cédigos grupo

Conservando la notacion de la seccién anterior, los siguientes resultados nos
permiten construir subgrupos de PAut(€) que pueden ser usados como s—PD-
conjuntos parciales de € con respecto a cualquier conjunto de informacion del
codigo grupo €.

Proposicién 4.3.1 ([7]). Sea I un conjunto de informacion de €. Si © =
{0;},, donde 0;(z) := ¢;z para todo z € KG y ¢g; € G, entonces © es un

subgrupo de PAut(€) y es un s—PD-conjunto parcial de € con respecto a I,
donde s = min{[n/k| — 1,t}.

Demostracion. El conjunto © tiene estructura de grupo y es isomorfo a G.
Como € es un ideal bilatero de KG, entonces 0;(€) = ¢,€ = € y asi, 0, €
PAut(€). Ahora bien, la accién de © sobre G tiene una tnica érbita, que es
G. Si aplicamos la Proposicién con m = k/n, podemos completar la
prueba. O

El resultado anterior nos dice que si tk < n, es posible implementar el
Algoritmo PD en cddigos grupo tomando a © como PD-conjunto.

Ejemplo 4.3.2. Sean K =F3 y G = Dy3 = {a,b: a> =b" = 1,aba™t = b71).
Si fijamos el orden en la base de F3Dq3 como

{1¢, a,b,ab,b*, ab® b%, ab® b*, ab*, b°, ab’, 1%, ab®,

b7, ab7, bS, Clbs, b9’ ab97 b107 ablo, bll, (Zbll, b127 abl?}
y suponemos que € = (eg), donde

60 - <O7 07 07 07 27 07 07 07 07 07 27 07 27 07 2’ 07 27 07 O? 07 07 07 27 07 07 0)7
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entonces n = 26, k = 12 y t = 2. Por el Corolario © es un PD-conjunto
de € con respecto a cualquier conjunto de informacion de €.

Observemos que en el ejemplo anterior, [n/k] —1 = 2 = ¢. Sin embar-
go, esto no ocurre siempre (ver Ejemplo [2.1.4]). Por lo tanto, nuestro objeti-
vo es buscar subconjuntos de PAut(€) que se puedan utilizar como posibles
PD-conjuntos de € con respecto al conjunto de informacion encontrado en el
Corolario De hecho, veremos que tales resultados pueden ser aplicados
considerando cualquier conjunto de informacion de €.

Probablemente el siguiente resultado es conocido. Incluimos una demostra-
cion para completitud del trabajo y compresion del lector.

Proposicion 4.3.3. Siy € Aut(G), entonces ) se extiende a un automorfismo
del algebra KG.

Demostracion. Si ¢ € Aut(G), entonces 1 se extiende a un automorfismo
lineal de KG, que también es un automorfismo de anillos, definiendo

(0 (Z Oéz‘gz'> = Z Oéﬂ/f(gi)-

En efecto,

((Fee) (300)) (205 7))

<Z aiﬁj)WQZ):Z( 2 a@-)w(go:
¥(9)

=1 \91=9:9; =1 =(gi)(g5)

3

(Z ozﬂﬁ(%)) (Z Bjd’(%‘)) = ¢ (Z Oéz‘gi> ¢ (Z 63'9]') :
[

Los automorfismos lineales de KG que nos interesan considerar son aquellos
cuya restriccién a G definen una biyeccién de G a GG. Con lo cual, existe un
correspondecia biyectiva entre las permutaciones del grupo G y el conjunto de
tales automorfismos.
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Teorema 4.3.4. Si A\ € Aut(G) y denotamos también X al correspondiente
automorfismo inducido en el dlgebra KG, entonces A\ € PAut(€) si y solo si

)\(60) = €9-.

Demostracion. Como A es un automorfismo de anillos, la imagen de un idem-
potente es un idempotente. Si A € PAut(€), entonces A\(€) = €. Dado que e
(respectivamente A(eg)) es la identidad de € = (ey) (respectivamente A\(€) =
(A(ep))), entonces A(eg) = 9. Reciprocamente, si A(eg) = ep y ¢ € €, entonces
c = zey para algin z € FG y asi A(c) = A(zey) = A(z)A\(eg) = A(z)ep. Con lo
anterior, A(c) € €y, en consecuencia, A € PAut(C). O

Denotaremos por RPAut(€) al subgrupo de PAut(€) de aquellos elementos
que son inducidos por automorfismos del grupo G.

Corolario 4.3.5. El conjunto RPAut(€) = {\ € Aut(G) : Meg) = ep} es un
grupo contenido en PAut(€).

Demostracion. En efecto, RPAut(€) es el estabilizador de ey bajo la accién de

Aut(G). O

Notemos que el automorfismo identidad id : KG' — KG es el tinico elemento
de © que pertenece a las extensiones lineales de los elementos de Aut(G). Por
tanto, si ¥ es un subgrupo de extensiones lineales de los elementos de Aut(G),
entonces © N ¥ = {id} y, por consiguiente, los elementos de O¥ se pueden
escribir de manera tnica. Este hecho se usard para formular la Definicién [4.5.1]
que veremos en la Seccion 4.5. Adicionalmente, YO = ©WV. En efecto, para cada
0; € © y i € U, tenemos que (¥0;)(g1) = ¥ (gigq) = ¥(9:)¥ () = (0;4)(qn),
donde j € {1,...,n} es el indice tal que g; = ¥(g;). Como © y RPAut(¢) son
grupos contenidos en RPAut(€), tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.3.6. Si A es un subgrupo de RPAut(€), entonces & = (O, A) =
OA es un subgrupo de PAut(<).

El siguiente teorema nos dice cuando el grupo @, del Corolario anterior,
contiene un PD-conjunto de € con respecto a cualquier conjunto de informa-
cion.

Teorema 4.3.7. Sean I un conjunto de informacion de € y A un subgrupo
de RPAut(€). Supongamos que Gy = {g; : i € I'} y ~ es la relacion de
equivalencia sobre ® = (0, A), dada por

o1 ~ 0y sty solo si 01(Gp) = 09(Gp).
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Si P es un sistema completo de representantes del conjunto cociente ®/ ~, y
para cada o € P, T, denota el conjunto de todos los t—subconjuntos de o(Gr),
entonces P es un PD-conjunto de € con respecto a I si y solo st

UFAE C) (4.4)

oc€P
Demostracion. Sea J el conjunto de todos los t—subconjuntos de G. Si

j:Ujav

oeP

entonces para todo t—subconjunto 7" de G, existe o € P tal que T' C o(Gp).
En consecuencia, o 1(T) N (G \ Gp) = 0 y asi P es un PD-conjunto de €
con respecto a I. Reciprocamente, si para todo t—subconjunto 17" de GG, existe
o € P tal que o(T) N (G \ Gp) = 0, entonces T C o~ *(Gy/) v, por lo tanto,
T € J,-1. De lo anterior,
Jgcla.
oeP
Como tenemos trivialmente que

U 1.70' g j7
c€P
luego
j - U \70’7
oc€P
y con esto se completa la prueba. O

De acuerdo al Corolario 4.2.2, G\ G, es un conjunto de informacién para
cualquier G—codigo. Este conjunto de informacién es el tinico conocido para
cualquier grupo arbitrario G. En particular, el resultado anterior se cumple

para G \ Gr.

Observemos que si A un subgrupo de RPAut(€) y v = |A|, entonces calcular
P tiene orden de complejidad

O x n?). (4.5)

En efecto, el grupo ® = (O, A) tiene nv elementos. Por cada ¢ € ® calculamos
0(Gp) el cual tiene orden n — k.Por consiguiente, el nimero de operaciones
necesarias para comparar cada par de elementos (distintos) de ® es

nv(nv — 1)

(n—k) x 5

87



Adicionalmente, si p = |P|, para verificar la Condicién (4.4) del mismo
teorema, por cada elemento o € P, hay que considerar

n—=k
t
t—subconjuntos de ¢(Gp). Entonces verificar si el conjunto P, del teorema
anterior, es un PD-conjunto tiene orden de complejidad

oo ()

A continuacién veremos con un ejemplo que la eleccion A = RPAut(€)
algunas veces resulta muy ttil.

Ejemplo 4.3.8. Consideremos de nuevo el algebra de grupo F3 D13 con la base
fijada en el Ejemplo[4.3.2 Para este caso, tomemos € = (eo), donde

e = (1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0).
Entonces, n =26, k =14 y t = 2. Aqui,
G = {1,a,b,ab,b* ab® b, ab’ b*, ab*, b, ab’},

v © no es un PD-conjunto de € con respecto a D13\ G . Sin embargo, tenemos
que A = RPAut(€) es el conjunto de las extensiones lineales Auw) : F3Dy3 —
F3Dq3 de los automorfismos de grupo

)\(uﬂ,) G —- G
a — ab"
b — b’

donde v = 0,1,...,12 y v = 1,3,4,9,10,12. Con esta eleccién, cualquier
conjunto P, que sea construido como se menciona en el teorema anterior, es
un PD-conjunto de € con respecto a Di3 \ Gp. Como |®| = 2028 y todas
las clases de equivalencia de tales construcciones tienen 2 elementos, entonces
|P| = 1014 y, por lo tanto, la descodificacion es mas eficiente si usamos P en
lugar de .

Es importante mencionar que para grupos ciclicos, diédricos, cuaternios,
alternados o simétricos, el grupo A = RPAut(€) se puede calcular facilmente
dado que su grupo de automorfismo es bien conocido y tiene un tamano menor
que n?. Sin embargo, verificar si A(eg) = ¢ para cada A € Aut(G) tiene orden
de complejidad O(u x n) donde p = |Aut(G)|. Esto implica que en ocasiones,
el calculo de RPAut(€) puede ser bastante complejo (por ejemplo, si Aut(G) es
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muy grande o desconocido). En otros casos, el tamano de RPAut(€) podria ser
muy grande y, como consecuencia, la descodificacion por permutacién no es tan
eficiente. Por lo tanto, proponemos algunas otras opciones para A < RPAut(¢)
que pueden dar lugar a PD-conjuntos. Para la descodificacién, se escogera A lo
mas pequeno posible de tal modo que el conjunto P, inducido por el Teorema

[4.3.7 sea un PD-conjunto.

Proposicién 4.3.9. Sea G un grupo no abeliano. Si A = Inn(G) es el subgrupo
de automorfismos internos de G, entonces A C RPAut(€).

Demostracion. Si \; € Inn(G) es la accién por conjugacién dada por ¢g; € G
y € estd generado por el idempotente central eg € KG, entonces la extension
lineal de \; a KG satisface que \;(eo) = g; *eogs = g; "gico = €o. O

Si G es un grupo no abeliano, dados g;, g; € G, definimos o(; jy(2z) := ¢:2g;
para todo z € KG y asi

X =A{0uy:99; € G},

es un grupo de orden |X| = |G|*/|Z(G)| que estd contenido en PAut(€). En
ese caso, podriamos usar Y para encontrar un PD-conjunto de € con respecto
a I =G\ Gp. Sin embargo, ¥ coincide con ® = (A, 0) tomando A = Inn(G).
En efecto, si 6; € © y A\; € Inn(G), entonces (6;1;)(g1) = gigj_lglgj = 04+ ) (1)
siendo i* € {1,...,n} el indice tal que g; = gigj’l.

Ahora veremos un par de resultados para el caso abeliano. Notemos que si
G es un grupo abeliano y ¢ € Z* es potencia de un nimero primo p, el cual
no divide al orden de G, entonces g — ¢9 es un automorfismo de G. Dicho
automorfismo se extiende a una aplicacién lineal biyectiva 7, : F,G — F,G,
dada por 7,(z) = z? para todo z € F,G, que resulta ser el automorfismo de
Frobenius del anillo F,G.

Proposicién 4.3.10. Si G es abeliano y K = F,, entonces el automorfismo
de Frobenius 7, : KG — KG pertenece a RPAut(€) y A = (1,) es un subgrupo
de RPAut(C).

Demostracion. Si € = (eq), entonces 7,(eg) = ef = ep. O

Para los siguientes resultados, notemos que si G = G X G, donde G y G,
son grupos, entonces KG = KG; ® KGy. Este hecho también es valido para el
producto directo de m > 2 grupos. Ademas, si J; y Jo son ideales bilateros de
KG1 v KGy, respectivamente, entonces J; ® Jy es un ideal bildtero de KG. Sin
embargo, no todo ideal bilatero minimal de KG es de la forma anterior. Por
tal razén, vamos a ilustrar un resultado para codigos ligados a ideales bilateros
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que se obtienen como una suma directa interna de productos tensoriales de
ideales bilateros minimales de KG; y KG,.

Proposicién 4.3.11. Sean K =F, y G = G; X G2, donde G y G son grupos
ciclicos. Si € es un G—cddigo sobre K el cual es suma (directa interna) del
producto tensorial de ideales bildteros minimales de KG1 y KGs, entonces el

automorfismo lineal Ay : KG7 ® KGy — KG; ® KGy dado por

Z(Zl ® zp) Z(Z(f ® Z2),

71,22 z1,Z2

donde z; € KG1 e zy € KGy, es un automorfismo del anillo KG y pertenece a
RPAul(€). En consecuencia, el grupo A = (A1) estd contenido en RPAut(T).

Demostracion. En efecto, A es la extension lineal a KG del automorfismo de
G dado por (g, h) — (g9, h) y por la Proposicién |4.3.3] es un automorfismo del
anillo KG. Ahora bien, si € estd generado por eq, la hipdtesis implica que

o= (;®¢e)),
1,
donde e; € KG y €] € KGy son idempotentes (centrales) primitivos. Entonces,
Ar(eo) =M (2(62 ® €§’>> =D () @d) =) (@) =c
i,j i,J 1,7
O]

Ejemplo 4.3.12. Sean K = Fy y G = C; x C7, donde G = (a,b). Tomamos
como base de Fo(C; x C7) a

{1,a,b,a? ab,b*,a®, a*b, ab® b%, a*, a®b, a*b*, ab®, b*, a° a'b, a®b?, a®b*, ab®,
bv2,a% a®b, a't?, a’b?, a®b*, ab®, b, a®b, a°b?, a'b®, a*b*, a?bP, ab®, afb?,
a®b?, a*b*, a®b°, a?b°, a3, a®b?, a*b®, aPb°, ab*, a®b°, a*b®, a®b°, ab%, a®b°}.
Por otro lado, calculamos que e; = (1,1,1,1,1,1,1), e = (1,1,1,0,1,0,0) y
es = (1,0,0,1,0,1,1) son los idempotentes (centrales) primitivos de FyC; con
el orden {1,q,...,¢%} para la base C; = (g).
Consideremos € = (e) donde

€y — (61 X 62) + (62 (024 61) + (63 & 61) + (63 X 62).
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Entonces

e = (0,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,
0,1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0).

Los parametros de € son n =49, k = 18 y t = 5. Un conjunto de informacion
de este cédigo grupo es (C; x C7) \ G, donde

G = {1,a,b,a? ab,b*, a®, a*b, ab®, b*, a*, ab, a*b*, ab®, b*, a°, a*b,
a’b?, a*b?, ab* b°, ab a’b, a*b?, @b, a®b*, ab®, b°, a®b, a’b?, a*b°}.
Si tomamos A = (7,), entonces ® = (O, A) no satisface la Condicion (4.4).

Sin embargo, si consideramos A = (\1) en lugar de (7,), entonces P = (O, A)
cumple tal condicién y, por lo tanto, es un PD-conjunto de € con respecto a

G\ GyL.
También es posible hacer la construccién analéga para A = (Ay) donde
/\2 : IFGl & ]FGQ — FGl & FGQ

Y (m®z) = Y (2 @),
Z1,Z2 Z1,Z2

para todo par z; € FGy y z2 € FG,. Notemos que (7,) < (A1, A2). Todo lo
anterior se puede generalizar, si G es un producto directo de m > 2 grupos (no
necesariamente ciclicos) pero tomando subgrupos especificos de automorfismos
de G como se muestra a continuacion.

Proposicion 4.3.13. Sea G = G X --- x Gy, donde G; es un grupo arbitrario

para todo © € {1,...,m}. Supongamos que J es un congunto finito no vacio y
jeJ
donde Q:z(»j) es un ideal bilatero minimal de KG; para cada pari € {1,...,m} y

j e J. SiA; es un subgrupo de automorfismos del algebra KG; que pertenecen
a RPAut (@g”) para todo j € J, entonces para cada X\ € A;, el automorfismo
lineal N : KG — KG dado por:
Z [Z1®"'®Zi®"'®zm] — Z [Z1®"'®/\(Zi)®"'®zm]
Z1 e Zim Z1 . Zim
donde z, € KGy, para todo h € {1,...,m}, es un automorfismo del anillo KG

y pertenece a RPAut(€). Por tanto, \; = {/): : KG — KG : XA € A} es un
subgrupo de RPAut(€).

Con el teorema anterior, podemos hacer muchas elecciones para A. Por
ejemplo, A = A;; A = (A;, Ayr)izi ¥ asi sucesivamente con hasta m subgrupos
diferentes A,.
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4.4. Nuestro trabajo versus otros estudios
previos

En primer lugar, debemos senalar que en la literatura no existen estudios
de descodificacién por permutacion en coédigos grupo no abelianos. Sin em-
bargo, la descodificacién por permutacién en cédigos ciclicos ([39]) y cdodigos
abelianos (ver [I0] y [15]) si ha sido considerada anteriormente.

En efecto, sean G' un grupo ciclico de orden n impar y € un G—cddigo
binario de dimensién k que corrige hasta t errores. MacWilliams demostro el
siguiente resultado en [39].

Teorema 4.4.1 ([39]). Si I es un conjunto de informacion de € con k po-
siciones consecutivas de {1,...,n}, entonces © es un PD-conjunto de € con
respecto a I si y solo si tk < n.

En el mismo trabajo, se uso el automorfismo de Frobenius 5 : FoG — FoGG
para caracterizar cuando P = (6, 72) es un PD-conjunto de un cédigo ciclico
binario de longitud impar n. Los resultados de MacWilliams son validos en
codigos ciclicos sobre cualquier cuerpo finito K = [, con la condicién que KG
sea semisimple y son equivalentes al método propuesto en este capitulo.

En [3], A. Benyamin-Seeyar et al. incluyeron el término descodificable por
permutacion en u pasos, donde u € {1,...,m —1} y m es el orden de 7, para
referirse a aquellos codigos ciclicos para los cuales

P={0r]:i=1,...,n;5=0...,u—1}

es PD-conjunto con respecto a cualquier conjunto de informacién con k posicio-
nes consecutivas de {1,...,n}. Algunos resultados que dan caracterizaciones
de codigos ciclicos binarios descodificables por permutacion en 2 pasos fueron
dados por [3] y se resumen en [30]. Aunque todas estas condiciones son muy
faciles de comprobar, sélo resultan titiles para casos muy especificos de codigos
ciclicos binarios. Tampoco se conocen resultados similares para cédigos ciclicos
sobre cuerpos finitos de caracteristica distinta de 2.

En la misma direccién, mencionamos el trabajo de Chabanne ([I5]) para
cédigos biciclicos semisimples sobre Fy que, en nuestra notacion, son G—codi-
gos binarios siendo G el producto directo de dos grupos ciclicos de orden impar.
Chabanne en su trabajo consider6 el grupo P = (O, 75) y explicé como puede
usarse para descodificar parcialmente en estos G—cddigos. Tal método también
se puede generalizar a cédigos grupo abelianos sobre cualquier cuerpo K = I,
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para el caso semisimple, pero no permite la correcion de todos los errores den-
tro de la capacidad correctora como si lo hace nuestro método.

En [9], Bernal et al. estudiaron un conjunto de informacién para c6digos
grupo abelianos en el caso semisimple. En [10] y también en el caso semisimple,
establecieron condiciones que garantizan que el grupo © de multiplicaciones a
la izquierda de G contiene un PD-conjunto parcial de un G—cédigo (abeliano)
con respecto al conjunto de informacién estudiado previamente. En el mismo
trabajo, dado un G—cdédigo € de F,G, se dieron condiciones para que el grupo
P = (O, 1,) sea un s—PD-conjunto parcial, donde s = 2, 3, de € con respecto al
mismo conjunto de informacién. Podriamos aplicar nuestro método a codigos
grupo abelianos que no necesariamente satisfacen tales condiciones.

4.5. Generalizando el algoritmo en cédigos
grupo

Ahora veremos como podemos generalizar el algoritmo de descodificacién
por permutacién en aquellos codigos grupo en los cuales el grupo RPAut(¢)
del Corolario es dificil de calcular (por ejemplo, cuando Aut(G) es des-
conocido o sensiblemente mayor que n?) o en aquellos c6digos grupo en los
cuales el conjunto P, del Teorema |4.3.7, no es un PD-conjunto.

Para ello, retomaremos la notacion de las secciones 4.2 y 4.3. Supongamos
que r = c+e es la palabra recibida, donde ¢ € € y e € KG. Por la Proposicién
[1.3.3] si ¢ € Aut(G), entonces 1) se extiende a un automorfismo del dlgebra
KG, también denotado por ¢ , y por lo tanto, ¥(€) = (1(ep)) también es
un cédigo grupo equivalente a €. Dado que (ST (r)) = ¥ (red) = ¥ (r)v(es),
y ¥(eg) es el idempotente que es ortogonal a 1(€), entonces (ST (r)) es el
KG —sindrome de 1(r) con respecto a ¢ (&), y

(ST (r)) = d(c)v(eg) + v(e)(eg) = v(e)i(eq).

Ademas, si wt(e) < t, entonces wt(¢)(e)) = wt(e) < ¢y, por el Teorema
3.1.2] 1(e) es el inico elemento de KG, con peso menor o igual a ¢, que satisface
la ecuacion

Xip(eg) = (ST (r)). (4.7)

En conclusion, recibida la palabra r € KG, si € € KG es solucién de la ecua-
cién (4.7) y tiene peso wt(e’) < ¢, entonces el error producido es e = ¢~ !(e’).
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Por consiguiente, para descodificar usaremos los cédigos grupo que son ob-
tenidos al aplicar a € las extensiones lineales de automorfismos de G.

Conservando la notacién anterior, si C;7 (1) es el vector columna de los
coeficientes de g;ib(ef) para cada g; € {1,...,n},

CHgreevgn) = (CHW) .. CE() ) € Myen(K),

y V() es el vector columna de los coeficientes de 1(S™(r)), entonces resolver
la ecuacién (4.7)) se reduce, en términos lineales, a resolver el sistema lineal de
ecuaciones

—T
CJ(gl,...,gn)-X :VJ. (4.8)
En virtud de la Proposiciéon m, la matriz C;r (g1, -.,9n) vy lamatriz extendida

Mg 1g0) = (€ gt o 90) | V),

tienen rango igual a n — k y, en consecuencua, podemos calcular su matriz

escalonada reducida, que denotamos Cjf(g1,...,gn) ¥ .K/lvﬁ(gl, ..y gn) TESPEC-
tivamente. De acuerdo al hecho anterior, existe una matriz invertible i, €
M, (K) tal que

u¢.c1j)_<gl7"'7gn) :511;(glaagn)

Asi, el sistema lineal de ecuaciones
tiene las mismas soluciones que el sistema (4.8)). Como ¢ (r) es una solucién de
1} entonces Cjf(g1, - -, gn) - (r)" = Uy - V| y podemos definir

R ._ +

De donde, VwR = é?f(gl, ooy gn) - h(r)T y sus tltimas k filas son también nulas.
Si eliminamos las tltimas k filas nulas C,f(gl, ey n) Y Vf, y denotamos las
matrices resultantes por Cf (g1y---59n) Y Vf respectivamente, entonces resolver

la ecuacién (4.8), es equivalente a resolver

Si los pivotes de @f(gl, ..., gn) estan en las posiciones (1, llf), ooy (n—Fk, l;f_k) y
L) ={1¥,...,1_,}, entonces Grw) ={9 € G: 1€ L(v)} es un conjunto de
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posiciones de control de 1/(€) y, en consecuencia, G\ G'r(y) es un conjunto de in-
formacién de 1(€) y C/¥(g1, ..., gn) es una matriz de control de ¥ (&) que tiene
la matriz identidad Z,,_, en las posiciones indicadas por los elementos de G'z,(y).

Con lo cual, podemos aplicar un método de descodifcacion por permutacién
en (&) para resolver la ecuacién . Si logramos hallar una solucion de la
ecuacion , con peso menor o igual a t, es posible descodificar r € KG.
Por el Teorema si wt(e) < t, entonces las posiciones de informacién de
r no tienen errores si y solo si wt (Cff(g1,...,gn) - (¢(r))") < t. Por tanto, la
idea del algoritmo generalizado de descodificaciéon por permutaciéon consiste
en ir aplicando la técnica de descodificacion por permutacion en cada uno de
los cédigos 9 (€) hasta encontrar el error o hasta determinar que el nimero de
errores producidos es superior a la capacidad correctora. Vamos a considerar
el grupo © de la Proposicién , dado que, © C PAut(y(€)) para todo
Y € Aut(G) (independientemente si G es abeliano o no).

Definicién 4.5.1. Sean ¥ < Aut(G) y Q = (©, V). Decimos que Q C Q es un
GPD-conjunto de &, si para todo t—subconjunto T de G, existe o € Q, donde
o=00,0,€0 yy eV, tales que (T) N (G \ Gry) = 0.

Dado que la expresion o = 6,1, donde 6; € © y i) € U, es tinica, la nocion de
GPD-conjunto estd bien definida. Ademas, en presencia de un GPD-conjunto,
el algoritmo generalizado de descodificacién por permutacion funciona adecua-
damente. Podemos reformular la caracterizacién para los GPD-conjuntos de la
siguiente manera.

Teorema 4.5.2. Sean ¥ < Aut(G) y ~ la relacion de equivalencia sobre
Q= (0,¥) dada por

o1 ~ 09 si Y solo si 01(Gry) = 02(Gry)),
siendo o1 = 0" y oo = 0;9. Si Q es un sistema completo de representantes del
conjunto cociente Q) ~, y para cada o € Q, donde 0 = 6;1, 0, € © y € ¥,

T denota el conjunto de todos los t—subconjuntos de (G y)), entonces Q es
un GPD-conjunto de € si y solo st
n
= , 4.10
(}) (4.10)

U 7

Demostracion. Es andloga a la prueba del Teorema [4.3.7] O
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Ejemplo 4.5.3. Consideremos G = C3 x C3 x C3 = (a,b,¢) y K=TF;. En la
base vamos a fijar el siguiente orden:

{1g,a,b,c,a’, ab, ac,b?, be, ¢, ab, a’c, ab®, abe, ac?, b*c, be?,

a’b?, a*be, a*c?, ab’c, abc?, b*c?, a®bc, a*bc?, ab®c?, a*b*c?}.
Si € = (ey), donde
e0 = (27 6’ 37 67 07 3’ 17 67 37 O? 37 57 67 57 57 67 37 67 2’ 17 37 27 6’ 47 07 47 O)’

entonces n = 27, k =5 y t = 7. Calculamos que RPAut(€) = (\), donde

MG = G
a — cC
b — b
c — a

De lo anterior, el conjunto ® = (O,A), donde A = RPAut(€), no es un
PD—conjunto de € con respecto a G \ G,. Sin embargo, tomando ¥V = (1),
donde
v: G — G
a — a
b — V?

c = c

implica que el conjunto @ = OW satisface el Teorema y, por lo tanto, es
un GPD—conjunto de €.

4.5.1. Algoritmo generalizado de descodificacién por
permutacién (Algoritmo GPD)
Supongamos que ¥ < Aut(G) y Q = (0, V). Si @ C Q es un GPD-conjunto
de €, consideramos Cf(gl, ceq)y L) ={L(),...,lh—x(?0)}, donde ) re-
corre el conjunto de todos los elementos ¢ € W tales que #;9) € Q para algin

0; € ©. El algoritmo generalizado de descodificacion por permutacion es el si-
guiente:

Recibida la palabra r € KG, se toma aleatoriamente o € Q, donde o = 6,1,
0, € © y 1 € V. Se calcula

Syn(o(r))¥ = Cf(gl, g o)t

Suponga que Syn(co(r))¥ = (ef,... e’ ).
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= Si wt(Syn(o(r)))¥ < t, se define € := (¢}) € K* donde

€;

, ), sii=1;() para algin j € {1,...,n — k},
0, en caso contrario.

Entonces, el error es e = o~ 1(€) y el algoritmo termina.

= De lo contrario, se descarta o, y se repite de nuevo el proceso con otro
elemento de Q.

El algoritmo termina cuando se encuentra o = ;3 € Q, con §; € © y 1 € U,

tal que
wt (Syn(o(r))?) <, (4.11)

o cuando todos los elementos de Q, han sido verificados y ninguno satisface
(4.11)). En este tltimo caso, la cantidad de errores ocurridos supera la capacidad
correctora del cédigo y, por consiguiente, el algoritmo no puede descodificar r.

Ejemplo 4.5.4. Tomemos el cédigo grupo € de F;(C3 x C3 x C3) en el Ejemplo
[4.5.3 Para descodificar usaremos el GPD-conjunto @ = OV definido en el

mismo ejemplo. Si
r=(3,1,6,1,0,5,1,2,5,0,6,5,3,4,5,3,6,2,1,1,5,1,0, 2, 3,2, 3),

entonces tomando 03, la multiplicacion a izquierda por b € C3 x C3 x C3, y
o = 631, tenemos que

Syn(o(r))* = (5,0,5,0,0,0,5,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,4,0,5,0,2),
y por lo tanto,

e = (5,0,5,0,0,0,5,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,4,0,5,0,0,2,0,0,0,0)
= 54 5b + bac + abe + 4a*b* + 5a*c? + 2%

Asi,

e =0 (54 5b+ 5ac + abe + 4a*b* + 5a*c® + 2b*c?)
=710 1(5 + 5b + bac + abe + 4a®b* + 5a’c* + 2b°c?)
= "1 (b*(5 + 5b + 5ac + abe + 4a*b* + 5a*c? + 2b*c?))
=71 (5b* + 5 + Sab’c + ac + 4a’b + 5a*b?c? + 2bc?)
=5+ 5 + babc + ac + 4a’b? + 5a’bc” 4 20°¢?
= 5+ 5b + ac + babc + 4a*b* + 2b*c* + 5a’bc?
= (5,0,5,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,5,0,0,0,4,0,0,0,0,2,0,5,0,0).
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4.5.2. Analisis de complejidad

Dado ¥ C Aut(G), previo al algoritmo, debemos calcular Cf(gl, 1)
para cada 1 € W. Tal calculo tiene orden de complejidad O(y x n?), donde
~v = |¥]. De lo anterior, obtenemos un total de  conjuntos de posiciones de
control G'py).

En consecuencia, calcular el conjunto Q del Teorema tiene orden de
complejidad
O(y* x n?). (4.12)

Si suponemos que |Q| = g, entonces comprobar si Q es un GPD-conjunto tiene

orden de complejidad
—k
O(gx (”t )) (4.13)

Las expresiones (4.12]) y (4.13]) se demuestran de la misma forma como lo hi-
cimos con las expresiones (4.5) y (4.6)), respestivamente.

Finalmente, si Q es un GPD-conjunto y razonamos de forma analoga para
obtener la expresién (4.2)), deducimos que el orden de complejidad del Algo-
ritmo GPD es O(g x n?).
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Capitulo 5

Cédigos grupo LDOI

Los cédigos LDPC (Low-Density Parity-Check) son un tipo de cédigos li-
neales binarios que se caracterizan por tener una matriz de control con una
cantidad muy pequena de entradas no nulas (unos). Fueron definidos por R.
Gallager en [21] y posteriormente estudiados en [38] y [60]. Un cdédigo LDPC
se construye garantizando que posee una matriz de control cuyas columnas
tienen exactamente el mismo nimero v de entradas no nulas. La elecciéon de
v y la estructura especifica de tal matriz tienen un impacto significativo en el
rendimiento y complejidad de los distintos algoritmos de descodificacion que
han sido disenados.

Uno de los algoritmos de descodificacién mas conocidos y eficientes para
este tipo de cddigos es el llamado Bit Flipping (BF). Tal algoritmo se aplica de
forma iterada hasta corregir los bits erréneos (posiciones de error) en el men-
saje recibido. En cada iteracién, el algoritmo verifica ciertas restricciones de
paridad y corrige los bits que no las satisfacen. Luego, se vuelve a comprobar
si cumplen otras restricciones de paridad. Si no es asi, el algoritmo se repite
iteradamente hasta que se cumplan todas las restricciones o se alcance un limi-
te predefinido de iteraciones ([21], B8, [60]). La ventaja de usar el algoritmo BF
es que es simple y eficiente.

El propdsito de este capitulo es hacer un anélisis similar al hecho en [56] y

[57], en cédigos LDPC, para disefiar e implementar un algoritmo anélogo en
codigos grupo.

5.1. Definiciones y Propiedades

En esta seccién, el cuerpo base sera siempre K = Fy y presentaremos la
familia de cédigos grupo LDOI (Low-Density Orthogonal Idempotent). Estos
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se pueden considerar como los analogos de los codigos LDPC en el contexto de
los codigos grupo. De ahora en adelante, G es un grupo finito de orden n impar.
Con esto, el dlgebra de grupo FoG es semisimple y todo cédigo grupo tiene un
sumando directo. Tanto el cédigo como su sumando directo estan generados
por idempotentes centrales de FoG. Siguiendo el Capitulo 3, € denota un coédigo
grupo de FyG y ef € FyG el idempotente que es ortogonal a €.

Definicién 5.1.1. Se dice que € es un codigo grupo v—LDOI (con idempotente
ortogonal de peso pequenio v) si v = wt(ej) es sensiblemente menor que n.

De acuerdo con la definiciéon anterior, si C’; es el vector columna de los
coeficientes de g;eg , entonces la matriz (ver Capitulo 3)

C+(gl,...,gn):(0; C’;ﬂ),

tiene el mismo numero v de entradas no nulas en cada columna. En efecto, los
coeficientes de las columnas de tal matriz son permutaciones de los coeficien-
tes de ed correspondientes, a la multiplicacién a izquierda de g; € G. Como
C*(g1,--.,9n) se comporta como una matriz de control de € (ver Seccién 4.2),
al suponer que v es mucho més pequeno que n, tenemos que € se asemeja a
un cédigo LDPC.

Suponiendo que € es un coédigo grupo v—LDOI generado por el idempotente
eo € FoG, tenemos que eg = 1 + e . Si v = 1, entonces ej = 1, y por lo tanto
¢ = {0}. Con lo cual, de aqui en adelante imponemos que v # 1. Ademés, si
d es la distancia minima de €, entonces

d < wt(eg) < wt (ef) +wt (1) =v+ 1. (5.1)
Notemos que wt(eg) = wt(eg) + 1, si 1 & Supp(eg).

En lo que sigue, buscaremos condiciones en el codigo grupo que permitan
obtener la igualdad d = v + 1, asi como otras propiedades ttiles para la des-
codificacién. Tales propiedades estan ligadas a algunas caracteristicas de su
matriz de adyacencia.

Definicién 5.1.2. La matriz de adyacencia de € es la matriz D € My, (Z)
cuya (i, j)—ésima entrada d; ; estd dada por

; 0 sii=3j,
W ’Supp(C;:) N Supp(C;;) si1# j.

Sid; ; € {0,1} para todo pari,j € {1,...,n}, se dice que D es binaria.
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Notemos que el calculo de la matriz de adyacencia D de un codigo grupo
de FyG tiene orden de complejidad O(vn?). Dicha matriz es simétrica y las
entradas de cada fila se obtienen mediante permutaciones de las entradas de
su primera fila. En efecto, sea d; ; el elemento en la fila ¢ y columna j de la
matriz D. Entonces, existen z € FoG con peso wt(z) = d; ; v z;,2; € F2G con
soportes disjuntos tales que

gieg =z +z; y Supp(z) N Supp(z;) = 0
gies =z +z; y Supp(z) N Supp(z;) = 0.

De donde se obtiene que

ed =g, 'z + g; 'z y Supp(g; 'z) N Supp(g; 'z;) = 0.
g, (95¢5) = 9, 'z + g; 'z; y Supp(g; 'z) N Supp(g; 'z,) = 0.
Ademss, g; 'z; y g{lzj tienen soportes disjuntos. Si h € {1,...,n} es el indice

tal que g = gi_lgj, entonces dy , = Wt(gi_lz) =wt(z) = d; ;.

Ejemplo 5.1.3. Supongamos que K =Fy y G = C7 x C5 = (a,b). Si fijamos
la base
{1,a,b,a? ab,b* a* a*b,ab? a*,a®b, a*b?, a°, a*b, a®b*, a®, a°b, a*b?, a®b, a°b*, a®b?}
y consideramos el codigo grupo € cuyo idempotente ortogonal es

eg = L+b+ b +a’b+ a®b* + a°b + a®b + a®b? + a®V?,
entonces

ct=(1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1)7,
ct=(0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,1)",
i =(1,0,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,1, 1)7,
c%=1(0,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0, 1,0)7,
ct =(1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0, e,
5 =(1,0,1,0,0,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1, 1,0,1,0,0)%,
c% =(0,0,0,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0, 1,0, n7,
¢, =(1,1,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0

)T
ct,=1(1,1,1,0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0)"

Y

(
(

I
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De donde, la matriz de adyacencia de € es

W W WWWHEAEWWHREWWHREWWHRRODOODWEReEO O

Ca—tl = (07 07 170707 1707 1707 17 17 170’ 17 17070? 1707 O7O)T7

C;;b =(0,1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0, 1)",

C+

a?b?

_l’_
Crs

Cly,=(1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0),

C+

a3b?

+
Clo

C;;b =(0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,0)",

C+

atb?

¢, =1(0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1
¢k, =1(0,1,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,1,0

C+

abb2

W WWWWHEWWHEWWHEREOOWERR WO WO

=(1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0)",

(0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,0),

=(0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0)",

=(1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0)",

=(0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0,1,0,1)".

W W WhAE WWHAEWWHRERWWHRRWOoOhRWwWoWwo

W WWWWHE WWEREOOWERE WO ke WWwo Wk

W W Wk WWHE WWhk WO R WWoO Wk ow

ok Wk W W R WWhEeE WWHhREWWoWwo wo

W W WWWHEO WE WO W Wwo WwWwWhk Wk &~

W Wk W WWhE WO R WWOoOWWhkOo ke Www

= s W kR W Wk W W WW O WWHEOoOWWwow

W W WO W WO R WWOWWHEE WWhke Wk~
W W W WO R WWOWWHRREODOODWhke Wk Www

102

= W W Wk WW O WWHREOWHRsEWoOWWww

WA WWOOAO R WWOWWHEREWWHEWWhks Wk~

W W OO WWOWWER O WERE WWhke Wk Www

s Wk W WO WWHE oW WOk WWwwwow

D WO WWOWWHERE WWHE WWhkeWWhEs Wk

WO WO WWHEOWHREWWHEREWWEeE Wk WwWww

= s WO W Wk OO Wk WO AW Wk Wwwwww

(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1)",

Y

)
)
7
)

DD WO WO WHERE WWHHRE WWHRE WWEeE Wk WwWww

b

= O W OO Wk WOk WWhEWWhEsEWWwWwwwow

O OO WO R WWHREWWHRE WWERE WWwww




Ahora bien, si z = g;, + - + g;, tiene peso u, entonces para calcular ze,

es necesario sumar las columnas de la matriz

+ _ + +
C (gim"'agiu)_(Cgil Cgiu )
La matriz anterior tiene uv entradas distintas de cero. Para cadal € {1,...,n},
denotamos a 7; como el peso de la [—ésima fila de C*(g;,, - .., ¢g:,). Entonces

n
uv = E -
=1

Como g;, € Supp(zeg) si y solo si 7, es impar, para cada [ € {1,...,n},
definimos

) si v, es par,
pre v —1 sl esimpar.

Entonces,
n n n
wh(zed) =Y y— > p=uv—Y p.
1=1 =1 =1

Ademas, p; es par y en la filal de C™(g;,, . .., ¢9:,) hay al menos p;/2 parejas de
columnas que tienen un 1 en esa posicién. Por otra parte d; ; € D, con i # j,
representa el niimero de posiciones [ en las que ambas columnas, la 1—ésima y
la j—ésima, tienen simultaneamente un 1. Por lo tanto,

S (5) <X
=1 i<j

donde la suma del lado derecho recorre todos los indices ¢, 7 tales que g;, g; €
Supp(z), y por consiguiente,

wt(zeg) > uv — 2 - Zdi’j'

1<j

Proposicién 5.1.4. Sean € un codigo grupo v—LDOI y D su matriz de ad-
yacencia. Supongamos que z € FoG tiene peso u. Entonces z € € si y solo

si
Zdi,j > u2—U> (5.2)

i<j

donde la suma recorre todos los indices i, j tales que g;, g; € Supp(z).
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En el resto de esta seccién vamos a suponer que € = (egp) es un c6digo
grupo v—LDOI. Como las columnas y las filas de la matriz

C+(g1,...,gn):(0; C;L ),

estdn en correspondencia biyectiva (ver Proposicién [4.2.1) bajo la aplicacién
v : KG — KG, dada por

® (Z aigi> = Z%‘gi—l,
=1 =1

entonces tales filas y columnas tienen el mismo peso v, y para cada ¢; € G,
definimos C® como la submatriz de C*(gy, ..., g,) formada al suprimir las fi-

las que tienen 0 en la posiciéon i. También, definimos C’](-i) como la j—ésima
columna de C®.

Si D es la matriz de adyacencia de €, entonces wt <C’]@> = d; ; para cada

J # 1. Ademads, si R; denota la [—ésima fila de C*(gy, ..., g,), entonces R; tiene
exactamente v entradas no nulas y

Sowt(Cf) = Y [supp () \ {i}l. (5.3)
J];i lGSupp(C’;'i)

Ejemplo 5.1.5. En el ejemplo anterior, se verifica que

Supp(C%,) = {2,4,7,9,11,12,15,16,21}.
Con esto,
01 0010011011001 O01O00O0T1O0
00010001001 1O011001101
00100110001 O0O0T1TT1O0T1TT1O0T10O0
01011011 101010O0O0T1TO0O0O0TO0
CW=11000011001101010010T10
00010011011 101010O01O0O0
1010001001101 110100O0°0
00101100101 000110O010T1
11101010001 O0O0O0O01TO0O0OT1TO071
En particular se verifica que wt (Cén)> = 3 = dj12. Ademads,

21

> wt (C}“)) = ) [Supp(R)\{11}| =72
jjz l€Supp(CT,)
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es la cantidad de entradas no nulas en la matriz C*Y sin contar los elementos
de undécima columna.

Proposicion 5.1.6. Si D es la matriz de adyacencia de €, entonces la suma
de los elementos de cada fila de D es igual a v(v —1).

Demostracion. Basta hacer la prueba para la primera fila de D. En efecto,

i dlyj = d171 + idl,j =0+ iwt (C;D)
= > [SwppR)\{1}[= > (v-1)=vw-1)

ZGSupp(Cgl) ZGSupp(C;i)
puesto que, ‘Supp (C’;)‘ = . H

Teorema 5.1.7. Sean € un codigo grupo v—LDOI y D su matriz de adyacen-
cia. Si D es binaria, entonces

v(v—1) <n.

Demostracion. Si D es binaria, entonces

idl’j S n—1.
j=1

Usando la proposicién anterior tenemos que v(v — 1) <n — 1. [l

La cota anterior es una condicién (necesaria) que debemos tener en cuenta
para construir codigos grupo v—LDOI con matriz de adyacencia binaria. Mas
adelante haremos algunas construcciones explicitas de codigos grupo con tal
caracteristica.

La siguiente nocion es importante para lo que resta de esta seccién y en la
implementacion del Algoritmo 1-BF en algunos codigos grupo v—LDOL.

Definicién 5.1.8. Si D es la matriz de adyacencia de €, los elementos de
cualquiera de sus filas son los mismos. Con lo cual, al reordenar de mayor a
menor, obtenemos el conjunto

dy>dy>--->d, =0.

Para cada € € {1,...,n}, definimos



Proposiciéon 5.1.9. Sea D la matriz de adyacencia de €. St D es binaria,
entonces pp(f) = £ para todo £ < v(v — 1).

Demostracion. Por la Proposiciéon [5.1.6, la suma de todas las entradas de cual-
quier fila de D es igual v(v — 1). De este modo,

dy = = dy_1) = 1,

y, en consecuencia, para todo ¢ < v(v — 1), se cumple que

Zd_1+ = /.

Z veces

]

Ahora bién, si D es la matriz de adyacencia de €, entonces para cada
U=1{9i, 9.} C G, sesigue que

Zdzm] < Zd = pp(u —1),
=2

Z dig,ij S Zdz = M'D(u - 2)7
=3 i=1

i1, < di = pp(1).

Y diy < Z pip (¢ (5.4)

9i,9; €U
i<j

Teorema 5.1.10. Sean € un cédigo grupo v—LDOI y d su distancia minima.
St la matriz de adyacencia de € es binaria, entonces

d=v+1.

Demostracion. En virtud de (5.1)), tenemos que d < v + 1. Para probar que
d > v+ 1, supongamos que z € € tiene soporte U y peso d. Sea D la matriz
de adyacencia de €. Como d — 1 < v < wv(v — 1), entonces por (5.4) y las

Proposiciones y[6.1.9] se deduce que
d—1

d(d—1
Z dw—ZMD Z %

9i,9; €U =1
1<j

Lo anterior, nos permite obtener la desigualdad deseada. O
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5.2. Descodificacién para cédigos grupo LDOI

En esta seccién presentamos y justificamos el disenio e implementacion de
un algoritmo de descodificacién para algunos codigos grupo LDOL.

Supongamos que se recibe la palabra r € F,G. Dado que el FoG—sindrome
de r es igual a la suma de los elementos del conjunto {g;ed; g; € Supp(r)},
entonces intentaremos determinar qué posiciones de la matriz C*(gq,. .., gn)
influyen para que S*(r) sea distinto de cero.

Definicién 5.2.1. Con las notaciones anteriores, el contador de la i—ésima
posicion de r, denotado ~;(r), se define por

vi(r) == |Supp(5+(r)) N Supp(giear)’ )

Si e € FyG es el error producido al recibir r € FoG, entonces 7;(r) = v;(e)
y tal cantidad indica el niimero de veces que en el sistema

X\Cf -+ X, 0 =V,

aparece un “1” en la i—ésima posicion de las ecuaciones en las que el término
independiente es igual a 1.

Supongamos de ahora en adelante que € = (e) es un cédigo grupo v—LDOL.
Si e € FyG es el error producido al recibir r € FoG, W = Supp(e) y g; € W,
entonces

vle)=v—wt| > 7. (5-5)

g, €W\{g:}

Por otro lado, si g; € W, entonces
vi(e)=wt [ Y. (5.6)
gj€W

En efecto, si g; € W, entonces para calcular ~;(e) es suficiente tomar v y restar
el cardinal del conjunto

L= {l € Supp(Cy)) : g1 & Supp(S™(e))}.

Como en la i—ésima columna de C solo hay “1”, nos fijamos solo en aquellas
filas de C® tales que la suma de sus entradas, distintas de la i—ésima, sea
igual a 1. Lo anterior es equivalente a sumar solamente las columnas de C,
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distintas de i—ésima, indexadas por las posiciones donde ocurrieron los errores
(las demés no se consideran, dado que en tales posiciones no hay errores y, por
lo tanto, no aportan ningin valor a la suma). Dicha suma es igual a

> (5.7)
g;€W\{gi}

y tendra tantas entradas no nulas como el cardinal de L. Asi, para calcular
~i(e), tomamos v y restamos el peso de la suma ({5.7)).

Por otro lado, si g; ¢ W, para calcular v;(e) es suficiente considerar el
cardinal del conjunto

L' = {l € Supp(Cy)) : g € Supp(S™(e))},

Para hacer esto, nos fijamos en aquellas filas de C® tales que la suma de sus
entradas sea igual a 1. Esto es lo mismo que sumar aquellas columnas de C®
indexadas por las posiciones donde ocurrieron los errores. Esto es,

pRe (5.8)

g; €W

En la suma anterior habrd tantas entradas no nulas como el cardinal de L'.
Asi, para calcular v;(e), basta con hallar el peso de (/5.8]).

Proposicion 5.2.2. Sean D la matriz de adyacencia de € y e € FoG el error
producido al recibir v € FoG. Supongamos que e tiene peso w. Si g; € Supp(e),
entonces

vi(e) = v — pp(w — 1).
Por otro lado, si g; ¢ Supp(e), entonces
vi(e) < pp(w).

Demostracion. Supongamos que W = Supp(e). Si g; € W, entonces

vi(e) =v — wt Z C’]@ > v — Z wt (C’;“)

g;€W\{gi} 9;€W\{g:}

w—1
=v— Z diJZ'U_Zdj:’U_/JJD(w—l).
j=1

9;€W\{g:}
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Si g; ¢ W, entonces

j=1

gjEW gj €W g; €W
]

Como consecuencia directa, tenemos el siguiente teorema, el cual establece
el criterio que serd usado para implementar un algoritmo de descodificacién en
aquellos cédigos grupo LDOI cuya matriz de adyacencia es binaria.

Teorema 5.2.3. Dado € un codigo grupo v—LDOI con matriz de adyacencia
binaria y e € FoG el error producido al recibir v € FoGG. Si e € FoG tiene peso
w<ty

_Jv/24+1 siv es par,
[v/2] si v es impar,

entonces g; € Supp(e) si y solo si v;(r) >b .

Demostracion. Si d es la minima distancia de €, entonces por la hipétesis y el
Teorema [5.1.10} se deduce que la capacidad correctora de € es

t=(d=1)/2] = |v/2].
En virtud de la Proposicién |5.1.9} p(¢) = ¢ para todo ¢ < v(v — 1). Dado que
w< |v/2] <v<v(v—1),
la proposicién anterior implica que si g; € Supp(e), entonces
vi(e) 2 v —pp(w—1) =v—(w—1).
Mientras que si g; € Supp(e), entonces
(@) < polw) =

Como el mayor nimero de errores que podemos corregir es |v/2|. En particu-
lar, para w = |v/2] se cumple que si g; € Supp(e), entonces

vile)>v—pw—-1)=v—(|v/2] —-1)=v—|v/2] + 1.

Mientras que si g; € Supp(e), entonces
vi(e) < p(w) = |v/2].
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Supongamos que v es par, entonces |v/2]| = v/2.
Si g; € Supp(e), tenemos que
~i(r) = vi(e) >v/2 4 1.
Si g; € Supp(e), entonces
7i(r) =vi(e) <v/2 <wv/2+1.

Si v es impar, la prueba es analoga. O

5.2.1. Algoritmo Bit Flipping con una unica iteracion
(Algoritmo 1-BF)

Supongamos que € es un cédigo grupo v—LDOI cuya matriz de adyacencia
es binaria y que

_Jv/2+1 sivespar
[v/2]  siw esimpar.

El algoritmo de descodificacién por Bit Flipping con una unica iteracion se
describe de la siguiente forma:
Paso 1.

Recibida la palabra r € FyG, se calcula S*(r). Si ST (r) = 0, no hay errores
y el algoritmo termina. En caso contrario, se procede al siguiente paso.
Paso 2.

Se calcula el vector de contadores y(r) = (71(r), ..., 7. (r)). Se considera el
conjunto

W ={g; € G:vl(r) > b}

y su cardinal w = |W].

1.Siw<tyW=H{g,...,9.,}, entonces el error es € = g;, + -+ ¢;,, ¥
el algoritmo termina.

2. De lo contrario, la palabra r no puede ser descodificada, puesto que, el
nimero de errores producidos durante la transmisién es mayor a t.
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Ejemplo 5.2.4. Supongamos que G = C51 = (g) y K = Fy. Ordenamos los
elementos de G mediante {1,g,...,¢°°}. Si € es el cédigo grupo que tiene
idempotente ortogonal

e;’{ = (07 07 07 17 07 07 17 07 07 07 07 07 17 07 07 07 O? 17 07 07 O? 07 07 07 17 07 07 07 07 07 0)7
entonces € es un codigo grupo 5—LDOI y tiene parametros n = 31 y k = 15.

Dado que la matriz de adyacencia de € es binaria, entonces d = 6, y por lo
tanto, su capacidad correctora est = 2.

Para ver como funciona el Algoritmo 1-BF, notemos que b = 3 y conside-
remos

r = (0,1,1,1,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0, 1).
Descodificando tenemos:

Paso 1. El FyG—sindrome de r es
S*(r)=(1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0, 1,0).
Paso 2. El vector de contadores de r es

v(r)=1(1,1,2,0,2,1,0,1,1,2,2,2,1,1,2,1,0,2,2,1,1,1,1,4,0,1,1,0,4,1,1).

Vemos que W = {g?*, g®} y asf el error es e = g* + ¢%.

5.2.2. Analisis de Complejidad

El precélculo de la matriz C(gy, .. ., gn) tiene orden de complejidad O(nv).
En efecto, para el célculo de cada columna Cy, hay que hacer v productos,
puesto que, e tiene peso v.

Como r puede tener peso n, entonces el calculo de S*(r) implica que el paso
1 tiene orden de complejidad O(nv). En el paso 2, para calcular cada contador
7:(r) hay que hacer v comprobaciones, puesto que, cada columna tiene un peso
v. En consecuencia, tenemos orden de complejidad O(nv).

Ahora bien, por el Teorema [5.1.7, se deduce que n > v%. Con lo cual, el
orden de complejidad del Algoritmo 1-BF estd acotado por O(n+/n).
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5.3. (Cdbdigos grupo LDOI abelianos

Es bien sabido ([9]) que si G = (hy) x --+ X (h,,) es abeliano y K es un
cuerpo finito cuya caracteristica y el orden de GG son relativamente primos,
entonces existe una correspondencia biyectiva entre los cédigos grupo de KG' y
las uniones (disjuntas) de clases ciclotémicas de Z,,, X - - - X Z,, . Es decir, toda
union de clases ciclotomicas define un cédigo grupo abeliano y viceversa. Usa-
remos la nocién de clases 2—ciclotomicas para definir cédigos grupo abelianos
cuyo idempotente ortogonal tiene peso pequenio (LDOI).

Definicién 5.3.1. La clase 2—ciclotomica de (z1,...,2m) € Lp, X -+ X Ly,
denotada por Q(z1, ..., 2m), se define como el conjunto dado por

Qz1,. .y zm) = {21,y 2m)s (221, ., 22m), o, (257 2y, 25 ),

siendo s es el entero positivo mas pequeno tal que 2°z; = z; mod n;, para todo
ie{l,...,m}.

Las clases 2—ciclotomicas determinan una particién de Z,, X --- X Z,,,
([9]). Si consideramos un grupo abeliano G y el cuerpo binario Fy, las clases
2—ciclotémicas permiten construir los idempotentes (centrales) de FoG. Para
ello, notemos que si f € FyG es un idempotente cuyo soporte es U, entonces

F=>9

9;€U

y, por lo tanto,

F=r=\>u| =>4

g;€U g;€U
Es decir, si g; € U, entonces g? € U.
Proposicién 5.3.2. Sea
G=h) X X)) 2Ly, & DLy,

donde n; es un niumero impar para todo i € {1,...,m}. Si F es una union
(disjunta) de clases 2—ciclotomicas de Ly, X «++ X L, Y

f= Z R hEm

Q(zlz'-~7zm)€.7:

entonces [ es un idempotente de FoG y la aplicacion F — [ es biyectiva.
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Demostracion. En efecto,

2

Q(Zl’“-yzm)EF Q(Z17-~~7zm)€.7:

Como (2z1,...,2z,) pertenece a la clase 2—ciclotémica de (z1, ..., z,,), enton-
ces Q(z1,...,2m) = Q(2z1,...,2z,) para todo Q(z1,...,2,) € F y la suma
anterior es igual a f.

Ahora bién, si f € FyGG es un idempotente y
F=A{(z1,--,2m) €ELyp, X -+ XLy, :hi"----- hZm € Supp(f)}

entonces (2721, ...,2"2,,) € F paratodo (z1,...,2,) € Fyr € Z*. Lo anterior
implica que F es la unién de clases 2—ciclotémicas. O

Con la notacion del resultado anterior, afirmamos que toda unién de clases
2—ciclotémicas induce un idempotente de FoG y viceversa. La unién vacia de
clases 2—ciclotémicas induce el idempotente 0 € FoG y {(0,...,0)} se deno-
mina la clase 2—ciclotomica nula e induce el idempotente 1 € FyG.

Dado v < n, queremos saber si es posible construir un codigo grupo
v—LDOI de F2G (siendo G abeliano). Para ello, es necesario notar que el
idempotente ef € FoG que es ortogonal a €, estd inducido por la unién F # ()
de una familia de clases 2—ciclotémicas cuyo cardinal es |F| = v. Es decir, po-
demos garantizar la existencia de un cédigo grupo v—LDOI si existe una clase
2—ciclotémica de tamano menor o (como maximo) igual a v. Si s el menor
entero positivo tal que 2°z; = z; mdd n;, para todo ¢ € {1,...,m}, entonces
v > s. Resumiendo, dado un grupo abeliano G con orden n. Si v < n, es posible
encontrar un G—cédigo v—LDOI, cuyo idempotente ortogonal ef € FoGG esta
inducido por la unién F # () de una familia de clases 2—ciclotémicas, cuando
|Fl=v>s.

Nuestro objetivo ahora sera hacer algunas construcciones de cédigos grupo
que cumplan la condiciéon anterior. Para ello, debemos tener en cuenta que
el orden de 2 en el grupo multiplicativo Z3 es 2. Con lo cual, no es posible
encontrar dos 2—subconjuntos distintos en Z3.

Definicién 5.3.3. Sean p > 3 un numero primo y s el orden de 2 en el grupo
multiplicativo Zy. Decimos que p satisface la Propiedad (P), si no existen dos
pares (x,2') e (y,y') distintos, con x,2’',y,y € {0,1,...,s — 1}, = # 2 e
y # v, tales que

27 — 2% = 92v _2¥ méd p.
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El menor nimero primo que satisface la Propiedad (P) es 7.
Teorema 5.3.4. Sean p > 7 un numero primo y
G=(h) X X{hp) 2Ly ® - DLy =17,

Supongamos que € es un codigo grupo de FoGG cuyo idempotente ortogonal
eg estd inducido por la clase 2—ciclotémica de (21, ..., z,) € 2. Si 2z # 0
para todo 1 € {1,...,m} y p satisface la Propiedad (P), entonces la matriz de
adyacencia de € es binaria.

Demostracion. Supongamos que s es el orden de 2 en el grupo multiplicativo
Zs,. Por hipdtesis,

s—1
+ § : 2" z1 2"z
60 — hl A hm m'
r=0

Sig=hi--. him vy ¢' = h]f .-+ hJm son dos elementos distintos de G, entonces

s—1
+ 2" 21411 2" z2m+1i
geg =Y i e hey T,
r=0

s—1
glea— _ Z h]?rzri-h . h%zm—s—jm
r=0
y, por lo tanto, existe £ € {1,...,m} tal que iy # jo. Si los soportes de geg y
q 68_ se intersecan en una posicién, entonces para cada [ € {1,...,m}, existe
un par z(l),2'(l) € {0,1,...,s — 1} tal que

23”(”21 + ’il = le(l)zl + jl mod p.
Para [ = ¢ denotamos = = x(¢), ' = 2/({), y tenemos que

22(295/ - 2x) == ig - jg 7é 0 mdd p-
Como z; # 0 para toda [ € {1,...,m}, en particular z, # 0. Esto implica que
x # 2'. Si los soportes de gel y g'ef se intersecan en una segunda posicion,
existe un par (y,y’) # (z,2'), con y,y' € {0,1,...,s — 1} distintos, tal que

Zg<2y/ — 2y) = ig — jg mod D.

Con lo cual,

2o(2¥ —2Y) = 2(2° — 2%) mdd p.
Lo que implica,

2V — 2 =27 — 2 mdd p. (5.9)

Todo lo anterior contradice la Propiedad (P). En consecuencia, los soportes

de ged v g'ef se intersecan como méximo en una posicién y asi, la matriz de
adyacencia de € es binaria. [

114



A continuacién presentamos algunas generalizaciones del teorema anterior.
Teorema 5.3.5. Sean p > 7 un numero primo y
G=(h) X X)) 2Ly ®--- DLy =17,

Supongamos que € es un codigo grupo de FoG cuyo idempotente ortogonal
eq estd inducido por la unidn de dos clases 2—ciclotémicas distintas cuyos
representantes son z = (z1,...,2m) Yy w = (Wy,...,Wy). Si las componentes
de z y w son distintas de cero, Q(z) = Q(w;) para cada l € {1,....,m} yp
satisface la Propiedad (P), entonces la matriz de adyacencia de € es binaria.

Demostracion. Supongamos que s es el orden de 2 en el grupo multiplicativo
Z,. Por hipotesis,

s—1 s—1
= (i)« (S,
r=0 r=0

Sig=hi---himy g =h]---him son dos elementos distintos de G, entonces

s—1 s—1
s . r . s . . .
gea_ = ( E h% z1t11 PN hfnzm—"_zm> + ( g h% w111 e hfnwm'i‘%n) ,

r=0 r=0

s—1 s—1
or : r . or . ” .
gei - (Z e h) : (Z TR h> ,

r=0 r=0

y, por lo tanto, existe £ € {1,...,m} tal que iy # jo. Si los soportes de ged y
g'eg se intersecan en una posicién, entonces para cada [ € {1,...,m}, existe
un par z,2’ € {0,1,...,s — 1} tal que ocurre uno de los siguientes casos:

1. 2%z 414, = 2% 2 + 5, méd p.
2. 2w, + 4, = 2% w; 4+ 5, méd p.
3. 2%z + 4, = 2% w; + 5, méd p.
4. 2w +i; = 2% 2 + g1 méd p.

Sin pérdida de generalidad, vamos a considerar sélo los casos 1 y 3. Como

Q(z1y- -y 2m) # Qwy,...,wy) y Q(z1) = Q(w;) para todo [ € {1,...,m},
luego existe r; € {1,...,s — 1} tal que w; = 2"z, Para [ = ¢, ocurre uno de
los siguientes casos:

i 22" —2°) =iy, —j; #0 méd py asi x # 2.

115



i, 2(2°+7 — 2%) =iy — j, # 0 méd p, y asi ¢ # 2’ + r,. Ademds, existe
2" €{0,1,...,5—1} tal que 2" = 2%+ Esto implica que z,(2*" —2%) =
i — joe # 0 mod p, y por consiguiente, x # x”.

Si los soportes de geg v ¢'ed se intersecan en una segunda posicién, ocurre uno
de los siguientes casos:

» Si ocurre i, existe un par (y,vy') # (z,2’), con y,y € {0,1,...,s — 1}
distintos, tal que z(2¥ — 2¥) = i, — jy # 0 méd p, y por tanto,

oV — ¥ =927 —92* méd p.
= Si ocurre ii, existe un par (y,y”) # (z,2"), con y,y" € {0,1,...,s — 1}
distintos, tal que z(2¥" —2Y) =i, — j, # 0 méd p, y por tanto,
v — ¥ =9" _ 2% med p.
En los dos casos, se contradice la Propiedad (P). En consecuencia, los soportes
de geg v ¢g'ef se intersecan como méximo en una posicién. O

Corolario 5.3.6. Sean p > 7 un numero primo y
G=(h) X X () 2Ly ® - ©Ly =17

Supongamos que € es un cédigo grupo de FoG cuyo idempotente ortogonal ef
esta inducido por la union de r clases 2—ciclotomicas distintas cuyos repre-
sentantes son

2 = (z%l), .. .,zf,?) ,...,Z(T) = (zy), . ,zg)).

Si todas las componentes de 2V, ..., 2(") son distintas de cero,

0 (Zf”) = Q <Zl<>>

para cada l € {1,...,m}, y p satisface la Propiedad (P), entonces la matriz
de adyacencia de € es binaria.

Demostracion. Es analoga a la demostracién del Teorema [5.3.5 O]

En la hipétesis del corolario anterior, como ef estd inducido por la unién
de algunas clases 2—ciclotémicas distintas y no nulas, entonces 1 & Supp(eg).
Este hecho junto con las demés hipdtesis del corolario implican que la matriz
de adyancencia de € es binaria y, por lo tanto, tenemos la igualdad en ([5.1)).
Los resultados anteriores se pueden generalizar aiin mas.
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Teorema 5.3.7. Sean p > 7 un numero primo,
G=(h) X X(hm) 2Ly, & DLy,

donde ny,...,n, son nimeros impares, y L = {l € {1,...,m} : n; = p}.
Supongamos que L # O y que € es un cddigo grupo de FoG cuyo idempotente
ortogonal e§ estd inducido por la clase 2— ciclotémica de un elemento no nulo
2= (21, y2m) € Ly, X -+ X Ly, . Si Supp(z) C L y p satisface la Propiedad
(P), entonces la matriz de adyacencia de € es binaria.

Demostracion. Supongamos que Supp(z) = {l1,...,l,} y que s es el orden de
2 en el grupo multiplicativo Z;. Por hipétesis,

s—1
2"z 2"z
L g— h .. n
ey = E hy, by, "
r=0

R A 51 iy iy im /11 iy iy im
Sig=nhi---h, byt echgry gt =hyt ety B son dos elemen-
tos distintos de GG, entonces

m

s—1
i 2"z, +1 2"z, iy ;
+ u, T, n L pim
geg = E hi -+ hy, h, h
r=0

s—1
1 2"z +j 2"z +71 -
let — JoL. e n o pdm
g€y = E hat - hy, h, hy
r=0
y, por lo tanto, existe £ € {1,...,m} tal que i, # j,. Hay dos casos a considerar:

1. Si ¢ € Supp(z), entonces los soportes de geg y g'el se intersecan como
maximo en una posicion. La prueba de ello es andloga al Teorema [5.3.4].

2. Si £ ¢ Supp(z), entonces los soportes de ged vy g'eq no se intersecan en
ninguna posicion.

Con lo anterior, la matriz de adyacencia de € es binaria. O

Corolario 5.3.8. Sean p > 7 un niumero primo,
G=(h) X xX(hp) ZLy & - DLy,,,

donde ny,...,n, son nimeros impares, y L = {l € {1,...,m} : n; = p}.
Supongamos que L # 0 y que € es un cdédigo grupo de FoG cuyo idempotente
ortogonal ef estd inducido por la unidn de r clases 2— ciclotémicas distintas,
cuyos representantes son
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St
Supp (V) = - = Supp (:) = L,

0 (Zl(l)) — = Q <Zl<)>

para cadal € L', L' C L yp > 7 satisface la Propiedad (P), entonces la matriz
de adyacencia de € es binaria.

Demostracion. Es analoga a la prueba del Teorema [5.3.5] O]

El siguiente ejemplo muestra que las condiciones de los resultados anteriores
son suficientes pero no necesarias. Esto deja abierta la posibilidad de encontrar
muchos mas cédigos grupo LDOI con matriz de adyacencia binaria.

Ejemplo 5.3.9. Supongamos que C7; x C7; = (x,y) y C5 = (z). El grupo Cj
actia (como grupo de automorfismos) sobre C; x C; mediante

1

zxz =% y 2zt

Sean G = (C7 x C7) x C3 y € el cddigo grupo de FoG que es ortogonal a
et = 2% + 28 + 25 + 2Py + 2¥y? + 25y,

Entonces € es 6—LDOI, y tiene parametros n = 147 y k = 75. La matriz de
adyacencia de € es binaria. Esto implica que d = 7 y que € descodifica todos
los errores con peso w < 3 usando el Algoritmo 1-BF con b = 4.
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Conclusiones y problemas
abiertos

El objetivo de esta tesis es el diseno de algoritmos de descodificacién para
codigos grupo. Presentamos 8 algoritmos de descodificacién para el caso de
algebras de grupo semisimples. La tesis se dividié en cinco capitulos. En el
primero, se recuerda las nociones esenciales, tanto de cddigos lineales, algebras
de grupo, como de cédigos grupo, que se necesitan para el desarrollo de la tesis.

En el capitulo 2, se construye un algoritmo inspirado en el clasico algoritmo
de descodificacién por sindrome. En este algoritmo (Algoritmo SSD) se utiliza
los idempotentes centrales primitivos ortogonales a un G—cdédigo. El algoritmo
se basa en la busqueda de t—subconjuntos de G que contengan las posiciones
de error. Se considera también una versién modificada para el caso abeliano
que es mas eficiente. El estudio de familias de grupos o la exploracién de pro-
piedades algebraicas que permitan la deteccion de posiciones de error con una
menor complejidad es una de las cuestiones que se pretenden considerar en un
futuro préximo.

En el Capitulo 3, se disenan dos algoritmos de descodificacion en el que solo
se usa el idempotente central que es ortogonal al cédigo grupo. El primero de
ellos (Algoritmo GMD), generaliza el algoritmo de descodificacién de Meggitt
y usa un KG—sindrome reducido. De nuevo, el estudio de propiedades algebrai-
cas o clases de grupo que permitan reducir la lista de KG'—sindromes es otro
de los problemas abiertos para trabajar posteriormente. El segundo algoritmo
(Algoritmo ISD), aunque muy similar al algoritmo de descodificacién disenado
en el Capitulo 2, representa una mejora del mismo. El Algoritmo GMD requie-
re muchos calculos para obtener una lista reducida de KG—sindromes, calculos
que dependen del tamano del cuerpo. Como eso no ocurre con el Algoritmo
ISD, este algoritmo es, en general, mas eficiente que el Algoritmo GMD, salvo
en el caso de cédigos binarios, donde el algoritmo ISD es més adecuado.
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En el Capitulo 4, se describe un método que permite encontrar, de manera
eficiente, un conjunto de informacién y una matriz de control que justifican la
implementacién de los algoritmos de descodificacién por permutacién (Algorit-
mo PPD y Algoritmo PD) en cédigos grupo. También presentamos alternativas
para calcular subconjuntos del grupo de automorfismos permutacion del cédigo
grupo, que se podrian usar para descodificar parcial o totalmente. Se generaliza
el algoritmo de descodificacién por permutacién (Algoritmo GPD) que permite
su implementacién en algunos codigos grupo en los que no es posible aplicar
el Algoritmo PD. Queda abierta la investigacién sobre encontrar conjuntos
de informacién con propiedades que sean ttiles para establecer eficientemente
PD—conjuntos y GPD—conjuntos en cédigos grupo, utilizando la estructura
de los diferentes tipos de grupos que sean simples de comprobar.

Finalmente, en el Capitulo 5, se estudian codigos grupo binarios generados
por un idempotente ortogonal de peso pequeno. Logramos encontrar propie-
dades 1tiles en este tipo de cédigos y disenar un algoritmo de descodificacién
(Algoritmo 1-BF) para aquellos que tienen matriz de adyacencia binaria. Aun-
que el Algoritmo 1-BF no se puede aplicar a cualquier cédigo grupo, se mues-
tran explicitamente casos en los que este algoritmo puede ser implementado.
Tales construcciones se basan en ciertas condiciones fijadas para el grupo G y
el idempotente que es ortogonal al G—cddigo. Se obtienen asi condiciones que
son suficientes pero no necesarias. Se puede plantear, por tanto, la cuestion de
obtener una caracterizacién de todos los cédigos grupo LDOI (abelianos y no
abelianos) que tiene matriz de adyacencia binaria o determinar otro tipo de
c6digos grupo que puedan ser descodificados con algoritmos similares (utilizan-
do dos o més iteraciones). Queda también abierto el estudio de cédigos grupo
LDOI no binarios y el disenio de algoritmos del tipo 1-BF para descodificar en
ese caso, ampliando la familia de cédigos grupo donde se puede aplicar este
método.
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