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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Resena histérica

Segtin se describe en [26], el origen de la integracién se remonta a més de dos mil afios, cuando
los griegos intentaban resolver problemas de calculos de areas de figuras geométricas como el circulo.
Su idea se fundamentaba en que el drea encerrada por ciertos tipos de curvas podia aproximarse
mediante rectangulos o poligonos, cuya area era facil de computar. Paulatinamente, este método se
fue transformando en lo que a dia de hoy se conoce como el Calculo Integral, cuyas aplicaciones han
sido fundamentales en el desarrollo de la ciencia tal y como la conocemos. Esta nueva corriente fue
impulsada en el siglo XVII por Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),
considerados los padres del Célculo Diferencial e Integral. Sus enfoques pasaban por entender la in-
tegral como una “antiderivada’, en el sentido de que para integrar una funciéon f bastaba encontrar
una funcién F tal que F’ = f, también conocida como primitiva, y definir la integral a partir de la

que se conoce como la formula de Newton-Leibniz: f; fdx = F(b) — F(a).

Aunque los esfuerzos de Newton y Leibniz avanzaron significativamente esta nueva rama de las
matematicas, la formalizacién del concepto de integracion vino de la mano de Bernhard Riemann
(1826-1866), lo que le vali6 la citedra de la Universidad de Gotinga, previamente ostentada por el
archiconocido Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Algunos anos antes Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) y Peter Gustav Dirichlet (1805-1859) habian interpretado la integral como limite de suma de
areas, pero fueron las ideas de Riemann, junto con las de Jean Gaston Darboux (1842-1917) algunas
décadas mas tarde, las que aportaron el rigor suficiente para desarrollar una teoria de integracién
sobre la recta real. Esta integral era capaz de manejar funciones continuas a trozos, aunque rapida-
mente surgieron ejemplos de funciones més generales que no podian tratarse con su construccion.

Ademds, el limite puntual de funciones integrables no era en general integrable, y la férmula de
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Newton-Leibniz no era valida para cualquier funcién derivable, existiendo incluso funciones con de-
rivada acotada que no eran integrables en el sentido de Riemann, tal y como probé Vito Volterra
(1860- 1940).

Estas deficiencias de la integral de Riemann estimularon la bisqueda de un concepto de integral
més fuerte, que a principios del siglo XX fue liderada por Camille Jordan (1838-1922), con un em-
brién de la integral de Lebesgue que trabajaba con los conjuntos medibles Jordan (precursores de
los conjuntos medibles de Lebesgue), por Emile Borel (1871-1956), con aportaciones esenciales para
el desarrollo posterior de la Teoria de la Medida, y por Henri Lebesgue (1875-1941), que en su tesis
Intégrale, longueur, aire - Integral, longitud, drea de 1902 culminé los esfuerzos de la comunidad
matematica de la época. La Teoria de la Medida habia llegado para quedarse, permitiendo definir el
concepto de integral sobre espacios més exdticos, algo fundamental en el Anélisis Matemaético Mo-
derno. Sin embargo, esta formulacién requeria de un gran desarrollo inicial de la Teoria de la Medida,
lo que llevé a Percy John Daniell (1889-1946) a construir una teoria de integracién en la que los
objetos centrales pasaban a ser funcionales lineales sobre reticulos vectoriales. Sorprendentemente
ambas teorias resultaron ser (en la mayoria de los casos) equivalentes, aunque por la ineludibilidad de
la Teoria de la Medida en ambitos tan fundamentales como la Probabilidad, la integral de Lebesgue

se ha mantenido por encima de la de Daniell como la més indicada desde un punto de vista formativo.

La integral de Lebesgue sobre la recta real resolvia con elegancia los problemas de convergencia
de funciones integrables, y era capaz de integrar una clase considerablemente mas amplia que la
integral de Riemann, pero el problema de las primitivas continuaba siendo un quebradero de cabeza
para los matemaéticos de la época. En la primera mitad del siglo XX se sucedieron numerosos inten-
tos de construir una teoria de integracién que resolviera los problemas con las primitivas, pero solo
Arnaud Denjoy (1884-1974) y Oskar Perron (1880-1975) fueron capaces de encontrar una solucion.
Inesperadamente, ambas integrales resultaron ser equivalentes, aunque sus construcciones eran tan
técnicas y complejas de entender que en ningin momento se las consider6 teorias aptas desde un

punto de vista formativo.

No fue hasta la segunda mitad del siglo XX, cuando Jaroslav Kurzweil (1926-2022) descubri6
una sencilla generalizacién de la integral de Riemann que coincidia con la integral de Denjoy-Perron,
y que denominé la integral gauge. De forma independiente, Ralph Henstock (1923-2007) introdujo
en 1961 una integral similar que extendia la teoria desarrollada por Kurzweil, razén por la cual se
la conoce a dia de hoy como la integral de Henstock-Kurzweil. Esta integral generalizaba a la de

Lebesgue sobre la recta real y resolvia el problema de las primitivas, permitiendo integrar cualquier



CapiTULO 1. INTRODUCCION CuRrso 2023/24

derivada. Ademas, su elegancia, poderio y sencillez, ha provocado que en las ultimas décadas muchos
matematicos aboguen por incorporarla en los primeros cursos de Calculo y Andlisis, sustituyendo

asi a la integral de Riemann.

1.2. Desarrollo del trabajo

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es aportar una discusiéon completa de las teorias
de integracién mas destacadas sobre la recta real, asi como estudiar su relacion con la derivacién en
cada una de ellas. Analizaremos los atributos que esperamos de toda teoria de integracién relevante,
como son ciertas propiedades de reticulo y linealidad, una buena relacién con la derivacion y que
generalice a Riemann (o Riemann-Stieltjes). Ademas, dado que la extensién de este trabajo esta
bien acotada, nos limitaremos a desarrollar las integrales mas fundamentales y de exposiciéon mas
sencilla, dejando por tanto de lado integrales como la de Denjoy-Perron o Denjoy—Khinchin, asi co-
mo otras construcciones como la de Jordan, que no llegd a ampliar el campo de accién de Riemann,

y por tanto no es esencial en la discusién de este trabajo.

En el primer capitulo estudiaremos la integral de Riemann sobre un intervalo compacto, asi como
el desarrollo equivalente de Darboux. Ademds, repasaremos algunas de sus generalizaciones, como
la integral impropia de Riemann o la integral de Riemann-Stieltjes, cuya relacién con las funciones

de variacién acotada nos permitiran probar el Teorema de Representacién de Riesz.

En el segundo capitulo repasaremos la integral de Lebesgue, introduciendo antes algunos con-
ceptos bésicos de la Teoria de la Medida. Discutiremos dos métodos distintos de construccién de
la medida de Lebesgue en R: el de Borel mediante induccién transfinita y el archiconocido método
de extensién de Carathéodory. Ademas, construiremos explicitamente la integral de Lebesgue en su
contexto més general, aunque finalmente nos limitaremos a estudiar la relacién entre la integral de

Lebesgue sobre la recta real y la integral de Riemann.

En el tercer capitulo nos sumergiremos en el método de Daniell para la extensién de integrales.
Con el objetivo de estudiar la equivalencia entre la integral de Lebesgue sobre la recta real y la
integral de Daniell, desarrollaremos antes la construccién de Daniell desde un punto de vista maés
general, similar a como se hizo para la integral de Lebesgue. Demostraremos el conocido Teorema
de Stone-Daniell y plantearemos algunas cuestiones que no se llegan a desarrollar en la literatura,
aportando asi resultados originales. Por tltimo, discutiremos la construccién de la integral de Daniell

sobre la recta real, y una construccién de la integral de Lebesgue que, aunque utiliza herramientas
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de la Teoria de la Medida, tiene el enfoque funcional caracteristico de la integral de Daniell.

En el cuarto capitulo hablaremos de la integral de Henstock-Kurzweil, introduciendo el concepto
de calibre y construyendo dicha integral. Discutiremos la validez de los teoremas de convergencia
clésicos, asi como el Teorema de Hake, que soluciona el problema con las integrales impropias que
ni siquiera la integral de Lebesgue fue capaz de tratar. Ademads, estudiaremos su relacién con la

integral de Riemann y la integral de Lebesgue sobre la recta real.

Henstock-Kurzweil

Lebesgue impropia

Lebesgue Daniell
Riemann impropia Riemann-Stieltjes
Riemann Darboux

Figura 1.1: Esquema en sentido ascendente de generalidad de las distintas teorias de integracion que
se desarrollan en este Trabajo de Fin de Grado.

Finalmente, en el dltimo capitulo hablaremos de la relacién entre derivacién e integracién sobre
un intervalo compacto. Estudiaremos estos dos conceptos a través de las distintas teorias estudiadas,
e intentando responder por el camino dos preguntas fundamentales: ;jctiando se puede derivar la

integral? y ;ctiando se puede integrar la derivada?



Capitulo 2
La integral de Riemann

Aunque a dia de hoy la teoria de integraciéon de Riemann ha sido opacada por otras teorias
més completas y de mayor generalidad, su papel formativo en los primeros cursos de Anélisis y su
importancia historica, la convierten en una de las teorias de integracién mas conocidas en el area

de las Matematicas.

FEn este capitulo desarrollaremos la construccion de la integral de Riemann sobre un intervalo
compacto de la recta real, discutiendo sus propiedades y posibles defectos, asi como su relacién con
la integral de Darboux [28]. Ademas, estudiaremos la integral impropia de Riemann [10] y la de
Riemann-Stieltjes [3][21], a partir de la cual probaremos una versién del Teorema de representacién

de Riesz utilizando funciones de variacién acotada.

2.1. Construccion de la Integral de Riemann

De ahora en adelante [a, b] serd un intervalo compacto de R. El primer paso en la construccién

de la integral de Riemann es introducir las particiones de un intervalo.

Definicién 2.1.1. Una particion de [a,b] es una sucesion finita P = {x1}}_, tal que a = z9 < x1 <
.. < xp = b. Ademas, se define el calibre de la particion como el maximo de las longitudes de los
subintervalos [zy_1,x], i.e
1 = m4 ;— T
cal(P) lrélia;(n(xz xi—1)
Definicién 2.1.2. Una particion etiquetada de [a,b] es un conjunto de pares ordenados P, =
{li—1, @], ti}i—,, donde {z}}}_, es una particiéon de [a,b] y t; € [z;—1, ;] para cada 1 < i < n.

Ademds, el calibre de una particion etiquetada se define como el calibre de su particién asociada.
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Definicién 2.1.3. Sea f : [a,b] — Ry Pe = {[zij—1,2;],t;}}_; una particién etiquetada de [a, b].

Definimos la suma de Riemann de f asociada a la particion etiquetada P, como
n
Sr(f,Pe) =D f(ts) - (i — wia)
i=1

Definicién 2.1.4. Una funcién acotada f : [a,b] — R es integrable Riemann (o integrable en el

sentido de Riemann) en [a, b] si existe A € R tal que para cada e > 0 existe § > 0 verificando que
ISr(f,Pe) — Al <€

para cada particién etiquetada P, de [a, b] con cal(P.) < . Ademds, en caso de que exista tal valor

es facil comprobar que es tnico, y se dice que A es la integral de Riemann de f en [a, b], denotdndose

(R)/abf(w)dx 6 <R>/abfdw

La clase de todas las funciones integrables-Riemann en [a, b] se denotara R([a, b]).

Nota 2.1.5. En algunos libros se trabaja con la definicién anterior eliminando la hipdtesis de que
f sea acotada. Sin embargo, se prueba més adelante si f es integrable Riemann entonces debe ser

acotada, por lo que ambas definiciones son equivalentes.

Una vez se ha construido una integral, parece razonable pensar qué clase de funciones pue-
den ser integrables. En el caso de la integral de Riemann el siguiente resultado establece que
C([a,b]) C R([a,b]), que ademds puede verse como un caso particular del Teorema 2.5.10, por
lo que lo enunciaremos sin demostracion. Ademads, la inclusién es estricta, tal y como vemos con el
Ejemplo 2.1.7.

Teorema 2.1.6. Toda funcion continua en [a,b] es integrable Riemann en [a,b].
Ejemplo 2.1.7. Consideremos la funcién f : [0,2] — R definida como f(z) = 1si x € [0,1] y

f(z) =0siz € (1,2]. Claramente f ¢ C([0,2]), sin embargo, dado € > 0 cualquiera y una particién
etiquetada Pe = {[zi—1, 4], t; }_; de [0,2] tal que cal(P.) < ¢, se tiene que

|SR(f,Pe) — 1| = =z —1=1—ap <1 —xp <€

D ft) (i = wicn)
=1

donde =y <t <1 < xp41. Por tanto f € R([0,2]) y su integral de Riemann es igual a 1.

6
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2.2. Integral de Darboux

Aunque el anterior es el planteamiento original dado por Riemann, en la asignatura de Anélisis
Matematico I de la Universidad de Oviedo se introduce el concepto de integral mediante la construc-
ciéon de Darboux. En esta se toma otro punto de vista de la integral, buscando una aproximacién

mediante sumas superiores e inferiores.

Definicién 2.2.1. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y P = {z;}]", una particién de [a, b].

Definimos la suma superior (inferior) de Darbouz de f respecto de P como la suma
Spar(f, P ZM [Tio1,23]) - (25 — @i-1)
Spar(f, P Zm [wi-1,2i]) - (25 — wio1)

donde, para un conjunto A C R, se adopta la siguiente notacién:

M(f, A) :=sup{f(z):xz € A} m;(f) = inf{f(x):z € A}

Definicién 2.2.2. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. La integral superior de Darboux de f

sobre [a, b] se define como

b
/ f(z)dz = inf{ Spar(f,P) : P es una particién de [a, ] }

y analogamente la integral inferior de Darboux,

b
/ f(z) dz = sup{ Spg,,(f,P) : P es una particién de [a,b] }

Definicién 2.2.3. Una funcién acotada f : [a,b] — R es integrable Darbouz en [a, b] si f:f(x) dx =

Lf f(x)dx. En tal caso, escribiremos:

(Dar)/abf(a?)dx—/abf(x)dx—/abf(x)dx

Veamos ahora que la construccion de Darboux y Riemann son equivalentes. Para ello necesitamos

el siguiente Lema, que probaremos por completitud.

Lema 2.2.4. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Si P y P’ son particiones de [a,b] tal que

7
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P C P, entonces
SDar(fa ,P) S ﬁDar(fa P/) S §Dm’(fa Pl) S g'Dow*(f, 'P)

Ademds, si B es una cota superior de |f| y la particion P’ contiene m puntos mds que P, se verifica
que

§Dar(f7 P/) - §Dar(f7 P) < 2mB cal(P), FDa’/’(f? 7)) - ?Dar(f, Pl) < 2mB Ca‘l(P)

Demostracion. La desigualdad Sp,,(f,P') < Spar(f,P’) es trivial por definicién. Probemos en-
tonces que 0 < Sp,, (f,P) — Sper(f, P) < 2mBcal(P). Supongamos el caso m = 1, de mane-
ra que la particién P’ solo contiene un punto mas que P. Por tanto, si P = {z;}I', entonces

= {wo}F o U {u} U {z;}1 py1 Para algin k=1,...,n — 1y 2 < u < 7p41. Claramente las sumas
inferiores de Darboux para P y P’ son las mismas exceptuando los términos involucrando a xj o

Zk+1, POr lo que se tiene que

=m(f, [k, Tp41]) (u — zk) + m(f, [Tr, Tpi1]) (@rr1 — w) — m(f, [2g, D)) (@41 — 1)

IN

[
(fs [zr, u)) (u — zg) + m(f, [u, 2pi1]) (@p1 — ) — mlf, [2g, Trs1]) (@41 — 21)
ar (s P) = Spar (£, P) = m(f, [x, u)) (u — xx) +m(f, [u, Txy1]) (Tp11 — w)

) + B(xpq1 — p)

m
Sp

—m(f, [Tk, Th1))(@pr1 — ) < B(u — xp) + B(zp1 —

= 2B(z — xx—1) < 2B cal(P)

Supongamos ahora que P’ tiene m puntos més que P. Denotemos {u;}!"; a dichos puntos y defina-
mos las particiones Py = P, P, = P U {u;}}_, para cada k = 1,2,...,m. De esta manera P’ = P, y

las particiones Py, Pr_1 se diferencian en un solo elemento, por lo que aplicando el caso anterior se

tiene que
S0l £ P) = Spur (1. P) = S Po) — Sy (£:P0) = 3 [ S (1. P1) — S (1. Pir)] 2 0
k=1
y de la misma manera se cumple que
SoulF.P) = Spr (1) = 3 [Spurl£.P1) — Sy (£ Pict)] <3 2B cal(Py) = 2mB cal(P)
k=1 k=1

Por tiltimo, para probar la otra desigualdad basta tener en cuenta que Spa.(f,P) = —Spar(—f, P)
para toda particiéon P de [a, b], y aplicar la desigualdad probada a —f. O

Teorema 2.2.5. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Entonces f es integrable Riemann si y

8
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solo si es integrable Darbouz. Ademds, en estas condiciones se tiene que

(R) / " {2 di = (Dar) / ) de

Demostracion. (=) Supongamos que f es integrable Riemann con integral R € R, y veamos que f
es integrable Darboux. Dado € > 0 arbitrario cualquiera, como f es integrable Riemann existe § > 0

tal que
ISr(f,Pe) — R| <€ (2.1)

para cada particién etiquetada P, de [a,b] tal que cal(P.) < 0. Consideremos una particién P =
{z;}7_, de [a,b] tal que cal(P) < ¢. Entonces existen dos sucesiones finitas {t;}1" ; {s;}}'_, verificando
que

f(si) —e<m(f,[wi—1,xi]) < M(f,[vi—1,2i]) < f(ti) +€, xio1 < sty < (2.2)

para cada i = 1,2,...,n. Por tanto P} = {[z;_1,x;],t;}"; v P? = {[zi—1, 7], s;}"- son particiones

etiquetadas de [a, b] tal que cal(Pl), cal(P?) < &, de manera que por (2.1) y (2.2) se tiene que

b
o< [ fdo- / f dx < Spor(f,P) — Spur (. P)

n

(f(tr) + &)@ —wp1) = > _(f(sk) — ) (wr — zp1)

k=1

<

M= s

b
I
—

Sr(f,PH) = R+ R — Sr(f,P?) + 2¢(b—a) < 2e+ 2¢(b — a)

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que f es integrable Darboux.

(<) Supongamos que f es integrable Darboux con integral D € R, y veamos que f es integrable

Riemann. Dado € > 0, como f es integrable Darboux existe una particién Py de [a,b] tal que

§’D(JL?“(.]ti,IP()) - 6/2 <D< ﬁDar(fv PO) + 6/2

Sea m el niimero de puntos de la particién Py y B > 0 una cota superior de | f|. Definamos ¢ := ;35—

y consideramos una particién etiquetada P, de [a,b] cualquiera tal que cal(P.) < 4. Claramente
Spar(fsP) < Sr(f,Pe) < Spar(f,P), Po CPUPy y la particién P U Py tiene a lo sumo m puntos

mas que P, por lo que por el Lema 2.2.4 se tiene que

D _§Dar(f’ P) =D —§Dar(f,7DUP0) +§'Dar(f>73 UPO) _ﬁDar(fv P)
<D- §Dar(fa PO) +§Dar(fv7) U PO) - §Dar(f’ 7))

9
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<€/2+4+2mBcal(P) < €/2+2mBd =€

de donde se sigue que Sp,,.(f,P) > D — e. Andlogamente se prueba que Spg(f,P) < D + ¢, por

lo que
D — ¢ < Spu,(f,P) < Sr(f,P) < Spar(f,P) < D +e
y
Por tanto, concluimos que f es integrable-Riemann, y su integral de Riemann es igual a D. O

2.3. Propiedades de reticulo y linealidad
Toda teorfa de integracion debe satisfacer ciertas propiedades basicas de reticulo y linealidad.

Veamos a continuacién algunas de estas propiedades para la integral de Riemann que, como ya que

se vieron en el Grado de Matematicas, enunciaremos sin demostracion.

Proposicién 2.3.1. (Linealidad sobre el integrando) Sean f,g € R([a,b]) y o, 8 € R. Entonces
af + Bg € R([a,b]), y se cumple ademds que

b b b
®) [ (s +80)de =a|®) [ fad] +5|®) [Cads
Proposicién 2.3.2. (Reticulo) Sean f,g € R([a,b]). Si f < g entonces se tiene que

<R>/:fd:cs<72>/abgdx

Ademds, se tiene que |f| € R([a,b]) y se cumple que

'(R)/abfdx

Proposicién 2.3.3. (Linealidad sobre el dominio) Sea f : [a,b] — R y ¢ € (a,b). Entonces f €

b
< (®R) / flda

R(la,b]) sty solo si fl, 4 € Rlla,c]) y fli.p) € R([c, D)), en cuyo caso se tiene que

(R)/abfdar:(R)/acfder(R)/cbfda;
10
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2.4. Integral Impropia de Riemann

En el contexto de la teoria de la integraciéon sobre R, las integrales impropias constituyen una
manera de extender la teoria a dominios o funciones con singularidades. En el caso de la integral
impropia de Riemann, se tratan funciones definidas sobre [a,0), (—o0,b], [a,b) y (a,b], donde
—00 < a < b < o0o. Sin embargo, serd suficiente desarrollar esta integral sobre un intervalo de la
forma [a, ), dado que mediante adecuados cambios de variable cualquier integral impropia puede

expresarse de esta manera [10].

Definicién 2.4.1. Sea una funcién f : [a,00) — R. Decimos que la integral impropia de Rie-
mann de f converge si f|; € R(J) para cada intervalo compacto J C [a,00) y existe el limite

lim; 00 [(R) f(f f(z)dz], en cuyo caso definiremos la integral impropia de f como

®2) [~ soyas = jim [®) [ @) is]

Ademés, denotaremos R!([a,00)) a la clase de funciones con integral impropia de Riemann conver-

gente en [a, 00).

Nota 2.4.2. Andalogamente, se definen las integrales impropias sobre (—oo,b], [a,b) y (a,b], que

denotaremos respectivamente como

b b~ b
®RD) [ fayds, RD) [ f@)dn, RD) [ fe)ds

Claramente la integral impropia de Riemann generaliza a la integral de Riemann', y ademés lo
hace “estrictamente”. Funciones tan elementales como la del Ejemplo 2.4.3 pueden no ser Riemann
integrables en un compacto, pero aun asi poseer una integral impropia de Riemann convergente.
Tal y como veremos en el pentltimo capitulo, esta discrepancia fue una de las motivaciones en el
desarrollo de la integral de Henstock-Kurzweil, y fue finalmente solventada con el conocido Teorema
de Hake.

Ejemplo 2.4.3. Consideremos la funcién f : [0,1] — R definida como f(z) = 1/4/z para cada
xz € (0,1] y f(0) = 0. Claramente f no es acotada en [0, 1] por lo que f ¢ R([0,1]). Sin embargo,

como f es continua en [e,7] para cualquier 0 < € < n < 1, por el Teorema 2.1.6 se sigue que

'Esto es consecuencia de la Proposicién 2.3.3 y 2.3.2, junto con el hecho de que como f es acotada, al disminuir la
longitud del intervalo la integral tiende a 0.

11
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f € R([e,n]). Ademas se tiene que

1
1
lim —

i [ o= iy -2 =2

por lo que f € RY([0,1]).

Aunque la integral impropia de Riemann cumple las propiedades de linealidad y monotonia
deseadas, su relacion con el valor absoluto no es tan elemental como en la integral de Riemann. Esto

da pie a la siguiente definicién:

Definicién 2.4.4. Sea f : [a,00) — R. Decimos que la integral impropia de Riemann de f converge

absolutamente si la integral impropia de Riemann de |f| converge.

Nota 2.4.5. Dada una funcién f denotaremos f* = mdx{0, f} y f~ = min{0, f}. Por tanto, se
tiene que f = fT+ f~ y [f|=f" - f".

Proposicién 2.4.6. Sea f : [a,00) — R tal que f|; € R(J) para cada intervalo compacto J C
[a,00). Si la integral impropia de f converge absolutamente, entonces la integral impropia de f

converge.

Demostracién. Claramente 0 < f*(z) < |f(z)| para cada & > a, por lo que para todo R > 0 se

tiene que
R R 0
osm)/ f+<x>dxs<7z>/ |f<x>|dxs<n>/ FH@)dr < oo

De esta manera se tiene que la integral de f* vista como funcién de R es creciente y acotada, por
lo que debe converger. Entonces fT € R!([a,00), y como f = 2fF — |f| se sigue que la integral

impropia de f también converge. O

Aunque el valor absoluto de una funcién integrable Riemann es integrable Riemann (Proposicién
2.3.2), en la integral impropia de Riemann esto deja de ser cierto, tal y como vemos en el siguiente
ejemplo. Por tanto, la convergencia absoluta de la integral impropia de Riemann es una condicién

maés fuerte que su convergencia usual.?

Ejemplo 2.4.7. Consideremos la funcion

f:]0,00] — R, f(z)= (_;)n(l— 2z —n)+1]) (z€[n—1,n],neN)

2 Aunque no lo discutiremos en este trabajo, las similitudes entre las integrales absolutamente convergentes y las
series absolutamente convergentes se puede estudiar bajo el marco de la integral de Riemann-Stieltjes, donde las
sumas infinitas se pueden entender como integrales de funciones constantes a trozos con un nimero numerable de
discontinuidades [3, Chapter 7].

12
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Claramente f € C([1,00]), por lo que por el Teorema 2.5.10 se tiene que f € R([1, R]) para todo
R > 0. Ademas, por la Proposicién 2.3.3 para cada N € N se tiene que

(R) /ON fz)de = i::l <(R) /nn1 f(x)d:c) — ;ﬁf: (—;)”

n=1
(R) /ON |f (2)|dz = i: <(R) /nn1 f(a:)]dm) = ;i;

por lo que la integral impropia de f converge pero no absolutamente.

y
0.5
A :
\/ \/5 10
~05
-1

Figura 2.1: Gréfica de f.

2.5. Integral de Riemann-Stieltjes

A finales del siglo XIX, el matematico holandés Jan Stieltjes introdujo una generalizacién de la
integral de Riemann basada en la asociacién de un peso a cada punto del dominio de integracion.
Aunque el tratamiento original de Stieltjes solo involucraba funciones crecientes, en esta seccion
abordaremos la integral de Riemann-Stieltjes desde un punto de vista méas cercano al Anélisis

Funcional.

Definicién 2.5.1. Sean f,w : [a,b] — R, y una particién etiquetada Pe = {[z;—1,z;], t:}1 ;.

Definimos la suma de Riemann-Stieltjes de f respecto a w asociada a la particion etiquetada P,

13
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como
n

Sr(fyw,Pe) = Y f(t:) - [w(w:) — w(w;-1)]
i=1
Definicién 2.5.2. Sea w : [a,b] — R. Una funcién f : [a,b] — R es integrable Riemann respecto

de w en [a,b] si existe A € R tal que para cada € > 0 existe § > 0 verificando que
‘SR(fawape) - A’ <€

para cada particién etiquetada P, de [a,b] con cal(P.) < §. Ademds, en caso de que exista tal valor

es unico, y se dice que A es la integral de Riemann-Stieltjes de f respecto de w en [a, b], denotandose

R) / fa)du() 6 (®) / ' fdw

La clase de todas las funciones integrables-Riemann respecto de w en [a, b] se denotard R(w, [a, b]).

como

Nota 2.5.3. Otra manera de construir esta integral seria definir las sumas superiores e inferiores

de Darboux de f (acotada) respecto de w asociada a la particién P = {z;}7,
Spar(fyw,P) ZM [Tie1, 24]) - (w(z;) — w(xi—1))
SDar f)w P Zm xz 171'1]) : (w(fz) - w(xifl))

Entonces se define, de forma andloga a como se desarroll para la integral de Darboux, la integral
superior e inferior de Darboux de f respecto de w, y se dice que una funcién es Darboux-Stieltjes
integrable si ambas integrales coinciden. La clave estd en que, cuando w es una funcién mondtona,
el Teorema 2.2.5 se traslada con una demostracién practicamente idéntica a este contexto, por lo

que las dos definiciones mencionadas dan lugar a la misma integral.

Claramente la integral de Riemann se puede intepretar como una integral de Riemann-Stieltjes
respecto de la funcién identidad en [a,b], por lo que esta tltima generaliza a la de Riemann. Sin
embargo, existen también algunas situaciones en las que la integral de Riemann-Stieltjes se puede
reducir a una integral de Riemann, véase [3, Theorem 7.35]. En cualquier caso, podemos encontrar
funciones peso w tal que R(w, [a,b]) € R([a,b]) (Ejemplo 2.5.4) y R([a,b]) € R(w, [a,b]) (Ejemplo
2.5.5).

Ejemplo 2.5.4. Sea w una funcién constante en un intervalo compacto [a,b]. Tomemos una fun-

cién f ¢ R([a,b]) cualquiera, y veamos que f € R(w,][a,b]). Dada una particién etiquetada

14
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Pe = {[xi—1, 2], t;}, de [0, 1] arbitraria, se tiene que Sg(f,w,P.) =0, por lo que f € R(w, [a,b])

y su integral de Riemann-Stieltjes es igual a 0.3
FEl siguiente ejemplo expone una de las grandes debilidades de la integral de Riemann-Stieltjes.

Ejemplo 2.5.5. Es bien sabido que la integral de Riemann permanece invariante al modificar un
tinico valor de la funcién integrada 4, sin embargo, esto no se mantiene para la de Riemann-Stieltjes.
Esta sutil modificacién de la funcién puede permitir no solo alterar el valor de la integral, sino incluso
afectar a su existencia. Para mostrar esta patologia, consideramos las funciones w, f,g : [-1,1] = R

definidas como w(z) =0, f(z) = g(z) = 1 para cada x # 0y w(0) = —1, f(0) =2, g(0) = 1.

Y
2 7.)0
—9
—w
xr
-1 —-0.5 0.5 1
-1

Figura 2.2: Gréficas de f, g y w.

Veamos en primer lugar que g € R(w, [a, b]). Dada una particién etiquetada Pe = {[xi—1, z:], ti }1'
de [0, 1] arbitraria, se tiene que

n n

Sr(g,w, Pe) =Y gti)[w(z:) —w(wi)] =D [w(@:) —w(zi1)] = w(l) —w(=1) =0

i=1 i=1

por lo que g € R(w, [a, b]) y su integral de Riemann-Stieltjes es 0. Por otro lado, dada una particién

etiquetada P. = {[z;—1, 2], ¢}, de [0,1] arbitraria tal que x; = 0 para algin k = 1,...,n se tiene

3En realidad este argumento prueba que cualquier funcién definida en [a, b] es integrable Riemann respecto de w.
“En el siguiente capitulo veremos que una funcién es integrable-Riemann si y solo si su conjunto de discontinuidades
tiene medida nula.
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que

= f(trsr) [w(@rr1) — w(0)] + f(ER)[w(0) — w(zr—1)] = f(trr1) — f(t)

Esta suma valdra 0,1 o -1 dependiendo de la eleccién de ti y tx—1, por lo que f ¢ R(w,][a,b]).
Ademis, dado que el conjunto de discontinuidades de f tiene medida de Lebesgue nula®, concluimos
que f € R([a,b]). Por tanto, aunque se diferencian wunicamente en un punto, f ¢ R(w,[a,b]) y
g € R(w,[a,b]).

2.5.1. Funciones de variacion acotada

Aunque la integral de Riemann-Stieltjes puede desarrollarse sobre una funcién peso arbitraria,
existe una clase de funciones que permiten recuperar algunos de los resultados méds notorios de la

integral de Riemann: las funciones de variacion acotada.

Definicién 2.5.6. Una funcién w : [a,b] — R se dice que es de variacion acotada si
n
Var(w, [a, b]) = sup { Z lw(xg) — w(zk—1)| : {zx}jr—o particién de [a, b]} < 00
k=1

Ademads, denotaremos BV([a, b]) a la clase de las funciones de variacién acotada en [a, b].

Nota 2.5.7. Una de las virtudes de las funciones de variacién acotada es que podemos definir una
norma

[w]| = w(a)| + Var(w, [a, b])
que ademds resulta dotar a BV([a, b]) de una estructura de espacio de Banach. Esta observacién nos
permitird dar una intepretacién concisa del Teorema 2.5.14 desde el marco del anélisis funcional.

Veamos una caracterizacion de estas funciones que sera 1til mas adelante:

Proposicién 2.5.8. Una funcion es variacion acotada en [a,b] si y solo si se puede expresar como

la diferencia de dos funciones crecientes acotadas en [a, b].

Demostracion. (=) Sea w € BV([a,b]) arbitrario. Definamos las funciones f, g : [a,b] — R como
f(z) = Var(w, [a,z]) y g(x) = w(xz) — f(z) para cada = € [a,b] y veamos que f y ¢ son funciones

crecientes acotadas. Sea x,y € [a,b] tal que x < y y una particion {x}}_, arbitraria de [a,z].

5 . ., . . . . . z
°Esta caracterizacién de las funciones integrables Riemann la veremos en el siguiente capitulo
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Entonces {y;}7 1y = {zx}7_o U {y} es una particién de [a,y] y se tiene que

n+1

D lw(ag) — wle—1)| =D lwlye) — wlye—1)| — lw(y) —w@)| < fy) = [w(y) —w(@)]
k=1 k=1
Como esto se cumple para toda particién de [a, 2|, deducimos que

w(y) —w(z) < Jw(y) —w(z)| < fy) — f(z)

por lo que f, g son funciones crecientes tal que w = f — g, y ademéds acotadas, ya que f(b) =
Var(w, [a,b]) < 00, g(b) = w(b) —w(a) < ooy g(a) = f(a) = 0.

(<) Sean f, g : [a,b] — R funciones crecientes acotadas. Claramente Var(f, [a,b] = f(b)—f(a) <
oo y Var(g, [a,b]) = g(b) — g(a) < oo, por lo que f,g € BV([a,b]) y por tanto f —g € BV([a,b]). O

Este resultado tiene una consecuencia adicional: BV([a,b]) € C([a,b]). Ademads, el reciproco

tampoco es cierto, como vemos con el Ejemplo 2.5.9.

Ejemplo 2.5.9. Consideremos la funcién f : [0,1] — R definida como f(x) = zsen(1/z) para cada

x#0y f(0)=0.

0.5

0.5 1

—0.5

Figura 2.3: Gréfica de f.

Claramente f € C(]0,1/7]), por lo que veamos que f ¢ BV([0,1/x]). Tomemos N € N cualquiera
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y definamos la particién P = {xz}}2 ' = {0} U {3, U{1}, de manera que

N+1

N
S 1)~ flan)l = 5=+ 3 (ljﬂ i (k_ll)ﬁ> +sen1) + 1

k=1
2
0

Como esta suma diverge cuando N — oo, concluimos que f ¢ BV([0,1/7]).

Fl siguiente Teorema es una generalizacion del Teorema 2.1.6, el cual nos permite entender el

papel que juegan las funciones de variacién acotada en la integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 2.5.10. Sea f € C([a,b]) y w una funcion de variacion acotada en [a,b]. Entonces f es

integrable Riemann respecto de w en [a,b].

Demostracion. Por la Proposicion 2.5.8 podemos asumir que w es una funcién creciente y acotada
con w(b) > w(a). Dado € > 0 arbitrario, como f es continua en el compacto [a,b] sabemos que
f es uniformemente continua, por lo que existe 4 > 0 tal que para cada z,y € [a,b] verificando
que |z — y| < 0 se tiene que |f(z) — f(y)| < €/A, donde A = 2(w(b) — w(a)). Entonces, dada una
particién P = {z;}]~, tal que cal(P) < § cualquiera, se tiene que

n

Spar(£.P) = Spor(£,P) = Y [M(flwier,i)) = m(f, [, 21]) | (w(a:) = w(wir))

=1

€ — e(w(d) —w(a)) €
< — 2) — . = — 7 @ =
< ;Zl(w(xz) w(zi—1)) " 5 <e€
Como € > 0 es arbitrario, concluimos por la Nota 2.5.3 que f € R(w, [a, b]). O

2.5.2. El teorema de Representaciéon de Riesz

La construccién de Stieltjes fue mas tarde utilizada por F.Riesz, que vio la oportunidad de
resolver el problema de representaciéon de funcionales lineales en un intervalo compacto. A conti-
nuaciéon probaremos este Teorema de Representacion de Riesz, aunque antes necesitamos algunas

observaciones y resultados previos.
Definicién 2.5.11. Definimos el espacio normado (B([a,b]), ||-||.,) como la clase de las funciones

acotadas en [a, b] con la norma del supremo

[#]loc = sup [a(t)|
tela,b]
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Proposicién 2.5.12. Sea f € B([a,b]) y w € BV([a,b]). Si f € R(w, [a,b]), entonces se tiene que
b
(®) [ @) duf@)] < 1] Vartw, o,b)

Demostracion. Sea R = (R) ff f(x)dw(z) y € > 0 arbitrario. Como f es integrable Riemann res-
pecto de w, existe 0 > 0 tal que para toda particién etiquetada P, de [a, b] con cal(P.) < ¢ se cumple
que

|SR(f,w,Pe) — R| <€

Sea Pe = {[xi_1, 2], t;}I'_; una de estas particiones etiquetadas de [a, b] tal que cal(P.) < J, entonces

se tiene que

1SR (fw, Pe)l = | D (&) - [wlar) — wl@r-)]| <D 1) - lw(zr) — w(ag-)|
k=1

k=1
<l flloo D (@) = w(zg—1)| < | f oo Var(w, [a, b])
k=1
por lo que
|R| < |R = SR(f,w,Pe)| + [Sr(f,w, Pe)| < €+ || flloc Var(w, [a,b])
de donde, como € > 0 es arbitrario, deducimos el resultado. ]

Definicién 2.5.13. Decimos que dos funciones f, g : [a,b] — R son disjuntas si min{|f|,|g|} = 0.
Ademas, si f,g € B([a, b]) es facil comprobar que

[f+al=1f1+1gl v IF+9llee = [[flloe + gl

Teorema 2.5.14 (Riesz). Todo funcional f de C([a,b]) se puede representar por una integral de

Riemann-Stieltjes como
b
f@) = ®) [ oty dult 2:3)
donde w es una funcion de variacion acotada en [a,b] tal que Var(w, [a,b]) = || f]|.

Demostracion. Sea f un funcional de C([a,b]) cualquiera. Claramente (C([a,b]), ||-||,,) es un subes-
pacio del espacio normado (B([a, b)), ||-||,,), por lo que por el Teorema de Hahn-Banach (Anexo A)
podemos construir una extensién f de f a B([a,b]) tal que || f|| = ||f|. Entonces, como las funciones

caracteristicas son funciones acotadas, podemos definir la funcién

w: [a,b] — R, w(t) = f(X[a’t]) vVt e (a,b], w(a)=0
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Veamos que w es de variacién acotada y Var(w,[a,b]) < ||f||. Consideremos una particién P =

i}, arbitraria, y definamos
=0 Yy

I/\
I/\
3

¢; = sign(w(t;) — w(ti—1)) (2.4)

V1
yl = X[(l,tl]v y’L = X(ti_l,ti} V

|/\
I/\
3

Claramente {y;}!" ; es una familia de funciones acotadas y disjuntas dos a dos, por lo que por la

observacion de la Definicién 2.5.13 se tiene que

n

Z lw(t;) —w(ti—1| = ZEi [w(ti) - w(tzel)] = €1f X[a,t]) + Zﬁz[ Xa,t:]) f(X[a,ti_l])]
=2

i=1
n
S

n
i=1

= F(Yew) <7l

i=1

1<i<n

= 171l max leif|[yillo = I /1]
o

de donde deducimos que w es de variacién acotada y Var(w, [a,b]) < || f]|.

Veamos ahora que se cumple (2.3). Sea = € C([a,b]) y € > 0 arbitrarios. Como hemos probado
que w es de variacién acotada, por el Teorema 2.5.10 sabemos que z es integrable Riemann respecto

de w en [a,b]. Por tanto, si denotamos por I el valor de dicha integral, existe un § > 0 tal que
|Sr(z,w,Pe) — I| < €/2

para cualquier particién etiquetada P. de [a,b] tal que cal(P.) < 6. Como z es continua en un
compacto estd acotada, de manera que ||z||oc < o0, por lo que podemos escoger una particién

etiquetada P, = {[ti—1,t;], i}, de [a,b] tal que cal(P.) < min{d, (HHIH;/W} Definamos la

funcién z = >0 | x(t;)yi € B([a,b]), donde {y;}" ;| estdn definidas como en (2.4), de manera que

w(ti) flyi) = Y w(ts)[w(ti) — w(tio1)] = Sr(z,w, PL)
= j=1

=1

Ademas, por la observacién de la Definicién 2.5.13, como {y; }!_; es una familia de funciones acotadas

y disjuntas dos a dos se tiene que

n

> [e) = 2(t)]yi(t)

=1

ja(t) — 2(t)] =

m)(ziyl ) - S et ‘

=1
2(t) — x(ti)

= max
1<i<n

(0] < Nl uix £ = &l (0] = 1ol i (6 = ti-1)

€/2 - €/2
(L4 flzllo) X (LAD) T+ (1]
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para cada t € [a,b]. Por tanto ||z — z|| < %, y como cal(P.) < 4, por la desigualdad triangular

o0

se tiene que

(@) = 1) < |f(2) = 1|+ |f(x) = F(2)] < |Sr(z,w,Pe) = I+ || Il e — 2]l

€ €
<3 Tl <

de donde, como € > 0 es arbitrario, concluimos que

b
f@) =1=(R) / £(t) du (1)

Por ltimo, veamos que Var(w,[a,b]) > || f||. Sea x € C([a,b]) cualquiera. Hemos probado que f
admite una representacién en términos de una integral de Riemann-Stieltjes, por lo que por la

Proposicion 2.5.12 se tiene que

b
£@) =|(R) [ a(t) du(®)] < ] Vs, o.b)

de manera que ||f|| < Var(w, [a, b]), lo que finaliza la demostracién. O

Nota 2.5.15. Aunque la funcién de variacién acotada w del teorema anterior no tiene por qué ser
unica, podemos lograr la unicidad si imponemos que w(a) = 0 y w sea continua por la derecha.

Ademas, en estas condiciones
[wl[Bv (o) = Var(w, [a,b]) = [|f]]
por lo que este Teorema de Representacién de Riesz establece una isometria suprayectiva
T: BVZO([a,b]) — C([a, b])*

donde
BV ([a,b]) = {w € BV([a, b]) : w(a) = 0, w continua por la derecha}

Esto nos permite identificar univocamente los funcionales de C([a, b]) con ciertas funciones de varia-
cién acotada. Este es en realidad un caso particular del Teorema de Representacion de Riesz general,
también conocido como el Teorema de Riesz—Markov—Kakutani [38, Theorem 6.19], que utilizaremos

mas adelante para construir la medida de Lebesgue.
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Capitulo 3
La integral de Lebesgue

Actualmente la integral de Lebesgue se ha alzado como la integral por excelencia, no solo por
la generalidad que aporta, sino por sus destacables propiedades. En este capitulo repasaremos esta
teoria de integracion, para lo cual introduciremos algunos conceptos basicos de la Teoria de la Medida
[16] [23] [38]. Ademds, estudiaremos dos construcciones de la medida de Lebesgue sobre la recta real:
la de Borel basada en un procedimiento recursivo transfinito [19] [22] y el archiconocido método de
Carathéodory [38]. Seguidamente construiremos la integral de Lebesgue en toda su generalidad y
discutiremos algunas de sus propiedades [16] [23] [38], aunque finalmente nos limitaremos a analizar
la integral de Lebesgue sobre R, su relacién con la integral de Riemann y la integral impropia de

Lebesgue.

3.1. Teoria de la medida

Antes de andentrarnos en la construccién de la integral de Lebesgue, debemos repasar algunos
conceptos basicos de la Teoria de la Medida que seran fundamentales en este capitulo. Ademaés, dado
que los resultados que se expondran ya fueron probados en la asignatura de Andlisis Matematico

III (y no son el tema central de este trabajo), enunciaremos los resultados sin su demostracién.

Definicién 3.1.1. Un anillo definido en un conjunto 2 es una coleccién no vacia R C P(Q)

verificando que
i) EEFER = E\FER,EUFeR

Si ademas la coleccion es cerrada bajo uniones numerables diremos que R es un o-anillo de conjuntos,

esto es, si verifica
i) {E, 122 CR = U, EneR
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Definicién 3.1.2. Un dlgebra A definida en un conjunto €2 es un anillo para el que 2 € A. Si ademaés

la coleccion es cerrada bajo uniones numerables diremos que A es una o-dlgebra de conjuntos.

Definicién 3.1.3. Llamaremos espacio medible al par (£2,.A4), donde 2 es un conjunto y A es una

o-dlgebral definida en . Ademads, nos referiremos a los elementos de A como elementos medibles.

Es facil comprobar que la interseccion abitraria de o-dlgebras de un conjunto 2 es de nuevo una

o-algebra, lo que induce la siguiente definicién.

Definicién 3.1.4. Sea un conjunto Q y G C P(€) una coleccién de subconjuntos suyos. Denota-
remos o(G) a la menor o-algebra que contiene a G, que por la observacién anterior existe y es la
interseccion de todas las o-algebras que contienen a G. Del mismo modo existe la menor algebra,
anillo y o-anillo que contienen a la familia G, los cuales denotaremos «(G), R(G) y S(G) respectiva-

mente.

Definicién 3.1.5. Una medida positiva j definida en un espacio medible (£2, . A) —-con A dlgebra,

anillo, o-algebra o g-anillo— es una aplicaciéon no negativa
A — [0, 00]

tal que u(0) = 0, y es o-aditiva, es decir, verificando que para cualquier familia numerable {E,, }7° | C
A de conjuntos disjuntos dos a dos tal que |J;2 | E, C A (automético si A es o-dlgebra o o-anillo),

se cumple que
o0 oo
/~L( U En) = ZM(En)
n=1 n=1

Ademds, diremos que la medida positiva p es o-finita si existe una familia { A, },en de conjuntos

medibles y disjuntos dos a dos verificando que p(A,) < co para cadan e Ny Q= J>7 | A,.

Definicién 3.1.6. Un espacio de medida es una terna (€2, .A, 1) donde €2 es un conjunto, A es una

o-algebra (o-anillo) y u es una medida positiva definida en A.

Proposicién 3.1.7. Sea (2, A, ) un espacio de medida. Entonces se cumplen las siguientes pro-

piedades:
(1) Si E,F € A tal que u(F') < oo, entonces p(E \ F) = p(E) — p(F).

(7i) 1 es mondtona, esto es, si E,F € A son tales que E C F', entonces se tiene que u(E) < p(F).

'En algunos contextos también se hablara de espacio medible aunque A sea tan sélo o-anillo.
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(iii) 1 es continua inferiormente, esto es, si {E,}5°, C A tal que E, C E,1, entonces se tiene

que

UE = lim u(E,)

n—oo

(iv) p es continua superiormente, esto es, si {E,}02, C A tal que Eny1 C Ep y pu(Er1) < oo,

entonces se tiene que

ﬂE = lim p(E,)

n—oo

Definicién 3.1.8. Sea (2, A, u) un espacio de medida, llamamos restriccion del espacio de medida

respecto a un conjunto medible B € A, al espacio de medida (92, Ag, i1|5), donde

Ap={ANB: Ac A}, ul 5 (A) = p(A) VAe Ag

3.1.1. La o-algebra de los borelianos

Una vez hemos expuesto las estructuras bésicas con las que se trabaja en la Teoria de la Medi-
da, recordamos un caso de especial relevancia, en el que se compatibiliza la estructura de espacio

topoldgico con la de espacio de medida.

Definicién 3.1.9. Dado un espacio topolégico (€2, 7), llamaremos o-dlgebra de Borel a la o-dlgebra
generada por los abiertos de 7, y la denotaremos B(£2). Ademds, a sus elementos los llamaremos

borelianos.

Definicién 3.1.10. Sea (£2,7) un espacio topoldgico y ¥ una o-algebra definida en Q. Decimos que

una medida p definida en (£2,3) es:
(i) regular exterior siVE € X: p(E)=f{u(V)|E CV,V abierto}
(ii) regular interior siVE € ¥: u(E) =sup{ u(K)|K C E, K compacto}
(iii) regular si es regular interior y exterior
Si ademas B(Q2) C X, diremos que es
(iv) localmente finita si VK C € compacto: u(K) < oo

Definicién 3.1.11. Sea (2, 7) un espacio topoldgico, decimos que una medida u es de borel si esta

definida sobre los borelianos. Si i es ademas regular y localmente finita, diremos que es de radon.
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3.1.2. Compleccién de un espacio de medida

Otra propiedad que serd relevante en esta capitulo (y en el de la integral de Daniell) es la

completitud de un espacio de medida:

Definicién 3.1.12. Decimos que un espacio de medida (2, A, 1) es completo si
BCcAcomAeAypu(A)=0 = Be A

Definicién 3.1.13. Dado un espacio de medida (2, A, ), diremos que una propiedad se verifica
casi segquro respecto de p (c.s. o p-a.e.) si el conjunto de puntos C donde no se verifica la propiedad

estd contenido en un medible C' C B € A tal que p(B) = 0.

Nota 3.1.14. Aunque el conjunto C de la definicién anterior no es necesariamente medible, si el

espacio de medida es completo se tiene que C' € Ay p(C) = 0.

Definicién 3.1.15. Sean (2,4, 1) v (€2, .Ag, o) dos espacios de medida. Decimos que (€2, .4y, o)

es la compleccion de (§2, A, ) si se verifican las siguientes condiciones:
(1) (92, Ao, po) es completo
(ii)) A C Ay
(iii) poly = p
(iv) Si (£2,Ay, pu1) es otro espacio de medida completo satisfaciendo A C Ay y 1| 4 = p, entonces
Ao C A1y il 4, = po-

Teorema 3.1.16. Todo espacio de medida (2, A, i) admite una compleccion (€2, Ao, po), y ademds

la compleccion es unica.

3.2. Construccién de la medida de Lebesgue (Borel)

Aunque la teoria de integracion que desarrollé Lebesgue es muy poderosa, a la hora de aplicarla
a un caso particular debemos pasar por un procedimiento no trivial: construir el espacio de me-
dida en el que trabajaremos. En el caso de la integral de Lebesgue sobre R (que es en la que nos
centraremos en este trabajo) necesitamos de alguna manera construir una medida que generalice la
longitud del intervalo, y una o-dlgebra que como minimo contenga los conjuntos abiertos y cerrados
en la topologia usual, para asi poder integrar sobre los mismos. Existen diversos métodos para la

construccion de la medida de Lebesgue sobre R. Si bien es cierto que el método de extensién de
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Caratheodory ha sido el idoneo desde un punto de vista formativo, en este Trabajo de Fin de Grado

proponemos otro método menos conocido en la actualidad.

Una de las construcciones mds conocidas en su momento se debe a F.E.J. Emile Borel, que en
1898 publicé Lecons sur la théorie des fonctions - Lecciones sobre la teoria de funciones, donde
fue capaz de construir la o-algebra de los borelianos mediante induccion transfinita. Este articulo
fue de vital importancia para Lebesgue, ya que aunque no llegé a plantear el concepto de integral,
sentd las bases axiomaéticas de la Teoria de la Medida moderna. A continuacién presentamos este
enfoque alternativo de Borel adaptado a la terminologia actual [22]. Nuestro objetivo serd construir
la medida de Lebesgue sobre los borelianos por medio de dos extensiones sucesivas: una primera
desde la clase de los semiintervalos acotados a su anillo generado, y una segunda mediante el método
de Borel desde este anillo al g-anillo generado por los semiintervalos acotados?, en la cual haremos

uso de la induccién transfinita.

3.2.1. Extensién al anillo generado por los semiintervalos acotados

En esta primera extensién seguiremos el esquema que podemos encontrar en [19]. Comenzamos

denotando C a la clase de semiintervalos acotados en R, i.e.
C=A{la,b): —0<a<b< oo}

Ademas, llamaremos R = R(C) al anillo generado por C, y definimos una funcién sobre la clase C

que le asocie a cada semiintervalo acotado su longitud,
pu([a,0)) =b—a

Nota 3.2.1. u(0) = p(la,a)) =a—a=0

Veamos primero que esta funciéon es o-aditiva sobre la clase C, para lo cual necesitamos el

siguiente lema:

Lema 3.2.2. Sea {(an,b,)}_, una familia finita de intervalos abiertos acotados y [ag, bo] un in-

tervalo compacto. Entonces,

N
[ao, bo] C Uamn = bo—ao<z n = Q)

2M4s adelante demostraremos que este o-anillo es en realidad la o-dlgebra de los borelianos (véase Proposicién
3.2.26)

27



CURsO 2023/2024 3.2. CONSTRUCCION DE LA MEDIDA DE LEBESGUE (BOREL)

Demostracion. Denotemos I = [ag, bo] y Uy = (ap,b,) para cadan = 1,..., N. Como I C U,]Ll U,
existe k1 € {1,..., N} tal que ag € Uy,. Si by, < b consideramos ko € {1,..., N} tal que by, € Ug,;
si by, < b consideramos un k3 al que by, € Uj,, y repetimos este proceso hasta que by, > bo.
Claramente m < N, {k;}I"; C {1,..., N} sin repeticiones y ademds se cumple que ap, < ap < by, ,
ag,, < bo < by, ysim > 1 se tiene que ag,,, < bg, < by,,, para cada i = 1,...,m — 1. Entonces se

sigue que

m—1 m N
bo — ag < by, — ar, = (br, — ak, +Z kig — 0 Szbk—ak SZ
=1 =1

n=1

Teorema 3.2.3. u es o-aditiva sobre C.

Demostracion. Sea {I,}5°; C C una familia de semiintervalos disjuntos dos a dos tal que I :=
U.2, I, € C. Denotemos I = [ag, bo) ¥ I, = [an,bn) para cada n € N, y veamos en primer lugar que
>ooo 1(In) < p(I). Consideremos N € N cualquiera y asumamos sin pérdida de generalidad que
a1 < ... < ay. Como {I,}_; es una familia disjunta y Uﬁle I, C I se cumple que ag < a1 < b <

. <any < by < by, por lo que

WE
=

N—
n_an Zan+1_b —bN—CLleo—ao

N N
Z () = Z(bn —ap) <
n=1 n=1

S
I
—

Como p(I,) >0 Vn € N, la sucesién {Zn 1 1W(In) }n es creciente y acotada superiormente por u([f),
por tanto converge y su limite cumple que Y 7 | u(I,) < by — ag = p(I).
Veamos ahora que pu(I) < Y>>, u(ly). Si ap = by el resultado es trivial; en caso contrario

consideramos 0 < € < by — ag cualquiera. Tomando § > 0 arbitrario se tiene que

[ag, by — €] C [ap,by) C fj [an, bp) D ( 2n, n)

Como {(a, —3/2™,by,) }nen es un recubrimiento abierto del intervalo compacto [ag, by — €] sabemos
que existe NV € N tal que
N 5
[ao,bg — 6] C U (an — 27,[)71)
n=1

Aplicando a estos intervalos el Lema 3.2.2 deducimos que

u([)—e:(bo—e)—ao<§:<bn—an ) i( —an + i):iu(ln)—i—d
n=1

n=1 n=1
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Como € > 0y § > 0 son arbitrarios concluimos el resultado. O

Nota 3.2.4. De ahora en adelante utilizaremos el simbolo (|_|) para hacer referencia a la unién de

una coleccion de conjuntos disjuntos dos a dos.

Teorema 3.2.5. Ezxiste una unica medida positiva y finita i en el anillo R que extiende a u, es
decir, satisfaciendo que

pl) = p(l)  VvIeC

Demostracion. Gracias al Teorema B.3 del Anexo B, podemos expresar todo elemento de R como

unién disjunta de semiintervalos acotados, por lo que podemos definir la aplicacién

N N
fi: R — [0,00), ﬂ( | | In> =Y ulln)
n=1 n=1

Veamos que [i estd bien definida. Dado F € R cualquiera, consideremos dos representaciones del

mismo F = |_|711V:1 I, = |_|£\n/[:1 Jm- Entonces para cadan=1,.... N ym=1,..., M se tiene que

M N
Li=ILNnE=||T.NJn) v Jn=JdnNE=]|]|(JmNI)
m=1 n=1

donde I, N J,, € C por ser la interseccién de dos semiintervalos. Ademas, como por el Teorema 3.2.3

sabemos que p es g-aditiva sobre C, se tiene que

N N M M M N
ZN(LL) - Z Z N(In N Jm) y Z M(Jm) - Z ZM(Jm N In)
n=1 n=1m=1 m=1 m=1n=1

por lo que la aplicacién i estd bien definida. Claramente ji coincide con p en C y es trivialmente
aditiva. Veamos que es la tinica en estas condiciones. Tomemos otra medida positiva v sobre R que

extienda a p y consideramos E = |_|7]1V:1 I, € R cualquiera. Entonces se tiene que

N N N
E) =Y u(l) = v(l) =v(| | I.) = v(E)
n=1 n=1 n=1

Por ultimo probemos que fi es o-aditiva. Sea {E,}5°; C R una familia de conjuntos disjuntos dos

a dos tal que E = | |77, E,, € R, entonces E,, es unién disjunta de semiintervalos acotados Vn € N,

1.e. M, M,
Bo= || BEr v E)=Y wED)
m=1 m=1

donde {E]'}men C C para cadan € N. Si £ € C, como la familia {E)"},, ,en C C es numerable y
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disjunta, se sigue de que u sea numerablemente aditiva (Teorema 3.2.3) que?
oo My [e%)
BE) = (B) = Y (B = i(En)
n=1m=1 n=1

En el caso més general, E es unién disjunta de semiintervalos £ = |_|£:1 F;., de manera que para

cada k =1,..., L se tiene que

o0 [ee]
Fr=FnE=Fn|]J)E,=JF.nE,)
n=1

n=1

Por tanto, podemos aplicar el caso anterior para cada F}, de donde concluimos que

O]

Nota 3.2.6. En vista de este ultimo teorema, podemos renombrar sin dar lugar a confusién a la
extension i como p. Esto es, a partir de ahora escribiremos p(E) en lugar de f(E), incluso cuando
EcR\C.

3.2.2. Extension del anillo al o-anillo generado

La idea de Borel de usar recursién transfinita para la construccion de medidas fue resuelta en
la primera mitad del siglo XX por distintos autores. A continuacién revisaremos esta técnica en su
forma mas general [22], la cual nos permite extender una medida positiva definida en un anillo R
sobre un conjunto €2 cualquiera a su o-anillo generado S(R) (Teorema 3.2.24). Por dltimo, una vez
hayamos descrito el método de Borel, lo aplicaremos al caso del anillo generado por los semiintervalos

acotados y la medida construida en la seccién anterior, para asi obtener la medida de Lebesgue.

Nota 3.2.7. Aunque el uso de anillos y o-anillos puede parecer menos natural que el de algebras y
o-algebras habitualmente utilizado en la literatura, la realidad es que ambos enfoques son en ciertos
casos equivalentes. Mientras que en el enfoque de Borel para la extensién de medidas, trabajar con
anillos o algebras supone el mismo esfuerzo, en el de Carathéodory trabajar con dlgebras supone una
simplificacién considerable de los resultados (véase [19, Chapter 3| sobre la construccién de medidas

exteriores en o-anillos).

3Es importante resaltar que los reordenamientos que se realizan en las sumas estén justificados gracias a la positi-
vidad de la aplicacién p.
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Definicién 3.2.8. Dada una sucesién de conjuntos {Ej, }neny C P(2), definimos el limite superior

y el limite inferior como los conjuntos

oo o oo o
limsup E, = (] |J En liminf B, == ] (] En

m=1n=m m=1n=m
Ademas, si ambos coinciden diremos que la sucesién {E, }nen converge al conjunto
lim E,, := limsup E,, = liminf E,
Nota 3.2.9. Sean {E,}nen ¥ {Fn}nen dos sucesiones convergentes de conjuntos, entonces {F,, U
Fobnens {En N Folnen v {En \ Fu}nen también convergen. Ademads se cumple que
(i) im(E, U F,) =1lim E, Ulim F,
(ii) im(E, N F,) =1lm E, Nlim F,
(iii) lim(E, \ F,,) = lim E,, \ lim F,

Definicion 3.2.10. Sea D una clase de subconjuntos de €2, decimos que una sucesién de conjuntos

{En}nen C D es creciente (decreciente) si
En C En+1 (En D En+1) Vn eN

A la clase de los limites de sucesiones crecientes (decrecientes) de conjuntos de D la denotaremos
Dt (D7), mientras que a la clase de los limites de sucesiones en D la denotaremos DY. De esta

manera se tienen las siguientes inclusiones,
DcD cDP’cDt, DcD cD'cD T,

Lema 3.2.11. Dado D C P(R2), se tiene que S(D)° = S(D).

En los siguientes resultados trabajaremos con reticulos de conjuntos, para lo cual conviene re-

cordar su definicion:

Definiciéon 3.2.12. Decimos que una clase D de subconjuntos de €2 es un reticulo si
A BeD — AUB,ANBeD

Lema 3.2.13. Sea R un anillo. Entonces R° es un anillo y R* (R~) es un reticulo de conjuntos

cerrado por uniones (intersecciones) numerables.
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Demostracion. Por la Observacién 3.2.9, es trivial comprobar que R° es un anillo y RT (R™) son
reticulos. Veamos que R™ es cerrado por uniones numerables (el caso R~ es andlogo), para lo cual
consideramos una sucesién {E, }nen C R cualquiera. Entonces para cada n € N existe una sucesién

creciente { £ }en C R convergiendo a Ey, i.e. By, = J,,cn By’ Definamos los conjuntos
n
V= U E"  VnmeN

Claramente {F"} € R para cada n,m € N, ya que R es cerrado por uniones finitas por ser un

anillo. Por otro lado, {E]"},,en € R es una sucesion creciente para cada n € N, por lo que

+1
U Ek C U En+1 C TU En-H F;Z:ll

Ademi4s se tiene que

00 o oo 00
Ue=UUm=-UUs"-UUs=UU#- U
k=1 k=1m=1 k=1m=1 k=1n>k n=1k<n n=1

por lo que {F},en C R es una sucesién creciente convergiendo a Jp—, Ek, y en consecuencia
UZO:1 E, € RT. L]

Esta resultado nos permite, dado un anillo R, construir una secuencia transfinita de anillos:
RoCRiICRaC...C R,y C ...

donde Ry = R, Ra = RY_; si a es un ordinal sucesor, y Ry = |J g<q flp si a es un ordinal limite.
La relacion entre esta cadena de anillos y el o-anillo generado no es obvia, sin embargo, el siguiente

resultado establece una relacién muy estrecha entre ambas que serd fundamental en el enfoque de
Borel.

Nota 3.2.14. De ahora en adelante utilizaremos algunos resultados de Teoria de Conjuntos so-
bre los nimeros ordinales, por lo que conviene recordar algunos aspectos fundamentales de los
mismos. Su construccién comienza definiendo? 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0,{0}}, 3 = {0,{0,{0}}},
4={0,{0,{0,{0}}}}, ... y continua transfinitamente de forma que para cualquier ordinal « se tiene
que a« + 1 = a U {a}, y para cualquier conjunto A de ordinales |J e 4B es también un ordinal.
Ademds, si un ordinal es el sucesor de otro ordinal decimos que es un ordinal sucesor, mientras que

si no es ni 0 ni un ordinal sucesor se dice que es un ordinal limite.

“Esta definicién de los ordinales fue sugerida por Von Neumann en 1923 (véase [36]).
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Esta manera de construir los ordinales tiene una gran ventaja, y es que dados dos ordinales «,
B tales que av < 3, se tiene a la vez a € f y o C 5 [20, Lemma 2.11]. Esta apreciacién nos permite
demostrar una propiedad fundamental en nuestro desarrollo: toda coleccién numerable de ordinales
numerables estd acotada superiormente por un ordinal numerable.

Para probarlo basta considerar una coleccién numerable {ay, }nen de ordinales y a = J,,cn on.
Claramente o, < a Vn € N, a es numerable (por ser unién numerable de conjuntos numerables) y
ademds « es un ordinal, lo que prueba la propiedad. Como complemento, podemos encontrar una
demostracién con mayor lujo de detalles en [17], y algunos aspectos sobre la relacién con el Axioma

de Eleccion y los axiomas de Zermelo-Fraenkel en [25].
Teorema 3.2.15. Sea un anillo R y wy el primer ordinal no numerable. Entonces Ry, = S(R).

Demostracion. Veamos primero que R, C S(R) para cualquier ordinal o por induccién transfinita.
Claramente Rg = R C S(R), por lo que supongamos que Rg C S(R) para todo ordinal f < «. Si
a es un ordinal sucesor se tiene que R, = R%_; C S(R)? = S(R), mientras que si a es un ordinal
limite se cumple que Ro = g, Rg C S(R). Por tanto R C Ry, C S(R), y basta probar que Ry,

es un c-anillo para concluir el resultado:

(i) Sean E,F € R, cualesquiera. Entonces existen ordinales o,y < wy tal que E € Ry, ¥
F € Ry,. Como el conjunto de ordinales estd totalmente ordenado, a1 < ap 0 a1 < ag, por
lo que supongamos s.p.g. que nos encontramos en el primer caso . Entonces £ € Ry, C Ra,

y F € Ra,, por lo que como Ry, es un anillo, E\ F' € Ry, C Ry,

(ii) Sea {Ep}nen C Ry, cualquiera. Entonces Vn € N existe un ordinal o, < wy tal que E,, € R,,,,
y como por la Observacion 3.2.14 toda familia numerable en wy estd acotada, existe un ordinal
B < wi tal que o, < B Vn € N. De esta manera, como F, € R,, C Rg Vn € N podemos

aplicar el Lema 3.2.13 para finalizar la demostracion:

U Bn € R} € RY =Rpi1 C R,
neN

O]

Como demostraremos mas adelante, la clave del método de Borel es ser capaces de extender una
medida definida en un anillo R a R°, ya que en esas condiciones podriamos recursivamente extender
1a Ry, Ro, Ry, ... y continuando asi transfinitamente hasta R, , que por el Teorema anterior es el
o-anillo generado por R. Por tanto, nos centramos a continuacién en la extensién al anillo R°. Esta
requiere algo de trabajo por lo que la dividiremos es dos partes: una extensién de R a R+ (Teorema
3.2.17), y otra de Rt a RY (Teorema 3.2.19).
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Definicion 3.2.16. Dado un reticulo de conjuntos D, decimos que una aplicacion
w:D — [0, 00]
es una medida positiva si p(0)) = 0, es mondtona y numerablemente aditiva.

Teorema 3.2.17. Una medida positiva p en un anillo R admite una extension a una medida positiva

puten el reticulo R .

Demostracion. Definamos la aplicacién

pt: RT — [0, 0], ;ﬁ'( U En> = lim p(Ey,)
n=1

Veamos que p estd bien definida. Tomemos dos sucesiones crecientes {Ep, }nen, { Fin}men C R con-
vergiendo a E € RT cualquiera, estoes E = Jo-; E,, = Jro_; Fin. Como p es continua inferiormente
en R (Proposicién 3.1.7), y como por la monotonia de p se tiene que a sucesion {p(Ey, N Fp,) bnom

es creciente en n y m, deducimos que

hm w(E )—hm w(E,NE) —hmu( U (EnN Fm)) =limlim p(E, N Fy,) =limlim p(E, N Fy,)

meN
- 1%11“( U (E.n Fm)) = lim p(Fy, 0 E) = lim p(F7,)
neN

Probemos que pt es una medida positiva en el reticulo RT. Claramente pu* () = 0, por lo que
veamos primero que put es mondtona. Sean E, F € R* tal que E C F cualesquiera, y {Ep}nen,
{Fn}men C R dos sucesiones crecientes convergiendo a E y F' respectivamente. Por la monotonia

de p (Proposicién 3.1.7) u(E, N Fy,) < u(Fy,) Vn,m € N, entonces

pH(E) = lim u(E,) = lim (B, N F) = 1me<En n Y Fm) - h’m,u( U (B Fm)>
" " " meN " meN

= lim lim u(E, N Fy, )<11mhm,u( )—hm,u (F)=put(F)

Finalmente, basta probar que p es numerablemente aditiva para concluir el resultado. Sea { £, }5° ; C
R una familia numerable de conjuntos disjuntos dos a dos. Entonces Vn € N existe una sucesién
creciente {E)'}en C R convergiendo a By, ie. E, = |J,,cny £y, ¥ Podemos definir como en el
Lema 3.2.13 los conjuntos F)* = (J;_; E* Vn,m € N, satisfaciendo que {F'},en es una sucesién
creciente convergiendo a E = | J>2 | E,,. Ademas, como {E,, }°° ; es una familia de conjuntos disjuntos

dos a dos, dado m € N cualquiera {E]"}°° ; también es una familia de conjuntos disjuntos dos a
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dos. Por tanto {p(F}")}n,men es una sucesién creciente en n y m, de manera que

pH(E) = limp(F) = hmhm,u( ") = hmhm Zu (B = hm Z hmu E") = Z/fr
k=1 k=1 k=1

Veamos a continuacién algunas propiedades relevantes que verifica esta extensién a R™.

Proposiciéon 3.2.18. Sea un anillo R y p una medida positiva sobre el mismo. Entonces la medida

positiva u en el reticulo R dada por el teorema anterior verifica las siguientes propiedades:
(i) Si E,F € R" tal que u™(E), u™ (F) < 0o entonces se cumple que

W (EUF) =t (B) + u*(F) - " (BN F)

(i) Si E,F € R, entonces se cumple que p™(EUF) < p™(E) + ut(F)

iii) Si {E,}nen C RT, entonces se cumple que
€
o0 oo
(UB) <Xntm)
n=1 n=1
(iv) pt es continua superiormente en R™.

Demostracion. (i) Sean E,F € RT tal que u*(E),u"(F) < oo. Entonces existen dos sucesio-
nes crecientes {Ep }nen, {Fnlnen € R convergiendo a E y F' respectivamente. Claramente {FE,, U
Eobnen, {En N Fybnen C€ R son sucesiones crecientes convergiendo a EUF' 'y ENF respectivamente,

de manera que

pH(EUF) =lim p(Ey U Fy) = lim [u(En) + p(F) — p(En 0 Fy)]

= lim p(E,) + i p(F) =l (B, 0 Fy) = i (B) + @t (F) = p " (BN F)

(i) Si uT(FE) = 00 0 u™(F) = oo el resultado es trivialmente cierto y en caso contrario es conse-
cuencia de (i).

(iii) Sea {Ep}nen C RT cualquiera. Aplicando reiteradamente (ii) deducimos que pt (U, E,) <

n=1 —
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ny:l w(E,) ¥ N €N, que junto con la Proposicién 3.1.7°

o0 o N N N o0
)= (U U] = (U ) < 2o 50 =2
(iv) Sea {Ep}nen € RT una sucesién decreciente convergiendo a E = (o2, E,, € R" tal que
u(E1) < co. Veamos que pt (E) = lim, u(E,).

Consideremos primero el caso E = (), para lo cual tomamos ¢ > 0 arbitrario. Sea n € N
cualquiera, como F, € R" existe una sucesién creciente {EM},,cy C R convergiendo a E,, i.e.
En = Umen Ep'- Por definicién p*(E,) = lim,, u(E}"), por lo que existe m, € N tal que p*(E,) —
u(Ej) < 27", Claramente E, \ B = Un_,, 1 E' € RT y Ej'» € RY. Como p* es monétona,
u(Er) < ooy Ep, El' C Ej, ambos conjuntos tienen medida finita y podemos aplicar (i) para

deducir que
i (B \ E) = i (Ba) — i (B) = it (Bn) — p(E) < 27

Definamos G,, = (p_; E,an para cada n € N, de manera que G, € R, G,, C E,, y (rey Gn = 0. Es
trivial comprobar que {G}, }nen C R es una sucesion decreciente convergiendo a () tal que p(G1) < oo,
por lo que como p es continua superiormente deducimos que lim, u(G,) = p(@) = 0. Ademas

E,\ G, € R", de manera que

it (Bn) — p(Go) =i (B \ o) (UE VE) <t (U8 BP) <3t (B \ B <e
k=1 k=1

k=1

de donde tomando limites deducimos que
lim p* (E,) = lim p* (E,) — lim 4(Gy) = lim [/ﬁ(En) - /ﬁ(Gn)} <e
n n n n

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que lim,, u*(E,) =0 = p™(F).
En el caso general E € R, por lo que existe una sucesién creciente {F, },en C R convergiendo
a E. Entonces {E, \ F;, }nen C R es una sucesién decreciente convergiendo a () tal que u(E1 \ Fy) <

wu(E7) < oo, por lo que aplicando el primer caso se tiene que

't (B) =Mm p(Fp) =lm pu(Fy) = lim p(Ep) +Hlim p(Ep) = =lm p(Ep \ Fp)+lim p(Ep) =1 p(Ey)

O]

5En realidad en la Proposicién 3.1.7 imponemos que la clase de conjuntos sea una o-algebra o g-anillo. Sin embargo,
los apartados (i) y (ii) siguen siendo ciertos si la clase de conjuntos forma un reticulo cerrado por uniones numerables
y la medida es numerablemente aditiva (como es el caso de R™).
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Con estos resultados estamos ya en posicién de demostrar el siguiente Teorema.

Teorema 3.2.19. Una medida positiva p en un anillo R admite una extension a una medida positiva

1 en el anillo R°.

Demostracion. Sea E € R C Rt~ cualquiera, entonces existe una sucesiéon decreciente {E,, }nen C

R convergiendo a E. Definamos la aplicacién
1l R — [0, 0]

de manera que si VF € R tal que E C F se tiene que u*(F) = oo, entonces pu’(F) = co. En
caso contrario, si existe F' € RT tal que E C F'y u*(F) < oo, entonces se puede construir una
sucesion decreciente {Ey, }nen C RT convergiendo a E tal que ut(F;) < oo, lo que nos permite
definir p°(E) = lim,, u*(E,) < cc.

En el primer caso la aplicacién estd trivialmente bien definida, por lo que supongamos que existen
dos sucesiones decrecientes {Ey, }nen, {Fm}men € RT convergiendo a E y verificando u*(E,) <
0o, T (F,) < co. Entonces como puT es superiormente continua por la Proposicién 3.2.18, podemos

razonar de forma andloga a la demostracion del Teorema 3.2.17, de forma que

o
lim p*(E,) =limu" (E, U E) = lim ,u+< ﬂ (B, U Fm)> = limlim u ™ (E, U Fy,)
n n n m=1 n m
o
= limlim " (E, U F,,) = lim u* < ((E.U Fm)> =lmut(EUF,) = limut(F,)
m n m n=1 m m

por lo que 1° estd bien definida. Veamos que u” es una medida positiva en RY. Claramente u°(()) =
0, por lo que probemos primero que u’ es monétona. Sean E,F € RT cualesquiera tales que
E C F. Si u%(F) = oo entonces u’(E) < p°(F) trivialmente, por lo que supongamos que u'(F) <
oo. Entonces por construccién u®(E) < oo necesariamente, y existen dos sucesiones decrecientes
{En}nen, {Fnlnen € RT convergiendo a E y F respectivamente tal que u(E7), u(Fi) < oo. Como
pt es mondtona, u(E,) < u(E, U F,,) ¥Yn,m € N, y por ser continua superiormente (Proposicién

3.2.18) se tiene que

(O(F) = lim p* (Fyy) = lim g (Fy, U E) = lim ,ﬁ( M (Fm v En))
neN

= limlim p ™ (F,, U Ep) > limlim p™(E,) = lim u ™ (E,) = 4°(E)

Por ltimo, veamos que p es numerablemente aditiva. Sea {E,,}5° ; C R™ una familia numerable

de conjuntos disjuntos dos a dos y E = | |0, E, € RY. Si existe ng € N tal que p°(E,,) = oo,
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como E,, C E'y p° es monétona se tiene que u’(E) = oo = p2(E,,) = > o0 u%(E,). Supongamos
entonces que uY(E,) < co Vn € N, es decir, Vn € N existe una secuencia descendente {E™},,en C

R tal que E, = Jo_; EM™ y ut(E}) < 0o. Entonces por la Proposicién 3.2.18 se tiene que
ph (BT U EY) = p (EY) + u' (B5") — p™ (BY" N EYY)

para cada m € N. Ademas J,°_,(E* N E3") = E1 N Ey = (), por lo que tomando limites en
la expresiéon anterior deducimos que u®(Ey U Ey) = p°(E;) + u®(Es). Reiterando este argumento

inductivamente concluimos por la monotonia de u® que

N—oo N—oo

00 N N
> W(E,) = lim > pO(E,) = lim uo( | | En) < u’(E)
n=1 n=1

Para probar la desigualdad en el sentido opuesto consideramos ¢ > 0 arbitrario. Entonces por la
construccién de p, para cada n € N existe m,, € N tal que u*(E™) — u(E,) < 27", por lo que

aplicando la Proposicién 3.2.18 deducimos que

oo o o0 [o.¢] o
OB = (L) Bn) <t (U B ) < Dot () < 30 (108 +27") = 37 i (Bn) + ¢
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
de donde concluimos el resultado por ser € > 0 arbitrario. ]

Nota 3.2.20. De ahora en adelante denotaremos x° a la extensién de la medida positiva p a R°

dada por el Teorema 3.2.19.

Una vez sabemos que se puede extender cualquier medida positiva definida en un anillo R a R°,
la secuencia transfinita de anillos que se definié anteriormente cobra especial importancia, lo que da

pie a la siguiente definicion.
Definicién 3.2.21. Sea un anillo R, y consideremos la secuencia transfinita de anillos:
R=RogCRICRaC..CRysC..

Decimos que una extensiéon de una medida positiva ;4 en R a una medida positiva p, en R, es

normal si para todo ordinal sucesor 3 < « se verifica que:
0
Hg = Hg—1
Nota 3.2.22. Toda extensién normal (si existe) es tnica.
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Antes de discutir si existen extensiones normales necesitamos el siguiente lema, en el cual asu-

miremos su existencia para un ordinal arbitrario.

Lema 3.2.23. Sea p una medida positiva definida en un anillo R, o un ordinal y e una extension
normal de la misma. Entonces dado € > 0, para todo E € R, de medida finita existe ET € R™ tal
que E C BT y p1a(E™) — pa(E) <e.

Demostracion. Probemos el resultado por induccién transfinita. Claramente este se cumple para
a = 0, por lo que probemos el resultado para un ordinal o asumiendo que es cierto para todo ordinal
B < a. Sea e > 0 arbitrario y F € R, cualquiera tal que u(F) < co. Si a es un ordinal sucesor,
supongamos primero que F € R;ll, de manera que existe una sucesién creciente {Fy }pen C Ra—1
tal que E = |Jo2; Ey. Por hipétesis de induccién Vn € N existe E;f € R* tal que E,, C E} y
to(EY) — o (Ey) < 27" Definiendo E* = (Jo2, E;f € RY, estd claro que E C ET y ademds se

cumple que

oo

() = 1a(B) = pa(E* \ B) = ([j EN D) <pa( B\ B) < <D ol B\ En) <
n=1 n=1

Consideremos el caso general E € R, = R% ;. Como u°(E) < oo, por definicién existe una sucesion
decreciente {Ey, }nen C R§—1 convergiendo a E tal que pq(E1) < 00y po(E) = limy, po(E,) < 0o.
Entonces existe m € N tal que pq(Erm) — pa(E) < €/2, por lo que aplicando el caso anterior a Ep,

sabemos que existe ET € R tal que pq(E™) — po(FEm) < €/2. De esta manera se tiene que
f1a(ET) = pa(E) = pa(ET) = pa(Em) + pa(Em) — pa(E) < €

En el caso en el que «a es un ordinal limite £ € R, = |J B<a R, por lo que existe un ordinal sucesor

B < «atal que E' € Ry y el resultado se sigue por el caso anterior. O

Con este ultimo lema estamos en condiciones de probar el resultado central de esta seccién, que

culmina el planteamiento propuesto por Borel sobre la extensién de medidas.

Teorema 3.2.24. Sea p una medida positiva definida en un anillo R. Entonces p admite una

extension i al o-anillo S(R), que se corresponde con su extension normal.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.15, sabemos que S(R) = R, donde w; es el primer ordinal no
numerable. Por tanto, utilizando la induccién transfinita basta probar la existencia de una extension
normal p, para un ordinal 0 < a < w; asumiendo la existencia de extensiones normales para
cualquier ordinal 8 < a.

Si a es un ordinal sucesor, como fi,—1 es una extensién normal de u, entonces o = pd ;| es

también una extension normal de pu. Supongamos entonces que « es un ordinal limite, de manera que
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Ra=U B<a Rp- Sea E € R, cualquiera, entonces existe 8 < « tal que E' € Rg, por lo que definimos
pa(E) = pg(E). Como los ordinales 8 < a forman un conjunto bien ordenado y p15 es una extension
normal de u V5 < «, i, estd trivialmente bien definida y es monétona. Por tanto, basta probar
que i, es numerablemente aditiva, para lo cual tomamos una familia numerable {E, },,eny C R, de

conjuntos disjuntos dos a dos tal que

o
E= U E, € Ry
n=1
Sabemos entonces que existe un ordinal & < « tal que E € R, y existen Vn € N ordinales «,, < «

tal que E,, € R,,,. Definamos el ordinal Sy = Uﬁ;l anp U & < « para cada N € N. Claramente
E,,E € Rgy V1 <n <N por lo que

N N N
ta(E) = pg, (E) = ,U,Bn(l_l E,) = Z/%’N(En) = Zﬂa(En)
n=1 n=1 n=1
de donde tomando el limite N — oo deducimos que jio(E) > > | 1o (Ey). Si existe n € N tal que
to(Ey) = 0o la desigualdad contraria es trivial, por lo que supongamos que pq(F,) < oo Vn € N.
Entonces dado € > 0 cualquiera, por el Lema 3.2.23 se tiene que para cada n € N existe E;f € Rt
tal que E, C E;Y y po(E}) — pa(En) < 27" Ademds, U, E;f € RT, por lo que

1o(8) < o (U B ) £ D malB) < 3 (B +2770) = 3 () +
n=1 n=1 n=1 n=1

de donde concluimos la demostracién por ser € > 0 arbitrario.

Nota 3.2.25. Es importante destacar que aunque la extensién normal de R a S(R) es tinica, pueden
existir otras extensiones de R a S(R) no normales. Sin embargo, si la medida original es o-finita

puede probarse (véase [19, Theorem A pég. 54]) que la extensién a S(R) es tnica.

3.2.3. La medida de Lebesgue en R

El Teorema anterior nos permite extender la medida positiva que se construyé en el Teorema

3.2.5 definida en el anillo R (generado por los semiintervalos acotados) a una medida positiva

m: S(R) — [0, 0]
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La clave estd en que trivialmente S(R) = S(C), y por la Proposicién 3.2.26 se tiene que S(C) = B(R),

de manera que en realidad hemos construido una medida
m : B(R) — [0, oo]
que generaliza la longitud de un intervalo, i.e. satisfaciendo que Va < b,
m([a,b)) =b—a

Esta medida es la que conoce en la literatura como la medida de Lebesgue unidimensional.

Proposicion 3.2.26. Sea C la clase de semiintervalos acotados. Entonces

Demostracion. Es trivial comprobar que B(R) = o(C), por lo que basta probar que o(C) = S(C).
Claramente S(C) C 0(C), y como S(C) es o-anillo,

R=|]Jnn+1) €S

ne”L

De esta manera S(C) es ademds o-dlgebra, por lo que o(C) C S(C). O

3.3. Construccién de la medida de Lebesgue (Carathéodory)

El método de Carathéodory para la extensién de medidas es, aunque equivalente al de Borel
para la medida de Lebesgue, radicalmente distinto en su planteamiento. Por un lado, el método de
Borel busca ir extendiendo poco a poco el dominio en el que estd definida la medida, consiguiendo

asi trabajar con anillos con mas y més elementos hasta llegar al o-anillo generado.

Por otro lado, el método de Carathéodory se desentiende en un principio de los conjuntos medi-
bles y pasa a trabajar con funciones definidas sobre las partes del conjunto: las medidas exteriores.
Una vez se conoce la medida exterior la idea es sencilla: se construye una o-algebra en la que la
restriccién de la medida exterior es una medida positiva. De esta manera el objeto fundamental
en el tratamiento de Carathéodory no son las medidas, sino las medidas exteriores, cuya definicién

exponemos a continuacién.

Definicién 3.3.1. Una medida exterior en §) es una funcién p* : P(2) — [0, oo] verificando las

siguientes condiciones:
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(i) p*(0) =0
(ii) p* es mondtona

(i) p* es o-subaditiva o numerablemente subaditiva, es decir, si {A,}>2, C P(Q) entonces
(U A4An) <> wrA
n=1 n=1

Aunque el método de Carathéodory parece mucho mas simple que el de Borel, la existencia
de estas medidas exteriores no es para nada trivial. En algunas ocasiones se tiene una funcién R-
valuada definida en una clase pequena de conjuntos C, y se define la medida exterior de un conjunto
cualquiera utilizando recubrimientos numerables de elementos de C (Ejemplo 3.3.2). En otro casos
hay que combinar este tipo de argumentos con otros de tipo limite, como pueden ser las medidas

exteriores de Hausdorff p-dimensionales [19].

Ejemplo 3.3.2. Medida exterior de Lebesgue. En R, para cada A C R,

mf{z n — Q) anSbn,ACUanan}

n=1

define una medida exterior en R conocida como la medida exterior de Lebesgue.

Una vez tenemos algo de intuicién sobre las medidas exteriores estamos en condiciones de pre-
sentar el método de Carathéodory. Ademads, dado que este es el enfoque planteado en la asignatura
de Analisis Matematico III del Grado de Matematicas, nos limitaremos a enunciar los siguientes

resultados sin demostracion.

Definicion 3.3.3. Sea p* una medida exterior en ). Diremos que F C (2 es u*-medible si para todo
ACqQ,
i (A) = (AN B) + p*(A N E)

y denotaremos A, a la clase de los conjuntos p*-medibles.

Teorema 3.3.4 (Carathéodory). Sea pu* una medida exterior en Q. Entonces A, es una o-dlgebra,

la restriccion de pi* a Ax es una medida positiva y (Q, Ax, p*| 4 ) es un espacio de medida completo.

Definicién 3.3.5. En el caso de la medida exterior de Lebesgue, el Teorema de Carathédory cons-

truye un espacio de medida completo

(R, Ay, m*| , ) = (R, L(R), m)
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Diremos que m es la medida de Lebesgque 1-dimensional y que los conjuntos de L(R) son medibles

de Lebesgue en R.

Nota 3.3.6. El método de Carathéodory permite por tanto construir una medida positiva a partir
de una medida exterior general, sin embargo, cuando particularizamos al caso de la medida de
Lebesgue en R (o R™) este enfoque podria considerarse innecesariamente abstracto. Una alternativa
més orientada a R es aquella de Facenda y Freniche en [1], donde se construye la medida de Lebesgue

en R a partir de la descomposiciéon de un abierto en una unién numerable de intervalos diddicos.

A priori no existe una buena intuicién sobre los conjuntos medibles de Lebesgue. Es por esto
que en los siguientes resultados veremos cudl la relacion que tiene esta o-algebra con los conjuntos
abiertos y cerrados en la topologia usual de R, o lo que es lo mismo, con la o-algebra B(R) formada

por los conjuntos de Borel de R.
Proposicion 3.3.7. Todo abierto de R con la topologia usual es medible de Lebesgue en R.

Teorema 3.3.8 (Caracterizacién topoldgica de los conjuntos medibles de Lebesgue). Sea E C R,

entonces los s.e.s.e.

(i) E € L(R)

(i) Ve >0 : 30 C R abierto tal que EC O ym(O\ E) < e
(ii) Ve >0 : 3C C R cerrado tal que C C E ym(E\C) <e

(iv) Ve >0 : 3C CR cerrado, O C R abierto tal que C CEC O ym(O\C) <e

A raiz de esta caracterizaciéon podemos pensar en los conjuntos medibles de Lebesgue como con-
juntos que pueden aproximarse bien por abiertos o cerrados, lo que incluye a conjuntos ciertamente
patolégicos, como pueden ser los conjuntos nulos de Lebesgue (conjuntos con medida de Lebesgue
nula). Entre ellos destaca por su utilidad a la hora de dar contraejemplos el siguiente conjunto,

comunmente conocido como el conjunto de Cantor.

Ejemplo 3.3.9. Conjunto de Cantor. La construccién del Conjunto de Cantor comienza de la
siguiente manera: dividamos el intervalo unidad [0, 1] en tres subintervalos cerrados de longitud 1/3,
y eliminemos el intervalo central para definir C; = [0,1/3] U [2/3,1]. Volvamos a dividir [0,1/3]
y [2/3,1] en tres subintervalos de longitud 1/9, y eliminemos los intervalos centrales para definir
Cy =10,1/9] U [2/9,3/9] U [6/9,7/9] U [8/9,1]. Continuemos este proceso recursivo para construir
Cn, = Uzl_ol I} donde {I}'}}_, son intervalos disjuntos dos a dos de longitud 37", y definamos el

Congunto de Cantor como
oo
C=()Cn
n=1
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Figura 3.1: Construccién del conjunto de Cantor.

Claramente C es cerrado, por lo que C € L(R). Ademés como m(C7) < m([0,1]) < co y m es

continua superiormente se tiene que

00 2" —1 2" —1
1 2m
m(C) = m< N cn> = limm(Cy) = lim > m(Ip) = lim > o = 117?(%) =0
n=1 k=0

Por tanto el Conjunto de Cantor es un conjunto nulo de Lebesgue, y ademas tiene la cardinalidad
del continuo. Para demostrar esta tltima afirmacion basta tener en cuenta que por su construccién
todo elemento x € C' se puede expresar de forma tnica como z = Y > ;b,3”" donde b, € {0,2}
. . s . _ ) bp 9—
Vn € N. Entonces podemos definir la aplicacién f : C' — [0, 1] de manera que f(x) = > >~ 527",
Como todo elemento de [0, 1] tiene una expansién en base 2 de la forma anterior, la aplicacién f es

suprayectiva, y en consecuencia card(C) = card([0,1]) = .

Llegados a este punto es interesante discutir la relacion entre los borelianos y los conjuntos medi-
bles de Lebesgue, dado que las construcciones de Borel y Carathéodory acaban definiendo estas dos
o-dlgebras. Aunque por la Proposicién 3.3.7 se deduce trivialmente que B(R) C £(R), la inclusién
en el sentido opuesto no es cierta, lo que implica la existencia de conjuntos medibles de Lebesgue
que no son borelianos. Es posible construir explicitamente numerosos ejemplos de estos conjuntos
aunque el proceso es generalmente laborioso, por lo que optamos por utilizar un escueto argumento

en términos de cardinales.

Por un lado sabemos que como el conjunto de cantor tiene medida nula, todo subconjunto suyo
es medible de Lebesgue, de manera que card(£(R)) = card(P(C)) = 2° > ¢.% Por otro lado sabemos
por el Teorema 3.2.15 y la Proposicién 3.2.26 que B(R) = Ru, = Ug.,, Rp donde R es el anillo

SLa tltima desigualdad se sigue de que para todo conjunto X, card(P(X)) > card(X) [20].
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generado por los semiintervalos acotados. Entonces como card(w;) < ¢y card(Rg) < ¢ V3 < ¢,

deducimos por [16, Proposicién 0.14] que card(B(R)) = ¢, de forma que
card(B(R)) < card(L(R)) = B(R) € L(R)

Por dltimo, establecemos la relacién entre los borelianos y los conjuntos medibles de Lebesgue

con el siguiente teorema.
Teorema 3.3.10. (R, L(R),m) es la compleccion de (R, B(R), m|pg)

Nota 3.3.11. Otra cuestién relevante es si L(R) € P(R), ya que en caso contrario seria posible medir
cualquier subconjunto de R con la medida de Lebesgue. Como cabe esperar no todo subconjunto de
R es medible de Lebesgue, aunque todas las demostraciones recurren al axioma de eleccién. Tanto
es asi, que Solovoy [31] probé que es imposible demostrar la existencia de conjuntos no medibles de

Lebesgue sin el axioma de eleccién.

3.4. Propiedades de la medida de Lebesgue

A continuacién estudiaremos algunas de las propiedades més relevantes de la medida de Lebesgue
en R (las cuales se trasladan también a la medida de Lebesgue en R™). En concreto, veremos que la
medida de Lebesgue conserva la longitud de los intervalos acotados, es invariante por traslaciones,
regular y ademds es la tnica en estas condiciones.”

Nota 3.4.1. En este contexto es interesante mencionar una generalizacién de la medida de Lebesgue
para grupos localmentes compactos: la medida de Haar. La clave de esta medida es que estd definida
sobre los borelianos del grupo topolégico, es regular e invariante por traslaciones (por la derecha o
por la izquierda). Esto hace que muchas de las construcciones que se realizan a partir de integral de
Lebesgue sigan siendo vélidas para las medidas de Haar (véase [19, Chapter XI| para un desarrollo

detallado las medidas de Haar).

Teorema 3.4.2 (Invarianza por traslaciones). Sea x € R y B € L(R), entonces v + B € L(R) y
m(B) = m(x + B). Ademds si B € B(R), entonces x + B € B(R).

Demostracion. Claramente m([a,b)) = b — a es invariante por traslaciones sobre la clase de semiin-

tervalos acotados, por lo que también lo serd su medida exterior asociada m* : P(R) — [0, 00]. Sea

"En realidad las dos primeras propiedades ya implican la unicidad de la medida de Lebesgue.
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B e L(R), z € Ry A C R cualesquiera, entonces

m*(A) =m*(—z+ A) =m*((—z+ A)NB)+m*((—z + A) N B)
=m*(z+(—x+A)NB)+m*(x+ (—x+ A)N B°)
=m*(AN(z+ B))+m* (AN (z + B°)) =m" (AN (z+ B)) + m* (AN (z + B)°)

por lo que x + B € L(R) y m(B) = m*(B) = m*(z + B) = m(z + B). Si ademas B € B(R), como

la aplicacién T, : y € R — x + y € R es un homeomorfismo, es en concreto medible, por lo que
x4+ B =T,(B) € B(R). O

Teorema 3.4.3 (Unicidad). Sea p1 una medida positiva definida en B(R) invariante por traslaciones

tal que u([0,1)) < co. Entonces existe ¢ € [0,00) tal que u(A) = c¢-m(A) para cada A € B(R).

Demostracion. Denotemos ¢ = u([0,1)) € [0,00) y veamos que p = c¢m sobre B(R). Probémoslo
primero para la clase C de semiintervalos acotados, para lo cual tomamos p/q € QT cualquiera.

Entonces por la invarianza bajo traslaciones de p,

Consideremos un semiintervalo [a, b) con a < b cualquiera. Sabemos entonces que existe una secuen-
cia {gn} C Q" tal que ¢, 1 b—a, y como [a,b) = a+ [0,b — a), por la invarianza bajo traslaciones

de i1 y m se tiene que

plla.) = (0.~ ) = U 10.02) ) = 1000, 00)) = timog, = - (0= 0) = - m(la, 1)
neN

de manera que u = ¢m sobre C. Para probar que u = ¢m sobre B(R), tomemos A € B(R) y {I,} CC
tal que A C U, I,. Entonces

o0 oo o0

u) <u( U 1) < () = e X min,)
n=1 n=1 n=1

por lo que por definicién u(A) < cm*(A) = cm(A). Para probar la desigualdad contraria suponga-

mos primero que A C [—n,n) = J, para algun n € N, por lo que

cm(A) =cm(Jy) —em(J, NA) = u(J,) —ecm(J,NA) < p(Jn) — w(JpNA) = p(A)
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que junto a la desigualdad anterior implica que u(A) = c¢m(A). Si A se encuentra el caso mas

general, aplicando el caso anterior se tiene que

u(A) = ,u( U (AN Jn)> =limpu(ANJ,) =climm(ANJ,) =cm ( U (AN Jn)) =cm(A)
n=1 n=1
de donde se concluye el resultado. O

Teorema 3.4.4 (Regularidad). La medida de Lebesgue en R es regular.

Demostracion. Esto es consecuencia directa de la Caracterizacién Topoldgica de los conjuntos me-
dibles de Lebesgue (Teorema 3.3.8). O

3.5. La integral de Lebesgue

Originalmente, la idea de Lebesgue a la hora de desarrollar su integral fue estudiar qué pro-
piedades queria que la “integral” tuviese y, una vez tenia una buena descripcién de las mismas,
intentaba deducir la integral a partir de sus propiedades. Sin embargo, este enfoque sobre la defini-
cién de su integral ha caido en el olvido, y a dia de hoy predomina en la literatura un procedimiento

constructivo que sera el que utilizaremos en este trabajo.

Nota 3.5.1. Este planteamiento fue el que se desarrollé en la asignatura de Anélisis 11T del Gra-
do de Matematicas, por lo que nos limitaremos a enunciar los resultados sin su correspondiente

demostraciéon. En caso de consulta, estas pueden encontrarse en [4], [16], [19] o [38].

La idea primordial de la construccion es definir la integral de una funcién caracteristica como
la medida del conjunto que la define. A partir de ahi, extenderemos esta definicién progresivamente
a las funciones simples, funciones medibles positivas y finalmente a las funciones sumables. Sin
embargo, antes de abordar estas etapas de la construccién debemos introducir algunas nociones

basicas sobre las funciones medibles.

Nota 3.5.2. Dado que de ahora en adelante R cobra cierta relevancia en los argumentos, es impor-
tante comentar algunos aspectos fundamentales sobre el mismo. Si bien R surge desde un punto de

vista topoldgico como una compactificacion por dos puntos de R, es posible dotarlo de estructura
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algebraica extendiendo las operaciones aritméticas bésicas de R de la siguiente manera:

r+oo=200+1x =200 paratodo Vr € R
x/oo=1z/—00=0 para todo Yz € R

x - (£00) = (£o00) - & = oo para todo Yz € (0, 0]
x - (+oo) = (+00) - & = Foo para todo YV € [—00,0)
0-co=00:-0=0:(—00)=(—00)-0=0

Con estas definiciones es facil demostrar que se mantienen las propiedades conmutativa, asociativa

y distributiva. 8

3.5.1. Funciones medibles

Aunque la integral de Lebesgue se puede construir también a partir de o-anillos [19] o inclusive
algebras [15], el contexto més apropiado para desarrollar la teoria de integracién de Lebesgue son

las o-algebras. Por tanto, de ahora en adelante trabajaremos tinicamente con estas tltimas.

Definicion 3.5.3. Decimos que una aplicacién entre espacios medibles
F(Qr, Ar) — (92, A2)

es medible si F~1(B) € A para cada B € As. Ademas, si (22, A2) = (R, B(R)) — o (R, B(R)) —
diremos que F' es Borel medible o medible, mientras que si (2, A2) = (R, L(R)) diremos que F es

Lebesgue medible.
Nota 3.5.4. Es importante observar que si f : (2, 4) — (R,B(R)) es medible, también lo es

extendida a R como f : (,,4) — (R,B(R)) pues la inclusién i : R — R es continua y en

consecuencia medible. Por tanto, toda funcion real la entenderemos sobre R.

Aunque en un principio debemos comprobar que toda preimagen de un boreliano de R se en-
cuentra en la o-algebra correspondiente para probar que una funcién es medible, la siguiente carac-

terizacién nos permite limitarnos a estudiar los intervalos de la forma (—o0, ) con a € R.”

Proposicién 3.5.5. Sea f : (2, A) — (R, B(R)), entonces los siquientes enunciados son equiva-

lentes:

(i) f es medible

8Las expresiones co — 00 y 0o0/00 (denominadas formas indeterminadas) se dejan indefinidas.
9Se podria obtener el mismo resultado considerando los intervalos de la forma (a, c0) o (a,b) con a,b € R.

48



CAPITULO 3. LA INTEGRAL DE LEBESGUE Curso 2023/24

(ii) Vo e R, {z € Q| f(z)<a}e A
(iii)) Va e R, {z € Q| f(z) <a} e A

Veamos ahora cémo se comportan las funciones medibles bajo operaciones lineales, de reticulo

y con limites de sucesiones de funciones.

Proposicién 3.5.6. Sean f,g: (2, A) — (R, B(R)) medibles y A € R. Entonces,
(i) Si f+ g estd bien definida, f + g es medible
(i) Si \f estd bien definida, \f es medible

(iii) Si f - g estd bien definida, f - g es medible

Proposicién 3.5.7. Sea f, : (2, 4) — (R,B(R)) Vn € N una sucesion de funciones medibles.

Entonces,
(1) f;F y [, son mediblesVn € N
(ii) |fn| son medibles Vn € N

(iii) ilelg foy érelg fn son medibles

(iv) limsup f,, y liminf f,, son medibles
n—00 n—oo

(v) Silim f,(z) € R existe para cada x € A, entonces lim f,, es medible
n n
Las funciones medibles también se comportan bien bajo la composiciéon de funciones:

Proposicién 3.5.8. Sean f : (Q,A) — (R,L(R)) y g : (R,B(R)) — (R, B(R)) funciones medi-
bles. Entonces go f es medible.
Nota 3.5.9. Es importante destacar que el resultado anterior no es cierto en general cuando com-

ponemos dos funciones Lebesgue medibles '°. Por tanto, por esta y otras patalogias de las funciones

Lebesgue medibles, de ahora en adelante dado un espacio medible (£2,.4) escribiremos
f:Q—R
f:Q—R

para hacer referencia a una funcién medible, entendiendo que trabajamos sobre (R, B(R)) y (R, B(R))

respectivamente.

10F] conjunto de Cantor permite se puede utilizar para construir sin mucho esfuerzo dos funciones en estas condiciones
[19, pég. 83]
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Veamos ahora una clase de funciones medibles de especial utilidad a la hora de definir la integral

de Lebesgue:

Definicién 3.5.10. Dado un espacio medible (€2, .4), decimos que una funcién f : Q — R es simple
si es medible y toma un nimero finito de valores. Ademads, denotaremos S(£2,.4) a la clase de las

funciones medibles definidas en (Q,.A).

Proposicién 3.5.11. Sea (2, A) un espacio medible. Una funcion f: Q — R es simple si y solo si
existe n € N, {A4;}7", C A disjuntos dos a dos y {a;}}*; C R tal que

F=Yaxa vy JAa=0
i=1 :

El siguiente resultado da una idea de por qué las funciones simples son de especial relevancia

para la construccién de la integral de Lebesgue.

Teorema 3.5.12. Sea (2, .A) un espacio medible y una funcion f : Q — [0, 00]. Entonces existe una
sucesion creciente {f,}5°, C S(,A) tal que 0 < f, <nVneNy f,1f.

3.5.2. Integral de funciones medibles

Una vez conocemos algunas de las propiedades de las funciones medibles, podemos comenzar

por definir la integral de Lebesque para las funciones simples medibles:

Definicién 3.5.13. Sea (9, A, ;1) un espacio de medida, h € §(£2,.A) no negativay A € A. Por la

Proposicion 3.5.11 sabemos que
n
h= ZaiXAi : 1 — [0, 00)
i=1

donde {a;}2, C [0,00), {A4;}7; C A disjuntos dos a dos y |J;_; A; = Q. Definimos la integral de h

respecto de i1 sobre A como el valor
(E)/ hdu = Zai,u(Ai NA) € [0, o00]
A i=1

Nota 3.5.14. Aunque esta definicién parece depender de a; y A; 1 < i < n, se puede comprobar
facilmente que la integral definida no depende de la descomposicién de la funcién simple en funciones

caracteristicas.

Por el Teorema 3.5.12 las funciones medibles no negativas se aproximan bien por funciones

simples medibles, por lo que parece razonable definir su integral a partir de estas tultimas:
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Definicién 3.5.15. Sea (2, A, ) un espacio de medida, f : Q — [0, co] medible y A € A. Definimos

la integral de f respecto de u sobre A como

(E)/Afd,u:sup{(ﬁ)/Asdu :SES(Q,A),OSSSf}

Por dltimo, la extensién a una funcién medible general se realiza por descomposicién en su parte
positiva y negativa, aunque hay que imponer adicionalmente que ambas integrales no sean oo para

evitar formas indeterminadas.

Definicién 3.5.16. Sea (€, A, i) un espacio de medida, f : 2 — R medible y A € A. Decimos que
f es integrable (en el sentido de Lebesgue) sobre A si

(/J)/f*d,u,<oo 6 (,C)/fd,u<oo
A A
y que f es sumable (en el sentido de Lebesgue) sobre A si

(E)/Af+du<oo y (L’)/Af_du<oo

En ambos casos se define la integral de f respecto de jn sobre A como

(E)Afduz(ﬁ)Af+du—(ﬁ)Afdu

Ademads, denotaremos £1(€, .4, 1) a la clase de todas las funciones f : Q2 — R sumables sobre €.

Nota 3.5.17. Dada una funcién medible f : Q — R; |f| = fT 4+ f~, por lo que f es sumable si y

solo si | f| es sumable.

Nota 3.5.18. Esta definicion de la integral de Lebesgue es compatible con la restriccién del espacio

de medida, es decir, f es sumable sobre B siy solo si f|z € L1(B, Ap, pt| 5)-

Nota 3.5.19. Hay varios razones para no tener en cuenta funciones que tomen valores +oo en
L1(9, A, ). En primer lugar el siguiente resultado (Proposicién 3.5.20) muestra que toda funcién
sumable es finita en casi todo punto, por lo que como para la teoria de integracién desarrollada
por Lebesgue dos funciones que coinciden en casi todo punto son indistinguibles, podemos asumir
siempre que la funcién es finita en todo punto. Por otro lado £1(2,.A, i) es un espacio vectorial (lo
cual es una propiedad de interés en toda teoria de integraciéon) mientras que la clase de las funciones

f:Q — Rnoloes en general.

Proposicién 3.5.20. Sea (2, A, i) un espacio de medida y f : © — R una funcion sumable.
Entonces existe g € L1(Q, A, p) tal que f = g p-a.e.

o1



Curso 2023/2024 3.6. PROPIEDADES DE RETICULO Y LINEALIDAD

3.6. Propiedades de reticulo y linealidad

Como cabia esperar, esta integral cumple con creces los estandares impuestos por la integral
de Riemann. Veamos a continuacién algunas propiedades de linealidad y reticulo que satisface la

integral de Lebesgue.

Proposicién 3.6.1 (Linealidad sobre el integrando). Sea (2,4, 1) un espacio de medida, A € A,
frg€ L1(Q,A 1) ya,B €R. Entonces se tiene que af + g € L1(2, A, 1), y ademds se cumple que

@ [ (af+pa)du=al@) [ san| +5|c) [ gau

Proposicién 3.6.2 (Propiedades de reticulo). Sea (2, A, u) un espacio de medida, A € A, f,g €
L1(Q, A, ). Entonces se tiene que

(i) Sif<g = (L) [y fdp<(L) [ 9du
(ii) (L) [y fdp] < (L) [4|fldu

Proposicién 3.6.3 (Linealidad sobre el dominio). Sea (2,A, ) un espacio de medida, A € A,
{A;}2, C A disjuntos dos a dos y f € L1(Q, A, u). Entonces se tiene que

(i) (L) [y fdu= (L) foXafdp
(i) (L) fU?ilAi fdp=73272,(L) fAi fdp

3.7. Teoremas de convergencia

A diferencia de la integral de Riemann, donde la herramienta mas comun para intercambiar limite
e integral es la convergencia uniforme, en la integral de Lebesgue hay un gran abanico de teoremas
sobre la convergencia de las integrales de una sucesién de funciones. A continuacién presentamos los

que se suelen considerar fundamentales en todo curso de Teoria de la Medida.

Teorema 3.7.1 (Convergencia Mondétona). Sea (2, A, u) un espacio de medida y {fn}2>, una

secuencia de funciones medibles no negativas tal que f, < fni1 Vn € N. Sea f(z) = lim, f,(z)

(©) [ 5dn = i ((ﬁ) / fndu>
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Lema 3.7.2 (Fatou). Sea (92, A, n) un espacio de medida y {fn}5>; una secuencia de funciones

medibles no negativas. Entonces

(©) [ (imint £,)de < 1im iolgf((ﬁ) IRz dﬂ)

n—oo

Teorema 3.7.3 (Convergencia Dominada). Sea (2,A,pn) un espacio de medida y {fn}o>; C
L1(Q, A, ) tal que f, — f p-a.e . Si existe g € L1(Q, A, ) tal que |fo] < g Vn € N, enton-

(©) [ fdu= Jim ((ﬁ) i fndu>

Nota 3.7.4. Otro de los teoremas clasicos de la integral de Lebesgue es el Teorema de Fubini-Tonelli,

ces

Sin embargo, dado que el objetivo de este trabajo es estudiar las teorias de integracién sobre la recta

real, no hard falta adentrarnos en la teoria sobre medidas y espacios de medida producto.

3.8. Relacion con la integral de Riemann

Una vez hemos construido la medida de Lebesgue en R, la o-algebra de los conjuntos medibles
de Lebesgue y la integral de Lebesgue, estamos ya en condiciones de analizar esta integral sobre la
recta real. El objetivo de las siguientes secciones es estudiar la relacién entre la integral Riemann
y la de Lebesgue. Al igual que antes, los siguientes resultados fueron probados en la asignatura de

Analisis 1T del Grado de Mateméticas, por lo que los enunciaremos sin demostracién.

Nota 3.8.1. De ahora en adelante [a, b] serd un intervalo compacto de R, y adoptaremos la notacién
L1([a,b]) = Ly ([a, bl, E(R)’[ayb},m‘ [a,b])
Li([a,00)) = Ly ([a, 00), ﬁ(R)’[am),m}[am))

En el Capitulo sobre la integral de Riemann no se comenté ninguna condicién necesaria y sufi-
ciente para que una funcién sea integrable en el sentido de Riemann. Sin embargo, desde el marco de
la Teoria de la Medida existe una caracterizacién de las funciones integrables Riemann en términos

de la medida de Lebesgue:

Teorema 3.8.2 (Caracterizacién de las funciones integrables Riemann). Sea f : [a,b] — R acota-

da. Entonces f € R([a,b]) si y solo si f es continua m-a.e.

En cuanto a la relacién entre ambas integrales, el siguiente resultado expone que sobre los

intervalos compactos la integral de Lebesgue generaliza a la de Riemann. Ademas esta generalizacion
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es estricta, i.e. R([a,b]) € L([a,b]), ya que en el Ejemplo 3.8.4 construimos una funcién sumable en

el sentido de Lebesgue que no es integrable en el sentido de Riemann.

Teorema 3.8.3 (Vitali-Lebesgue). Sea f € R([a,b]). Entonces f € L1([a,b]) y se cumple que:

b
(M/ﬂmmzw fdm

[a,b]

Ejemplo 3.8.4 (Funcién de Dirichlet). Se define la funcidn de Dirichlet como

01— R ﬂ@:{;zz;gggﬂ

Claramente f = Xgnjo,1) y m*(QN[0,1]) = 0 por ser QN [0, 1] numerable, por lo que f es medible y
ademads es sumable en el sentido de Lebesgue con integral igual a 0. Veamos que f no es integrable
en el sentido de Riemann por reduccién al absurdo. Supongamos que f es integrable Riemann con
integral igual a A € R. Tomamos € < 1/2 cualquiera y escogemos V¢ > 0 una particiéon © = {z1}}_,
de [0,1] tal que cal(m) < §, y dos selecciones o, = {ri}}_; C I, 0y = {qr}}_, C Q asociadas a ,

que existen por ser IN[0,1], @N [0, 1] densos en [a, b]. Entonces

n

Sr(fm 00) =Y flri)(ax —ap-1) =0, Sr(fimoq) = flaw)(we — xp1) = 1
k=1 k=1

y por tanto se tiene que
1= |SR(f77T70q) - S’R(f7ﬂ-a0-7”)‘ S ‘SR(faﬂvaq) - A’ + ’A - S’R(faﬂ-vo-T” < 2¢ < 1

lo que nos lleva a contradiccion, y concluimos que f no es integrable en el sentido de Riemann.

Aunque el Teorema 3.8.3 estd pensado para la integral de Riemann, existe un resultado simi-
lar para la integral de Riemann-Stieltjes. Sin embargo, necesitamos una versién mas general del
Teorema de Representacion de Riesz, que admite que el funcional pueda tomar valores positivos y
negativos [16, Theorem 7.17]!! La idea es que, al igual que se explicara en el siguiente capitulo con la
construccién de Riesz, dado w € BV ([a, b]) se puede definir un funcional de las funciones continuas
de soporte compacto a partir de la integral de Riemann-Stieltjes, el cual admite una representacién
en términos de la integral de Lebesgue respecto de una medida de Radén con signo'? . De esta

forma R(w, [a,b]) C L(n), por lo que la integral de Lebesque generaliza también a la integral de

A este resultado se lo conoce como el Teorema de Riesz-Markov.
12Habitualmente a estas funciones de conjuntos se las conoce como cargas, aunque en este trabajo no trabajaremos
con ellas.
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Riemann-Stieltjes.

3.9. Relacion con la integral impropia de Riemann

Veamos a continuacion cudl es la relacion entre la integral de Lebesgue y la integral impropia de

Riemann, para lo cual basta considerar el caso de funciones definidas sobre [a, 0] (con a € R).
Teorema 3.9.1. Sea f € R!([a,0)). Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(i) Si f >0, entonces f es integrable sobre [a,00) respecto de m y ademds
RT) [ fa)de=(0) [ fim
a [a,00)

(ii) Si (R) [°|f(x)|dz existe y es finita, entonces f € L1([a,o0)) y ademds

a

RD) [ f(o)do = () /[w) f dm

Es importante destacar que la hipétesis que aparece en (ii) es estrictamente necesaria, ya que
se pueden encontrar funciones como las del Ejemplo 3.9.2 que tienen integral impropia de Riemann
pero no son sumables en el sentido de Lebesgue. En general, la integral de Lebesgue no distingue
entre integrabilidad e integrabilidad absoluta, razon por la cual se introduce un anédlogo de la integral

impropia de Riemann: la integral impropia de Lebesgue.
Ejemplo 3.9.2. Consideremos la funcion
(_1 n+1

[ R—R, f= Z Tx[n—l,n)
n=1

Claramente el conjunto de discontinuidades de f es numerable, y por tanto tiene medida 0. Entonces
por la Caracterizacion de las funciones integrables Riemann deducimos que f es integrable Riemann

en todo intervalo compacto [a,b], y ademads:

(RT) /Ooo F(@)dz = 1im <(7z) /ON (@) d:x) - i D"

N—o0 n
n=1

Entonces f € R!([0,00)), y sin embargo se tiene que

o0

! - 1
(ﬁ)/{o,oo)f"'dmzzzn_lzoo, (ﬁ)/[ovoo)f dm:z%zoo

n=1
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por lo que f no es integrable en el sentido de Lebesgue.

0.5

-0.5 —

Figura 3.2: Gréfica de f.

Definicién 3.9.3. Sea una funcién f : [a,00) — R. Decimos que la integral impropia de Lebes-
gue de f converge si f|; € Lq(J) para cada intervalo compacto J C [a,00) y existe el limite

limy [(E) f[a 1 f(x) dm], en cuyo caso definiremos la integral impropia de f como

(£1) /[a’oo] fa)dm =t |(6) [ fle) o]

[a,]
Ademés, denotaremos L} ([a,00)) a la clase de funciones con integral impropia de Lebesgue conver-

gente en [a, 00).

Por el Teorema 3.8.3 se tiene que la integral impropia de Lebesgue sobre R generaliza a la
integral impropia de Riemann, de manera que el Ejemplo 3.9.2 si que tiene una integral impropia de
Lebesgue convergente. Ademés, si consideramos una funcién f € £;([a, 00), aplicando el Teorema
de la convergencia dominada sobre la sucesién de funciones { fX[, 5 }ne1, s¢ puede demostrar que la
integral impropia de Lebesgue coincide con la integral de Lebesgue. Sin embargo, el reciproco no es
cierto, puede existir el limite de las integrales de Lebesgue pero no como una integral de Lebesgue
(Ejemplo 3.9.2). Este es el signo de que en realidad la integral impropia de Lebesgue no deja de ser
un “apano” de la teoria de integracion de Lebesgue sobre la recta real, y que necesitamos una nocién

de integracién mas poderosa para tratar con estas patologias: la integral de Henstock-Kurzweil.

Nota 3.9.4. La integral impropia de Lebesgue sobre R cumple las propiedades de linealidad y

reticulo esperadas, aunque a diferencia de la integral de Lebesgue usual sobre R, no se cumple que
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f € L£([a,00)) si y solo si |f| € L£4(Ja,00)). Esto tiene una consecuencia fundamental, y es que
Lt ([a, 00)) no es un reticulo de funciones. Para probarlo basta considerar la funcién f : [0,00) — R
del Ejemplo 2.4.7, y g : [0,00) — R definida como g(x) = f(x + 1) para cada = € [0,00). Se probé
que f € RY([0,00)) C £([0,00)), y andlogamente g € L] ([0,00)). Sin embargo, para cada N € N se

tiene que
N-1y ;o N-y
L fVgdm= - (£ fAgdm=—=— —
) 0,N] ; n “) 0,N] 2 nz:l n

de manera que fV g ¢ L£{([0,00)) y fAg ¢ LL([0,00)).

Por 1ltimo, es interesante mencionar un resultado cominmente conocido como la Layer Cake
Representation [23], cuya demostraciéon es una sencilla aplicaciéon del Teorema de Fubini-Tonelli y
la buena relacién entre la integral de Riemann y la de Lebesgue sobre un intervalo compacto, por
lo que nos limitaremos por concisién a enunciar el resultado sin demostracién (véase [23, Theorem
1.13]). Ademads de expresar la integral de Lebesgue como una integral impropia de Riemann, esta
igualdad da una idea de la diferencia fundamental entre estas dos aproximaciones. Heuristicamente,
mientras que en la integral de Riemann se particiona el dominio en el que estd definida la funcién,
si analizamos la integral de Lebesgue a partir de esta representacién, podemos interpretar que esta

dltima particiona el rango de la funcion'>.

Proposicién 3.9.5. Sea (Q, A, 1) un espacio de medida y f : Q — R una funcion medible no

negativa. Entonces,

(c) /Q f() du(x) = (RI) /O Tl fl@) > 1)) de

Nota 3.9.6. En algunos libros como [23] podemos encontrar que la integral de Lebesgue se define

via esta férmula, sin necesidad de pasar por las funciones simples medibles.

3En cierto modo esto es lo que se hace en la demostracién del Teorema 3.5.12
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Capitulo 4
La integral de Daniell

La integral de Daniell es considerada una de las teorias de integracién maés eficientes, en el sen-
tido de que se requiere de un desarrollo inicial minimo para llegar a la integral, y ademas demuestra
los teoremas fundamentales de convergencia con facilidad. Mds que una teoria de integracion per se,
el desarrollo de Daniel plantea un método de construccién de integrales. Al igual que en la integral
de Lebesgue es necesario construir una medida para que la integral tenga sentido, el método de Da-

niell parte de una integral con pobres propiedades, y la extiende a una integral con grandes atributos.

En este capitulo desarrollaremos la integral de Daniell con el objetivo de extender la integral de
Riemann, para lo cual seguiremos principalmente [12] y alternativamente [7]. Adem4s, estudiaremos
la equivalencia entre la integral de Daniell y la de Lebesgue, aportando resultados originales en este
Trabajo de Fin de Grado.

4.1. Construccion de la integral de Daniell

En esta secciéon discutiremos el método de extensién de Daniell y el desarrollo de la integral
homénima, siguiendo la adaptacién [12] del articulo original [13]. Partimos de un conjunto X no

vacio. Por concisién, denotaremos de ahora en adelante
7X —
R" ={z: X — R}

—X . 7 ™ 3
Denotando < al orden sobre R definido puntualmente, estd claro que (Rx,g) es un conjunto

parcialmente ordenado. De hecho, forma un reticulo con las operaciones de maximo y minimo, que
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=X
denotaremos para =,y € R~ como!

(z Ay)(t) = min{x(t),y(t)}, Vie X

(x Vy)(t) = max{z(t),y(t)}, Vte X

La idea del método de Daniell es partir de una integral (en nuestro caso la integral de Riemann),

que denominaremos I-integral, y de un conjunto de funciones integrables con ciertas propiedades:

o s . , . =X , .
Definiciéon 4.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que Ty C R™ es un reticulo vectorial
extendido (también conocido como espacio de Riesz) si es cerrado bajo A, V y combinaciones lineales,

esto es, si dados xz,y € Ty y «, 8 € R se tiene que ax + By, x Ay y x V y estan también en Tj.

Nota 4.1.2. Al tratar con funciones R-valuadas debemos establecer cémo trataremos con expresio-
nes de la forma oo — 0o. Sean x,y € Ty y Pr4+y C X el conjunto donde se presenta la ambigiiedad,
i.e.

Prry={t e X :a(t)= o0 y y(t) = ~00, 0 a(t) = —00 ¥ y(t) = o0}

Para poder resolver el problema, debemos imponer que para cualquier ¢ € R la siguiente funcién se

encuentre en Tj:

£t) = {x(t) +y(t) sit€ Py

Cc Sitgpx+y

De esta manera podemos definir la funciéon = + y como

z(t) +y(t) site Ppyy

(z +y)(t) = { ,
0 sit ¢ Ppyy

Definicion 4.1.3. Sea Ty C R” un reticulo vectorial extendido. Decimos que una funcién I : Ty —» R
es una I-integral o funcional de Daniell siVx,y € Ty y V{zp}nen C Ty se satisfacen los siguientes

(D1) I(ax + By) = al(z) + BI(y)

(D2) z, | 0 = lim I(z,) = 0.

n—o0

(D3) x>0 = I(x)>0.

Definicién 4.1.4. Decimos que una terna (X, Ty, I) es un espacio de Daniell si X es un conjunto
no vacio, Ty es un reticulo vectorial extendido de funciones R-valuadas sobre X e I es un funcional

de Daniell.

'En la literatura original se habla de A como la suma ldgica y V como el producto l6gico.
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4.1.1. Extension de la I-integral

A lo largo de esta seccion, Ty serd un reticulo vectorial extendido y I una [-integral. El primer
paso en la construccion de Daniell es extender la I-integral a una clase mas amplia de funciones, la

cual definimos a continuacién:
Definicion 4.1.5. Definimos 17 C @X Ccomo
7X .
T ={z €R" : existe {xy}neny C Tp tal que z, T x}

Nota 4.1.6. Claramente 77 no es reticulo vectorial extendido, ya que no es cerrado bajo multi-
plicaciones por escalares negativos. Sin embargo, es cerrado bajo la suma, A y V. Para probarlo
sean x,y € T cualquiera, entonces existen {x, }nen, {yntnen C To tal que z, T =y y, T y. De esta

manera (zn +yn) T (@+y), (@nAyn) T (@AY) Y (20 Vyn) T (zVy), porlo que z+y, Ay, aVy € T},

Antes de definir la extension, veamos algunos lemas que nos serviran para asegurar que esta

extension estd bien definida.

Lema 4.1.7. Sea x € T1 y {xn}nen C To tal que x, T x. Si h € Ty tal que h < x, entonces
I(h) < limy, e I(20).2

Demostracion. Definamos Vn € N h, = x, A h, de manera que hy, € Ty, hy < xpn, ¥ hp < hptt.
Entonces se tiene que sup,, hy, = sup,,(z, A h) = (sup,, x,) A h = h, por lo que hy, T h. Por tanto
(h—hy) L0, y por el axioma (D2) se tiene que

0= lim I(h — hy,) = inf[I(h) — I(hy)] = I(h) — sup I(hy)

n—oo

Sabiendo que hy, <z, ¥n € N, concluimos por el axioma (D3) el resultado:

I(h) = sup I(hy) < supI(zy) = lim I(z,)

n—o0

Lema 4.1.8. Sean z,y € Th y {zn tneN, {yn}neny C Ty tal que x, T x, yn Ty. Siy < x entonces

. < K
lim I(yy,) < nh—>120 I(xy,)

n—0o0

?Independientemente de si 1fm I(z,) = co.
n—o0
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Demostracion. Claramente Vm € N se cumple que y,,, <y < xy ym € Ty. Entonces por el Lema
4.1.7 sabemos que I(y,) < lim I(z,) Vm € N, de donde concluimos el resultando tomando limites:
n—0oo

lim I(ym) = supI(ym) < lim I(xy,)

m— 00

Corolario 4.1.9. Sea x € T1. Si {xn}nen, {Yn tnen C To son tal que x, T x, y, T x, entonces

lim I(z,) = lm I(yy)

n—o0 n—oo

Definicion 4.1.10. Definimos la aplicacién

I : Ty — RU{o0}, ILi(x)= lim I(z,)

n—oo
donde {z, }nen C Tp es una sucesion tal que x,, T .

Nota 4.1.11. La aplicacion I; definida de esta manera respeta la suma y la multiplicacién por un

escalar no negativo. Para probar esta afirmacién, sean x,y € 11 y ¢ > cualesquiera, entonces existen

{xn}nENa {yn}neN CTp tal que zp, T x y y, Ty. Como (xn + yn) ) (‘T + y) y (an) T (cas) se tiene que
Li(z+y) = lm Iz, +yn) = Hm I(z,) + 1 I(y,) = L) + L(y)

y ademas,
Ii(cx) = lim I(cz) = ¢ lim I(z) = cli(x)

n—oo n—o0

4.1.2. La integral de Daniell

Una vez hemos definido esta extension de I, nos preguntamos cémo se comportan 17 y I al

considerar sucesiones crecientes de elementos en 77, lo que da pie al siguiente resultado.

Lema 4.1.12. Sea z € RY tal que existe {x,}5° 1 C Th verificando que x,, T x. Entonces se tiene
que x € T y ademds:
Ii(z) = lim I(zy)

n—oo
Demostracion. Como x, € T} ¥n € N, existe para cada n € N una sucesion {z]"'}7°_, C T tal que
zy' T xp. Entonces para cada k € N definamos gy = sup,, ,,,<x(%nm). Veamos que x € T1. Dado
k € N cualquiera, como g;, es el supremo de un ntmero finito de funciones de Ty se tiene que g € Ty,
Y gk < gk41 trivialmente. Ademds, gr < zx VEk € N, por lo que tomando limites (puntualmente)

deducimos que limy_ oo g1 < limg_oo T = .
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Para probar la desigualdad opuesta, consideremos n, m € N tal que n < m. Entonces z,, ;, < gm,

y en el limite puntual se deduce que:

ZTp = lim 2" < lim g, = 2z = limx, < lim g,
m—0o0 m—0o0 n—oo m—00

De esta manera gy 1 x, y como g € 1p Vk € N se tiene que x € T37. Por otro lado, g < zg
Vk €N, por lo que por el Lema 4.1.7 I(g;) < I1(zk). Entonces se tiene que I1(x) = limg_o I(gr) <
limy_00 I1(z1). Fijemos ahora n € N. Claramente x,, , < gm Vm > ny x, < z, por lo que por el
Lema 4.1.8 se tiene que

I(a,) = lm 1) < lm I(g,) = I(2)

de donde tomando el limite n — oo se concluye el resultado. O

Una vez hemos extendido la I-integral a 77, se construye la integral de Daniell a partir de una
integral “superior” y una “inferior”, de forma similar a la integral de Darboux. Ademas, esta nuevo

funcional extiende a I; de forma natural:

Definicion 4.1.13. Dado = € @X, definimos
I(z) =if{Li(p) 2 < p,p € T1}, I(ax) =—I(~x)

Decimos que x € R es Lintegrable si —oo < I(x) = I(z) < co. Ademés, denotamos a este valor

(D) [z y ala clase de las funciones I-integrables £

4.2. Propiedades de reticulo y linealidad

Veamos ahora que la integral definida satisface las propiedades de reticulo y linealidad deseadas:

Lema 4.2.1. Sea c € [0,00) y z1,x2 € R™. Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(i) I(cx1) = cl(xq)

(ii) T(w1 +22) < T(w1) + I(22)

(iii) 1 < z9 = I(x1) < 1(2)

(i) (1) < I(z1)

(v) T(xq V x2) + I(xq Axg) < I(xq) + I(22)

(i) 0 < I(|a]) = L(|n]) < T(w1) — (1)
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Demostracion. (i) Sic > 0, entonces se tiene que

(i)

I(cxy) = Inf{I1(¢) : cx < p, 0 € Ty} = inf{I1(cp) : cx < cp,cp € T1} = cl(x1)

Si{hL(p):cx<p,peTit=00{L(p):cx <p,pecTh}=10,ladesigualdad es trivial, por lo
que supongamos que ambos conjuntos son no vacios. Consideremos @1, p2 € T} cualesquiera

tal que z1 < w1 v 22 < 9. Entonces ¢1 + o € T1 v 1 + 2 < 1 + 2, por lo que

I(x1 +x2) < Li(p1 + 2) = Li(p1) + Li(2)
de donde se concluye que I(z1 + x2) < I(z1) + I(x2) por la arbitrariedad de @1 y o.

Sizp < g se tiene que {I1(p) 1 x2 < @, € T1} C {Li(p) : 1 < ¢, € T} trivialmente, por
lo que I(z1) < I(x2).

Trivialmente se tiene que 0 = I(0) = I(z1 — z1). Entonces, aplicando (ii) deducimos que

0= T(:L“l - .’L‘l) < 7(561) + I(—Il) == T(a:l) — l(:cl)

Si I(z1) < oo se concluye de lo anterior que I(x1) < I(x1). Supongamos entonces que
I(z1) = oo. Si I(z,) < oo se tendrfa por lo anterior que 0 < I(z1) — I(x1) = —o0, por lo

que necesariamente I(x,) = oo > ().

Sean 1, o € T} cualesquiera tal que 1 < @1y 22 < 9. Entonces x1 A zo < o1 Ao y
x1 Ve < 1V e, por lo que por la Nota 4.2.2 se tiene que

I(zy Awo) + (21 V @2) < L1 Awa) + Li(p1 Vop2) = Ti(er) + Lip2)
de donde concluimos el resultado por la arbitrariedad de 1 y 2.
Trivialmente se tiene que |z1| = x1 A (—21) y —|x1| = 21 V (—z1). Entonces por (v) se tiene
que

I(Jz1]) + I(—|x1]) < I(x1 A (—21)) + L(z1 V (—21)) < I(21) + I(—21)

de donde aplicando (iv) se concluye el resultado:

0 < I(|z1]) = L(|21]) < I(z1) — L(21)
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Nota 4.2.2. Recordemos que dados z,y € R se cumplen las siguientes identidades:
1 1
zVy=g@tytle—yl), sAy=g@+y—lz—yl)

Ahora si, estamos en condiciones de demostrar que la integral de Daniell satisface las propiedades

de linealidad y reticulo que deseamos en toda teoria de integracién:

Proposicién 4.2.3. (Linealidad y reticulo) La clase £ es un reticulo vectorial extendido y (D) [ :

Z — R es una aplicacion lineal que conserva el orden.

Demostracion. Por la Nota 4.2.2, para concluir que £ es un reticulo vectorial extendido es suficiente
probar que .Z es cerrado bajo combinaciones lineales y valor absoluto. Veamos primero que .Z es
cerrado bajo multiplicacién por un escalar. Sean ¢ € R y x € £ cualesquiera. Si A es la integral de

Daniell de x y ¢ > 0, por el Lema 4.2.1 (i) se tiene que

I(cx)=cl(z)=cA, vy I(cx)=—1I(c(—x))=—cl(—z)=cl(z)=_cA

por lo que cx € £y (D) [cx = c- [(D) [z]. El caso ¢ < 0 es andlogo teniendo en cuenta que
I(cx) =cl(x) y I(cx) = cl(x).
Veamos ahora que .Z es cerrado bajo la suma. Sean z,y € .Z cualesquiera, entonces por el Lema

4.2.1 (i) se tiene que

@) [2+®) [y<-T(a-y) Ity <Tatn <@ [c+@) [y

De esta manera concluimos que z +y € Ly (D) [(z+y) = (D) [z+ (D) [y.
Por tltimo, consideremos = € £ cualquiera y veamos que |z| € .Z. Aplicando el Lema 4.2.1 (v)
sabemos que

0 < I(jx]) = L(|z|) < I(x) — I(z) = 0

Por tanto —oo < I(|z|) = I(|z|) < oo y entonces |z| € .Z. De esta manera (D) [ es una aplicacién

lineal, y por el Lema 4.1.8 (iii) conserva el orden. O

Definicién 4.2.4. Decimos que la aplicacién (D) [ : . — R es la integral de Daniell inducida por
I en Tj.
4.3. Teoremas de convergencia

Tal y como ya se comentd, una de las principales ventajas del enfoque de Daniell es que permite

probar, sin haber desarrollado la integral més alld de su definicion, los teoremas de convergencia
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esenciales en la integracién de Lebesgue: T.C.M, T.C.D y el Lema de Fatou.

Teorema 4.3.1 (Convergencia Monétona). Sea (X, Ty, I) un espacio de Daniell, x € r* Y una

sucesion {xp tnen C &L tal que x, T . Si lim ((D) f:rn> < 00, entonces x € £ y ademds:
n—oo

(D) / v = lim ((D) / :cn)

Demostracion. Sea {x,}neny C £ talque z, Ty A == 1lim, ((D) fxn) < 00. Claramente—z,, <

—x para cada n € N, por lo que I(—z) < I(—x,). Entonces se tiene que

A= lim I(z,) = lm [~ I(—zy,)] < —I(—z) = I(z)

n—o00 n—o00 -

Para probar la desigualdad en el otro sentido fijemos € > 0 arbitrario. Tomando zg = 0, por la
Proposicion 4.2.3 se tiene que z, — 1 € Z para cada n > 1, por lo que existe una sucesion

{¢on}nen C T1 tal que 0 < z,, — x,—1 < ¢, v ademds verifica que

€

Li(n) < (D) /(:cn )

para cada n > 1. Definamos p,, == Y ,_; ¢k para cada n € N. Como 0 < ¢, Vn > 2, la sucesién

{p}nen es creciente, y ademds para cada n > 1 se tiene que

n n
Tn =214 Y (Th—Te1) < D o0 = pn
k=2 k=1

Sea 1 € Ty cualquiera tal que z < v, y definamos v, = ¥ A p, ¥Yn € N. Claramente la sucesién
{Ym}neny C T es creciente y z,, < 1, <1 Vn € N, por lo que existe el limite puntual lim,,_,cc ¥p,.

Entonces por el Lema 4.1.12 se tiene que lim, . ¥, € T1 v ademads se cumple que

I(z) = T( lfm xn> < II( lfm %) = 1im I; ()
n—oo n—oo

n—oo

Por otro lado, para cada n € N se verifica que
n n €
i) < ow) = 3000 <35 (@) [ 455 ) =) enreae

de manera que A < I(x) < lim I1(¢,) < A+ €. Como € > 0 es arbitrario concluimos que z € .Z, y
n—oo
su integral de Daniell es igual a A. O

Nota 4.3.2. El Teorema de la Convergencia Monotona tiene una implicacién directa, y es que la
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integral de Daniel también es una I-integral. Claramente la integral de Daniell cumple (D1) y (D3)
por la Proposicién 4.2.3, por lo que basta probar (D3). Consideremos una sucesién {z,} € £ tal
que z,, }. 0. Entonces (—xz,) 1T 0, y como su integral estd acotada superiormente por 0, por el T.C.M.

concluimos que —((D) [ z,) 10, o equivalentemente ((D) [ x) | 0.

La demostracion del Lema de Fatou y el Teorema de la Convergencia Dominada para la integral
de Daniell es idéntica a la del teorema homénimo para la integral de Lebesgue. Es por esto que
enunciaremos los resultados sin demostracién, pudiéndose encontrar las mismas en [12, Theorem

3.19, 3.20].

Teorema 4.3.3 (Fatou). Sea (X,Ty,I) un espacio de Daniell y {xy}neny C £ una sucesion de

funciones no negativas. Si lim inf((D) fa:n) < 00, entonces liminf z,, € £ y ademds:
n—oo n—oo

(D) /lim inf z,, < lim inf((D) /xn>
n—oo n—oo

Teorema 4.3.4 (Convergencia Dominada). Sea (X,Tp,I) un espacio de Daniell y {xp}neny C L

tal que |x,| < z para algin z € L. Si lim x,, = x puntualmente, entonces x € £ y ademds:
n—oo

(D) / = lim ((D) / a:n>

Nota 4.3.5. Aunque no lo desarrollaremos en este trabajo, es posible demostrar un resultado

andlogo al Teorema de Fubini, conocido como el Teorema de Fubini-Stone [27] [34].

4.4. Caracterizacion de las funciones I-integrables

En esta seccién aportaremos cierta intuicion sobre la clase de funciones I-integrables, lo que sera
fundamental en la equivalencia con la integral de Lebesgue. Para ello debemos introducir una nueva

clase de funciones: las funciones nulas.

Nota 4.4.1. Mantenemos la notacién Ty para un reticulo vectorial extendido e I para una I-integral

sobre Tj.
Definicién 4.4.2. Decimos que z € £ es una funcidén nula si (D) [ |z| = 0.

La siguiente propiedad establece una diferencia sutil con la integral de Lebesgue, ya que sdlo se

cumple si el espacio de medida sobre el que estd construida la integral de lebesgue es completo®.

3M4s adelante, en los Teoremas 4.5.8 y 4.5.16, veremos las implicaciones que tiene este hecho.
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« e . . =X . .
Proposicién 4.4.3. Sea x € £ una funcion nula e y € R™. Si |y| < |x|, entonces y es también

una funcion nula.

Demostracion. Si |y| < |z|, aplicando el Lema 4.2.1 se tiene que

0< I(yv0) <T(yv0) < I(Jy|) < I(Ja]) = <D>/\xr ~0

Por tanto, y V0 € £ y de forma similar (—y) V0 € Z. Claramente y = yV0— (—y) V0 e Ly
lyl=yVO0+ (—y)V0e.Z, porlo que concluimos por la linealidad de la integral de Daniell que

@) [ =@ [v0)+®) [(-5)vo) =0

Definicién 4.4.4. Definimos el espacio T C £ como
Ty = {zx € L :existe {¢n}nen C T1 tal que ¢, | =}

Nota 4.4.5. Llegados este punto del desarrollo, es importante recordar qué relaciones de inclusién

se dan entre los conjuntos Ty, 11,12 y Z:
Tochn¥cT,Cc¥

Proposicién 4.4.6. Sea x € T, entonces existe una sucesion {pn}tneny C Th N.ZL tal que @, | x.

Demostracion. Como x € Ty, existe una sucesion {¢y, }neny C 11 tal que ¢, | . Ademés dado que

z €, (D) [z=1(x) < oo, por lo que existe ¢ € T} tal que I1(py,) < 00y
T(@) < Ii(p) < T(2) +1

Entonces para cada n € N se tiene que z < ¢ A ¢, < ¢,, de manera que como ¢, | x, concluimos
que (¢ A @n) L 2. Ademés, para cada n € N se cumple que I1(p A ) < I1(¢) < I(z) +1 < o0, lo

que prueba el resultado. ]

Ahora si, ya estamos en condiciones de demostrar la caracterizacién con la que trabajaremos de

ahora en adelante:

Teorema 4.4.7 (Caracterizacion de las funciones I-integrables). Sea = € RY. Entonces x € & si Y

solo st x =y — z donde y € Ty y z es una funcion nula no negativa.
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Demostracion. (<) Supongamos que z = y — z con y € T» y z una funcién nula no negativa.
Claramente y, z € .Z, por lo que por la Proposicion 4.2.3 se tiene que = € .Z.

(=) Supongamos ahora que z € .£. Entonces I(z) = (D) [ @ < oo, por lo que para cada n € N
existe ¢, € T1 tal que ¢ < @, y

I(x) < Li(pn) <I(z)+ % < 00

Definamos Vn € N gy, := 1 A ... A . Claramente para cada n € N se tiene que y, € 11, Yn+1 < Yn
v & < yn < @p. Por tanto, por el Lema 4.2.1 llegamos a que

—oo < I(x) < Ii(y,) < I(z) + % < 0o

para cada n € N, por lo que y,, € £ y I1(yn) = (D) [ yn. Ademés la desigualdad anterior implica
que lim,, o [(D) fyn] = limy, 00 I1(yn) = I(z) < oo. Definiendo y = 1im,, ;o ¥, puntualmente,

por el Teorema de la Convergencia Mondtona 4.3.1 se tiene que y € £y

@) [v=jiw (@) [0.) =10) = D) [«

Ademds y, | y con y, € T1 Vn € N, por lo que y € Ts. Sea z =y — z € .Z. Como y > x se tiene

@) [= @) [2= @) [y-D) [2=0

de manera que x = y — z, donde y € T3 y z es una funcién nula no negativa, lo que concluye la

que z > 0, y ademas

demostracién. ]

Nota 4.4.8. Aunque no lo demostraremos explicitamente en este trabajo, no es dificil probar a
partir de esta caracterizacién que la extensién dada por la integral de Daniell es tnica, véase [29,

Proposition 16.16].

4.5. Relacién con la integral de Lebesgue

En las secciones anteriores hemos visto que, dado un funcional lineal con ciertas propiedades
(relativamente asequibles en nuestro contexto), es posible construir una extensién que puede ser
interpretada como una integral. Esto es, el nuevo funcional es lineal, conserva el orden y cumple los

teoremas de convergencia deseados para una integral.

Sin embargo, quedan algunas preguntas pendientes: ; Cémo se relaciona esta construccién con la
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Teor{a de la Medida? y ;Son las integrales de Daniell y de Lebesgue equivalentes en general, o sélo
sobre la recta real? Los dos siguientes apartados se encargardn de dar respuesta a estas preguntas,

cuyos desarrollos culminaran con los Teoremas 4.5.8 y 4.5.16 respectivamente.

4.5.1. Medida a partir de la integral de Daniell

En la teoria de integracion de Lebesgue, el minimo entre una funcién sumable y otra medible no
negativa es también sumable (Lema 4.5.11). En principio, en un espacio de Daniell arbitrario no es
posible hablar de funciones o conjuntos medibles; sin embargo, la propiedad anterior si que se puede

entender dentro de esta teoria de integracion, lo que da pie a la siguiente definicion:

Definicién 4.5.1. Dado un espacio de Daniell (X, Tp,I), decimos que una funcién no negativa
z € RY es medible Daniell si Vi € Z se tiene que p A x € Z. Por otro lado, diremos que un
conjunto A C X es medible Daniell si su funciéon caracteristica X4 es medible Daniell, y denotaremos

a la clase de estos conjuntos 7.

Lema 4.5.2. Sea (X, Ty, I) un espacio de Daniell, x,y € RX Y {xn}nen C R™. Entonces se cumplen

los siguientes enunciados:
(i) Six ey son medibles Daniell, entonces también lo son x Ny, =V y.

(ii) Si{xn}tnen es una sucesion de funciones medibles Daniell no negativas convergiendo puntual-

mente a x, entonces x es medible Daniell.

Demostracion. Para probar (i) tomemos ¢ € £ cualquiera. Como x e y son medibles Daniell se

tiene que r p Ax,p Ay € £,y dado que .Z es cerrado bajo la operacién A concluimos que
pA(@Ay)=(pAz)N(pAy) €L

De forma similar, sabemos que .Z es cerrado bajo la operacién V, y por tanto
pA(@Vy)=(prz)V(pAy) €L

Como ¢ es arbitrario concluimos que z Ay y = V y son medibles Daniell. En el caso (ii), tomemos
también ¢ € .Z cualquiera. Por hipétesis 0 < x,, Vn € N, por lo que |z, A¢| < |¢|. Por la Proposicién

4.2.3 sabemos que |p| € .Z, por lo que aplicando el Teorema de la convergencia dominada se tiene

que
xAp= lim (z, \Np) € &L
n—oo
Por tanto, dado que ¢ es arbitrario, concluimos que z es medible Daniell. O
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El siguiente lema nos permitird debilitar la definicién de las funciones medibles:

Lema 4.5.3. Sea (X,Ty,I) un espacio de Daniell y x € R* no negativa. Entonces x es medible

Daniell si y solo si ¢ Nx € L para cada ¢ € Tj.

Demostracion. Claramente si x es medible Daniell entonces ¢ A x € £ para cada ¢ € Tj, ya que
Ty € £. Supongamos ahora que p Az € £ para cada ¢ € Ty, y veamos que ¢ A x € Z para cada
v € Z. Sea p € £ cualquiera. Asumimos en primer lugar que ¢ € T} y I1(¢) < 0o, de manera que
existe una sucesion {yy tnen C Ty tal que ¢, T ¢. Entonces por la Proposicién 4.2.3 ¢, Ax € L
Vn €N, por lo que

i (@) [onno) < i () [.) < @) [ o= 10 <o

Entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada 4.3.4 concluimos que ¢ A x = lim;, o0 (¢n A
x) e L.

Supongamos ahora que ¢ € Ty. Entonces, por la Proposicién 4.4.6 existe una sucesion {¢p fnen C
T, tal que ¢, | ¢y I1(pn) < co para cada n € N, por lo que aplicando el caso anterior se tiene que

on ANz € L VYn € N. Ademds, como = > 0,
pANO<pAz<p, ANz< 1Az

por lo que |pp Ax| < [ AO|V |p1 Az|Vn € N. Ademds, p € To C L, 0€ Ly p1 ANz € L, por
lo que por la Proposicién 4.2.3 se tiene que |@ A 0| V |p1 A x| € Z. Por tanto, podemos aplicar el
Teorema de la Convergencia Dominada 4.3.4 para concluir que ¢ A z = lim,,_,o0(n A ) € ZL.
Por ultimo, consideremos el caso general ¢ € Z. Por el Teorema 4.4.7 sabemos que existe ¢ € Th

y una funcién nula no negativa z tal que ¢ =1 — z. Sea w =Y Ax — ¢ Az, entonces como = > 0y
1 > @ se tiene que

1
St —lp—al) =

1 1
=;W-etlp—al-W-al) < W-ptl-¢)=v-p=2

OSw=pAz—phz=(+z— |-z

Entonces, como z es una funcién nula por la Proposicién 4.4.3 deducimos que w es una funcién nula.
Por tanto w € .Z, y por el caso anterior ¥ Az € £, por lo que por la Proposicién 4.2.3 concluimos

que p Az =Y ANx—w € 2, lo que finaliza la demostracion. O

En sus investigaciones acerca de la teoria de la integracién, M.H. Stone [32] encontré una con-

dicién sobre el espacio de Riesz de partida que tenfa importantes repercusiones en las integrales
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de Daniell construidas sobre ese mismo espacio. Habitualmente se la conoce como la condicion de

Stone o el azioma de Stone, y se cumple en la gran mayoria de ejemplos relevantes?.

Definicién 4.5.4. Decimos que un espacio de Daniell (X, Tp, I) satisface la condicion de Stone si

Xx A @ €1y para cada ¢ € Tp.

Veamos a continuacion que, cuando se cumple la condiciéon de Stone, los conjuntos medibles

inducen naturalmente una o-algebra, y una medida positiva a través de la integral de Daniell.

Teorema 4.5.5. Sea (X, To,I) un espacio de Daniell. Entonces o/ es o-anillo. Si ademds (X, Ty, I)

satisface la condicion de Stone, entonces &/ es o-dlgebra.

Demostracion. Veamos que & es un o-anillo. Dados F, F' € &/ cualesquiera, es facil comprobar que
gD/\XE\FZQD/\XE—(QO/\XE)/\XF-FQO/\O

Como ¢ A X, p ANXFp € Z, aplicando la Proposicién 4.2.3 concluimos que ¢ A Xp\p € Z. Dado que
p € £ es arbitrario, se sigue que E\ F € &

Por otro lado, sea una familia numerable {E,}7°; C &/ y probemos que |J;” | E, € /. Para
cada n € N se tiene que

XUE:l E, = XE, V...V XEg,

que por el Lema 4.5.2 es medible Daniell. Ademas Xur_, B T Xy, B, por lo que por el mismo
Lema 4.5.2 se sigue que Xy= , E, €8 medible Daniell, y por tanto |7, E,, € .

De esta manera o/ es un o-anillo. Si ademads se verifica la condicién de Stone, Xx Ap € Ty C £
para cada ¢ € Tp, por lo que por el Lema 4.5.3 se tiene que X x es medible Daniell. Entonces X € &7,
y &/ es una o-algebra. O

Teorema 4.5.6. Sea (X, Ty, I) un espacio de Daniell satisfaciendo la condicion de Stone, y consi-

deremos la funcion
(D)/XE si Xpe &
MI%—>[0,00], M(E):
00 en otro caso

Entonces p es una medida positiva sobre (X, o).

Demostracidn. Veamos primero que p es positiva y () = 0. Sea E € o cualquiera. Si pu(E) = oo

la funcién es trivialmente positiva, mientras que si p(F) < oo se tiene que Xg > 0, por lo que por

“Veremos en la siguiente seccién que la integral de Lebesgue la cumple.
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la monotonia de la integral de Daniell (Proposicién 4.2.3) se sigue que 0 < (D) [z = u(E). Ademds
Xy = 0, por lo que por el mismo resultado se tiene que u(0) = (D) [ Xy = 0.

Veamos a continuacién que p es o-aditiva. Sea {E,, }22; C 7 una familia numerable de conjuntos
disjuntos dos a dos. Como {E,}°2,; C &/ es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos, se tiene
que X\ = g, = Yol X, Sid> ((D) fXEn) < 00, entonces por el Teorema de la Convergencia

Dominada 4.3.4 se tiene que

o0
XU, B = ) N €2
n=1

y ademas,
oo o0 o
(UE) =0 [en =3 (@) [xe) =S uie)
n=1 n=1
Supongamos entonces que Y oo, ((D) [ xEg,) = 00, y veamos por reduccién al absurdo que p (U2, By,

oo. Si ,u( Une, En) < 00, entonces X(j= g, € Z. Ademas, para cada N € N se tiene que

N

> ((D)/XEn> = (D)/XU,IY_lEn < (D)/XU?I 4 <00

n=1

lo que contradice la hipétesis de que Y 7, ((D) / XEn) = 00. Por tanto concluimos que u es una

medida positiva. O

Nota 4.5.7. Por los Teoremas 4.5.5 y 4.5.6, sabemos que (X, 7, 1) es un espacio de medida, pero
este es ademas completo. Para probarlo, consideremos un conjunto £ C X y otro F' € o tal que
wu(F) = 0. Entonces Xr es una funcién nula y Xg < Xp, por lo que por la Proposicién 4.4.3 se tiene

que Xg es una funcién nula, lo que implica que Xg € £ y por tanto E € o7

Fl siguiente Teorema de Stone y Daniell responde parcialmente a las preguntas que nos habiamos
planteado, estableciendo que en caso de cumplirse la condicién de Stone, la integral de Daniell no

es mas que un caso particular de la integral de Lebesgue.

Teorema 4.5.8 (Daniell-Stone). Sea (X, Ty, I) un espacio de Daniell verificando la condicion de
Stone. Entonces eziste un espacio de medida completo (X, .o/, ) tal que toda funcion ¢ € EX es

I-integrable si y solo si es p-sumable. Ademds, en estas condiciones se tiene que

@) [¢=0) [ ed

Demostracion. Como (X, Tp, I) es un espacio de Daniell que satisface la condicién de Stone, sabemos

por los Teoremas 4.5.5, 4.5.6 y la Nota 4.5.7 que (X, o7, 1) es un espacio de medida completo.
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(=) Sea una funcién = € £ no negativa cualquiera. Veamos primero que x es medible en el
sentido de Lebesgue. Definamos Vo € R los conjuntos E, = {t € X : z(t) > a}. Si a < 0, entonces

E, = X € o/. Supongamos entonces que « > 0, y definamos la funcién

(o)
y=—x— | —x|) AN Xx
« o

Como X x es medible Daniell (éx) AXx € Z, porlo que y € Z. Notemos que dado t € X, sit € F,,
entonces Xx(t) < La(t), por lo que 0 < y(¢); mientras que si t ¢ E, entonces x(t) < Xx(t), y
por tanto y(t) = 0. De esta manera t € E, si y solo si 0 < y(t). Definamos para cada n € N la
funcién ¢, = Xx A (ny). Claramente ¢,, es medible Daniell Vn € N, y ademas ¢,, T Xg,. Entonces,

aplicando el Lema 4.5.2 se tiene que Xg, es medible Daniell, y por tanto E, € .

Veamos a continuacién que z es p-sumable. Definamos para cada n,k € Ncon 1 <k <n2" +1

los conjuntos
Epp={teX:(k—1)27" <ux(t) <k2™"}, Epomi1n:={t € X :z(t)>n} (4.1)

y las funciones
n2n41

Sk =27"(k = DXg,s o= Y Skn (4.2)
k=1

Como z es medible en el sentido de Lebesgue, sabemos que sy, ,, es medible Daniell V7, k € N tal que
1 <k <n2" 41,y por su propia construccion se tiene que x > sy, ,,. Por tanto, si , = sy p ANz € L
para cada n,k € N con 1 < k < n2" por lo que ¢, € Z. Ademds, para cada n € N los conjuntos

{Ek,n}Zi"lH son disjuntos dos a dos, por lo que

n2"+41 n2"+1
on=> spn=2"> (k-1)Xg,, <=z (4.3)
k=1 k=1

Veamos que {¢p }neny C -Z es una sucesion creciente y ¢, T x. Sea t € X cualquiera. Si z(t) = oo
entonces ¢, (t) =n Vn € N, por lo que ¢, (t) < @pt1(t) v limy, 00 o (t) = 0o = z(t). Supongamos

ahora que z(t) < oo y fijemos n € N. Definamos
ng =sup{n € N:n < z(t)} < co

Si n < ny entonces ¢n(t) = n, por lo que n(t) < wnt1(t), y ademds g, 41(t) > ny = op,(t). Si
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n > ng + 1, entonces existe 1 < k < n tal que
k-1 kY 2(k—-1) 2k—1 2k—1 2k
x(t) € on on | T gn+l 7 9n+l U gn+1 7 on+l

Por tanto, ¢, (t) = (k—1)27" y pny1(t) € {(k—1)27",(2k — 1)27"71}, por lo que ¢, (t) < @ni1(t).
Ademas, por (4.3) y que la longitud del intervalo [(k — 1)27",k27™) es 27", se tiene que

1
0<a(t) —enlt) < 57
y por tanto ¢, T . Como ¢, <z Vn € N, por la monotonia de la integral de Daniell se tiene que
limy, 00(D) [ ¢n < (D) [x < 00, y en consecuencia podemos aplicar el T.C.M. de la integral de

Daniell y Lebesgue para concluir que

n2™+1 n2™+1
(D) / o= lim ((D) / gpn) ~ lim ((D) / 3 skm) D> ((D) / sk,n> (4.4)
k=1 k=1
n2"+1 n2"+1 n2"+1
, k-1 , k-1 , k-1

n2"+1

1S (@) )=t (0[S skan) = i (@) [ ) =(0) [ 2

k=1 X k=1
por lo que x es p-sumable y las integrales coinciden.

(<) Consideremos ahora una funcién = € RY p-sumable no negativa cualquiera, y veamos
que es I-integrable. Definamos para cada n,k € N con 1 < k£ < n2" + 1 los conjuntos Ej , y las
funciones s ,,, ¢, por las expresiones (4.1) y (4.2) respectivamente. Entonces, tal y como se probé
anteriormente, ¢ 1, Sgn < Ty ©n < @ny1 Vn,k € Ntal que 1 <k <n2" 4 1. Ademds, como x es

medible en el sentido de Lebesgue se tiene que Ej,, € &7, por lo que

i) = 0) [ e =25 () [ ) < 25 (0 [ van) <o

Y Skm = 27"k —1)X E,, € Z.Dadon € N, ¢, es una combinacién lineal finita de las funciones

{sk,n}, por lo que por la Proposicién 4.2.3 se tiene que ¢, € .Z. Entonces, de la misma manera
que se hizo en la implicacién anterior, podemos aplicar el T.C.M. para ambas integrales y concluir,

a partir de la cadena de igualdades (4.4), que x es I-integrable y las integrales son iguales.

1o . . =X o
Por ultimo, consideremos una funcién x € R™ arbitraria. Sabemos que se puede descomponer
x como z =2 A0 —(—z) A0, donde x A0y (—x) A O son funciones no negativas. Ademds, tanto

las funciones I integrables como las p-sumables forman un reticulo vectorial extendido. Por tanto,
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como el resultado es cierto para funciones no negativas se tiene que

x I-integrable <= x A 0, (—x) A 0 I-integrables <= z A 0, (—x) A 0 u-sumables

<= x p-sumable

y ademas,
@) [2=0) [@no)- D) [(-0)r0)
= (©) [@A0)du - (&) [((-2) nO)du = (©) [ wdu
por lo que las integrales coinciden. Esto concluye la demostracion. O

Nota 4.5.9. A la vista de este resultado, podria pensarse que la condicién de Stone sélo es necesaria
para que .7 sea o-algebra, y por tanto si el espacio de Daniell no tuviera esta propiedad, la integral
de Daniell serfa equivalente a una integral de Lebesgue sobre un c-anillo [19]. Sin embargo, la
condicion de Stone se utiliza también para probar la medibilidad en el sentido de Lebsgue de las
funciones I-integrables, lo que hace de esta hipdtesis imprescindible para concluir el resultado. En
general, los espacios de Daniell que no satisfacen la condicion de Stone son a menudo patoldgicos,
permitiendo integrales que no podriamos considerar con la teoria de Lebesgue. En el tltimo capitulo
discutiremos algunos de estos ejemplos, tanto en dimensién finita como infinita, e incluso veremos

que la derivada de ciertas funciones puede ser interpretada como una integral de Daniell.

4.5.2. Equivalencia con la integral de Lebesgue.

En la literatura sobre la Teoria de la Integracién, encontramos habitualmente la afirmacién de
que las integrales de Daniell y Lebesgue son equivalentes, lo cual tiene ciertos matices. Por un lado,
por el Teorema de Daniell-Stone sabemos que si se cumple la condicién de Stone, entonces la integral
de Daniell se puede interpretar como una integral de Lebesgue. A continuacion discutiremos si la

integral de Lebesgue puede entenderse como una integral de Daniell.

Nota 4.5.10. Sea (X, A, u) un espacio de medida. En esta seccién adopataremos la notacién
To(A, 1) para la clase de las funciones x € r¥ que son j-sumables®, y I para la aplicacién definida

por la integral de Lebesgue, i.e.

Ie:To(Aw) — R, Ic(f) = (£) /X fdu

5Por la Proposicién 3.5.20 sabemos que toda funcién z € RX p-sumable se puede identificar con una funcién
z € L(X,L,pn). Por tanto, podriamos sustituir To(A, ) por L£(X, L, u) en los siguientes resultados, aunque en el

contexto de la integral de Daniell es mas comtun trabajar con funciones R-valuadas.
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Lema 4.5.11. Sea (X, A, 1) espacio de medida y ¢ € RY una funcion medible no negativa. Si
v € To(A, p), entonces ¢ N € To(A, 1) y ademds se cumple que

(ﬁ)/X!w/\@bldu < <£>/X ] dps

Demostracion. Sea ¢ € Ty(A, n). Como ¢ y ¥ son funciones medibles, entonces |p A 9| es una
funcién medible no negativa, y por tanto su integral de Lebesgue existe (ya sea finita o infinita).

Claramente se tiene que

c du < (£ Wdp < (L dp < (£ d
( )A@w} W : ( )/{<p>w} . ( )/{¢>¢}(p 8 ( )/[90>1/}}‘90’ .

de manera que
@) [ Jenvldu=(0) [ juldus(0) [ foldn
X {e>9} {p<y}

gﬁ)/ |¢\du+<£>/ \@Iduzﬁ)/ ] du
{e>9} {e<¢)} X

de donde concluimos que ¢ A1) € To(A, p). O

Teorema 4.5.12. Sea (X, A, pu) un espacio de medida. Entonces (X,To(A, 1), Ir) es un espacio de

Daniell satisfaciendo la condicion de Stone.

Demostracion. Por las Proposiciones 3.5.6, 3.5.20, 3.6.1 y 3.6.2 sabemos que Ty (A, 1) es un reticulo
vectorial extendido y Iy cumple (D1) y (D3). Ademas, por el Lema de Fatou para la integral de
Lebesgue, I también verifica (D2), por lo que (X, To(A, i), Iz) es un espacio de Daniell.

Veamos que (X, To(A, ), Iz) verifica la condicién de Stone. Claramente X € A por ser A una
o-algebra, de manera que Xx es una funcién medible no negativa. Entonces por el Lema 4.5.11 se

tiene que ¢ A Xx € Tp(A, p) para cada ¢ € To(A, 1), lo que concluye el resultado. O

A raiz de este dltimo resultado, esta claro que la integral de Daniell generaliza a la de Lebesgue.
De esta manera, por el Teorema de Daniell-Stone podemos establecer finalmente la relacién entre

estas dos teorias de integracién:
Integral de Daniell + Condicién de Stone <= Integral de Lebesgue

Esto nos inclina a pensar que la integral de Daniell es estrictamente mas general que la de Lebes-

gue, ya que existen espacios de Daniell que no verifican la condicién de Stone, y que por tanto no
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pueden entenderse con la integral de Lebesgue. Sin embargo, tal y como ya se ha comentado estos
espacios son a menudo patoldgicos, y en la mayoria de integrales relevantes se verifica la condicion
de Stone. Esta es la razén principal por la que, a efectos précticos, se considera en la literatura que

las integrales de Lebesgue y Daniell son equivalentes.

Por otro lado, una cuestion que no se discute en la literatura es ciial es realmente la integral de
Daniell que genera la integral de Lebesgue. Esto es, partiendo de un espacio de medida cualquiera y
construyendo su espacio de Daniell a partir de la integral de Lebesgue, ;qué relacion existe entre la
integral de Lebesgue original y la extension por el método de Daniell? A continuacién responderemos

esta pregunta, probando resultados originales en este Trabajo de Fin de Grado.

Nota 4.5.13. Sea (X, A, p) espacio de medida y (X, Ty(A, u), Ir) su espacio de Daniell asociado.
Denotaremos T1 (A, p), To(A, p) v Z(A, 1) a los conjuntos dados por las Definiciones 4.1.5, 4.4.4 y
4.1.13 respectivamente. Ademads, denotaremos I f: a la aplicacién de la Definicién 4.1.10 y (D) [ a

su integral de Daniell.

Lema 4.5.14. Sea (X, A, 1) espacio de medida. Entonces x € £ (A, i) si y solo si x =y — z donde

y € To(A, 1) y z es una funcion nula no negativa.

Demostracidn. Por el Teorema 4.4.7, basta probar que Ty(A, u) = Ta(A, u) para concluir el re-
sultado. Trivialmente se tiene que Ty(A, u) C To(A, p), por lo que solo es necesario probar que
To(A, 1) C To(A, ).

Sea x € Ts(A, 1) cualquiera. Supongamos en primer lugar que = € Z(A, u) NT1(A, 1), de forma
que existe una sucesiéon {x,}02, C To(A, p) tal que z,, T x. Claramente z; < z,, < = para cada
n € N, por lo que 0 < |z,| < |z1] + |z|, y = es p-medible por ser limite de funciones p-medibles. De
esta manera, la integral de Lebesgue de |z| existe (ya sea finita o infinita) y aplicando el Lema de

Fatou para la integral de Lebesgue se tiene que
(E)/ |z dp = (E)/ (liminf|z,|) dp < h'minf<(£)/ || du) = liminfl,(Jz,|)  (4.5)

~timint (D) [ foal) < (Do) [ r] + (Do) [ 1ol < o0

por lo que x € Ty(A, ). En el caso general, sabemos por la Proposicién 4.4.6 que existe una
sucesion {z,}>°, € ZL(A,u) NT1(A, p) tal que z,, | z. Aplicando el caso anterior se tiene que
{zn}2, € To(A, ), y al igual que antes x es p-medible por ser limite de funciones p-medibles
y x < x, < x1 para cada n € N, por lo que 0 < |z,| < |z1] + |z|. Entonces, por el Lema de
Fatou para la integral de Lebesgue se cumple la cadena de desigualdades (4.5), y en consecuencia
x € To(A, p). O
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Nota 4.5.15. Sean (X, A1, 1) y (X, Az, p2) dos espacios de medida tal que A1 C Az y paf 4, = pa-
Entonces se puede probar (véase [8, Theorem 3.6.1.]) que toda funcién ¢ pi-sumable es también

uo-sumable, y ademds se cumple que

(ﬁ)/Xsodm = (ﬁ)/xwdm

El siguiente resultado caracteriza la integral de Daniell generada por una integral de Lebesgue.

Teorema 4.5.16. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y (X, To(A, p), I(A, ) su espacio de Daniell
asociado. Si (X, A, i) es la compleccion de (X, A, 1), entonces toda funcion ¢ € RY es 1,-integrable

st y solo si es fi-sumable, y en estas condiciones se tiene que

@2) [o=(0) [ pdi

Demostracion. Sea (X, A, ji) la compleccién de (X, A, p).

(=) Dada una funcién = Iy-integrable cualquiera, veamos que = es fi-sumable. Por el Lema
4.5.14 podemos descomponer z = y — z, donde y € Ty(A, p) y z es una funcién nula no negativa.
Como y es p-sumable, A C A ¥ fi| 4, sabemos por la Nota 4.5.15 que y es fi-sumable, de manera
que basta probar que z es fi-sumable. Veamos primero que z es ji-medible, para lo cual definimos

Va € R los conjuntos
E,={te X :z(t) > a}

Si a < 0 se tiene que E, = X € A, por lo que supongamos que a > 0. Como z es una funcién
nula, sabemos por definicién que z es I/-integrable, por lo que aplicando Lema 4.5.14 se tiene que
z =1yo — 2o donde yo € To(A, p) y 29 es una funcién nula no negativa. Entonces 0 < z < yo v yo es

p-medible, de donde se sigue que
E,c{teX:yt)>alec AC A

y ademas

0<({t e X 0)> ) = ul{t € X o(0) > ) =(6) [ 1dus 1((@ /{ W du)
Yyo>o

;((L)/Xyo d#) = éIL(Z/O) = ;((DL’)/ZUO> = ;((22724' (DL)/ZO> =0

De esta manera, E, estd contenido en un conjunto nulo de A, por lo que como (X, A, fi) es completo

IN

se tiene que E, € A. Por tanto, z es f-medible y no negativa, de donde se sigue que su integral de
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Lebesgue existeS, y ademés cumple que

©) [ i< () [ mdi=(0) [ wdn=@e) [w=o0

Entonces z es ji-sumable, y en consecuencia x = y — 2z es ji-sumable.

(<) Sea z una funcién fi-sumable, veamos que x es I-integrable. Sabemos por el Teorema
4.5.12 que (X, To(A, 1), I2) es un espacio de Daniell satisfaciendo la condicién de Stone, por lo que
por el Teorema 4.5.8 existe un espacio de medida completo’ (X, Ao, o) tal que toda funcién ¢ es

1,-integrable si y solo si ¢ es pg-sumable, y en cuyo caso

@) [ o= (0 [ o

De esta manera, basta probar que = es pg-sumable y las integrales de Lebesgue de x respecto de [

y o coinciden. Veamos antes que A C Ag y puol 4 = p:

(i) Sea E € A cualquiera, entonces xg es una funcién p-medible no negativa. Aplicando el Lema
4.5.11 sabemos que Xg A ¢ € To(A,pu) C Z(A, p) para cada ¢ € Ty(A, i). Entonces por el
Lema 4.5.3 se tiene que Xg es medible Daniell, y por tanto E € Aj.

(ii) Sea E € A cualquiera, veamos que p(FE) = po(E). Si p(E) < oo entonces Xg es u-sumable,
por lo que Xg € Ty(A, ). Entonces Xg es I.-integrable, y por tanto fi-sumable, de manera

que

W(E) = (£) [ Xedu = 1e0xe) = (D) [ X = (£) [ Xz dyio = ()

Si u(E) = oo, supongamos por reduccién al absurdo que po(E) < oco. Entonces Xg es po-
sumable, y por tanto I/-integrable. Aplicando el Lema 4.5.14 se tiene que Xg = y — z donde
y € To(A,p) y z es una funcién nula no negativa. Como Xg e y son p-medibles, entonces

z =1y — Xg es p-medible. Ademas, 0 < z < y, por lo que

OS(E)/deMS(ﬁ)/Xydu<oo

De esta manera z € Ty(A, ), y por el Teorema 4.5.16 deducimos que Xp = y — z € Tp.

Entonces,
wE) = (E)/ Xgdp < 0o
X

y llegamos a una contradiccién.

5Ya sea finita o infinita.
"Para no complicar la notacién, estamos reescribiendo (X, Ao, o) = (X, o7, 1) en el Teorema original.

80



CAPITULO 4. LA INTEGRAL DE DANIELL Curso 2023/24

Por tanto (X, Ag, po) es un espacio de medida completo verificando que A C Ag y pol4 = i, y
dado (X, A, i) es la compleccién de (X, A, u), deducimos que AcC Ay tol 5 = fi- Ademas, x es

p-sumable, por lo que por la Nota 4.5.15 se tiene que x es pg-sumable y ademés se cumple que

®2) [a=£) [ wdno=(0) [ ad

lo que concluye la demostracion. ]

Nota 4.5.17. De esta manera, la integral de Daniell puede extender una integral de Lebesgue sélo
hasta la compleccién del espacio de medida de partida. Esto no hace mas que reafirmar que, en el

contexto de la teoria de la medida, los enfoques de Daniell y Lebesgue son equivalentes.

4.6. La integral de Lebesgue en R a través de la integral de Daniell

En algunos libros como [3], se introduce la integral de Lebesgue en R (o R™) sin ningin conoci-
miento previo sobre la Teoria de la Medida, para lo cual es de gran utilidad la integral de Daniell.
La idea es partir del reticulo formado por las funciones escalonadas, y definir la integral a partir
de la longitud de cada escalén. Entonces, se demuestra que esto define un espacio de Daniell, cuya

integral resulta ser equivalente a la integral de Lebesgue usual.

A continuacién presentamos una idea similar [12], aunque partiendo de las funciones continuas
de soporte compacto como espacio de Riesz base, y de la integral de Riemann como I-integral.
Veremos que estos elementos conforman un espacio de Daniell, y que su integral de Daniell asociada

es efectivamente la integral de Lebesgue en R.

Proposicién 4.6.1. Sea una sucesion {fn}o2; C C.(R) tal que f | 0. Entonces se tiene que

Tim ((R) /_ Z £ dx) 0

Demostracion. Como f; tiene soporte compacto, existen a,b € R tal que f; se anula fuera de [a, b].
Ademias 0 < f, < f1 para cada n € N, por lo que f, se anula también fuera de [a,b]. Entonces

Vn € N se tiene que

o) b
0< <R>/ fudz = <R>/ fudz < (b—a) sup fu(t)

t€[a,b]

Como [a, b] es compacto y f, | f, se tiene por el Teorema de Dini que f, converge uniformemente

a 0. Entonces lfmy, o0 SUpyc[q ) fn(t) = 0, lo que concluye el resultado. O
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Teorema 4.6.2. La terna (R,C.(R),Ir) es un espacio de Daniell satisfaciendo la condicion de
Stone. Ademds, si (R, o7, 1) es el espacio de medida completo dado por el Teorema 4.5.8, se tiene

que LR) C o7 y ,u|£(R) =m, donde m es la medida de Lebesgue unidimensional.

Demostracion. Trivialmente se tiene que C.(R) es un espacio vectorial, y es facil comprobar que

para cada f,g € C.(R) se cumple que

supp(f A g) Usupp(fV g) C supp(f)U supp(g)

de manera que fAg, fVg € C.(R). Entonces C.(R) es un reticulo vectorial. Ademas, por la monotonia
y linealidad de la integral de Riemann I'z cumple (D1) y (D3), mientras que por la Proposicién 4.6.1
también cumple (D3). Por tanto (R,C.(R),Ir) es un espacio de Daniell, y solo falta probar que
satisface la condicién de Stone. Dada ¢ € C.(R) cualquiera, sabemos que como Xg(z) =1 Vz € R

se tiene que

supp(o A Xr) C supp(ep)

y ademds Xg es continua, por lo que p A Xg € C.(R).

Como (R, C.(R), I'r) es un espacio de Daniell satisfaciendo la condicién de Stone, podemos aplicar
el Teorema 4.5.8 y denotar (R, o7, i) al espacio de medida completo dado por este Teorema. Veamos
primero que B(R) C /. Sea I = [a,b) un semiintervalo acotado cualquiera. Definamos para cada

n € N las funciones

f_—"a(x—a)—i—l sixe[a—l’;—n‘l,a]
1 six € [a,b—b;—n“]
falz) = (4.6)
2(b—x) size|[b- 520
0 en otro caso

Claramente f,, € C.(R) para cada n € Ny f, 1 X7, de donde se sigue que X; € Tj. Ademss, si

denotamos I; a la extensién de I a 17 dada por la Definicién 4.1.5, se tiene que

00 o bib;na
1w = tin (R) [~ fua)dr) = i [(R) [ e ® [T @
+(R) b fn(m)dxl—h'm [b_a+b—a—b_a+b;a]—b—a<oo
bszf—na n—oo n n n

Entonces X; € %, de manera que X; es medible Daniell y I € /. Por la Proposicién 3.2.26

sabemos que la clase C de los semiintervalos acotados generan la o-algebra de Borel, y por tanto
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Y

Figura 4.1: Esquema de las funciones f, de (4.6).

B(R) = 0(C) C «/. Ademds, por el Teorema 4.5.8 se tiene que X es p-sumable y se cumple que

i) = (£) [ Xadu= (D) [ X0 = 1i00) =b=a = m(D)

De esta manera p coincide con la medida de lebesgue unidimensional sobre C, y por tanto también lo
hace sobre el anillo generado por los semiintervalos acotados. Entonces por el Teorema 3.2.24 se tiene
que u coincide con la medida de Lebesgue sobre B(R). Finalmente, hemos probado que (R, .o, u)
es un espacio de medida completo tal que B(R) C & y pi[ggr) = m|pg), por lo que sabiendo por el
Teorema 3.1.16 que (R, L(R), m) es la compleccién de (R, B(R), m|gg)), concluimos que L(R) C &/
y ademads u|£(R) =m. O

4.7. Construccion de Riesz

La siguiente construccién, original de Riesz [38], plantea un procedimiento para construir la
medida de Lebesgue sobre R, que aunque no utiliza las herramientas de desarrolladas en este capitulo,
sigue la filosoffa de Daniell de partir de una integral mas sencilla (Riemann) para construir una mas
compleja (Lebesgue). La unica diferencia sustancial con el enfoque de Daniell es que, en lugar de
utilizar el Teorema de Daniell-Stone, usaremos el Teorema de Representacion de Riesz sobre los
funcionales definidos sobre las funciones continuas de soporte compacto de un espacio localmente

compacto y Hausdorff (como es R).

Definicién 4.7.1. Sea (X, 7x) un espacio topolégico, decimos que un funcional A : C.(X) — R es
positivo si dado f € C.(X) tal que f > 0 se tiene que Af > 0.

Dado que el espacio sea localmente compacto y Haussdorff es una hipdtesis esencial en el siguiente

teorema, recordamos estos dos conceptos. Decimos que un espacio topolégico (X, 7x) es Haussdorf
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siVa,y € X tal que z # y existen U,V € 7x de manera que x € U,y € V y UNV = (. Por otro

lado, decimos que (X, 7x) es localmente compacto si todo punto tiene un entorno compacto.

Nota 4.7.2. Por simplicidad, de ahora en adelante hablaremos en todo momento de X como un

espacio localmente compacto Hausdorff, sin hacer referencia a la topologia.

El siguiente teorema es una generalizacién del Teorema de Representacién de Riesz que se de-
mostrd en el capitulo anterior. De hecho, la equivalencia de estos dos teoremas para el caso de un
intervalo [a,b] compacto establece una correspondencia biyectiva entre las funciones de variacién
acotada, y las medidas regulares de radon definidas sobre dicho intervalo.® Dado que ya se probé la
versién restringida a un intervalo compacto, y la demostracion general es extensa, presentaremos su

enunciado sin demostracién, pudiéndose encontrar la misma en [38].

Teorema 4.7.3 (Riesz). Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff, y A : C.(X) — R un

funcional lineal positivo. Entonces existe una unica medida de radon u representando a A, i.e:

Af = (£) /X Fdu, Vf€CX)

A partir de este ultimo resultado podemos probar la existencia y unicidad de la medida de

Lebesgue:

Teorema 4.7.4. Existe una unica medida de borel i en (R, B(R)) satisfaciendo las siguientes pro-

piedades:
(i) Va,b €R cona <b, u([a,b)) =b—a.
(ii) p es invariante bajo traslaciones.

(iii) p es regular.

Demostracion. Veamos en primer lugar la existencia. Sea f € C.(R) cualquiera, sabemos que como
su soporte es compacto existe n € N tal que supp(f) C [-n,n]. De esta manera, podemos utilizar

la integral de Riemann para definir el funcional
A:C.(R) — R, Af= f@t)dt

Por la linealidad y monotonia de la integral de Riemann esta claro que A es un funcional lineal y

positivo. De esta manera, como R con su topologia natural es localmente compacto y Hausdorff,

8Esto invité histéricamente a definir la variacién de una medida general, que se puede utilizar para demostrar el
Teorema de Descomposicion de Hahn [30, Theorem 6.4].
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podemos aplicar el Teorema de Representacion de Riesz 4.7.3 para concluir que existe una medida

de radon p que representa a A, i.e.
ar= [ fau= [ s veeem
R —n

Veamos que p cumple las condiciones deseadas. Como p es de raddén es en particular regular, por
lo que basta probar (i) y (ii). Sean a,b € R con a < b cualesquiera pero fijos, probemos que
p([a, b)) = b—a. Al igual que se hizo en (4.6), podemos construir una sucesién creciente de funciones
{fatnz1 C Ce(R) tal que X, p,) < fo < X
escogiendo M € N tal que [a,b] C [-M, M], se tiene que

ang1bns1) PATa cadan > 1, a, T ay by | b. Entonces

M M M
by, —an = (R) / X[an,bn] dt < (R)/ frndt < (R) / X[an+1,bn+1] dt = bpy1 — apt1
M -M M

de donde tomando n — oo deducimos que

Tim_ ((c) /R Fa d,,L> = lim ((R) /R Fa dﬂ> = lim ((R) Z Falt) dt> —b—a

Como a, | ay b, 1 b, entonces f, — X; vy 0 < fn < fauq1 para cada n € N, por lo que por el

Teorema de la Convergencia Mondtona para la integral de Lebesgue concluimos que

u(1) = (£) [ Xrdu= Jim ((ﬁ) / fndu> “b-a

Veamos a continuacién que la medida es invariante por traslaciones. Fijemos x € R y E € B(R)

cualesquiera. Si F = [a,b) con a < b,
wE)=b—a=b+taz—(atz)=p(z+az+b)=pulx+E)

ya que [a,b) = U2 (a — 1/n,b), por lo que p([a,b)) = lim, u((a — 1/n,b)) = b — a. Supongamos
ahora que E es abierto, entonces por el Teorema B.5 se tiene que E = |J, oy In, donde {I,,}, es
una coleccion de semiintervalos acotados y disjuntos dos a dos. Por tanto, por la o-aditividad de pu

deducimos que

wE) = u(|J L) =D nlla) =Y ple+ 1) = p(|J (@ + 1)) = u(z + E)

neN neN neN neN

En el caso general E € B(R), basta tener en cuenta la regularidad de p y que la aplicacién T, : y €

R — y + 2 € R es un homeomorfismo, por lo que V' abierto < x 4+ V abierto. Por tanto:
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w(E) =mf{ (V)| E CV abierto} = inf{ u(V) |z + E C x + V abierto}
=mf{u(—z+ W) |z + E C W abierto} = mf{ u(W) |z + E C W abierto} = u(z + E)

Por 1ltimo, dado que la medida es invariante por traslaciones y conserva la longitud de los intervalos,

por el Teorema 3.4.2 es tnica y se corresponde con la medida de Lebesgque en R. O
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Capitulo 5
La integral de Henstock-Kurzweil

Atn sin hacer uso de la teoria de la medida, la integral de Henstock-Kurzweil es una de las
teorias de integraciéon mas poderosas, y con una de las exposiciones mas sencillas sobre la recta real.
En este capitulo desarrollaremos la integral de Henstock-Kurzweil sobre un intervalo compacto de
R. Siguiendo a [5] y [6], estudiaremos su relacién con la integral de Riemann y con la de Lebesgue,

asi como sus propiedades, teoremas de convergencia y el famoso Teorema de Hake.

5.1. Construccion de la integral de Henstock-Kurzweil

De ahora en adelante [a, b] serd un intervalo compacto de R. El primer paso para construir esta

generalizacion de la integral de Riemann pasa por introducir el concepto de calibre.

Nota 5.1.1. Recordamos que una particién etiquetada de [a,b] es un conjunto de pares P, =
{lwi—1, 2], ti}, donde t; € [zj_1,2;] para cada i =1,...,n y {z;}}, forma una particién de [a, b].
Por concisién, en algunas demostraciones abreviaremos la notacién como P. = {I;,t;}7*,; donde
I == [x;—1,x;] Vi = 1,...,n, y escribiremos la suma de Riemann de una funcién f asociada a P,

como .
Sr(f,Pe) =Y f(t)U(T)
i=1
donde [(I;) es la longitud del intervalo i-ésimo.

Definicién 5.1.2. Un calibre sobre [a,b] es una funcién § : [a,b] — R estrictamente positiva.
Ademés, dado un calibre § y una particién etiquetada P, = {[z;j—1,2;],t;}]—,, decimos que P, es

0-fina si 0 < x; — x;—1 < 6(t;) para cada i =1,...,n.

El siguiente Lema es fundamental para que la definicién de la integral de Henstock-Kurzweil

tenga sentido:
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Lema 5.1.3 (Cousin). Sea § : [a,b] — R un calibre sobre [a,b]. Entonces existe una particion

etiquetada d-fina en [a, b].

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que no existe ninguna particion etiquetada de
[a, b] que sea d-fina. Denotemos Iy = [a,b] y ¢y = (a+b)/2. Entonces se tiene que al menos uno de los
dos intervalos [a, cp] 0 [co, b] no posee ninguna particién d-fina, ya que en caso contrario la unién de
ambas particiones serfa una particién d-fina de [a, b]. Consideremos entonces I1 = [a1, b1] el intervalo
de entre los dos que no contiene ninguna particién é-fina. Tomando ¢; como el punto medio de Iy
podriamos continuar el proceso recursivamente, definiendo asi una sucesion de intervalos compactos
{I,}5°, tal que

LiyiCly y ()=

e I, no posee particiones etiquetadas J-finas para cada n € N. Entonces por el Teorema de los
Intervalos Encajados existe un tnico zg € (2, In C [a,b]. Como § es un calibre sobre [a, b] sabemos
ademds que d(xp) > 0, por lo que existe N € N tal que I(In) < d(xp). De esta manera (Iy,zg)
es una particién etiquetada J-fina de Iy, lo que supone la contradiccién de donde se concluye el

resultado. O

Definicién 5.1.4. Una funcién f : [a,b] — R es Henstock-Kurzweil integrable (o integrable en el
sentido de Henstock-Kurzweil) si existe A € R tal que para cada € > 0 existe un calibre § sobre |[a, b]
satisfaciendo que

[SR(f,Pe) — Al <€

para cada particién etiquetada P. d-fina sobre [a,b]. En estas condiciones el valor A es tnico, y

diremos que A es la integral de Henstock-Kurzweil sobre [a,b], que denotaremos como

b b
(HK) / f@)de 6 (HK) / fdo
Ademas, denotaremos a la clase de funciones Henstock-Kurzweil integrables en [a, b] como HK([a, b]).

La definicién de la integral de Henstock-Kurzweil generaliza trivialmente la integral de Riemann,
para la cual Uinicamente se consideran calibres de la forma § : [a,b] — R tal que d(x) =6 > 0, es
decir, los calibres constantes. De esta manera se tiene la inclusion R([a, b]) C HK([a,b]), que por el

Ejemplo 5.1.5 es ademds estricta.

Ejemplo 5.1.5. Sea f la funcién de Dirichlet definida en el Ejemplo 3.8.4, donde se prob6 que f ¢

R([0,1]). Veamos que f € HK([0,1]). Como QN [0, 1] es numerable, consideremos una enumeracion
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{re}2, de QN [0,1], y fijemos € > 0 cualquiera. Definamos el calibre ¢ sobre [0, 1] como

€

W si l':Tk;,kGN

d:a,b] — R, (5.1)

1 si zelnio,1]

y escojamos una particién etiquetada P, = {I;,¢;}]~; 0-fina cualquiera. Sea i € {1, ...,n} cualquiera,
si t; € IN[0,1] se tiene que f(t;)I(1;) = 0, mientras que si t; = 7 para algin k € N se tiene que

0 < F(t)UT) = U(T;) < 6(t;) = 8(ry,) = 2,%

Como a lo sumo puede haber dos intervalos con la misma etiqueta racional se tiene que |Sr(f, Pe)| <
S22, €/2% = ¢, de donde concluimos que f € HA([0,1]) con integral de Henstock-Kurzweil igual a
0.

1 Xonpo, 1]

Figura 5.1: Esquema de la funcién de Dirichlet (negro), y el calibre ¢ (rojo) dado por la ecuacién
(5.1).

5.2. Propiedades de reticulo y linealidad

Muchos de los resultados acerca de la integral de Riemann se siguen manteniendo para la integral
de Henstock-Kurzweil. Ademas, las demostraciones son andlogas, dado que si tomamos dos calibres
b1, 82 sobre [a, b], las funciones 67 = 61 V d2 y 6 = §1 A §y también son calibres. De esta manera,
exponemos a continuacién algunas de las propiedades de la integral de Henstock-Kurzweil, para las

que solo adjuntaremos la demostracién de la primera, siendo el resto de demostraciones pequenas
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modificaciones de la que podemos encontrar para la integral de Riemann.

Proposicién 5.2.1 (Linealidad sobre el integrando). Sean f,g € HK([a,b]) y o, B € R. Entonces
af + g € HK([a,b]), y se cumple ademds que

(Hzc)/ab(af+ﬁg)dx_a[<wc)/abfd4 +5[(7—l/€)/abgdx]

Demostracion. Sean A y B las integrales de Henstock-Kurzweil de f y g respectivamente. Dado

e > 0 arbitrario existen dos calibres 01,02 sobre [a, b] tal que

“ ISk(9.P) — Al < 5

|SR(f,Pe) — Al < 5 20+ 18D

(1+ o)’

para cada particién etiquetada P, d1-fina y da-fina sobre [a, b] respectivamente. Definamos el calibre
0 == 01 A 02 y consideremos una particién d-fina P, sobre [a,b]. Claramente P, es una particién

d1-fina y d9-fina, por lo que por la desigualdad triangular se tiene que

|Sr(af + By, Pe) — [aA + BB]| = [a[Sr(f, Pe) — A] + B[Sr (g, Pc) — B
< |al[Sr(f,Pe) — Al + |B][Sr (9, Pe) — Bl <€

de donde se sigue que af + g € HK([a,b]) con integral de Henstock-Kurzweil igual a a«A+5B. O

Proposicién 5.2.2 (Reticulo). Sean f,g € HK([a,b]) tal que f < g. Entonces se tiene que

(HIC)/abfde (HIC)/abgda:

Proposicién 5.2.3 (Linealidad sobre el dominio). Sea f : [a,b] = R y P = {¢;}Y, una particion
de [a,b]. Entonces f € HK([a,b]) siy solo si fl, | .1 € HK([ci1,¢]) para cada i = 1,...,N, en

cuyo caso se tiene que
N

(HK) /abfda: => ((’HIC) /1 fdaz)

=1
5.3. Teoremas de convergencia

Una de las principales diferencias de la integral de Henstock-Kurzweil respecto a la integral de
Riemann es que se cumplen los teoremas de convergencia clasicos de la integral de Lebesgue. Tal
y como veremos a continuacién, la clave estéd en probar el Teorema de la Convergencia Mondtona

para la integral de Henstock, lo que puede ser realmente laborioso sin hacer uso de lemas previos.
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Es por esta razén que nos apoyaremos en un resultado auxiliar conocido en la literatura como el

Lema de Saks-Henstock.

Definicién 5.3.1. Decimos que una coleccién finita de duplas Se = {(J;, ;) }/'_; es una subparticion
etiquetada de [a,b] si existe una particién etiquetada P, de [a,b] tal que S C P.. Ademas, dado
un calibre § sobre [a, b] diremos que la subparticién etiquetada es d-fina si I(J;) < §(s;) para cada

1=1,..,n.

Lema 5.3.2 (Saks-Henstock). Sea f € HK([a,b]), € >0 y 0 un calibre sobre [a,b] tal que

<€

‘Sn(f, P.) — (HK) /abfdx

para cualquier particion etiquetada Pe d-fina de [a,b] . Entonces para cualquier subparticion etique-
tada Se = {J;, s}, d-fina de [a,b] se tiene que

n

> (f(Si)l(Ji) - (HK) /J fdﬂf>

i=1 t

n

<€ Y Z

=1

< 2e

F(s1(T) — (HK) / s

Ji

Demostracion. Sea S, = {J;, s;}]-; una subparticién etiquetada é-fina de [a, b] cualquiera, veamos
que se cumple la primera desigualdad. Para ello consideremos los intervalos compactos K1, ..., K,

contenidos en [a, b] tal que la familia finita {K;}7; U{J;}{, es una particién de [a, ].

Sea o > 0 cualquiera. Por la Proposicién 5.2.3 sabemos que f € HI(K;) para cada j =1, ...,m,

por lo que existe un calibre J; sobre K; tal que

Sr(f, Q) — (HIC)/ fda

K;

< a/m

para cualquier particién etiquetada ol d;-fina de [a,b]. Sin pérdida de generalidad asumamos que
0r(z) < §(z) para cada x € [a,b] y escojamos para cada j = 1,...,m una particién etiquetada ol
§;-fina de [a,b] (que existe por el Lema de Cousin). Claramente P = S, U Q! U... U Q™ es una

particién d-fina de [a,b] y ademés se cumple que

n m

Sr(fP2) = Sa(f.P.) +§::15R(f, o). i) [ s =3 (00 [ ga)y (1) [ jfdx>

i=1 j=1
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Entonces se tiene que

n

> (st - o) fd:c)‘ Sr(f

=1

P-3 (w0, s

:\[sn<f,P:>—<HKLfdx]—[§( @)= [ sar)|

+§: <e+i;=€+a
=1

Jj=1

< [setrPo) - /  de

Sw(f. Q1) = (1K) [ fda

de donde deducimos la desigualdad buscada por ser « > 0 arbitrario.

Veamos ahora la segunda desigualdad. Para ello definamos la familia finita SJ” formada por los
pares de S, tal que f(s;)l(J;) — (HK) [ g, [ dz =0,y de forma similar S serd la familia de los pares
de S, tal que f(s;)l(J;) — (HK) [ g, [ dz < 0. Claramente St y S son subparticiones etiquetadas
d-finas de [a, b], por lo que podemos aplicar la desigualdad anterior a cada una de ellas para deducir

que

2.

F(s1(T:) — (HK) /J s

=> (f(si)l(Ji) — (HK) /J fd:p) <e

S+ S

S|t = k) [ faal == 5 (i) - ) | | rar) <

So g So

de donde concluimos el resultado sumando estas dos expresiones y teniendo en cuenta que S, =

SFfus,. O

Ahora ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema de la Convergencia Mondétona para

la integral de Henstock-Kurzweil:

Teorema 5.3.3 (Convergencia Mondétona). Sea {fn}nen C HK([a,b]) una sucesion creciente y

f(z) = lim,, fn(z) para todo x € [a,b]. Entonces f € HK([a,b]) si y solo si lim,, ((HK) f; fadz) <

00, en cuyo caso se tiene que
b b
(HK) / fde = Jim <(7—UC) / fndx>

Demostracion. (=) Supongamos que f € HK([a,b]). Entonces f,, < f para cada n € N, por lo que

por la Proposicién 5.2.2 se tiene que

7112&((%/@ /bfn da;) < (HK) /bfdx < 00
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(<) Supongamos que A = lim,_o ((HK) f; fndz) < co. Dado € > 0 cualquiera, definamos € =
¢/(b— a+ 2) > 0. Entonces sabemos que existe € N tal que 2-~2 < ¢y

b
ogA—(HJC)/ frdo < ¢ (5.2)

Como f, € HK([a,b]) para cada n € N existe un calibre d,, sobre [a,b] tal que para toda particién
etiquetada P, J,-fina se tiene que |[Sr(fn,Pe) — A| < 1/2™. Ademéds, como f(z) = lim,, f,(z) para
cada x € [a,b], existe n(x) € N tal que n(z) >ry

Definamos la funcién 6(t) = 6y (t) para todo t € [a, b], de manera que J es un calibre sobre [a, b].
Tomemos una particién etiquetada P, = {I;,t;}Y, -fina cualquiera y veamos que |Sg(f,P.) — A| <

€. Por la desigualdad triangular se tiene que

N N
|SR(f,Pe) — Al < Z f@)I(L:) — Z Fre) )LL)
i=1 i=1
N N N
+ an(ti)(ti)l(li) — Z ((’HIC)/ It dx) ‘ + <(HIC)/ In(t:) dm) — A‘
i=1 i=1 Li i=1 I
Por un lado, por (5.3) podemos acotar el primer término como
N N N
Z [f () = faqn (t)]1(T)| < Z |f(t:) = fage) @)|1(L) < Z%l([i) =é(b—a) (5.4)
i=1 i=1 i=1
Por otro lado sabemos que
N N N
D fay EUT) =D ((H’C)/ Fnce) df)‘ < | Fgen E)UT) — (H’C)/ fu(t) dz
=1 i=1 L i=1 I;

Para acotar esta expresién definamos s := max{k(t1), ..., k(tn)} > ry PY = {(I;,t;) € Pe : k(t;) = p}
para cada p € {r,...,s}. Claramente P! es una subparticién etiquetada de [a, b], y como para cada

(Ii,t;) € PE se tiene que I(I;) < 6(t;) = Og,)(t:) = 0p(t;), entonces P es ademds d,-fina. Por tanto,
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por el Lema de Saks-Henstock 5.3.2 deducimos que

N
S| e (1) HIC/fn(t dr| =3 Z Fuon (E)U(T) — H/C/fn ydz| (5.5)
=1 =T k(t
.2 1 .
_227p<2r72<6
p=r

Por 1ltimo, sabemos que para cada i = 1,..., N se tiene que r < k(t;) < s, por lo que f < fi,) < fs-

Entonces por las Proposiciones 5.2.2 y 5.2.3 se verifica que

(HK) / frdz= (%/c / frdx><Z(’HIC / fre: dac) é((%/c) /1 fsda:>:(HlC) /1 fodx

y por tanto por (5.2) se tiene que

N
—E<y <(H’C)/ Tr(t) dfﬂ) <A (5.6)
i=1 Ii
De esta manera, podemos combinar (5.4), (5.5) y (5.6) para concluir que
ISR(f,Pe) — Al < é(b—a)+é+é=éb—a+2)=e

lo que demuestra que f € HK([a,b]) con integral de Henstock-Kurzweil igual a A. O

Una vez hemos probado el Teorema de la Convergencia Mondtona, tanto el lema de Fatou como
el Teorema de la Convergencia Dominada se demuestran de forma muy similar a sus variantes para la
integral de Lebesgue. Por tanto, enunciaremos los resultados sin demostracién, pudiéndose encontrar

estas en [5, Chapter 8].

Lema 5.3.4 (Fatou). Sea una sucesion { fp }nen C HK([a,b]). Supongamos que eziste « € HK([a, b])

tal que a < fp, para cada n € N, y ademds se cumple que
b
h’njnf((’HlC)/ fn dx> < 00
Entonces lirginffn € HK([a,b]), y se tiene que
b b
—00 < (’HIC)/ (h’m inffn) dzx < lim inf((HlC)/ fn d:z:> < 00
a n—oo n—oo a
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Teorema 5.3.5 (Convergencia Dominada). Sea una sucesion {fntnen C HK([a,b]) v f(z) =
lim,, f,(x) para todo x € [a,b]. Si existen a,w € HK([a,b]) tal que a < f, < w para todo n € N,
entonces f € HK([a,b]) y ademds se tiene que

(HK) / ' fdz = lim <(HIC) / b fndac>

5.4. Relacién con la integral de Riemann

En el primer capitulo se presenté la integral impropia de Riemann, cuya finalidad es extender
la integral de Riemann a funciones con singularidades a partir de un procedimiento de tipo limite.
La integral de Lebesgue en R no logra generalizar este tipo de integracion, lo que obliga a definir de

forma andaloga la integral impropia de Lebesgue.

Sorprendentemente, en la integral de Henstock-Kurzweil esta problematica desaparece. El si-
guiente resultado (probado originalmente por Hake en 1921 para la integral de Denjoy-Perron)
establece que no podemos extender la integral de Henstock-Kurzweil a una ”integral impropia”.
En otras palabras, si la integral impropia existe, entonces puede entenderse como una integral de
Henstock-Kurzweil al uso, por lo que esta integral generaliza a la integral impropia de Riemann (y

por la siguiente seccién también a la impropia de Lebesgue).

Nota 5.4.1. En el Teorema de Hake necesitamos hacer uso del conocido como procedimiento de
derecha-izquierda. Dada una particién etiquetada Pe = {[z;—1, 2;],¢;}[%, v una etiqueta & := t;, del
interior de uno de los intervalos, definamos la particién etiquetada P; que surge de quitar el par
([xg—1,x], tr) de P, y anadir los pares ([xg_1,&],tx), ([, k], ) a P.. Entonces dada f : [a,b] — R
esté claro que f(ty) (g — k1) = F(t5) @k — &)+ F(tx) (€~ zx_1), por lo que Sg(f, P.) = Sr(f, Py).
De esta manera, podemos asumir sin pérdida de generalidad que todas las etiquetas se encuentran

en los extremos de los subintervalos que define la particidn.

Teorema 5.4.2 (Hake). Una funcion f pertenece a HI([a,b]) si y solo si pertenece a HK([a,c])

para todo ¢ € (a,b) y existe lim,_,;- ((’H/C) facfdx) Ademds, en ese caso se tiene que
b

(HK) fdx:clirg<(wc) / ’ fdm)

a

Demostracion. (=) Supongamos que f € HK([a,b]), entonces por la Proposicién 5.2.3 se tiene que

f € HK([a,c]) Yc € (a,b). Ademds por el Teorema de la convergencia dominada es facil comprobar
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que la integral indefinida de f es continua', por lo que

) [ fdr= tim <(mc) / ’ fd:n)

a c—b~

(<) Supongamos que f € HK([a, c]) para cada ¢ € (a,b) y existe el limite A := lim,_,,- ((HK) [7 f dz).
Sea {cp}o2 | una sucesién creciente cualquiera tal que ¢ = a 'y ¢, T b. Dado € > 0 cualquiera, existe

r € N tal que para cada t € [¢,,b) se tiene que

t € €
’(H’C)/a fd”““‘ R (OIS

Por la Proposicién 5.2.3 sabemos que f € HK([ch—1,cp]) para cada n € N, por lo que existe un
calibre 0y, sobre I, := [c,—1, ¢y] tal que para cualquier particién etiquetada P! d,-fina de I,, se tiene
que

<

’SR(f, P — (HK) / fdo

In

€
32"

Asumamos sin pérdida de generalidad que para cada n > 1 se cumple que
(i) d1(co) < 5(c1 = co)
(ii) dnt1(cr) < min{dn(en), 3(cn — en-1), 5(Cns1 — cn)}
(iif) 6,(t) < min{F(t — cpo1), 5(cn — )}, VEE (cn-1,0y)
Definamos el calibre ¢ sobre [a, b] como

5(t) = on(t) si teen,cny1),neN
b—c¢ si t=05b

y consideremos una particién etiquetada Pe = {[zi—1, z;], t;}/*, d-fina sobre [a, b] cualquiera. Veamos
que t,, = b. Si t,, < b entonces existe n € N tal que t,,, € [cp—1, ¢p], de manera que por (iii) se tiene
que b —ty <b—zpm_1 < 0(tm) < ¢p — tm, por lo que b < ¢, y llegamos a una contradiccién. Por
tanto se cumple que

G =b—00b)=b—2m_1+0(0)+zm_1 <Tm_1

Sea s € N el menor natural tal que z,,,_1 < c¢s, que cumple por lo anterior que r < s. Fijemos
n e {2,..,s—1} (el caso n =1 es andlogo). Sabemos que existe 1 < i < m tal que ¢, € [zi_1, %],

y ademds ¢, = t;. Para probar esto tdltimo supongamos que ¢, > t; (el caso ¢, < t; es andlogo),

!Basta tener en cuenta que —f < Xa,qf < f v aplicar el Teorema de la convergencia dominada.
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entonces por (iii) se tiene que
1
O<ec,—t<z;—xi1 < 5(@) < i(cn — ti)

lo que supone una contradicciéon. Por tanto, como cy, ..., cs_1 son etiquetas de P,, por el procedi-
miento de derecha-izquierda podemos asumir sin pérdida de generalidad que cy, ..., cs—1 son puntos

de P,. Definamos entonces las familias de pares

Q¢ = {([ri-1, i), t;) €
Qs {([xz 1a$z]ati) €Pe: [xi—lvxi] - [65_1,$m_1]}

Q¢ = {([zm-1,0],0)}

Pe i [wim1, 2] C In}

| i
—

para cada n = 1,...,s — 1. Claramente O es una particién etiquetada d,-fina de I, para cada

n=1,..,s—1, por lo que

]Sw, on) - ) [

€
3.2n
Por otro lado QF es una subparticion etiquetada ds-fina de I5, por lo que por el Lema de Saks-

Henstock 5.3.2 se tiene que

‘Sn(f, 0% — (HK) / T ] <

Cs—1

€
32"

Ademss Sr(f, Q%) = f(b)(b— xm_1), por lo que |Sr(f, Q)| = |f(b)|(b — T1m_1) < €/3. Claramente
P.=0QlU..UQU Qle’, lo que nos permite deducir por la Proposicién 5.2.3 que

ZSR f.08)— (HK) /xmlfd:::

+‘(HIC)/ . fda:—A‘<Z3 sttty

1SR (f, Pe +|Sr(f, QY|

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que f € HK([a,b]) con integral de Henstock-Kurzweil A. [

5.5. Relacion con la integral de Lebesgue en R

Aunque la definicién de la integral de Henstock-Kurzweil no es conceptualmente muy distinta a
la de Riemann, esta teoria de integracion es realmente poderosa. Tanto es asi, que incluso generaliza

a la integral de Lebesgue en R:
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Teorema 5.5.1. Sea f € L1([a,b]). Entonces f € HK([a,b]) y ademds se tiene que
b
(c)/ fdm:(HlC)/ fda
[a,b] a

Demostracion. Realizaremos la demostracion por casos. Supongamos en primer lugar que f es una
funcién escalonada’. Entonces el conjunto de discontinuidades de f es finito, y por tanto tiene
medida de Lebesgue nula. Esto implica por la Caracterizacién de las funciones integrables Riemann
3.8.2 que f € R([a,b]), y como la integral de Henstock-Kurzweil generaliza a la de Riemann, por el

Teorema 3.8.3 se tiene que

a a

(ﬁ)/[a’b]fdmz(R)/bfdwz(HK)/bfdfc

Supongamos que f = X¢ con G un subconjunto abierto de [a, b]. Sabemos que existe una familia de
semiintervalos {I,,}5°, disjuntos dos a dos tal que G = |J;—; I,. Definamos f,, == >_}_, Xy, para
cada n € N. Claramente para cada n € N se tiene que 0 < f, < for1 < 1, Xg = limpo0 fn ¥
fn es escalonada, por lo que por el caso anterior f, € HK([a,b]). Entonces por el Teorema de la
Convergencia Mondtona para la integral de Lebesgue y para la de Henstock-Kurzweil se tiene que

f € HK([a,b]) y adem&s se cumple que

b b
(L) /[a,b] Xerdm = lim <(£) L dx) ~ lim <(7—UC) / £ d:c> — (HK) / X dz

Consideremos ahora que f = Xp donde E C [a,b] es un conjunto medible Lebesgue. Por el
Teorema 3.3.8 sabemos que existe una sucesién decreciente de abiertos {G,}5°; tal que p(E) =
lim,, 00 4(Gy). Definamos f,, = X¢, para cada n € N, de manera que Xg = lim,_,~ fn ¥ por el
caso anterior f, € HK([a,b]). Entonces por el Teorema de la Convergencia Mondtona para ambas

integrales se tiene que f € HK([a,b]) y ademds se cumple que

b b
(L) /[ayb] Xgdm = nh_)ngo<(£) - In d:L‘) = nh_)rgo <(7—UC)/@ In dx> = (HlC)/a Xgdr

Claramente la linealidad de ambas integrales hace que, por el caso anterior, si f es una funcién simple
se tiene que f € HK([a,b]) y las integrales coinciden, por lo que supongamos que f es una funcién no
negativa. Entonces por el Teorema 3.5.12 existe una sucesién creciente de funciones simples { f, }72

tal que 0 < f, <nVneNy f, 1 f. Por el caso anterior estd claro que f,, € HK([a,b]) para cada

?Decimos que una funcién f : [a,b] — R es escalonada si es constante a trozos con un nimero finito de disconti-
nuidades.
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n € N, por lo que por el Teorema de la Convergencia Mondtona para ambas integrales deducimos

que

b b
() /[&b]fdm: T <<£> y fndl‘> ~ <<HK> / fnd:v> — ) [ o

Para probar el caso general f € L1([a,b]) basta tener en cuenta que f = f* — f~ donde f*, f~ €
L1([a, b]) son funciones positivas. Entonces por el caso anterior f+, f~ € HK([a,b]) y sus integrales
de Lebesgue y Henstock-Kurzweil son iguales, por lo que el resultado se sigue por la linealidad en

ambas integrales. O

Por tanto, se tiene la inclusion L£4([a,b]) C HK([a,b]). El siguiente ejemplo muestra que la

inclusién es ademds estricta, i.e. £1([a,b]) € HK([a,b]).

Ejemplo 5.5.2. Consideremos la funcién f : [0,1] — R definida como f =>""7, n(—l)”X( Lo1).

n+1l’n

10

-10

Figura 5.2: Gréfica de f.

Claramente f es medible por ser limite de funciones medibles, y se tiene que

=1 =1
L fHdm = = 00, E/ fdm= =00
( ) [071] nZ:; 2n + 1 ( ) [0,1] r; 2n + 2

por lo que f ¢ L£4([0,1]). Veamos que f € HK([0,1]). Dado N € N cualquiera, sabemos que
|f(z)] < N para cada x € [1/N, 1] y su conjunto de discontinuidades tiene medida de Lebesgue nula
(por ser numerable), por lo que por el Teorema 3.8.3 se tiene que f € R([1/N,1]) C HK([1/N,1]).

Adems3s
1

(="
Z n+1

n=1

(HK) /1 fdz = (R) /1 fdo = Ni:j ((R) / n(—l)”d:v) _

n+1
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por lo que existe el limite limy_ o0 [(’HIC) fll/N fdx] . Por tanto, por la Proposicién 5.2.3 y el Teorema
de Hake concluimos que f € HL(]0, 1]).

Nota 5.5.3. Aunque el resultado anterior prueba que la integral de Henstock-Kurzweil es mas
general que la de Lebesgue sobre un intervalo compacto [a, b], la integral de Lebesgue parece poder
integrar sobre dominios mucho méas complejos que intervalos. Sin embargo, dado F € L([a,b])
sabemos que Xp € Li([a,b]) C HK(]a,b]) por lo que podemos definir la integral de Henstock-
Kurzweil de f € HK([a,b]) sobre E como

(HK) /E fda = (HK) / " fxpda
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Capitulo 6
Derivacion e integracion

En los capitulos anteriores hemos desarrollado varias teorias de integracién sobre un intervalo
compacto de R, sin embargo, hemos reservado para este capitulo su relacion con una operacién
fundamental en este contexto: la derivacion. Aunque en los primeros cursos de Célculo y Anélisis
aprendemos que (en cierto sentido que discutiremos mas adelante) la integracion y la derivacién son
operaciones inversas, las condiciones necesarias y suficientes en las que se da esta relacién dependen

de la teoria de integracién con la que trabajemos.

La idea este capitulo es desarrollar la relacién entre derivacién e integracién sobre un intervalo
compacto [a, b] en cada una de las teorfas de integracién estudiadas. Para ello, buscaremos responder

las siguientes preguntas fundamentales:

(P1) (Derivada de la integral) Dada f : [a,b] — R integrable y la funcién F(z) = [ fdx, jes F

derivable en [a, b]?, y en tal caso jse cumple que F' = f?

(P2) (Integral de la derivada) Dada f : [a,b] — R, jcudndo se cumple la férmula fab fldx =
f(b)— f(a)?ies necesario que f sea derivable en todo punto de [a, b]?;se pueden dar condiciones

necesarias y suficientes sobre f para que f(z) = ff g dx para alguna funcién integrable g7

Con este objetivo, las referencias que seguiremos en este capitulo serdn los apuntes de Anédlisis
Matemadtico II para la integral de Riemann, [14] y [29] para la integral de Lebesgue, [9] para la de
Daniell, y [5] y [18] en el caso de la integral de Henstock-Kurzweil.

6.1. Integral de Riemann

La relacién entre derivacién e integracién para la integral de Riemann se recoge en el famoso

Teorema fundamental del Cdlculo, que habitualmente se presenta en dos partes: una para la derivada
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de la integral (Teorema 6.1.3) y otra para la integral de la derivada (Theorem 6.1.4). Sin embargo,
antes de establecer estos enunciados debemos atender al concepto de funcién integral e integral

definida, cuya definicién se traslada andlogamente al resto de teorias de integracion.
Nota 6.1.1. De ahora en adelante [a, b] serd un intervalo compacto cualquiera de R.

Definicién 6.1.2. Sea f : [a,b] — R una funcién Riemann integrable!. Se define la funcidn integral

o integral indefinida de f con punto base a como la funcion
Filab—R,  Flz) = (R)/ fda

Ademés, diremos que una funcién F : [a,b] — R es una integral indefinida de f si difiere de su

funcién integral en una constante.

Los siguientes teoremas fueron probados en la asignatura de Anélisis Matemético 1 del Grado

de Matemadticas de la Universidad de Oviedo, por lo que los presentaremos sin demostracion.

Teorema 6.1.3 (Primer Teorema Fundamental del Calculo). Sea f € C([a,b]). Entonces su funcion

integral F es derivable en [a,b] y cumple que F' = f.

Teorema 6.1.4 (Segundo Teorema Fundamental del Calculo). Sea f : [a,b] — R wuna funcion

derivable en [a,b]. Si f' € R([a,b]), entonces se cumple que

b
(R) / [z = f(b) — f(a)

Aunque las condiciones de estos teoremas puedan parecer excesivamente restrictivas, son de
hecho las mejores posibles. En efecto, en el caso del Primer Teorema Fundamental del Calculo el
Ejemplo 6.1.5 expone una funcién continua a trozos cuya funcién integral no es derivable en un
punto, mientras que para el Segundo Teorema Fundamental del Célculo el Ejemplo 6.1.6 da una

funcion derivable cuya derivada no es Riemann integrable.

Ejemplo 6.1.5. Consideremos la funcién f : [0,1] — R definida como f(z) = 1/2 si z € [0,1/2]
y f(x) = 1si x € (1/2,1]. Claramente f es continua en casi todo punto de [0,1], por lo que
por la caracterizacién de las funciones Riemann integrables sabemos que f € R([a,b]). Por tanto,
podemos construir su funcién integral F : [0,1] — R, que verifica que F(z) = z/2si z € [0,1/2] y
F(x) =2z —1/4siz € (1/2,1]. De esta manera se tiene que

N[

'La definicién es andloga para la integral de Lebesgue y Henstock-Kurzweil.
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por lo que F' no es derivable en z = 1/2.

Ejemplo 6.1.6. Consideremos la funcién f : [~1,1] — R definida como f(z) = 2 sin(x—IQ) si

x # 0y f(0) = 0. Entonces para cada z # 0 se tiene que f es derivable y su derivada en x es

f(x) = 2z sin( 1 ) — %cos(

= L), y ademas se tiene que

2

£(0) = lim [f(h);f(o)] ~ lim [hsin (M _0

h—0 h—0

Por tanto, f es derivable en [—1,1] y f’' no es acotada [—1, 1], por lo que f" ¢ R([—1,1]).

0.5

—0.5

Figura 6.1: Gréfica de f.

De esta manera, los Teoremas Fundamentales del Céalculo responden a casi todas las preguntas de
(P1) y (P2), faltando caracterizar las integrales de Riemann indefinidas. Aunque esta cuestién pueda
parecer elemental, no existe a dia de hoy una caracterizaciéon tan elegante como la que veremos para
la integral de Lebesgue (y en menor medida para la de Henstock-Kurzweil). Dicho esto, es interesante
mencionar aquella que se encuentra en [35], donde se caracteriza a estas funciones a partir de una

generalizacién de las funciones de variacién de pendiente acotada (bounded slope variation).

6.2. Integral de Lebesgue

A diferencia de lo visto para la integral de Riemann, la relacién entre derivacién e integracién
para la integral de Lebesgue requiere de un desarrollo mas sutil y elaborado. Por ello, comenzamos
introduciendo un lema clédsico de especial importancia en este contexto: el lema de los recubrimientos

de Vitali.
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Nota 6.2.1. De ahora en adelante denotaremos m a la medida de Lebesgue en R, m* a su medida
exterior asociada, y dado un intervalo [a,b] y f € L1([a,b]) escribiremos (para conciliar la notacién

con las otras integrales estudiadas):

@ [ ram=(2) [ am

Definicién 6.2.2. Sea E C [a,b] y F una familia de intervalos cerrados no degenerados de R. Se
dice que F es un recubrimiento de Vitali de E si para cada x € E'y € > 0 existe un intervalo J € F

talquex € Jy 0 <I(J) <e.

Nota 6.2.3. Observemos que si F es un recubrimiento de Vitali de E C [a,b] y O es un abierto
tal que E C O, entonces la familia formada por los intervalos I € F tales que I C O también es un

recubrimiento de Vitali de FE.

Lema 6.2.4 (Vitali). Sea E C [a,b] y F un recubrimiento de Vitali de E. Entonces, para cada

€ > 0 existe una familia finita Iy, ..., In de elementos de F disjuntos dos a dos, y tales que

m* <E\n©1 In> <e (6.1)

Demostracion. Por la Nota 6.2.3 podemos asumir sin pérdida de generalidad que I C (a —1,b+ 1)
para cada I € F. Consideremos [y € F arbitrario. Si £ C I el resultado es trivial, por lo que
supongamos que E C I} y definamos F; como la familia formada por los intervalos I € F tales que
INI; = 0. Por la asuncién inicial sabemos que k1 = sup;cr_I(I) <b—a+2 < oo,y como E C I; se
tiene ademds que k1 > 0. Por tanto, existe Is € F tal que I(I2) > k1/2. Continuando este proceso
recursivamente, si ya se tienen los intervalos I, ..., I, y E C |J;_, I; concluimos el resultado, por lo
que supongamos que E C (J/ _, I;. Entonces definiendo F, como aquellos intervalos I € F tales que
INI, =0 para cadan = 1,...,r, sabemos que 0 < k, = sup;c, (1) < oo y existe I, 1 € F, tal que
I(Iry1) > kr /2.

De esta manera hemos construido una sucesién infinita de intervalos {1, }22; C F contenidos en
(a —1,b+ 1) y disjuntos dos a dos, por lo que por la monotonia de la medida de Lebesgue se tiene

que

il([n) :im(In):m< [j In> <m((a—1,b+1)=b—a+2<
n=1 n=1 n=1

y en consecuencia existe N € N tal que ) \.; I(I,) < ¢/5. Claramente Iy, ..., I, es una familia

finita de intervalos de F disjuntos dos a dos, por lo que basta probar que cumple (6.1). Definamos
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para todo n > N el intervalo
5 5
Ip = |xy — il(In),l‘n + §Z(I")

donde z,, es el punto medio del intervalo I,, y tomemos =z € E \ Uﬁle I,, cualquiera. Como F es
un recubrimiento de Vitali de F existe I, € F tal que I, NI, = () para cada n = 1,..., N, por
lo que I, € Fn. Supongamos por reducciéon al absurdo que I, € F, para todo n > N. Entonces
0 < (Iy) < kyn, < 2I(1,), pero como limy, [(I,,) = 0 llegamos a una contradiccién. Por tanto, podemos
considerar el menor natural n(z) € N tal que I,N 1) # 0, que por lo anterior cumple que n(x) > N.
Como I € Fp(z)—1 se tiene que [(1;) < ky(p)—1 < 2l(I(z)), de manera que tomando & € I N Iy

se cumple que

N Ot

~ - 1

y en consecuencia & € Jy(y) C Up—yq Jn- Por tanto hemos probado que E'\ Uzj\il I C UnZngt Ins

de donde concluimos el resultado por la monotonia de la medida exterior de Lebesgue:

m*<E\£J11n)gm*< fj Jn>: i m(Jy) = i I(J,) =5 i I(I,) < ¢

n=N+1 n=N-+1 n=N+1 n=N-+1

6.2.1. Derivacion de funciones mondtonas

Antes de adentrarnos en la relacién entre derivacién e integracién para funciones sumables ge-
nerales, nos limitaremos al estudio de las funciones monétonas. La idea es probar que toda funcién
mondtona es derivable en casi todo punto y su derivada es una funcién sumable no negativa (Teore-
ma 6.2.8). Sin embargo, antes de esto debemos definir unas generalizaciones de la derivada usual que
se aplican a cualquier funcién R-valuada definida sobre nuestro intervalo compacto: las derivadas
de Dini.

Definicién 6.2.5. Sea f : [a,b] — R y 29 € R. Se definen las derivadas de Dini de f en zg como
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los limites en R:

f(xo+h) — f(zo) f(zo+h) = f(zo)

DY f(x) = limsup

, D™ f(xo) = lglm inf

h—0+ h ot h
Dy f(wo) = msup? WO =IE0) 5y iy g g (20 + 1) = T )
h—0— h h—0— h

Nota 6.2.6. Las derivadas de Dini existen como elementos de R en todo punto donde f es finita.
Ademds, se tiene que DT f(zg) > D4 f(xo) y D™ f(xo) > D_f(x0), y la condicién necesaria para
que una funcién sea derivable en zg en el sentido usual es que las cuatro derivadas de Dini sean

finitas e iguales entre si. En tal caso denotaremos al valor comun f’(zg).

Lema 6.2.7. Sea f : [a,b] — R mondtona creciente. Entonces el conjunto de puntos donde las

cuatro derivadas de Dini no son iguales es m-nulo.

Demostracion. Dado que los distintos casos a considerar se demuestran de forma andloga, basta
probar que el conjunto medible Lebesgue E == {z € [a,b] : DV f(z) > D_ f(x)} es m-nulo. Ademés,

definiendo para cada u,v € Q con u > v los conjuntos
Eyp={x €a,b] : DT f(z) >u>v > D_f(z)}

se tiene que F = UueQ UUEQ ven Puw- Por tanto, como la unién es numerable es suficiente probar
b

que m(E, ,) = 0 para cada u,v € Q.

Sean u,v € Q cualesquiera y definamos s := m(£, ). Fijemos o > 0 cualquiera. Como E,, , es
medible Lebesgue, por la Caracterizacién topoldgica de los conjuntos medibles Lebesgue existe un
abierto O tal que E,, C O y m(O) < s+ «. Entonces dado € > 0y z € E,, como D_f(z) < v
existe 0 < h < € tal que el intervalo I, . := [z — h, x] estd contenido en O, cumple que [(I; ) =h <€

y se verifica que f(x) — f(x — h) < vh.

Claramente la familia F = {Im’g}eru’v,Oo es un recubrimiento de Vitali de E, ,, por lo que
por el Lema de los recubrimientos de Vitali existe una coleccién finita de intervalos I1 = [x1, 21 +

hi),...,In = [xn,xN + hy] de F disjuntos dos a dos tal que

N
m<Eu,v\ U In> <a
n=1
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Por tanto se tiene que

N

N N
s =m(Eyy) = m<Eu,U Ny In) + m<Eu,v nUJ In> <a+ m(Eu,U nUJ In)

n=1 n=1 n=1
Definiendo A = E, ,N ( Uivzl In), estd claro por lo anterior que m(A;) > s—a, ya que los extremos
de los intervalos tienen medida de Lebesgue nula. Tomemos € > 0 e y € A; cualesquiera. Como
{fn}flvzl es una coleccién finita de abiertos disjuntos dos a dos que contiene a Aj, existe 0 < k < €
tal que el intervalo J, ¢ = [y,y + k] estd contenido en un tinico I, ) con n(z,¢€) € {1,..., N} y se
verifica que f(y+k)— f(y) > uk. Por tanto, razonando como antes, por el Lema de los recubrimientos
de Vitali existe una coleccién finita J; = [y1,y1 + k1], .., J;r = [ynmr, ymr + kar] de tales intervalos,

que son disjuntos dos a dos y satisfacen que
M
m(Al \ U Jj) <«
j=1
de forma que

s—a < m(A;) = m<A1 \ LAj Jj> +m<A1 N LAj Jj> < a+m<A1 N LAj Jj) (6.2)
j=1 j=1

j=1

Denotemos I,,(;) al tinico intervalo que contiene a J; para cada j = 1,..., M. Entonces por (6.2) y la

monotonia de f se tiene que

u(s — 2a) <u.m(Am U Jj> Su-m(Lj\ij) :uizuj) = ‘Mlukj

j=1 7=1

M N
< [flys+ k) = fu) = [f(y; + K5) — fy;)]
j=1

= n=1n(j)=n
N N N N
< Z[f(xn) — flzn —hy)] < thn = UZZ(In) = v-m< U In> <v-m(0) <v(s+ )
n=1 n=1 n=1 n=1

Como «a > 0 es arbitrario, la desigualdad anterior implica que us < vs. Sin embargo u > v, por lo
que concluimos que m(A) = s = 0.

O

Teorema 6.2.8. Sea f : [a,b] — R mondtona creciente. Entonces f es derivable en casi todo punto,

su derivada f' (supuesta no negativa en los puntos donde f no es derivable) es una funcion sumable
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no negativa, Yy se tiene que
b
© [ 1am < 10 - 1la) (63)

Demostracién. Por el Lema 6.2.7 sabemos que f’ existe m-a.e. como una funcién R-valuada. Cla-
ramente [ es derivable siempre que f’ sea finita, por lo que basta probar que f’ es una funcién

sumable no negativa y finita m-a.e. que satisface (6.3). Definamos para cada n € N la funcién

it R, ) =n| {2+ ) - S

donde entendemos que f(y) = f(b) para todo y > b. Como f es mondtona creciente, se tiene que gy,
es medible y no negativa. Ademds estd claro que f’ = lim,_,+o g, en los puntos donde existe f’. Por
tanto f’, definida como f’ = lim,, s g» en el conjunto de puntos de medida donde las derivadas
de Dini no son iguales entre si (que tiene medida de Lebesgue nula), es una funcién medible no

negativa. Por dltimo, aplicando el Lema de Fatou para la integral de Lebesgue se tiene que

@ [ 7dm <vimint () [ guim) =t (@) [ a0+ 1) - s amie)

a

b+1 b bl atl
:h’minf<(£)/ +”nfdm—(ﬁ)/ nfdm)zliminf((ﬁ)/ +"nfdm—(,C)/ +nnfdm>
a a b a

n—oo 1 n—oo
T

n—o0

— liminf <f(b) -~ " dm) < 1) - f(a)

Por tanto, f’ es sumable y finita m-a.e., por lo que f es derivable en casi todo punto. De esta

manera queda probado el resultado. O

Nota 6.2.9. La desigualdad en la integral del anterior teorema no puede mejorarse en general a
una igualdad. Un contraejemplo clasico es la escalera de Cantor, que comentaremos en el Ejemplo

6.2.17 y para la cual la desigualdad es estricta.

6.2.2. Derivacién de integrales

En esta seccién estudiaremos las condiciones bajo las cuales podemos derivar la integral de una
funcién, y su derivada es la funcién original, respondiendo asi (P1). Como cabe esperar en el marco
de la teorfa de la medida, el resultado sera cierto m-a.e. (Teorema 6.2.14), aunque antes deberemos

demostrar una serie de resultados auxiliares.

Nota 6.2.10. Consideremos una funciéon f € Li([a,b]). Entonces podemos escribir su funcién

integral como

Fa) =) [ fam=(0) [ 1" am—0) [" 1 dm

a a
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Por tanto F' es la diferencia de dos funciones monétonas crecientes, por lo que por el Teorema 6.2.8

sabemos que F' es derivable en casi todo punto y F' € L1([a,b]).
Lema 6.2.11. Sea f € Li([a,b]). Si su funcion integral se anula en |a,b], entonces f =0 m-a.e.

Demostracion. Definamos el conjunto A == {zx € [a,b] : f(x) > 0} (la demostracién es andloga
neN A,, donde
A, = {z € [a,b] : f(x) > 1/n} para cada n € N. Como f es medible, para cada n € N se tiene

para el conjunto de puntos donde f es estrictamente negativa). Claramente A =

que A, es un conjunto medible Lebesgue, y como A es unién numerable de estos conjuntos, basta
probar que m(A,) = 0 para concluir el resultado.

Fijemos n € N y supongamos por reduccién al absurdo que m(A4,) > 0. Entonces por la Ca-
racterizacion topoldgica de los conjuntos medibles Lebesgue existe un cerrado C tal que C C A, y
m(C') > 0. Definamos el conjunto B := (a,b) \ C. Claramente B es abierto, por lo que existe una fa-
milia numerable de intervalos abiertos {(am, bm)}oo_; disjuntos dos a dos tal que B = |J,>_ (am, bm)-

Por tanto, como la funcién integral de f se anula en todo el intervalo se tiene que

& bn an 0 bn,
0= <(£) fdm— (L) f dm) = <(£) f dm) = (L) [ fdm
2\, / (@], /,
b 1
— (@ [ ram) = (@) [ gm) =~(0 [ ram) < ~Lnic)
Esto es una contradiccién, por lo que m(A,) = 0 y concluimos la demostracién. O

Proposicién 6.2.12. Sea f € £1([a,b]) no negativa. Entonces para cada € > 0 existe § > 0 tal que
para todo A € L([a,b]) con m(A) < d se tiene que

(E)/Afdm<e

Demostracion. Notemos que si f es acotada el resultado es trivial. Definamos las funciones f, = fAn
para cada n € N. Dado € > 0 arbitrario, como {f,}°°; es una sucesién creciente de funciones
medibles tal que f,, — f, sabemos por el Teorema de la convergencia mondtona que existe N € N

tal que
€
<c>/Edem> (E)/Efdm—2

Definamos ¢ := ¢/(2N). Entonces dado A € L([a,b]) con m(A) < § cualquiera concluimos que

(ﬁ)/Afdm:(ﬁ)/A(f—fN)dm+(/J)/Adem<;+Nm(A)<;+;:6
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Lema 6.2.13. Sea f € L1([a,b]), entonces su funcion integral F' es continua en [a,b]. Ademds, para

todo x € [a,b] yn € N se tiene que

1

lim ((c) / o anm) — F(a)

n—oo

Demostracion. La continuidad de la funcién integral F' es trivial por la Proposicién 6.2.12. Tomemos
n € Ny x € [a, b] arbitrarios. Como F' es continua es integrable Riemann, por lo que podemos definir
su funcién integral en el sentido de Riemann H : [a,b] — R. Entonces por el Teorema fundamental
del célculo 6.1.3 se tiene que H'(x) = F(x), por lo que como la integral de Lebesgue generaliza a la

de Riemann concluimos que

lfm <(c) /fi nF dm) = limn {H <x + i) - H(x)} = H'(z) = F(x)

n—o0 n—oo

O]

Ahora ya estamos en condiciones de probar el resultado mencionado, que podria verse como un

Primer Teorema Fundamental del Caclculo para la integral de Lebesgue:

Teorema 6.2.14. Sea f € L1([a,b]). Entonces su funcion integral F' es derivable en casi todo punto

y ademds F' = f m-a.e.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f estd acotada por una constante K > 0. Sea
F : [a,b] — R su funcién integral. Como f € L;i([a,b]) sabemos por la Nota 6.2.10 que F' es
derivable en casi todo punto y ademds F’ es sumable. Definamos para cada n € N las funciones

medibles )
T+

foila,b] — R, fu(z) :n[F<x+Tll> —F(z)] :n[(ﬁ)/x nfdm]

donde entendemos que f(y) = f(b) y F(y) = F(b) para todo y > b. Claramente F' = lim,,_,~ fp
m-a.e. y como |f| < K se tiene que |f,(x)] < K para cada n € N. Entonces, por el Teorema de la

convergencia dominada y el Lema 6.2.13 se tiene para cada x € [a,b] que

@ [ #dm = tin () [ fuam) = 1 () [0 F v+ ) = £ |amio))
~ lim ((c) /a Tl nF dm — (L) / P dm> = lim <([,) /x T Pdm - (£) / 0 dm>

~ F(@) - Fla)= (©) [ fam
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Por tanto, la funcién integral de F' — f se anula en [a, b], por lo que por el Lema 6.2.11 se cumple
que F' = f m-a.e.

Supongamos ahora que f € Li([a,b]) es no negativa. Sea F : [a,b] — R su funcién integral.
Como f es no negativa sabemos que F' es creciente, por lo que por el Teorema 6.2.8 se tiene que F

es derivable en casi todo punto, F’ € £1([a,b]) y ademés se tiene que

b b
(z,)/ F'dm < F(b) — F(a) = (z,)/ fdm

Veamos que F’ > f m-a.e. Definamos para cada n € N las funciones f,, = f A n, y denotemos
F, : ]a,b] — R a la funcién integral de f, y G, : [a,b] — R a la funcién integral de f — f,. Fijemos
n € N arbitrario. Claramente |f,| < n, por lo que por el caso anterior sabemos que F), es derivable
m-a.e. y F, = f m-a.e. Ademds, como f — f, > 0 sabemos que G, es una funcién creciente, por
lo que por el Teorema 6.2.8 sabemos que es derivable m-a.e. y su derivada G}, es no negativa. Por
tanto, como F = G,, + F,, se tiene que F' = G, + F), > F = f, m-a.e., de donde tomando limites

deducimos que F’ > lim,, ,o fn = f m-a.e. De esta manera hemos probado que

b
(©) [(F = fyam =0

Sin embargo, F’ — f > 0 m-a.e., por lo que necesariamente F’ = f m-a.e.
En el caso general f € £1([a,b]) basta tener en cuenta que f = f*— f~ donde f*, f~ € £1([a,b])
)

son funciones no negativas. De esta manera, si F™(F ™) : [a,b] — R es la funcién integral de f(f7),
por el caso anterior se tiene que F = F+ — F~ es derivable m —a.e. y ademds F' = (F*) — (F~)' =

ft — f~ = f m-a.e. Esto concluye la demostracién. O

6.2.3. Integracién de derivadas

Pasamos ahora a estudiar las cuestiones (P2) acerca de la integracién de la derivada. Para
ello, debemos introducir una clase de funciones que seran esenciales en este aspecto: las funciones

asbolutamente continuas.
Definicién 6.2.15. Una funcién f : [a,b] — R se dice que es absolutamente continua si para todo
e > 0 existe 6 > 0 tal que, para cada subparticién {[z;, z;|}_, de [a, b], se tiene que
n n
Dolwi—all <5 = Y |f(w:) - fla})] <e (6.4)
i=1 i=1

Ademas, denotaremos AC([a,b]) a la clase de estas funciones sobre [a, b].
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Claramente las funciones absolutamente continuas son continuas, y por la siguiente Proposiciéon
también de variacion acotada. Sin embargo el reciproco no es cierto, siendo la escalera de Cantor

(Ejemplo 6.2.17) una funcién continua de variacién acotada pero no absolutamente continua.
Proposicién 6.2.16. AC([a,b]) C BV([a,b))

Demostracion. Sea f € AC([a, b]) cualquiera, veamos que es de variacién acotada. Dado € > 0, como
f es absolutamente continua existe § > 0 verificando la Definicién 6.2.15. Tomemos N € N tal que
§ = b_T“ < 4, y definamos los intervalos I, := [a 4+ nd’,a + (n 4 1)d’] para cadan =0,..., N — 1.

Sea P = {z;}I", una particién arbitraria de [a,b]. Consideremos la particién P’ = {yj}j]\il P
resultado de anadir a P los extremos de los intervalos Ii,...,Iy que no se encuentran en P, y
definamos la secuencia {m,}N_, C {1,...,m} verificando que y,,, = a + nd’ para cada n =0, ..., N.
Entonces {[yj—1,;]} i1 €s una subparticién de [a,b] tal que Y74 ) Jy; —yj | = 1(1) = &' < 6
para cada n =0, ..., N — 1, por lo que

m M N—1 mnp41
D 1) = fzia) Z f(yj-1) Z yj) — fyj-1)] < Ne
i=1 j=1 n=0 n+1
Por tanto Var(f,[a,b]) < Ne < oo, por lo que f es de variacién acotada. O

Ejemplo 6.2.17 (La escalera de Cantor). Construyamos la funcién A : [a,b] — R de la siguiente

manera. Sea Ag(x) = z para todo x € [a, b], definamos recursivamente las funciones

$A-1(32) si 0<z< 3
Ay i fa,b] = R, Ay(t) = : si $<z<2
F+H A 1Bz —2) si 2<a<1

para cada n > 1. Entonces, dado n > 1 estd claro que A, es continua, y si definimos K =

M&X,e(q,5] |A1(7) — Ao()] < 00, es facil comprobar separando los tres casos adecuadamente que

1

mix A (@) — Aa(o)] < erg[g);]mn@:) A (@) € < K
para cada n > 1. De esta manera, para cada m > n se tiene que
m—1 m—1 4 1
185 Ana) = 8(@)] < 3 s Ania(o) = @) € 3 oK < g K

Por tanto {A,}22 es una sucesiéon de Cauchy en (C([a,b]), |||/, ), pero como este es un espacio de

Banach, sabemos que existe A = lim,,_,oc A,C([a, b]). Ademads, por construccién A,, es una funcién
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creciente no negativa para cada n > 1, por lo que A también lo es. De esta manera, A es una funcién
de variacién acotada, creciente y continua. Por otro lado, es facil comprobar que A es constante
sobre el complementario del conjunto de Cantor, y como este ultimo es m-nulo, se tiene que A es
derivable m-a.e. y A’ = 0. Entonces, si A fuera absolutamente continua, por el Teorema 6.2.20 se

tendria que

Oz(ﬁ)/olA’dm:A(l)—A(O):l

lo que es una constradiccién. Por tanto, se sigue que A es una funcién continua, creciente, de variacién

acotada pero no absolutamente continua.

Y

Figura 6.2: La escalera de Cantor.

Nota 6.2.18. Observemos que como toda funcién absolutamente continua es de variacién acotada,
puede expresarse como la diferencia de dos funciones crecientes, por lo que por el Teorema 6.2.8 es

derivable en casi todo punto.

Nos centraremos a continuacién en caracterizar las funciones que pueden expresarse como inte-

grales indefinidas de cierta funcién sumable, para lo cual necesitamos el siguiente lema:
Lema 6.2.19. Sea f € AC([a,b]). Si f' =0 m-a.e. entonces f es constante.

Demostracion. Basta probar que f(a) = f(b), ya que para cada z € [a,b] podemos restringirnos al
intervalo [a, z] y demostrar andlogamente que f(a) = f(x). Definamos el conjunto E = {z € (a,b) :

f'(x) = 0}, que por hipétesis cumple que m(E) = b—a. Fijemos o > 0y nn > 0 arbitrarios. Entonces
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dado z € E'y € > 0, como f'(x) = 0 existe 0 < h < € tal que el intervalo I, = [z, + h] estd
contenido en [a, b] y se cumple que |f(x + h) — f(x)| < nh.

Claramente la familia F = {I, ¢ }zcE >0 €s un recubrimiento de Vitali de E. Ademads, como f es
absolutamente continua existe § > 0 asociado a « en el sentido de la Definicién 6.2.15, por lo que por
el Lema de los recubrimientos de Vitali existe una coleccién finita de intervalos Iy = [z1, 21 + hi],

o In =[zn, 2N + hy| de F disjuntos dos a dos tal que

m<E\L]jIn> <0

Supongamos sin pérdida de generalidad que 1 < z2 < ... < zy, v definamos yg == a, y1 = x1 + hy,

vy Yn = Xy + hp, Yntr1 = b. Entonces como 11, ..., Iy son disjuntos dos a dos se tiene que
a=yo<z1<y1 <22 <..<aTN <Yy <YNt+1 =10

por lo que

Zmnﬂ—yn =b—a— Zhn—m <CJ In> <m(E)—m<EﬂglIn> :m<E\nCJ1 In> <0

n=1

Por tanto, como § > 0 se ha escogido para que se verifique (6.4) se tiene que

N N N
) = | 20— st + D) - f(wn)]‘ <5 | fni) — Flun)l
]3 n=1 n]\([)
Z — xn]<a+277h a+n~m(UIn)§a+n(b—a)
= n=1 n=1

de donde, por ser @ > 0y n > 0 arbitrarios, concluimos que f(a) = f(b). De esta manera queda

probado el resultado. O

Teorema 6.2.20 (Caracterizacién de las integrales de Lebesgue indefinidas). Una funcion F :
[a,b] = R es una integral indefinida de una funcion sumable si y solo si ' € AC([a,b]). Ademds, en

estas condiciones se tiene que

b
(ﬁ)/ F'dm = F(b) — F(a)

Demostracion. (=) Supongamos que existe una funcién f € L£i([a,b]) y C € R tal que para cada

x € [a,b] se tiene

F(x):C—k(E)/xfdm
4
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Veamos que F' es absolutamente continua. Fijemos € > 0 abitrario. Entonces por la Proposicién
6.2.12 existe 0 > 0 tal que para cualquier subparticién {[z;, 2]}, de [a,b] tal que > 7" | |z; — o} =

m(U?:1($u$;)) < 4§ se tiene que

) [ ram <3 (i0) [Cinam) o) [ islam <o

n

S IFG) - Fa)l =Y
=1

i=1

y por tanto F' € AC([a, b]).

(<) Supongamos ahora que F € AC([a,b]). Entonces por la Proposicién 6.2.16 se tiene que
F es de variacién acotada, por lo que existen dos funciones mondétonas crecientes Fy y Fy tal que
F = I} — F;. Por tanto, por el Teorema 6.2.8 sabemos que F1 y F5 son derivables m-a.e. y sus
derivadas F| y F} son funciones sumables no negativas. De esta manera F es derivable m-a.e. y su

derivada F” = F| — F} es una funcién sumable, por lo que podemos definir la funcién
x
Hilab— R H) = (ﬁ)/ F'dm
a

Entonces H es la integral indefinida de una funciéon sumable, por lo que por la implicacién probada
anteriormente se tiene que H € AC([a,b]). Por tanto, la funcién h = f — H es absolutamente
continua, y por el Teorema 6.2.14 se tiene que H es derivable m-a.e. y cumple que h/ = F/ — H' =0
m-a.e. De esta manera, por el Lema 6.2.19 concluimos que h es constante, por lo que para cada

x € [a,b] se tiene que

=
&
|
=
S
]
=
&
|
=
S5
]

(L) / Fdm

lo que prueba que F es la integral indefinida de una funcién sumable. O

Nota 6.2.21. El desarrollo que se ha realizado para la integral de Lebesgue en R tiene una gene-
ralizacion para la integral de Lebesgue sobre R™. El Teorema 6.2.14 sobre la derivada de la integral
se traslada a R™ mediante el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue? [38, Theorem 7.11], mientras
que la caracterizacién de las integrales de Lebesgue indefinidas se puede ver como un caso particular
del famoso Teorema de Radon-Nikodym [38, Theorem 6.10].

6.3. Integral de Daniell

En el capitulo sobre la integral de Daniell vimos que, cuando se satisface la condiciéon de Stone, los

enfoques de Lebesgue y Daniell son equivalentes. Por tanto, la relacién entre derivacion e integracion

2Este teorema se puede probar también en algunos espacios métricos de medida, como son los espacios geométri-
camente doblantes [2].
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para la integral de Daniell construida a partir de la integral de Riemann es la misma que para la
integral de Lebesgue. Sin embargo, es posible construir algunas integrales de Daniell sobre la recta
real que no satisfacen la condicién de Stone, y que por tanto no podemos estudiar bajo el marco
de la integral de Lebesgue. Los siguientes ejemplos muestran un comportamiento especialmente
patolégico entre derivacién e integracién segtiin Daniell, permitiendo incluso definir la integral de

una clase de funciones como su propia derivada.

Ejemplo 6.3.1. Consideremos la terna ([0, 1],7p, ;) donde Tp = {re : r € R}, e es la funcién
identidad en [0,1] e I;(f) = r = f’ para cada f = re € Ty. Claramente ([0, 1], Ty, [1) es un espacio
de Daniell que no satisface la condicién de Stone, por lo que su integral de Daniell no puede verse
como una integral de Lebesgue. Ademés, como T es unidimensional y R es completo, se tiene que
L=Tyy

@ [1=n=f, vicg

Claramente la clave del ejemplo anterior es que el espacio de funciones que podemos integrar es
unidimensional, lo que permite esta extrana patologia. Sin embargo, podemos construir un ejemplo

igual de problemético en espacios de dimension infinita:

Ejemplo 6.3.2. Consideremos la terna ([0, 2], 7o, I2) donde Ty esta formado por las funciones f :
[0,2] — R tal que f‘[O,l] = re para algin r € R y f‘[1,2] es una funcién sumable en el sentido de

Lebesgue sobre [1,2], y definamos el funcional

I :To =R, IL(f)=L(flpy)+ (L) [ ]fdm
1,2
Claramente ([0, 2], 70, I2) es un espacio de Daniell que no satisface la condicién de Stone, por lo
que su integral de Daniell tampoco puede verse como una integral de Lebesgue. Ademds, como
([1,2], £([1,2]), m]1,9]) es un espacio de medida completo, por el Teorema 4.5.16 y el ejemplo anterior

se tiene que .Z = T y la integral de Daniell coincide con el funcional I5.

Este tipo de construcciones hacen que no tenga sentido cuestionarse cual es la relacion entre
derivacién e integracién en una integral de Daniell sin la condicién de Stone. Ademads, nos permiten
justificar el hecho de que informalmente se diga que el enfoque de Daniell es equivalente al de
Lebesgue, ya que sin la condicién de Stone perdemos los buenos atributos de nuestra integral con

la derivacion.

116



CAPITULO 6. DERIVACION E INTEGRACION Curso 2023/24

6.4. Integral de Henstock-Kurzweil

Una de las caracteristicas mas destacadas de la integral de Henstock-Kurzweil, que inclina a
muchos matematicos a considerarla la mejor integral sobre un intervalo compacto (y sobre R), es
su relacién con la derivacion. Las restricciones que se presentan en el Teorema Fundamental del
Calculo para la integral de Riemann desaparecen casi en su totalidad, exponiendo asi la relacion

entre derivacion e integracion de la forma maés elegante conocida.

En lo relativo a las cuestiones (P1), la derivacién de la integral indefinida de Henstock-Kurzweil

se comporta de la misma manera que la de Lebesgue, esto es:

Teorema 6.4.1 (Primer Teorema Fundamental del Célculo). Sea f € HK([a,b]). Entonces su

funcidn integral F es derivable en casi todo punto y ademds F' = f m-a.e.

Demostracién. Sea A el conjunto de puntos x € [a,b] tal que DTF(z) = D™ F(x) = f(x) es finito y
E = [a,b] \ A. Entonces basta probar que E es m-nulo, ya que la demostracién para las otras dos
derivadas de Dini es andloga. Dado = € E cualquiera, negando que DY F(x) = D™ F(x) = f(z) sea
finito, sabemos que existe a(x) > 0 tal que para cada h > 0 existe y, € [a,b] con © < yp s < x+h
de manera que

— f(x)

‘F(ym,h) - F(I‘) > a(x) (65)

Ygh — T

Claramente E = |J;7 | E,, donde E,, = {z € E : a(x) > 1/n} para cada n € N. Como esta familia
es numerable, basta probar E,, es m-nulo para todo n € N. Fijemos n € N cualquiera. Dado € > 0,
como f € HK([a,b]) existe un calibre § sobre [a, b] tal que, para cada particién etiquetada P, o-fina

en [a,b], se tiene que

b
‘Sn(f,Pe)—(HIC) / fdz| < e/n (6.6)

a

Consideremos la familia de intervalos Fy, = {[z, Yz s] : © € Ej, 0 < s < §(z)}. Claramente F,, es un
recubrimiento de Vitali de E,, por lo que por el Lema de los recubrimientos de Vitali existe una

coleccioén finita de intervalos I1 = [x1,y1], ..., Inr = [xar, yar| de F, disjuntos dos a dos tal que

m*<En\ZLAle¢) <e

Por construccién se tiene que z; < y; < z; +d(x;) para cada i = 1, ..., M, por lo que P, = {1, wz}f‘il

es una subparticién etiquetada J-fina de [a,b]. Entonces, como d cumple (6.6), por el Lema de
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Saks-Henstock junto con (6.5) se tiene que

Por tanto, se tiene que

M M
m*(Ey) Sm*(En\UL) +m*<EnﬂUIi> §€+m*(UI> —e—l—z ) < 3e
i=1 i=1
Como € > 0 es arbitrario, se sigue que E,, es m-nulo. Esto concluye la demostracion. O

Nota 6.4.2. Aunque en la integral de Riemann la funcién integral es derivable en todo punto de
[a, b], para la integral de Lebesgue y la de Henstock-Kurzweil s6lo podemos asegurarlo m-a.e. Basta

considerar el Ejemplo 6.1.5, que es sumable con funcién integral no derivable en un punto.

Por otro lado, es la respuesta a (P2) donde la integral de Henstock-Kurzweil mejora no solo las
hipétesis de Riemann, sino también las de Lebesgue. En esencia el siguiente resultado expone que

toda derivada es integrable Henstock-Kurzweil, lo cual es cuanto menos sorprendente.

Teorema 6.4.3 (Segundo Teorema Fundamental del Célculo). Sea f : [a,b] — R wuna funcion

derivable en [a,b]. Entonces f' € HK([a,b]) y se cumple que

b
Gmy/fwxzﬂw—fw>

Demostracion. Fijemos € > 0 cualquiera. Como f es derivable en [a,b], para todo = € [a, b] existe

0 > 0 tal que, para cada y € [a,b] N [x — 0, x + 0], se tiene que

1f(y) = f2) = f@)(y — )| < b 5yl

Definamos el calibre ¢ : [a,b] — R como é(x) = d, para todo z € [a,b]. Consideremos una particién
etiquetada Pe = {([zi—1, zi], ;) }-, d-fina de [a,b] arbitraria. Dado i € {1,...,n}, como 0 < z; —
Ti—1 < 0(t;) =0, y wim1 < t; < xy, por la desigualdad triangular sabemos que

‘f(ﬂ%’)—f(l'i—l)—fl(tz‘)(xi—l'z‘ 1) ’ ‘f fl@in) = f/(t)(ti — zim1) |+

[#w) = £t = 7' (6) i — 1) =

< m(’ti — 1|+ |z —ti]) =

a (xz - -'Eifl)
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Por tanto, se tiene que
> [f’(ti)(wi —zi1) — flz) + f(%fl)} ‘

=1

Pt s = i) = ) + f i) < 0 Dl —wio) = (b -a) = ¢
i=1

|SR(f,Pe) = [f(b) = f(a)]] =

n
<
i=1

de donde concluimos que f’ € HK([a,b]) y su integral de Henstock-Kurzweil es f(b) — f(a). O

Nota 6.4.4. La hipdtesis de que la funcién f sea derivable en [a, b] puede ser ligeramente debilitada
[5, Theorem 4.7] permitiendo funciones derivables excepto en un conjunto numerable de puntos. Sin
embargo, no es posible debilitarla hasta funciones derivables en casi todo punto, ya que funciones
como la escalera de Cantor son derivables en casi todo punto pero no cumplen la férmula que se

establece en este resultado.

Por ultimo, faltaria saber si es posible caracterizar las integrales indefinidas de Henstock-Kurzweil.
En efecto es posible, aunque la demostracion es altamente no trivial y elaborada, por lo que nos
limitaremos a incluir el resultado en cuestién por completitud (véase [18, Chapter 9] para una de-
mostracién detallada de este resultado). La idea es generalizar la nocién de continuidad absoluta a
un concepto que incluya los calibres tan manejados en la integral de Henstock-Kurzweil, lo que da

lugar a la siguiente definicién.

Nota 6.4.5. Al igual que se definié en el capitulo anterior una subparticion etiquetada sobre un
intervalo [a, b], decimos que S, = {J;, s;}1_; es una subparticion de un conjunto E C [a,b] si S, es

una subparticién de [a, b] tal que s; € E para todo i = 1,...,n.

Definicién 6.4.6. Dado E C [a,b], decimos que una funcién f : [a,b] — R pertenece a ACs(E)
si para todo € > 0 existe n > 0 y un calibre § sobre E tal que, para toda subparticiéon etiquetada

Pe = {[xs, x}), i}, o-fina sobre E, se tiene que
n n
Dolwi—ail<n = Y |f(w) - flai)| <e
i=1 i=1

Por otro lado, diremos que f es una funcién absolutamente continua generalizada en [a,b] si existe
una sucesién de conjuntos {E,}°°, en [a,b] tal que [a,b] = U,~, En v f € ACs(E,) para cada

n € N. Ademads, denotaremos ACGyg([a, b]) a la clase de estas funciones sobre [a, b].

Nota 6.4.7. Se puede comprobar, sin mucha dificultad, que sobre un intervalo compacto [a,b] se
tiene ACs([a,b]) = AC([a,b]).
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Claramente las funciones absolutamente continuas sobre [a,b] son también absolutamente con-
tinuas generalizadas en [a, b], sin embargo el reciproco no es cierto, tal y como vemos en el Ejemplo
6.4.8. De esta manera se tiene que AC([a,b]) € ACGs([a,b]).

Ejemplo 6.4.8. Consideremos la funcién f : [0,1] — R definida como f(z) = 1/zsiz # 0y
f(0) = 0. Claramente f ¢ AC(]0,1]), ya que f no es continua. Fijemos n € N arbitrario. Entonces
f es derivable en [1/n,1], con derivada f'(x) = —1/2% para cada x € [1/n,1]. Por tanto f’ es
continua en [1/n,1], por lo que por el Teorema 6.1.4 se tiene que f es una integral indefinida en
[1/n,1] de una funcién Riemann integrable. De esta manera, como la integral de Lebesgue generaliza
a la de Riemann, f es integral indefinida en [1/n,1] de una funcién sumable, por lo que por el
Teorema 6.2.20 concluimos que f € AC([1/n,1]) = ACs([1/n,1]). Como [0,1] = {0} U U2 [1/n,1]
y f € ACs(0) = ACs([0,0]) trivialmente, se sigue que f € ACG;([0, 1]).

Ahora si, estamos en condiciones de enunciar la caracterizacién buscada:

Teorema 6.4.9 (Caracterizacion de las integrales de Henstock-Kurzweil indefinidas). Una funcion

F : [a,b] — R es una integral indefinida de una funcion Henstock-Kurzweil integrable si y solo
F € ACGs([a,b])

Este resultado tiene dos consecuencias especialmente relevantes. Por un lado, como AC(][a,b]) C
ACGs([a, b]), se deduce que la la integral de Henstock-Kurzweil generaliza a la de Lebesgue (hecho
ya probado en el capitulo anterior). Por otro lado, histéricamente este resultado fue clave en la
demostracién de que las integrales de Denjoy-Perron y Henstock-Kurzweil son equivalentes. La idea
es que se puede probar un resultado andlogo para la integral de Denjoy-Perron [18] en términos de
otra generalizacién de la continuidad absoluta, cuya clase de funciones denotaremos ACG([a, b]).
Entonces, es posible demostrar que ACG.([a,b]) = ACGs([a, b)), lo que implica que ambas integrales

son en efecto equivalentes.
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Conclusiones

El concepto de integral esta anclado en los origenes de la matematica moderna. A lo largo de
este trabajo hemos visto como evoluciona la forma de entender este concepto matematico, pasando
de unos origenes eminentemente practicos a un formalismo tedrico en continuo desarrollo, siempre
buscando mejorar las propiedades y resultados de las teorias precursoras, aunque sin olvidar ese
pensamiento (en la linea del concepto de medida mas fisico) de que el valor de la integral no debe
depender de la teoria de integracion utilizada. Es en esta direccién donde emerge un principio, que
aunque no escrito, es fundamental para dar una dltima vision al trabajo: si una teoria de integracion

gana en generalidad, entonces pierde en sus propiedades.

Desde la integral de Riemann hasta la de Henstock-Kurzweil, vemos cémo, al mismo tiempo que
ciertas propiedades e hipétesis de los resultados desaparecen y aparecen, se consigue extender el con-
cepto de integral a mas y mas funciones. El reducido espacio de las funciones Riemann integrables
deja paso a las funciones con integral impropia de Riemann, perdiendo asi la estructura de reticulo
y obligando a introducir el concepto de integrabilidad absoluta. Al estudiar la integral de Lebesgue
llegamos a una teoria de integracién donde se satisfacen poderosos teoremas de convergencia, con
buenas propiedades de reticulo y linealidad, y una relacién con la derivacién mas profunda que la
que se da para la integral de Riemann. Sin embargo, el hecho de que las funciones sumables deban
ser absolutamente integrables resulta ser un problema para la integral de Lebesgue, lo que entre
otras cosas nos lleva a introducir la integral impropia de Lebesgue (donde nuevamente se pierde la
estructura de reticulo). Similar es el caso de la integral de Daniell, equivalente a la de Lebesgue en
la mayor parte de los casos, y que en los Unicos en los que se la puede considerar mas general da
lugar a patologias con la derivacién poco deseables. Por tltimo, la integral de Henstock-Kurzweil
consigue la clase de funciones integrables mas general, tiene la relacion con la integral impropia de
Riemann que desedbamos, y ademas su relacién con la derivacién es perfecta. Esto nos plantea la

pregunta, jes la integral de Henstock-Kurzweil la mejor integral sobre la recta real?

Nada mas alejado de la realidad, la integral de Henstock-Kurzweil tiene por supuesto algunos
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incovenientes. A diferencia de las funciones sumables, no toda funcién Henstock-Kurzweil integrable
lo es absolutamente®. Més ain, y aunque no se demuestra en este trabajo, se puede probar que
I 1fl € HK([a,b]) siy solo si f € L1([a,b]) [33, Theorem 5.52], por lo que no tiene sentido definir
una norma sobre HK([a,b]) de la misma manera que lo hacemos para £L1([a,b]) (ya que por lo an-

terior acabarfamos con el mismo espacio).

Esto tiene consecuencias préacticas muy problemdticas. Mientras que £i([a, b]) tiene una norma
natural que hace a este espacio completo (técnicamente al espacio de clases de equivalencias de
funciones sumables), el espacio HK([a, b]) no admite una norma natural. Es posible construir diver-
sas seminormas sobre este espacio, como la de Alexiewicz basada en sus integrales indefinidas, sin

embargo ninguna de ellas mantiene propiedades como la completitud del espacio.

Otra problemética similar de HX([a,b]) es que no es un reticulo de funciones, aunque esta es
una caracteristica ineludible si deseamos que el Teorema de Hake sea vélido. Si queremos que una
teoria generalice a la integral impropia de Riemann, sabemos que vamos a tener que lidiar con fun-
ciones no absolutamente integrables, lo que nos va a romper la estructura de reticulo (ya que si lo
fuera, la parte positiva y negativa de las funciones integrables serian integrables, y en consecuencia
el valor absoluto de la funcién también lo serfa). Reciprocamente, si queremos que las funciones
integrables formen un reticulo, entonces toda funciéon va a ser absolutamente integrable, de mane-
ra que no podemos generalizar a la integral de Riemann impropia. De esta manera, a la hora de
construir una teoria de integracién debemos realizar una eleccién: generalizar a la integral impropia

de Riemann (Henstock-Kurzweil) o mantener una buena estructura de reticulo vectorial (Lebesgue).

Por otro lado, y aunque en este trabajo nos limitamos a explorar teorias de integracién sobre
la recta real, cabe destacar que la integral de Henstock-Kurzweil carece de la gran generalidad de
la integral de Lebesgue, dado que solamente el paso a cubos de R” ya trae una serie de problemas.
Aunque algunos teoremas de convergencia y el Teorema de Fubini son ciertos, otros tan clédsicos
como el Teorema de la Divergencia dejan de ser validos. Ademads, a diferencia de la integral de
Lebesgue, esta integral no se comporta bien bajo rotaciones del espacio. Todo esto ha provocado
que diversos autores hayan intentado en los tltimos afios encontrar una manera de construir una
teoria de integracién condicional en R™ que satisfaga los teoremas clasicos, ain sin exito.

De esta manera, queda claro por qué la integral de Lebesgue continua siendo la integral por ex-

celencia, tanto a nivel formativo como de investigacion. Aun asi, la introduccién de la integral de

3En algunos lugares de la literatura se habla de que la integral de Henstock-Kurzweil es una integral condicional
para referirse a este hecho.
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Henstock-Kurzweil en lugar de la de Riemann en los primeros cursos de Anélisis y Célculo es una
opcién mas que razonable. No solo desarrolla una potente y econémica teoria de integracién, sino
que es una sutil modificaciéon de la integral de Riemann, por lo que no deberia suponer un gran

esfuerzo adicional para los estudiantes de los primeros cursos del Grado de Matematicas.
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Anexos

En estos anexos expondremos algunos resultados auxiliares que, o bien no son el tema central
del trabajo, o bien fueron probados en alguna asignatura del Grado de Matematicas. Las referencias

utilizadas son [21] para el Teorema de Hahn-Banach y [19] para las cuestiones sobre semiintervalos.

A. El Teorema de Hahn-Banach

Definicién A.1. Un espacio normado es una dupla (X, ||-||), donde X es un espacio vectorial y ||-||

es una norma, i.e. una aplicacién
II]l : X x X — [0, 00)

verificando las siguientes condiciones:

(N1) ||z]| =0<=2=0

(N2) |laz|| = |a| ||z||, Va e R,Vz € X

(N3) [l +yll < lz]l + |z}, Vo, y € X

Ademas, si toda sucesién de Cauchy es convergente diremos que (X, ||-||) es un espacio de Banach.

Definicién A.2. Dado un espacio normado (X, |||y), decimos que una dupla (Y,|-|ly) es un

subespacio de (X, ||-||x) si Y es un subespacio vectorial de X y |||y es la restriccién de ||-||y a Y.

Definicién A.3. Dado un espacio normado (X, ||-|| y), decimos que una aplicacién lineal f : X — R

es un funcional sobre X si existe C' > 0 tal que
f(@)| < C =]

para cada r € X. Ademas, en estas condiciones se define la norma de f como

11 = sup 1)
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Teorema A.4 (Hahn-Banach). Sea f un funcional sobre un subespacio (Z,|||,) de un espacio
normado (X, ||| x). Entonces existe un funcional f sobre sobre X que es una extension de f a X y

tiene la misma norma, esto es

1Fllx = 11£1lz

B. Algunos resultados sobre semiintervalos

Proposicién B.2. Sea N € N y {I,}_, C C. Entonces existe {J,}M_, C C tal que

Im
1

[ =

N
U=
n=1

m

Teorema B.3. Sea R el anillo generado por los semiintervalos acotados. Entonces

R = { |i| L, {LYY_ ¢ c}
n=1

Definicion B.4. Sea n € N. Decimos que un intervalo I C R es un intervalo diddico de orden n si

Jen
2n T 2n

Teorema B.5. Sea O C R un abierto. Entonces existe una familia numerable de semiintervalos

diddicos {I;}32, disjuntos dos a dos tal que O = J;2, I;.

existe k € Z tal que
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Lista de Simbolos

[a, b] Intervalo compacto de R

C([a, b)) Espacio de las funciones continuas en |a, b]

C.(R) Espacio de las funciones continuas con soporte compacto en R

R([a, b)) Espacio de las funciones integrables Riemann en [a, b]

R!([a, o)) Espacio de las funciones con integral impropia de Riemann convergente en [a, c0)

R(w,[a,b])  Espacio de las funciones integrables Riemann respecto de w en [a, b]
L1 ([a,b]) Espacio de las funciones sumables en [a, b]
Ll ([a, ) Espacio de las funciones con integral impropia de Lebesgue convergente en [a, 00)

HK([a, b)) Espacio de las integrables Henstock-Kurzweil en [a, b]

B([a, b]) Espacio de las funciones acotadas en [a, b]
BV({[a,b]) Espacio de las funciones de variacién acotada en [a, b]
AC(]a, b)) Espacio de las funciones absolutamente continuas en [a, 0]

ACGs([a,b]) Espacio de las funciones absolutamente continuas generalizadas en [a, b]

P Particién de un intervalo [a, b]

S Subparticién de un intervalo [a, ]

Pe Particién etiquetada de un intervalo [a, b]

Se Subparticién etiquetada de un intervalo [a, b]
C Clase de los semiintervalos acotados en R
I(I) Longitud del intervalo [

Var(w, [a,b]) Variacién de w en [a, b]
B(R) o-algebra de los conjuntos de borel de R
L(R) o-algebra de los conjuntos medibles de Lebesgue de R
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LISTA DE SIMBOLOS

XE

fAg
fVyg

f+

=

(f7)

Medida de Lebesgue en R

Unién de una familia de conjuntos disjuntos dos a dos
Funcién caracteristica del conjunto F

(f A g)(t) = min{f(t), g(t)}

(f vV g)(t) = méx{f(t),9(t)}

ff=fVvO0, f-=fA0

Funciones R-valuadas definidas sobre X
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