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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar la Teoria Axiomadtica de Zermelo-Fraenkel y estudiar su
consistencia. Para ello, se comienza exponiendo la Loégica de Primer Orden, para comprender el
lenguaje en el que se expresan los axiomas. Ademads, se realiza una introduccién a la Teoria de
Modelos, que nos permite entender el significado de los Teoremas de Completitud e Incompletitud

de Godel, los cuales serdn la herramienta para analizar la consistencia.

A continuacién, se presentan los axiomas de Zermelo-Fraenkel y se incluye una discusién sobre el
Axioma de Eleccién. También se anaden conceptos que surgen de forma paralela al desarrollo de

los axiomas, siendo los niimeros naturales los que adquieren mayor relevancia.

Por tltimo, se desarrolla el concepto de niimero ordinal y su aritmética. Esta tltima nos sitia de
nuevo en el contexto de los Teoremas de Incompletitud, por lo que el trabajo se concluye estudiando

su aplicacién a la Teoria Axiomatica de Zermelo-Fraenkel.



Introduccion

Este trabajo surge del interés por profundizar en la Teoria Axiomatica de Conjuntos, tras conocer
la existencia de las paradojas que surgen de la teoria convencional y que sacan a relucir la necesidad

de una axiomatizacion.

A lo largo del Grado en Matemadticas, se han explorado numerosos conceptos, resultados y temaéticas,
alcanzando altos niveles de complejidad. Sin embargo, con este trabajo se ha pretendido cerrar el
ciclo y volver a los origenes de todo lo estudiado, pues, aunque su complejidad no es menor que
la de aquello visto, su naturaleza pasa habitualmente mas desapercibida. Aunque es légico que en
la practica no se tenga siempre en mente, la Teoria de Conjuntos termina siendo aquello que se
encuentra debajo de todo lo que podemos construir en matemaéticas. Es por ello que el objetivo
fundamental de este trabajo es presentar y desarrollar un fundamento sélido sobre el que poder

cimentar las matematicas.

Para llevarlo a cabo, se han consultado diversas fuentes de referencia, que aparecen especificadas en
la introduccién de cada capitulo. Se ha tratado de compaginar los diferentes puntos de vista presentes
en los manuales, creando una notacién comun y unificando varias perspectivas en un tinico desarrollo
propio. Las definiciones, aunque basadas siempre en alguna referencia, han sido en alguna ocasion
adaptadas para integrarse en el hilo argumental del trabajo. En cuanto a las proposiciones, teoremas
y corolarios, estos han sido obtenidos de los diferentes textos, en los que aparecian bien como un
enunciado o bien como una observacion que ha sido formalizada. En cuanto a las demostraciones,
estas se han desarrollado de manera propia, ampliando generalmente las indicaciones dadas en los
textos, aunque en algunas ocasiones se han desarrollado integramente de forma personal. Algunos
teoremas se enuncian sin demostracién, debido a que esta excede el contenido del trabajo. En ese
caso, se ha citado la fuente de la que procede el enunciado, en la que se puede encontrar dicha

prueba.

En cuanto al contenido del trabajo, se considera que el primer paso para conseguir una base firme es
precisamente entender por qué es necesaria, y por qué no se pueden asumir como intuitivos ciertos
conceptos como el de conjunto. Esto, junto con una contextualizacion histérica, se ha llevado a cabo

en el Capitulo 0.



En el Capitulo 1 se explora la herramienta esencial para obtener nuestra base: la Légica Matematica.
Se describen los lenguajes de primer orden y los sistemas deductivos, que constituyen las piezas prin-
cipales de cualquier construccién. Ademas, mediante la Teoria de Modelos, se dota de un significado
a la légica anterior, acercandola a nuestro propio razonamiento intuitivo. Finalmente, se presen-
tan los Teoremas de Completitud e Incompletitud de Godel, que permiten conocer las fortalezas y

limitaciones de aquellas teorias derivadas de la logica.

En el Capitulo 2 se desarrolla el fundamento buscado: la Teoria Axioméatica de Conjuntos. Se
consideran los axiomas de Zermelo-Fraenkel, aunque se mencionan otras alternativas. Se comienza
explorando los primeros axiomas presentados por Zermelo y los conceptos mas importantes que se
derivan de ellos, con especial interés en los nimeros naturales. Estos seran construidos desde una
perspectiva conjuntista y seran a su vez el germen de conceptos de gran utilidad. A continuacién,
se anaden los axiomas que dan lugar a la Teoria Axiomdtica de Zermelo-Fraenkel. También se
presenta el Axioma de Eleccién pues, aunque no sea imprescindible, constituye el cimiento de una

gran cantidad de resultados.

Finalmente, el objetivo serd evaluar la teoria que se ha presentado. Para ello, es necesaria la cons-
truccion de los nimeros ordinales y de su aritmética, lo que constituye el contenido del Capitulo 3.
Se desarrollan estos conceptos y se presentan de forma paralela nuevas herramientas que se derivan
de ellos: el Teorema de Recursion Transfinita y el Principio de Induccién Transfinita. Visto esto, se
termina valorando los axiomas de Zermelo-Fraenkel y conociendo sus caracteristicas y alcance, que

seran por extension los de las matematicas.

El trabajo finaliza con un cépitulo de conclusiones que recoge los resultados mas importantes y sus

implicaciones.



0 | Contexto y motivacién.

La Teoria de Conjuntos Naive

0.1. Contexto histdrico

Aunque la nocién de conjunto puede parecer algo intrinseco dentro de las matematicas, o quizds un
concepto demasiado intuitivo para necesitar una definicién formal, no fue hasta la segunda mitad del
siglo XIX cuando, de la mano de Georg Cantor, empezd a desarollarse una teoria que explorase esta
idea: la Teorfa de Conjuntos. En ella se consideraba un conjunto simplemente como “una coleccion
de elementos”, siendo estos elementos objetos de cualquier tipo. El principal atractivo del estudio
del concepto de conjunto reside en que, tras muchos intentos por unificar las matematicas bajo una
misma rama, la teoria de conjuntos se postula a dia de hoy como la mejor candidata. Como bien

explica Patrick Suppes en [Suppes, 1960]:

“Entre las muchas ramas de las matemdticas modernas, la teoria de conjuntos ocupa un lugar
unico: con algunas raras excepciones, las entidades que se estudian y analizan en matemdticas
pueden ser consideradas como ciertos conjuntos particulares o clases de objetos. Como
consecuencia, muchas preqguntas fundamentales sobre la naturaleza de las matemdticas pueden

reducirse a prequntas sobre teoria de conjuntos.”.

Sin embargo, es curioso saber que el inicio de la Teoria de Conjuntos se debe a los trabajos de
Cantor en el campo de las series trigonométricas, alrededor de 1870. Al estudiar la convergencia de
ciertas series, descubrié propiedades de algunos conjuntos de ntmeros reales, que pronto entendi6
que podian ser generalizadas.

Su teoria fue percibida como revolucionaria en su época por su uso del concepto de infinito, que
Cantor consideraba de manera natural, pero cuya existencia parecia plantear problemas filoséficos
a sus contemporaneos. Sin embargo, para la década de 1890 gran parte de su trabajo ya estaba
asentado, y antes del cambio de siglo hasta las partes méas novedosas eran aceptadas por grandes
personalidades, pues eran de gran utilidad en ramas como el andlisis. Ademads, trabajos de ma-

tematicos como Dedekind, que se desarrollaban a la par en el tiempo, ayudaron a formalizar esta



teoria y a encaminarla hacia su labor de unificar las matematicas.

Basandose en esta nocion intuitiva de conjunto, cominmente conocida en la literatura como Teoria
de Conjuntos Naive, se ha desarrollado una teoria ampliamente extensa, que abarca relaciones,
conjuntos bien ordenados o funciones entre otros aspectos. Sin embargo, entre 1895 y 1910, cuando
parecia que seria finalmente reconocida y aceptada, aparecieron ciertas paradojas que pusieron en

duda todo lo desarrollado hasta el momento.

0.2. Las paradojas

La primera paradoja encontrada fue publicada en 1897 por Burali-Forti, aunque habia sido real-
mente descubierta por el propio Cantor dos afios antes. Se esperaba que, haciendo pequeinas modifi-
caciones en los conceptos tedricos, esta paradoja pudiera sortearse. Sin embargo, en 1902, Bertrand
Russel encuentra una paradoja que empieza a dejar clara la necesidad de desarollar una teoria cuya
definicién de conjunto fuese mas restrictiva y formal.

En general, las paradojas se dividen en paradojas logicas y paradojas semanticas. Las primeras
son aquellas que surgen de la propia légica que fundamenta la construcciéon matematica, mientras
que las segundas provienen del uso del lenguaje con el cual hablamos de los objetos matematicos.
La maés conocida dentro de las légicas es la antes mecionada Paradoja de Bertrand Rusell,
que este publica en su conocido Principia Mathematica [Rusell y Witehead, 1927]. Es necesario
tener en cuenta que en la Teoria de Conjuntos Naive los elementos de un conjunto pueden ser
objetos cualesquiera. En particular, también conjuntos. Podemos entender la Paradoja de Rusell de

siguiente forma:

Sea A el conjunto formado por todos aquellos conjuntos que no se pertenecen a si
mismos. Es decir, el conjunto dado por todos aquellos objetos que cumplen la propiedad
“no pertenecerse a si mismo”. Entonces, si A es un elemento de dicho conjunto, cumple
la propiedad que lo caracteriza: no pertenecerse a si mismo, por lo que a la vez A
pertenece a A y A no pertenece a A. En otro caso, si A no es un elemento del conjunto
dado, tenemos que A no se pertenece a si mismo, por lo que cumple la propiedad que

caracteriza a A y de nuevo A no se pertenece a s{ mismo y se pertenece simultdneamente.

Realmente, considerando el lenguaje matemético basico que se utilizé en este teoria primitiva,
podemos observar la parte técnica de la contradiccién de manera mas sencilla. Consideramos el

simbolo €, que denominamos pertenece, de tal forma que tendremos = € y si el objeto x es un



elemento del conjunto y. De la misma forma, escribimos x ¢ y cuando x no es un elemento de y.
Ademds, si ¢ es una propiedad que pueden cumplir los objetos que se estén considerando, podemos
definir el conjunto de todos aquellos elementos que verifican esta propiedad: {x / ¢ (x)}. Asi, lo antes

expuesto se traduce en

Sea A = {z/x ¢ x}. Entonces, si A € A, tenemos que A cumple por definicién del
conjunto que A ¢ A, de donde A € Ay A ¢ A simultdneamente. Por otro lado lado,
si A ¢ A, tenemos que es un elemento cumpliendo la propiedad que define al conjunto,

por lo que A € A, de donde obtenemos de nuevo una contradiccion.

Dentro de las paradojas semdanticas nos encontramos, entre otras, con la Paradoja de Berry,
propuesta también por Rusell en 1906. Este a su vez se la atribuye a G.G.Berry, el bibliotecario jefe

de la biblioteca Bodleiana de la Universidad de Oxford [Rusell y Witehead, 1927]. Dice lo siguiente:

Teniendo en cuenta que nuestro alfabeto tiene un ntmero finito de simbolos, si nos res-
trigimos a oraciones con un numero maximo de palabras, podemos inicamente obtener
un nimero finito de ellas. Asi, sea S el conjunto de los niimeros naturales que se pueden
describir con menos de 20 palabras. Por el razonamiento realizado anteriormente, este
es un conjunto con un numero finito de elementos. En él estan por ejemplo “el primer
nimero natural” o “el tercer natural impar”. Como existe un ntmero infinito de natu-
rales, podemos tomar el primer niimero natural que no pertenezca a este conjunto: “el
menor numero natural que no puede ser descrito con menos de 20 palabras”. De forma
que este enunciado, que consta de menos de 20 palabras, determina de forma tunica a

este natural, haciendo que este pertenezca al conjunto S.

Normalmente, cuando un razonamiento nos lleva a una contradiccién de este estilo, concluimos
que alguna de las premisas es incorrecta. En este caso, llegamos a la conclusion de que no siempre
podremos considerar el conjunto de todos los objetos que cumplan cierta propiedad. La forma de

solventar este asunto es lo que motivara las nuevas teorias que presentaremos mas adelante.
0.3. La necesidad de axiomatizacion
De acuerdo con la aparicién de estas paradojas, surge la necesidad de reevaluar la definicion de

conjunto dada, e incluso se empiezan a plantear por primera vez cuestiones relativas a su existencia

v a la naturaleza de las propiedades que sean validas para definirlos. Los conjuntos ya no son algo



intuitivo, si no que es necesario desarollar una teoria axiomatica que conserve la mayor parte de los
resultados obtenidos hasta el momento, pero que evite las contradicciones.

El primero en proponer una teoria axiomatica que consiguiese el objetivo propuesto fue Zermelo,
en 1908. Como concluimos antes, las nuevas teorias axiomaticas deberian, de alguna forma, evitar
la construccién de conjuntos de la forma “todos los elementos que cumplen cierta propiedad”. Con
esto en mente, Zermelo permite Unicamente seleccionar objetos que cumplen una propiedad dentro
de un conjunto ya existente. Es decir, si se tiene un conjunto X, se puede formar el conjunto de los
elementos de X que cumple la propiedad ¢, pero no podemos considerar el conjunto de todos los
elementos verificando ¢. De esta forma, evitamos las paradojas légicas. Por ejemplo, ya no podemos
tener en cuenta el conjunto A presentado en la paradoja de Bertrand Rusell.

Por otro lado, para evitar las paradojas seméanticas, se recurre a la légica. La propiedad ¢ no puede
ser cualquiera, si no que tiene que ser correcta en el lenguaje légico utilizado para desarrollar la
teoria. Estas modificaciones son anadidas por Skolem y Fraenkel, en 1922. Con todo esto, surge la
Teoria Axiomatica de Zermelo-Fraenkel (ZF), una de las més aceptadas hoy en dia y la que

desarrollaremos en este trabajo.

Otro de los sistemas axiomdticos mas comunmente aceptado es la Teoria de von Neumann-
Bernays-Goedel (NBG). En ella, todos los objetos se denominan clases, pero se realiza una
distincién entre elementos y clases propias. Los primeros son aquellas clases que pertenecen
a otras clases, mientras que los segundos son aquellas clases que no son elementos de ninguna
clase. Asi, podemos formar conjuntos de la forma “todas las clases que son elementos y verifican la
propiedad ¢”. De esta forma, podemos considerar el conjunto A = {z / = es un elemento y x ¢ x},
pero el razonamiento de la paradoja de Rusell nos lleva a concluir que no es posible que A € A ni
A ¢ A, de donde simplemente se llega a que A es una clase propia, no a una contradiccién.

Aunque no desarrollemos esta ultima teoria en este trabajo, ZF y NBG estan intimamente relacio-

nadas y es sencillo entender una estando familiarizado con la otra.



1 | Introduccién a la Légica

Durante el siglo XIX, mientras Cantor exploraba la teoria de conjuntos, otros destacados matemati-
cos como Boole, de Morgan, Frege y Peano avanzaban en el estudio de la Légica Matematica. Esta
disciplina, mediante herramientas matematicas, trata de estudiar la logica ordinaria, es decir, el

proceso que utilizamos los seres humanos para razonar y obtener deducciones.

Antes de adentrarnos en los Axiomas de Zermelo-Fraenkel y la teoria que se deriva de ellos, necesi-
tamos entender como formalizar ideas matemdticas y qué herramientas son necesarias para ello. La
respuesta a estas cuestiones vendrd de la mano de los lenguajes de primer orden. Asi, se verd, en
general, lo que constituye un lenguaje de primer orden. Ademads, clarificaremos conceptos cruciales
como los axiomas y las teorias axiomaticas, demostrando como estas estructuras dan lugar a teorias
matematicas bien fundadas, como la que nos ocupa en este trabajo. Una vez establecidas estas
bases, introduciremos los conceptos de consistencia y completitud, que nos permitirdn determinar
si una teoria estd libre de contradicciones. Por ultimo, terminaremos este capitulo hablando de la
interpretacion de los simbolos de un lenguaje y presentando los Teoremas de Completitud e Incom-

pletitud de Godel, que son de suma importancia a la hora de hablar de la consistencia de una teoria.

Para este capitulo se han seguido [Halbeisen y Krapf, 2020] y [San Romén, 1990] como referencias.
En las secciones 1.1 y 1.2 se presenta una vision propia que unifica los enfoques de ambos textos.
En las secciones 1.3 y 1.4 se ha desarrollado el contenido de [Halbeisen y Krapf, 2020], aunque las

demostraciones son propias.
1.1. Lenguajes de Primer Orden

La Légica de Primer Orden es una de las diversas formas de modelar, es decir, de representar ma-
tematicamente, la légica ordinaria. En este enfoque se considera un lenguaje, también denominado
lenguaje formal, compuesto por una colecciéon de simbolos denominados alfabeto, junto con una
serie de sucesiones de estos simbolos. La naturaleza de estas sucesiones se ird desarollando a lo
largo de esta seccién. Un lenguaje propio de la Légica de Primer Orden se denomina Lenguaje de

Primer Orden.



Ademas, lo que caracteriza a la Légica de Primer Orden frente a otros modelos de la 16gica ordinaria,
como puede ser la Légica Proposicional, es su capacidad para reflejar la estructura interna de una
oracion del lenguaje ordinario cuando esta se traduce al lenguaje formal, diferenciando entre el
sujeto y el predicado.

Cada tipo de modelo de la logica ordinaria tiene un lenguaje compuesto por un alfabeto distinto.
Veamos cudles son los simbolos que pueden encontrarse dentro del alfabeto de un Lenguaje de

Primer Orden:

Definiciéon 1.1. Un alfabeto de un Lenguaje de Primer Orden es una coleccion de simbolos

formada por los siguientes elementos:

1. Variables, que denotaremos por letras como z, y, g, x1,.... Estas se utlizaran para referirse

de forma genérica a los objetos que se estén considerando.
2. Operadores l6gicos, que son = (no), A (y), V (o) y —(implica).

3. Cuantificadores légicos, que son el cuantificador universal, representado por V y que se

lee para todo o para cada, y el cuantificador existencial, denotado por 3, y que se lee existe.
4. Paréntesis: (, ).
5. Simbolo de igualdad: =.

6. Constantes, que representan objetos fijos dentro de los considerados. Suelen denotarse con

las mismas letras que las variables.

7. Simbolos de funciones, que representan funciones fijas que toman objetos como argumentos
y devuelven objetos como valores. Para cada funcién, definimos su aridad como el nimero
de objetos que toma como argumento. Si este niimero es 2 decimos que tenemos una funcién

binaria, si es 1, una unaria o l-aria, etcétera.

Las funciones pueden tomar unicamente un numero finito de argumentos. Para indicar que
una funcién tiene n argumentos escribiremos una expresién de la forma F(x1,...,x,), donde
dentro de los paréntesis encontramos variables. Si por el contrario estamos aplicando la funcién
a objetos concretos, sustituiremos las variables por el simbolo constante que identifique a dicho

elemento.

8. Simbolos de relaciones, también llamados simbolos de predicado, que representan las

propiedades de los objetos. Andlogamente a lo hecho con funciones, a cada relacién se le asigna



su aridad, teniendo asi relaciones unarias, binarias, etcétera. De la misma forma, las re-
laciones pueden tomar tnicamente un ntmero finito de argumentos. Si queremos expresar que
cierta relacién toma n argumentos escribiremos una expresién de la forma R(x1, ..., z,), mien-
tras que para referirnos a que ciertos objetos cumplen la relacion sustituiremos las variables

por las constantes correspondientes.

Los simbolos 1-5 de la definicién de alfabeto forman los simbolos légicos. Estos son iguales en
todos los lenguajes y deben pertenecer siempre al alfabeto. Los simbolos 6-8 varian dependiendo

del lenguaje y forman su signatura.

Nota 1. Cabe destacar que el simbolo de igualdad mencionado anteriormente es un caso particular
de relacién binaria, que al tener un interés especial, pues siempre ha de estar presente en un alfabe-
to, suele definirse por separado. Notemos también que una constante puede verse como una funcién

con aridad 0.

Una vez que conocemos el alfabeto de un lenguaje, podemos comenzar a formar, a partir de él, lo

que conoceremos como términos.

Definiciéon 1.2. Una sucesién de simbolos del alfabeto se dice término si resulta de aplicar un

nuamero finito de veces las siguientes reglas:
(T0) Toda variable es un término.
(T1) Toda constante es un término.

(T2) SiTy,..., T, son términos ya construidos y F' es una funcién con aridad n, entonces F(7y, ..., T,)

es también un término.

Los términos de la forma dada en (T0) y (T1) se denominan términos atémicos, pues a partir

de ellos se construyen el resto de términos.

Nota 2. Los términos no forman parte del alfabeto. Sin embargo, si se incluyen dentro del lenguaje.
En general, para denotarlos, asi como a cualquier objeto del lenguaje formal, utilizaremos letras
griegas. Estas podrédn referirse a un objeto en concreto o podran ser usadas como variables, en la

misma forma en la que funcionan las variables y constantes en el alfabeto.

10



Hasta ahora, los elementos del lenguaje que no pertenecen al alfabeto provienen de funciones de las
variables y las constantes. Es decir, todavia no somos capaces de representar una relaciéon entre dos

objetos. Esto es lo que conseguimos construyendo lo que denominaremos férmulas.

Definiciéon 1.3. Una sucesién de simbolos se denomina férmula si resulta de aplicar un ntmero

finito de veces las siguientes reglas:
(FO) Si 7 y 72 son términos, entonces 71 = 72 es una férmula.

(F1) Si 74,...,7, son términos y R es una relacién con aridad n, entonces R(7y,...,7,) es una

féormula.

(F2) Si ¢ y 9 son férmulas que ya han sido construidas, entonces =, ¢ A, ¢ V9 y ¢ — 1 son

férmulas.
(F3) Si ¢ es una férmula y  una variable arbitraria, entonces Jzg y Vap son férmulas.

Las férmulas en la forma de (F0) y (F1) se denominan férmulas atémicas. Las férmulas también

pertenecen al lenguaje.

Nota 3. Normalmente, para facilitar la lectura, se anaden paréntesis cuando se aplica la regla (F2),
escribiendo por ejemplo ¢ — (¢ — ¢). En cuanto a la regla (F1), cuando la relacién es binaria, se

suele escribir xRy en vez de R(z,y).

Debido a que las definiciones de término y férmula se han realizado de manera recursiva, nos resulta
mucho mas sencillo demostrar que algo es cierto para todo término o funcién.
Si queremos probar que todos los términos cumplen una propiedad P, tenemos tUnicamente que

probar que:
1. todos los términos atémicos verifican P.

2. silos términos 71, . . ., 7, satisfacen P, entonces F'(71, ..., T, ) satisface P para cualquier simbolo

de funcién F.

Este principio es conocido como el Principio de Inducciéon para Términos.

De la misma forma, si queremos probar que todas las férmulas cumplen una propiedad P, tenemos

Unicamente que probar que:

11



1. toda férmula atémica verifica P.

2. si las féormulas ¢ y 1 satisfacen P y z es una variable, entonces —p, @ A9, @ Vb, ¢ — 1, Jxp

y Yup también satisfacen P.

Este principio es conocido como el Principio de Induccién para Férmulas.

Nota 4. Aunque los simbolos incluidos en el alfabeto son los utilizados habitualmente, se podria
no haber incluido los simbolos A, V y 3 y haberlos introducido como abreviaciones de la siguiente

forma:
© A1 representa —(p — 1)), @ V1) representa = — 1) y Jzp representa —(Vr—p)

Se puede ver que estas definiciones dotan a los simbolos de la misma interpretacion que la que se le
da habitualmente (y, o y existe), donde el concepto de interpretacion serd formalizado més adelante.
La ventaja de reducir el nimero de simbolos es que se reducen el niimero de comprobaciones

necesarias en el Principio de Induccién para Férmulas.

Nota 5. Para aligerar la notacién, se pueden introducir otras abreviaciones como

po B (@=)A W — )
pF Yo (e =1)
vy & Fu(p(v) AVe(e(r) = x =v)),

donde hemos utlizado el simbolo :< para denotar simplemente que estamos definiendo un nuevo
simbolo de relacién, que realmente es una abreviacion.

También se usardn [, | de la misma forma que los paréntesis.

Definicion 1.4. Sean ¢ una férmula y « una variable. Si ¢ no contiene un cuantificador de la forma
dx o Yz, entonces se dice que x es una variable libre. Si ahora se construye la férmula Jxp o Vryp
se dird que = es una variable ligada.

El conjunto de variables libres de una férmula ¢ serd denotado por Free(p). Para indicar que
Free(y) estd formado por las variables x1, ..., x, escribiremos ¢(x1,...,2y). Si 71, ..., T, son térmi-

nos, podemos sustituir las variables por ellos, lo que denotaremos por ¢(71, ..., 7).
Definicion 1.5. Una férmula que no contiene variables libres se denomina sentencia.

Mas adelante veremos que las sentencias seran aquellas férmulas que podran admitir una interpre-

tacion. Es decir, que podran ser verdaderas o falsas.
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1.2. Sistemas Deductivos

En el capitulo anterior se vio la importancia de establecer una teoria axiomatica para formalizar
la Teorfa de Conjuntos Naive. En este contexto se asumio el concepto de “teoria axiomatica” co-
mo intuitivo en el &mbito matematico. Sin embargo, ahora presentaremos las definiciones que nos

permitirdn formalizarlo y entenderlo de manera precisa.

Definiciéon 1.6. Un sistema deductivo de un lenguaje esta formado por dos colecciones: una
coleccién de formulas, llamadas axiomas, y una coleccién de reglas de inferencia, que ha de ser
no vacio. La coleccién de axiomas estd formada tnicamente por los axiomas l6gicos y los no légicos,

que seran definidos a continuacion.

Un sistema deductivo trata de formalizar el concepto de razonamiento de la logica ordinaria. Asi,
intuitivamente, entendemos que los axiomas son aquellas férmulas que se toman como vélidas.
Partimos de ellas y, mediante las reglas de inferencia, derivamos férmulas que serdn viélidas por

provenir de las primeras.

Nota 6. Se entiende que en un sistema deductivo sélo es “vélido” o “correcto” considerar cierto tipo
de formulas. Estas seran las que esten incluidas en los axiomas o aquellas que se obtengan a través
de las reglas de inferencia. El resto pueden ser escritas en el lenguaje, pero careceran de sentido.
En ocasiones, diremos que las férmulas vélidas son ciertas. También se suele decir, pues refleja la

intencién detras de ellos, que los axiomas son féormulas que siempre se cumplen.

Definicion 1.7. Los axiomas légicos son aquellos que se toman como vélidos para un lenguaje
concreto. Se entiende que son validos universalmente, es decir, que sea cual sea la interpretacién de
los simbolos que intervienen en la férmula, esta es cierta. Estos axiomas componen la agrupacion
mas pequena de la cual se derivan todas las sentencias universalmente vélidas dentro de cualquier
sistema deductivo asociado al lenguaje.

Si dentro de la férmula del axioma légico aparece un simbolo denotando una relacién o funcién
arbitraria, entonces diremos que se trata de un esquema axiomatico, pues para cada funcién o
relacién concreta tenemos un axioma diferente. Cada uno de ellos se denomina una instancia del

axioma.
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Los axiomas no légicos seran aquellos que se anaden deliberadamente a los anteriores con la intencion

de que pasen a ser vélidos. Formalmente, tenemos la siguiente definicién:

Definicion 1.8. Una teoria es una coleccion de sentencias, eventualmente vacia, que se anade a
los axiomas l6gicos para formar la coleccién de axiomas de un sistema deductivo. A los elementos

de la teoria se les denomina axiomas no légicos.

Veamos cudles son los axiomas légicos dentro del lenguaje de la Légica de Primer Orden.
Sean @, 1, 2, @3 vy ¢ férmulas cualesquiera, 7, T1,..., Ty, 7, ..., T, términos, z una variable que
es libre en ¢ pero no en ¥, R un simbolo de relacién arbitrario y F' una funcién arbitraria. Los

axiomas logicos de un Lenguaje de Primer Orden son:
= Lo Vg
L= (P =)
= Ly (= (o1 = 02) = (¥ = 1) = (¥ = 92))
L3 (pAY) =
= Ly (pAY) =0
L5 o= (0= (Y AY))
» Lg: o= (V)
= L7 = (Vo)
= Lg : (1= p3) = ((p2 = w3) = (91 V p2) = 03))
= Ly mp—= (¢ = ¥)
w Ly : Vap(z) = o(7)
w Ly1 (1) — Jzp(x)
= Ly 2 V(¢ — ¢(z)) = (¥ = Vap(z))

= L1z : Va(e(x) = ) = Grp(r) = )
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» Lis: (m=7/A...AT,=1)) = (R(11,...,7) = R({,...,7}))

K3 r'n

» Lig: (m=7/AN...ANT=1}) = (F(11,...,7) = F(71,...,7))

En cuanto a las reglas de inferencia, las que se considerarén en este trabajo son las siguientes:
Definicion 1.9. Reglas de inferencia:
» Modus Ponens (MP): Si se tienen las férmulas ¢ — ¥ y ¢, entonces se puede deducir .

» Generalizaciéon (G): Si se tiene la férmula ¢, entonces se puede deducir Yz, donde = es

una variable cualquiera que no aparece en ningiin axioma.

Definiciéon 1.10. En un sistema deductivo, sea ® una colecciéon de féormulas. Llamamos prueba
formal de una férmula 1 a partir de ® a una sucesién de férmulas @1, ... ¢, de forma que ¢, =¥

y para todo ¢ < n se cumple al menos una de las siguientes condiciones:
1. ¢; es un axioma légico.
2. ; es una de las formulas de ¢
3. Existen j,k <1 tal que ¢; = ¢, — ¢;
4. Existe j <1 tal que ¢; = Vxyp;, donde = es una variable.

Hemos utilizado el simbolo = como una abreviacién para denotar que dos secuencias de simbolos

coinciden simbolo a simbolo, es decir, son la misma. A las férmulas de ® se las denomina premisas.

Nota 7. Notar que las férmulas que cumplan 3 serdn las obtenidas mediante MP y aquella cum-

pliendo 4, las obtenidas mediante generalizacion.

Definicién 1.11. Diremos que una férmula 1 es demostrable de ® si existe una prueba formal, y
lo denotaremos ® F 1. Si no existe prueba formal de 1 con las férmulas de ®, escribiremos ® t/ 1.
Si la coleccién de féormulas considerada es vacia, se escribe simplemente F . En este caso se dice

que v es una tautologia.

Definicion 1.12. Se dice que dos formulas ¢ y 1 son légicamente equivalentes, y se denota por

Y <= 1, si p <> 1 es una tautologia. Se cumple que <= es una relacién de equivalencia.
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Nota 8. En particular, en un sistema deductivo, tenemos una teoria, T, que es un conjunto de
sentencias. Por tanto, se pueden considerar las férmulas demostrables a partir de T. Asi, cuando
construimos un sistema deductivo, tenemos unas afirmaciones ciertas, los axiomas légicos, y to-
mamos otras por ciertas, los axiomas no légicos. A partir de ellos, podemos ver qué férmulas del
lenguaje derivamos mediante las reglas de inferencia. Estas seran las férmulas demostrables a partir

de T.

Ejemplo 1.1. Sean ¢ y 9 dos féormulas de un Lenguaje de Primer Orden. Una prueba formal de

{¢, ¥} F ¢ A1) viene dada por:

Yo Férmula de {p, 9}

o111 Férmula de {p, 1}

w21 @ — (Y = (pAv)) Instancia del axioma légico Ls
30 P = (P AY) De ¢g y 2 por MP

pa: PAY De 1 y 3 por MP

Ejemplo 1.2. De forma reciproca al ejemplo anterior, una prueba formal de ¢ A ¢ F ¢ viene dada
por:

Yo P AY Férmula de p A ¢

011 (@A) — ¢ Instancia del axioma légico Ls

P21 @ De ¢o y 1 por MP

Analogamente, utilizando el axioma 16gico L4, tenemos ¢ A - 1.

Por tdltimo, definiremos dos conceptos que reflejan la idea de que una teoria esté, tal y como lo

entendemos intuitivamente, libre de contradicciones.

Definicion 1.13. Se dice que una teoria T es completa si para toda sentencia o tenemos que o

bien T I ¢ o bien T F —o. Si esto no ocurre, se dice que es incompleta.

Definicién 1.14. Se dice que una teoria T es consistente, y se denota Con(T), si no existe ninguna
féormula ¢ tal que T F ¢ y T F =y o, andlogamente, tal que T (¢ A —p). Si existe ¢ cumpliendo

esto, se dice que la teorfa T es inconsistente o no consistente, y se denota por =Con(T).

Proposicién 1.1. Si una teoria es inconsistente, entonces también es incompleta.
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1.2.1. Métodos de demostracién

En los Ejemplos 1.1 y 1.2 se ilustraba cémo se llevarian a cabo pruebas formales. Sin embargo, pode-
mos notar que, incluso para obtener resultados que pueden llegar a parecer obvios, el procedimiento
puede resultar mas largo de lo esperado.

En general, en las pruebas matemaéticas no se lleva a cabo una demostracién formal de manera
exacta, si no que se realizan procedimientos, expresados en un lenguaje més intuitivo, en los que
partimos de unas premisas y, a través de un razonamiento matematico, llegamos a la conclusion
deseada. Sin embargo, es claro que a partir de lo desarolladoo en estas demostraciones es posible

reconstruir una prueba formal. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.3. Para probar {—¢, <)} F (¢ <> 1)) podemos llevar a cabo el siguiente razonamiento:
Aplicando el axioma l6gico Lg a las férmulas ¢ y 1) tenemos que = — (¢ — ). Al tener —p como
premisa, mediante MP, obtenemos que ¢ — v, de la misma forma, aplicando Lg a ¥ y ¢, al tener
como premisa 1), se obtiene mediante MP que ¢ — ¢. Asi, por el Ejemplo 1.1, al tener ¢ — ¢ y
1 — ¢, se deduce (p — ) A (» — ). Teniendo en cuenta la definicién del simbolo <+, concluimos

que de {—p, 7} se deduce ¢ <> .

Claramente, de este razonamiento se puede reconstruir una prueba formal. En primer lugar, tendriamos:

vo: TP Férmula de {—p, =9}
p1: Férmula de {—p, )}
w2: —p — (¢ — ) Instancia de Lg

p3: =Y De ¢ y @2 por MP
w4: Y — (Y — ) Instancia de Lg

P50 Y — De ¢1 y ¢4 por MP

Después, replicando la prueba formal del Ejemplo 1.1, partiendo de ¢3 y ¢5, obtendriamos (¢ —

») A (1 — @) y por tanto ¢ > 1.

Este proceso de reconstruccién de las pruebas formales puede estructurarse y llevarse a cabo para
todos los métodos de demostracién conocidos, como pueden ser la reduccién al absurdo o una de-
mostracién por casos. Asi, tenemos por ejemplo los siguientes metateoremas, donde hemos utilizado

la notacion ® + ¢ para denotar que a la colecciéon de féormulas @ se le afiade la férmula -
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Teorema 1.1 (Halbeisen y Krapf, 2020, Corolario 2.5). Prueba Generalizada por Casos

Sean ® una coleccion de formulas y 1, ..., 0n, p formulas arbitrarias. Se tiene que,
st PEYI V... VY, y P+ @ para todo i < n, entonces P p.

Teorema 1.2 (Halbeisen y Krapf, 2020, Corolario 2.7). Prueba por Contradiccion
Sean ® una coleccion de formulas y ¢ una férmula arbitraria. Si denotamos por # al imposible, se

tiene que,
st ®4+ g #, entonces O+ .

Nota 9. Por metateorema entendemos un teorema que arroja un resultado sobre la teoria que es-
tamos desarrollando, en este caso la Légica de Primer Orden. Es decir, no es un hecho dentro de la

teoria, si no un resultado sobre esta.

Otro razonamiento de suma importancia en las pruebas matematicas, presente de hecho en los
teoremas anteriores, es aquel que se lleva a cabo cuando se tratan de probar implicaciones del tipo
“si ® entonces ¥”. Para ello, suele asumirse la veracidad de ® y derivar de esta ¥. Este razonamiento
también puede ser trasladado a las pruebas formales mediente el llamado Teorema de la Deduccion,

que simplifica de forma notoria una gran cantiad de ellas:

Teorema 1.3 (Halbeisen y Krapf, 2020, Teorema 2.1). Teorema de la Deduccion

Si @ es una coleccion de formulas y @ y 1 son formulas arbitrarias, se tiene que

st D+ F @, entonces Y — ¢ y viceversa, st P Y — ¢ entonces D+ Y.

En conclusién, de ahora en adelante en este trabajo, cuando se realice la prueba de algin resultado
dentro de la Teorfa de Conjuntos, esta se llevard a cabo mediante los métodos tradicionales. Sin
embargo, no se ha de olvidar que trabajamos en un sistema deductivo y que de estas pruebas se

podria obtener siempre una prueba formal.

1.3. Teoria de Modelos

Hasta ahora, hemos presentado un lenguaje a partir del cual podemos generar férmulas. Mediante los

sistemas deductivos, algunas eran tomadas como ciertas y otras resultaban validas por ser obtenidas
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de las primeras a través de las reglas de inferencia. Este punto de vista se denomina sintactico. Sin
embargo, existe otro punto de vista, el semantico, segin el cual se considera el significado que se
pretende otorgar a los simbolos y se busca un modelo en el que todas las férmulas sean ciertas segiin
dicho significado. En esta seccién veremos los conceptos béasicos de este nuevo enfoque. Para ello,
necesitaremos asumir algunas ideas de la Teoria de Conjuntos Naive, como funcién o n-tupla. Una
vez que se formalicen en el siguiente capitulo, esta teoria podria desarrollarse de la misma manera

en funcién de ellos.

Definicién 1.15. Dado un lenguaje .Z, una Z-estructura M, estd formada por los siguientes

elementos:
= una coleccién de objetos no vacia M, que se denomina dominio de M
= una aplicacién tal que

e asigna a cada constante ¢ de .Z un elemento cy; de M.

e asigna a cada simbolo de relacién n-ario una coleccién de n-tuplas de elementos de M,
que denotamos por Rj;. Intuitivamente, se entiende que ciertos elementos de M estan

relacionados si la tupla que forman pertenece a Rj;.

e asigna a cada sfmbolo de funcién n-ario una funcion Fj; que lleva n-tuplas de M a

elementos de M.

Asi, hemos vinculado a las constantes con ciertos objetos que conocemos, a los simbolos de rela-
cién con subconjuntos de estos objetos y a los simbolos de funcién con funciones entre ellos. Para

interpretar las variables tenemos la siguiente definicién.

Definiciéon 1.16. Una asignacion en una Z-estructura M es una aplicacion j que asigna a cada

variable de .Z un elemento del dominio M.
Con todo esto, podemos definir formalmente lo que entendemos por interpretacion:

Definicién 1.17. Una interpretacién es un par (M, j), donde j es una asignacién y M una .Z-
estructura. Ademsds, se asocia cada término 7 del lenguaje con un elemento de M que denotaremos

I(7). Teniendo en cuenta las reglas de formacién de los términos (T0)-(T2) definimos:
» para una variable x, I(x) == j(x).
» para una constante ¢, I(c) == cjy
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= para un simbolo de funcién n-ario F' y términos 7, ... Ty,
I(F(Tl, . Tn)) = FM(I(Tl), . [(Tn)).

Donde hemos utlizado el simbolo := para indicar que se estd definiendo dicha igualdad.

Dada una interpretacion, podemos querer modificarla para que a cierta variable se le asigne cierto

objeto del dominio. Para ello se da la siguiente definicion:

Definicién 1.18. Sea una interpretaciéon I = (M, j). Dadas dos variables z e y y un objeto m de
M, definimos la asignacién j, /,, como
m siy=ax,

j(y) en otro caso.

Definimos la interpretacion I/, como Iy, = (M, j /). Intuitivamente, tomando I/, estamos

considerando una interpretacién en la que la variable x se entiende como m.

Una vez definida la interpretacién para los términos, podemos pasar a definir cuando una féormula

es cierta bajo una interpretacién.

Definicién 1.19. Dada una interpretacién I = (M, j) y una férmula ¢, decimos que ¢ es cierta
para I o que se cumple en [ si I | ¢, simbolo que definiremos a continuacién. En caso contrario
diremos que es falsa para I o que no se cumple en I. Teniendo en cuenta las reglas de formacion

de las férmulas (F0)-(F3), definimos
IE= (1 =m) < I(71) es el mismo objeto que I(72)

I = R(mi,...,m) :< lan-tupla formada por I(71),...,I(7,) pertenece a Ry

IE-p S nol =g

I'E @1 Apo SlEepylEp

I'E¢1V e e lEeiol =

IE o1 — oo & si ] = @ entonces I = o

IE= 3z 4 existe un m en M tal que I/, = ¢
I =V ¢ para todo m en M, I/, = ¢
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En resumen, tenemos que una férmula se cumple si al sustituir los simbolos por sus interpretaciones

esta se cumple.

Nota 10. Es importante observar que, en el lenguaje de la légica ordinaria, el cual usamos para
interpretar las férmulas, algo es o bien cierto o bien falso. Por tanto, siempre tendremos que o bien

I = ¢ o bien I = —¢p, lo que no ocurria sintacticamente, pues no toda teoria es completa.

Nota 11. Dada una sentencia o y dos interpretaciones I e I de una misma estructura, se tiene que
I = o siysolosi I = o.

Esto es debido a que, al no tener variables libres, todas ellas aparecen en la férmula de la forma
Jz1p o Varh. Asi, teniendo en cuenta las definiciones de I |= 3z e I = Va1), vemos que el hecho de
que o sea cierta en una interpretacién no depende de la interpretacién original. Por tanto, uniendo
esto a la nota anterior, tenemos que una sentencia o es o bien cierta para cualquier interpretacion

de una estructura, o bien falsa para todas ellas.

Como se comentaba al introducir la seccién, en el enfoque seméantico se buscaba encontrar una
estructura en la cual todas las férmulas de la teoria fuesen ciertas. Con este objetivo, se tienen las

siguientes definiciones.

Definicién 1.20. Sea M una .Z- estructura y ¢ una férmula. Escribimos M = ¢ si y solo si para
toda interpretacion I de la estructura se tiene que I |= . Se dird que ¢ es cierta o se cumple en

M.

Nota 12. Para una estructura M y para una sentencia o, de acuerdo con la Nota 11, se tiene que o

bien M = ¢ o bien M | —o.

Definicién 1.21. Sea ® una coleccién de férmulas. Se dice que una .Z- estructura M es un modelo
de @, y escribimos M |= & si para toda férmula ¢ de ® se tiene que M = . Es decir, M es un
modelo de ® si para cada férmula ¢ de ® y para cada interpretacién I de M, I = .

Intuitivamente, M serd un modelo de una coleccién de férmulas si todas ellas son ciertas sea cual

sea la interpretacion de la estructura que se tome, es decir, si todas ellas se cumplen en M.

Definicion 1.22. Sean una férmula ¢ y una coleccién de férmualas ®. Si para cualquier modelo M
de ® se cumple que M |= ¢, se dice que ¢ es consecuencia semdntica de ® y se escribe @ = .
Es decir, una férmula es consecuencia seméantica de una coleccién de féormulas si esta es cierta para

cualquier modelo y para cualquier interpretacién de este.
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1.4. Teoremas de Completitud e Incompletitud de Godel

Una vez en el contexto de la Teoria de Modelos, dada ® una coleccién de férmulas, cabe plantearse
la relacién entre una férmula demostrable de ® en un sistema deductivo y una férmula que sea
consecuencia semantica de ®. Esto se resuelve mediante el Teorema de Solidez y el Teorema de
Completitud de Goédel. Por otro lado, gracias también a la Teoria de Modelos, se desarrollan dos
teoremas fundamentales, los Teoremas de Incompletitud de Gdédel, que arrojan importantes conclu-
siones sobre la consistencia y completitud de ciertas teorias. En esta seccién presentaremos estos
resultados y sus consecuencias mas directas. Para un desarrollo de los conceptos necesarios para
entender las pruebas, asi como para consultar estas mismas, se puede ver [Halbeisen y Krapf, 2020,

Partes I y IIJ.

Teorema 1.4 (Halbeisen y Krapf, 2020, Teorema 3.8). Teorema de Solidez
Sea ® una coleccion de formulas de un lenguaje £ y M un modelo de ®. Entonces, para toda
formula ¢ se tiene que si ® = ¢, entonces M = .

Teniendo en cuenta que esto se cumple para cualquier modelo, concluimos que
si @ F ¢ entonces ® = .

Este teorema afirma que una férmula que sea demostrable a partir de una coleccién de férmulas es

también consecuencia semantica de estas. Ademads, permite obtener resultados de gran importancia.
Corolario 1.1. Si una teoria tiene un modelo, entonces es consistente.

Demostracion. Sea T una teoria y M un modelo de esta. Supongamos que existe una férmula ¢ tal
que T+ ¢ y T F —¢. Entonces, por el Teorema de Solidez, tenemos que T = ¢ y T | —p. Es
decir, para cualquier interpretacién I de M tenemos que I = ¢ e I = —¢. Sin embargo, sabemos

que esto no es posible, de donde la férmula ¢ no puede existir. O

Corolario 1.2. Si T es una teoria que tiene un modelo, entonces existe una teoria completa T’ que

contiene a T , en el sentido de que todas las sentencias que conforman T son sentencias de T'.

Demostracién. Sea M un modelo de T y sea T’ la coleccién formada por todas aquellas sentencias
o para las cuales M = 0. Es claro que en T’ estdn todas las sentencias de T, por ser M un modelo

de esta teoria. Observamos también que M es un modelo de T’. Veamos que ademés es completa.

22



Sea o una sentencia. Es sabido que o bien M = ¢ o bien M |= —o. Por tanto, o bien o es parte de
las sentencias de T’ o bien lo es —o. De la primera se deduciria que T' F o y de la segunda que
T F —0o.

Como por el Corolario anterior T’ es consistente, no se pueden dar las dos opciones de forma

simultédnea. Asi, o bien T/ F ¢ o bien T’ F -, de donde T’ es completa. O

Pasamos ahora a enunciar el Teorema de Completitud de Godel, que proporciona condiciones sufi-

cientes para que una teoria tenga un modelo.

Teorema 1.5 (Halbeisen y Krapf, 2020, Teorema 5.5). Teorema de Completitud de Gdodel
S1 % es un lenguaje con una signatura numerable y T es una teoria consistente, entonces tiene un

modelo. Ademds, si T f ¢ para alguna sentencia @, entonces T + —p tiene un modelo.

Nota 13. En el contexto de la Teoria Axiomatica de Conjuntos, este teorema se puede extender a

un lenguaje con una signatura arbitraria.

La primera consecuencia de este teorema es la siguiente, obtenida de sumarlo al Corolario 1.1:
Corolario 1.3. Una teoria es consistente si y solo si tiene un modelo.
Si por otro lado combinamos el Teorema de Completitud con el Corolario 1.2, obtenemos que:

Corolario 1.4. Toda teoria consistente estd contenida en una teoria completa.

No obstante, las consecuencias més importantes del Teorema de Completitud vienen de combinarlo

con el Teorema de Solidez. El resultado sin duda maés relevante es el siguiente:

Corolario 1.5. Sean T una teoria en un lenguaje con una signatura numerable y o una sentencia.

Entonces,

TtEo siysolosiTEo.

Demostracion. Ya es sabido, por el Teorema de Solidez, que si T F ¢ entonces T |= o. Por tanto,
supongamos que T = o y veamos que T F o.

Supongamos que T I/ o. Entonces, por el Teorema de Completitud, 1"+ —o tiene un modelo, que
denotaremos M. Observemos que claramente M es también un modelo de T. Asi, por ser Ml modelo
de T + —o, tenemos que M = —o. Por otro lado, como T = o y M es un modelo de T, se obtiene
que M [ 0. Sin embargo, ambos hechos no pueden ocurrir simultdneamente para sentencias, de

donde concluimos que T + o. O
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Esta equivalencia es de gran importancia, pues implica que es posible reemplazar, en las pruebas
formales, los simbolos del lenguaje por sus interpretaciones. Esto termina de completar lo expuesto
al hablar de los métodos de demostracion, permitiéndonos realizar todas las pruebas matematicas

tal y como las conocemos.

A continuacién, presentaremos los dos Teoremas de Incompletitud de Godel, que nos permitiran,
mas adelante, sacar conclusiones sobre la consistencia y completitud de los axiomas de la Teoria
de Conjuntos. Estos resultados arrojan conclusiones que involucran un sistema deductivo concreto,

denominado la Aritmética de Peano, que presentaremos antes de enunciar los teoremas.

Definicién 1.23. La Aritmética de Peano es un sistema deductivo del Lenguaje de la Aritméti-
ca, cuya signatura es Zp4 = {0,s,+,-}, donde el 0 es una constante, s es una funcién de aridad
uno, denominada sucesor, y +,-, la suma y el producto, funciones de aridad dos. Los axiomas

de la teoria, que denotaremos como PA, son

PAo: Vz-(s(z)=0)

PA; . VaVy(s(z) =s(y) >z =1y)
PAy: Va(z+0=umx)

PA3: VaVy(z +s(y) = s(z +y))

PA,: Va(z-0=0)

PAs . VaVy(z - s(y) = (z-y) + )

PAs:  (0) AV (p(z) = ¢(s(x))) — Vap(a)

Donde en el ultimo axioma ¢ es una féormula y = una variable libre de ¢. PAg recibe el nombre de

Axioma de Induccién.

Este sistema deductivo tiene un modelo, cuyo dominio es el conjunto de los niimeros naturales, de
los que hablaremos en el siguiente capitulo, y cuyas interpretaciones van acorde a los conceptos que

se conocen de la aritmética de estos.

Visto esto, podemos pasar a enunciar los teoremas. Los enunciaremos de una forma mas bien
intuitiva, pues los conceptos necesarios para su enunciado riguroso van maés alla del propédsito de

este trabajo.
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Teorema 1.6 (Halbeisen y Krapf, 2020, Teorema 10.12). Primer Teorema de Incompletitud
de Godel
Sea L un lenguaje numerable conteniendo los simbolos de Lpa y T una teoria en la cual se cumplen

los axiomas de PA. Si T es consistente, entonces es incompleta.

Este teorema nos dice que una teoria que sea lo suficientemente fuerte como para desarrollar en
ella la Aritmética de Peano no puede ser a la vez consistente y completa. Es decir, si esta es con-
sistente, habra sentencias que, aunque sean ciertas a nivel seméntico, ni ellas ni su negacién seran

demostrables en la teoria.

Para el segundo teorema, utilizaremos que, dada una teoria T, es posible construir una sentencia,

que denotaremos cont, de forma que si esta es cierta entonces la teoria es consistente.

Teorema 1.7 (Halbeisen, 2012, Teorema 3.9). Segundo Teorema de Incompletitud de Godel
Sea £ un lenguaje conteniendo los simbolos de Lpa y T una teoria en la cual se cumplen los

axiomas de PA. Si T es consistente, entonces
T tf con.

Es decir, si una teoria en la que se cumplen los axiomas de PA es consistente, dicha consistencia

no puede ser probada unicamente a partir de la teoria.
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2 | Teoria Axiomatica de Conjuntos

En 1908, Ernst Zermelo publicé en su articulo “Investigaciones sobre los Fundamentos de la Teoria
de Conjuntos I” su primer sistema axiomatico. Méas adelante, en 1922, Fraenkel y Skolen mejoraron,
de forma independiente, esta teoria. La versién final fue de nuevo publicada por Zermelo en 1930 y
es conocida como la Teoria Axiomatica de Zermelo-Fraenkel.

En este capitulo presentaremos los distintos axiomas que componen esta teoria, tratando de intro-
ducirlos de manera intuitiva y estudiando qué conceptos matematicos se desprenden de cada uno
de ellos. También consideraremos el conocido Axioma de Eleccién y discutiremos las consecuencias

de incluirlo en nuestra teoria.

Se ha tomado como referencia principal para la exposicion de los axiomas y el desarrollo de conceptos
el texto de [Halbeisen y Krapf, 2020]. Adem4s, se ha complementado la teoria presentada en dicho
texto anadiendo la visién intuitiva de los axiomas proporcionada en [Hrbacek y Jech, 2017], asi
como la definicién y el desarrollo de los nimeros naturales segiin [Pinter, 2014] y la teoria sobre el
Axioma de Eleccién de [Devlin, 1994]. También se desarrollaron algunas definiciones propias, como
las de n-tuplas ordenadas y no ordenadas, y posteriormente se comprobé que coincidian con las de
[Hrbacek y Jech, 2017]. Las demostraciones de los resultados, aunque esbozadas en los textos de
referencia, se han desarrollado de forma original para integrarlas en la teoria presentada en este
trabajo. Cabe destacar que el enunciado y la demostracion de la Proposicién 2.7, al no encontrarse

en los libros consultados, fueron realizados de manera original.
2.1. Los Axiomas de Zermelo

Como se explico en el capitulo anterior, lo primero que se debe fijar es el Lenguaje de Primer Orden
que serd utilizado. Una vez considerado, construiremos un sistema deductivo en el que la teoria

estard compuesta por los citados Axiomas de Zermelo-Fraenkel.

Definicion 2.1. El Lenguaje de la Teoria de Conjuntos, que denotaremos como Zsr, es un
Lenguaje de Primer Orden cuya signatura contiene tinicamente un simbolo de relacién (binaria),

€, denominada relacién de pertenencia. Si y € = diremos que y pertenece a o que y es un
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elemento de z. Si por el contrario se tiene —(y € x), se dird que y no pertenece a z y se denotard

y ¢ x. Ademas, existe un unico tipo de objetos en este lenguaje, que denominaremos conjuntos.

De esta forma, vemos que la definiciéon de conjunto es en gran medida distinta a aquella con la que
se comenzaba este trabajo. Un conjunto ya no es una colecciéon de elementos, si no que no es méas

que un objeto matematico abstracto. En palabras del propio Zermelo, [Zermelo, 1908/1967]:

“La teoria de conjuntos trata sobre un “dominio” de individuos, a los que llamamos simplemente
“objetos”, entre los cuales los “comjuntos” son una parte. Entre los objetos del dominio existen
ciertas “relaciones fundamentales” de la forma a € b. Si para dos objetos a, b se establece la
relacion a € b, decimos que “a es un elemento del conjunto b” o “b contiene a a como elemento”.
Un objeto b, que contiene otro objeto a como elemento, siempre puede ser nombrado como

conjunto, y solo si este es el caso, con una excepcion (Axioma I).”
Donde el Axioma I, como veremos a continuacién, hablara del conjunto vacio.
Asi, podemos pasar a describir los axiomas. Como se veia, estos serdan sentencias que se desea tomar
como siempre ciertas. Sin embargo, al enunciarlos por primera vez, se trata de reflejar los conceptos
que se tienen asumidos o que se ven como triviales en nuestro razonamiento. Asi, trataremos de

deducir los axiomas de nuestras ideas, teniendo en cuenta que deben imitar nuestro pensamiento

pero que se deben hacer las menos asunciones necesarias para que la teoria sea lo mas amplia posible.

Comenzaremos con un axioma que garantice la existencia de al menos un conjunto.

I. Axioma del Conjunto Vacio

JxVz(z ¢ x)

Este axioma postula la existencia de un conjunto que no tiene elementos.

Una vez dada la existencia de un conjunto, cabe plantearse cuando dos conjuntos serdn iguales, asi

como la unicidad del conjunto sin elementos. Esto nos lleva al siguiente axioma.

II. Axioma de Extensionalidad

VaVy(Vz(z €z > z € y) > 2 =y)
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Este axioma puede interpretarse como que dos conjuntos conteniendo los mismos elementos son

iguales.

El reciproco, es decir, “dos conjuntos iguales contienen los mismos elementos”, es cierto por el

axioma légico Li5, pues dos objetos iguales deben mantener las mismas relaciones:

Lis: (n=7N...Amn=1)) = (R(1,...,7) = R(1{,...,7})).

Por tanto, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.1. Dos conjuntos son iguales si y solo si contienen los mismos elementos:
VaVy[Vz(z € z <> z € y) < (x =y)]

Demostracion. Una instancia del axioma Lis es (x = yAz =z2) — (2 € x — z € y), donde sabemos
que z = z por Li4. De la misma forma loes (y = xAz =2) = (2 € y = z € z), de donde obtenemos

(x =vy) = (2 € x 4> z € y). Asi, mediante generalizacién y aplicando L2, tenemos que
(x=y) = Vz(z €z 2€Y).
De esta férmula junto al Axioma de Extensionalidad obtenemos el resultado deseado. O

Observemos que esto implica también que dos conjuntos no son iguales, = # y, si y solo si existe

un elemento de uno de ellos que no lo es del otro.

Visto esto, podemos probar ahora la unicidad del conjunto sin elementos dado en el Axioma del

Conjunto Vacio.
Proposiciéon 2.2. FEziste inicamente un conjunto sin elementos.

Demostracion. Supongamos que xg y 1 son conjuntos sin elementos. Es decir, se cumple que

Vz(z ¢ x9) v Vz(z ¢ x1)

Asi, para un término a cualquiera, aplicando Ly, tenemos que —(a € zg) y que —(a € x1). Por tanto,
partiendo de {—(a € zp),~(a € z1)} y aplicando el Ejemplo 1.3, obtenemos (a € zg) <+ (a € z1).

Asi, mediante generalizacion, se concluye que
Vz(z € zg 4> z € 21)
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Por 1ltimo, aplicando la Proposicién 2.2 a g y x1, concluimos que

o= 1.

Este resultado nos permite definir de forma univoca el conjunto vacio:
Definicién 2.2. El tnico conjunto sin elementos se denomina conjunto vacio y se denota ().
Con la informacién descrita hasta ahora podemos definir también las siguientes relaciones binarias:

Definicién 2.3. Dados x e y dos conjuntos, se define el simbolo de relacién binaria C, denominado
subconjunto como

rCy:eVz(zex —zey).

Es decir, y serd un subconjunto de x si todos los elementos de y son también elementos de x. Se
dice que x esta contenido en y o que y contiene a z.
De la misma forma, definimos el simbolo de relaciéon binaria C, denominado subconjunto propio

CcOomo
rCye (rCy) A #y).

Es decir, y serd un subconjunto de x si todos los elementos de y son también elementos de x y existe

al menos un elemento de x que no lo es de y.

Nota 14. Notar que Va (D C z).

Proposiciéon 2.3. Dados dos conjuntos x ey,
(xCyAyCa) o=y

Demostracion. De y C x tenemos que Vz(z € y > z € x) y de z C y, que Vz(z € z — z € y). Por
tanto, tenemos Vz(z € y <» z € ), de donde z = y. Si x = y es claro que se da (x Cy Ay C z).
]

Proposiciéon 2.4. Dados tres conjuntos x, vy, z,
(rCynyCz)—»zxCz

Demostracion. Dado w € x, por ¢ C y, w € y. Por y C z, como w € y, w € z. Asi, Vw(w € ©z —

w E z). O
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Hasta ahora, el iinico conjunto que existe con certeza es el conjunto vacio. Asi, los siguientes axio-
mas trataran de reflejar construcciones matematicas habituales, que nos permitirdn adema&s definir

nuevos conjuntos.

ITI. Axioma de Formacion de Pares
VeVyduVz(z e u <+ (z =z V z =y))

Este axioma postula que, dados dos conjuntos z e y, existe un conjunto cuyos tnicos elementos son

xeuy.

Por el Axioma de Extensionalidad, sabemos que este conjunto es unico, pues un conjunto esta

determinado por sus elementos. Asi, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 2.4. Dados dos conjuntos = e y, se define el par no ordenado {x,y} como
{z,y}=ueVz(zeus (z=2Vz=y))
Si z =y, denotaremos {x,z} como {x}.

Nota 15. Notemos que {, } es un simbolo de funcién binario, pues por el Axioma de Formacién de

Pares {z,y} es un conjunto.

Nota 16. Supongamos que {zo,y0} = {x1,y1}. Los elementos del primer conjunto son zy e yo.
Por el Axioma de Extensionalidad, estos son elementos del segundo. Por el Axioma de Pares,
zo € {z1,11} — (ro = 1 Va0 = y1). Es decir, xg = 1 0 29 = y1. De la misma forma, yp = =1 o

Yo = Y1-

Gracias a este axioma, vemos que efectivamente podemos definir nuevos conjuntos distintos del
conjunto vacio:
Aplicando el Axioma de Formacién de Pares a los conjuntos () y (), podemos definir el conjunto
{0,0} = {0}. Claramente,

0 # {0},

pues el primero no tiene elementos y el segundo tiene uno: el conjunto vacio. De la misma forma,

aplicando el Axioma de Formacién de Pares a () y a {0}, construimos el conjunto {(),{0}} y asf de
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forma sucesiva.

Por otro lado, notemos que el nombre de par no ordenado esta en consonancia con el hecho de que
{z,y} = {y,x}, de acuerdo con el Axioma de Extensionalidad. Sin embargo, en ocasiones se desea

que el orden de los elementos si tenga relevancia, por lo que tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.5. Dados dos conjuntos x e y, se define el par ordenado (z,y) como
(,y) =u:eVz(z€u+ (z={z}Vz={zy})).
Por tanto, teniendo en cuenta la definicién de par no ordenado, se tiene que

(z,y) = {z} {=,y}} = H{z, 9} {=}}

Nota 17. Notemos que (,) es un simbolo de funcién binario, pues por el Axioma de Formacién de

Pares (x,y) es un conjunto.

Efectivamente, esta definicién nos da un par ordenado tal y como se entiende en matematicas:

Proposiciéon 2.5. Dados los conjuntos xg, 4o, T1 € Y1, se tiene que

(z0,90) = (r1,91) < (v0 = 21 Ayo = y1)-

Demostracion. Tenemos que

(z0,90) = {{zo}, {mo, wo}} v (x1,91) = {z1}, {z1, 11} }-

Es claro que (g = x1 Ayo = y1) — (x0,%0) = (z1,y1), pues serfan conjuntos con los mismos
elementos. Por otro lado, si (xg,y0) = (r1,y1), entonces tienen los mismos elementos. Tenemos

varios casos:

1. Si {zo} = {21}, lo que es andlogo a que {xg,zo} = {x1, 1}, entonces o = 1 por la Nota 16.

Utilizaremos el razonamiento de esta nota de ahora en adelante.

1.1) Si{zo,y0} = {x1, 21} entonces yo = x;.
1.1.1) Si {z1,y1} = {xo0,z0}, entonces y1 = z¢9 = x1 = yp. Asi, hemos obtenido xg =

1 ANYo = Y1-
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1.1.2) Si {z1,y1} = {z0,y0}, 0 bien y; = yo o bien y; = xg = 1 = yo. En ambos casos

concluimos que zg = 21 A yo = y1-
1.2) Si{xo,y0} = {z1,y1}, entonces o bien yy = y; en cuyo caso se obtiene lo deseado o bien
1Yo = T1 y se repite el razonamiento de 1.1.1 y 1.1.2.

2. Si {xo,z0} = {z1,y1}, entonces xy = x1 y xo = Y1.

2.1) Si{xo,yo} = {1, 21}, entonces yg = x1 = xg = y1 y tenemos xg = x1 A Yo = Y1.

2.2) Si{xo,yo} = {r1,y1}, entonces o bien yy = y; en cuyo caso se obtiene lo deseado o bien

Yo = 1 = T9 = Y1, de donde de nuevo zyp = 1 A yo = 1.

IV. Axioma de la Unién

VzduVz(z € u + Jw € 2(z € w))

Este axioma postula que, dado un conjunto z, existe un conjunto u formado por los elementos de

alguno de sus elementos.

Ejemplo 2.1. Dado el conjunto z = {{a, b}, {b}}, existe un conjunto cuyos elementos son a y b:

{a,b}. Observemos que los elementos de x son {a,b} y {b}.

De nuevo, como un conjunto viene determinado por sus elementos, este axioma define un nuevo

simbolo de funcién 1-ario:

Definiciéon 2.6. Definimos la unién de un conjunto x como:

UJ::u:<:>Vz(Z€u<—>EIw€x(zEw))

Ejemplo 2.2. Dado un conjunto z, se tiene que z = |J{z}:
Si z € x, entonces existe un elemento de | J{z}, el propio z, tal que z € x. De la misma forma, si
z € [J{z}, existe un elemento de | J{z} conteniendo a z como elemento. Como el tinico elemento de

la unién es x, tenemos que z € x.

De la misma forma, utilizando el Axioma de Unién y el Axioma de Formacién de Pares, podemos

definir el siguiente simbolo de funcién binario:
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Definicion 2.7. Definimos la unién de dos conjuntos z e y como

nyzu:@u:U{m,y}

Vemos que z €z Uy <> (z €z V 2z €y).

Nota 18. Claramente, x C x Uy y andlogamente y C x U y.
Proposicion 2.6. Dados tres conjuntos a,b y x
(aCzAbCx)—aUbCux.
Es decir, a Ub es un subconjunto de cualquier conjunto conteniendo a a y b.
Demostracion. Sea z € a Ub. Entonces, z € aV z € b. Como tanto a como b estan contenidos en =,

en ambos casos z € x. O

Una consecuencia importante del Axioma de la Union es que podemos formar la unién de una
coleccién de conjuntos de manera recursiva:

Dados tres conjuntos z, y y z, podemos tomar (z Uy) U z Entonces,
we (zUy)Uze (wezUyVweE 2)
Comow € zUy + (w € zVw € y), tenemos que
we(xzUy)Uz+ (wexzVweEyVwE 2).

Por tanto, definirfamos (x U y) U z y podriamos tomar la unién de este conjunto con un cuarto
conjunto y as{ sucesivamente. Observemos que mediante este proceso solo se puede formar la unién

de un nimero finito de conjuntos.

Tomando conjuntos que tengan un unico elemento, podemos también definir n-tuplas no ordenadas
para cualquier niimero n:
Si queremos formar un conjunto que tenga como elementos xi,...x,, podemos definir X; =

{z1},..., Xp ={zp} y tomar X; U...UX,,. Asi,

zeXjU...UX, & (zeX1V...VzeX,)
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Sin embargo, para cualquier k, si z € Xy, como X = {zx}, tendremos que z = z. Asi,

zeXjU...UX, & (z=x1V...Vz=1p,).

Es decir, de esta forma definimos de manera univoca el conjunto formado por los elementos 1, . .., Z,.
Definicién 2.8. Dados los conjuntos z1, ..., z,, se define el simbolo de funcién n-ario {, } como
{z1,..,an}=ueVz(z€e€us (z=x1 V... V2z=1a,)).

Nota 19. Observamos que, andlogamente a lo ocurrido para los pares no ordenados,

xlu...an:U{xl,...,xn}.

Nota 20. Es importante observar, dado un conjunto z, la diferencia entre {z,{z}} y z U {z}. El
primero tiene dos elementos: x y {z}. El segundo, sin embargo, tiene como elementos todos los

conjuntos que pertenezcan a x asi como al propio x. Es decir, si por ejemplo = = {a, b}, entonces

{z,{z}} = {{a, b}, {{a,b}}} mientras que z U {z} = {a,b, x}.

Tal y como se ilustra en la nota anterior, con lo desarollado hasta ahora, es posible crear conjnutos

de manera inductiva, por lo que se tiene la siguiente definicién:

Definicion 2.9. Dado un conjunto x, se dice que es inductivo si
Vz(z € x — (2 U{z}) € z).
Se define el simbolo de relacién unaria ind como
ind(z) = Vz(z € x — (2 U {z}) € z).
Definicién 2.10. Al conjunto z U {z} se llama sucesor de z y se denota por z + 1.

Nota 21. Podemos observar que el conjunto vacio es efectivamente inductivo, pues no tiene elemen-

tos.

Hasta ahora, eramos capaces de definir conjuntos que tuviesen un nimero finito de elementos, me-
diante las n-tuplas no ordenadas. Sin embargo, con los conjuntos inductivos parece que se puede
tener al alcance la construccién de un conjunto infinito. Por ejemplo, se podria tomar un conjunto

cuyos elementos sean (), ) U {0}, ..., continuando con la unién de forma reiterada, de manera que el
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conjunto sea inductivo. Sin embargo, aunque parece intuitivo, no es posible probar con lo desarro-
llado hasta ahora que efectivamente este conjunto existe. Es por ello que se afiade como un nuevo

axioma.

V. Axioma del Infinito
A1(0 € I Nind(I))

Este axioma asegura la existencia de un conjunto inductivo, no vacio, y conteniendo a ().

Definicién 2.11. A todo conjunto verificando el Axioma del Infinito se le denomina conjunto

sucesor. Es decir, un conjunto sucesor es un conjunto conteniendo a ) e inductivo.

Notemos que este axioma es realmente de gran importancia y arroja conclusiones mas alla de la
interpretacion directa de la sentencia:

Algunos de los axiomas presentados hasta ahora, como el Axioma de Formacién de Pares o el Axio-
ma de la Unién, nos permiten formar nuevos conjuntos, pero requieren la existencia previa de algin
conjunto para poder llevarlo a cabo. Sin embargo, solo dos axiomas nos garantizan la existencia de
conjuntos: El Axioma del Conjunto Vacio y el presente Axioma del Infinito. Ademas, sin el Axioma
del Infinito no es posible formar un conjunto infinito tinicamente a partir de (). Este axioma nos
asegura la esistencia de al menos un conjunto infinito, a partir del que podremos construir los demaés

conjuntos infinitos existentes en nuestra teoria.

Con lo visto hasta ahora, podemos comenzar a definir un concepto de suma importancia en ma-
tematicas y sobre el que se sustentan numerosos resultados: los niimeros naturales. Hasta ahora, ha
sido utilizado de manera intuitiva, pero con los axiomas expuestos puede empezar a formalizarse.

Es decir, podemos ver los nimeros naturales como conjuntos.
Definiciéon 2.12. Definimos los siguientes conjuntos:
0:=10
1=0+1=0U{0} ={0}
2=1+1=1U{1}={0,1}

3:=2+1=20U{2} ={0,1,2}
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y asi de forma sucesiva.

Asi, el Axioma del Infinito garantiza la existencia de un conjunto I tal que 0 € I e ind(I), por
lo que I contiene a 1,2,3,.... Estd claro que cualquier conjunto inductivo conteniendo a () como
elemento (es decir, conteniendo al 0 como elemento) tiene a todos estos conjuntos como elementos.
Por tanto, si existiese un conjunto cuyos tinicos elementos fuesen 1,2,3, ..., este estaria contenido
en cualquier conjunto sucesor. Parece intuitivo pensar que en efecto este seria el conjunto que co-

nocemos como los nimeros naturales. En vista de este objetivo, se introducen los siguientes axiomas.

En primer lugar, vemos que es interesante formar el conjunto cuyos elementos son todos aquellos
que satisfacen cierta propiedad, como por ejemplo el ser un conjunto inductivo. Sin embargo, ya se
vio en la contextualizacion del trabajo que el formar este tipo de conjuntos es uno de los hechos
que da lugar a paradojas. Es por ello que Zermelo decide solucionar este problema permitiendo
seleccionar los conjuntos que cumplan cierta propiedad solo dentro de los elementos de un conjunto

dado, dando lugar asi al Esquema Axiomético de Separacién.

VI. Esquema Axiomatico de Separaciéon

Dada una férmula ¢(z) de Zsr, entonces
VedyVz(z € y < (z € x A p(2))).

Dado un conjunto x y una férmula ¢, este axioma postula la existencia de un conjunto formado por

todos los elementos de x que cumplan ¢.

Definicién 2.13. Dado un conjunto z y una férmula ¢(z), se denota al conjunto dado por el

Esquema Axiomético de Separacién como {z € z : ¢(2)}, de forma que
{zex:p(@)}=y:eVz(zey < (z€xNp(z))).

Nota 22. Efectivamente este conjunto es unico, pues el axioma determina todos sus elementos.

Una primera aplicacién de este axioma puede ser la formalizacién del concepto de interseccion.
Para ello, dados dos conjuntos z e y, tomamos z como variable libre y definimos ¢(z) = z € y. Asi,
podemos considerar el conjunto u := {z € = : ¢(2)}. Tenemos que, por la instancia del Esquema

Axiomatico de Separacién asociada a ¢,

Vz(z € u ¢+ (z € x A p(2)), o equivalentemente Vz(z € u <> (z € x Az € y).
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Asi, podemos definir el siguiente simbolo de funcién binario:
Definicion 2.14. Se define la interseccién de dos conjuntos z e y como
rNy=u:=Vz(zeue (z€xNzey).

Nota 23. Dados dos conjuntos z e y, x Ny C z, y andlogamente x Ny C y.

De la misma forma, podemos definir la interseccién de un dnico conjunto x. Este serd el conjunto
formado por los conjuntos que pertenezcan a todos los elementos de x. Asi, considerando el conjunto

Uz y la férmula ¢(z) = Vw € z(z € w), podemos definir el simbolo de funcién 1-aria siguiente:
Definicion 2.15. Se define la interseccién de un conjunto x como
ﬂxzu:@u: {zEUx:gp(z)}
Es decir,
Vz(z €u <+ (z € Ux A ¢(z))) o equivalentemente Vz(z € u <> (z € U:r AYw € x(z € w)))
Nota 24. Observemos que Vw(w € x — [z C w), pues z € [z — Yw € z(z € w).

Ejemplo 2.3. Si tenemos el conjunto = = {{a, b}, {b}}, entonces | Jz = {a,b} y [z = {b} pues de

los elementos de |, b es el unico que pertenece a los elementos de z, que son {a,b} y {b}.

Otro concepto que podemos formalizar es la diferencia de dos conjuntos, que serd un simbolo de

funcién binario:

Definicién 2.16. Dados dos conjuntos x e y, tomamos la férmula ¢(z) = z ¢ y y definimos la

diferencia de x menos y como
\Ny=u:su={z€x:9(z)}
Es decir,

Vz(z € u ¢+ (z € x A p(2)), o equivalentemente Vz(z € u > (z € x Az ¢ y).

El Esquema Axiomaético de Separacién permite, dado un conjunto, seleccionar los elementos de este

que cumplan cierta propiedad. Otro conjunto que parece intuitivo que exista es aquel que contenga
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a todos los subconjuntos de un conjunto dado, lo que comunmente conocemos como partes de un
conjunto, pero cuya existencia no se puede garantizar hasta ahora. Es por ello que se introduce el

siguiente axioma.

VII. Axioma de Partes de un Conjunto
VedyVz(z € y <> 2z C x)

Este axioma postula, dado un conjunto x, la existencia de otro conjunto cuyos elementos son los

subconjuntos de x.

Definicion 2.17. Se define el conjunto partes de un conjunto como
D)=y e Vz(z €y 2z Cx).

Con este axioma, hemos visto los siete axiomas que Zermelo presenté en primer lugar. Esta teoria
es conocida como la teoria de Zermelo, y se suele denotar como Z. Con ella, se pueden formalizar
practicamente todas las operaciones entre conjuntos que se habian desarrollado en su momento en
la Teoria de Conjuntos Naive. También, como se habia comentado, es posible ahora demostrar la
existencia de los niimeros naturales. Desarrollaremos a continuacién los conceptos mas importantes
dentro de todos aquellos que se pueden derivar de estos axiomas. Para un desarrollo mas extenso

se puede consultar [Halbeisen y Krapf, 2020, Capitulo 13].

2.1.1. Los Numeros Naturales

Al introducir el Axioma del Infinito, intufamos la naturaleza del conjunto de los ntimeros naturales.

En base a esto, damos la siguiente definicién.

Definicion 2.18. El conjunto de los ntimeros naturales es un conjunto sucesor que estd
contenido en cualquier conjunto sucesor. Lo denotaremos como w. Un elemento de w se denominara

numero natural.
Teorema 2.1. FEl conjunto de los nimeros naturales existe.

Demostracion. Consideremos el conjunto sucesor Iy cuya existencia es garantizada por el Axioma
del Infinito. Por el Axioma de Partes, existe Z?(lp). Asi, si consideramos la variable libre x y la

formula () € z A ind(z), existe el conjunto
v={ze P(p):0eaxnind(z)}
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Este es el conjunto de todos los conjuntos sucesores contenidos en Iy. Por tanto, definimos

w:ﬂv.

Demostremos en pirmer lugar que es sucesor. Para ello, debemos ver que ) € w y que ind(w):

» Por definicién de la interseccién de un conjunto, Vz(z € w < (2 € Jv AVx € v(z € 2))).
Asi, como ) € w, aplicando L3, 3z € v() € xp). Por tanto, tenemos que ) € [Jv. Ademds,

Vx € v(( € z) por la definicién de los elementos de v. De ambos hechos se concluye que ) € w.

» Sea z € w. Queremos ver que z+ 1 € w. Como z € w, por L1z, dxg € v(z € xp). Entonces, por
ser elemento de v, z¢ es inductivo, de donde z + 1 € zp. Por tanto z+ 1 € | Jv. Ademés, como
z € w, YV € v(z € ). Asi, como cualquier x € v es inductivo, Vx € v(z + 1 € z). Por tanto,

concluimos que z + 1 € w y por tanto ind(w).

Visto, esto, debemos demostrar que w esta contenido en cualquier conjunto sucesor. Tomemos I un
conjunto sucesor. Vamos a probar que w NI € v. Asi, tendremos, por la Nota 24, que w C wN I.
Ademaés, como w N I C w, concluiriamos que w = wN 1. Como w NI C I, se obtendria finalmente

que w C I. Veamos que wN I € v:

= En primer lugar, queremos ver que w NI € :@(Io), lo que equivale a ver wN I C Iy. Tenemos

que w NI C w. Ademds, claramente Iy € v, de donde w C Iy. Por tanto w NI C .
= Como ) € wy 0 €I por ser ambos sucesores, tenemos que () € w N I.

= Dado z € wN I, tenemos que z € w A z € I. Por ser ambos inductivos, tenemos que z + 1 €

wAz+1€l, porloque z+ 1 estd en la interseccion, de donde ind(w N I).

O]

Con este teorema hemos probado que el conjunto de los niimeros naturales, tal y como lo hemos

definido, existe. Veamos ahora que efectivamente este conjunto es aquel compuesto por 0,1,2,....

Proposicién 2.7. Todo numero natural es o bien el 0 o bien de la forma n+ 1 con n un nimero

natural.

Demostracion. Sea m un numero natural. Si m = 0, estaria probado. Supongamos por tanto que

m # 0. Consideramos el conjunto
C={zcw:z#0ANIncwlz=n+1)}U{0}.
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Veamos que es sucesor. Asi, por la definicién de w, tendremos w C %. Por tanto, m € ¥ y como
m#0, In € wlm=n+1).
En primer lugar, vemos que () € €. Para ver que es inductivo, tomamos z € ¢ y distinguimos dos

Casos:

s Siz =), entonces z = 0. Asi, 0 + 1 € € pues, por ser w inductivo y contener al 0, 0 + 1 € w.

Ademss, 0+ 1= {0} # () y claramente se cumple la itima condicién.

» Siz#0, entonces z €wAz#DAIn €w(z=n+1). De z € w tenemos que z+ 1 € w. De
2z # () tenemos que z + 1 # ), pues z C z + 1 y 2 tiene elementos. De nuevo, es claro que la

ultima condicién se cumple.

2.1.2. Producto Cartesiano, Funciones y Relaciones

Comenzamos definiendo el producto cartesiano. Intuitivamente, dados dos conjuntos A y B, defi-
nirfamos el producto cartesiano como el conjunto de los (z,y) para los cuales x € A e y € B. Sin
embargo, ya sabemos que en un principio no podemos formar este conjunto, si no que, para aplicar

el Axioma de Separacién, necesitamos seleccionar los elementos de un conjunto dado.

Sean x € A e y € B. Tenemos que (z,y) = {{z},{z,y}}. Asi, {z} C A, por lo que {z} C AU B,
y {z,y} € AU B. De esto se obtiene que {z} € Z(AUB) y {z,y} € Z(AU B). Por tanto,
{{z},{z,y}} € P(AUB), o equivalentemente {{z},{z,y}} € Z(FP(AUB)). Asi, podemos definir

el siguente simbolo de funcién binario.

Definicion 2.19. Se define el producto cartesiano de los conjuntos A y B como
AxB={ze P2(P(AUB)):qay(x € ANy BAz=(z,y))}.
Para abreviar, se suele escribir
Ax B = {(z,y) :x € ANy € B}.

Una vez definido este concepto, podemos pasar a definir las funciones entre dos conjuntos. De forma
intuitiva, una funcién entre dos conjuntos A y B asigna a cada elemento de A un elemento de B.

Esto se hace mediante subconjuntos de A x B, de forma que si tenemos (z, y), la funcién llevaria =

ay.
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Definicién 2.20. Dados dos conjuntos A y B, se dice que un subconjunto f de A x B es una
funcién de A en B si

Ve € Adly € B((z,y) € f).

Al conjunto de todas las funciones de A en B se lo denota 4 B. Tenemos que
AB:={f e P(Ax B):Vz e Ay € B((z,y) € f)}.

Una funcién f € 4B se denota f : A — B. Usualmente, se escribe f(z) = y en vez de (z,y) € f. Se
dice que y es la imagen por f de x. Al conjunto A se le denomina dominio de f, representado

por dom(f) y al conjunto f[A] :={y € B: 3z € A(f(z) =y)}, rango o imagen de f.

Un caso particular de conjunto de funciones es cuando se toma ™A, con A un conjunto cualquiera

y m un numero natural distinto de 0 y 1. En este caso, tenemos
"A={fe PnxA) :VeendyecA(f(x)=y)}.

Asi, recordando que existe un nimero natural m tal que n = m+1, tenemos que n = {0,1,2,...,m}.
Por tanto, cada funcién de ™A asignaria a cada natural desde 0 hasta m un elemento de A. Po-
demos identificar esta funcién, que es un subconjunto de n x A de la forma {(0, z),..., (m,xmn)},

unicamente con los elementos de A a los que asocia cada natural, imitando asi el concepto de par

ordenado.
Definicién 2.21. Dado un natural n distintode 0y 1,y xg, - .., Tm n elementos de A, con n = m+1,
se define la n-tupla ordenada (xy, ..., z,,) como

(Xoy .o yxm) ={f € "A: f(0)=a0A...f(M) =2m}

El conjunto ™A se denota comunmente por A", reflejando el hecho de que los elementos de A™ son

todas las posibles n-tuplas ordenadas formadas por elementos de A.

Nota 25. Observamos que si n = 2 podemos identificar A? con el producto cartesiano A x A.

Una vez definido el conjunto A™, podemos pasar a formalizar el concepto de relacién entre los

elementos de un conjunto.

Definiciéon 2.22. Dados un conjunto cualquiera A y un nimero natural n, cualquier subconjunto
R C A" se denomina relacién n-aria en A. Si n = 2, se denomina relacién binaria, y se escribe

xRy para representar que (z,y) € R.
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Algunos tipos de relaciones binarias importantes son los siguientes:

Definicién 2.23. Una relacién binaria R en un conjunto A se dice que es de orden si cumple las

siguientes propiedades:

» para todo x € A se tiene que xRz (propiedad reflexiva).

» siz € Aey € Ason tales que zRy A yRz entonces = y (propiedad antisimétrica).

s siz €A, ye Ay z € Ason tales que xRy A yRz entonces xRz (propiedad transitiva).
Se dice que (A4, R) es un conjunto ordenado.

Definiciéon 2.24. Una relacién de orden R en un conjunto A se denomina orden total en A, y se
dice que (A, R) es un conjunto totalmente ordenado, si dados dos elementos z € A e y € A,
se tiene que xRy o yRx. Por la propiedad antisimétrica, esta condicién es equivalente a que, dados
r€Ayy€EA,

(z #y NzRy) — ~(yRx).

Definicién 2.25. Una relacién de orden R en A se denomina buen orden en A si para todo
conjunto no vacio S C A, existe xg € A de forma que para cualquier elemento y € A se tiene
que zgRy. Se dice que (¢ es un minimo o primer elemento del conjunto S, y que (A, R) es un

conjunto bien ordenado.

Nota 26. Como consecuencia de que todo conjunto no vacio tenga minimo, todo buen orden es

orden total.

Nota 27. Notemos que, por ser R un orden total, el minimo es tnico. Ademds, también por ser
un orden total, se tiene que, si xo es el minimo de S C A, con (A, R) un conjunto bien ordenado,
entonces

Vy(y € S ANy # xo — —(yRay)).

Al igual que hemos considerado el producto cartesiano de dos conjuntos, asi como el conjunto A",
que puede entenderse como el producto cartesiano de A n veces, nos planteamos la forma de poder
construir el producto cartesiano de una coleccién arbitraria de conjuntos.

La idea intuitiva consiste en replicar lo hecho para A™. Asi, dado un conjunto I, querriamos asignar

a cada elemento ¢ € I un conjunto A;, y definiendo A como el conjunto dado por la unién de los
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elementos estos A;, definir este producto cartesiano como el conjunto de los elementos f de ' A tales
que para cada i € I, f(i) € A;.

Sin embargo, aunque parezca intuitivo que se pueda considerar el producto cartesiano de una colec-
cién arbitraria de conjuntos, no podemos asegurar la existencia del conjunto A antes mencionado,
pues este serfa un conjunto de la forma (JB con B un conjunto cuyos elementos fueran los A;,
cuya existencia no es conocida. Esto motiva la introduccién del siguiente axioma, dentro de los

presentados por Fraenkel y Skolem y que completan la teoria de Zermelo.

2.2. Los Axiomas de Zermelo-Fraenkel y el Axioma de Eleccion

Antes de introducir el préximo axioma, necesitamos la siguiente definicion.

Definicion 2.26. Dada una férmula ¢ con dos variables libres, se dice que esta determina una

funcién si cumple que VaVz(Jyp(z, y) A (¢(z,2) = y = 2)).

VIII. Esquema Axiomatico de Reemplazamiento

Dada una férmula ¢ que determina una funcidn, se tiene que
VAIBYy(y € B « dx € Ap(z,y)).

Este axioma postula que si tenemos una férmula ¢ tal que para cualquier conjunto x existe un tinico
conjunto y tal que ¢(x,y), entonces, para cualquier conjunto A, existe un conjunto consistiendo en
aquellos y tales que p(x,y) para algin = € A. Intuitivamente, si tenemos un conjunto A y una
férmula que relaciona cada elemento x de A con otro elemento y, existe un conjunto obtenido de

reemplazar cada x € A por su y correspondiente.

Veamos que, en efecto, este axioma nos permite definir el producto cartesiano deseado.

Definicién 2.27. Dada una férmula ¢ que determina una funcién, definimos el simbolo de funcién
1-ario

F(z) =y e o(z,y),
que se denomina funcién de clase. Entonces, escribimos el conjunto dado por el Esquema Axiométi-

co de reemplazamiento aplicado a ¢ como F[A] o como {F(z) : z € A}, de forma que
FlAl=u:eVy(y € u+ Iz € A(F(z) =vy)).
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Nota 28. Observemos que si tenemos un conjunto A y una férmula tal que para todo z € A se

cumple que Jyp(z,y) A (Vz(p(z,2) = y = 2)), podemos definir la férmula

v=(xecANp(z,y) V(¢ ANy =1),

que claramente define una funcién. Asi, podemos aplicar el Esquema Axiomatico de Reemplaza-
miento a 1 y a A, obteniendo el conjunto {F(z) : x € A} donde F es la funcién de clase asociada a
1. Como para cualquier elemento de A 9 coincide con ¢, se pude suponer que F(z) =y < p(z,y).
Asi, para aplicar este esquema axiomaético, solo es necesario realmente que para todo x € A exista
un tunico elemento y cumpliendo ¢(z,y). En este caso diremos que F' es una funcién de clase

definida en o sobre A.

Visto esto, podemos definir el producto cartesiano de una coleccién arbitraria de conjuntos.

Definicién 2.28. Sea F' una funciéon de clase e I un conjunto arbitrario. Para cada i € I definimos
A; = F(i) y sea A = |JF[I], donde tenemos que F[I| = {A4; : i € I}. Se define el producto
cartesiano de los conjuntos A;, ¢ € I como

X A= {felA:vielI(fi)e A)}.

i€l
Nota 29. Notar que tomamos las funciones en TA pues estas llevan a cada elemento de i a un
elemento de A. Como los elementos de A son precisamente los elementos de alguno de los A;, una

funcién f € X._; A; llevard a cada elemento de I, que se puede entender como un indice, a un

el

elemento de A;. Esto generaliza los conceptos vistos hasta ahora.

Observamos que una consecuencia importante de este axioma es que, aunque no se nos de una

funcién como tal, a posteriori podemos definir una funcién entre I y F/[I].

Nota 30. Un hecho a tener en cuenta es que con lo desarrollado hasta ahora no se puede probar

que el producto cartesiano de conjuntos no vacios sea no vacio.

El dltimo axioma dentro de la teoria de Zermelo-Fraenkel, aunque quizds menos intuitivo, se intro-
duce para evitar ciertas paradojas. Mas adelante se veran otras utilidades, como que otorga a la

relacion € propiedades de gran importancia.
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IX. Axioma de Fundamento
Ve(x #0 — Jy € z(x Ny =0))

Este axioma postula que para un conjunto z, existe un elemento y de = tal que su interseccién con

x es el conjunto vacio.

Algunas de las implicaciones de este axioma son las siguientes:
Proposicién 2.8. Para cualquier conjunto x, x ¢ x.

Demostracion. Dado un conjunto x, consideramos el conjunto {z}, cuyo tnico elemento es x. Por
tanto, por el Axioma de Fundamento, z N {z} = (). Es decir, este conjunto no tiene elementos, por
lo que x no puede pertenecer a él. Asi, no se pueden dar simultdneamente x € z y « € {x}. Como

lo segundo es cierto, se obtiene que = ¢ x. O
Proposicion 2.9. No pueden existir conjuntos xg, ..., x, cumpliendo que xg € x1 € ... € T, € T(.

Demostracion. Supongamos que existen dichos conjuntos. Entonces podemos considerar el conjunto

{z0,...,zn}. Por el Axioma de Fundamento,
3z € {zo, ..., zn}(z N {z0,..., 20} =0).

Como z € {xg,...,Zn}, z ha de ser igual a uno de estos conjuntos. Por hipétesis, existe zj €
{zg,...,x,} de forma que zy € z. Asi, z; € zN{xo,...,z,}, lo que serfa una contradiccién con el

axioma. Por tanto, concluimos que no pueden existir dichos conjuntos. ]
Una consecuencia inmediata de esta proposicién es la siguiente:

Proposicion 2.10. Dados dos conjuntos x ey, no puede ocurrir que x €y ey € .

Proposicion 2.11. No existe una sucesion infinita de la forma xg > x1 D x93 ....

Demostracion. Supongamos que existe una sucesion de esta forma, es decir, exsiste un conjunto xg
e, inductivamente, Vn € w3(y € x,), que denotamos 1.
Si existiese un conjunto x cuyos elementos fuesen los x,, para todo n € w, este incumpliria el Axioma

de Fundamento, pues para todo conjunto z,, r,+1 € x, Nx, de donde z, Nz # (. Es decir, no
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existirfa un elemento de = de forma que su interseccién con x fuera vacia. Veamos que dicho conjunto
existe.

Consideramos la férmula ¢(n,y) = y = =, que vemos que determina una funcién sobre w, pues para
cada nimero natural, existe un Unico conjunto que la cumple. Aplicando el Esquema Axiomético

de Reemplazamiento a ¢ y al conjunto w, existe un conjunto x tal que
Vy(ly € z <> In € w(y = x,)).

Vemos que efectivamente este conjunto es el buscado, pues sus elementos son los x, para todo

n e w. O

Con estos 9 axiomas se concluye la teoria de Zermelo-Fraenkel, que denotaremos ZF. Sin em-
bargo a estos axiomas se suele anadir el denominado Axioma de Eleccién, que presentaremos a
continuacién. Este ayuda a resolver cuestiones como la planteada en la Nota 30, aunque el hecho de
su inclusién o no es debatido por algunos matema&ticos. A la teoria que surge de anadir el Axioma

de Eleccién a ZF la denotaremos por ZFC.

X. Axioma de Eleccién
Vf(f;é(i) A ¢F = 3fe F(|JF) (Ve e F(f(a) Ex)))

Este axioma postula que, dado un conjunto F no vacio y cuyos elementos son no vacios, existe una
funcién de F a | J F tal que lleva a cada € F a un elemento de z. Es decir, existe una funcién que
a cada x € F le asigna uno de sus elementos. Como cada x solo tiene una imagen, intuitivamente
este axioma postula que dado un conjunto F, se puede elegir un inico elemento dentro de cada uno

de sus elementos y formar un conjunto con ellos.

Definicion 2.29. Sea F un conjunto cuyos elementos son no vacios. Se denomina funcién de

eleccién de F a una funcién f: F — |JF tal que f(x) € z para todo x € F.
Vista esta definicién, vemos que el Axioma de Eleccién se puede reformular de la siguiente manera:

Todo conjunto cuyos elementos son mo vacios posee una funcion de eleccion.

Ademsds de este enunciado, existe otra forma equivalente de presentar el Axioma de Eleccion:
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Sea F un conjunto de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos. Entonces existe un conjunto M
que consiste en precisamente un elemento de cada miembro de F. El conjunto M se llama

conjunto de eleccion para F.
Veamos que, en efecto, son equivalentes:
Teorema 2.2. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) Todo conjunto cuyos elementos son no vacios posee una funcion de eleccion.

(i) Todo conjunto cuyos elementos son conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos posee un conjunto

de eleccion.

Demostracion. Probemos en primer lugar que, si suponemos cierta (i), obtenemos (7).
Sea F un conjunto cuyos elementos son conjuntos no vacios y disjuntos. Por (i), al ser los elementos
de F no vacios, existe una funcién de elecciéon f. Sea M := f[F| = {f(z): z € F}. Como f(x) € x

para todo z € F, tenemos que M es un conjunto de elecciéon para F.

Supongamos ahora que (i7) es cierta y veamos que se da entonces (7).
Para ello, tomamos F un conjunto cuyos elementos son no vacios. Para cada z € F, definimos
x* = x x {z}. Como la férmula y = x* es tal que para cada x € F existe un unico y cumpliéndola,

por el Esquema Axiomatico de Reemplazamiento y por la Nota 28, podemos tomar el conjunto
Fri={a" 1z € F}.

Es claro que los elementos de F* son no vacios, por ser no vacios los elementos de F: dado z* € F*,
existe z € F tal que 2* = = x {z}. Como z es no vacio, Jy € x. Entonces, tenemos que (y,x) €
x x {z} =x*.

Ademas, se tiene también que los elementos de este conjunto son disjuntos dos a dos: sean z] y x5

elementos de F* de forma que x] # x5. Entonces, existen x; y x2 elementos de F tales que
2] =z x {1} y x5 = 29 X {za}.

Es claro que x; # xg, pues si fuesen iguales también lo serfan zj y x3.

Asi, si suponemos que x} N3 # 0, tenemos que 3z € x§ Nx3. Por tanto, tenemos por un lado que
z € zf = x1 X {z1}, de donde z = (a,z1), con a € z1. Por el otro lado, de z € x5 = zo x {z2}
obtenemos que z = (b, x1), con b € x9. Por tanto, (a,x1) = (b,x1), lo que implica que x; = x3. Por

tanto, llegamos a una contradiccién al suponer que zi Nzh # 0, de donde a7} N a3 = 0.
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Asi, podemos aplicar (i) al conjunto F*, por lo que ese posee un conjunto de eleccién M. Este
conjunto estard compuesto por uno y solo un elemento de cada x* € F*. Asi, dado x € F, existe
un unico elemento en M perteneciendo a z* = x x {z}. Este elemento serd de la forma (mg, ),
con m, € x. Observemos que entonces m, € |JF. Por tanto, aplicando el Esquema Axiomético de

Reemplazamiento al conjunto F y a la formula y = (x, m,), podemos considerar el conjunto
f={{z,mg) x € F},

que es un subconjunto de F x |JF cumpliendo que cada x € F tiene una unica imdgen. Por
consiguiente, f es una funcién de F en | JF. Ademads, estd claro que Yz € F, f(z) € x, de donde

conluimos que f es una funcién de eleccién de F. 0

En la introduccién de este axioma, se comentd que una de sus utilidades era el resolver la cuestion

sobre el producto cartesiano de conjuntos no vacios. Veamos que en efecto esto es cierto:
Proposicion 2.12. En ZFC, el producto cartesiano de conjuntos no vacios es un conjunto no vacio.

Demostracion. Sean I un conjunto no vacio cualquiera, F' una funcién de clase cualquiera y A; y A
los conjuntos dados en la Definicién 2.28. Supongamos que los A; son no vacios. Entonces, aplicando

el Axioma de Eleccién a F[I], que es no vacio y contiene elementos no vacios,
af . F[I] — UF[I] cumpliendo que VA; € F[I](f(4;) € 4;).

Aplicando el Esquema Axiomatico de Reemplazamiento al conjunto I y a la férmula y = (i, f(A;)),
existe un conjunto formado por los pares ordenados (i, f(4;)) para todo i € I. Lo denotamos
{(i, f(A;)) : i € I}. Vemos que efectivamente podemos aplicar este axioma, pues para cada i € |
existe un tnico y cumpliendo la férmula.

Tenemos entonces que

{0, f(Ai)) i e I} € X Ai,

i€l
pues es un conjunto de A cumpliendo que para todo i € I la imagen de i estd en A;. ]
2.2.1. La Consistencia del Axioma de Eleccién

El Axioma de Eleccién, aunque de apariencia intuitiva, tiene una naturaleza muy distinta al resto
de axiomas. Aunque garantiza la existencia de una funcién de eleccién, no da en ningiin momento

herramientas para construirla. Es decir, la existencia de una funcién de eleccién es un hecho distinto
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de la posiblidad real de que una puede ser construida. Es por esto que la inclusiéon de este axioma

es debatida por algunos matematicos.

En 1940, Godel demostré el siguiente resultado de suma importancia:
Teorema 2.3. Si Con(ZF), entonces Con(ZFC).

Es decir, supuesta la consistencia de la Teoria de Zermelo-Fraenkel, asumir el Axioma de Eleccién no
produce nuevas contradicciones. La consistencia de una teoria habiendo asumido como consistente

otra se denomina consistencia relativa.

En 1959, el matemético Paul Cohen demostré la consistencia relativa de la negacién del Axioma de
Eleccién, demostrando asi que este axioma es independiente del resto de axiomas de ZF. Por tanto,

la decisién de incluir o no este axioma no es mas que de caracter personal.

Sin embargo, se conocen numerosos resultados de gran importancia cuya prueba no seria posible
sin el Axioma de Eleccién. Debido a su caracter intuitivo y a la forma en la que facilita la teoria

matematica, este axioma es generalmente aceptado como cierto.

Algunos de los enunciados equivalentes al Axioma de Eleccién, ademés del enunciado alternativo

visto anteriormente, son los siguientes:
s Teorema de Buen Orden: Todo conjunto puede ser bien ordenado.

= Lema de Zorn: Sea un conjunto parcialmente ordenado en el que toda cadena tiene cota supe-

rior. Entonces este conjunto contiene al menos un elemento mazximal.
» Todo espacio vectorial posee una base.

También es imprescindible para demostrar resultados como que todo anillo tiene ideal maximal o
que todo producto de una familia de espacios topoldgicos compactos es compacto, conocido como
Teorema de Tychonoff.

Para una demostracion de la equivalencia de estos resultados, asi como para conocer otros enunciado

equivalentes, puede consultarse [Devlin, 1994, Seccién 2.7].
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3 | Los Numeros Ordinales y la

Completitud y Consistencia de ZF

Dentro de su trabajo en Teoria de Conjuntos, Cantor desarrolla un concepto de suma importancia:
los nimeros ordinales. Estos surgen de generalizar y abstraer los nimeros naturales, reflejando la
capacidad que estos tienen para enumerar u ordenar conjuntos y extendiendo este orden. Aunque
inicialmente presentados dentro de la Teoria de Conjuntos Naive, fueron trasladados por Von Neu-
mann a la Teoria Axiomdtica en su articulo “Sobre la introduccion de los numeros transfinitos”,

publicado en 1923.

En este capitulo desarrollaremos los conceptos bésicos sobre los niimeros ordinales y presentaremos
su aritmética. Ademads, veremos como esta nos permite obtener conclusiones acerca de si la Teoria de
Zermelo-Fraenkel es completa o consistente. Para ello se vera que w es un modelo de la Aritmética
de Peano y se aplicaran los Teoremas de Incompletitud de Gddel. A la par, se verdn resultados de

gran relevancia y alcance: la Recurrencia y la Induccién Transfinitas.

En la Seccién 3.1 se ha desarrollado una teoria que unifica la visién dada en [Devlin, 1994] y
[Halbeisen, 2012]. Se ha elaborado un razonamiento propio que motiva la definicién de ordinal dada
en el primer texto y se ha derivado de esta la dada en el segundo, presentando después resultados
seleccionados de ambos, junto con algunos expuestos en [Suppes, 1960]. Las demostraciones, aunque
algunas de ellas esbozadas en las referencias, se han realizado de forma original, presentando en
algunos casos alternativas a las propuestas, con el objetivo de enmarcar las pruebas en el contexto
del trabajo. La Seccién 3.2 es una aplicacién directa de los Teoremas de Incompletitud, aunque la

demostracién de que w consituye un modelo de PA es propia.
3.1. Los Numeros Ordinales

Como se comentaba en la introduccién a este capitulo, hasta ahora hemos construido los niimeros

naturales: 0,1,2,3,.... Para ello, hemos utilizado el concepto de conjunto sucesor, de forma que
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tenemos 0, 0 +1 = 1, 1 + 1 = 2, continuando de forma consecutiva. Con todos estos conjuntos
formamos w. Sin embargo, ahora podriamos proseguir, realizando w+1, (w+1)+1, ..., extendiendo
asi los nimeros naturales y generando conjuntos que se suceden de forma ordenada. Parece intuitivo
pensar entonces que, al igual que podemos definir los naturales, exista un concepto que pueda
englobar a todos estos conjuntos. Para entenderlo, pensaremos qué propiedades caracterizan a los
naturales y trataremos de abstraerlas.

Por construccién, tenemos que
0el 0,12 0,1,2€3

Es decir, de alguna forma la relacién de pertenencia “ordena” a los nimeros naturales de la siguiente
forma:

0,1,2,3,...

Ademads, si tomamos un n € w,

n=4{0,1,...,n— 1},

donde a partir de ahora n — 1 denotard al elemento del cual n es sucesor. Es decir, n es el conjunto
formado por aquellos ordinales anteriores a n en esta ordenacién que nos proporcionaria la relacion

de pertenencia.

Para abstraer esto, podemos tomar conjuntos ordenados en los que cada elemento esté formado
por aquellos conjuntos relacionados con él. Ademads, hay otras propiedades caracteristicas de w que
harfan que tomar inicamente un conjunto ordenado no se asemejase del todo a lo buscado. En primer
lugar, vemos que no solo hay una ordenaciéon de los naturales, sino que todos estan relacionados
entre si. Mas atin, encontramos un elemento, el 0, que pertenece a todos los demés conjuntos. Todas

estas caracteristicas son las que motivan las siguientes definiciones.

Definicién 3.1. Sea un conjunto ordenado (X, <). Dados b y ¢ elementos de X, escribamos b <

c:=b<cAb#c Entonces, dado a € X, se define el segmento X, como
Xo={xe X :x<a}

Definiciéon 3.2. Un ordinal, también llamado niimero ordinal, es un conjunto bien ordenado

tal que Va € X,a = X,.

Consideremos entonces un ordinal (X, <) con X # (). ;Cémo son sus elementos? Como X C X y

este es no vacio, existe un minimo, g, que cumple por definicién que Yy € X (xzg < y). Ademas, si
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x # y, por ser < un orden total tenemos que —(y < zg), de donde —(y < zp). Claramente, tampoco

se tiene que xp < xg. Es decir, no existe ningiin elemento y de X tal que y < xg, de donde
ro=Xz ={yeX:y<z}=0=0.

Asi, hemos visto que el minimo de un ordinal ha de ser siempre el 0. De la misma forma, por ser
(X, <) totalmente ordenado, existird un elemento x; de forma que zyp < 1 y 1 < y para todo

y€e X cony#xyey#x. Asi,
r1=Xy ={ye X :y <z} ={x}={0}=1

De forma consecutiva, dado un natural n, si suponemos que X tiene mas de n + 1 elementos, el

(n+1)-ésimo elemento de X, serd
Tn=Xg, ={veX :y<z,}={0,1,...,n—1} =n.

De esta forma, hemos visto que los primeros elementos de un ordinal no pueden ser conjuntos
cualesquiera, sino que son naturales. Pasamos ahora a preguntarnos cémo ha de ser la relacién <y

si esta tiene también alguna restriccion.

Proposicién 3.1. Sean (X, <) un ordinal y a,b dos elementos de X. Entonces
a<b+ X, C Xp o equivalentemente a < b+ a C b.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que a < b y sea y € X,. Entonces, tenemos que
ye€ Xg 4 (ye X ANy <a). Asi, como a < b, tendriamos o bien a = b en cuyo caso X, = X y por
tanto X, C Xj, o bien a < b. En este caso, por la propiedad transitiva de < tenemos que y < b.
Ademi4s, no se puede dar y = b, pues esto implicaria que se tienen a la vez a < by b < a, de donde,
por la propiedad antisimétrica, a = b, lo que hemos supuesto que no ocurre. Por tanto, se tiene que
y < b, de donde y € X, — (y € X Ay < b) y por tanto y € X, de donde se concluye también que
X C Xp.

Supongamos ahora que X, C Xj. Esto quiere decir que Yy(y € X, — y € X;). Para probar que
a < b, veremos que no se da b < a, por lo que, al ser un orden total, tendra que darse a < b. Asi, si
b < a, como b € X, tendriamos que b € X, y por tanto b € X3, de donde b < b. Pero esto implicaria

que b # b, lo que es una contradiccion.

La segunda equivalencia se deduce de X, =a y X, = 0. O
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Asi, hemos visto que la relacién de orden no puede ser cualquiera, si no que es precisamente el
contenido. Sin embargo, teniendo en cuenta el comportamiento de los naturales, resulta interesante

estudiar el papel de € en esta relacién de orden. Es por ello que introducimos la siguiente definicién.
Definiciéon 3.3. Sea X un conjunto. Definimos la relacién binaria Re como
Re ={(a,b) e X x X :a€bV a=b}.

Nota 31. Es necesario definir R¢, pues € por si misma no podria ser nunca una relaciéon de orden,

ya que por el Axioma de Fundamento no se cumpliria la propiedad reflexiva.

Veamos que, como cabia esperar, para los ordinales el contenido es equivalente a R¢:
Proposicién 3.2. Sean (X, C) un ordinal y a,b elementos de X. Entonces
a Cb<+ aRch.

Demostracién. Comencemos suponiendo que a C b, donde b = X = {y € X : y CbAy # b}.
Entonces, tenemos que, o bien a = b, en cuyo caso aRcb o bien a # b, lo que juntoaa Cbya € X
hace que a € b y por tanto aRcb.

Supongamos ahora que aRcb. Entonces o bien ¢ = b, de donde a C b, o bien a € b, lo que por la

definicién de b implica que a C b. O

En conclusién, hemos visto que un ordinal X es un conjunto bien ordenado por la relacién R,
lo que comunmente se expresa como bien ordenado por €, y tal que cada elemento a es igual al
segmento X,. Notemos que podemos referirnos al ordinal simplemente como X pues la relacion de
orden viene especificada implicitamente. Sin embargo, ahora que hemos visto la estrecha relacién
que hay entre la pertenencia y el contenido en este tipo de conjuntos, la condicién de los segmentos

suele ser reemplazada por la siguiente propiedad:
Definicién 3.4. Un conjunto z se dice transitivo si cumple que
Yy(y € x — y C ) o equivalentemente VyVz(z € y ANy € z — z € x).

Vemos que el hecho de que un conjunto sea transitivo refleja bien el comportamiento derivado de
que los elementos sean segmentos. Por ejemplo, si tomamos el nimero natural 6 = {0,1,2,3,4,5},

vemos que 5 € 6. Pero 5 = {0,1,2,3,4}, por lo que también se tiene que 5 C 6.

Vamos a comprobar que efectivamente estas dos definiciones de ordinal son equivalentes. Antes de
ello, veamos dos propiedades sobre la relacién Re, que vienen dadas por el Axioma de Fundamento,

vy que nos facilitaran las demostraciones posteriores.
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Proposicién 3.3. Sea (X, Rc) un conjunto totalmente ordenado. Entonces estd bien ordenado.

Demostracion. Sea S un subconjunto no vacio de X y supongamos que no tiene minimo. Como es no
vacio, podemos tomar un elemento zg € .S. Si para todo y € S se tiene que xoRcy, entonces xg seria
minimo. Por tanto, existe 1 € S que no cumple esto, por lo que, al ser totalmente ordenado, x1 Rcxg
y ademads x1 # xg, de donde x1 € xg. Aplicando el mismo razonamiento a x1, encontrariamos zo € S
tal que x9 € x1 € zg. Asi, podriamos construir una sucesién de la forma zg > 21 2 3 O ..., lo que

sabemos que es imposible por el Axioma de Fundamento. ]

Proposicion 3.4. Un conjunto X estda bien ordenado por € si y solo si para cualesquiera a,b

elementos de X, o biena € b o bien b € a o bien a =b.

Demostracion. Supongamos que (X, Re) estd bien ordenado. Entonces, dados a, b elementos de X,
se tiene que aRcb o bRca. Esto es equivalente a que o bien a € b o bien b € a o bien a = b, pues
por el Axioma de Fundamento los tres casos son excluyentes.

Supongamos ahora que se da que para cualesquiera a, b elementos de X, o bien a € b o bien b € a
o bien @ = b. Demostraremos que R¢ es una relacion de orden en X. Visto esto, claramente sera
de orden total, pues la hipétesis es equivalente a que se de aRecb o bRca. Al ser de orden total,
tendremos que X esta bien ordenado por € por la proposicién anterior. Asi, veamos que se cumplen

las 3 propiedades necesarias:
» sea a € X. Como a = a, claramente aRca, de donde obtenemos la propiedad reflexiva.

= sean a y b elementos de X de forma que aRcb y bRca. Si se tuviese que a # b, tendriamos que
a € b € a, lo que no es posible por el Axioma de Fundamento. Por tanto, a = b, asegurando

asi la propiedad antisimétrica.

= sean a, by c elementos de X cumpliendo que aRecby bRec. Sia =bo b= ces claro que aRec.
Si no se da ninguna de las igualdades, tenemos que a € b € c. Por hipdtesis, tenemos que o
bien a € ¢ o bien a = ¢ o bien ¢ € a. De la segunda opcién se obtendria que a € b € a y de la
tercera que ¢ € a € b € ¢, imposibles por el Axioma de Fundamento. Por tanto, se tiene que

a € ¢y se demuestra asi la propiedad transitiva.

Demostremos ahora la equivalencia deseada:
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Proposiciéon 3.5. Un conjunto X es un ordinal si y solo si es transitivo y estd totalmente ordenado

por €.

Demostracion. Sea X un ordinal. Entonces, como la relacién de orden es equivalente a R, sabemos
que (X, Rc) estd bien ordenado, por lo que esté totalmente ordenado. Veamos que es transitivo:

Sea a € X. Sabemos que a = X,. Ademas, las relaciones Rc y C son equivalentes en este conjunto,
de donde a = X, = {y € X : y C a Ay # a}. Vemos por tanto que todos los elementos de a son

elementos de X, por lo que a C X.

Reciprocamente, supongamos que X estd totalmente ordenado por € y es transitivo. Por la pro-
posicién anterior, (X, Re) estd bien ordenado. Veamos entonces que, dado a € X, a = X,. Sea
en primer lugar y € a. Entonces por ser X transitivo, como a € X, tenemos que y € X. Asi,
ye{ze X :z€a}l ={2¢€ X :zRcaNz # a} = X,. Por otro lado, si y € X,, tenemos que

yRea Ay # a, por lo que y € a. Asi, concluimos que a = X,. O

Nota 32. Notemos que decir que X estd totalmente ordenado por € es andlogo a decir que esta bien

ordenado por €.

Asi, en muchos textos un ordinal se define como un conjunto transitivo y bien ordenado por €. A
partir de ahora usaremos las dos definiciones indistintamente. Ademads, denotaremos a los ordinales

con letras griegas, pues es lo mas comun en la literatura.

Visto esto, pasaremos a demostrar una serie de propiedades que nos servirdn para comprender mejor

el comportamiento de estos conjuntos.
Proposicién 3.6. Sean « y 8 dos ordinales. Se cumple que:
1. O bien a =0 o bien () € «.
2. Sia+# B, entoncesa € f <+ a Cf
Demostracion. 1. Esto se demostré en el desarrollo posterior a la Definicién 3.2.
2. Supongamos que a € 8. Entonces, por ser S un ordinal, es transitivo, de donde o C (.

Supongamos ahora que o C 3. Como « # 3, tenemos que S\« # ). Por tanto, al ser un
subconjunto no vacio de §, tiene minimo, que llamaremos . Veamos que v = «. Entonces

tendremos que « € (3, pues por definicién v € S\« y por tanto v € 5.
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Comenzamos tomando = € ~. Entonces = ¢ S\a, pues lo contrario contradice la definicién
de minimo. Como x € 7, v € 8 y [ es transitivo, tenemos que x € (. Por tanto, para que

x ¢ B\, tiene que darse que x € a. Asi, vemos que v C a.

Supongamos que vy # «. Entonces 3§ € a\y, de donde § es tal que § € ay d ¢ 7. De § € «,
como a C (3, obtenemos que § € . Asi, tanto v como § son elementos de 3, que estd bien
ordenado por Re, por lo que se da dRcy 0 YRed. Como § ¢ v, lo que implica que no se da
dRc7y, tenemos que yRcd. Es decir, o bien v = § o bien v € 4. Sin embargo, la primera opcién
no es posible pues § € ay 7 ¢ a. Por tanto, se tendria que v € §, pero § € a y « transitivo
implicaria que v € «. En conclusién, hemos llegado a una contradiccién al suponer que v # «,

por lo que se concluye que v = a.

O]

Llegados a este punto, algo que cabe preguntarse es si la coleccién de todos los niimeros ordinales

es un conjunto. Con el objetivo de responder esta cuestion tenemos la siguiente proposicién.
Proposicién 3.7. Se cumple que:

1. Dados a y B ordinales, o bien o € B 0 bien a = 3 o bien 5 € «.

2. Si B8 es un ordinal y o € B entonces a es un ordinal

3. En toda coleccion no vacia formada por ordinales existe un elemento « tal que o € 5 para

todo B distinto de a en la coleccion.

Demostracion. 1. Notemos que, como consecuencia del Axioma de Fundamento, los tres casos

son efectivamente excluyentes.

Ahora, si a = 3 ya estaria. Supongamos entonces que « # [ y probaremos que se tiene o C 3
0 B C a. Asi, al tener « # 3, por el punto 2 de la proposicién anterior se deduce que « € 3
o [ € a respectivamente. Para obtener estos contenidos, veremos que se da que a NG = a, lo

que implicaria o C 3, o que a N B = B, lo que implicaria 8 C «.

Supongamos que se tiene que N B # «. Entonces, como a N S C «, por el punto 2 de la
proposicién anterior a N B € a. Si ademas a N S # [, como también se tiene a N G C [, se
obtendria por el mismo motivo que aNB € 5. Asi, se deduciria que aNg € aNg, lo que sabemos
que no es posible por el Axioma de Fundamento. Asi, no pueden darse simultdneamente ambas

condiciones, por lo que se tendra que aN G =a oque aNg=pg.
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2. Queremos probar que « estd bien ordenado por € (o equivalentemente que estd totalmente
ordenado) y que es transitivo. Como « € 8 y /8 transitivo, tenemos que o C 3. Por tanto, Re
sera un orden total en «, pues todos los elementos de « lo serdn de (3, lo que implica que se

cumpliran las propiedades necesarias al estar § totalmente ordenado por Rc.

Para ver que es transitivo, sean v € a y § € . Queremos ver que § € a. Por un lado, como
«a € By B es transitivo, se tiene que v € 5. De esto junto a § € 7y, de nuevo por la transitividad
de 8,0 € 5. Asi, como a € 3, € By 5 es un conjunto totalmente ordenado por R¢, tenemos

que 0Rca 0 aRc4, lo que es equivalente a que se de o bien @ = o bien « € § o bien § € a.

Si a = d, como § € 7, se tiene que « € . Pero por hipdtesis v € «, por lo que se entra en
contradiccion con las consecuencias del Axioma de Fundamento. De la misma forma, si a € 9,
se tendria que o € § € v € a, lo que también contradice las consecuencias del Axioma de

Fundamento. Asi, se obtiene que § € a, probando lo deseado.

3. Supongamos que no existe dicho elemento. Entonces, como la coleccién es no vacia, podemos
tomar un elemento g en ella. Si este fuera el dnico elemento cumpliria el enunciado, por
lo que existen méas elementos en la coleccion. Como no puede darse que ag € [ para todo
B # ag en la coleccién, existe otro conjunto «aj tal que ag ¢ a1 vy ag # . Asi, por 1, se
tiene que a1 € ag. Aplicando ahora el mismo razonamiento a «j, existe as en la coleccién
de forma que as € a1 € ag. De esta forma, podriamos construir una sucesién de la forma

a9 D ap D as ..., lo que no es posible por el Axioma de Fundamento.

O]

Una vez visto esto, podemos demostrar que la colecciéon de todos los ordinales, denotada comun-
mente por {2, no es un conjunto. Para ello sélo necesitamos los dos primeros puntos de la proposicion

anterior, pero se ha incluido el tercero para ilustrar mas propiedades interesantes.
Proposicion 3.8. Q no es un conjunto.

Demostracion. Si £ es un conjunto, podemos considerar en €l la relacién Rc. Asi, el punto 1 de la
proposicién anterior junto con la Proposicién 3.4 aseguran que (2, R¢) estd bien ordenado. Ademas,
el punto 2 implica que Q es transitivo. Asi, tendriamos que ) es un ordinal, por lo que 2 € €,

contradiciendo el Axioma de Fundamento. O

Nota 33. A una coleccién de conjuntos cumpliendo cierta propiedad se la denomina clase. Asi, todo

conjunto es una clase pero no toda clase es un conjunto, como es el caso de ().
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En el contexto de la Teoria de Conjuntos Naive, todas las propiedades anteriores también podian
ser demostradas. Ademads, aunque se carecia del Axioma de Fundamento, era posible probar que
a ¢ « para cualquier ordinal. Asi, por un lado, € era un conjunto, pues no existian restriccio-
nes sobre estos, y por otro lado no era posible que 2 € Q pues, razonando como en la tltima
proposicién, €2 era un ordinal. Esta es la razén de que este resultado sea conocido como la Parado-

ja de Burali-Forti, pues en el contexto en el que aparecid se trataba en efecto de una contradiccion.

Otra cuestion importante a tratar es si, en efecto, los niimeros naturales son ordinales, asi como si

w lo es. En vista de este objetivo se tienen las siguientes proposiciones.
Proposicion 3.9. Si « es un ordinal, entonces a + 1 también lo es.

Demostracion. Veamos en primer lugar que es transitivo. Para ello, sea 8 € a4+ 1. Como a + 1 =
aU{a}, se tiene que § € a o 8 € {a}, donde la dltima opcién es equivalente a = «. En el primer
caso, como « es transitivo, se tiene que 5 C o C awU {a}, por lo que f C a U {a}. En el segundo,
como o C aU {a}, también se obtiene que f C a U {a}. Asi, 5 C o+ 1.

Para ver que a4 1 estd bien ordenado por €, basta observar que los elementos de este conjunto son
o bien elementos de « o bien el propio «. Es decir, son todos ordinales. Entonces, por el punto 1 de
la Proposicién 3.7 junto con la Proposicién 3.4, tenemos que efectivamente estd bien ordenado por

c.

Proposiciéon 3.10. Todo nimero natural es un ordinal.

Nota 34. Para demostrar este resultado, trataremos de probar que el conjunto de todos los naturales
tales que son ordinales coincide con w. Para poder tomar dicho conjunto, usaremos el Esquema
Axiomatico de Separacién, para lo cual necesitamos expresar el hecho de ser ordinal mediante una
formula. Hemos visto que ser ordinal se caracteriza por ser un conjunto bien ordenado por € y
transitivo. A la vez, la primera condicién se puede sustituir por la dada en la Proposicion 3.4. Asi,

consideramos las siguientes definiciones:

trans(z) = Vy(ly ez -y C x)
word(z) = (Vyex)(Vzez)(z€yVy=2Vycz)

ord(x) & trans(x) A word(x)
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Observamos que, efectivamente, ord(x) implica que x es un ordinal. Visto esto, demostremos el

resultado:

Demostracion. Consideramos el siguiente conjunto:
¢ ={necw:ord(n)}.

Por definicién, € C w. Asi, si vemos que % es un conjunto sucesor, por la definicién de w tendremos

w C ¥, de donde w = ¥ y por tanto todos los elementos de w, los naturales, serdan ordinales.

En primer lugar, observamos que ) es un ordinal, como se vio en la Proposicién 3.6. Como ademés
() € w, tenemos que () € €. Ahora, sea n € €, lo que implica que n € w y que n es un ordinal. De
lo primero se deduce que n + 1 € w y de lo segundo, por la proposicion anterior, que n + 1 es un
ordinal. Asi, concluimos que n + 1 € %. De esta forma hemos visto que % es un conjunto sucesor,

probando asi lo deseado. O
Proposicién 3.11. Si A es un conjunto cuyos elementos son ordinales, entonces | J A es un ordinal.

Demostracion. Veamos en primer lugar que | J A es transitivo. Sean z,y de forma que y € = € |J A.
Como z € |JA, Ja € A(z € a). Ademds, como « es un ordinal, es transitivo, por lo que y € a. Asi,

por definicién de la unién de un conjunto, y € |J A, por lo que este es transitivo.

Para comprobar que estd bien ordenado por €, tomemos x,y elementos de |JA y veamos que o
bien x € y o bien x = y o bien y € z. De z € |J A obtenemos que Ja € A(z € o) y de y € |J A4,
que 35 € A(y € (). Por ser a y § ordinales, se tiene que o bien a € 5 o0 bien o = 3 o bien f € a.
Si a = 3, entonces x € a e y € a, y por estar « bien ordenado por € se tiene que o bien x € y o
bien x = y o bien y € z. Si o # [, supongamos que « € 3, de donde o C 5. Asi, tanto z como y
seran elementos de 3, que estd bien ordenado, por lo que se obtiene la misma conclusién. En el caso

B € « el razonamiento es analogo. O
Proposiciéon 3.12. El conjunto w es un ordinal.

Demostracion. Sabemos que todos los elementos de w son ordinales. Por tanto, si demostramos que
w = [Jw, por la proposicién anterior tendremos lo deseado.

Sean € w. Entonces n+1 € wyn € n+ 1, por lo que n € [Jw. Sea ahora n € |Jw. Entonces
Idm € w(n € m). Como m estd compuesto por todos los naturales anteriores a él, tenemos que

n € w. Asi, se demuestra la igualdad deseada. O
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En resumen, hemos comprobado que en efecto todos los naturales son ordinales, asi como que lo es
w. Ademaés, como sabemos que el conjunto sucesor de cualquier ordinal también lo es, los conjuntos
w+1,(w+1)+1,... son también ordinales. Parece que hemos obtenido por tanto lo que se buscaba:
un concepto que generalizase a los nimeros naturales y que extendiese su ordenacién. Como hemos
visto que €2 no es un conjunto, no podemos definir una relacién de orden propiamente dicha. Sin

embargo, dados « y S ordinales, cominmente se utiliza la siguiente notacién:
a< pfB:saepf alp:esaef Va=4,

y se dice que a es menor que S o menor o igual que 3 respectivamente, o que § es mayor o
mayor o igual que a.
Asi, presentamos una tultima proposicién que nos ayudara a determinar finalmente la ordenacién y

el comportamiento de los ordinales:
Proposicién 3.13. Se cumple que:

1. Sia y B son ordinales de forma que oo < 3, entonces o+ 1 < 3. Es decir, a+ 1 es el menor

ordinal mayor que c.
2. Si« es un ordinal, entonces o bien a = |Ja o bien existe un ordinal B de forma que o = +1.

Demostracion. 1. Tenemos que a < f, es decir, a € 5. Queremos ver que o + 1 C 3, pues esto
es equivalente a que a +1 = fVa+1 € f, es decir, a «+ 1 < 8. Como « € 3, {a} C 4.

Ademds, como S es transitivo, a C 3. Por tanto, o U {a} C 3, obteniendo lo deseado.

2. En primer lugar, notamos que, | Ja C «, pues dado = € Ja, Iy € a(x € v), y como « es
transitivo, tenemos = € a. Asi, exsten dos posibilidades: que o\ |Ja = ), de donde se tendria
a=Ja, o que o\ |Ja # (. En el segundo caso, por ser un subconjunto no vacio de «, existe

B € o\ |Ja minimo de este conjunto. Probemos que 8+ 1 = a.

Por su definicién, § € ay 8 ¢ |Ja. Del primer hecho obtenemos que § es un ordinal, por lo
que 8+ 1 también lo es. Asi, por el punto 1 y el hecho de que 8 € «, 8+ 1 C «. Por tanto, o
bien 8+ 1=« o bien 541 € . En el segundo caso, se tendria § € f+ 1 € «, lo que implica

que (3 € |Ja, pero sabemos que ¢ |Ja. En conclusién, a = 8 + 1.

Nota 35. En el caso de que o = 8 + 1, se suele denotar a 5 como a — 1.
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Este resultado motiva la siguiente definicion:

Definicién 3.5. Un ordinal a se denomina ordinal sucesor si existe otro ordinal £ tal que o =

B+ 1, y se denomina ordinal limite si o = |J a.

Asi, como se esperaba en la motivacién intuitiva, se comienzan los ordinales en el 0 y se van anadien-
do de forma reiterada los conjuntos sucesores, obteniendo los naturales. Asi, todos los naturales son
ordinales sucesores. Tomando la unién de todos ellos, se forma el conjunto w, el primer ordinal limi-
te no vacio. A continuacion, se prosigue tomando los sucesores de w, para luego formar un nuevo
ordinal limite con la unién de todos ellos. Este proceso continua hasta el infinito.

Llegados a esta punto, podemos comenzar a visualizar la ordenacién de los ordinales:
0<1l<2<..<n<..<w<w+l<(w+)+1<

Hasta ahora, conocemos bien los niimeros naturales y w. El siguiente objetivo sera estudiar los
conjuntos posteriores. Sabemos que w + 1 es el sucesor de w. A su vez, (w+ 1) + 1 es el sucesor
de w + 1. Asi, parece intuitivo pensar que este tltimo conjunto se pueda escribir como w + 2, en el
sentido de que se toma dos veces el conjunto sucesor. En general, ;jqué significaria o+ cuando estos
son dos ordinales? Teniendo estas preguntas como motivacién, pasamos a estudiar la aritmética de

los ordinales.

3.1.1. La Aritmética de los Ordinales

Para definir las distintas operaciones entre ordinales, aprovecharemos su principal caracteristica:
su orden. Asi, definiremos la suma, la multiplicacién y la exponenciaciéon de ordinales de manera
recursiva. Es decir, se determinara el resultado de una operacién entre dos ordinales en base a
los resultados de dicha operacién en los ordinales previos. Para ello, haremos uso del Teorema de
Recursion Transfinita, que permite definir una funcién de clase cuyo valor en un ordinal depende de
su valor en los anteriores. Existe también una definicién alternativa que no hace uso de este teorema,
sino que se basa en la concepcién de un ordinal como conjunto ordenado, aunque es equivalente.

Esta puede encontrarse en [Devlin, 1994, Capitulo 3].

Teorema 3.1 (Halbeisen, 2012, Teorema 3.19). Teorema de Recursion Transfinita
Sea F' una funcidon de clase. Entonces existe una unica funcion de clase G, definida en los ordinales,

de forma que para cada ordinal o se tiene que
Gla) = F(G|a) donde G|y = {<B,G(,B)> : B € al.
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Este teorema afirma que, dada una funcién de clase F', existe una tinica forma de definir una funcion
de clase G sobre los ordinales, de forma que para cada ordinal a, G(a) = F(G|a). Es decir, el valor
de G en « se obtendria aplicando F' a la funcién que asigna G(3) a cada ordinal 5 < «. Esto nos

permite construir G de manera recursiva, teniendo en cuenta los resultados anteriores.

Con este teorema como herramienta, pasemos a definir las operaciones con ordinales. Es importante
recordar que, como {2 no es un conjunto, no se puede definir en él una operaciéon binaria interna
propiamente dicha. Sin embargo, hablaremos de operacién en el sentido de que asignaremos, para
cada operacion y par de ordinales, un conjunto tinico que sea también un ordinal. Daremos prime-

ramente su definicidn y posteriormente comprobaremos que estan efectivamente bien definidas.

Comencemos definiendo la suma. Sean « y 8 ordinales. Teniendo en cuenta la ordenacién de los
ordinales, al igual que en el ejemplo de (w+1)+1, intuitivamente podemos entender que a+ 3 serfa el
resultado de comenzar en « y desplazarse 3 posiciones hacia delante, es decir, tantas posiciones como
elementos tenga . Ademés, como haremos uso del Teorema de Recursién Transfinita, podemos
suponer que « + v esta definido para cualquier v < (. Siguiendo esta idea intuitiva, si 8 = 0
definiremos « + 8 como «. Si 8 fuese un ordinal sucesor, como conoceriamos « + (8 — 1), bastaria
con tomar el sucesor de este ordinal. Para entender la definicién cuando 8 es un ordinal limite,
veamos el siguiente ejemplo:

Supongamos que queremos calcular w + w. Este se obtendria comenzando en w y desplazandose
tantas veces como elementos tiene w. Entonces, teniendo en cuenta que un ordinal es el conjunto

formado por todos los ordinales anteriores al él, tendriamos que:
wt+w={0,1,2,...,0,w+1Lw+2,...} :U{w+7:7€w}.
Asi, tenemos la siguiente definicién:
Definiciéon 3.6. Suma de Ordinales. Para un ordinal arbitrario « se define:
s o+ 0:=a.
» a+8:=(a+(8-1))+1si3 es un ordinal sucesor.
» a+ f:={a+7:7 €S} sif esun ordinal limite no vacio.

Nota 36. Observamos que ahora a + 1 denota tanto la suma de un ordinal « con el ordinal 1 como

la operacion de tomar el conjunto sucesor de a.. Sin embargo, esto no genera ningin conflicto pues,
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por la definicién de la suma, el sucesor de un ordinal a es el mismo que el sucesor de o + 0. Asi,
como 1 — 1 =0, se tiene de nuevo por definiciéon que a + 1 es el sucesor de o+ (1 — 1) = a4+ 0, es

decir, el sucesor de a.

Es importante notar que para definir la suma, al igual que ocurrirda con el resto de operaciones,
fijamos un ordinal « y definimos el resultado de sumarle todos los ordinales posibles. Se lleva a
cabo de esta forma, como se verda més adelante, para poner en practica el Teorema de Recursion

Transfinita, pero acarrea algunas consecuencias, como que la suma no es conmutativa. Por ejemplo:
1+w:U{1+n:n€w}:w7ﬁw+1.
Gracias a la suma de ordinales, podemos hacernos una mayor idea de la ordenacion:

0<1<2< .. <n< ... <w<wH+l<wH+2< ... <w+n< ... < wtw<

wHwH+l <wH+w+2< ... <wHwHn < .. < wtwtw <wt+wtw+1l < ...
Observamos que los ordinales limite no vacios seran w, w + w, w + w + w, y asi de forma sucesiva.

Introducimos ahora la multiplicacién de ordinales. Esta surge para expresar términos en los que el
mismo ordinal aparece sumado varias veces, como por ejemplo w + w + w, que seria w - 3. Asi, la
idea intuitiva de « - 8 serda sumar « tantas veces como elementos tenga 3. Teniendo en cuenta que
queremos aplicar el Teorema de Recursién transfinita, si § = 0, a - 3 serd 0, si 8 es sucesor, serd

sumar o a « - (8 — 1) y si es ordinal limite, la unién de « -« para todos los v < f.
Definicion 3.7. Multiplicacién de Ordinales. Para un ordinal arbitrario « se define:
m a-0:=0.
= a-f3:= (a (B - 1)) + «a si 8 es un ordinal sucesor.
w a-f:=J{a -v:v € B} sif esun ordinal limite no vacio.
Observamos que la multiplicacién tampoco es conmutativa, pues por ejemplo,
2-w:U{2-n:nEw}:w#w—i-w:w-Q.
De nuevo, gracias a la multiplicacién tenemos una visién ain mas amplia de los ordinales:

0<l<2< ... <n< ... <w<wHl<w+2< ... <wH+n< ... <w-2<
w241l < w242 < ... <w24n< ... <w-3 < ... <

Ww<wwtl<wwH+2< .. <wwn<..<www<...
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Asi, observamos que los ordinales limite no vacios seréan ordinales de la forma w - « para algin

ordinal a.

Por tdltimo, la exponenciacién de ordinales surge para expresar el mismo ordinal multiplicado varias
veces, como puede ser el caso de w - w - w, que serfa w?. Aplicando el mismo razonamiento intuitivo

que para las operaciones anteriores, tenemos la siguiente definicion.

Definiciéon 3.8. Exponenciacién de Ordinales. Para un ordinal arbitrario « se define:

» of = aP 1. asi B es un ordinal sucesor.
» o :=J{a7 : v € B} si B es un ordinal limite no vacio.

De nuevo, la exponenciacion de ordinales nos permite extender aiin mas la visién de nuestra orde-

nacién:

0<1<2< .. <w<wtHl< ... <w2< .. <w'3<...<wwc<

2

G <cwdrl< . <Pt <P+l < <t <t <

w-2

W< Hl <. <wl <l <t <wY << << <

En conclusiéon, gracias a la aritmética de los ordinales somos capaces de visualizar una gran parte
. . . . . , w
de estos conjuntos. Sin embargo, es importante no perder de vista que incluso el nimero w*  es

pequeno en comparacién con la mayoria de ordinales.
Visto esto, pasaremos ahora a demostrar que efectivamente estas tres operaciones estdn bien defi-
nidas en el sentido de que tienen un tnico resultado, que es a su vez un ordinal.

Teorema 3.2. La suma, multiplicacion y exponenciacion de ordinales estd bien definida.

Demostracion. Comencemos probandolo para la suma. Sea v un ordinal cualquiera pero fijo. Vamos
a demostrar, mediante el Teorema de Recursién Transfinita, que existe una funcién de clase G,
definida sobre los ordinales de forma que para cada ordinal 8, G,(53) = a + 3. Para ello, definimos

una funcién de clase F,, de forma que Fi,(z) := 0 si  no es una funcién y toma el siguiente valor si
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2 es una funcién:
o siz=0
z(f—1)+1 si dom(x) = By [ es un ordinal sucesor

U{z(v) : v € B} sidom(x) =Ly [ es un ordinal limite no vacio

0 en otro caso.

Por el Teorema de Recursiéon Transfinita, existe una tnica funciéon de clase G definida sobre los

ordinales de forma que, para cada ordinal S,

G(B) = Fa(Glg)  donde Glg = {(7,G(v)) : v € B}.
Asi, dado un ordinal 3,
» 5i5=0,Glg=0=0, por lo que F,,(Glg) = a=a+p.

» si 8 es un ordinal sucesor, entonces Glg = {(7,G(7)) : v € B} es una funcién tal que
dom(G\ 5) = f. Asi, suponiendo que ya se ha probado que para cualquier ordinal menor

que (3 la funcién de clase G define la suma con «,
GB)=Fa(Glg) =G(B-1)+1=(a+(B-1) +1=a+p.

= si 3 es un ordinal limite, entonces G|z tiene la misma expresiéon que en el caso anterior, y el
dominio de esta funcién también es 5. Asi, de nuevo suponiendo que para cualquier ordinal
menor que § la funcién de clase G define la suma con o, G(8) = Fo(G|g) = U{G(y) : v €
Br=Ula+v:vept=a+p

Por tanto, tomando G, = G, encontramos la funcién de clase buscada. Observamos también que el
resultado de esta operacién es siempre un ordinal, pues se obtiene tomando el sucesor de un ordinal
o la unién de un conjunto de ordinales.

Para la multiplicacién y la exponenciacién se repite el mismo proceso con una variacion adecuada
de la funcién de clase F,, tomada anteriormente. En el primer caso el valor de F,, para una funcién

x seria

0 siz =0

z(f—-1)+a si dom(x) = B y [ es un ordinal sucesor
U{z(y): 7€ B} sidom(x)= Ly S esun ordinal limite no vacio

0 en otro caso,
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y en el segundo,

1 six =0
z(f—1) « si dom(z) = By P es un ordinal sucesor
U{z(y): 7€ B} sidom(x)= Ly [ esun ordinal limite no vacio

0 en otro caso.

3.1.2. Induccion Transfinita

Una de las propiedades maés importantes de los nimeros naturales es el Principio de Induccion,
una herramienta fundamental que permite demostrar que cierta propiedad se cumple para todos
estos conjuntos. Este principio es ampliamente utilizado en las matematicas, pero en esta seccion lo
demostraremos en el marco de la Teoria Axiomatica de Conjuntos. Ademas, dado que los ordinales
amplian el conjunto de los niimeros naturales, es razonable esperar que el Principio de Induccion
también pueda extenderse a ellos. Esta extension es conocida como el Principio de Induccién Trans-

finita, que presentaremos también a continuacién.

Teorema 3.3. Principio de Induccion

Sea C un conjunto de numeros naturales cumpliendo que:
(1) 0eC (it)Vn e wine C - n+1eC).
Entonces C' = w.

Demostracion. Basta ver que, por hipdtesis, C C w y C' es un conjunto sucesor. Entonces, por la

definicién de w, w C C'y por tanto w = C. O

Una reformulacién de este resultado es la siguiente:
Corolario 3.1. Dada una formula ¢, si se cumple que

©(0) AVn € w(ap(n) — ¢(n+ 1)),
entonces Vn € wp(n).

Demostracion. Basta tomar C' := {n € w: p(n)} y aplicar el Principio de Induccién. O
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Veamos ahora la generalizacion de este principio para los ordinales:

Teorema 3.4. Principio de Inducciéon Transfinita

Sea C una clase de ordinales tal que

(i) si un ordinal o pertenece a C, entonces o+ 1 pertenece a C.

(ii) si « es un ordinal limite y para cualquier 5 € a, [ pertenece a C, entonces o pertenece a C'.
Entonces C' es la clase de todos los ordinales.

Demostracion. Notemos en primer lugar que, por (i), tenemos que 0 estd en C, por lo que es una
clase no vacia. Asi, si suponemos que C no es la clase de todos los ordinales, podemos tomar la
clase formada por todos aquellos ordinales que no estén en C. La denotaremos por Q\C'. Asi, por
el punto (i) de 3.7, tenemos que existe ap € C tal que ap < 8 para todo 3 en la coleccién. Como
agp es un ordinal, puede o bien ser sucesor, o bien limite.

Por un lado, en el primer caso, se tiene que oy — 1 pertenece a C, pues si no serfa un conjunto en
la coleccion Q\C' menor que «p, lo que no es posible. Pero en este caso, por (i), ag perteneceria
también a C'. Por el otro lado, si ag fuese un ordinal limite, todos sus elementos deberian pertenecer
a C por el razonamiento anterior, pero por (ii) se tendria que «q perteneceria a C.

Asi, llegamos a una contradiccién proveniente de suponer que C no es la clase de todos los ordinales,

de donde decucimos que en efecto si lo es. O

Una formulaciéon equivalente de este teorema, expresada en funcién de férmulas, es la presentada
en el siguiente corolario. Para demostrarlo basta tomar, de forma andloga a lo realizado en los
naturales, la clase de los ordinales cumpliendo dicha férmula y aplicar el Principio de Induccién

Transfinita.
Corolario 3.2. Dada una formula ¢, si se cumple que
Vo (ord(a) AVB € a(p(B)) — ¢(a)) ,

entonces Yo (ord(a) — ¢(a)).

Como ejemplos de la aplicacién de este principio, demostraremos una serie de propiedades sobre la

suma de ordinales. Las analogas se dan también para la multiplicacion.

Proposicion 3.14. Dado un ordinal o, 0 4+ o = .
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Demostracion. Consideramos la clase de los ordinales cumpliendo esta propiedad. En primer lugar,
si o es un ordinal en ella, entonces 0 + (a«+1) = (0+«a) + 1 = a+ 1, por lo que a + 1 pertenece a
la clase, donde en la segunda igualdad se utiliza la hipétesis de induccién.

Supongamos ahora que « es un ordinal limite tal que todos sus elementos pertenecen a la clase. Si

a =0, entonces 0 + a =040 =0 y por tanto « estd en la coleccién. En caso contrario,

O+a=J{0+p:Becat=J{B:Beca}t=Ja=0,

donde en la segunda igualdad se ha utilizado la hipétesis de induccién. Asi, « estaria en la clase.
En conclusién, aplicando el Principio de Recursién Transfinita tenemos que la clase considerada es

la compuesta por todos los ordinales, de donde todos cumplen esta propiedad. O

Nota 37. Vemos que el proceso de una prueba por induccién transfinita sobre a consiste en probar
que el 0 cumple la propiedad deseada, que si lo hace a lo hace a+ 1, y que si « es un ordinal limite
tal que todos sus elementos cumplen la propiedad, entonces a la cumple. Procederemos siguiendo

este esquema a partir de ahora.

Proposiciéon 3.15. Sean o, B y v ordinales. Entonces,
b<y—=a+p<a+r.

Demostracion. Fijemos a y 8 y realicemos la prueba por induccién sobre . Observemos que, por
Ly, cuando v < 3, lo que es anélogo a =(f < ), podremos deducir directamente que se cumple la

propiedad deseada.
= Siy=0,v<g, de donde el 0 cumple la propiedad.
= Sea v un ordinal tal que § < v - a4+ 8 < a+ 7. Si v < 3, entonces v+ 1 < 3, de donde
~v 4+ 1 cumple la propiedad.

Siy=p,entonces a+f=a+y€ (a+y)+1l=a+(y+1). Asi, a+pca+(y+1), 1o

que es equivalente a a+ 3 < a+ (v + 1).

Si B < 7, entonces se cumple que a« + 3 < o+ . Asi, tenemos a+ € a+v € a+ (y+1).
Como « + (v + 1) es transitivo por ser un ordinal, se cumple que a + f € a+ (7 + 1) y por
tanto a4+ 8 < a + (v + 1).

Aplicando el Principio de Recursiéon Transfinita se tendria el resultado. ]
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Probaremos ahora que la suma de ordinales es asociativa. Para ello, veamos el siguiente resultado

previo:

Proposicion 3.16. Sean o y B ordinales, siendo 8 un ordinal limite. Entonces a+ 3 es un ordinal

limite.

Demostracion. Supongamos que « + 3 no es un ordinal limite, de donde es un ordinal sucesor. Asi,
existe un ordinal v tal que a + 8 =y + 1. Como v € v+ 1, tenemos que v € a + f.

Por definicién, a + 8 = (J{a + 0 : 6 € B}. Asi, existe o9 € B de forma que v € o + dy o,
equivalentemente, v < a + dg, de donde v + 1 < a + &g. Por tanto, o bien v+ 1 € a + dy, lo que
implicaria que v+ 1 € a4+ 6 = v+ 1, lo que no es posible, o bien v+ 1 = a + §p. En este tltimo
caso, como 9y < 3, dp + 1 < . Ademads, la igualdad no se puede dar porque si no 3 seria sucesor.

Asi, 6o + 1 € 8. Con esto, se tiene que
Y+l=a+d € (a+d)+1=a+(d+1),

condg+ 1€ p,dedonde y+1€a+p=~+1,loque de nuevo es una contradiccién.

Asi, concluimos que « + 3 es un ordinal limite. O

Proposiciéon 3.17. La suma de ordinales es asociativa. Es decir, dados tres ordinales o, B y 7y, se
cumple que

(@a+B)+y=a+(B+7).
Demostracion. Fijemos a y 8 y realicemos la prueba por induccién sobre +.
» siy =0, por definicién de la suma con el 0 se tiene que (a + ) +0=a+=a+ (8+0).

» sea 7 un ordinal cumpliendo que (o + ) +v = a + (8 + 7). Entonces,

(a+B)+(v+1) = ((a+B)+7) +1= (a+(B+7)+1=a+((B+7)+1) = a+ (B+(y+1)),

donde en la segunda igualdad se ha aplicado la hipétesis de induccién y en el resto, la definicién

de suma.

= sea ahora v un oridnal limite tal que para todo § € v se da la asociatividad. Por un lado,

tenemos que

(@+B8)+v=Jla+p)+5:6eq} = J{a+(B+0) 6},
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donde el la primera igualdad se ha aplicado la definicién de suma de un ordinal y en la segunda

la hipétesis de induccion.

Por otro lado, teniendo en cuenta, por el resultado anterior, que 5 + v es un ordinal limite,
at+ B+ =Jat+nineB+at

Asi, para ver que v cumple la propiedad asociativa, tenemos que probar que

U{a+(6+5):667}:U{a+n:n€5+’y}.

Denotemos, por simplicidad, A al primer conjunto y B al segundo.

Si x € A, entonces existe dyp € v tal que z € a+ (8 + dp). Si vemos que (5 + dg) € 5+
tendremos que x € B. Por definicién, 8+~ = |J{f + I : § € v}. Ademds, como &y € 7,
do + 1 <~y al ser v un ordinal limite, 5o + 1 € . Asi, 5+ dp € (B+ o) +1 =5+ (dp + 1)
con &g + 1 € ~. Por tanto, 5+ &y € 5+ 7.

Ahora, si x € B, tenemos que existe 19 € § + - tal que x € o + 7ny. Por definicién de 5 + v,
existe 01 € v tal que 1y € B+ §1. Asi, tenemos que 1y < 8 + 01, por lo que por la proposicién
anterior se deduce que oo+ 19 < a + (8 + d1). Por la transitividad de este ltimo conjunto,

x €a+ (f+d1), con d; € . Asi, se concluye que = € A.

Aplicando ahora el Principio de Induccién Transfinita se obtiene el resultado. O

Como acabamos de ver, el Principio de Induccién Transfinita permite probar numerosas propiedades
sobre los ordinales de una forma bastante sencilla. Sin embargo, su alcance va mucho mas alla de este
campo, pues es una herramienta muy poderosa en todas las ramas de las matematicas. Una de sus
principales aplicaciones es la construccién de la Jerarquia de Borel, que ordena los conjuntos de la
o- algebra de Borel asignando a cada uno de ellos un ordinal. Se puede consultar esta construccién
en [Jech, 2003, Capitulo 11]. Esta jerarquia, a su vez, permite probar resultados importantes en
Teoria de la Medida o sobre la clasificacion de funciones.

La gran relevancia de este principio reside realmente en que la induccién ya no solo se restringe a
elementos que puedan ser ordenados mediante los naturales, si no que se amplia a un orden cuya

extensién es inimaginablemente mayor.
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3.2. Consistencia y Completitud de ZF

En este trabajo, hemos presentado los axiomas de la Teoria de Zermelo-Fraenkel. Sin embargo, no
se ha hablado ain de su completitud o de su consistencia. Tras haber estudiado la aritmética de
los ordinales, contamos ya con las herramientas para relacionar los Teoremas de Incompletitud de
Godel con los axiomas de ZF. Para ello, veremos que los niimeros naturales cumplen los axiomas

de la Aritmética de Peano, lo que nos permitira aplicar los teoremas.
Proposicién 3.18. w cumple los axiomas de la Aritmética de Peano (1.23). Es decir, w |= PA.

Demostracion. En primer lugar, recordemos que el Lenguaje de la Aritmética de Peano estd com-
puesto por la signatura %Zp4 = {0,s,+,-}. Asi, vamos a formar una Zp4-estructura con dominio
w y vamos a ver que efectivamente es un modelo de PA. Observemos que como w es un conjunto,
la operacién conjunto sucesor es una funcién 1l-aria en w y la suma y la multipicacion de ordinales
son funciones binarias dentro de este conjunto, pues como los naturales son ordinales sucesores, la
suma de cualquiera de ellos seguira siendo un sucesor menor que w.

Asi, tomamos w como dominio y asignamos a la constante 0 el elemento 0 de w, al simbolo de
funcién s la funcién 1-aria sucesor, y a los simbolos de funciéon + y -, las funciones binarias suma y
producto de naturales.

Veamos entonces que los axiomas de la teorfa de la Aritmética de Peano se cumplen segin la

interpretacién dada en 1.19:

Los Axiomas de PAy a PAs5 se cumplen por definicién de las operaciones entre ordinales.

PAg se trata del Principio de Induccién, por lo que se cumple.

» Dadon € w,sin+1=0 entonces n € n+ 1 =, lo que no es posible. Por tanto, para todo

n € w no se puede dar que n + 1 = 0. De esto se obtiene PAg

Sean n y m naturales. Si n +1 = m + 1, veamos que n = m. Supongamos que n #* m.
Comonen+1=m+1=mU{m}, tenemos que o bien n € m o bien n € {m}. Como la
segunda opcién implica que n = m, lo que suponemos que no ocurre, tenemos que n € m.
Pero aplicando el mismo razonamiento a m € m + 1 obtenemos m € n. Sabemos que esto no
es posible por el Axioma de Fundamento, de donde se concluye que n = m y que por tanto se

cumple PA;.
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O

Asi, tenemos que el Lenguaje de la Teorfa de Conjuntos es un lenguaje numerable en el que se
pueden definir los simbolos de .£p4 v tanto ZF como ZFC son teorias en las que se cumplen los
axiomas de PA. Asi, aplicando los Teoremas de Incompletitud de Godel obtenemos el siguiente

resultado.

Teorema 3.5. Teoremas de Incompletitud de Gédel para ZF y ZFC

Si ZF es consistente, entonces es incompleta y ZF t conzp. Lo mismo ocurre con ZFC.

Asi, se concluye que cualquier prueba de la consistencia de ZF no podria llevarse a cabo dentro de
ZF, si no que deberia realizarse en el marco de una teoria mas amplia, cuya consistencia habria que
asumir. Por otro lado, si se asume la consistencia de ZF, esta teoria seria incompleta, por lo que
existirian sentencias que no se podrian probar en ZF. Es decir, tanto si asumimos la consistencia de
Z F' como si tratamos de probarla en una estructura mayor, llegard un punto en el que seré necesario
asumir cierta teoria como consistente, y dentro de esta siempre habra hechos que, aunque puedan

ser ciertos, no podran llegar a ser demostrados.
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Conclusiones

En este trabajo se propuso estudiar la Teoria Axiomatica de Conjuntos a través de la Ldgica
Matematica, con el fin de presentar los fundamentos sobre los que se basan las distintas ramas
de las matematicas. A lo largo de estas paginas se han obtenido numerosas conclusiones, que se

recopilan a continuacion.

En primer lugar, se ha entendido la necesidad de una axiomatizacién de la Teoria de Conjuntos,
evitando asi las paradojas derivadas de la concepciéon puramente intuitiva. Con esto en mente, se
han presentado las herramientas légicas que permiten su construccién, explicando el lenguaje en el
que se expresan todos los conceptos y las reglas que permiten obtener conclusiones validas. En este
contexto, se ha podido definir rigurosamente el concepto de axioma, haciendo ver que son aque-
llas afirmaciones que se toman como verdaderas y a partir de las cuales se deducen los resultados.
Ademsds, mediante los modelos, los Teoremas de Solidez y Completitud y los métodos de demos-
tracién, se ha asegurado que la forma de trabajar en matematicas, utilizando las interpretaciones

intuitivas de los simbolos, esta sustentada por la légica.

Visto esto, se ha pasado a desarrollar la Teoria Axiomatica de Zermelo-Fraenkel. Se ha visto que un
conjunto no es mas que un objeto matematico cumpliendo una serie de axiomas, y que al contrario de
lo que se podria esperar, no toda coleccién de elementos constituye un conjunto. Se han presentado
ademas los nueve axiomas que conforman la teoria. Unicamente asumiendo estos enunciados, se ha
podido demostrar que conceptos habituales como el contenido, la unién o las partes de un conjunto
existen y se comportan tal y como se conoce. También se han demsotrado hechos que en un principio
se asumen como intuitivos, como la existencia y unicidad del conjunto vacio o la existencia de al
menos un conjunto infinito. Ademads, se ha visto que conceptos en los que se basan gran parte de

las matemadticas, como las funciones o las relaciones, se pueden construir en base a conjuntos.

Una de las conclusiones mas interesantes que se deriva de estos axiomas es la construccién de los
nimeros naturales y su esencia. Se demuestra la existencia de estos niimeros, as{ como la del conjunto
formado por todos ellos y se observa que los naturales son también conjuntos, cuya caracteristica

principal es que contienen a sus anteriores.

También se ha visto que el Axioma de Eleccién es independiente de la teoria de Zermelo-Fraenkel.
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Es decir, tanto anadirlo como negarlo no crea contradicciones. Asi, por mucho que la naturaleza del
enunciado pueda ser cuestionada, no existen razones puramente logicas para decantarse por una de

estas opciones.

Una vez determinada la Teoria Axiomadtica, se ha demostrado la existencia de un nuevo sistema
numérico, los ordinales, que constituyen una extensién de los naturales y de su orden. Se ha pre-
sentado su aritmética, que engloba la conocida para los naturales, y se ha visto que su naturaleza
se basa en continuar el proceso de construccién de los naturales y w. Ademaés, se ha visto cémo
construir funciones de clase de forma recursiva, se ha demostrado el conocido Principio de Induc-
cién y se ha visto la forma de extenderlo a todos los ordinales mediante el Principio de Induccién

Transfinita, que constituye una herramienta de gran potencia.

Para terminar, se ha demostrado que el conjunto w constituye un modelo de la Aritmética de
Peano. Esto, a través de los Teoremas de Incompletitud de Goédel, implica que la consistencia de
la Teoria de Zermelo-Fraenkel nunca podré ser probado dentro de si misma. Asi, se manifiesta la
necesidad de asumir, en algiin punto, la consistencia de una teoria axiomaética, aunque, aun asi,
siempre habra ciertos hechos que no podran ser probados, lo que refleja las limitaciones que tiene
una teoria matematica. Sin embargo, el recuento de todo lo desarrollado es claramente positivo:
asumiendo tUnicamenente nueve axiomas de caracter profundamente intuitivo, es posible construir
practicamente todos los conceptos matematicos conocidos. Es decir, aunque puedan existir limita-
ciones, con este pequeno nimero de asunciones, que no dejan de replicar nuestra propia intuicién, se
estd en posesion de los materiales necesarios y suficientes para constuir mateméticas que abarquen

todos los conceptos deseados.
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