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Capitulo 1

Introduccion

La logica modal, se centra en el estudio del “modo de ser verdad” de las
proposiciones, en rasgos generales, puede definirse como el sistema formal que
intenta capturar el comportamiento deductivo de algtin grupo de operadores
modales, por ejemplo, en la légica alética si p y p — ¢ son necesariamente
ciertos entonces ¢ también lo es. Por otro lado en la logica temporal, si p y
p — ¢ son ciertos en el futuro, no necesariamente ¢ lo es. Estos operadores
modales se utilizan para calificar la veracidad de las distintas proposiciones
de una légica. En esta seccién presentaremos los autores mas relevantes de
esta drea y los distintos tipos de légicas, centrandonos en la llamada logica
epistémica (en la que se basard este trabajo).

1.1. Introducciéon historica

La logica modal se puede decir que parte de los andlisis de Aristételes, de
aquellos enunciados en los que usaban términos como “necesario” o “posible”.
En los ultimos anos se debe nombrar al que es considerado el pionero en
el tema, Clarence Irving Lewis, a quien se le atribuye el nacimiento de la
légica modal moderna. Este filésofo y catedratico estadounidense escribié
desde 1910 a 1932 articulos como “A New System of Modal Logic”[1], que
se publicé en el ano 1912 (en el que asienta las bases del estudio de la 16gica



modal) o libros como “Symbolic Logic”[2] publicado en el ano 1932, en el
cual presenta los cinco sistemas clasicos S1 a S5 de logica modal.

Después de nombrar a Clarence Irving Lewis no podemos dejar en el
olvido a otros autores que hicieron grandes avances en este area, empezando
por el filésofo y logico neozelandés Arthur Prior, con su obra “Objects of
Thought” [3] publicada péstumamente en 1971. En ella Prior contribuye en
el estudio de la Teoria de los mundos posibles. Esta teoria establece un marco
filoséfico y 1égico utilizado para analizar las distintas modalidades como la
posibilidad o necesidad.La Teoria de los mundos posibles [4] se apoya en
conceptos como los mundos posibles y las modalidades. Esta teoria hace una
distincion entre los mundos hipotéticos y el mundo real. El mundo real difiere
de los otros en unos pocos rasgos que hacen que pueda cambiar la veracidad
de ciertas férmulas en los distintos mundos.Prior utilizé esta teoria para
poder formalizar y desarrollar la logica temporal, esta logica se ocupa de
las relaciones entre momentos en el tiempo y la verdad de las proposiciones
en esos momentos. Por otro lado Prior hace contribuciones en la semantica
modal con sus desarrollos en sistemas formales utilizando la estructura de
mundos posibles.

Los trabajos de Arthur Prior en la teoria de los mundos posibles influyeron
en otros autores, entre los que destaca el fil6sofo y logico estadounidense Saul
Kripke, el cual propuso que para entender las expresiones “necesariamente”
y “posiblemente”, propias de la légica alética, no nos podemos restringir al
mundo real sino que hay que estudiar la veracidad de la férmula en todos
los mundos posibles. Por otro lado desarrollo los modelos Kripkeanos, estos
modelos estan formados por el conjunto de mundos posibles[5], estos mun-
dos estan unidos mediante una relacion de accesibilidad que nos aporta la
informacion de que mundo es accesible desde otro y una interpretacion de
las férmulas modales dependiendo del mundo en el que se sitie. Sus obras
maés relevantes son “Semantical Considerations on Modal Logic”[6], en la que
presenta su modelo Kripkeano y “Naming and Necessity” [7], la cual es una
obra basada en las conferencias de Kripke de 1970 en las que desarrolla entre
otras cosas sus ideas de la semantica de mundos posibles. Esta tltima obra
se extiende en “Identity and Necessity”[8], obra publicada en 2005 donde se
explora la nocion de identidad necesaria.

Siguiendo con el estudio de los mundos posibles nos encontramos con otro
filésofo y légico estadounidense llamado David Lewis cuyos mayores avances



fueron la argumentacién de la multiplicidad de los mundos posibles, la idea de
que las expresiones modales se entienden en términos de los mundos posibles
alternativos y la defensa de un realismo modal robusto en el que se sostiene
que los mundos posibles son tan reales como el mundo real. Esto se recoge
en su obra “On the Plurality of Worlds“[9].

Por 1ltimo hay que nombrar un autor que tuvo gran influencia en el cam-
po de los juegos semanticos y légica epistémica de la cual fue pionero, estamos
hablando del filésofo y 16gico finlandés Jaakko Hintikka[10]. Este filésofo de-
sarrollé la nocion de juegos semanticos como un enfoque distinto desde el
que abordar la seméntica de la légica modal, estos juegos se basaban en que
dos jugadores, un verificador y un falsificador, iban eligiendo movimientos
basados en la estructura de la férmula, el objetivo del juego era llegar a una
proposicién atomica que fuese claramente verdadera o falsa . En la légica
epistémica Hintikka influyé en el desarrollo de la teoria de juegos y la inte-
ligencia artificial. Sus obras maés representativas son “Knowledge and Belief:
An Introduction to the Logic of the Two Notions”[11] donde se abordan las
cuestiones centrales de la légica epistémica y “The Logic of Epistemology
and the Epistemology of Logic”[12] donde el autor investiga la relacién entre
logica y epistemologia.

1.2. Introduccion conceptual

La légica clasica proposicional, también llamada légica de enunciados o
l6gica de orden, es un sistema formal que nos permite valorar si una féormula
es verdadera o falsa, siempre y cuando esta esté bien formada a través de
variables proposicionales y elementos conectivos.

La légica clasica proposicional como su nombre indica pertenece al conjunto
de logicas clasicas o logicas estandar. Una légica estdndar es un sistema
formal cuyos principios son: [13]

= Principio de identidad:
Segun este principio toda entidad es idéntica a si misma.
Ejemplo: Raquel es idéntica a Raquel

= Principio de no contradiccién:



Por este principio se establece que una proposicién y su negaciéon no
pueden ser ciertas a la vez.
Ejemplo: Hace sol y no hace sol.

= Principio de Tercero excluido:
A través de este principio podemos asegurar que si una proposicion
afirma algo, pero a su vez existe otra proposiciéon que la contradice una
de las dos obligatoriamente debe ser cierta y no es posible la existencia
de una tercera opcién.
Ejemplo: Es martes o no es martes.

Las férmulas de la légica clasica proposicional se construyen mediante la
union de variables proposicionales utilizando conectivas booleanas y verifi-
cando los siguientes axiomas y normas.

1. Axiomas:

a) p N —1p
b) (P A —=0) = ((p =) = (¢ —0))
c) (p =) = (- = —p)

2. Normas o reglas de inferencia:
Modus ponens: Si ¢ v ¢ — ¥ son teoremas entonces 1 es teorema

Observaciéon 1.1. Cabe destacar que los axiomas presentados anteriormen-
te conforman uno de los varios sistemas axiomdticos de la LCP.Este sistema
axiomdtico es equivalente al compuesto por los principios presentados al co-
mienzo de la seccion.

Gracias a estas normas y axiomas podemos estudiar la veracidad de las
férmulas de la légica clasica proposicional, para demostrar la veracidad de las
féormulas existen varios métodos como son el método seméntico o sintactico.kl
método semantico trata de demostrar una férmula a través de una deriva-
cion que use los axiomas y las normas de la légica.Por otro lado el método
semantico asigna valores de verdad y falsedad a las variables proposicionales
para posteriormente, comprobar si el valor de la férmula completa es igual al
valor de verdad.Un claro ejemplo del método semantico se encuentra en las



tablas de verdad. Posteriormente en este trabajo utilizaremos ambos métodos
para demostrar la misma féormula y asi observar sus diferencias.

plag|r|pANg|-rlgh-r|(pAgV(gA—r)
VIVIV] V | F F V
VIVIF| V [ V] V V
VIF|V|] F | F F F
VIF|F| F | V]| F F
FIV|V| F | F F F
FIV|F| F | V]| V Y
FIF|V| F | F F F
FIF|F| F |[V| F F

1.3. Tipos de légica modal y sus férmulas

Antes de adentrarnos en los distintos tipos de la logica modal, hay que
destacar que la légica es la ciencia formal que estudia los principios de la
demostracion y la inferencia valida, las falacias, las paradojas y la nocién de
verdad.

Vamos a presentar cinco elementos pero cabe destacar que si solo tuviéra-
mos los cuatro primeros conjuntos de elementos tendriamos lo necesario para
trabajar en la “logica clasica proposicional”, la cual hemos presentado en la
introduccién conceptual de este trabajo.

1. Férmulas atémicas:

Las féormulas son los elementos mas basicos de la logica y estan com-
puestas por el siguiente alfabeto.

a) Constantes proposicionales: " 1 e T”

T representara una tautologia mientras que L representa una con-
tradiccion.



b) Variables proposicionales: “p,q,r,s...”
Estas variables representan proposiciones basicas que pueden ser
verdaderas o falsas pero nunca ambas simultaneamente.
Estas variables sirven de base sobre la cual se construyen proposi-
ciones mas complejas mediante el uso de los siguientes elementos.

. Conectivas de aridad 2: “A,V,—”

Gracias a estos podemos relacionar las distintas variables/constantes
proposicionales. Estos son uno de los elementos principales en la légica
puesto que dependiendo del conector que usemos en cada situacion,
puede alterar la veracidad o falsedad de la férmula.

. Conectiva de aridad 1:"—"

Si encontramos este simbolo antes de una variable proposicional esta-
remos estudiando la veracidad de la negacién de dicha variable.

. Paréntesis

Los paréntesis nos ayudan a establecer un orden dentro de la férmula,
igual que con los conectores, los paréntesis pueden alterar el resultado
final de la férmula.

. Operadores modales.[]

Estos operadores varian su significado dependiendo de la 16gica modal
que se este aplicando en cada momento, pueden estar relacionados a
conceptos de conocimiento, tiempo, permiso...

Habiendo presentado ya todos los elementos de la logica modal podemos
llegar a una definicion de lo que es una férmula en la 16gica modal.

Definicién 1.1. Dado un conjunto numerable Prop cuyos elementos se
llaman variables proposicionales, llamamos formula,cuya longitud denotamos
como long(), a lo siguiente:

» Sip € PropU{L, T}, entonces p es una formula (de longitud 1).

» Si @, son formulas, entonces p AN, o V 1, — 1 son formulas (de
longitud long(y) + long(v) + 1)

8



» Si @ es una formula, entonces O, O, ~¢ son formulas (de longitud
long(p)+1)

Denotamos como L al conjunto de todas las formulas

Hay que anadir que podemos simplificar nuestro lenguaje utilizando como
elementos primitivos las proposiciones y las conectivas [, A y = vy definiendo
el resto de elementos a partir de estos tres a través de las siguientes equiva-
lencias:

PV i=2(mp A=), 0 = b= mp VY, Qp = —l-p, Li=pA-p, Ti=— 1

Utilizando estas equivalencias podemos simplificar las demostraciones, en
lugar de demostrar la implicacién podremos recurrir a que tanto la negacion
como la unién estan demostradas y por lo tanto la demostracién de la impli-
cacion es obvia.Utilizando este proceso observamos que para demostrar que,
por ejemplo, ¢ y ¥ cumplen una propiedad solo necesitariamos demostrar
que —p, o A, Uy la cumplen.

Cabe notar que este proceso es un induccién sobre la longitud de la formu-
la como vimos en la definicionl.1

1.3.1. Distintos tipos de modalidades logicas

Habiendo presentado las férmulas tenemos que concretar como se forman
las 1égicas y cuales son sus utilidades.
De manera informal, podemos definir una légica como un conjunto de axio-
mas y normas que nos ayudan a estudiar la veracidad de las formulas que
conforman un lenguaje.

Existe una variedad de logicas modales, en estas el cambio que se produce
es la “traduccién”del operador modal, este cambio de traduccion se utiliza
para adaptarnos al aspecto de la férmula en el que queramos estudiar su
validez.



En la siguiente tabla expondremos algunas modalidades logicas que no
podemos dejar olvidadas pero que por el limite de extension del trabajo no
podremos profundizar en ellas, cabe destacar que dentro del apartado de
ejemplos utilizaremos p como “llover” (“ponerse las botas” en dednticas) y ¢
denotara a la proposicién “salir el sol”.

Modalidad Operador Ejemplo de férmula
Alética [0 =“Es necesariamente cierto que...“ | Op= “Es necesariamente cierto que llueva*
O = “Es factible/posible que...“ Op=*“Es posible/contingentemente cierto que llueva“
F= “cierto en algin momento futuro“ | Fp=“En un futuro llovera*
Temporal G= 7cierto a partir de ahora” Gp=“Llovera a partir de ahora“

(Arthur Prior 1950)

P= “ha sido cierto..“
H= cierto siempre hasta ahora

Pp=“Es cierto que ha llovido*
Hp= “Hasta ahora siempre ha llovido“

Epistémicas/Doxéticas
(Hintikka 1962)

B= Creencia
K= Conocimiento

Bp= “Creo que llueve“
Kp= “Sé que llueve*

Deonticas
(Von Wright 1951)

O= obligacién
F= prohibicién
P= permiso

Op= “Estas obligado a ponerte las botas*
Fp=*“Tienes prohibido ponerte las botas*
Pp=* Se te permite ponerte las botas*

Cuadro 1.1: Modalidades con sus respectivos operadores de la logica

1.4.

Légica epistémica

Como se ha comentado en la introduccién histérica, el estudio de la logica

modal comienza en los tiempos de Aristoteles, pero si hablamos de la 16gica
epistémica tenemos que avanzar al siglo XX en el que Clarence Irving Lewis
abordé este tema desde el punto de vista simbdlico y sistematico.Hintikka
es reconocido como el fundador de la logica epistémica. Hintikka continuo
desarrollando la logica epistémica apoyandose en los avances realizados por
Kripke. Por ejemplo cre6 una seméntica analoga a la semantica de los marcos

Kripkeanos.

La logica epistémica se centra en estudiar aspectos como el conocimiento

y la creencia dentro de las formulas.
Los operadores modales de esta logica son:

Operador de Conocimiento (K): Este operador indica el conocimiento de

la veracidad de la férmula.

Ejemplo: K¢ se podria traducir como “Sé que ¢ es cierto”

10




Por otro lado podemos definir el operador dual K , este operador representa
el desconocimiento sobre la falsedad de la férmula.

Podemos reescribir el operador A respecto a K como : K p="K=-¢p
Operador de Creencia(B):Este operador a su vez indicaria la creencia de
que la formula es cierta en el mundo real.

Ejemplo:Qp se podria traducir como “Creo que ¢ es cierto”

De igual manera que con el operador K podemos definir B como el operador
dual de B.

Al igual que con los operadores de conocimiento se puede establecer la misma
equivalencia entre los operadores de creencia: B@:ﬁBﬂ@

La légica epistémica més importante es S4, esta logica serd presentada
en el capitulo 3.Cabe destacar que la légica epistémica se suele usar como
la légica de las propiedades del conocimiento. La importancia de la légica
epistémica también radica de su conexién con la topologia. La topologia nos
permite modelar la incertidumbre epistémica.

11



Capitulo 2

Modelos para la légica modal

2.1. El lenguaje de la légica

En la seccién anterior hemos definido lo que es una férmula,de la cual
la légica estudia su veracidad. A partir de las formulas podemos definir la
l6gica asociada a un conjunto de formulas.

Definicién 2.1. Llamando L al conjunto de todas las formulas, llamamos
l6gica a cualquier conjunto de formulas, LC L.(Segin definicioni.1)

A partir de la definicién de l6gica podemos definir el concepto de ldgica
modal normal.

Definicién 2.2. Una logica L se llama l6gica modal normal si cumple.

= Todas las instancias de tautologias de la logica cldsica proposicional
(seccion 1.2) estan en L, es decir para cualesquiera formulas ¢,0,v €

L:

1. pANY = e L

12



2. (pAp—=0) = ((p—= 1) = (p—0)) €L
3 (=)= (Y= —p) €L

» Contiene todas las instancias del azioma K:
O(p —¢) = (Op — 0Oy) € L, Yo, €L

= Fs cerrada bajo las reglas modus ponens y necesidad:

1. St o — ¥, €L, entonces ¢ €L.
2. Si ¢ €L, entonces Oy € L.

En este punto nos podriamos hacer la pregunta de ;qué formas tengo de
determinar computablemente si una férmula 7
La respuesta nos la encontramos en los métodos de demostracion sintactico
y semantico, que seran desarrollados en el capitulo 3.

2.2. Modelos relacionales,veracidad y validez
de las formulas

Los modelos son las estructuras donde vamos a estudiar las caracteristicas
de veracidad y validez de cualquier formula, pero antes de definir la terna
que lo compone, definiremos una estructura més basica de la que después
podremos obtener la definiciéon de modelo relacional.

Definicién 2.3. Un marco es una estructura F' = (W, R) conformada por :

» W: es un conjunto no vacio que representa el conjunto de elementos o
“mundos”. Estos mundos son los puntos respecto a los cuales estudia-
remos si se cumple la formula ¢ o no.

= R: Es una relacion binaria en W, que se utiliza para representar las
relaciones modales. La relacion R se utiliza para definir la conectivi-
dad entre los diferentes estados posibles en W. En nuestro contexto los
operadores modales se definen en referencia a la relacion binaria.

13



Dependiendo de la modalidad logica en la que estemos trabajando podre-
mos ver como la interpretacion de la relacion R cambia. Por ejemplo en la
légica temporal podemos ver R como una linea de tiempo, por otro lado en
la l6gica epistémica R representa la incertidumbre. Habiendo definido lo que
es un marco podemos alcanzar la estructura de modelo relacional.

Definicién 2.4. Un modelo relacional es una estructura M = (W, R, V)
compuesta por:

» Un marco FF = (W, R).

» V:Una funcion a la que llamamos valuacion que asigna a cada letra
proposicional un subconjunto de W.

V. Prop — P(W).

Utilizaremos esta valuacion para estudiar la veracidad de las férmulas,
también veremos que la validez no deja de ser un concepto extendido de la
veracidad a un modelo.

Definicién 2.5. Decimos que en un modelo M = (W, R,V) una féormula
o € L es cierta en x € W (denotado M,z |= ) si [14):

1. M,z =p <= z€V(p)

M,z ETVeeW

M,xFLVeeW

Mz E—-p < MazFyp

M,z = (o1 Ap2) <= M,z =1y M,z = o
M,z = (e1V @) <= Mxl=pr 0 M xl= g

M,z = (p1 = p2) <= M,xF ¢ 0 M,z = o

Sl S R s

M,z =0y <= para cada ' € W tal que xRx', M, 2" |= ¢

14



9. M,z |E=Qp <= existex’ € W tal que xRz’ y M, 2" = ¢

Cabe destacar que estamos definiendo la veracidad de una formula ¢ en
x por induccion sobre la longitud de la propia formula.(Utilizando defini-
cionl.1)

Con todo esto podemos decir que un punto del modelo satisface una
formula ¢ si esa férmula es verdadera en el punto.
Podemos definir entonces el conjunto V' (¢) como el conjunto de puntos donde
la formula ¢ es verdadera :

Vip) ={weW: Mwlk=p}

Observacion 2.1. La definicion de V(¢) dada anteriormente es una exten-
sion de V a todo L utilizando las propiedades:

= V(e AY) =Vip) ANV(Y)
= V(mp) =WA\V(p)
» V(Op)={zeW 2Ry —>yeV(p)}

A partir del estudio que hemos realizado de la veracidad de una propo-
siciéon en un punto del modelo, podemos obtener sin muchos problemas la
definicion de validez en un modelo.

Definicién 2.6. Diremos que la formula ¢ es vdlida en un modelo M =
(W, R, V) si es verdadera en todo punto del modelo M, equivalentemente si
se cumple que V(p) = W.

Utilizando la relacion que hay entre marco y modelo podemos de igual forma
decir que una formula ¢ es valida en un marco F si la formula es valida en
cualquier modelo de la forma M = (W, R) con V una valuacion cualquiera.

Para ver mas claro los modelos podemos utilizar el siguiente ejemplo.

15



Ejemplo 2.1. Supongamos que estd soleado en Ouviedo y una persona esta en
Oviedo. Esta persona sabe que llueve en Ouiedo, pero no sabe si hace sol o no
en Gijon.Entonces, la persona considera las siguientes posibles situaciones.

1. A:Esta lloviendo en Quiedo y estd soleado en Gijon.

2. B:Estd lloviendo en Ouviedo y no esta soleado en Gijon

Habiendo presentado el contexto podemos definir las siguientes proposiciones.

1. p="“FEstd lloviendo en Ouviedo”

2. q=“Hace sol en Gijon”

La incertidumbre de i surge respecto a si hace sol o no en Gijon y se puede
representar a través de un modelo M = (W, R, V') con :

u W:{A,B}
= R={(A,A), (A, B),(B,A),(B,B)}

= V(p)={A,B} y V(q)={A}

Podremos representar el modelo M graficamente de la siguiente manera:

16



Y21 b,7q

S7 denotamos como w el mundo donde se describe la situacion real tene-
mos que:

» (M,w) = Kp La persona sabe que esta lloviendo en Oviedo ya que en
los dos mundos posibles A y B en Ouiedo llueve por lo que la proposicion
p es verdadera.

» (M,w) = —-KqA—~K=q La persona no sabe si en Gijon estd soleado
pero es posible que lo este, ya que en uno de los mundos se cumple q
pero en el otro no.

17



Capitulo 3

Sintaxis y canonicidad

3.1. Légicas modales

En este apartado podremos caracterizar las distintas logicas, las cuales se
definen en base a axiomas y normas. En este trabajo pondremos el foco en
la logica que trabaja los marcos reflexivos y transitivos “S4”, y para definir
la misma utilizaremos otras logicas mas sencillas.

En el capitulo anterior definimos el concepto de légica modal normal. La
logica resultante de la interseccién del resto de légicas reciba el nombre de
“logica modal minima”.Esta logica admite también el nombre de légica K.

A partir de la 16gica K podemos definir la 16gica S4 como la légica que cumple:

» Es una légica modal normal (es decir contiene a K)

= Contiene todas las instancias de los axiomas de reflexividad y transiti-
vidad:
Op = ¢@eSdyUp —»0O0p eSVp € L

De misma forma podemos definir la l6gica S5 a partir de S4 como la logica
que cumple:
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= Contiene a S4

» Contiene todas las instancias del axioma de simetria:
O(p — Op) €S5Vp € L

En la siguiente tabla presentaremos las distintas logicas entendiendo que
toda logica tiene, ademés de las normas y axiomas que aparezcan directa-
mente, las de las logicas nombradas anteriormente

Légica Axiomas Normas
LoAyp—= Modus Ponens:
Cléasica Proposicional | 2.(p A — 0)—=((¢ = ¥)—=(p — 0)) | Si¢ vy ¢ — ¢ son teoremas entonces 1) es teorema
3.(00 =) (¥ = )
Axiomas de LCP Modus Ponens
Modal minima (K) | Axioma K: Necesidad:

O(e—)—(Op—01) Si ¢ es teorema entonces (yp lo es
Axiomas de la l6gica K Modus Ponens
Reflexividad: Necesidad

S4 Op—e
Transitividad:
Ue—00e
Axiomas de S4 Modus Ponens

S5 Simetria: Necesidad
D(e — Op)

Cuadro 3.1: Tipos de légicas

3.2. Teoremas y demostraciones de proposi-
ciones

Definicién 3.1. Dada una l6gica modal normal L, llamamos teoremas de L
a los elementos del conjunto L.

Para determinar si una férmula ¢ es un teorema de L, conociendo los
axiomas de reglas de inferencia que componen L, basta ver si ¢ es producto
de una derivacion o demostracién, es decir si existe una cadena de formulas
V1, P2, -, on =  donde toda ¢; es o bien un axioma o bien el resultado de
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aplicar una regla de derivacion a las anteriores. Lo descrito anteriormente es
el método sintactico para hallar si ¢ €L.

Existe otro método llamado método semantico que por su parte nos per-
mite afirmar que ¢ €L si ¢ es valida en una clase de modelos con respecto a
la cual la légica L es sélida y completa.

Si enfrentamos esas dos formas de estudiar la verdad de férmulas podemos
observar algunas diferencias como:

= El método semantico se preocupa por entender en qué condiciones la
proposicién es cierta. El método sintactico se centra en la forma y
estructura de las expresiones légicas y en la manipulacién de simbolos
con las reglas sintacticas.

= Mientras que el método sintéctico usa reglas y derivaciones, para sim-
plificar las férmulas,el método semantico directamente estudia la vera-
cidad de la proposicion.

= El método semantico utiliza herramientas como los modelos seméanti-
cos,arboles de verdad y logica de los mundos posibles para analizar
la validez de las formulas mientras que el método sintactico se apoya
Unicamente en las reglas sintacticas o de derivacién,los axiomas y los
teoremas.

Para contraponer ambas vertientes estudiaremos la veracidad de la férmu-
la (Op A OY) < O(e A ) a través tanto del método semantico como del
método sintéactico.

Método sintactico:

En cada punto nombraré que se ha usado. Al ser un si y solo si se demostraré

en 2 partes.
1°.(0p A DY) = O(p Ay)

1. Hipdtesis: (O A Oy)
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O
. Descomposicion de las hipotesis: {DZ

. Axioma K: O(¢p = (¢ = (p A¢))) = (Op = O = (9 Ay)))
. Teorema de la LCP:(p — (¥ — (p A ) (Afirmacién 3.2.1)

. Aplicando necesidad:(((¢ — (1 — (¢ A 1))

. Aplicando el axioma K:(O(p — O(1h — (¢ A1h))))

. Sabiendo que Oy y (O(¢ — O(p — (¢Av)))) aplicando Modus Ponens
obtenemos: (¢ — (p A1)

. Aplicando el axioma K:[Oy — O(p A )

. Sabiendo que (¢ y Oy — O(¢pAv) aplicando Modus Ponens inferimos:
O(¢ A1) que era lo que queriamos demostrar.

2.(0p AOY) < O(p AY)

. Hipétesis: O(p A 1))

. Expresamos la interseccion como implicaciones para usar el axioma K:

DAY — )y Ol A =)

. Aplicando el axioma K obtenemos:
O(e Av) = Opy O(p Av) — Oy

. Usando Modus Ponens con las férmulas anteriores y la férmula de
hipdtesis obtenemos: Uy y [y o lo que es lo mismo Uy A U

Afirmacién 3.2.1. La formula (p — (¥ — (¢ A))) es un teorema de la

Demostracion:

1. Hipdtesis:

o= (= (pAY))
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2. Usamos la equivalencia entre la union y la implicacién:
= (U V(e AY))

3. Usamos la equivalencia entre la unién y la implicacion:
—e V() V(e AY))

4. Reagrupamos para concluir mas facilmente que estamos ante una tau-
tologia:
(Vo) Veny) =T

Método semantico:

Para demostrar la veracidad de la férmula a través del método seméantico
debemos tomar un modelo reflexivo y transitivo y un punto x del modelo,
con esto tenemos que ver que si M,z = Oy A Y entonces probaremos que

M,z |=O(p A ).

A través de M,z = O A Oy obtenemos que en el punto x Op A ) se
cumple, por la interseccién sabemos que en x se cumplen Uy y U, Pues
que el operador modal [ se usa para hablar de los sucesores de las férmulas
podemos llegar a que, en el punto x se cumplen los sucesores de ¢ y los
sucesores de . Por esto resulta obvio que en el punto x se cumplen las
férmulas que son sucesoras tanto de ¢ como de 1. Esto se puede ver como
M,z = O(pAv). Con lo que quedaria probada la implicacién. La implicacién
inversa resulta andloga.

Observacién 3.1. Esta demostracion a través del método semantico se puede
llevar a cabo puesto que vamos a ver que:

@ demostrable en S4 < ¢ es vdlida en todos los modelos reflexivos y
transitivos

En resumen,el método semantico se centra en la relacién entre el lenguaje
y el mundo utilizando herramientas semanticas para entender el significado
de las formulas y su veracidad,por otro lado el método sintéctico se enfoca en
la manipulacién de simbolos segun reglas sintacticas para encontrar nuevas
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expresiones y asi demostrar propiedades l6gicas.Estos dos enfoques se com-
plementan y se usan a la vez para conseguir un estudio completo de la logica.

3.3. S4 es la légica de los modelos reflexivos
y transitivos

La demostracion de que S4 es la logica de los modelos reflexivos y transi-
tivos tiene dos partes puesto que tenemos que probar tanto la solidez como
la completud del mismo, primero definiremos cada caracteristica y a conti-
nuacion se probara.

Definicién 3.2. Llamando Log(C) al conjunto de formulas que son vdlidas
en todos los modelos que componen la clase C, decimos que L es solida res-
pecto a C si todo teorema de L es valido en C, es decir si L C Log(C)

Proposiciéon 3.1. S4 cumple la condicion de solidez respecto a la clase de
modelos reflexivos y transitivos.

Demostracion:

Basta ver que los axiomas de S4 y las normas Modus Ponens y Necesidad
son validos en cualquier modelo reflexivo y transitivo.
Sea M = (W, R, V') un modelo tal que R es reflexiva y transitiva y sea x € W
comprobemos que:

1. z E0O(p — ¥) = (Op — Oy) Este axioma ha sido probado anterior-
mente a través del método sintactico y semantico.

2. x EOp — ¢ Vp
Para ver que el axioma se cumple basta tener en cuenta que todo punto
del modelo es ”sucesor”de si mismo por ser un modelo reflexivo, enton-
ces como [y nos indica que ¢ se cumple para todo sucesor del w en
el que estemos y todo punto es sucesor de si mismo podemos concluir
que se cumple ¢ en w.
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3. z =0p — Oy
Para ver que el axioma se cumple basta tener en cuenta la condicion de
transitividad del modelo. Partiendo desde un mundo inicial w, Ly exige
que ¢ se cumpla en todo mundo sucesor (w') de w, tenemos que probar
que ¢ es cierto en los sucesores de w’.Por transitividad tenemos que al
estar relacionado w con w’ y w’ con sus sucesores podemos asegurar que
w esta relacionado con los sucesores de w’, por lo que podemos decir
que ¢ se cumple en los sucesores de w’ y quedaria probado el axioma.

4. SiMEpMEe—Y=MEY
La demostracién de este apartado es inmediata si tenemos en cuenta
que la implicaciéon ¢ — 1, se puede ver como —¢ V 1. Teniendo en
cuenta que tanto ¢ — 1 como ¢ son validas, podemos concluir que
es valida.

5. M=y — M EOgp
Esta demostracion es trivial puesto que si Uy significa que ¢ se cumple
en todos los mundos accesibles y esto se cumple utilizando la hipdtesis
de M E ¢

3.3.1. Resultados auxiliares para la completud

Antes de proceder con la completud del resultado enunciaremos y demos-
traremos unos resultados que nos seran necesarios para la demostracién de
la propiedad.

Definicién 3.3. Dada una logica normal modal L, un conjunto de formulas
AC L se dice L-inconsistente (o simplemente inconsistente si no hay lugar a
ambigiiedad)si existen formulas @1, ..., p, €A tales que =(o1 A ... A @,) €L.

Definicién 3.4. Dada una légica normal modal L, un conjunto de formu-
las AC L se dice L-consistente (o simplemente consistente) si no es L-
inconsistente.

Observaciéon 3.2. Utilizando la definicion anterior y la norma modus po-
nens obtenemos que la l6gica L es L-consistente si y solo si L&L

Definicién 3.5. Dada una logica normal modal L, un conjunto de formulas
AC L se dice mazimalmente consistente (CMC) si es consistente y no existen
superconjuntos propios suyos que sean consistentes:
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A CMC si y solo si A consistente y VB 2 A : B inconsistente

Lema 3.1. Sea L es una logica modal normal sin contradicciones.St un con-
gunto X C L es L-consistente, entonces para cualquier formula p,o bien
X U{p} o bien X U{—p} es consistente.

Demostracion:

S.p.g supongamos que X U {p}=A es inconsistente,por la definicién 3.3
existen 1,1, ..., U, @ €A tales que ~(11 Ao A ... A, A ) € L, hemos de

notar que =(1 AV A AR AP) = V1 AN A, — —p con oy, P, ., € X
con X un conjunto consistente. Por otro lado tenemos que X U {—p} tiene
que ser un conjunto consistente, puesto que si no fuese asi por la definiciéon
3.3 tendriamos que 36, ..., 0, tales que 01 A ... A 0,,, = {——p} € L.
Pero si se cumple esto podemos aplicar modus ponens para ver que:

L91/11/\¢2/\/\1pn/\91/\/\Qm%go/\—w:J_
VN
(W Ay A Ay ANOLA N By,) € L

Esto implicaria que X es inconsistente lo que entra en contradiccion con la
hipotesis de X consistente.

Proposiciéon 3.2. Sea L una légica modal normal. Un conjunto maximal-
mente L-consistente A verifica los siguientes puntos:

1. p ANy €A siysolosipeA yyp el

Para toda formula ¢, o bien ¢ €A o bien —p €A, pero no las dos.
oV €A siysolosiop€eA oy A

LCA

SR

En el caso de que L=5/, si Uy €A entonces tanto ¢ €A como 0y €A

Demostracion:
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1. <)Para esta demostracién supongamos por reduccién al absurdo que
e A ¢A. Con esta hipdtesis podemos construir el conjunto B=AU{p A
1}, claramente B no es conjunto consistente puesto que ACB y A es
CMC. Utilizando la inconsistencia de B podemos asegurar la existencia
de L:3)y,...,1h, €B con —=(¢1 A ... Apy,) €L (Por la definicién 3.3).
Llegados a este punto solo tendriamos dos opciones:

= Todas las v; pertenecen a A:
Esto provocaria que A cumpliese la definicién de inconsistencia,
pero esto entra en contradiccion con la hipotesis de consistencia
de A.

= Se cumple que una de las férmulas v; es idénticamente ¢ A 1):
Esto provocaria una contradiccién con la misma hipdtesis que en
el caso 1, puesto que tenemos que —(¢; A ... A1,) €L y a su vez
1, Yo, . Vi(= @ A1), ..., 1, €A obtendriamos que A es inconsis-
tente.

=) Para esta demostracién supongamos por reduccion al absurdo y sin
perdida de generalidad que ¢ ¢A. Con esta hipdtesis podemos construir
el conjunto B=AV{p}, claramente B no es conjunto consistente puesto
que ACB y A es CMC. Utilizando la inconsistencia de B podemos
asegurar la existencia de L:3q, ..., 1, €A con = (Y1 A ... AN, A @) €L
(Por la definicién 3.3).Por esto tenemos que (1 A ... A, = —p) € L,
ahora usando que —¢ — —(p A1) es una tautologia tenemos que (1; A
ANy — (¥ A p)) € L, utilizando la equivalencia de la implicacién
tenemos que (Y1 A ... A, A (P A p)) € L con lo que obtendriamos
que A es inconsistente, lo que entra en contradiccién con la hipdtesis
de consistencia de A.

2. Consecuencia del lema 3.1. y de la maximalidad de A.

3. Tomamos (p V ¢) €A (o V1Y) ¢As —p A ) ¢As0 ~p ¢A o
—1) ¢A& (proposicion3,2,2)p €A o ¢ €A

4. Supongamos por reduccion al absurdo que existe una férmula ¢ €L
que no pertenece a A,el conjunto AU{¢} es inconsistente por ser A un
CMC. Esto implica que ¢ entra en contradiccion con las férmulas de
A. Esto implica que = €A (proposicién 3.2.2) pero esto contradice la
hipdtesis de que A es consistente.En conclusién ¢ tal que ¢ €L y no
pertenece a A, lo que implica que LCA.

5. Obvio por los axiomas de S4
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Lema 3.2. (Lema de Lindenbaum)[15]
Un conjunto consistente puede ser extendido a un conjunto maximalmente
consistente.

Demostracion:

Sea X C L un conjunto L-consistente.Notamos que hay una cantidad
numerable de féormulas en el lenguaje, y las enumeramos £ = {¢1, 2, @3, ... }-
Utilizando el lema 3.1 definimos recursivamente una cadena de conjuntos
consistentes

X=XCX;CX,C..CX,C..

tal que, para todo 7, o bien ; o bien —; pertenecen a X; ;. Lo hacemos de la
Xp U{ons1} si X, U{p,teonsistente
X U{=¢n41} sino

Notamos que X* = (J, oy Xn es un conjunto consistente (porque si fuese
inconsistente,uno de los X,, tendria que ser inconsistente) que contiene a
Xo = X.Ademaés es maximalmente consistente porque si B 2 X*, entonces
sea @, € B\X*.Como ¢, ¢ X* entonces por construccién -, € X,.; C
B.luego ¢, ~p € By es por tanto inconsistente. X™* es por tanto el conjunto
buscado.

siguiente forma: X := X, X4 :=

Definicién 3.6. Definimos el modelo candnico M ,como el modelo (X, R, V)
tal que:

» X={Conjuntos mazimalmente consistente}
» R: relacion tal que si zRy <V tal que Uy €= ¢ €y
» V(p)={zeX : pex}

Lema 3.3. Lema de existencia.
St X es un conjunto mazimalmente consistente y Qp € X, existe un CMC
Y con XRY ypeY.
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Demostracion:

Supongamos que Q¢ € X.Construiremos el conjunto Y de forma que
XRY ypeVY.SeaY = {p}U{y|dy € X}. De esta forma Y’ es consis-
tente.Supongamos que no,utilizando la definiciéon 3.3 podemos afirmar que
existen 0y, ..., 0, € Y’ tal que =(6; A...A0,,) € L.Suponiendo la inconsistencia
de Y’ tenemos dos posibles casos:

1. 64,...,0, cumplen que [0, € X

En este caso tendriamos que 67 A ... A 0, — 1€ L.Ahora aplicando
la norma de necesidad, el axioma K y la propiedad distributiva de [J
respecto al conector A obtendriamos que [0, A ... A A, — [ Le
L. Utilizando esta ultima férmula junto a la hipétesis de 0, € X,
podemos aplicar la norma modus ponens obteniendo que [1 1€ X,
puesto que trabajamos en la logica S4 tenemos el axioma de reflexividad
por lo que es claro que L€ X, lo que entra en contradiccién con X
conjunto maximalmente consistente.

2. 00, € X parat=1,...n—1y0,=¢
En este caso tendriamos que 61 A...A0,, — = € L .Aplicando de nuevo
la norma de necesidad, el axioma K y la propiedad distributiva de [J
respecto al conector A obtendriamos que UJ6; A ... AJG, — L= € L,
utilizando que L=y = =0y resulta en que L6 A ... A0, — =Op € L.
Esto provoca que X es inconsistente puesto que por hipdtesis O € X

Definicién 3.7. Liamando Log(C) al conjunto de formulas que son validas
en todos los modelos que componen la clase C, decimos que L es completa
respecto a C si todo formula que sea vdlida en todos los modelos de C es teo-
rema de L , decir si Log(C) CL.

Proposiciéon 3.3. S4 cumple la condicion de completud respecto a la clase
de modelos reflexivos y transitivos.

Demostracion:

Para demostrar la completud necesitamos ver que si tomamos un ¢ que
se cumple en todo punto del modelo (X,R) = ¢ es demostrable en S4.
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En lugar de demostrar esto procederemos a probar el contrarreciproco es
decir, veremos que se cumple que si ¢ es indemostrable = J algtin modelo
donde ¢ no se cumple.

Para demostrar esto probaremos previamente que V¢ se cumple que si ¢ es
consistente = 3 algin modelo con un punto en el que se verifica ¢. Si pro-
bamos esto la demostracion se basard en utilizar que si ¢ es indemostrable
= —p es consistente = 3 algiin modelo donde se verifica —¢ = ¢ no es
valido = 4 algiin modelo donde ¢ no se cumple.

Tomamos ¢ una férmula consistente. Utilizando el Lema de Lindenbaum po-
demos asegurar que existe un conjunto maximalmente consistente que con-
tiene a .

Ahora tomando el modelo canénico (X,R,V) definido en la definicién 3.6.

Para trabajar en los modelos con relaciones reflexivas y transitivas nece-
sitamos probar estas propiedades para la relacién del modelo candnico.

1. Reflexividad:
Esta propiedad es trivial puesto que si Up € x donde x es un conjunto
maximalmente consistente es obvio, puesto que Uy — ¢ € S4 C X
luego, como tanto [l — ¢ como [y pertenecen a x, aplicando el
Modus Ponens obtenemos que ¢ € x con lo que hemos probado que

zRzx

2. Transitividad:
Tomando x,y, 2z € X, nuestras hipdtesis son que xRy e yRz, necesita-
mos probar que Vo tal que Uy €x= ¢ €z. Tomamos ¢ tal que Uy €x,
por el axioma 2 de S4 tenemos que [l € X, utilizando que zRy
obtenemos que [y € y y de nuevo aplicando por hipdtesis que yRz
concluimos que ¢ € z con lo que probamos que zRz.

Como ultimo paso de la demostracién tomamos la valuacién V y vamos a
demostrar el lema de verdad.

Lema 3.4. Lema de verdad:[16]
Para todas las formulas modales ¢ se cumple que Vxe X:

=p<<=peX
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Demostracion:

La demostracién de este lema se realiza por induccion sobre la longitud
de la féormula. Hay que destacar que V y — se pueden definir a partir de A

y_\

1. p=p : xFpex€eV(p)={y:pey}epex

2. p=p1N\py: X= p SXEV(p)=V(01Ap2)={y:01 EY}MY:p2 €Y1 €X
YV P2 €EX & p €X

3. p=mpixi= @ exeV()=V(—p)={yi¢1 €y} o1 X e €X
(por ser en nuestro contexto X CMC)< ¢ €X

4. po=0p1:xE ¢ & Vy: xRy, yE p1(Aplicando hipétesis de induccién)<
Vy:xRy:p1 €y< Op; €x (utilizando el lema de existencia)

Habiendo demostrado estos apartados podemos concluir que la doble im-
plicacion se cumple para cualquier férmula modal ¢, esto se da debido a que
podemos ir aplicando sucesivamente los apartados del 1 al 6 para ir redu-
ciendo la féormula, hasta llegar propiamente a uno de los 6 apartados.

Aplicando el lema de verdad obtenemos al fin que :

XE p <= p ex

Con todo estos resultados podemos demostrar la completud, puesto que
tomando el ¢ consistente tenemos por el lema de Lindenbaum que existe
un conjunto maximalmente consistente x tal que ¢ € z .Utilizando ahora la
definicién de modelo canénico que hemos tomado podemos asegurar, que en
el modelo candnico, existe un punto x tal que ¢ €x.Por tultimo aplicando el
lema de verdad, sabiendo que el modelo canénico cumple que la reflexividad
y transitividad, obtenemos que existe un x en un modelo reflexivo y transi-
tivo tal que xf= .
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Con todo esto llegamos a la conclusion de que si tenemos una férmula ¢
consistente podemos asegurar la existencia de un modelo reflexivo y transi-
tivo que satisface la formula en un punto.

Este resultado serd el mas importante en todo el trabajo puesto que a par-
tir de él podremos llegar a generalizar que S4 es la légica de los espacios
topoldgicos.
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Capitulo 4

Modelos topologicos

4.1. Introduccion

Llegado este punto nos preguntamos,;por qué es tutil la topologia en el
estudio de la légica modal epistemoldgica?.
Existen dos vertientes de desarrollo que tratan de conectar la légica modal
epistemoldgica con la topologia. La primera esta basada en el trabajo con los
interiores de McKinsey y el lenguaje de la logica modal basica de McKinsey
y Tarski. En esta seméntica establecen una relaciéon entre los operadores mo-
dales y los abiertos de las topologias.
La otra vertiente fue investigada por Moss y Parikh, estos introdujeron la
topologia basada en los espacios bimodales. sus investigaciones tienen una
fuerte motivacion desde el punto de vista de la logica epistemoldgica sugi-
riendo que "los aspectos simples de la topologia estan conectadas con las
l6gicas del conocimiento”.
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4.2. Semantica en un modelo topolégico

Habiendo ya presentado los elementos propios de la rama de la légica,
las distintas modalidades y el resultado el cual nos da una condiciéon para
saber aquella légica propia de los modelos reflexivos y transitivos, vamos a
transicionar todos estos conocimientos hasta el area de la topologia.

En la seccién anterior hemos demostrado que S4 es la logica de la clase de
modelos

{(X,R) :R es reflexiva y transitiva}

Para hablar con conceptos topoldgicos, lo primero que deberiamos hacer
es definir cual sera nuestro espacio topolégico y la topologia de este.
Denotaremos como T' = (X, 7g) al espacio topoldgico conformado por X el
espacio total y 7z la topologia inducida por una relacion R y la podemos
definir como:

TR={ACX:sixe AyxzRy=yec A}

Con esta definiciéon de la topologia inducida por una relaciéon podemos
obtener varias propiedades.

Definicién 4.1. Se denomina topologia de Alexandroff como la topologia
que cumple que toda interseccion de cualquier familia de conjuntos abiertos
es abierta.

Proposicién 4.1. Sea (X, R) un marco reflexivo y transitivo. Se verifica que
(X, 7r) es una topologia de Alexandroff.

Demostracion:

Tenemos que probar que 7z cumple los dos primeros axiomas de la defi-
nicién de topologia y sustituiremos el axioma de la interseccion finita con la
propiedad de la topologia de Alexandroff.
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1. X , (Z) € TR
Por como hemos definido 75 se tiene que X, € 75.

2. {Al|2 c [} C 1R :>ZLEJIAZ € TR
Tenemos que ver que la condicién de la topologia se cumple para la
union infinita, tomo un elemento de la unién cualquiera, y un y tal que
xRy, ise puede concluir que y pertenece a la union infinita? Si, por la
condicion de la topologia podemos asegurar que en al menos un A; se
cumple que = € A;, y xRy por lo que y perteneceria a ese A; y por
tanto a la union infinita.

3. {AZ|Z € I} C71p=> mIAZ € TR
i€
Tomamos un x perteneciente a la interseccién de abiertos, en todos los
abiertos, para que se cumpla que xRy en la interseccion, es necesario

que xRy en cada uno de los abiertos,esto provoca que y pertenezca a
todos los abiertos y por tanto a su interseccién.

Proposicién 4.2. Sea (X, R) un marco reflezivo y transitivo y T = (X, Tr)
el espacio topoldgico inducido, se verifica que:

1. R, =R
2. TR, =T
Demostracion:

1. R;, relaciona dos elementos de X siy solo si cumplen que pertenecen al
mismo abierto bajo la topologia g, por la definicién de esta topologia
para confirmar que dos elementos pertenecen a un abierto necesitamos
la condicién de zRy.De esta forma obtenemos que xR,y < zRy.

2. Tg, define una topologia en la que se cumple que si x pertenece un
abierto y xR,y provoca que y pertenece al abierto.
La relacién R, es la relacion generada por la topologia 7, esta relacion
establece que xRy sii X e y pertenecen al mismo abierto, de esta forma
comprobamos que las condiciones de las topologias 7z, y 7 son las
mismas, por lo tanto ambas topologias son iguales.
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Para terminar de formar el modelo topoldgico necesitamos anadirle una
valuacién que se define idénticamente igual que en el caso de los modelos
definidos para las logicas modales.

4.2.1. Caracterizacion de los operadores modales en
los modelos topolégicos

Para terminar de transicionar de los modelos de la l6gica a los modelos
topoldgicos nos faltan por introducir las relaciones que hay entre [, y
algunos conceptos topoldgicos. Asociaremos en primer lugar el caracter modal
[J con el concepto de abierto, anteriormente utilizabamos [] para representar
la necesidad de verificacion de la férmula que la procedia.En la topologia
hablamos del interior al mayor abierto contenido en el conjunto, con esto
pasamos de que Ly pase de “ es necesario que ¢ sea cierto” a "¢ es vierto
en el interior del conjunto”.

De igual manera podremos caracterizar a ¢ como la clausura del conjunto.
Estos cambios nos seran muy utiles puesto que ahora podremos aplicar todos
los resultados que conocemos de topologia para estudiar los modelos de la
l6gica modal.

Para ejemplificar esto podemos tomar la férmula que usamos en los ejemplos
del método sintactico y semantico:

Op Ay < O(e A1)

Si vemos esto a través de la caracterizacion que acabamos de enunciar
resultaria en probar que:

Int(A) N Int(B)=Int(AN B)

Esta equivalencia desde el punto de vista topoldgico es obvia puesto que
si tomo un = € Int(A)NInt(B) < dJA,B € tptalquex € Ay z € B
respectivamente < x € AN B y es obvio que de esta forma x pertenece al
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termino de la derecha. Puesto que la demostracién se ha realizado a través
de equivalencias también ha sido probada la otra implicacién.

Definicién 4.2. Diremos que una formula ¢ es verdad en un punto x del
modelo topolégico M = (X, 1,V) (Denotado M,x |= ¢) si :

» Mizl=p <= z€V(p)

» Mo ET <= z€V(p)

» Mz El < z€V(p)

s Mz (o1 ANy2) <= M,z Ep1 y M,z | o

= M,z = (o1 V) <= Mzl o Mk e

= Moz = (p1 = o) < M,xF 1o Mz oo

s Mo EQOp <= U et talquexr e U yVye U, M,y = ¢
s Mz EQp <= YU e, sixeU,JyeU tal quey €U

Observacion 4.1. Si denotamos como ||p|| el conjunto de puntos donde ¢
es cierta. entonces ||Opl|| = Int||eo]] v ||0¢|| = Cll|¢l|

Habiendo presentado la definicién de férmula cierta para un modelo to-
polégico, podemos establecer una equivalencia a través del siguiente resulta-
do.

Proposicién 4.3. Una formula ¢ es cierta en un modelo relacional si y solo
si es cierta para el modelo topologico asociado.

Demostracion:

Esta demostracion se elaborara sobre la longitud de la férmula ¢. Tome-
mos un modelo relacional reflexivo y transitivo M = (X, R, V) y un modelo
topolégico Mre, = (X, Tr, V).

s p=pMaolEp <= veV(p) < Mpy,x=p
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M x}= 4

. gpzw/\Q:M,x):w/\Q(:){M’x)zg

M op»
< (aplicando hip6tesis de induccién) Top @ =¥
MTop, X ): 9
= MTo;m xz ): w A (9

» o= UY:M x| < M,x ¥ ) < (aplicando la hipétesis de induc-
cién) Mrop, x ¥ 1) < Mrpyy, x |= =)

w o =0:M,z =0y < M,y = ¢ Vy tal que xRy <
(aplicando la hipétesis de induccién)Mr,,,y = ¢ para todo y € X
tal que xRy o de igual forma viendolo como un abierto de 7, Vy €
{z|zRz} < (Aplicando definicién 4.2) My, z = Oy

4.2.2. Ejemplos

Los siguientes ejemplos son sacados de la tesis doctoral de Aybiike Ozgﬁn[l 7]:

1. En la recta real.
Tomemos (R, 7) la topologia de la recta real , sea p=* medir mas que
a y menos que b’ y tomamos V(p) = [a, b].
El mundo real es x,donde la mesa mide x cm, con = € (a, b).Desconocemos
el valor de x, pero si puedo saber que x € (a,b). Esto se representa a
través de la féormula x = Op, a su vez si lo traducimos en términos
topolégicos obtenemos que es equivalente a x € Int(V(p)).

2. En R2.

Supongamos que tenemos un robot cuya utilidad es conocer el material
que compone el suelo donde se sitia el robot. El robot realiza el estudio
del suelo percibiendo un conjunto abierto a su alrededor.Supongamos
que nos encontramos en un suelo que esta compuesto en una zona por
arena y en otra por piedra, el robot solo podra decir con certeza donde
esta si todo el conjunto abierto que estudia es del mismo material.

Tomamos p=" el suelo es de arena” y q="“el suelo es de piedra”, por otro
lado definimos V' (p)="4drea del suelo de arenaz V' (¢q)=“drea del suelo de
piedra”. Con todo esto podemos ver que el robot nos dira que el suelo
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es arena si V, x = Op o lo que es igual a que Y,z € Int(V(p)).Anélo-
gamente podemos obtener las féormulas para que el robot nos diga que
el suelo es de piedra, si no se cumplen ninguna de las dos condiciones
el robot no nos dira el material, esto se debe a que existen dos punto
en el area del robot que nos dan materiales distintos. En este apartado
podriamos aplicar los conceptos topoldgicos de conexion, puesto que
existe una desconexién entre el conjunto de puntos que tienen como
suelo arena y los que tienen como suelo piedra.

3. Espacio de cantor.

El espacio de Cantor se forma partiendo del intervalo [0,1] eliminando
el segundo tercio, de los dos intervalos obtenidos eliminamos de igual
forma sus segundos tercios.El conjunto de Cantor es la interseccién de
todos estos intervalos que quedan después de un ntumero infinito de
iteraciones.

Por notacién denotaremos como 0 si nos situamos en el primer tercio
del intervalo y 1 si nos encontramos en el tercero. Por la construccion
de este espacio podemos denotar el conjunto de Cantor como:

C={(Xn)nen:Xn€{0,1}}.

La topologia que tomariamos en este espacio seria la generada por la
base:

U(ill..in) :{I'E CIQ?j :ij,j: 1,...,71,}

Con (4 ...4,) una sucesién de 1’s y 0’s. Con esto obtendriamos otra
relaciéon entre la légica y la topologia puesto que los abiertos contienen
a todos aquellos puntos que tienen en las n primeras tuplas los mismos
valores independientemente de los siguiente. Esto también incluye a
aquel punto cuyas coordenadas son exactamente una n-tupla igual que
la del abierto. Por lo que podemos concluir que todos los puntos del
abierto cumplen que son sucesores suyos.

4.3. S4 en los espacios topoldgicos

Para obtener el resultado de que S4 es la légica de los espacios topolégicos
demostraremos que “Un modelo relacional reflexivo y transitivo da lugar a un
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espacio topolégico que satisface las mismas férmulas”de lo que obtendremos
como corolario que S4 es la logica de dichos espacios topoldgicos. Partimos
de M un modelo reflexivo y transitivo, con la relacién R podemos definir la
topologia:

TR={AC X :sizeAyzRy=yec A}

Ahora, utilizando la proposicién 4.2 y 4.3, hemos demostrado que para una
formula ¢ se cumple que:

(X,7),tEeve (X,R,),x ¢

4.4. Modelos finitos

En esta seccién consideraremos marcos reflexivos y transitivos con un
nimero finito de puntos, demostraremos a través de un método llamado
filtracion que S4 es la légica de estos marcos. Es decir demostraremos que
si ¢ es una féormula consistente en S4 podemos encontrar un modelo finito
donde se satisface la féormula.

Primero definiremos el concepto de filtracion.

Definicién 4.3. Sea M = (W, R, V') un modelo de S y tomemos ¥ C L un
conjunto de formulas. Llamamos filtracion a la relacion de equivalencia <~y
definida como sigue:

T ey y StV € X se cumple que x |= o Sy =@

Con esta relacién de equivalencia podemos considerar el conjunto cociente
Wy = {|z|s |x € W} donde |z|s es la clase de equivalencia de X.Es decir
zls ={y € Wz ey y}

Con esto podemos definir un nuevo modelo.
Defino como Mg = (W/, R/, V/) al modelo que cumple que:

39



W =Wy

Se cumple que si xRy entonces |z| R |y|

Si |z| R/ |y| entonces para todo iy € ¥, si M,y |= o entonces M, x |=

VI (p) = {|z||M,z = p} para todas las variables proposiciones de

Existen varias formas de definir la relacién R/ de forma que cumpla las
propiedades anteriores, el ejemplo mas sencillo que nos podemos encontrar
es |z| R |y| & 32’ € |z|,9/| € |y tal que 2’ Ry’

Definicién 4.4. Un conjunto de formulas X diremos que es un conjunto de
subformulas cerrado si cumple:

s V) osipyVpeX ey yped
n SipEeEY=>pEY
s Sildped=peX

Proposicién 4.4. Dado un modelo reflexivo y transitivo (X, R, V) y un pun-
to x € X tal que x |= ¢, tomando ¥ = {subférmulas de @}. Se cumple que
la filtracion (Xs, Ry, V) es un modelo finito reflexivo y transitivo donde

z]s @

Demostracion:

Esta demostracion se hara a través de una induccion sobre la longitud de
la férmula:

s p=paxEp < z€V(p <= (aplicando la definicién de la
valuacién)z € Vs(p) <= |z| Ep

< ¢

. <p:¢/\€:x):¢/\9<:>{x):9

< (aplicando hipétesis de induccién y ¥ conjunto de subférmulas cerrado) {

NP
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» o = W E ) & x E Y & (aplicando hipdtesis de induccién y %
conjunto de subférmulas cerrado)|z| ¥ ¢ < |z| | —¢

o = Y = Y & J2’ € X tal que zR2’, 2’ = ¢ <(Como tene-
mos una filtracién) |z|R|2’| < (aplicando hipétesis de induccién y 3
conjunto de subférmulas cerrado)y € ¥ < (Aplicando la hipdtesis de
induccién)|z’| = ¥ por lo que |z| | Oy

Con esto probamos que si tenemos una férmula consistente, entonces po-
demos encontrar un modelo reflexivo,transitivo y finito que la satisface.
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Capitulo 5

Modelos genéricos para
espacios topolégicos

Hasta ahora hemos conseguido probar que S4 es la légica de los espacios
topoldgicos, pero esto se puede generalizar aiin mas. En este capitulo presen-
taremos una serie de resultados que nos llevaran a concluir que S4 es la logica,
no ya de los espacios topolégicos, sino en particular de cualquier espacio to-
polégico que cumpla ciertas propiedades. Esta demostracién fue realizada
por McKinsey y Tarski[18], en su demostracién imponian unas condiciones
iniciales al espacio X. Las tres condiciones eran:

1. El espacio X debe ser metrizable.

2. El espacio X debe ser denso en si mismo, esto quiero decir que no existe
ningin conjunto abierto unipuntual.

3. El espacio X debe ser separable

Definicién 5.1. Sea (X, 7,) un espacio topoldgico metrizable si existe una
métrica d en X tal que T, = 7,(d)

Definicién 5.2. Un espacio topolégico (X, 1,.) se dice separable si existe un
subconjunto D C X numerable y denso.
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Algunos ejemplos de espacios que cumplen las propiedades anteriores serian
R o el espacio de Baire.

Definicién 5.3. Sea (X, 7,) se dice espacio de Baire si toda interseccion
numerable de abiertos densos de X es densa.

Con investigaciones futuras los matematicos Rasiowa y Sirkowski [19]consiguieron
demostrar el mismo resultado sin necesidad de imponer la condicién de se-
parabilidad.

Por ultimo aparecié otra demostracion que solo utiliza las dos primeras
propiedades, esta demostracién fue elaborada por G. Bezhanishvili, N. Bezha-
nishvili, J. Lucero-Bryan y J. van Mill[20]. En este trabajo presentaremos la
ultima de las demostraciones del resultado original de Mckinsey y Tarski por
su sencillez.

Teorema 5.1. S4 es la logica de cualquier espacio denso en si mismo y
metrizable.

La demostracién de este teorema por Bezhanishvili y otros, esta funda-
mentada en los siguientes resultados auxiliares:

1. Lema de Particién
2. 54 es la logica de los cuasi-arboles

3. Sea f : (Y,d) — (X,7) una funcién continua,abierta y suprayectiva,
entonces X e Y satisfacen las mismas férmulas

4. Lema de Mapeado

Para la demostracién de estos resultados primero necesitaremos unos re-
sultados previos.

Sea X un espacio topoldgico, denotaremos como Int y Cl los operadores
interior y clausura en X. Como es habitual diremos que U es un abierto en

XsiUCXyInt(U)=U.
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Definicién 5.4. Diremos que un espacio (X, 1) es reqular si Vo € X y VC
7. — cerrado con x ¢ C, UV € 1, tal que x e U,C CV yUNV =0

Definicién 5.5. Sea (X, 7,) un espacio topoldgico y U € 1., diremos que U
es un abierto reqular si cumple que Int(ClL(U)) =U

Definicién 5.6. Sea X el espacio topoldgico y A una familia de subconjuntos
de X.

1. Diremos que A es discreta si cada x € X tiene un abierto U que cumple
que {A € A|JANU # 0} tiene como mdximo un elemento.

2. Diremos que A es o-discreta st A= U A, y cada A, es discreta.
new

3. Diremos que A conserva la clausura si Cl(UB)=U{CIl(B)|B € B} para
cada BC A

Lema 5.1. Sea X un espacio topolégico, B un subconjunto abierto de X
y U una familia de subconjuntos abiertos y requlares de X que conservan la
clausura y que cumplen que {C1L(U)|U € U} son disjuntos dos a dos. Entonces
B C WU siy solo si B C Cl(UU)

Demostracion:

La implicacion de izquierda a derecha es obvia puesto que todo conjunto esta
contenido en su clausura. Para probar la implicacion de derecha a izquierda
suponemos que B C Cl(UU) .Tomamos U € U y el conjunto V = U\{U}.
Entonces utilizando la hipétesis de clausuras disjuntas dos a dos tenemos que
ClU)N(U{CIV)IV eV}) =0y BCCl(UU) =CLU)U{CI(V)|V € V}.
Por lo tanto, BN CI(U) = B\ U{Cl(V)|V € V = B\CI(UV) es abierto en
X por lo que BNCI(U) C Int(Cl(U)) = U.Entonces B =U{BNCI(U)|U €
Up CUld.

Lema 5.2. Sea X wun espacio topoldgico regular, no vacio y denso en si
mismo y sea Y un subespacio abierto de X tenemos que.

1. Eziste un subconjunto abierto U mo vacio y reqular de X que cumple
que CI(U) CY
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2. Para cada n>1 existe una familia U formada por n subconjuntos abier-
tos, no vacios y requlares de X tales que {Cl(U)|Ue U} disjuntos dos
a dosy CllJU) CY

Demostracion:

1. Tomamos =z € Y. Puesto que X es un espacio T} y denso en si mis-
mo, Y'\{z} es un subconjunto abierto y no vacio de X. Puesto que X
es regular, existe un subconjunto abierto y no vacio V' de X tal que

Cl(V) € Y\{z}. Tomando U := Int(Cl(V)) se cumple la demostra-
cién.

2. Establecemos una induccién sobre n>1.

Si n=1 estamos en el caso (1).

Supongamos n>1 y existe una familia )V formada por n subconjuntos
abiertos regulares de X tal que {Cl(V)|V € V} es disjunto dos a dos
y Cl(UV) C Y. Entonces Y\CI(UV) es un subconjunto abierto no
vacio de X. Aplicando (1) obtenemos un subconjunto abierto regular no
vacio de X al que denotaremos como W, el cual cumple que CI(W) C
Y \CI(UV). La demostracién queda completa si consideramos U := VU

{w}.

Lema 5.3. Sea X un espacio topoldgico denso en si mismo, F un subespacio
discreto de X y de subconjuntos de X Uy, ...,U, tales que U = J,_, U; es una
familia de abiertos de X no wvacios que conservan la clausura. Supongamos
ademds que esta familia cumple que {Cl(U)|Ue U} es disjunta dos a dos y
Cl(UNF=0 para cada Ue U.

Si B es una familia discreta de subconjuntos abiertos de X, entonces existen

familias de subconjuntos de X Vi, ...,V, y un subespacio cerrado y discreto
D de X tal que:

1. U; CV; para cada i€ {1,...,n}

2. La familia V :=\J;_, Vi es una familia de abiertos no vacios de X que
conservan la clausura y cumplen que el conjunto {CI(V)| Ve V} es
disjunto dos a dos.

3. Cl(V)N(FUD)=0 para cada VeV
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4. Si BE By BZ |JV entonces:
a) Para cada i€ {1,...,n} existe V;€ V; tal que CI(V;)CB

b) El conjunto B N D esta formado por al menos dos elementos

Demostracion:

Tomemos C = {B € B|B ¢ UU}.Supongamos que C = (. Tomemos
V; = U; para i € {1,....,n} y D = (.Entonces D es un subespacio cerra-
do y discreto de X y V = U. De esta forma las condiciones del 1 al 4 se
satisfacen de manera trivial.
Ahora supongamos que C # (). Tomemos B € C.Por esto B ¢ UU. Utilizando
el lema 5.1 tenemos que B ¢ CI(UU), asi que B\CI(UU) es un subconjunto
abierto y no vacio de X. Teniendo en cuenta que F' es un subespacio cerrado
discreto y X denso en si mismo, obtenemos que B\(F U CI(UU)) es un sub-
conjunto abierto no vacio de X. Utilizando el lema 5.2 tenemos una familia
{Bx, ..., B,} de subconjuntos abiertos,no vacios y regulares de X tales que
{Cl(By), ...,Cl(B,)} son disjuntos dos a dos y J;_, Cl(B;) = Cl(U;, B;) C
B\(F U Cl(UU). Tomemos Dp como el conjunto formado por cualesquiera
dos puntos en el subconjunto abierto no vacio (B\(FUCI(UU))\ U}, Cl(B;)
de X.
Tomaremos también V; =U; U{B;|B € C} y D =U{Dg|B € C}.

Afirmaciéon 5.3.1. D es un subespacio cerrado y discreto de X

Demostracion:

Tomemos X € Cl(D).Puesto que B es una familia discreta, existe un
recubrimiento abierto de x tal que {B € B|[U N B # 0} esta formado por
un solo elemento como méximo. Teniendo que ) # UND C UU|JC C
(U{UUB|B € B}, tomamos B’ € C tal que {B € BlUNB # 0} = {B'}.Cabe
notar que Dpg/\{x} es un conjunto finito y por eso cerrado puesto que Dp/
es un conjunto conformado por dos elementos. A partir de esto podemos ver
que U\(Dp/\{x}) es un recubrimiento abierto de z.

Por ultimo vemos que

0 # (UN(Dp\{z})) N D = (U\(Dp\{z})) NU{Dp/|B € C}=
UL(O\(Dp\{z})) N Dp:|B € C} = (U\(Dp\{z})) N Dp C {x}.

Teniendo en cuenta que (U\(Dp\{x})) N D = {z} podemos concluir que D
es cerrado y discreto.
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Afirmacion 5.3.2. Para cada Ve V es un subconjunto abierto reqular no
vacio de X

Demostracion:

Puesto que para cada B € C y i € {1,...,n}, las familias {By, ..., B,} v
U; consisten en subconjuntos abiertos regulares no vacios de X, para cada
V eV, =U; U{B;|B € C} es un subconjunto abierto regular no vacio de X.
El resultado se cumple puesto que V = U?:l %

Afirmacién 5.3.3. La familia { CI(V)| Ve V} es disjunta dos a dos

Demostracion:

Supongamos V,W € V son distintos. Si V,W € U, entonces CI(V) N
Cl(W) = 0 puesto que {Cl(U)|U € U} son disjuntos dos a dos. Si V' €
Uy W ¢ U, entonces W € {By,..., By} para algin B € C.Por lo tanto,
Cl(W) C Ur,Cl(B;) C B\(FUCI(WU)) C B\CI(V) con lo que obtenemos
que CI(V)NCI(W) = (. El caso en el que W € U y W ¢ U es andlogo.
Si tuviéramos que V,W ¢ U, entonces V € {By,...,B,} y W € {Bj, ..., B.,}
para algin B, B’ € C. Si B = B’, entonces CI(V) N CI(W) = () ya que
{By,...B,} ={B},....,B.} y {Cl(By),...,Cl(B,)} son disjuntos dos a dos.
Si B # B’ entonces BN B’ = () ya que B es discreto y por tanto disjunto dos
a dos.

De este modo CI(V) N CU(W) C (U, CI(B;)) N (U, ClI(B})) C (B\(F U
Cl(UU))N(B'\(FUCI(UU)) € BNB' = y por consiguiente {C1(V)|V € V}

es disjunto dos a dos.

Afirmacién 5.3.4. La familia D:={B;| BEC yi € {1,...,n}} es discreta.

Demostracion:

Tomemos = € X. Utilizando que B es discreto sabemos que existe un
recubrimiento abierto N, de X tal que {B € B|BN N, # 0} esta formado
como maximo por un elemento. Si {B € B|BN N, # 0} es vacio entonces
{Bi|B €C,ie€{l,..,n},B;N N, # 0} es vacio porque N, N B; C N, N B
para cada Be€Cy i€ {l,..,n}.
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Supongamos que B’ € B es el tnico elemento de {B € B|BN, # 0}. Si
B’ ¢ C, entonces {B;|B €C,i € {1,....,n}, N, N B; # 0} es vacio.
Supongamos ahora que B' € C.Six ¢ Cl(Ul, B!), entonces U := N, \CIl(U, B!)
es un recubrimiento abierto de x y {B;|B € C,i € {1,....,n},U N B; # 0} es
vacio.

Six € Cl(U, B!) entonces tenemos que {CI(BY), ..., Cl(B.)} es disjunto dos
a dos, por lo que solo puede existir un j € {1,...,n} tal que z € CI(B}). Asi
que, si tomamos U := N, \U{CI(B})|i # j} es un recubrimiento abierto de x
y{Bi|Be€Cie{l,..,n},UNB; # 0} = {B;}. Utilizando que z € CI(Bj) y
U un recubrimiento abierto de x, tenemos que U N B # (). SiUNB; # () para
algin B € Cyi € {1,...,n} entonces () # UNB; C N, N B.Con esto podemos
concluir que B =By ) # U N B, = (N,\U{Cl(B))|i # j}) N B, = 0 para
1 # j.Por lo que D es discreta.

Afirmacién 5.3.5. La familia V conserva la clausura

Demostracion:

Tomemos W C V. Usando D como hemos definido en la afirmacion 5.3.4
tenemos que V=UUDy W= WnNU)UWND). Ya que D es discreta,
asi es WND. Por lo tanto, W N D conserva la clausura. Como U conserva la
clausura tenemos que W NU.

De esta forma tenemos que:

cryw) =
CllUwnu)uwnn))) =
clyomwnu)yulywnn)) =
ClUwnu))uciymwnn)) =
U{CiM|vewnuUurulJ{Ci(V)|[V e WNnD}
U{CIW)|IVeWnU)UWND)} =
U{Cl1(V)|V e W}

Con esto queda probado que V conserva la clausura.

Afirmacién 5.3.6. La condicion (3) del lema 5.3 se cumple

Demostracion:
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Tomemos V € V. SiV € U, entonces CL(V)NF = () por hipStesis. Ademés,
Cl(V)N D = ) puesto que para cada B € C tenemos que :

Dp € (B\(FUCI(UU)\UL, Cl(B;) €
B\(Fuci(Uu)) € X\cil(Uu) € X\CI(V)

Siguiendo esto podemos asegurar a que D = | J{Dg|B € C} C X\CI(V).Entonces,
Cl(V)Nn(FuD)=0.

SiV ¢ U, entonces V = B} para algtin B’ € Cy j € {1,...,n}.

Podemos deducir que CI(Bj) N F = () si tenemos en cuenta que:

CU(B)) € U, CU(B) € B\(FUCI(UU) C B\F C X\F

Por otro lado podemos ver que se cumple que:

Dy € (B\(FUCHUU)N\ Ui, CUB;) € X\ Uiz, CU(B;) € X\CI(B))

por lo que podemos deducir que Cl(Bj) N Dpr = 0.
Utilizando que B es disjunto dos a dos tenemos que:

CI(B) N D = CU(B,) N\ {Dy|B € C} = U{CI(B,) N Dy|B € C} =
(CI(B’;) N D) UULCIU(B}) N Dy|B € C\{B'}} <
D UU{CI(B}) N B|B € C\{B'}} C
U{B'NB|B eC\{B'}} =0

Por lo cual, CI(V) N (F U D) = ( y por consiguiente queda probada la
condicién (3).

Afirmacién 5.3.7. La condicion (4) del lema 5.3 se cumple
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Demostracion:

Supongamos que B € By B ¢ |JV. Entonces B € |JU puesto que U C
V. Teniendo esto en cuenta llegamos a que B € C. Tomemos i € {1,...,n},
entonces CI(B;) C U;_, Cl(B;) € B\(F' U Cl(JU) < B.Utilizando que
B; € V;, la condicién (4a) se cumple, por otro lado, como B es disjunto dos
a dos 'y Dp C B’ para cada B’ € C tenemos que:

BAD = B{Dy|B C} =
U{BQDB/|B/€C}:BQDB:DB

De este modo, BN D esta formado por dos elementos, por lo que queda pro-
bado que (4b) se cumple.

Con todos estos resultados se completa la demostracion del lema 5.3.

Habiendo demostrado el lema 5.3 podemos adentrarnos en la demostra-
cion del lema de particiéon.

Lema 5.4. LEMA DE PARTICION

Tomemos X un espacio topologico metrizable denso en si mismo, F un subes-
pacio no vacio cerrado y discreto de X y tomemos n > 1. Entonces existe
una particion de X {G,Uy,...,U,} cumpliendo:

1. G es un subespacio cerrado denso en si mismo y en ningun lugar denso
de X que contiene a F'.

2. Cada U; es un subespacio abierto de X tal que existe un subespacio
discreto F; de U; con CI(F;) = F; UG.

Demostracion:

Por el teorema de metrizaciéon de Bing[21],X tiene una base o-discreta B =
U{B,.|m > 1}, donde cada B,, es una familia discreta de subconjuntos abier-
tos de X, por el lema 5.2 (2), existe una familia V° = {W, ..., W,,} de subcon-
juntos abiertos no vacios regulares de X tales que {Cl(W}), ..., Cl(W,,)} son
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disjuntos dos a dos y C1(|JV° € X\F.SeaV? = {W,;} paracadai € {1,...,n}
y Dy = F. Entonces V?,..., V9 V° = |J_, V? y tenemos que Dy cumple las
condiciones del lema 5.3.

Para cada m > 1, definimos de manera las familias V}", ..., V]’ de subcon-
juntos de X y sea D,, un subespacio discreto cerrado de X. Supongamos
que para algin m > 1 las familias V]! ..., V™! y el subespacio discreto
cerrado D,,_; ya esta definido tal que V™1 := |JI_, V™! es una familia de
subconjuntos abiertos regulares y no vacios de X que conservan la clausura.
Esta familia de abiertos cumple que {CI(V)|V € V" !} es disjunto dos a dos
y Cl(V)N Dy = 0 para cada V e V1.

Aplicando el lema 5.3 alf; = V"', F = D,,_1, y B = B,, producen las
familias V", ..., V" y un subespacio cerrado y discreto D! tal que:

1. V"' CVYmparacadai € {1,...,n}

2. La familia V™ := [J!_, V" es una familia de subconjuntos abiertos
regulares no vacios de X tales que {Cl(V)|V € V™} es disjunto dos a
dos.

3. Cl(V)N (Dp—1 UD,,) =0 para cada V € V™
4. Si Be€ B, y BZ V™, entonces:

a) Para cada i € {1,...,n} existe un V; € V" tal que CI(V;) C B

b) El conjunto B N D), esta formado por el menos dos elementos.

Tomemos ahora el conjunto D,, = D,,—; U D! . Entonces D,, es un subcon-
junto cerrado y discreto de X, esto se da puesto que esta formado a través
de la unién finita de cerrados.

Por lo tanto tenemos:

L. V"t CVmy D, C D, paracadai€ {1,...,n}

2. La familia V™ := (J;_, V" es una familia de subconjuntos abiertos
regulares no vacios de X tales que {Cl(V)|V € V™} es disjunto dos a
dos.

3. Cl (V)N D,, =0 para cada V € V™
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4. Si B € B, y BZJV™, entonces:

a) Para cada i € {1,...,n} existe un V; € V" tal que Cl(V;) C B

b) El conjunto B N D,, esta formado por el menos dos elementos.

Para cadai € {1, ...,n}, tomamos V; = U,,c, V- Ui = UViy G = X\ U, U..
Nos queda probar que {G, Uy, ...,U,} cumple las condiciones requeridas en
el enunciado.

Afirmacién 5.4.1. {V* | i € {1,...,n}} es disjunto dos a dos para todo m
cw

Demostracion:

Haremos esta demostracién por induccion sobre m € w.
Para m=0, tomamos la familia {7, ..., W, } de forma que {C1(W), ..., Cl(W,,)}
es disjunta dos a dos. Por lo que {V?|i € {1,...,n}} = {{Wi}, ..., {W,}} son
disjuntos dos a dos y por tanto se cumple para m=0.
Tomemos m > 1y {V" !i € {1,...,n}} son disjuntos dos a dos. Vemos que
para cada i € {1,...,n} tenemos que:

Vv =y" 'U{BI|B€ B,y BZJVv"'}

También tenemos que para cada i,k € {1,..,n},V € V"' v B € B,,_; tal
que B € [JV™ !, tenemos que V N By, = 0, esto se da puesto que:

By C CU(U, B; € B\(Dpy UCIHJ V™) € X\UV™ —1C X\V

Tomemos V' € V" N V}" para algin i,j € {1,...,n}.Entonces V € V".Si
V € V" ! las observaciones anteriores nos indican que V € V]m*l. De esta
manera tendriamos que i=j por la hipdtesis de induccion.

Supongamos ahora que V ¢ V"~ entonces V ¢ V;”_l, porloque V =B;y
V = Bj para algin B, B’ € By, tal que B, B’ ¢ [JV™ ! Por esto tenemos
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que ) = B; N Bj.Consecuentemente, B = B’, as{ B; = B’ y por lo tanto
i=j demostrando que {V!"|i € {1,..,n}} es disjunto dos a dos, con lo que la
afirmacién queda demostrada.

Afirmacién 5.4.2. V; es disjunto dos a dos para cada i€{1,...,n}

Demostracion:

Tomemos V., W € V; = |,,ew Vi" tales que V- NW # ().Entonces existen
m',m" € wtalesque V € V™ y W € V™. Tomemos m = maz{m’, m"}.Entonces
VW e V" C V™. Usando que V™ es disjunto dos a dos, V=W. Por lo que
V; es disjunto dos a dos.

Afirmacién 5.4.3. Para cada m>1 y BE B, si BN\G# 0, entonces BE
yy

Demostracion:

Tomemos m > 1,B € B,,, y * € BN G. Entonces x € GG, usando que
X ¢ U, U;. Utilizando que V™ C |, e, VI = Vi para cada i € {1,...,n},

tenemos que |JV" C |JV; = U; para cada ¢ € {1,...,n} y por consiguiente

Uvm =UU_, V" = UL, Uv™ € U, U;. Entonces, = ¢ [JV™ y por lo
cual BZ JV™.

Afirmacién 5.4.4. Sea D=|\J{ D,,| mew}. Entonces DN\J;_, U;=0

Teniendo en cuenta que DN J_, U; = U, (D NU;) es suficiente probar
DNU; = 0 para todo i € {1, ...,n}. Utilizando que DNU; = (U, ,c,, PmNU; =
Ummew(Dm NU;), es suficiente demostrar que D, N U; = () para cada m € w,
esto se ve usando que :

D NU{V € V™ | € w} =
U{D,, N V|m' € w,V € V"'}
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solo tenemos que probar que D,, NV = () para cada m’' € wy V € Vim/.
Siguiendo las condiciones (1) y (3) tenemos que Dy, NV C Diaafmmy N
Vinaz{mmy N CUV) = 0 asi que V € vy C Vimax{m’m,}, con lo que queda
completa la demostracién.

Afirmacién 5.4.5. La familia {G,Uy,...,U,} es una particion de X tal
que para todo i € {1,...,n}, U; es un subconjunto abierto de X y G es un
subconjunto cerrado de X que contiene F'.

Demostracion:

Sea i € {1,..,n}.Puesto que U; = |JV; y cada V € V un subconjunto
abierto regular de X, U; es un subconjunto abierto de X.
También tenemos que U; 2 W; == () utilizando que V; 2 V™ D V9 = {W,}.
Para ver que {Uy, ..., U, } es disjunta dos a dos, tomemos = € U;NU;. Entonces
existen m;,m; € w,V € V", y W € V;-nj tal que x € V y x € W. Tomemos
m = mazx{m;,m;}. Entonces V € V" N V", usando que V" N V" = 0.
Usando la afirmacién 5.4.1 llegamos a que i = j y por lo tanto {Uy,...,U,}
es disjunto dos a dos.

Claramente G = X\ |J;_, U; es un subconjunto cerrado de X. Puesto que

{U1,...,U,} es una familia disjunta dos a dos de conjuntos no vacios y G =
X\ U._, U;, solo necesitamos comprobar que G es no vacié para concluir que
{G,Uy,...,U,} es una particién. Pero por la afirmacién 5.4.4 tenemos que

0 =F =Dy C U{Dnm e W} =D C X\, U; = G, completando la
prueba.

Afirmaciéon 5.4.6. G es un subespacio de X denso en si mismo y en ningun
lugar denso.

Partiendo de que G es cerrado, para ver que no es denso en ningun lugar
tomamos Int(G) # 0.Entonces existe m > 1y un B € B,, no vacio tal que
B C G. Por la afirmacién 5.4.3, B ¢ |JV™.Por la condicién (4a) existe un
conjunto no vacio V; € V" tal que CI(V}). Pero entonces tenemos que

P£Vi=BNV,CGNV, C
GnyUvircanyUw =
GNU, =0
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lo que da lugar a una contradiccion.

Para ver que es G es denso en si mismo, tomamos m > 1y B € B, tal
que BN G # 0. Por la afirmacién 5.4.3 B ¢ |JV™.Por la condicién (4b),
BNG2>BND D BND,, contiene al menos dos elementos.

Afirmacién 5.4.7. Para cada i € {1,...,n}, se cumple que F; C U; es
discreto y Cl(F;) = F; UG.

Demostracion:

Tomemos ¢ € {1,...,n}. Cada V € V; es no vacio, y por consiguiente
podemos escoger un zy € V.Denotamos por F; = {zy|V € V,;}.Usando que
U; = JV; tenemos que F; C U;.Por la afirmacién 5.4.2 tenemos que V; es
disjunto dos a dos y {zy} = V N F; para cada V € V;. Puesto que cada
V € V; es un subconjunto abierto de X, tenemos que Fj es discreto.
Tomemosx € G,m > 1y B € B, con z € B. Entonces x € BNG, y entonces
B ¢ |JV™, por la afirmacién 5.4.3. Por la condicién (4a) existe un V' € V"
tal que Int(V) C B. Por otro lado, V € V; y BN F;, 2 VN F, = {xzy} # 0,
con z € CI(F;). Por lo que G C CI(F;) y por consiguiente F; UG C CI(F;).
Para probar la otra inclusiéon supongamos que x ¢ F; U G.Entonces = ¢ G,
de esta forma z € J;_, U;.

Si x ¢ U, entonces | J{U;|j # i} es un recubrimiento abierto de x que es
disjunto de F;.Si x € U;, entonces z € V para algin V € V;(este V es uni-
co,consecuencia de la afirmacién 5.4.2). Cabe notar que x # zy, esto provoca
que V\{zy} es un recubrimiento abierto de x disjunto de F;. En ambos ca-
sos tenemos que x ¢ CI(F;). Entonces CI(F;) C F; UG y por consiguiente
se da la igualdad. Con esto se completa la demostracién del lema de particion.

A partir de este momento trataremos de demostrar el lema de mapeado
para terminar demostrando el teorema 5.1.Para esto necesitamos un lema
previo.

Lema 5.5. Un espacio metrizable X denso en si mismo es m-resoluble para
cada m>1.

Demostracion:
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Para cada m > 1, podemos construir recursivamente una familia disjunta
dos a dos {Aj,..., A}, la cual esta formada por subconjuntos densos de
X. Tomemos Xy = X.Supongamos que X,, es un subconjunto denso de X
para algiin n € w.Entonces X,, es un espacio metrizable denso en si mismo.
Por (Teorema 41,[22]), X,, es resoluble. Por lo que existe un 4,1 C X,
tal que tanto A, 3 como X, := X, \A,41 son densos en X,,. Por lo que
X, = Cl(A,11) N X, CCl(A,41) y similarmente tenemos que X,,,1.Por lo
cual tanto tenemos que A, , X,,11 y X, son densos en X. A través de un
argumento de induccién tenemos que X,, C X, siempre y cuando m > n
puesto que por definiciéon X, 1 C X,.

Para ver que {4y, ..., A,} es una familia disjunta dos a dos, sin perdida de
generalidad tomemos 7 > 7 > 1.Entonces

Ai N Aj Q Xi—l ﬂAJ Q Xj ﬂAJ == (Xj—l\Aj> N Aj == @

Claramente {A;, ..., A1, X\ U";" A;} es una particién densa de X con car-
dinalidad m > 1.

Definicién 5.7. Llamamos cuasi-drbol a un marco reflexivo y transitivo
(M, R) que cumple que todos los antecesores de un punto x son compara-
bles. Esto es que si yRx y zRx, entonces o yRz o bien zRy. Si tomamos la
relacion de equivalencia dada por x «~ y <& yRx e xRy, tomando las clases
de equivalencia se pueden ordenar en forma de drbol.

Figura 5.1: Ejemplo de cuasi-arbol § y el mismo cuasi-arbol tomando sus
clases de equivalencia[20]

Proposicion 5.1. La ldgica de los cuasi-drboles finitos es S4.

Demostracion:
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Para demostrar este resultado necesitamos ver si se cumplen las propie-

dades de solidez y completud. La solidez se da ya que, al satisfacerse los
teoremas de S4 en los modelos reflexivos y transitivos, también se satisfacen
en particular para los cuasi-arboles.
Para demostrar la completud tomamos una férmula ¢ consistente en S4, he-
mos visto en el capitulo anterior que existe un modelo finito M = (X, R, V)
y un punto x de este modelo tal que M,z = ¢. Tomamos ahora el submodelo
M = (X', R', V') definido de la siguiente forma:

X'={y € X|zRy}
R =R|,,

V=V

X/

Habiendo definido el submodelo solo necesitamos probar que:

1. M’ es un cuasi-arbol.
Tomamos y, 2z € X' de forma que zRx y yRx, por la definicién de X’
tenemos que xR’y e xR'z. La transitividad R’ se da puesto que esta
definida a partir de una relacion transitiva, por lo que obtenemos z Ry
e yRz.

2. Los puntos de X’ satisfacen las mismas formulas en M que en M.
Para esta demostracion haremos una induccién sobre la longitud de la
férmula.

spo=p MakEp < z€V(p) < ze€V'(p) < M ,z[Ep

M ¥

. cpzw/\H:M,x):w/\Gﬁ{M’x)ze

M7
& (aplicando hipdtesis de induccién) X
M x =0
s MixlEyYND
o = M,z = W < M,z ¥ ¢ < (aplicando la hipétesis de
induccion) M,z ¥ o < M’ x |= —p
» o =[¢:M,z = ¢ < para cada ' € X' tal que zRx’', M, 2" |
1 < (usando hipdtesis de induccién) M’ 2" |= 1 para cada 2’ € X’
tal que xRz’ <M’z = Oy
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Con esto tenemos que M’z |= ¢, de esta forma si una férmula es consistente
podemos encontrar un cuasi-arbol finito que la satisface. Con esto queda
demostrada la completud.

Definicién 5.8. Sea (X, 7,V) un modelo topoldgico y sea (Y, o) un espacio
topoldgico cualquiera.Llamamos mapeo interior a una funcion f :Y — X
continua,abierta y suprayectiva.

A partir de un mapeo inferior f podemos definir una valuaciéon Vy(p) =
{veY : fly) eVip)}=rV(P)]

Proposicién 5.2. Sea x € X y sea y € Y una antivmagen de x. Entonces
siz=yen (X,7,V)eyEYen (Y0, V)

Para llevar a cabo esta demostraciéon haremos una induccién sobre la
longitud de la féormula.

ro=palEp = eV = [fl)e (V) <
(aplicando la definicién de la valuacién)y € Vi(p) <= y E=p

X
rE=0

& (aplicando hipétesis de induccién){

SyEPNY

» o = ix | ) & x ¥ Y < (aplicando la hipdtesis de induccién)y F
vy

¢ = Oy Llamando M = (X, 7,V), N = (Y, 0,V}).

Si M,z |= O, entonces existe U € 7 tal que x € U y M, 2’ |= 1) para
todo ' € U. Tomamos y tal que f(y) = x. Tenemos que y € f~1(U),
puesto que Y es abierto por continuidad de f, y ademads, para todo
y € f~1(U), tenemos que f(y') € U, de modo que M, f(y') = ¢ en
(X, 7), y por hipétesis de induccién, N,y = ¢ en (Y,0). Con esto
concluimos que N,y = .

go=1/1/\9:x):¢/\9<:){

YE
yEo

Reciprocamente, si N,y = i, entonces existe V € o tal que y € V
y N,y | 9 para todo y' € V. Pero entonces tomando =z = f(y),
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U = f(V), tenemos que U es abierto por ser f una funcién abierta),
x € U, y para todo o’ € U, 2’ = f(y') para algin v/ € V, y como
N,y |= 1, entonces M, 2’ |= 1 por hipétesis de induccién. De modo
que M, x = .

Lema 5.6. Lema de Mapeado

Sea X un espacio metrizable denso en si mismo y F un subespacio de X
cerrado,discreto y no vacio. Entonces para cada cuasi-darbol finito T existe
un mapeado interior de X sobre T tal que la imagen de F esta contenida en
la raiz de T.

Demostracion:

Tomaremos el grupo raiz C' de T = (W, R) conformado por m elementos,
llamaremos C' = {ry, ..., 7, } . La demostracién se realiza a través de induccién
sobre la longitud de 7.

Primero supongamos que la long(7)=1. Entonces tendriamos que W =
C'. Por el lema 5.5, tenemos que X es resoluble. Tomemos {Ay, ..., 4,,} es una
particiéon densa de X. Definiremos la funcién f : X — W tal que f(z) = r;
siempre y cuando = € A;. Por(Lema 5.9 [23]), f estd bien definido sobre el
mapa interior.

Supongamos a continuacién que la long(7) > 2. Por la hipétesis de in-
duccién, para cada espacio metrizable denso en si mismo Y, un subespacio
cerrado discreto y no vacio Z de Y, y un cuasi-arbol finito & con longitud
menor que la longitud de T, existe un mapa interior g de Y sobre S tal que
g(Z) esta contenida en el grupo raiz de §. Tomemos wy, ...,w, € W tales
que {C, Rlw], ..., Rlw,]} es una particién de W.

Para cada i € {1,...,n}, tomamos T; = (W;, R;) el submarco de T tal que
W; = R[W;].Entonces T; es un cuasi-drbol tal que la long(T;) < long(T) y
C; := R; '[w;] es el grupo raiz de T;.

Aplicando el lema de particién, existe una particiéon {G, Uy, ..., U, } de X
tal que G es un subespacio de X denso en si mismo y denso en ningtn lugar
que contiene a F, y cada U; es un subespacio abierto de X que contiene un
subespacio discreto no vacio F; tal que CI(F;) = F;UG.Partiendo de que G es
un espacio metrizable denso en si mismo, aplicando el lema 5.5 obtenemos una

39



particién densa de G {Ay, ..., A, }.También cada U; es un espacio metrizable
denso en si mismo y F; es un cerrado relativo de U; puesto que:

Cly,(F)) =ClF,)NU; = (F;,UG)NU; = F;

Por la hipétesis de induccion tenemos que existe un mapa interior f; de U;
sobre T; tal que f;(F;) C C;.Defino f: X — tal que:

r; six € A; parai € {1,....m
IR )
;(z) six € Uj para j € {1,...,n}

Entonces f esta bien definido puesto que {4, ..., Ay, U, ..., Uy} es una par-
ticion de X.

Para ver que f es continua, es suficiente ver que f~!(R[w]) es un abierto en
X para cadaw € W.Siw € C entonces R[w] = W y por lo tanto f~(R[w]) =
fY(W) = X. Si x ¢ C, entonces w € W, para un tnico i € {1,...,n}
y por eso Rlw| = R;jw] C W;. Porque f; es un mapa interior, f~!(R;[w])
es un subconjunto abierto de U;. Partiendo de que U; es un abierto en X,
concluimos que f~'(R[w])=f"'(R;[w]) es un subconjunto abierto de X. Por
lo que concluimos que f es continua.

Para ver que f es abierta, tomamos U un subconjunto abierto de X,
recordando que {G, Uy, ...,U,} es una particion de X tenemos que:

fU)=fUGUUL U)) = fF(UNG)UU,(UNU;)) =
f(UNG)UUL, f(UNU;) = f(UNG)UULL, fi(UNU)

Cada U NU; es un subconjunto abierto de U;.Partiendo de que f; es un mapa
interior, f;(U NU;) es un R; — cono de T; y por lo tanto un R — cono de T.
Si UNG = 0 entonces f(U) = U;_, [;(UNVU;) es una unién de R — conos de
T, por lo que es un R — cono de T.
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Supongamos ahora que UNG = (). Podemos ver que f(U) = W .Partiendo
de una particién densa de G, { Ay, ..., A, } tenemos que (UNG)N A; # () para
cada i € {1,...,m}.

Por lo tanto, {r;} = f(UNGNA;) C f(UNG) paracadai € {1, ..., m},utilizando
esto obtenemos que f(U N G) = C.Partiendo de U NG # () tenemos que
UNc(F;) # 0, por lo que UN F; # 0 para cada j € {1,...,n}.Tomemos
z; € UN Fj. Entonces f(x;) = f;(xz;) € Cj, el cual es el grupo raiz de
T;.Pero f(z;) € f;(UNU;), el cual es un R; — cono de T; utilizando que
f; es un mapa interior.De este modo, f;(U N U;) = W;.Consecuentemente,
fU)=CnU;, W, =W,y por esto f es abierta, completando la demos-
tracion.

Con todos estos resultados podemos probar que si tomamos una férmula
consistente en S4 y un espacio topoldgico metrizable y denso en si mismo.

1. Existe un cuasi-arbol finito (Y, R) y un punto y € Y tal que y |= ¢
Esto se obtiene la proposicion 5.1

2. Existe un mapeo interior f : X < Y. Esto se cumple por el lema de
mapeado

3. Existe una valuacién V; en (X,7) y existe un punto = € f~'(y) tal
que (X, 7,Vy),z = ¢ Aplicando la suprayectividad del mapeado inte-
rior y la caracteristica de que en el cuasi-arbol se verifican las mismas
férmulas, obtenemos que existe z € f~!(y) tal que (X, 7,V}),z E ¢.

Con lo que concluimos el resultado.
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Capitulo 6

Aplicaciones y conclusion

En este ultimo apartado veremos de que forma podemos aplicar los con-
ceptos logicos o topologicos en aspectos tanto de la vida real como en otras
areas de las matematicas.

6.1. Teoria de la mente de segundo orden

La teoria de la mente tiene varios ordenes, en nuestro caso utilizaremos la
teoria de segundo orden.Esta se basa en la capacidad de pensar acerca de los
pensamientos de otra persona. La mejor manera de explicar estos conceptos
es a través de un ejemplo.
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== Esta es Sally Esta es Ana

Sally se va a dar un pasco

%% i

Ana coge la canica de la cesta y la mete en su caja

Ahora vuelve Sally Quiere jugar con su

(Dénde va a buscar Sally su canica? }

Figura 6.1: Ejemplo de interacciéon en la teoria de la mente de segundo
orden[24]

En la figura 1 podemos apreciar un ejemplo de un test con el que se
comprueba si una persona realiza tareas de segundo orden.
Primero vamos a describir la secuencia de la imagen. En la imagen podemos
observar como Sally tiene una cesta y Ana una caja, posteriormente vemos
como Sally guarda una canica en su cesta y abandona la habitacién. Por
ultimo podemos ver como Ana extrae la canica de Sally de la cesta y la
guarda en su caja.
En este momento le debemos preguntar a la persona que realiza el test donde
cree que Sally va a buscar su canica cuando vuelva a la habitacion.
En este momento nos aparecen 2 respuestas posibles.

1. 7Sally buscara su canica en la caja’.
Con esta respuesta podemos ver que la persona de estudio no realiza
tareas de segundo grado, esto se debe a que no tiene en cuenta que
Sally al no haber visto el cambio de posicién de su canica, tiene la falsa
creencia de que esta permanece en su cesta.

2. 7Sally buscara su canica en la caja”.
Con esta respuesta podemos asegurar que la persona de estudio realiza
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tareas de segundo grado puesto que esta teniendo en cuenta para res-
ponder la informacion que tiene Sally. De esta forma asegurarnos que
puede razonar respecto a los pensamientos de otras personas.

Habiendo presentado la situacién y la utilidad del estudio podemos realizar el
mismo estudio utilizando los caracteres légicos que hemos estado utilizando
durante todo el trabajo.

Figura 6.2: Ejemplo de interaccion en la teoria de la mente de segundo orden
por caracteres légicos|[24]

Usando la llamada légica dindmica epistémica [25], en particular la 16gica
de modelos de acciones [14], el informético Thomas Bolander [24] fue capaz
de modelar el test de Sally-Ann. Gracias a la decidibilidad de esta logica, en
2020, programa un robot que supera el test.[206]

Figura 6.3: Thomas Bolander junto a su robot[26]
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6.2. Conclusion

Durante este trabajo hemos ido presentando distintos conceptos logicos
y topoldgicos, gracias a los cuales, hemos podido establecer una serie de re-
laciones entre ellos. Empezamos con una introduccion historica y conceptual
para contextualizar el trabajo, aqui detallamos los axiomas y la norma que
conforman la Logica clasica proposicional y las distintas formas que hay para
demostrar la veracidad de las formulas.

La investigacion abordd una presentacion de las distintas l6gicas modales,
entre las que destaca la logica epistémica por su capacidad de modelar la
incertidumbre. Por otro lado, se incluyé la teoria de la mente de segundo
orden, concepto de la psicologia que se usa para expresar la capacidad de
razonar sobre lo que saben y no saben otros; este estudio se ejemplificé a
través del analisis de la figura 6.1, trabajando con lo que se llaman légicas
dinamicas.

Caben destacar dos de los resultados mas importantes de la investigacién
han sido:

» 54 es la logica de los modelos reflexivos y transitivos.

= 54 es la logica de cualquier espacio metrizable y denso en si mismo

Para el segundo resultado utilizamos la demostracion simplificada de McKin-
sey y Tarski.

En resumen, la utilizacién de modelos topolégicos y semanticos nos per-
miten avanzar en la comprension conceptos logicos, estos conceptos se ven
aplicados en areas como la inteligencia artificial. Como ejemplo practico po-
demos recurrir al robot fabricado por Thomas Bolander.

Estos conceptos siguen en continuo desarrollo, cabe destacar la figura de
Aybiike Ozgiin. En el articulo [27] Ozgiin junto con Adam Bjorndahl consi-
guen elaborar estructuras logicas, las cuales pueden ser vistas como genera-
lizaciones de espacios topolégicos. Por otro lado en el articulo [28] Aybiike ,
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Alexandru Baltag y Ana Lucia Vargas Sandoval consiguen introducir lo que
llaman “memoria” en las condiciones iniciales y utilizan los operadores mo-
dales para recurrir a esa memoria. Estos tres investigadores, demostraron que
esa logica es axiomatizable de manera recursiva, esto es sorprendente puesto
que la axiomatizacién de esta logica prescindiendo de la memoria todavia
no ha sido probada. Otros autores que continian con sus investigaciones en

este drea y que merecen ser nombrados son Alexandry Baltag[29] y Hans van
Ditmarsch[14]
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