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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria de la Probabilidad ocupa un papel crucial en el desarrollo de di-
versos campos de estudio, como pueden ser la psicologia, la biologia o la
ingenieria, entre otros. Sin embargo, en muchas situaciones no es posible
conocer con exactitud la informacion del experimento. De hecho, en la ma-
yoria de las ocasiones la informacién con la que trabajamos es incompleta,
inexacta o insuficiente, de manera que, obtendriamos conclusiones inexactas
0, incluso, erréneas si trabajasemos con la teoria de probabilidad clasica,
pues asumirfamos que tenemos informacién completa cuando la realidad es
otra. Para subsanar esta cuestién surge la Teoria de las Probabilidades Im-

precisas.

La Teoria de Probabilidades Imprecisas es una rama de la Teoria de la Pro-
babilidad que incorpora de una manera mas realista la imprecisiéon en los
estudios probabilisticos, a diferencia de los enfoques clasicos. Cuando tra-
bajamos con probabilidades imprecisas tenemos en cuenta y reconocemos
la incertidumbre y la falta de informacién en las situaciones habituales del
mundo real. Basicamente esta teoria se basa en el uso de conjuntos de pro-

babilidades compatibles con la informacién disponible.

Dentro de esta teoria, uno de los modelos mas destacados tanto por su
interpretacion como por sus buenas propiedades es el de los modelos de ve-
cindario o de vecindario. Estos modelos consideran una bola cerrada entorno
a una probabilidad con respecto a una determinada funcién que compara

probabilidades, llamada funcién de distorsién, y un radio, llamado factor de



Irina Lépez
Universidad de Oviedo

distorsion.

Este trabajo tiene un doble objetivo. Tras realizar una introducciéon a la
teoria de las probabilidades imprecisas en el Capitulo [2, en el Capitulo [3|se
realizara una revisién sobre los principales modelos de distorsién presentes
en la literatura, enfatizando las conexiones existentes entre ellos. Por otra
parte, en el Capitulo 4| se introducird un nuevo modelo de distorsién que
surge haciendo una modificacién de la funcién masa de probabilidad y se
analizard la conexiéon que hay entre los modelos del capitulo anterior y la
nueva propuesta, tratando de explicar los pros y contras de cada uno de los
modelos. Se concluird el trabajo en el Capitulo [5] haciendo un resumen de
lo visto a lo largo del trabajo y explicando posibles lineas de investigacién

futuras.



Capitulo 2

Probabilidades imprecisas

La Teoria de la Probabilidad tiene como base fundamental el espacio pro-
babilistico, pues sobre él se definen y analizan los sucesos de interés del
experimento. Por eso comenzaremos definiendo con claridad este concep-
to, que sera la base sobre la que desarrollaremos toda la teoria. Todos los
conceptos que introduciremos a continuacién son ampliamente conocidos,
y se pueden consultar por ejemplo en [2], para el caso de la Teoria de la

Probabilidad, o en [I7] para el caso de las Probabilidades Imprecisas.

Construiremos nuestra teoria sobre un espacio muestral finito con el fin
de simplificar la manipulacion y el trabajo con o-dlgebras y subconjuntos
de ). Sea E un experimento aleatorio. Consideramos el conjunto finito de
posibles resultados elementales del experimento F, que denotaremos como
Q y denominaremos espacio muestral. Consideramos un subconjunto A C
P(£2) que tenga estructura de algebra, y definimos una probabilidad como
una aplicacion
P. A — [0,1]
A — P(A)

que verifica los axiomas de Kolmogorov:
1. No negatividad: P(A) > 0 para todo A € A.
2. Normalizacién: P(Q2) = 1.

3. Aditividad: Si A,B € Ay AN B = (), entonces P(AU B) = P(A) +
P(B).
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Asi, decimos que la tupla (£2,.A, P) es un espacio de probabilidad o espacio
probabilistico. Notemos que por haber tomado un espacio muestral € finito,
no es necesario especificar finito-aditividad o sigma-aditividad, de hecho, nos

referiremos a ella simplemente como aditividad.

Para dejar claros estos conceptos probabilisticos claves en el desarrollo de

nuestro trabajo, veamos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.1. Si tenemos un dado perfecto de 6 caras, y consideramos el
experimento ”"Lanzar el dado al aire y anotar el resultado obtenido”, tenemos

los siguientes elementos para el espacto probabilistico:

» Espacio muestral: Q ={1,2,3,4,5,6}.
= Algebra de conjuntos: A= P(RQ).

s Dado que el dado es justo, la probabilidad asociada estd definida como:

P: POQ) — [0,1]

A — PA)=4

6
donde |A| denota el cardinal del conjunto A.
A continuacion, veremos algunas de las caracteristicas mas relevantes de las

probabilidades e introduciremos el concepto de variable aleatoria, que sera

clave en el desarrollo del trabajo.

2.1. Probabilidades y esperanzas

Comenzamos la seccién destacando algunas propiedades bésicas que cum-
plen las probabilidades y que pueden ser tutiles en el desarrollo de nuestro
estudio. Estas propiedades, todas ellas bien conocidas, se resumen en el si-

guiente resultado.

Proposicién 2.1. Consideremos el espacio de probabilidad (2, A, P) y sean
A, B € A, entonces la probabilidad P verifica:

» Monotonia: Si A C B entonces P(A) < P(B).
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» Congunto vacio: P(()) = 0.
» Complementario: P(A) + P(A°) = 1.

» Inclusion-exclusion: P(AU B) + P(AN B) = P(A) + P(B).

De la definiciéon de probabilidad surge un nuevo concepto que simplifica
el desarrollo tedrico y la interpretacién del mismo, las variables aleatorias.
Estas nos permiten trabajar con funciones reales de variable real, con las

que estamos mucho mas familiarizados.

Definicién 2.1. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Decimos que una
funcion
fr (AP — (R,Br)
W W)

es una variable aleatoria si es medible con respecto a Br, es decir si para
todo B € Br se cumple f~1(B) € A.

En rasgos generales, una variable aleatoria es una funcién definida de un
espacio de probabilidad cualquiera en el espacio de probabilidad asociado
a R, y cuyo conjunto imagen inversa constituye un suceso de interés, o en
otras palabras, es una funciéon medible. Este hecho nos aporta una serie de
facilidades, pues podemos replicar los resultados del analisis matematico, y
mas concretamente de la Teoria de la Medida, para desarrollar la Teoria so-
bre la Probabilidad. En nuestro caso particular, como estamos considerando
el espacio muestral finito, la sigma-algebra asociada puede ser P(2) lo que
implica que cualquier funcién f que definamos sera medible y por tanto, una

variable aleatoria.

Un concepto que utilizaremos a menudo relacionado con las variables alea-
torias es la esperanza, pues nos permite conocer y estudiar de una manera

mas sencilla el comportamiento de nuestra variable.

Definicion 2.2. Sea f una variable aleatoria, se define la esperanza de f

con respecto a la probabilidad P como:

Ep(f) = PHwhf(w). (2.1)

weN
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De aqui en adelante, cometeremos un abuso de notacién: en lugar de utilizar
P para denotar la medida de probabilidad y Ep para denotar su operador
esperanza, utilizaremos P para designar ambas medidas, dando por hecho
que entenderemos P como la esperanza cuando sea aplicada a una variable
aleatoria y como una probabilidad cuando sea aplicada a un suceso. Nos
permitimos este abuso porque, en realidad, los conceptos de esperanza de
una variable aleatoria y de probabilidad asociada a un suceso son nociones
equivalentes. Basta considerar la funcién indicadora asociada al suceso, sobre
la que se define la esperanza. Es decir, dado cualquier suceso A, podemos

considerar la variable aleatoria

1 si w pertenece al suceso A,
Ia(w) =

0 en otro caso,

de manera que P(A) = Ep(I4). Por lo tanto, a partir de la probabilidad
P se puede calcular la esperanza de cualquier variable aleatoria f segun la
Ecuacién , y viceversa, a partir del operador esperanza Ep se puede
calcular la probabilidad de cualquier suceso. Esto se muestra graficamente

en la Figura|2.1
P(A) = Ep(1,)

—

P probabﬂidad‘ ’E p esperanza

/

E(f)=) PH{whfWw)

wef

Figura 2.1: Descripcién gréfica de la relacion entre la probabilidad P y su
operador esperanza Fp.

Este abuso de notacion es habitual en la interpretacién comportamental de
la probabilidad y de las variables aleatorias dada por Bruno de Finetti [§].
Esta interpretacién percibe las variables aleatorias como apuestas, de forma

que el resultado de la variable aleatoria es la ganancia o pérdida del sujeto,
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e interpreta la esperanza de la variable aleatoria como el precio justo de
compra o venta de dicha apuesta para el individuo que estd haciendo la
asignacion. Es decir, se sigue una interpretacion subjetiva de la probabilidad.
Por este motivo, en la interpretacion comportamental no se suele hablar de
variable aleatoria si no de apuesta, y se habla de la previsién de una apuesta
en lugar de esperanza de la variable aleatoria. Veamos un ejemplo para

entenderlo mejor.

Ejemplo 2.2. Ana ha ido al centro hipico a ver un partido de polo, quiere
probar suerte y decide hacer una apuesta. Los dos equipos que compiten son
’La Querencia’ y ’Dos Lunas’. ’La Querencia’ es el equipo favorito de los
apostantes, y en concreto Ana considera que el precio justo de una apuesta
a favor de este equipo es de 658 si tiene la posibilidad de ganar 1008 en caso

de que sean los ganadores.

Ana también decidio invitar a su amigo Alejandro. Alejandro trabaja en un
hipico y tiene mds conocimiento sobre los equipos. De hecho, sabe que un
caballo del equipo 'La Querencia’ ha pasado por una lesion hace menos de
dos meses, por lo que, para Alejandro, la probabilidad de que ganen es del
50%, es decir, con la informacidn adicional considera que el precio justo

por un apuesta a favor de ’La Querencia’ es de 509.

Segiun la interpretacion comportamental de las probabilidades de Bruno de
Finetti, la probabilidad de que gane 'La Querencia’ para Ana es del 0.65 y
para Alejandro es del 0.50. Como se puede ver, la probabilidad es subjetiva

puesto que depende del sujeto que haga la asignacion.

De ahora en adelante, de acuerdo con la interpretacién dada previamente,

sera habitual que denominemos las variables aleatorias como apuestas.

Por otro lado, cuando consideramos la compra o venta de una apuesta, se
desprenden dos conceptos clave: el beneficio y el beneficio esperado. Cuando
compro la apuesta f a un precio Py(f) obtengo un beneficio de f — Py(f) y
un beneficio esperado de Py(f — Po(f)) = Po(f) — Po(f) = 0. Andlogamente,
si vendemos la apuesta f a un precio Py(f) el beneficio serda Py(f) — f y el
beneficio esperado sera de 0. En el caso particular de Ana en el Ejemplo
si mantiene su precio para la apuesta, obtendrd un beneficio esperado de
0, pero si consigue comprar esta apuesta por un valor ¢ < 0.65, tendrd un
beneficio esperado de valor Py(f —¢) = Py(f) —c=0.65 —c > 0.
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Es decir, para obtener un beneficio esperado distinto de cero, tendremos
que modificar el precio justo de compra de la apuesta, es decir Py(f). En la

Figura [2.2] podemos ver una representacién grafica de la situacion.

Compro f

N
e

Vendo f

Figura 2.2: Esquema de decisién.

Observando el esquema, vemos que para cualquier precio inferior a Py(f)
nos interesa (es decir, hay un beneficio esperado positivo) comprar la apues-
ta, mientras que para cualquier precio superior a Py(f) nos interesa vender
la apuesta. Ademds, notamos que hay un unico punto que separa la deci-
sién de comprar o vender la apuesta. Quiza seria méds interesante tener una
transicion mas suave en el cambio de decisién entre compra y venta de la
apuesta, pues no parece muy logico que una ligera modificacién en el precio
haga que la decisién cambie de comprar a vender, o viceversa. Si pensamos
en una situacién real parece demasiado radical pensar que ese cambio de

decisiéon esté dado por un tnico punto.

La problematica que observamos en este ejemplo se soluciona con los modelos
de probabilidades imprecisas. Estos nos ayudan a modelar situaciones de
nuestro dia a dia en las que no disponemos de suficiente informacién para
determinar la distribuciéon de probabilidad de un suceso o, siguiendo con
la interpretacion comportamental, situaciones en las que no hay suficiente
informacién para determinar los precios justos de compra/venta. Veremos
con detalle estos modelos, pero previamente es necesario introducir algunas

nociones bésicas que emplearemos con regularidad.

2.2. Probabilidades inferiores

En primer lugar, definiremos la nocién de probabilidad inferior. Resulta

interesante comenzar con un ejemplo del que se desprende la necesidad de
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definir este concepto.

Ejemplo 2.3. Continuemos con el Ejemplo[2.2. Ahora, Ana y Alejandro se

lo estan tomando mds enserio y quieren barajar mds posibilidades.

= W = Gana ’La Querencia’.
s [ = Pierde ’La Querencia’.

= D =Empatan.

Bajo el conocimiento de Ana sobre las habilidades de su equipo favorito, ya
hemos visto que asocia P(W) = 0.65. Ademdas, el campo en el que estin
Jugando no es muy bueno para la mayoria de los caballos visitantes, por lo
que apenas considera la posibilidad de que pierdan y le da una probabili-
dad de P(L) = 0.10, pero conociendo al capitin de 'Dos Lunas’, si que ve
una pequena posibilidad de que empaten contra €l, es decir P(D) = 0.25.
Estas probabilidades vienen de la interpretacion probabilistica de Bruno de
Finetti, y como podemos observar, son completamente subjetivas y surgen
ciertas dudas a raiz de ellas: ;quizd esté siendo demasiado generosa con su
equipo favorito? ;Estard Ana subestimando al resto de competidores? ;FEstd
teniendo en cuenta factores externos, como un tropiezo o un caballo con un
mal dia? zSabe que uno de los caballos de 'La Querencia’ estuvo lesionado

no hace mucho tiempo?

Este tipo de imprecisiones son habituales en la mayoria de las situaciones
de la vida real pues tenemos ciertos factores que no podemos “medir”, ni
siquiera tener en cuenta porque pueden ser desconocidos. Una buena solu-
cion a esta cuestién es dar una “cota” para las probabilidades de un suceso
y asi tener un buen anélisis de la situacién que nos permita tomar la mejor
decisién, y en el caso de las apuestas, decidir qué accién nos dard un mayor
beneficio. Esas cotas de las que hablamos son las que dan lugar a los concep-
tos de probabilidad inferior y superior. Antes de introducirlos formalmente,
notemos que como estamos trabajando con un espacio €2 finito, de ahora
en adelante consideraremos que el dlgebra de conjuntos donde esté definida
la probabilidad es A = P(£2). Ademds, introducimos la siguiente notacién:

consideraremos el conjunto de todas las probabilidades definidas sobre P(£2)
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y lo denotaremos como
P(Q) :={P: P(Q) — [0, 1] siendo P una probabilidad}
y denotaremos su interior como
P*(Q) ={P eP*(Q)| P(A) >0 VA#0}.

Una vez fijada esta notacion, pasamos a introducir el concepto de probabi-

lidad inferior.

Definicién 2.3. Una aplicacion P: P(2) — [0,1] es una probabilidad

inferior si verifica:

» Dados A,B € P(R2), si A C B, entonces P(A) < P(B).

A raiz de la definicién de probabilidad inferior, tenemos la definiciéon de

probabilidad superior.

Definicién 2.4. La aplicacion P: P(2) —» [0,1] es la probabilidad supe-
rior conjugada de P si para todo A € P(Q) se verifica P(A) =1 — P(A°).

Las probabilidades inferiores y superiores tienen dos interpretaciones prin-

cipales, la epistémica y la comportamental.

» Interpretacién epistémica: en este caso se interpreta que P(A) y P(A)
son cotas, inferiores y superiores, de la probabilidad real, pero desco-
nocida, del suceso. De esta forma, se supone que hay una probabilidad
real Py y que todo lo que se conoce sobre ella es que P(A) < Py(A) <
P(A) para todo suceso A.

= Interpretacion comportamental: esta interpretacién va en linea con
la interpretacién comportamental de Bruno de Finetti. En este caso,
P(A) se interpreta como el supremo de los precios que el individuo
estd dispuesto a pagar por [4, es decir, la ocurrencia del suceso A,

mientras que P(A) es el infimo de los precios de venta para I4.

10
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Siguiendo con esta segunda interpretacién, y recordando el esquema de la
Figura[2.2] observamos que quizd estos dos conceptos nos puedan resolver el
problema de la diferencia entre compra y venta. Podemos ver que con estos
nuevos conceptos el esquema de decisién se ve modificado y es un poco mas

realista.

Compro A

NA)
?(W

— Vendo A

Figura 2.3: Esquema de decisiéon probabilidades inferior y superior para cier-
to suceso A € P(Q).

En la Figura [2.3] observamos la casuistica que nos interesa, lo que buscamos
es hacer “mas suave” el cambio de decisién entre comprar y vender. En el
intervalo que sefialamos en azul, el precio de la apuesta es bajo, por lo que el
individuo estaria dispuesto a comprar la apuesta. En cambio, en el intervalo
que indicamos en rojo el precio de la apuesta es muy alto para el individuo,
y lo légico es que su decisién fuese vender la apuesta. Si comparamos este
esquema con la Figura en este caso tenemos un intervalo [P(A), P(A)]
en el que el individuo estaria indeciso puesto que no tendria la suficiente

informacién para saber si lo adecuado es comprar o vender.

Una probabilidad inferior y su probabilidad superior conjugada definen un
conjunto de probabilidades de interés, habitualmente llamado conjunto cre-
dal.

Definicién 2.5. Sea P una probabilidad inferior y sea P su probabilidad

superior conjugada. Definimos el conjunto credal asociado a P como

(A) YA€ PQ)}. (2.2)

Evidentemente, las dos expresiones dadas en la Ecuacién ([2.2) son equiva-

lentes por la relacién de conjugacién entre Py P.

11
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Al igual que haciamos con las probabilidades inferiores y superiores, el con-

junto credal también tiene dos posibles interpretaciones:

= Interpretacién epistémica: consideramos el conjunto credal como el

conjunto de probabilidades que son compatibles con las cotas dadas por

la probabilidades inferior y superior. Es decir, aquellas probabilidades

que son candidatas a ser la probabilidad P, real y desconocida.

= Interpretacion comportamental: en este caso, el conjunto credal con-

tendria todos los precios justos de venta/compra (segun la interpreta-

cién de Bruno de Finetti). Es decir, probabilidades que son compatibles

con el supremo precio de compra e infimo precio de venta dadas por

las probabilidades inferior y superior.

Como con todo concepto matemadtico, es deseable que las probabilidades

inferiores y superiores cumplan algunas propiedades de racionalidad para

evitar ciertas situaciones que no nos interesan, como la que se da en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Continuando con el ejemplo anterior, Ana ain no ha decidido

cudl serd su apuesta. Quiere tomar una buena decision por lo que continia

ddndole vueltas y decide considerar los siguientes sucesos:

= W = Gana ’La Querencia’.

» [, = Pierde ’La Querencia’.

= D = Empatan.

WL = Gana o pierde ’La Querencia’.

WD = Gana o empata ’La Querencia’.

s DL = Empata o pierde ’La Querencia’.

En la siguiente tabla figuran las probabilidades inferiores que Ana ha aso-

ciado a cada suceso.

Suceso

W

L

D

WL

WD

DL

P

0.5

0.2

0.3

0.2

0.1

0.6

Tabla 2.1: Probabilidades inferiores asignadas por Ana.

12
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Cualquier P en el conjunto credal M(P) deberia cumplir, entre otras cosas:

Veamos qué ocurre con este ejemplo. Si consideramos P € M(P), P deberia

satisfacer

P(W)>05 y

P(DL) > 0.6,

pero P no deja de ser una probabilidad, entonces por el axioma de normali-

zacion debe ocurrir P(Q2) =1 pero Q@ =W U DL entonces
1 = P(Q) = P(W) + P(DL) = 1.1,

obteniendo una contradiccion. En esta casuistica, siempre va a tener lugar
uno de los dos sucesos que estamos considerando, W o DL, de manera que
Ana siempre ganaria 13, pues ha apostado por ambos sucesos. Pero no ol-
videmos que ella habria pagado 0.5 - € por W y 0.6 - € por DL, es decir, en
total habria hecho una inversion de 1.1 - 2¢. Recordemos que € es estricta-
mente positivo, de manera que Ana siempre perderia dinero, porque habria
ganado 1% con total sequridad, pero tras haber pagado un precio superior.

Ana va a obtener una pérdida segura.

Un conjunto credal vacio significa que no hay ninguna probabilidad com-
patible con la informacién dada por P. De acuerdo con [I7], eso significa
que hay una combinacién de apuestas que nos proporcionaria una pérdida
segura, como le ocurre a Ana en el ejemplo anterior. De aqui se desprende el
nombre de la siguiente propiedad: la propiedad de “evita la pérdida segura”,

que denotaremos ASL por sus siglas en inglés, Avoid Sure Loss.

Definicion 2.6. Diremos que una probabilidad inferior P evita la pérdida
segura, o tiene la propiedad de ASL, si su conjunto credal es no vacio, es

decir, M(P) # 0.
Sin embargo, como vemos en el siguiente ejemplo, la propiedad de ASL es

13
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demasiado débil y serd necesario imponer alguna propiedad adicional.

Ejemplo 2.5. Ana ha modificado su tabla de probabilidades inferiores tras

haber conocido la propiedad de ASL. Su nueva asignacion se muestra en la

Tabla [2.3.

Suceso | W | L D | WD | WL | DL
P 05102103 05 1] 06 | 0.2

Tabla 2.2: Probabilidades inferiores para apostar.

Esta probabilidad inferior si evita pérdida segura puesto que la probabilidad
P que cumple P(W) = 0.5, P(L) = 0.2 y P(D) = 0.3 esta en M(P).
Con estas modificaciones, Ana se pregunta si existe P € M(P) tal que
P(DL) = 0.2, es decir, ;existe un precio de compra para la apuesta DL que
alcance el infimo precio de compra que ha asociado a dicho suceso? Sabemos

que cualquier P € M(P) cumple
P(DL) = P(D) + P(L) > P(D) + P(L) = 0.3+ 0.2 = 0.5 > 0.2 = P(DL),

por lo que mo serd posible encontrar una probabilidad en el conjunto credal
que satisfaga la condicion que buscdbamos. Esto ocurre porque Ana ha dado
un minimo precio de compra demasiado bajo para apostar por DL. Esto
significa que estd siendo demasiado conservadora con la asignacion de DL,
y de acuerdo con el resto de asignaciones puede aumentar su infimo precio de
compra. De hecho, aumentar ligeramente el valor de P(DL) no modificaria

el conjunto credal.

Para evitar situaciones como la descrita en este ejemplo se impone la con-
dicién de coherencia. Esta propiedad nos asegura que las probabilidades

inferiores asignadas no son excesivamente bajas.

Definicion 2.7. Diremos que una probabilidad inferior P es coherente si
para todo A € P(Q) existe una probabilidad P € M(P) cumpliendo P(A) =
P(4).

Esta propiedad tiene consecuencias bastante interesantes y ttiles para tra-

bajar con probabilidades inferiores y superiores.

14
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Proposicién 2.2. Sea P una probabilidad inferior y P su probabilidad su-
perior conjugada. Si P es coherente, dados A,B € P() se verifican las

stguientes propiedades:

e,

(4) = min{P(4) | P € M(P)}.
(A) = méx{P(A) | P € M(P)}.

P
= P evita la pérdida segura.

e,

(4) < P(A).

= Si AN B =0 entonces P(AU B) > P(A) + P(B).

» Se cumple P(AU B) < P(A) + P(B).

» Se cumple 1 + P(AU B) < P(A) + P(B).

Ahora que ya conocemos las caracteristicas que debemos tener en cuenta
para definir las probabilidades inferiores y superiores, podemos reformular
el Ejemplo para que las probabilidades inferiores y superiores verifiquen

estas condiciones de racionalidad.

Ejemplo 2.6. Ana ya ha entendido qué caracteristicas deben tener sus pro-
babilidades inferiores y superiores, por eso actualiza sus precios infimos de
compra (P), dado en la Tabla donde también se muestran los precios

supremos de venta (P).

Suceso | W D L WD | WL | DL
0.40 | 0.20 | 0.20 | 0.65 | 0.65 | 0.50
0.50 | 0.35 | 0.35 | 0.80 | 0.80 | 0.60

ol (I

Tabla 2.3: Probabilidades inferiores y superiores para apostar por ’La Que-
rencia’.

En la siguiente imagen tenemos dibujado el conjunto credal, que es clara-
mente no vacio, por lo que podemos asequrar que P evita la pérdida segura.
Por otro lado, es sencillo comprobar que para cualquier suceso A C §Q, existe
P e M(P) tal que P(A) = P(A), por lo que también es coherente.
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D L

Figura 2.4: Conjunto credal asociado a la probabilidad inferior coherente
dada en la Tabla

Para finalizar la seccién, definimos la tultima propiedad para las probabilida-

des inferiores que serd relevante en el desarrollo del trabajo, la 2-monotonia.

Definiciéon 2.8. Si P es una probabilidad inferior que para todo A, B €
P(2) verifica

P(ANB)+P(AUB) > P(A) + P(B),
entonces decimos que P es 2-mondtona.

Ademas, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.3. Sea P una probabilidad inferior 2-mondtona, entonces P

es una probabilidad inferior coherente.

Ahora que ya conocemos brevemente las propiedades de las probabilidades
inferiores, podemos pasar a estudiar un concepto mas general: las previsiones

inferiores.

2.3. Previsiones inferiores

En esta seccién, introduciremos el concepto de previsiones inferiores como
una extensién de las probabilidades inferiores. Comenzaremos con la defini-
cion de previsién inferior, y a partir de ahi repasaremos la teoria, en la que

analizaremos sus propiedades y caracteristicas mas relevantes.
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Para comenzar necesitamos considerar el conjunto £(€2) definido como el
conjunto de todas las variables aleatorias, o apuestas, definidas sobre el

espacio probabilistico €.

Definicién 2.9. Una aplicacion P: L(§2) — R es una previsién inferior si
verifica que dados f,g € L(2) y f < g entonces P(f) < P(g).

Conocida la definicién de previsién inferior tenemos la nociéon de prevision

superior conjugada.

Definicién 2.10. La aplicacién P: L(2) — R es la prevision superior
conjugada de P si para todo f € L(Q) se verifica P(f) = —P(—f).

Veamos de nuevo las interpretaciones existentes para el concepto de previsién

inferior:

» Interpretacion epistémica: en este caso, P(f) y P(f) nos proporcionan
cotas inferiores y superiores respectivamente para el operador esperan-
za de la probabilidad real desconocida, Ep,(f) = Py(f).

= Interpretacién comportamental: esta interpretaciéon va en consonancia
con la interpretacion comportamental que veiamos en las probabili-
dades inferiores pero aplicada a apuestas. Si consideramos la apuesta
f, sus previsiones inferior y superior se interpretan como el supremo
del precio de compra y el infimo del precio de venta para la apuesta
f. Es decir, P(f) representa el supremo de los precios que el sujeto
est4 dispuesto a pagar para comprar f, en cambio, P(f) representa el

infimo de los precios a los que el sujeto esta dispuesto a vender f.

Veamos ahora los conceptos que surgen de estas dos definiciones y que guar-

dan ciertas similitudes con los vistos en el apartado anterior.

En primer lugar, podemos definir el conjunto credal asociado a P como el

conjunto

Recordando los ejemplos[2.4] y [2.5] de la seccién anterior, nos encontrdbamos

con ciertos problemas a la hora de trabajar con probabilidades inferiores
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por lo que era necesario imponer algunas propiedades para desarrollar una
teoria consistente. En este caso, también necesitamos de esas propiedades
para evitar y descartar ciertas casuisticas que no nos interesan o que no nos

aportan informacion.

Definicion 2.11. Diremos que una prevision inferior P evita la pérdida
segura, o tiene la propiedad de ASL, si su conjunto credal es no vacio, es

decir, M(P) # 0.

Definicion 2.12. Diremos que una prevision inferior P es coherente si para
toda f € L(Q) existe una probabilidad P € M(P) cumpliendo P(f) = P(f).

A continuacién, introducimos una caracterizacién para la coherencia.

Proposicion 2.4. Sea P una prevision inferior. P es coherente si y solo si
para todo f,g € L(Q) y A > 0 se cumple:

. P(f) > mingeq ().
- P(A) = AP(f).

= P(f+g) > P(f) + P(g).

Ademas, si tenemos una previsién inferior coherente, se cumplen propiedades

similares a las enumeradas en la Proposicién

Proposicién 2.5. Sea P una prevision inferior y P su prevision superior
conjugada. Si P es coherente, dadas f,g € L(Q)), se verifican las siguientes

propiedades:

e,

(f) = min{P(f) | P € M(P)}.
P(f) = méx{P(f) | P € M(P)}.
P evita la pérdida segura.

(f) < P(f).

» Si f < g entonces P(f) < P(g).

e,

= P(f+9) < P(f)+ Ply).
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Por otro lado, también podemos definir una previsién inferior coherente
a partir de un conjunto credal cerrado y convexo: si consideramos M un
conjunto cerrado y convexo de medidas de probabilidad, podemos definir

una previsién inferior (resp. superior) mediante la expresion:

(f) = min{P(f) [ P € M} y (2.3)
(f) = méx{P(f) | P € M}

g/

cumpliendo que P es coherente. Ademds, se cumple que M(P) = M.

Este dltimo comentario es interesante puesto que nos permite hablar indis-
tintamente sobre conjuntos credales y previsiones inferiores coherentes (resp.
superiores), pues son nociones equivalentes: una previsién inferior coherente
determina un conjunto cerrado y convexo de probabilidades (su conjunto
credal), y este a su vez determina la misma previsién inferior coherente

mediante la Ecuacién (2.3). Esta relacion se muestra graficamente en la

Figura 2.5
P(f) = min{P(f) | P € M(B)}

P previsién M(P) conjunto

inferior coherente credal

M(B) ={P | P(f) = P(f) Vf € L(Q)}

Figura 2.5: Descripcién gréfica de la equivalencia entre previsiones inferiores
coherentes y conjuntos credales.

Notemos que podemos definir una probabilidad inferior coherente a partir

de una previsién inferior coherente de la siguiente manera.

Definicién 2.13. [13, Cap.1] Sea P una prevision inferior coherente, en-
tonces podemos definir su probabilidad inferior coherente asociada como
P'(A) = P(14) para todo A € P(Q) siendo 14 la funcién indicadora del

suceso A.
Puede ocurrir que dos previsiones inferiores diferentes den lugar a la mis-
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ma probabilidad inferior coherente. Consecuentemente, tenemos la misma
casuistica para los conjuntos credales, es decir, dos conjuntos cerrados y
convexos de probabilidades distintos pueden dar lugar a la misma probabili-
dad inferior coherente. Esto ocurre por la relacion biunivoca existente entre
las previsiones inferiores coherentes y los conjuntos credales, como se puede

ver en la Figura 2.5 Para que quede mds claro, vedmoslo con un ejemplo.

Ejemplo 2.7. Consideremos el espacio probabilistico Q = {x1,x2,x3} y los

stguientes conjuntos credales:

My = {PeP(Q) | P({zz}) > P
My = {P € P(Q) | P({z3}) <0

En la Figura podemos ver rasgado en azul el conjunto My y en rojo el
conjunto Ma. Si calculamos las probabilidades inferiores asociadas a dichos
conjuntos credales, obtenemos en ambos casos la probabilidad inferior dada

por:

Suceso | {x1} | {za} | {xs} | {z1, 22} | {z1, 23} | {wa, 23}
P 0 0 0 0.5 0 0

Es decir, hemos encontrado un ejemplo donde los conjuntos credales son dis-
tintos, pero tienen la misma probabilidad inferior coherente asociada. Des-
taquemos que las previsiones inferiores coherentes asociadas a My y a Ma,
que podemos denotar como P, y P,, respectivamente, no coinciden puesto

que por ejemplo para la apuesta f = I, — I, se cumple:

Pi(Ipy — Iy) = 0> —0.5 = Py(Iy, — Iy).
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3

Figura 2.6: Grafico de los conjuntos credales My y Mo y su probabilidad
inferior coherente asociada.

Como consecuencia del Ejemplo y de la Figura podemos deducir
que tanto las previsiones inferiores coherentes como los conjuntos credales
siempre son, al menos, igual de informativos que sus probabilidades inferiores

coherentes asociadas.

Sin embargo, es posible imponer una condicién adicional que permite una
equivalencia entre las probabilidades inferiores y las previsiones inferiores

coherentes: la 2-monotonia.

Definicién 2.14. [15, Cap.1] Sea P una prevision inferior. Decimos que
P es 2-monétona o tiene la propiedad de 2-monotonia si para cada par de
apuestas f,g € L(S2) verifica

P(fAg)+E(fVyg) = P(f)+ E(g)

stendo N,V el minimo y mdzimo punto a punto.

Y tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.6. [13, Cap.1] Si P una prevision inferior 2-mondtona, en-

tonces P es coherente.

La propiedad de 2-monotonia nos proporciona ciertos resultados interesan-
tes. Para empezar, la 2-monotonia es un concepto mas restrictivo que la
coherencia, por lo que previsiones o probabilidades inferiores 2-mondétonas

son también coherentes.
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Por otra parte, consideremos una prevision inferior 2-mondtona P, y de-
notamos por P’ a su restriccién a sucesos, es decir, su probabilidad inferior
coherente asociada: P'(A) := P(I4), entonces P’ es una probabilidad inferior
2-monétona y ademds, inducen el mismo conjunto credal M(P) = M(P').
De aqui se deduce que dos previsiones inferiores 2-mondtonas que tengan la

misma probabilidad inferior asociada han de coincidir.

Ademsds, si consideramos una probabilidad inferior 2-mondétona, tiene una
Unica extensiéon a apuestas 2-monétona. De hecho, sabemos que dicha expre-
sién se obtiene a partir de la integral de Choquet, concepto matematico que
queda fuera del interés de este trabajo. Esto significa que, si bien las pre-
visiones inferiores coherentes son mas informativas que las probabilidades
inferiores coherentes, bajo la propiedad de 2-monotonia ambos conceptos

son equivalentes [13].

2.4. Intervalos de probabilidad

Los intervalos de probabilidad representan otro modelo dentro de las proba-
bilidades imprecisas que, si bien son menos generales, si son més sencillos de
manejar desde el punto de vista practico. Se trata de un caso particular de
probabilidades inferiores en el que, en lugar de dar cotas para las probabili-
dades de todos los sucesos, solamente proponen cotas para las probabilidades
de los unipuntuales. A continuacién, definimos y estudiamos algunas de sus

propiedades més relevantes, conceptos extraidos de [4].

Definicién 2.15. Sea Q = {x1,...,z,} el espacio muestral. Consideramos

el conjunto L definido como
L= {[lz,ul] ‘ 1= 1,...,71}

con 0 <1l; <wu; <1 paratodoi € {1,...,n}. Decimos que L es un intervalo

de probabilidad que determina el conjunto credal:

ML) :={PePQ) | l; < P({x;}) <u; Vie{l,...,n}}.

Recordemos que un conjunto credal es un conjunto cerrado y convexo de

medidas de probabilidad, y que ademéds podemos definir una probabilidad
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inferior asociada a dicho conjunto. Para este caso particular tenemos las

siguientes definiciones.

Definicién 2.16. Sea L un intervalo de probabilidad, M(L) su conjunto
credal asociado y A € P(S2). Definimos la probabilidad inferior asociada a
M(L) como

P(A) =min{P(A) [ P € M(L)}
= min{P(A) | l; < P({z;}) <w;, Vi=1,...,n} (2.4)

y su probabilidad superior conjugada como

P(A) = méx{P(A) | P € M(L)}
= méx{P(A) | ; < P({z:}) <w;, Yi=1,...,n}.  (2.5)

Es relevante definir algunas propiedades deseables de los intervalos de pro-
babilidad con el fin de evitar ciertas incoherencias como las que vimos en

las secciones anteriores.

Definicion 2.17. Sea L un intervalo de probabilidad. Decimos que L evita
la pérdida segura o tiene la propiedad de ASL si la probabilidad inferior P
dada en la Ecuacion tiene la propiedad de ASL, o equivalentemente si
M(L) # 0.

Esta propiedad se puede caracterizar de la siguiente manera:

Proposicién 2.7. [J|, Cap.1] Sea L un intervalo de probabilidad y sea M(L)

su congunto credal asociado. M(L) es no vacio si y solo si Yy w1 1; <1<
D i1 Ui

Esta propiedad nos permite asegurar que existe al menos una probabilidad
P en M(L) que verifica l; < P({x;}) < u; para todo i € {1,...,n}.

A continuacién, damos la definicién particular de la propiedad de coherencia

para intervalos de probabilidad.

Definicién 2.18. [/, Cap.1] Diremos que el intervalo de probabilidad L es
coherente si la probabilidad inferior definida en la Ecuacion (2.4) es cohe-

rente, o equivalentemente si para todo i € {1,...,n} se cumple
P({zi}) =1l y P{ai}) = w.
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La coherencia para intervalos de probabilidad se puede caracterizar de forma

sencilla:

Proposicién 2.8. [/, Prop.1] Sea L un intervalo de probabilidad. L es cohe-

rente si y solo si para todo i € {1,...,n},
le—i-uiﬁl Y Zuj+li21-
J#i J#i

Ademds, conocemos una forma sencilla de calcular P(A4) y P(A) cuando

tenemos un intervalo de probabilidad coherente.

Proposicién 2.9. [/, Prop.4] Sea L un intervalo de probabilidad coherente.
Entonces, las siguientes expresiones nos permiten calcular las probabilidades
inferiores y superiores de las Fcuaciones Y para cada Suceso
AeP(Q):

P(A)=méxq Y L,1— > u

;€A ;¢ A
P(A) = min Z u, 1 — Z l;
;€A IZ¢A

A continuacién, vemos un resultado bastante relevante, que nos permite rela-
cionar los intervalos de probabilidad con probabilidades inferiores 2-monéto-

nas.

Proposicién 2.10. [/, Prop.5] La probabilidad inferior asociada a un in-

tervalo de probabilidad coherente es siempre 2-mondtona.

Este resultado se puede interpretar de forma mas general: a partir del con-
junto credal M (L) se puede calcular su previsién inferior coherente asociada.
Sin embargo, dado que se cumple la condicién de 2-monotonia, la informa-
cién que proporciona la probabilidad inferior coherente de la Ecuacion

es la misma que la que proporciona la previsién inferior coherente.
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Capitulo 3

Modelos de distorsion

Los modelos de distorsién son un tipo de modelo impreciso que se constru-
ye aplicando una distorsién a una probabilidad. Para definir estos modelos,
tenemos principalmente dos procedimientos, el primero y mas habitual es
considerar conjuntos de probabilidad “similares” al original, bien tomando
combinaciones convexas de estas o trabajando con las propias probabili-
dades, mientras que el segundo procedimiento consiste en transformar la
medida de probabilidad original por medio de una funcién. A lo largo de
este capitulo haremos una revisién de algunos modelos de distorsién que se

pueden encontrar en la literatura.

3.1. Definicion General

En nuestro caso, construiremos los modelos de distorsién tomando un en-
torno centrado en una probabilidad con respecto a una funcién de distorsién

y con un radio o factor de distorsién 4.

Definicién 3.1. [13, Cap.3] Denominaremos funcién de distorsién a cual-
quier aplicacion

d: P(Q)xP(Q) — [0,00).

Existen ciertas propiedades convenientes a la hora de considerar funciones

de distorsion.
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Definicién 3.2. [13, Cap.3] Sea d una funcion de distorsion, entonces,
dados Py, Py, P3 € P(Q) tenemos la siguiente lista de propiedades:
1. Definicién positiva: d(Py, Py) =0 si y solo si Py = Py:
a. Si d(Py, P») =0 entonces P, = P5.
b. d(P,P) =0 para todo P € P(Q).
2. Desigualdad triangular: d(Py, P3) < d(Py, P») + d(Pa, Ps).
3. Simetria: d(Py, P3) = d(Pa, Py).

4. Cuasi-convexidad: Dado « € [0,1], se cumple:

d(OéPl + (1 — Oé)PQ, P3) < méx{d(Pl, Pg), d(PQ,Pg)}

5. Continuidad: Para cada € > 0, existe § > 0 tal que si |[|[Py — P|| < ¢
implica que |d(Py, P3) — d(Pa, P3)| < € donde ||-|| denota la norma del

SUpTremao.

El conjunto credal asociado a la probabilidad Py € P(Q2), la funcién de

distorsién d y el factor § se define como [I3] la bola cerrada centrada en Py:
BY(Py) :={P € P(Q) | d(P, Py) <6}. (3.1)

Es decir, la bola cerrada formada por todas las probabilidades que distan a
lo sumo ¢ de Py con respecto a la funcién de distorsiéon d. Nos referimos a
dicho conjunto credal como modelo de distorsion en Py asociado a la funcion
de distorsion d y al factor § > 0.

El conjunto de probabilidades define una previsioén inferior coherente.

Definicién 3.3. [13, Cap.3] Consideremos BY(Py) un modelo de distorsion.
Se define la previsiéon inferior coherente P como la envolvente inferior de

B3(Py). Es decir, para cada apuesta f, P(f) viene dada como

P(f) =inf {P(f) | P € By(Py)} =f{P(f) | d(P,P) < }.

Notemos que en la definicién anterior se ha tomado el infimo y no el minimo
puesto que, en principio, no podemos garantizar que Bg (Pp) sea un conjun-

to cerrado y convexo. El siguiente resultado nos da condiciones que debe
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satisfacer la funcién de distorsion d para garantizar que la bola determine

un conjunto credal cerrado y convexo.

Proposicién 3.1. [13, Prop.1] Sean d una funcion de distorsion, Py € P(2)
una medida de probabilidad y 6 > 0 un pardmetro de distorsion. Considere-
mos P la prevision inferior asociada a Bg(Po). St la funcion d satisface las

propiedades 4 (cuasi-converidad) y 5 (continuidad), entonces:

1. Bg(PO) es un conjunto credal (es decir, cerrado y convexo).

2. M(P) = B%Y(Py) donde M(P) no es mds que el conjunto credal aso-
ciado a la prevision inferior coherente P definida en la Ecuacion (2.2]).

Este resultado nos asegura que si tenemos una funcién de distorsiéon continua
y cuasi-convexa, entonces el conjunto credal asociado a la probabilidad P,
a la funcion de distorsion d y al pardametro de distorsion d, es exactamente el
conjunto credal inducido por la previsién inferior coherente asociada a dicha
bola, dada por la Definicion Es decir, bajo condiciones bastante gene-
rales podemos asegurar que la bola Bg (Py) y su previsién inferior coherente

asociada P son modelos equivalentes.

En consonancia con la bibliografia que hemos consultado [13], cuando tra-
bajemos con modelos de distorsién, asumiremos ciertas cuestiones que sim-

plifican su manejo:

1. La funcién de distorsion d estd definida sobre P*(2) x P*(Q).
2. Py({z}) > 0 para cada = € €, lo que implica que Py € P*(2).

3. El pardmetro de distorsion > 0 es suficientemente pequeno para
asegurar que dado A € P(Q) \ {0}, P(A) > 0. Si d es continua y

cuasi-convexa, esto es equivalente a que BS(Py) C P*(1).

3.2. Transformaciones de probabilidades

Como ya hemos comentado al inicio del capitulo, un procedimiento relevante
para definir un modelo de distorsién consiste en transformar una medida
de probabilidad por medio de una funcién de distorsién. En primer lugar,

veremos como definir un modelo transformado.
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Definicién 3.4. Sea Py € P(§2) una medida de probabilidad. Consideremos
una funcion
© - [Oa 1] - [07 1]

tal que ©(0) =0, p(1) =1 y ¢(t) <t para todo t € [0,1]. Diremos que ¢ es
la funcién de transformacién. Entonces ¢ define una probabilidad inferior
P dada por P(A) = ¢p(Po(A)) para todo A € P(2), que es la probabilidad

inferior del modelo transformado.

Notemos que la desigualdad ¢(t) < t para todo t € [0, 1] nos asegura que P
es una probabilidad inferior [3, Thm.7].

En general, la probabilidad inferior de un modelo transformado no es 2-
mondétona, basta considerar el modelo de ratios constantes [13, Cap.6]. Esto
podria suponer un problema, pues como hemos visto en apartados anteriores
la 2-monotonia es una propiedad bastante deseable para las probabilidades
inferiores. En el siguiente resultado, aportamos condiciones sobre la funcién
de transformacién ¢ para asegurarnos la 2-monotonia de la probabilidad

inferior del modelo transformado, P.

Proposicién 3.2. [3,[7] Sea ¢ una funcion de transformacion. Si ¢ es una

funcion conveza, entonces P = p(Py) es 2-mondtona y, por tanto, coherente.

Este resultado asegura que si la funcion de transformacién es convexa, en-
tonces la probabilidad inferior que determina es 2-mondtona y, por la Pro-

posicién serd también coherente.

Algo interesante sobre los modelos transformados es que podemos relacio-

narlos con los modelos de distorsion.

Proposicién 3.3. [153, Prop.2] Sea P la probabilidad inferior del modelo
transformado por una determinada funcion . Entonces existen una funcion
de distorsion d verificando la propiedad 1.b. y un pardmetro § > 0 tales que
M(P) = BY(Ry).

Es decir, podemos ver las transformaciones de probabilidades como casos

particulares de modelos de distorsion.
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3.3. Modelos Nearly-Linear

Los modelos Nearly-Linear (NL) son modelos similares a las transformacio-
nes de probabilidades en los que se aplican transformaciones lineales sobre

la probabilidad inicial.

Definicién 3.5. [6, Def.3.1] Dada una probabilidad Py y dos elementos
a,b € R con b > 0, definimos para todo A € P(Q)\ {0,Q} la probabilidad

inferior dada por:
P(A) := min{max{bFy(A) + a,0}, 1}.

Diremos que P es un modelo Nearly-Linear y lo denotaremos como como
NL(a,b).

Notemos que por definiciéon de probabilidad inferior, quedan determinadas
P(0) y P(Q). Como podemos observar, las probabilidades inferiores de los
modelos NL no son més que transformaciones lineales afines que imponen
ciertas restricciones sobre Py. Estas restricciones nos aseguran que la trans-
formacién no tome valores fuera del intervalo [0,1]. Ademads, tenemos la

siguiente definicién para la probabilidad superior conjugada.
Definicién 3.6. Sea P un modelo NL(a,b), entonces la probabilidad supe-
rior definida como

P(A) := min{méx{bPy(A) + 1 — (a + b),0},1}.

para A € P(Q)\ {0, 2} es la probabilidad superior conjugada de P.

De nuevo, P(()) y P(Q2) quedan determinadas por definicién. Ademas, la
probabilidad superior conjugada de un modelo Nearly-Linear también define

un modelo Nearly-Linear.
Proposicién 3.4. [6, Prop.3.1] Si P es NL(a,b), entonces P es NL(c,b)
siendo c=1— (a+b).

Asi, podemos definir el modelo NL como el par (P, P), donde P = NL(a,b)
y P = NL(c,b) siendo ¢ como en la proposicién anterior. La eleccién de los

valores de a y b hara variar las propiedades del modelo NL.
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Proposicién 3.5. [6, Prop.3.2, Lema 3.2] Sea P = NL(a,b), entonces P
es coherente si b+ 2a < 1. Ademds, b+ 2a <1 si y solo si b+ 2¢ > 1.

Dentro del marco de los modelos Nearly-Linear, nos centraremos en los mo-
delos de Barrera Vertical, o VBM por sus siglas en inglés. Estos modelos
destacan por sus buenas propiedades y nos interesan especialmente porque,

como veremos, pueden interpretarse como modelos de distorsién.

Veamos su interpretacién comportamental [6, Cap.4]. En este caso, el com-
prador no estd dispuesto a pagar mas de cierta cantidad que estara determi-
nada por a + b, por ningin evento, ni siquiera por aquellos cuyo precio justo
es muy alto. Podriamos decir que el comprador que juega con este criterio
esta siendo excesivamente prudente. Vamos ahora con su definicién formal.
Definicién 3.7. Sea P= NL(a, b). Decimos que (P, P) es un modelo de
Barrera Vertical, VBM, si 0 < a+b < 1,a <0yc=1-(a+0b), en
cuyo caso tenemos las siguientes expresiones para las probabilidades inferior

Y SUPerior:

(A) = max{bPy(A) + a,0}
(A) = min{bPy(A) + ¢, 1}

ol

para todo A € P(Q)\{0,Q}, y ademds P(Q) = P(Q) =1y P(0) = P(0) = 0.

Es sencillo comprobar que las probabilidades inferior y superior del modelo

VBM son coherentes [6, Prop.4.1], sin mas que aplicar la Proposicién

La importancia de estos modelos viene dada sobre todo por el siguiente

resultado.

Proposicién 3.6. [6, Prop.4.1] Sea (P, P) un modelo de Barrera Vertical,

entonces P es 2-mondtona.

Por otro lado, los modelos de Barrera Vertical pueden ser vistos como mo-

delos de distorsién, tal como queda de manifiesto en el siguiente resultado.

Proposicién 3.7. [11, Thm.5] Consideremos el modelo de Barrera Vertical
(P, P) asociado a la probabilidad Py y a los pardmetros a,b € R. Entonces
M(P) = BéVBM(PO) siendo dypy @ P*(Q) x P*(2) — [0,00) definida
como:

B - P
dvpn(P.Q) = mix A e 0
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Ademas, la funcion dy gjs esta bien definida, es cuasi-convexa y es continua
[11, Lema 3].

Estudiemos ahora algunos casos particulares de modelos de Barrera Ver-
tical dentro del marco de modelos Nearly-Linear que poseen propiedades

interesantes en relacién a los modelos de distorsion.

3.4. Casos particulares de modelos VBM

En esta subseccién, analizaremos algunos casos bastante relevantes de mode-
los Nearly-Linear, pues como ya hemos comentado, la eleccién de los parame-
tros a y b determinara las propiedades del modelo que variaran en funcién

de dicha eleccién.

3.4.1. Modelo Linear Vacuous

El modelo Linear Vacuous o modelo d-contaminado, al que nos referiremos
como LV, es un modelo de distorsién que asume una simple relacién lineal
directa entre las variables, se caracteriza por su simplicidad, pero también

puede ser visto como un caso particular de un modelo Nearly Linear.

Hagamos primero un breve repaso sobre la interpretacién comportamental

de este modelo [I3, Cap.5]. Vedmoslo con un ejemplo.

Ejemplo 3.1. Recordemos a nuestra “apostadora” Ana del Ejemplo [2.3
Supongamos que Ana paga un precio t por el suceso W, recordemos que W
representa que gane 'La Querencia’. Si ocurre W, Ana obtendrd un beneficio
de Iy — t, siendo Iy la funcion indicadora asociada al suceso W. Clara-
mente, la casa de apuestas quiere asequrarse una ganancia positiva, por eso
aplica una cierta tasa § a la apuesta que ha hecho Ana, que serd proporcio-
nal al beneficio que obtenga. Entonces, el beneficio de Ana se ha modificado,
y ahora serd de Iyy —t — 6Iw = (1 — §) Iy — t. Supongamos que el precio
Justo para apostar que gane ’La Querencia’ es Py(W'), entonces el beneficio
esperado por Ana es de (1 —0)Py(W) —t, de manera que el precio justo que
Ana estaria dispuesta a pagar también se ve modificado y ahora se reduce a
(1= 8)Py(W),
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El nuevo precio justo que el jugador estd dispuesto a pagar es, como veremos
a continuacion, la probabilidad inferior del modelo Linear Vacuous. Todos

los conceptos introducidos en esta seccién se pueden encontrar en [10] y/o
[17].

Definicién 3.8. Sea Py una medida de probabilidad y § € (0,1) un pardme-
tro de distorsion. El modelo Linear Vacuous asociado a Py y al parametro &

estd definido por las siguientes probabilidades inferior y superior conjugadas:

(1—=0)Py(A) si A#Q
1 si A=K

Pry(4) =

(1—=0)Po(A)+6 si A#D
0 si A=10

Prv(A) =

para A € P(Q).

Como hemos visto en el Capitulo 2], las probabilidades inferiores tienen un
conjunto credal asociado que, en este modelo concreto, viene dado como

sigue [13, Cap.5]:
M(Pry) ={P e P(Q)| (1-0)R(A) < P(A), VAeP(Q)},
que se puede expresar de forma equivalente como:

M(PL,) ={(1—8)Py+ 6P| PeP().

La probabilidad inferior asociada al modelo Linear Vacuous es 2-mondétona, y
por tanto coherente. Ademds Py, puede ser interpretada como un intervalo
de probabilidad. Para ello, calculamos la restriccion de Py y Pry a los

unipuntuales, dadas por [13, Cap.5]:

Pry({z:}) = (1 -0)R({z:i}) v
Pry({zi}) = (1= 8)Po({x}) + 6

para todo i = 1,...,n. Entonces, el conjunto credal M(P;/) se puede
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expresar como [13, Cap.5]:

M(Pry) = {P e P
(1 - 8)Po({z:}) < P({ai}) < (1 — &) Po({wi}) +6, Vi=1,...,n}.

Es decir, el modelo LV es el intervalo de probabilidad dado por [13], Cap.5]:

Lrv ={[1-0)P({zi}), 1 =) P({zi}) +6] [i=1,....n}.  (3.4)

El hecho de que P;, sea 2-mondtona nos permite asegurar que su extensioén

a apuestas es Unica como habfamos visto en el Capitulo

Por otro lado, podemos obtener un modelo Linear Vacuous a partir de una
funcién de distorsion, indicada en la siguiente proposicion. En el Capitulo
velamos algunas propiedades necesarias para trabajar con modelos de dis-
torsién, en este caso concreto, para que se verifique Py (A4) > 0 debemos
tomar § < 1.

Proposicién 3.8. [13, Thm.9] Consideremos el modelo LV, (P, Pry)
asociado a la probabilidad Py € P*(Q) y al parametro de distorsion §. En-
tonces M(Pry) = BgLV (Py) siendo dry : P*(2) xP*(Q2) — [0, 00) definida
como:

Aoy (P.Q) = mix Q(AC??(_AJ;(A)

para A € P(Q).

Veamos algunas propiedades relevantes de la funcién de distorsion dpy [13]
Prop.10]:

» dpy satisface las propiedades 1, 2, 4 y 5 dadas en la Definicién [3.2]

pero en general no satisface la propiedad 3.

v dry (P, Q) = méx,eq Q({xgg)({—x;({x}) para cada P,Q € P*(Q).

Notemos que, para cada § € (0,1), siempre podemos encontrar una pro-
babilidad P en el conjunto credal de manera que la funcién de distorsién

evaluada en Py y P tome el valor §.
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Proposicién 3.9. [13, Prop.11] Consideremos el modelo LV, (P, Pyr)
asociado a la probabilidad Py y al pardmetro de distorsion § € (0,1). Enton-
ces:
max dLV(P7 Po) =9.
PeBgLV(PO)
Ademas, el modelo LV, es un caso particular de modelo Nearly-Linear y en
concreto de modelo VBM.

Proposicién 3.10. [15] Sea (P, Pry) un modelo Linear-Vacuous, en-
tonces Py, es NL(0,1—0) y Pry es NL(§,1 — ).

Por otro lado, el modelo (P}, Pry) es un modelo VBM, basta notar 1 —§ <
1.

3.4.2. Modelo Pari Mutuel

El modelo Pari Mutuel tiene sus origenes en las apuestas de carreras de
caballos, y nos referiremos a él como PMM. Los conceptos introducidos y

estudiados en esta seccién pueden encontrarse en [12] [16] [17].

Para introducir este modelo, comencemos con su interpretacién comporta-
mental [I6]. Supongamos que la casa de apuestas fija el precio Py(A) para
cierta apuesta. Si el jugador apuesta por A ese precio, es facil comprobar
que su beneficio esperado serd 0, asi como la ganancia de la casa. La casa de
apuestas es un negocio y necesita una ganancia positiva, de manera que fija
un precio superior al precio justo para apostar por A, digamos (1+0)Py(A),
entonces la casa obtendra un beneficio esperado positivo y el jugador saldra

perdiendo.

A lo largo de la seccidn se aclararan ciertas cuestiones sobre la interpretacion,

comenzaremos con su definicién.

Definicién 3.9. [17] Sea Py una medida de probabilidad y 6 € (0,1) un
pardametro de distorsion. El modelo Pari Mutuel asociado a Py y al parame-
tro 0 estd definido por las siguientes probabilidades inferior y superior con-

Jugadas:

Ppasar(4) = mixc{0, (1 + 6) Po(A) — 6} (3.5)
Pran(4) = min{L, (1 +5)Po(A)} (3.6)
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para A € P(Q). Denotaremos (Ppyas Prarar) al modelo Pari Mutuel aso-
ciado a la medida de probabilidad Py y al parametro 6.

Es facil comprobar que Ppy,,; v Ppaar cumplen la relacién de conjugacién
Ppym(A) =1—Ppy (A€ paratodo A C Q. Ademds, Ppy,, es coherente
y 2-mondétona [13, Cap.4].

El modelo PMM asegura una ganancia esperada no negativa para la casa de
apuestas. En este sentido, podemos interpretar el parametro § como la tasa
de inflacién del precio de venta, es decir, esos costes fijos que comentamos

en varias ocasiones.

Por otro lado, definimos el conjunto credal asociado a la probabilidad inferior

Ppyrar como [13, Cap.4]
M(Bpyry) = A{P € P(Q) | P(A) > Pppyy(A) VA€ P(Q)}.
Ademas de ser coherente y 2-mondétona, P pj s puede ser interpretada como

un intervalo de probabilidad. Si consideramos la restriccién de Ppys v

Ppyrv 2 los unipuntuales tenemos:

Ppuy({zi}) =1+ 6)Po({zi}) -0y
Ppyun({zi}) = (14 0)Po({z:})

parai = 1,...,n. Podemos expresar el conjunto credal M(Pp;;5,) de forma

equivalente como:

M(Pprya) ={P €P(Q) |
(1+6)P({z}) =6 < P({zi}) < 1+ 0)Po({zi}), Vi=1,...,n},

y entonces podemos considerar el siguiente intervalo de probabilidad:

Lpyn = {0 +0)Po({zi}) =6, (1 + ) Po({zi )] |i=1,...,n}.  (3.7)

A continuacién, veremos que el modelo PMM se puede expresar como un
modelo de distorsién inducido por una determinada funcién de distorsién
[13] Cap.4]. En el Capitulo 3| vefamos tres propiedades que necesitabamos

asumir para trabajar con modelos de distorsién. En este modelo particular,
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necesitamos elegir un § > 0 suficientemente pequenio para que Ppsp(A) >

0 para todo suceso A no trivial, de manera que debemos asumir

. (4
5 - 7
S T R(A)

Proposicién 3.11. [13, Thm.5] Consideremos el modelo Pari Mutuel dado
por (Pparars Peavm), asociado a la probabilidad Py y al pardmetro §. En-
tonces M(Ppyps) = BY (Po) siendo dpprar - P*(Q2) x P*(Q2) — [0, 00)

dpy M
la funcion de distorsion definida como:

dpym (P, Q) = Ij% w

para A € P(Q).

Veamos algunas propiedades de la funcién dppsps [13, Prop.6]. En primer
lugar, esta funcién verifica las propiedades 1, 4 y 5 dadas en la Definicion
pero en general dpprps no verifica las propiedades 2 y 3. Ademas para
cada P,Q € P*(Q2), resulta que

(. = P“xi;({x%“"””.

Proposicién 3.12. [13, Prop.7] Consideremos el modelo PMM asociado

a cierta probabilidad Py y un determinado factor § > 0 wverificando § <
’ Po(A)
2 ent :
Aep@noy 1— Po(4)” O

max dpyv (P, Q) = 0.
PEBgPMM (Fo)

Es decir, si el factor ¢ satisface dicha condicion, la distorsién méaxima se

alcanza dentro de la bola BgPMM (Fo).

Ademads, un modelo Pari Mutuel puede ser interpretado como un caso par-

ticular de un modelo NL.

Proposicién 3.13. [6, Er.5.1] Sea (Ppyass Peavy) un modelo Pari Mu-
tuel, entonces Ppyrps €8 NL(—6,1+8) y Ppyry es NL(0,1+9).

Para comprobarlo, basta tomar a = —§ y b = 14+ §. Ademds, se trata de un
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modelo VBM, puesa=—-0<0ya+b=1<1.

3.4.3. Modelo de la Variacion Total

El modelo de la Variacién Total, al que nos referiremos como TV, es también

un tipo de modelo Nearly-Linear.

La interpretacién comportamental del modelo de la Variacién Total [14),
Cap.2] se basa en que la casa de apuestas impone un precio fijo para todas
las apuestas que se realicen, al contrario de lo que ocurria en los modelos
anteriores, en los que la tasa fija dependia del suceso. Veamos un breve

ejemplo para entenderlo.

Ejemplo 3.2. De nuevo, Ana considera el valor Py como el precio justo
para apostar por el suceso W. En este caso, el beneficio esperado por la casa
de apuestas es nulo, entonces, para lidiar con esa cuestion, impone una tasa
fija 6 > 0 para todas las apuestas que se realicen en el hipico. Si ahora Ana
quiere apostar por W, tendrd que pagar el precio justo que ella considere y la
tasa impuesta por la casa, es decir, en total pagard un valor de Py+ 6§ por la
apuesta, de manera que el beneficio de la casa de apuestas se ha actualizado
y ahora es de (Po(W) + 0) — Iy, asegurdndose asi una ganancia esperada

positiva de valor .

Ahora que ya entendemos la interpretacién del modelo, podemos definir sus

probabilidades inferior y superior.

Definicién 3.10. [9] Sea Py una probabilidad y consideremos un pardmetro
de distorsién 6 > 0. Definimos para cada A € P(Q)\ {Q,0} las siguientes

probabilidades inferior y superior conjugadas:

Pry(A) = max{0, Po(A) — 6}
Pry(A) = min{l, Py(4) + 6}

Asi, Py es el modelo de la Variacién Total asociado a Py y a 6.

En el ejemplo, podemos ver que el parametro de distorsién § se identifica

con la tasa que la casa impone para realizar una apuesta.

En el siguiente resultado entenderemos la importancia de este modelo.
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Proposicién 3.14. [1j, Prop.4] Sea Ppy el modelo de Variacion Total
asociado a una medida de probabilidad Py y a un pardmetro §, entonces

Pry es 2-mondtona.

A pesar de tener 2-monotonia este modelo no se puede interpretar como
un intervalo de probabilidad, pues no esta determinado por su restriccién a

unipuntuales.

Ejemplo 3.3. [T], Ex.1] Consideremos Q0 = {x1, x2, 23,24}, Py una distri-
bucion de probabilidad uniforme y 6 = 0.1 un pardmetro de distorsion fijo.
Enla Tabla mostramos Py y Pry en funcién del cardinal de A € P(Q).

Al | Pry | Prv
1 0.15 | 0.35
2 0.40 | 0.60
3 0.65 | 0.85
4 1 1

Tabla 3.1: Probabilidades inferiores y superiores asociadas a 2.

Si consideramos P = (0.15,0.15,0.35,0.35), tenemos que para cada x; € €

resulta que P es compatible con la restriccion a sucesos de Ppy y Pry
puesto que P({z;}) € [Ppy({x:}), Prv ({z;})] = [0.15,0.35].

Sin embargo, P ¢ M(Pry) puesto que segin la definicion de P y los valores
de la Tabla[3.1] tenemos que

P({%l,wg}) =03<04= BTV({ZL’l,ZL‘Q}).

Con este ejemplo, podemos concluir que el modelo de la Variacién Total no
se puede ver como un intervalo de probabilidad ya que no queda determinado

por su restriccién a unipuntuales.

Ademads, el modelo de la Variaciéon Total puede ser expresado como un mo-
delo de distorsién. Recordando las propiedades de los modelos de distorsién
dadas en la Seccién el hecho de que Py (A) > 0 para todo A # (), nos
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da una cota sobre el pardmetro §, en concreto [13, Cap.4],
5 in P .
< min Py({z})

Asi, podemos simplificar las definiciones de las probabilidades inferior y
superior conjugada para A € P(Q)\ {0, Q} [13, Cap.4]:

Pry(A) = P(A) -6 y
)

Pry(A) = Py(A) + 6.

Proposicién 3.15. [7], Cap.2] Consideremos el modelo de la Variacion
Total Pry asociado a una probabilidad Py y a un pardmetro de distorsion
5 € (0,1). Entonces M(Pypy,) = BgTV(Pg) siendo dpy : P*(Q) x P*(Q) —
[0,00) definida como:

ary(P.Q) = mix [P(4) - Q(4)]

La funcién dpy, conocida como distancia de la variacion total, satisface las
propiedades 1-5 de la Definicién [14, Prop.1] y ademads estd acotada por

1 por definicién.

De nuevo, existe una probabilidad en el conjunto credal que alcanza el valor

J.

Proposicién 3.16. [7], Prop.3] Consideremos el modelo de Variacion Total
Pry asociado a cierta probabilidad Py y a un determinado factor 6 > 0 €
(0,1) tal que § < mingeq Po({z}) entonces:

max  dpy (P, Py) = 4.
PeBgTV (Po)

Como ya hemos comentado al inicio de la seccién, el modelo TV puede ser

visto como un caso particular de modelo Nearly-Linear.

Proposicién 3.17. [15] Sea (Ppy, Pry) un modelo de Variacion Total,
entonces Py es NL(—6,1) y Pry es NL(6,1).

Ademsds, 1 -0 < 1 por lo que también es un caso particular de modelo VBM.

Para finalizar este capitulo, hacemos un breve resumen de lo presentado
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hasta el momento. Hemos visto que los modelos de distorsién BS(Pp) permi-
ten estudiar desde otro enfoque las transformaciones de probabilidades y en
particular algunos modelos dentro del marco de los modelos Nearly-Linear,
en concreto de los modelos de Barrera Vertical. De hecho, hemos comproba-
do que podemos definir una funcién de distorsion d para cada uno de estos
modelos VBM que nos permite asociar el conjunto credal del modelo de dis-
torsién BS(PO) con el conjunto credal definido por la probabilidad inferior

M(P).

Las relaciones explicadas entre estos modelos se pueden ver graficamente en
la Figura Hemos incrustado dentro del marco de modelos de distorsion
las transformaciones de probabilidades, en concreto, hemos interpretado los
modelos de Barrera Vertical como casos particulares de transformaciones de
probabilidades y a su vez los modelos Pari-Mutuel, Linear-Vacuous y de la
Variacion Total como casos particulares dentro de los modelos de Barrera
Vertical.

Modelos de distorsién

Transformaciones de probabilidades

VBM

L W

Figura 3.1: Relacién existente entre los distintos modelos introducidos.
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Capitulo 4

Un nuevo modelo de

distorsion, el modelo (g, g4)

Hasta ahora, nos hemos centrado en hacer un breve repaso sobre las defi-
niciones, propiedades y casos particulares de los modelos de distorsién. En
este capitulo intentaremos construir nuestro propio modelo de distorsién
partiendo de dos funciones que denotaremos como (g;, g,). A partir de es-
tas funciones realizaremos una transformacién de la probabilidad, siguiendo
con la filosofia de las transformaciones de probabilidad, pero solamente en
los unipuntuales. De esta forma, garantizaremos que el modelo obtenido es
un intervalo de probabilidad, es decir, sera sencillo de manejar y de inter-
pretar. En primer lugar, construiremos un intervalo de probabilidad para

posteriormente relacionarlo con el resto de modelos.

4.1. Definiciones y resultados generales

Comenzamos introduciendo las definiciones y los resultados generales para

ir centrandonos poco a poco en nuestro objetivo.

Consideremos una medida de probabilidad Py y dos funciones definidas como
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Notemos que para cada z; € Q, tenemos que Py({z;}) € [0,1] por lo que
podemos aplicar las funciones g;, g,, sobre las probabilidades de los elementos
en Q={x1,...,Tn}

Utilizando estas dos funciones, podemos definir un intervalo de probabilidad:

Definicién 4.1. Consideremos el espacio Q = {x1,...,xn} y Py € P(Q) una
medida de probabilidad. Consideremos las funciones g, g, : [0,1] — [0, 1]

verificando

» gi(t) < gu(t) para todo t € [0,1].

Denotemos l; = g/(Po({z;})) y wi = gu(Po({z:i})) para cada z; € Q. Enton-

ces decimos que el conjunto

L= {[ll,uz] |’i: 1,...,n}
= { [gl (Po({xi})),gu(Po({xi}))] li=1,..., n} (4.1)

es el intervalo de probabilidad asociado a (g;, gu)-

Una vez definido el intervalo de probabilidad, como se hizo en la Seccién [2.4]

podemos definir su conjunto credal asociado:

ML) = {P € P(Q) |l < P({a}) < wiy Vi=1,...,n}
P e B | alBnh) < PUs) < gu(Pollash). Yi— 1o

asi como su probabilidad inferior y superior asociada mediante las expresio-

P(A) =min{P(A) | ; < P({xi}) <wuy, Vi=1,...,n} (4.2)
=min {P(A) | g(Po({zi})) < P({zi}) < gu(Po({x:})), Vi=1,...,n}.
P(A) =méx{P(A) | ; < P{x;}) <wy, Vi=1,...,n} (4.3)

=méx {P(A4) | g(Po({zi})) < P({zi}) < gu(Po({zi})), Vi=1,...,n}
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para A € P(Q2). Notemos que la condicién ¢;(0) = ¢,(0) = 0 asegura que
P(0) = P(0) = 0, mientras que la condicién g;(1) = g,(1) = 1 asegura que
P(Q) = P(Q2) = 1. Por tltimo, la condicién g; < g, garantiza que l; < u;

para todoi=1,...,n.

Recordemos que, como vimos en la Seccién [2.4] existen ciertas propiedades
deseables que se suelen imponer a las probabilidades inferiores: la propiedad
de ASL y la coherencia. A continuacién, estudiamos qué condiciones adicio-
nales se han de imponer a (g;, g,) para garantizar su probabilidad inferior
asociada cumplan estas propiedades. De aqui en adelante, por cuestiones de

simplicidad, nos referiremos a Py({z;}) como p; para cada z; € Q.

Proposicion 4.1. Sea L el intervalo de probabilidad asociado a las funcio-
nes g Y gu definido en la Ecuacion (4.1). Si g(t) < t < gu(t) para todo
t € [0,1], entonces L evita la pérdida segura, es decir, tiene la propiedad

ASL.

Demostracion. Veamos si L verifica la caracterizaciéon dada en la Proposi-
cién
n n

i=1 i=1

En primer lugar, por definicién de [;, tenemos

Yo=Y a)
=1 =1

pero estamos suponiendo que ¢;(t) < t para todo t € [0,1], en particular,

pi € [0, 1], por lo tanto, tenemos que g;(p;) < p;, de manera que

n n
doalp) <Y pi=1.
=1 =1

Andlogamente, tenemos que g, (t) > t para todo t € [0, 1], entonces g, (p;) >
by

n n
D gulpi) =) pi=1
i=1 =1

Luego L tiene la propiedad de ASL por la Proposicién [2.7] O

La propiedad de ASL también puede comprobarse con la Definicion [2.17]
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sin mas que comprobar que bajo las condiciones de la proposicién anterior,

la propia Py estd en M(L), de manera que el conjunto credal es no vacio.

Ya vemos que no son condiciones muy fuertes las que debemos imponer para
que el intervalo de probabilidad asociado a dos funciones tenga la propiedad

de ASL. Veamos qué ocurre con la coherencia.

Proposicion 4.2. Sea L el intervalo de probabilidad asociado a g; y gy

definido en la Ecuacion (4.1). Si g; y gy, verifican las siguientes propiedades:

1. gu(t) =1—=gi(1 —t) para todo t € [0,1];

2. g es superaditiva: gj(a + b) > gi(a) + gi(b) para todo a,b € [0,1] cum-
pliendo a +b < 1;

3. gu es subaditiva: g,(a + b) < gy(a) + g, (b) para todo a,b € [0,1] cum-
pliendo a +b < 1;

entonces el intervalo de probabilidad L es un intervalo de probabilidad cohe-

rente, y por tanto también 2-mondtono.

Demostracion. Veamos si L verifica la caracterizacién de la Proposicién [2.8

L coherente si y solo si para todo i € {1,...,n} se cumple
le—i-ui <ly Zu]‘—i-li > 1.
J#i J#i

Veamos la primera desigualdad:

le +u; = Zgl(pj) + gu(pi)-
i i

Utilizando la propiedad 1 y sumado y restando g;(p;), resulta que podemos

expresar

> ai) +gup) =Y ai(py) + (1= g1 = pi)) + 9u(pi) — 9u(ps)
i i

y ahora utilizando las propiedades 1, 2 y 3 en las siguientes desigualdades
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tenemos:

> ap) + (1= g1 —pi) + api) — ai(p)
i#i

<a (D )| +1-a-p)—ap)
j=1

=g | D) | + 1= (a1 —pi) + au(ps))
=1

n

=g [ D) | +1— (1= gu(pi) +1 - gu(1—py))
j=1

<g()+1-(1+1—gu(1—pi+pi))
—g()+1-(14+1-g,(1) =1

Para la segunda desigualdad el razonamiento es andlogo:

S ui =Y gulp;) + a(pi) + gu(pi) — gulpi)
J#i #i

utilizando la propiedad 3 resulta

> gupy) + 91(0i) + gu(pi) — gu(pi)
i#i

= gulp)) + 91(ps) — gu(ps)
=1

n
> gu [ Y_pi | +9pi) = gulpi)
=1
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y finalmente aplicando las propiedades 1,2 y 3,

n
gu | Y _pi | +9u(pi) — gulpi)
j=1

=gu(1) + 1= gu(l = pi) — gu(pi)

= gu(1) + 1= (9u(1 = pi) + gu(ps))

=gu(1) +1 =1 —=gpi) +1 - (1 —pi)
>gu(l)+1=(1+1-g(p+1-p)) =1

Es decir, hemos probado que si g; y g, verifican las propiedades 1,2 y 3,
entonces estén en las condiciones de la Proposicién [2.8]y por tanto se trata

de un intervalo de probabilidad coherente. ]

Bajo las condiciones del resultado anterior, hemos obtenido que el intervalo
de probabilidad es coherente y, por tanto, debido a la Proposicién la

probabilidad inferior que determina es también es 2-mondétona.

Por otro lado, la coherencia nos proporciona una expresion para las pro-
babilidades inferior y superior de acuerdo con la Proposicién dichas
probabilidades dadas en las Ecuaciones (4.2]) y (4.3) se pueden calcular co-

mo:

P(A) =méx{ > a(Po({zi}). 1= Y gu(Po({zi}))

;€A :DlgA

P(A) =min{ > gu(Po({zi}). 1= > a(Po({z:}))

;€A ngA
para todo A € P(Q).
4.2. Relacion con los modelos de distorsion

En el Capitulo 3] hicimos un repaso sobre algunos de los modelos de distor-
sién mas relevantes. En esta seccién intentaremos ver qué relacién tiene el

nuevo modelo (g;, g,) con los modelos de distorsién que hemos visto.
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4.2.1. Relacién con el modelo LV

Veamos ahora cémo podemos relacionar el modelo (g;,g,) con el modelo
Linear-Vacuous. En primer lugar, conocemos las expresiones de las proba-
bilidades inferior y superior del modelo LV, dadas en las Ecuaciones
y (3.3), por lo que parece razonable definir las funciones g; y g, de la si-

guiente forma:

(1=9)p;, sipi<l1
g (pi) = I z y
1, sip; =1

(1—=0)p;+9, sip;>0
giaVL(pi) =

LO, sip; =0
para cierto o > 0.
De acuerdo con la Definicion tenemos el intervalo de probabilidad aso-
ciado a glLV y gEV.

LY ={liu)|i=1,...,n}

para l; = gtV (p;) v ui = gtV (p;). Veamos sus propiedades.

Proposicién 4.3. El intervalo de probabilidad LYV es un intervalo de pro-

babilidad coherente.

ﬁLV

Demostracion. Veamos que verifica las propiedades de la Proposicion

4.2
Propiedad 1:
gVt =1 -6t +s=t—-56t+5 y
1—gFlVA-t)=1-1-8)1—t)=t+6— 6t
por lo que gtV (t) =1 — gFV(1 — t) para todo t € [0,1].

Propiedad 2: Diferenciaremos tres casos ya que g-'V (t) = (1 — )t si y solo
sit<1.

En primer lugar, si t; = 1, entonces to = 0, o viceversa, es trivial.
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Por otro lado, si t1 + to = 1 pero t1,ts < 1, tenemos que

gt ta) =(1=0)(ti+12) = (1-0) y
g () + 9V (t2) = (1= 0)ts + (L = 8)ta = (1 = &) (t1 +t2) = (1 - 0).

Finalmente, si t; + t2 < 1, resulta que t1,to < 1y

glLV(m +t)=(1=0)(t1+ta) =1 =)t +(1—=0)ta vy
gV () + gV (t2) = (1 = 8)tr + (1 — O)ta

de manera que gFV (t1 +t2) = gtV (t1) + gV (t2) para todo t1,t2 € [0, 1].
Propiedad 3: Razonaremos de nuevo con tres casuisticas ya que g~V (t) =
(1 —0)t+ 0 siy solosit> 0. En primer lugar, si t; =ty = 0 la desigualdad

es trivial.

En el caso de que t; = 0 y t2 > 0, o viceversa, tenemos que t; + to > 0,

entonces:

g{:v(tl +t)=1=00)(t1+ta) +0=(1—=0)ta+6 vy
gEV(t) + gV (k) = (1 = d)ta +6 = (1 —O)ta +6

es decir, gV (t1) + gi¥ (t2) = gV (11 + t2).

Finalmente, si ¢1,%9 > 0 entonces t1 + to > 0 y resulta que

g,LLLV(tl +t)=1=0)(t1+t2)+0 vy
gV () + gtV (t2) = (1 =0ty + 6+ (1 — 8)ta + 0 = (1 — 0)(ts + t2) + 26

entonces tenemos que gtV(t1) + gLV (t2) > gLV (t1 + ta) para todo ty,ts €
[0,1].

Es decir, £V es un intervalo de probabilidad coherente.

O]

Como consecuencia directa, por la Proposicién tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 4.4. El intervalo de probabilidad LV es un intervalo de proba-

bilidad 2-mondtono.
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Finalmente, comprobemos si £V coincide con el intervalo de probabilidad
L1y definido en la Ecuacién (3.4):

Ly = {[( — 5)P0({.%'2}), (1 — 5)P0({1‘Z}) + (5] ‘ 1=1,... ,n}
{11 = 8)pi, (1= O)p; + 0] | i=1,...,n}

= {[gfv(pi)vgﬁv(pi)} |i= 1n}
{

[li,ui],i = 1,...,n} = ,CLV.

De nuevo, concluimos que efectivamente el modelo LV es un caso particular

de modelo (g;, gu)-

4.2.2. Relacién con el modelo PMM

Pasemos a continuacién a analizar el modelo PMM. Las Ecuaciones (3.5
y (3.6) nos proporcionan las expresiones generales para las probabilidades
inferior y superior respectivamente del modelo Pari Mutuel. Por eso, tiene

sentido definir las funciones g;, g,, de la siguiente forma:

gl MM (pi) = max{0, (1 +6)p; — 0}y (4.4)
g "M (pi) = min{1, (1 + 6)pi} (4.5)

para cierto d > 0.

Entonces por la Definicién podemos considerar el intervalo de probabi-

lidad asociado a (gF MM gPMM):

EPMM = {[ll,uz] ‘i: 1,...,n}

siendo I; = gF™MM (p;) y u; = gIMM (p;). Veamos entonces qué propiedades

tiene este nuevo intervalo de probabilidad.

cPMM

Proposicion 4.5. El conjunto es un intervalo de probabilidad cohe-

rente.

Demostracion. Veamos que LIMM verifica las condiciones de la Proposicién
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Propiedad 1: Es trivial para t; =0

g M) =1+t y
1—gPMM(1 -ty =1-(1-8)1—1t)—6=(1+)Ht,

luego gEMM(t) =1 — gPMM(1 —¢).

u

PMM

Propiedad 2: Debemos distinguir tres casos teniendo en cuenta que g; (t) =

(o9

(146)t —dsiysolosit> a50)

(=%

En primer lugar, si t1,t2 < ———, tenemos dos opciones:
p g 1,12 1+0) P

0
m Sit] +ty < ——— entonces
L G

gl MM (4 + 1) = gl MM (t1) + g/ MM (t2) = 0.

0
m Sit] +1ty > ——— entonces
PR 010)

glPMM(tl + 752) >0 vy

gt MM (ty) + gf MM (t9) = 0.

)
, entonces t; + to > ——— de manera que

Por otro lado, si t; >
! (149)

_ 0
(1+49)
QIPMM(h +t)=(14+6)(t1+t2)—0 vy
gl MM () + g MM (to) = (14 6)ts — .

Finalmente, si t1,ty > , tenemos:

5
(1+9)

gGEMM (4 4ty) = (14 6)(t1 +12) =6y
g MM (t) + g MM () = (L+6)t — 6+ (L+0)ta — 6
= (1+6)(t1 +t2) — 26,

de manera que glPMM(tl +t2) > glPMM(tl) + glPMM(tg) para todo t1,ts €
[0, 1].
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Propiedad 3: Razonando de manera similar a la propiedad anterior, en

t gu(t) = (1 4+ )t siy solosit < .
este caso, gy, (t) = (14 0)t si y solo si S

1
(1+9)

En primer lugar, si t1,to > entonces t1 + to > y tenemos

1
(1+9)
glMM (it +t9) = 1 < 2= glMM (1)) + gEMM (2).

1
(1+96)’

entonces

Por otro lado, si t; <

gPMM (4 4 ) =1y

gu MM (1) + g MM (t2) = (14 Ot + 1.

Finalmente, si t1,ts < ——
b= 1+0)

g MMt ) = (1+0) (i +t2) vy
gPMM 1y 4 gPMM 0y — (14 §)ty + (1 + 6)ta.

Luego gPMM(tl) + ngM(tg) > ngM(tl + t9) para todo t1,ts € [0, 1].

EPMM

Asi, podemos concluir que efectivamente es un intervalo de probabi-

lidad coherente. O
Como consecuencia de este resultado, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.6. El intervalo de probabilidad LZMM es un intervalo de pro-

babilidad 2-mondtono.

Veamos para terminar que efectivamente el intervalo de probabilidad £FMM

coincide con el intervalo de probabilidad £pasys definido en la Ecuacién (3.7)):

KPMM = {[(1 + (S)P()({xz}) — (5, (1 =+ 5)P0({a:z})] ‘ 7= 1, - ,n}
={[Q+0)p; —6,(1+)p] |i=1,...,n}
= { o (1), g7 M (pi)] | i =1, m}

= {[li;ua), i € {1,. n}}zCPMM.

De esta forma, podemos concluir que el modelo PMM es un caso particular
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de modelo (g;, g,) para las funciones (glP MM

nes () y (3.

PMM
9u

) dadas en las Ecuacio-

4.2.3. Relacién con los modelos de distorsion

Ya hemos visto algunos modelos conocidos que podemos expresar como casos
particulares de un modelo (g, g,,). Ademés, hemos estudiado cuéles son sus
propiedades y hemos comprobado que son bastante interesantes, pues en
todos ellos hemos sido capaces de obtener la 2-monotonia, pero ain nos
queda una pregunta pendiente: ;podemos expresar los modelos (g;, g,,) como

modelos de distorsiéon? Vedamoslo.

En primer lugar, en la Proposicién |3.7], vimos que todo modelo VBM se
puede ver como un modelo de distorsién con respecto a cierta funcién de
distorsién dy gy y un parametro § = 1. Esto nos hace pensar que quiza
nuestro modelo de distorsion tenga asociado como parametro de distorsiéon
0 = 1. De hecho, se verifica el siguiente resultado, que define la funcién de

distorsién y el pardmetro 9.

Teorema 4.7. Consideremos gi, g, cumpliendo las propiedades de la Propo-
sicion[{.9 que garantizan que inducen un intervalo de probabilidad coherente.
Supongamos también que g;(t) < gu(t) para todo t € (0,1). Si definimos la

funcion d de la siguiente forma,

_ iy J9u) — P{ai}) P(zi}) — ailpi)
AP Fo) = { 9u(Pi) = ai(pi) "~ gu(pi) — gi1(pi) } ’ (4.6)

i=1,...,n

entonces se verifica que
Bi(Py) ={P e P(Q) | P({x:}) € [9:(ps), gu(pi)] Vi=1,...,n}.

Demostracion. Notemos que la Proposicion [4.2] nos permite asegurar que el
conjunto {P € P(Q) | P({z:s}) € [ai(pi), gu(pi)] Vi =1,...,n} es no vacio.
Por otro lado, notemos que d(Py, Py) = 0 < 1, es decir Py € Bé(Po) y por
tanto BL(P) # 0.

Veamos ahora el resultado por doble contenido. Una vez visto que la bola es

no vacfa, consideremos P € BY(P), que por definicién cumple d(P, Py) < 1.
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Esto significa que se verifican las siguientes desigualdades:

gu(pi) — P({z:})
9u(pi) — g1(pi)

<1= gu(pi) — P{xi}) < gupi) — 91(pi)
= P({zi}) = (pi),
<1= P({zi}) — api) < gu(pi) — 91(pi)

= P({zi}) < gu(pi)s

P({zi}) — ai(pi)
9u(pi) — 91(pi)

es decir, si P € BY(P) entonces P({z;}) € [g1(p:), gu(pi)] para todo i =
1,...,n.

Veamos el otro contenido. Sea P una probabilidad cumpliendo P({z;}) €

[91(pi), gu(psi)] para todo i = 1,...,n. Entonces ¢;(p;) < P({z;}) < gu(pi)-
Veamos ambas expresiones por separado:

P({zi}) = g(pi) = P({z:}) —ai(pi) 2 0=
P({z:}) — a1(pi) + gu(pi) — gu(pi) = 0 =
P({xi}) — gu(pi) > 91(pi) — gu(pi) =
9u(pi) — P({zi}) < gu(pi) — (i) =

gu(pi) — P({z:})
9u(pi) — 91(pi)

<1

P({zi}) < gulpi) = P({zi}) — gu(pi) <0 =
P({z:}) — gu(ps) + 91(pi) — qi(pi) <0 =
P({zi}) — a(pi) < gu(pi) — qi(ps) =

P({zi}) — g1(pi)
9u(pi) — 91(pi)

<1
luego P € B}(P). Asi, podemos concluir que

By(Py) ={P € P(Q) | P({zi}) € [ot(pi), gu(ps)] Vi=1,...,n}. DO

Recordemos que tenemos una lista de propiedades deseables para una fun-

cién de distorsién que resumiamos en la Definicién

Proposicién 4.8. La funcion d definida en la Ecuacion (4.6) verifica las
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propiedades 4 y 5 de la Definicion [3.3.

Demostracion. Consideremos Py, Py, P, € P(Q).
Definicién positiva:

d(P1, o) =0 <= gu(pi)) = Pr({z:}) = g1(pi) para todoi =1,...,n
< gu(pi) = qi(p;) paratodoi=1,...,n,

por lo que esta propiedad solo serfa cierta si g,(t) = ¢;(t) = t para todo
t € [0,1], es decir, cuando no se realiza ninguna distorsién. Por tanto, en

general d no es definida positiva.

Desigualdad triangular: Consideremos las siguientes probabilidades Py, P, Py

definidas sobre el conjunto Q = {x1, z2, z3} definidas como sigue:

i Py Py Py
{1} | 0.439 | 0.200 | 0.0279
{z2} | 0.236 | 0.524 | 0.5922
{zs3} | 0.325 | 0.276 | 0.3799

Tabla 4.1: Probabilidades asociadas a ).

Si consideramos ¢;(P({z;})) = P({z;})? v gu(P({z:})) = P({z;:})(2 —
P({x;})) tenemos:

d(Py, Py) = 1.2468

d(Py, By) = 3.6727

d(Py, Py) = 8.0788

de manera que d(P,Py) = 8.0788 > d(Pi, P2) + d(P, Py) = 1.2468 +
3.6727 = 4.9195, luego d no verifica la desigualdad triangular.

Simetria: Consideremos las siguientes probabilidades P;, P, definidas sobre

el conjunto Q = {x1, z2,x3} definidas como sigue:
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x; P Py
{z1} | 0.439 | 0.400
{z2} | 0.236 | 0.424
{z3} | 0.325 | 0.176

Tabla 4.2: Probabilidades asociadas a ).

Tenemos

d(Py, Py) = 1.122
d(Py, P1) = 1.140

es decir, d(Py, P2) # d(Ps, P1), luego d no es simétrica.
Cuasi-convexidad: Dado « € [0, 1], se cumple:

d(aP1 + (1 - Oé)PQ, P()) S méx{d(Pl, Po), d(PQ, Po)}

Sea i€ {l,...,n}, ysea C;=aP({z;})+ (1 — a)P2({x;}), C; es una com-
binacién lineal convexa de Pj({z;}) y de Py({x;}) para todo i € {1,...,n}.

Entonces se verifica lo siguiente:
Ci < méx{P1({zi}), P({z:})}-

Por otro lado, sabemos que ¢,(p;) — PL({zi}), gu(pi) — P2({x;}) > 0 para

todo i € {1,...,n}, de manera que:

9u(pi) — Ci <méx{gu(pi) — Pr({zi}), gu(pi) — Po({zi})},

es decir,
gupi) =Ci  _ gulp)) —aPi({zi}) — (1 —a)P({zi}) _
9u(pi) — 91(pi) 9u(pi) — 91(pi) -

< méx {gu(pi) — Pi({zi}) gupi) — Pz({%})}
- gu(i) —ai(pi) 7 gulpi) —ai(pi) -
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Tomando el maximo en 7 y aplicando la definicién de la funcién d, resulta:
d(aP1 + (1 — Oé)PQ, Po) < HléX{d(Pl, Po), d(PQ, Po)}

Es decir, d verifica la propiedad de cuasi-convexidad.

Continuidad:. Sabemos que ¢;(t) < g,(t) para todo t € (0,1), por lo que
9u(pi) —g1(pi) # 0 para todo p; € [0, 1]. Asi, podemos asegurar la continuidad

de la funcién d por ser composicién de funciones continuas. O

4.2.4. Relacién con el resto de modelos

Como hemos visto en el Ejemplo[3.3] el modelo de la Variacién Total no es,
en general, un caso particular de intervalo de probabilidad, por lo que no

podremos relacionar este tipo de modelos con nuestro nuevo modelo (g;, gy,)-

Por otro lado, podemos concluir también que los modelos Nearly-Linear tam-
poco son, en general, intervalos de probabilidad debido a que el modelo TV
es un caso particular de modelo Nearly-Linear. Con este mismo argumento,
dado que el modelo TV es un caso particular de transformaciones de pro-
babilidades, deducimos a su vez que las transformaciones de probabilidades

no tienen por qué ser casos particulares de un modelo (g;, gy, )-

4.3. Algunos ejemplos

Una vez construido nuestro nuevo modelo, estamos en condiciones de ana-
lizar algunos ejemplos para dejar claros todos los conceptos introducidos y

estudiados.

4.3.1. Funcion cuadréatica

Comencemos con un ejemplo sencillo. Consideremos la funcién

g: [0,1] — 0,1]

t o t2
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y veamos si verifica las condiciones introducidas en la Seccién de nuestro
modelo. En primer lugar, necesitamos una funcién g,, pero para comenzar,

consideramos una expresién general
gu: 10,1] — [0, 1].

En consonancia con la Definicién [£.1] por un lado, la funcién g; verifica:

= 91(0) =0.

= (1) =1.
También debemos imponer para la funcién g, las siguientes condiciones:

= g,(0)=0.
= gu(1) =1
» g;(t) < gu(t) para todo t € [0,1].
A partir de esta funcién g;, buscamos definir un intervalo de probabilidad

coherente, por lo que segun la propiedad 1 de la Proposicién tenemos
que gy(t) =1 —gi(1 —1), es decir:

gu: [0,1] —  [0,1]
t —  t(2-1).

Recordemos que denotamos Py({z;}) = p; para i € {1,...,n}, entonces

podemos definir el intervalo de probabilidad como sigue:
2 .
£’ ={lp)%p2-p)) [i=1,...,n}.

Veamos si tiene la propiedad de ASL y si se trata de un intervalo de proba-
bilidad coherente.

Comencemos con la propiedad de ASL, notemos que se verifica g;(t) < t
para todo t € [0,1] y gu(t) > t para todo t € [0, 1], asi, por la Proposicién
tenemos que L% tiene la propiedad de ASL.
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Para ver la coherencia, comprobamos si verifica las condiciones de la Propo-
sicién Claramente, verifica la propiedad 1 por definicién. Vamos ahora

con las siguientes propiedades.
La funcién g; es superaditiva puesto que es convexa y ¢;(0) = 0, ademds es

sencillo comprobar la subaditividad de g,:

Gu(ts 4+ t2) = (t1 + 12)(2 — (t1 + t2)) = 2(t1 + to) — (t1 + t2)?,
gu(t1) + gu(te) = t1(2 —t1) + t2(2 — ta),

Si hacemos la resta, resulta:

= (gu(t1) + gu(t2))
= Q(tl + tg) — (tl + t2)2 — (t1(2 — tl) + t2<2 — tg))
= 2t +tg) — (t1 +12)? — (2t — 13 + 2ty — t3) = —2t1t5 <0

gu(t1 + t2)

por lo tanto, g, es subaditiva y podemos concluir que £ es un intervalo de

probabilidad coherente.

Vamos ahora con un ejemplo concreto.

Ejemplo 4.1. Consideremos un espacio muestral Q@ = {x1,x9,x3} siendo
Py = (0.2,0.3,0.5). Si consideramos el modelo (g;,g,) asociado a Py, el

intervalo de probabilidad L tendrd las siguientes restricciones:

P({x1}) € [0.04,0.36].
P({x2}) € [0.09,0.51].
P({x3}) € [0.25,0.75].

De esta forma, determina la siguiente probabilidad inferior coherente P con

probabilidad superior conjugada P:

Suceso | {x1} | {x2} | {z3} | {z1, 22} | {71, 23} | {22, 23}
P 0.04 | 0.09 | 0.25 0.25 0.49 0.64

P 0.36 | 0.51 | 0.75 0.75 0.91 0.96

Veamos grdficamente su conjunto credal.
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Figura 4.1: Conjunto credal inducido por .

Notemos que, para este caso particular de un espacio de 3 elementos, ob-
tendremos el mismo resultado si consideramos la funcion de transformacion
o(t) = t? y construimos el modelo transformado tal como indicamos en la
Seccion . No tenemos mds que considerar P,(A) = p(Py(A)) = (Py(A))?
para A € P(Q), de donde obtendriamos su probabilidad superior conjugada
Py(4) = 1- P,(4).

Sin embargo, si considerdsemos un espacio de cardinal mayor de 3, esta
equivalencia entre el modelo (g;, gu) donde g; es una funcién cuadrdtica y el
modelo determinado por la transformacion ¢(t) = t* no seria equivalente.
Consideremos Q) = {x1,x9,x3,24} y Py la distribucion uniforme discreta,
es decir, Py({x;}) = 0.25 para i = 1,2,3,4. Entonces para los sucesos de

cardinal 2, como por ejemplo el suceso {x1,x2}, tendremos para el modelo
(91, gu) segin la Proposicion :

P({zy,2o}) =max{ > Ll— Y wp =0.125,

xz;€{z1,22} z;¢{x1,22}

mientras que para el modelo transformado serd:
P_({z1,22}) = ¢(Py({z1,72})) = (0.25 + 0.25)* = 0.25,

es decir, no tenemos distribuciones equivalentes.
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4.3.2. Funcion cuasi-lineal

En este ultimo apartado, trabajaremos con una funcién g; cuasi-lineal, por

ejemplo dada por:
qgr: [0, 1] — [0, 1]
t  — min{max{0.5-¢t—0.05,0},1}

Comprobemos que efectivamente g; verifica las condiciones de la Definicion

41

= 91(0) = 0.

= (1) =1
Ademas, buscamos
gu: [0,1] — [0,1]

que verifique

= gu(0) =0.
= gu(1) =1
= g;(t) < gu(t) para todo t € [0, 1].
Definamos ¢,(t) = 1 — ¢;(1 — t), que verifica las condiciones necesarias y

ademads nos asegurard la coherencia del modelo. Apliquemos estas transfor-

maciones al mismo ejemplo que en la seccién anterior.

Ejemplo 4.2. Consideremos Q = {x1, 2,23} y Py = (0.2,0.3,0.5). Para el
modelo (g1, gu) introducido, obtenemos el intervalo de probabilidad L£°-5¢~905

que vendrd determinado por las siguientes restricciones:

P({z1}) € [0.05,0.65],
P({z2}) € [0.10,0.70],
P({z3}) € [0.20,0.80),
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que determinan la probabilidad inferior P y su probabilidad superior conju-

gada P dadas por:

Suceso | {x1} | {za} | {x3} | {1, 22} | {z1, 23} | {x2, 23}
P 0.05 | 0.10 | 0.20 0.20 0.30 0.35

P 0.65 | 0.70 | 0.80 0.80 0.90 0.95

Su conjunto credal estd representado en la Figura[.3. Como se puede obser-
var, la forma del conjunto credal difiere del conjunto credal obtenido con la
funcion g; cuadrdtica mostrado en la Figura[{.1. Esto muestra que, eviden-
temente, a medida que varian las funciones g, g, varia también el resultado

obtenido.

Figura 4.2: Conjunto credal inducido por £0-5¢=0:05,
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha presentado un estudio de los distintos mo-
delos de distorsién presentes en la literatura, partiendo de la definicién més
general en términos de una bola cerrada centrada en la probabilidad dada,
hasta llegar a modelos mas particulares como son las transformaciones de
probabilidad, los modelos nearly-lineal, particularmente los de barrera ver-
tical, o algunos modelos méas conocidos: Pari-Mutuel, Linear-Vacuous y de

la Variacion Total.

Posteriormente construimos un nuevo modelo de distorsiéon en el Capitulo
Este nuevo modelo (g, g,) es un intervalo de probabilidad, por lo que el
trabajo con él estara bastante simplificado y serd mas simple de interpretar.
Ademads, conseguimos relacionar nuestro modelo con los modelos conocidos
como son el PMM y el LV, no asi pudimos hacerlo con el modelo de la
Variacién Total. También definimos una funcién de distorsion asociada a las
funciones (g, g») que define un conjunto credal y por tanto un modelo de

distorsion.

En la Figura se muestran las relaciones que hemos visto entre el nuevo
modelo introducido y los distintos modelos de distorsién vistos en el Capitu-
lo[3] Por una parte, en el Teorema[£.7/hemos visto que todo modelo generado
por las funciones (g;, g,,) es en particular un modelo de distorsién puesto que
puede expresarse como una bola centrada en Py con radio 1 y con respecto
a la funcién de distorsién definida en la Ecuacién 4.6l También hemos visto

que los modelos LV y PMM se pueden expresar como modelos (g;, g,.), pero
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no asi el modelo TV. Por iltimo, también hemos visto en el Ejemplo
que, en general, las transformaciones de probabilidad y, en particular, los

modelos de barrera vertical no estén relacionados con los modelos (g;, gy, )-

Modelos de distorsion

Transformaciones de probabilidades

VBM
Modelo (g1, gu)

Figura 5.1: Relacién existente entre el modelo (g, g,) y el resto de modelos
de distorsion.

Como posibles temas de investigaciéon futura, podemos plantearnos estudiar
mas en profundidad el nuevo modelo, buscar nuevas propiedades que nos
proporcionen caracteristicas interesantes e intentar relacionarlo con otros
modelos conocidos, como pueden ser el modelo de ratios constantes, el mo-
delo asociado a la distancia euclidea o incluso los conocidos como modelos de
barrera horizontal. Asimismo, se podria investigar si las buenas propiedades
del nuevo modelo, principalmente el hecho de ser un intervalo de probabili-
dad, pueden ser de ayuda en aplicaciones de los modelos de distorsién como

por ejemplo en la estimacién de probabilidades de error humano [I].
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