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La naturaleza no “cuantiza”, es intrinsecamente cudntica. La “cuantizacion” es una
actividad matemdtica formal reservada a los fisicos teoricos que, sin que sea culpa
suya, primero desarrollaron su intuicion fisica observando el mundo en el limite de
grandes numeros cudanticos. Por tanto, no sabemos como escribir una teoria cudntica
a priori, pero la teoria cldsica proporciona el marco para descubrir la teoria cudntica

subyacente. [1]

David Atkatz
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Capitulo 1

Introduccion

Para el desarrollo en §1.2 me he basado en las ideas de Gaumé [2].

La Teoria Cuéntica de Campos (QFT, por sus siglas en inglés) surge como un intento
de unificar mediante la teoria de campos las principales teorias del siglo XX, la
Relatividad Especial y la Mecanica Cuantica. Esta considerada como uno de los logros
mas grandes de la fisica moderna ya que es la teoria probada experimentalmente con
mayor precision. Es la base del modelo estdndar de particulas y es muy utilizada
en numerosas ramas de la fisica, como en fisica de la materia condensada, donde se
utiliza para poder tratar fenémenos que se dan lugar en sistemas con muchos cuerpos,

en fisica estadistica o en cosmologia.

La Mecanica Cuantica, desarrollada en los afios 20 del siglo pasado por Max Planck,
Werner Heisenberg, Erwin Schodinger y Paul Dirac, entre otros, no era capaz de
explicar distintos procesos con exactitud, como es el caso de las lineas espectrales
atémicas, los sistemas en los que el niimero de particulas no es fijo como sucede en los
experimento de colisiones donde se pueden crear o destruir particulas. Estos procesos
de dispersion invitan a pensar en términos de relatividad especial, ya que existen
transformaciones de energia en masa y viceversa. No obstante, la mecanica cuantica no
estaba formulada en términos covariantes (la ecuacién de Schrodinger no es invariante
Lorentz). El primer intento de dicha unificacién comenzé buscando precisamente una

generalizacion relativista de la ecuacién de Schrodinger, la llamada ecuacion de Klein-



Gordon, sin embargo, el propio Schrodinger la rechazé por diferentes patologias como

soluciones a la ecuacién con energia negativa, quedandose con su famosa ecuacion.

El salto conceptual que debe darse consiste en un cambio en la interpretacion de los
resultados y en un cambio profundo del punto de vista. Mientras que en la mecénica
cuantica cuantizamos una particula hablando en términos de funciones de onda, en
la Teoria Cuantica de Campos identificaremos las particulas con los distintos modos
de un tnico campo, se cuantiza el campo en si mismo. Como veremos, de acuerdo
con esta teoria, las particulas surgen de manera natural a partir de la cuantizacién

de los campos.

1.1 Metodologia y objetivos

Este trabajo pretende ser una introduccién autocompleta y autocontenida a la Teoria
Cuantica de Campos utilizando los conocimientos basicos en cuantica, electromag-
netismo, relatividad especial y teoria clasica de campos adquiridos a un nivel de

graduado en fisica.

Con este propoésito, introduciremos unos conceptos previos de cémo la relatividad nos
impone algunas restricciones sobre los operadores cuanticos. A continuaciéon y como
primer acercamiento a la teoria se cuantizard un sistema de osciladores armonicos
llegando en ultima instancia a un campo cuantico. Introduciremos el concepto de
espacio de Fock como la estructura necesaria para el desarrollo de la teoria asi como
la posibilidad de movernos por este espacio mediante los denominados operadores
de creacién y destruccion de particulas. Por ltimo, partiendo de diferentes campos
clasicos libres y empleando la cuantizacién canénica (debido a que es el método con el
que un graduado en fisica estd mas familiarizado), se obtendran los correspondientes
campos cuanticos y como estos actian sobre el espacio de Fock para dar lugar a las

distintas particulas que existen.
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Figura 1.1: Comparacion entre dos tipos de espacio-tiempo: no relativista (izquierda)
y relativista (derecha). Las regiones Ry y Ry estdn indicadas en cada caso. Todos los

puntos que se encuentren dentro de la zona sombreada estin causalmente conectados

[2].
1.2 Causalidad y Localidad en las teorias cuanticas

En la teoria cudntica no relativista, los observables son operadores hermiticos que
actiian sobre los estados del sistema. Si nos restringimos a la imagen de Heisenberg,
estos operadores dependen unicamente del tiempo, es por esto que las medidas son
locales en el tiempo pero globales en el espacio. Debido a que no hay restriccién sobre
la velocidad a la que la informacién puede viajar, todos los puntos estan conectados

causalmente (ver figura 1.1).

En contraposicion, la teoria relativista nos advierte de que esto no puede suceder
debido a la causalidad y a la localidad de la fisica, de manera que ninguna informacién
(como puede ser dicha medida) puede propagarse méas rapido que la luz, por lo que
las medidas tienen que ser locales tanto en el espacio como en el tiempo. Debido a
que debe satisfacerse la causalidad, las medidas de un cierto observable O en dos
regiones Ry y Ry desconectadas causalmente no deberfan interferir entre ellas (ver

figura 1.1), es decir,
[ORl,OR2] =0 si ($1 — {E2)2 <0 \Vll'l S R1 To € R2 . (11)

Vemos por tanto, como al utilizar un formalismo cuantico-relativista, la causalidad

nos impone una condicién sobre los operadores asociados a observables: que en la



imagen de Heisenberg deben depender de las coordenadas espacio-temporales z*.
Podemos generalizar la idea de la expresién (1.1) cuando R; y Ry tienden a un

punto, encontrando la condicién que impone la microcausalidad,
[0(),0y)] =0 si (x—y)<0. (1.2)

Vemos cémo la invarianza relativista nos empuja a introducir el concepto de ope-
radores cuanticos que actiian localmente y preservando la causalidad. Mas adelante,
veremos como estos operadores toman la forma de campos cudnticos, los cuales tienen

su correspondencia con campos en la descripcion clasica.



Capitulo
Teoria clasica de campos

Para este capitulo me he basado principalmente en [3].

En este Capitulo vamos a definir los conceptos basicos de teoria clasica de campos

que nos seran de gran utilidad més adelante para la cuantizacion canodnica.

2.1 Formalismo lagrangiano

El formalismo lagrangiano es fundamental en teoria cuantica de campos ya que nos
proporciona un marco de trabajo dotado de invariancia Lorentz, ademés de que nos
garantiza causalidad y que las interacciones sean locales, lo cual vimos anteriormente

que es un requisito imprescindible en una teoria relativista.

El principio de minima acciéon de Hamilton establece que un campo evoluciona hacia
la configuracion espacio-temporal que extremice la acciéon. Esta accién, S, es un
funcional que se define como la integral espacio-temporal de la densidad lagrangiana,
L,

S = /dt L= /d4x L(6,8,0) . (2.1)

Donde consideraremos que £ es una funcién escalar que puede depender tanto del

campo como de sus derivadas. Si extremizamos la accién, es decir, imponemos

5= | d%zla@m <af¢@ “‘” / d%zla@ % <8f¢>15¢’_’
(2.2)




uno llega a las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL
Ma<au¢z) a¢z B

donde el indice ¢ recorre todos los campos presentes en la densidad lagrangiana L.

0, (2.3)

Estas ecuaciones, conocidas como ecuaciones de movimiento (EOM, por sus siglas en

inglés), rigen la dindmica de cada campo clasico.

2.2 Formalismo hamiltoniano

En el formalismo hamiltoniano se define el momento conjugado canénico de un campo

CcOo1mo

oL
(Goi) °

mientras que la densidad hamiltoniana se define mediante una transformada de Le-

() = (2.4)

gendre de la densidad lagrangiana,

El hamiltoniano del sistema se obtiene integrando la densidad hamiltoniana a todo
el espacio

H= /d3x i (2.6)

2.3 Teorema de Noether

El teorema de Noether [4] establece que existe una ley de conservacién por cada
simetria continua que posea un sistema fisico. Consideramos una familia de campos
¢; gobernados por una accion S y consideramos unas transformaciones infinitesimales

tanto de las coordenadas como de los campos de la forma

ot =t =t 4 EF (x) (2.7)

¢i(x) = ¢i(a') = di(x) + £ Fia(9, 9u9) , (2.8)

donde % donde a = 1,..., N es un conjunto de parametros infinitesimales. Decimos

que existe una simetria si estas transformaciones dejan S invariante. Distinguimos
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entre simetrias globales o locales: las simetrias globales son aquellas donde £* son
constantes mientras que en las locales €% = £%(z) es una funcién arbitraria de las
coordenadas. Otra distincién es entre simetrias internas o espaciotemporales. Las
simetrias internas son aquellas que no actiian sobre las coordenadas, es decir, aquellas
donde &*,(x) = 0, mientras que en las simetrias espaciotemporales si que existe tal

transformacion.

En el caso de las simetrias internas y transformaciones de Lorentz, dejar invariante la
accion es equivalente a dejar invariante la densidad lagrangiana, ya que como vemos
en la ecuacién (2.1) d*x no se ve afectado. Si estas simetrias dejan £ invariante, se
puede demostrar que existen N corrientes conservadas J#,, una por cada generador

de la transformacién que cumplen
8, =0, a=1.,N. (2.9)

A cada corriente le corresponde una carga conservada (en el sentido de que es una

constante del movimiento) definida como
0, = /d3x Jo (2.10)

De manera general, podemos escribir las corrientes como

= Z G(g;ibi) €70 (2)0u0i — Fia(9,0,9)] — &, (2) L, (2.11)

donde tenemos N corrientes para cada campo ¢;. Si nos restringimos a las transfor-

maciones internas (aquellas en las que &, (x) = 0), las corrientes toman la forma

oL
Jhy = — Z Wﬂa : (2.12)

donde si consideramos transformaciones lineales del campo tenemos que F;, = (M,): ¢;,

donde (M,);? es un conjunto de N matrices constantes.



2.4 Tensor energia-momento

Es logico pensar que las traslaciones tanto temporales como espaciales son una si-
metria de las teorias fisicas que estamos considerando, por lo que estas tendran aso-
ciadas sus respectivas cantidades conservadas. Si consideramos una transformacion

definida como

ot — g =t 4 et =t +EVOH, (2.13)
p(x) = ¢'(2') = ¢(x) , (2.14)
y nos fijamos en la expresiones (2.7) y (2.8) podemos identificar &+, (x) = 0¥, y

F;, = 0. Tendremos por tanto cuatro corrientes conservadas #*,, una por cada valor
de v

90", =0 (v=0,1,2,3). (2.15)

Utilizando la ecuacién (2.11) y subiendo el indice v con la métrica (0" = n*?6*,)

obtenemos el tensor energia-momento

oL
J. Voo
= E e @19

y la expresion (2.15) se traduce en la conservacion del tensor energia-momento
9,0 =0  (vr=0,1,2,3). (2.17)

Este tensor 0#¥ no tiene por qué ser simétrico, no obstante, podemos definir un nuevo
tensor energia-momento “mejorado” simplemente anadiendo un nuevo término, de

manera que el conjunto sea simétrico,
or — TH = 0" + 0,G"M . (2.18)

El tensor G** es antisimétrico en los indices p y p. Debido a esta antisimetria y a la
manera en que hemos definido el nuevo tensor la carga conservada asociada a ambos

serd la misma, por lo que 6** y T* son fisicamente equivalentes®.

*La forma maés comoda de obtener directamente el tensor energia-momento es acoplar los campos
a la Relatividad General, ya que las ecuaciones de Einstein nos garantizan que 7}, sea simétrico y

conservado.



Esa carga conservada asociada a (2.16) es el cuadri-momento, definido como
P:/foC (2.19)

Deducimos entonces que la simetria bajo traslaciones espaciales tiene como conse-

cuencia la conservacion del momento lineal total,
P:/fxw. (2.20)
Si tomamos v = 0 en (2.19) recuperamos el hamiltoniano del sistema
P°— /d3x 6 — /d3x [Z T A0s — c] - /d3x H=H, (2.21)

de donde podemos deducir que la energia del sistema es la carga conservada corres-

pondiente a la invarianza de la teoria bajo traslaciones temporales.



Capitulo 3

Cuantizacion de una teoria clasica.

Segunda cuantizacion

Para este primer acercamiento a los campos cuanticos me he basado en [5].

- Limit ti .
[Oscﬂadores acoplados] [IMILe convinmo :[Campo clasmo}

h£0 h#0

Y Y

— Limit . _
[Osc. cuanticos a,copla,dos} e conmto =(Campo cuan‘mco}

Figura 3.1: Esquema de los distintos caminos para realizar la cuantizacion.

Un buen primer acercamiento a la teoria es mediante el toy model de los osciladores
armonicos, en el cual se considera un sistema discreto de osciladores unidimensionales
acoplados. Podemos llegar a un campo cuantico a través de dos caminos: uno es
tomado el limite al continuo para conseguir un campo clasico y mas tarde imponer
las relaciones de conmutacion pertinentes para obtener el campo cuantico. El otro
camino es considerar un conjunto de osciladores armoénicos cuanticos y tomar el limite

al continuo (ver figura 3.1).
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3.1 Limite continuo y cuantizacion

Comencemos por imaginar un sistema unidimensional discreto formado por N + 2
cuerpos que pueden vibrar en una dimension. Consideremos que se encuentran unidos
a través de muelles idénticos con constante elastica k. Es facil ver que el lagrangiano

del sistema vendra dado por la expresion

N+1 p2 k‘ 5
L= “— — (¢ — g , 3.1
; o 9 (q Q+1) ( )

donde m es la masa de los cuerpos, ¢; es la distancia que se ha desplazado la masa
en la posicion ¢ con respecto a su posicién de equilibrio y p; = mg; es su momento

lineal. El corchete de Poisson entre el desplazamiento y el momento es

{gi,pi}p = 0ij - (3.2)

El primer término en el lagrangiano (3.1) corresponde a la energia cinética de los os-
ciladores mientras que el segundo corresponde a su energia potencial. Si establecemos

condiciones de contorno periédicas

q;(t) = g n(t) (3.3)

y resolvemos las ecuaciones de Euler-Lagrange para este sistema,

d OL OL
N (3.4
dtdq;  0g;
podemos obtener las ecuaciones de movimiento
méjj—k(qj+1+qj_1—2qj) ZO j: 1,...,N. (35)
Los modos normales de vibracion del sistema nos quedan
q;(t) = @1 (3.6)

Para que las soluciones satisfagan las condiciones de contorno los p’s deben de estar

discretizados de la siguiente manera:

| 2
¢ 1 = p— % n=0,+1,..,+N/2. (3.7)

11
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Figura 3.2: Relacion de dispersion de la cadena discreta. Los puntos negros corres-

ponden a las frecuencias normales de vibracion.

Si introducimos las soluciones dadas en (3.6) en la ecuacién de movimiento en (3.5)

podemos obtener la relacion de dispersion para nuestra cadena

mw?q;(t) =k q;(t) (2 —e? 4 eip) = mw? = 2k (1 — cos(p)) = 4k sin® (g) ,

Utilizando la condicién de discretizacion de p’s llegamos a:

o /nT 4k
Wp = wp sin (N) D wo=1/— . (3.8)

m

Si tomamos el limite al continuo, es decir, hacemos que el niimero de masas sea cada

vez mayor mientras que la distancia en reposo entre ellas, a, sea cada vez menor
N-—oc0,a—0, (3.9)

mientras que mantenemos la longitud de la cadena [ = Na constante, pasaremos de
tener una cadena discreta a una cuerda continua. Llegados a este punto, las posiciones
discretas de las masas pasan a ser una variable continua, de manera que podemos

definir un campo continuo
Qj (t) = (b(xja t) — (b(X, t) 3 (31())

donde aqui x denota la variable continua espacial unidimensional.

12



Teniendo en cuenta esto y utilizando que

(1}1% qj+1a_ q]} _ gl)% [¢<X + aa) — ¢<Cl)] _ a¢é§’ t> ’ (311)
1 ! 1 /!
qu — E/o d(x)dx = 5/0 o(x)dx (3.12)

podemos reescribir el lagrangiano en términos del campo continuo

L= [axc= ;/Ol [p <8¢S;’t)> e (agbg;t)) ]dx, (3.13)

donde hemos utilizado la densidad de masa p = m/a y la tension de la cuerda o = ka.

Al haber pasado a una teoria de campos tendremos una densidad lagrangiana que se

L= [p @f)Q—a(gf:)z] | (3.14)

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange sobre esta densidad lagrangiana obtene-

corresponde con

mos las ecuaciones del movimiento para la cuerda continua,

%o (x, ?o(x,t
%(; D _ 2 925(’; )y, (3.15)

cuyas soluciones son ondas viajeras con velocidad de propagacién v = /o /p de la

forma

P(x,1) = ellkx—wit) (3.16)

y cuya relacion de dispersion es w = wvk. Llegados a este punto tenemos un campo

clasico gobernado por la densidad lagrangiana (3.14) cuyo momento canénico asociado

es
oL
II(x,t) = : 3.17
0= o) 10
La delta de Kronecker de la expresion (3.2) se convierte en una delta de Dirac,
{606, 1), (X, 1)} p = 0(x = X) . (3.18)

Una vez tomado el limite al continuo y haber obtenido una teoria de campos clasi-
ca, debemos promover tanto el campo como su momento conjugado a operadores

hermiticos e imponer las reglas de conmutacion

[p(x,1), [I(x',t)] = i0(x — x') , (3.19)
[b(x,t), p(x', )] = [TI(x,¢), II(x',t)] =0 . (3.20)

13



Obteniendo asi una teoria cuantica de campos donde ¢ y II son ahora campos cuanti-

COS.

3.2 Cuantizacién y limite continuo

En este apartado obtendremos un campo cuantico a partir de tomar el limite de la
cadena de osciladores cuanticos. Para cuantizar la cadena monoatémica, remplazare-
mos las masas unidas por muelles por osciladores cuanticos independientes. Promo-
cionaremos el desplazamiento de cada oscilador ¢; y su momento p; por operadores

hermiticos de manera que se cumplan las relaciones de conmutacion

(Gi, p;] = idij , (3.21)

i, q;] = [pi-ps] = 0. (3.22)

El hamiltoniano del sistema toma la forma

i p2 k 2
H= L 2 (g — g . 2

Si volvemos a tomar el limite al continuo de manera similar a como hicimos para la

cadena clasica, el hamiltoniano se convierte en

B 1 o [0¢ ?
H_/ TR <8x> ]dx, (3.24)

donde II(x,t) es el momento canénico conjugado del campo cudntico ¢(x,t). En

este caso, como nuestro campo representa el desplazamiento de los osciladores, este

momento coincide con el momento lineal de los osciladores, de manera que

0p(x, 1)

I(x,t) = P (3.25)

Utilizaremos la imagen de Heisenberg, en la que los operadores dependen del tiempo,
por lo que la relacion de conmutacion del campo con su momento conjugado se
establece a tiempos iguales. Ademéds, como estamos en el caso continuo, la delta de
Kronecker de (3.21) promociona a una delta de Dirac, de manera similar a lo que
ocurria con la delta del corchete de Poisson del apartado anterior. Tenemos por lo

tanto que

[6(x,t), (X', t)] = id(x — x') . (3.26)

14



Como los osciladores son independientes, se cumple que
[o(x,1), p(x', )] = [II(x, 1), 1I(x',t)] =0, (3.27)

volviendo a recuperar el mismo resultado que en el apartado anterior y verificando
asi el esquema de cuantizacion de la figura (3.1). Este método que hemos visto para
cuantizar una teoria es lo que se denomina second quantization, consiste en considerar
el sistema clasico y reinterpretar las variables dinamicas en términos de operadores
que obedecen las reglas de conmutacién canénicas [6], es por ello que este método
también recibe el nombre de cuantizacién candnica. Estos operadores toman la forma
de campos cuanticos que actiian sobre un espacio de estados denominado espacio de
Fock y donde veremos que las particulas pasan a considerarse excitaciones de estos

campos.

3.3 Construccion del espacio de Fock

En la mecénica cuantica no relativista se define un espacio de Hilbert encargado de
albergar los diferentes estados en los que puede estar el sistema. Si consideramos
un conjunto de N particulas idénticas, como el nimero de particulas no varia, es
suficiente con definir un espacio de Hilbert .74, construido como el producto tensorial

de los espacios de Hilbert de cada una de las particulas
JN=TOQ - QHy . (3.28)

No obstante, como en teoria cuantica de campos nos interesa tratar sistemas en el
que el nimero de particulas no es una constante del movimiento, es necesario definir
un nuevo espacio en el que pueda darse esta situacién. Definimos entonces el espacio

de Fock como
F = #y, (3.29)
N=0

construido a partir de la suma directa de espacios de Hilbert a diferente ntimero de

particulas. Es importante notar que este nuevo espacio de Fock contiene al espacio
viv 1ni i vaci iz

%, en el que vive un unico estado denominado vacio caracterizado por no albergar

particulas, denotado como |0),
0) € A 5 (0[0) =1. (3.30)
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El siguiente paso natural consiste definir una serie de operadores que nos permitan
movernos por los distintos subespacios del espacio de Fock (i.e. que crean o destruyen
particulas). Vamos a pensar en un operador de este tipo que cree o aniquile particulas
en puntos concretos del espacio, es decir, con posicion definida. Supongamos entonces

unos operadores en la imagen de Schrodinger 1(x) y ¥7(x) tales que
w : %N — %N,1 l/JT : ,%ﬂN — ,%ﬂ]\url . (331)

Es decir, el operador ¢(x) aniquila una particula en la posiciéon x, mientras que su
complejo conjugado 1f(x) la crea. Todos los operadores de aniquilacién anulan el
vacio,

$(x)]0) =0 (3.32)

Los conmutadores entre estos operadores resultan ser

(), vix)] = 6P (x—x) ), ¢E)] = [T, 0Ix)] =0  (333)

Estas relaciones de conmutacion nos recuerdan a las de los operadores escalera del
oscilador armoénico cuantico, donde los operadores escalera nos aumentaban o dismi-

nuian modos de oscilacién del sistema*.

Siguiendo en esta linea, podemos definir un operador denominado operador niimero
N que conmuta con el hamiltoniano y que tiene como autovalores el niimero total de

particulas. Las relaciones de conmutaciéon con este nuevo operador son

INH =0 [Nox)]=-vx) [N¢ix)]=y(x). (3.34)

Como el operador nimero conmuta con el hamiltoniano significa que podemos tener
estados que sean a la vez autoestados de energia y que tengan un niimero de particulas
definido. Como ya habfamos comentado antes, el operador ¢'(x) crea una particula
en x, esto significa que esta localizada en una posiciéon concreta, con una funcién
de onda de tipo delta de Dirac. Segtn el principio de incertidumbre de Heisenberg,

al estar localizada en un sitio, estara infinitamente deslocalizada en momento, de

*En el oscilador arménico los operadores escalera actiian como A |n) = vn+1|jn+ 1)y Aln) =

Vn|n — 1), mientras que el conmutador entre ellos es [A4, AT] = 1.
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manera que podemos escribir estos operadores en funcién de ondas planas

b0 = Y ae™ i) = Y afe ™, (3.35)
k k

donde hemos omitido los factores de normalizacién de las ondas planas. Los opera-
dores de creaciéon a;r( y aniquilacion ay crean y destruyen particulas con momento

definido k, respectivamente. Cumplen las reglas de conmutacion

{ak,aL,} = 6Ok -X) [a ay] = {aL,aH =0, (3.36)
{dhe, iy} = 09 (k = K) {el, dio} = {dlf,,d},.} =0, (3.37)

donde las primeras relaciones son validas para bosones mientras que las segundas

para fermiones.

Como necesitaremos describir estados con muchas particulas, la notacién de niimeros
de ocupacion es especialmente util. En ella caracterizamos los estados del sistema en
términos de nuimeros de ocupacién de los modos, de la misma manera en la que se
hace con los estados del oscilador armoénico. En esta representacion de niimeros de

ocupacion el estado de vacio toma la forma
|0y =10,0,...,0) . (3.38)
Un estado genérico del sistema viene dado por
(U) = |np, .oy Ny ooy Ng) (3.39)

donde ny es el nimero de particulas con momento k. En el caso de particulas fer-
miodnicas, debido al principio de exclusion de Pauli, no podra haber dos particulas
que compartan los mismos nimeros cuanticos (el momento k, en este caso), por lo
que el nimero de ocupacion solo podra tomar los valores ny, = 0, 1 mientras que en el
caso bosoénico no existe ninguna restriccion sobre el niimero de particulas que pueden
ocupar un estado, lo que se refleja en que el nimero de ocupacion puede tomar valo-
res desde 0, 1, 2...00. Los operadores de creacién y destruccion actian de la siguiente

manera sobre los estados

aTk Mpy cevey My ooy M) = |Mpy ey M+ 1,0y 1g) (3.40)

A [Ny cvees My ooy M) = |Mpy ooy N — 1y ey Ng) (3.41)
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donde hemos omitido los factores de normalizaciéon que surgen al imponer la norma-

lizacién del vacio. El operador hermitico alT(ak tiene como autovalores el nimero de

particulas con momento k. Si lo dejamos actuar sobre un estado,
afar i) = nuc ) (3.42)

por lo que podemos expresar el operador nimero N en funciéon de los operadores de

creacion y aniquilacién como una suma a todos los momentos
N =Y alay. (3.43)
Kk

Al igual que ocurre con el oscilador armonico, es natural pensar que todos los opera-

dores de destruccion aniquilen el vacio, como vimos anteriormente,

ax ’0,0, ,O> =0
0) = 0,0, ...,0)

— a|0)=0 Vk. (3.44)

Podemos crear una particula con un vector de onda k haciendo actuar el operador

de creacién aL sobre el estado de vacio
k) = [1x) = ay 0) , (3.45)
lo que nos lleva a pensar que podemos expresar cualquier estado como

Nyr ‘

[Mpy <ey ey ooy M) :CH(aL,) 0) . (3.46)
k/

Vemos como un sistema con un numero de particulas variable se describe natural-

mente en términos de un espacio de Fock.
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Capitulo 4

Campos escalares

Para la cuantizacion de los campos escalares me he basado principalmente en las

ideas desarrolladas en [3], [7] y en menor medida en las de [2].

Como comentamos en la introduccion, la ecuacion de Schrodinger no es invariante
Lorentz, y por tanto, relativista. Esto se debe a que es lineal en la derivada temporal
pero presenta segundas derivadas en las coordenadas espaciales, por lo que no se
puede utilizar para describir particulas cuanticas relativistas. El primer intento para
encontrar una ecuacion relativista consistié en utilizar la relacién de dispersion de
Einstein

E? —p’= pupt = m? (4.1)

promoviendo la energia y el momento a operadores cuanticos de tal manera que

(pup" = m?)[¢) =0 V|g) . (4.2)

Si realizamos la sustitucién
Pp =10, , (4.3)
se obtiene la conocida como ecuacion de Klein-Gordon

(O +m?)p(x,t) =0, (4.4)

donde O = 9,0" = 92 — V? es el operador D’Alembertiano y ¢(x,t) = (x|¢) es una

funcién compleja. Sin embargo, la interpretacién de ¢(x,t) no era del todo clara ya
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que, si uno lo interpreta como la funcién de onda de una particula relativista y calcula
la densidad de probabilidad asociada se encuentra con que p = ¢*(9°¢) — (9°¢*)¢ no
es definida positiva, por lo que no puede ser interpretada como tal. La tinica manera
de ver ¢ es como un campo cuantico que satisface la ecuacion de Klein-Gordon y que

no tiene por qué dar lugar a una densidad de probabilidad positiva.

4.1 Campo escalar real

Después de observar que la ecuacion de Klein-Gordon debe interpretarse como una
ecuacion de campo, comenzaremos por cuantizar el ejemplo mas sencillo: un campo
escalar real ¢(x), donde x = z* es el cuadri-vector posicién. El campo escalar clasico

satisface la ecuacion de Klein-Gordon
(O+mYep=0. (4.5)

Es facil ver que la densidad lagrangiana correspondiente al campo escalar clasico libre
vendra dada por
1 1
L= 5(0°0)(0,0) — 56" (4.6)
Vemos que es invariante Lorentz. Si introducimos la expresion en las ecuaciones de

Euler-Lagrange podemos recuperar las ecuaciones de Klein-Gordon

oL

2
95~ " (4.7)
oL 1 1. o V
5o = 2" 1Ok uo+ 0 06] = 5(070 +09) = %9, (4.8)
de modo que
0,0"¢ +m*p = (0 +m?)p =0 (4.9)

Es Inmediato ver que el momento conjugado candnico es

oL
IT= =0v . 4.10
5(600) 0 (4.10)
La densidad hamiltoniana viene dada por
1
H=T0o—L= §<H2+(V¢)2+m2q§2) >0, (4.11)
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por lo que es una cantidad semidefinida positiva. El tensor energia-momento viene

dado por
oL

~ 9(0,0)

Nos interesa escribir el campo en funcién de los operadores de creaciéon y destruccién

or

Bp— L = b b — L. (4.12)

de manera que podamos definir los estados sobre los que actia. Si aplicamos la

transformada de Fourier a nuestro campo

o@) = [ gy (4.13
x) = 27)1 e : :
donde k = k* es el cuadri-vector de onda. Si sustituimos esto en la ecuacién (4.5)
obtenemos
/ Ak (—k* + m*)o(k)e ™" =0 (4.14)
27)1 m e =0, :
de modo que llegamos a
(=k2 +m?) (k) =0. (4.15)
Debido a que gz;(k) debe satisfacer la relacién de dispersion k? = k,k* = m?, se puede
escribir como
o(k) = f(k)o(K* —m?) , (4.16)
donde f(k) es una funcién arbitraria de k, si sustituimos esto en (4.13) se llega a
d4k 2 2\ —ikx
é(z) = / g (RS0 — et (4.17)

Integrando sobre k° y desarrollando la delta de Dirac llegamos a la expresién

3
o) = [ G [ = a9 1 (1 = —un )] (419

donde wy = \/k? + m2. Para la integral sobre k° hemos utilizado la propiedad de la
delta de Dirac

Sz — )
oglx)) = > e (4.19)
en gan)=0 19'(Tn)l
El primer término de la expansién se refiere a soluciones con energia* k® = 4wy

positiva, mientras que el segundo término se refiere a soluciones con energia negativa

*Aqui con energia nos estamos refiriendo dentro del marco de la Relatividad Especial, donde
E = p° = k%, en Teoria Cudntica de Campos la energia se obtiene a partir del valor esperado del

hamiltoniano H.
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k°® = —wy. Si hacemos el cambio (k — —k) en el segundo término llegamos a

o) = [ G [P+ f(=hye™] (4.20)

A continuacién para cuantizar el campo debemos promover tanto ¢ como f a ope-
radores e imponemos hermiticidad sobre ¢ ya que es un campo real, para lo que se
debe cumplir que f(—k) = fT(k). Redefinimos por conveniencial los coeficientes de

la expansién haciendo f(k) = /2wy ax de tal manera que el campo nos queda

o(x) = / (;ljrl; \/2171{ [ake_“m +a£eikx} . (4.21)

Utilizando la relacion

II(x) = dog(x) (4.22)

podemos escribir el operador momento conjugado en funcién de los operadores de

creacion y aniquilacién,

II(x) = / (;ljrljg <—z\/?) {ake’““” — aj.e*| (4.23)

A continuacion imponemos las reglas de conmutacion entre el campo y su momento

conjugado a tiempos iguales
[p(x, 1), T1(x, )] = i6® (x — x') (4.24)
[QS(X’ t)7 ¢(X/> t)] = [H(Xv t)) H(le t)] =0, (425>

a partir de las cuales podemos obtener las relaciones de conmutacion de los coeficientes

de la expansion

i, aly| = (27)%0@) (k - K') (4.26)

lax, a] = {ali,au =0. (4.27)

4.1.1 Operadores de creaciéon y aniquilacion

Si recordamos el conmutador entre los operadores de creacién y aniquilacion del

oscilador arménico

a,af] =1, (4.28)

tEsta redefinicién de los coeficientes nos permite eliminar la dependencia de la energia en (4.27),

lo que nos dara pie a poder relacionarlo con los operadores de creacion y destruccion de particulas.
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podemos interpretar el conmutador obtenido en (4.27) como una coleccién de infi-
nitos osciladores armoénicos, uno para cada valor de k. Podemos entonces construir
el espacio de Fock de manera andloga a como se hace con el oscilador armoénico, se
interpretan ay y aL como operadores de creacion y aniquilaciéon de particulas con
momento definido. Definimos un estado de vacio |0) normalizado que es anulado por

todos los operadores de aniquilacion,
ax |0) =0 Vk. (4.29)

Construimos los estados multiparticula dejando actuar los operadores de creacién

sobre el estado de vacio. Un estado del espacio de Fock vendra dado por

N
ki, ... ky) = [] /2w, af. [0) (4.30)
=1

donde los factores de normalizacion /2wy, nos garantizan que el producto escalar

entre dos estados |k;) y |ka)

(kalks) = /2016, 1/ 20016, (0] [aey, al, | 10) = 2wne, (27)20) (k) — ko) (4.31)

resulta en una cantidad invariante Lorentz. Cabe notar que los estados multiparticula
son invariantes bajo el intercambio de dos particulas debido a que como vemos en
(4.27) todos los operadores de creacién conmutan entre si. Esto nos viene a decir que
los campos escalares reales crean y destruyen particulas bosénicas con espin 0 y que los
estados correspondientes son totalmente simétricos bajo el intercambio de particulas.
Cuando cuanticemos el campo de espin % veremos que para que el hamiltoniano no
esté acotado inferiormente surgen estados antisimétricos bajo el intercambio de dos
particulas, es decir, en teoria cuantica de campos la conexion espin-estadistica no es

un postulado, sino un teorema.

Si dejamos actuar el operador campo sobre el vacio

() |0) = /(;iyrl;?’\/;Tk {ake_““ + aLeikx] |0) = / (6217:;32;(6"“ k) (4.32)

obtenemos un nuevo estado que se puede escribir como una superposiciéon de estados

de una particula con momento definido, por lo que podemos interpretar este resultado

como algo parecido a un estado con posicion definida, insinuando esto que el operador
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campo actuando sobre el vacio crea una particula en el punto x. Confirmamos esta
interpretaciéon cuando hacemos actuar el operador campo sobre un estado de una

particula y lo saturamos con el estado de vacio por la izquierda,

d*q 2wy
(27)3 \/2wq

Este resultado puede interpretarse como la funciéon (no normalizable) de onda del es-

(0] p(z) k) = / (0] {aqe_iqx + ageiqz} aj [0y = e~ (4.33)

tado de una particula |k), debido al parecido con la funcién de onda de una particula
en la Mecdnica Cudntica no relativista, (x|k) o< e=**. Una vez hallamos (4.32) po-

demos preguntarnos cuanto vale el elemento de matriz

01 T{(z)o(y)} 0) (4.34)

donde T{¢(x)p(y)} se denomina time-ordered product y nos garantiza que el campo

con el tiempo mayor se sitia a la izquierda del producto, es decir,

T{p(x)d(y)} = 02" — y")p(x)d(y) + 0(y° — 2”)b(y)d(2) , (4.35)

donde 6(z°) es la funcién de Heaviside,

o 0 siz’ <0,
O(z") = (4.36)
1 sia®>0.

Este elemento de matriz esta relacionado con la probabilidad de propagacién de una
particula del punto y al z. Si lo evaluamos explicitamente se obtiene

PE 1
(27)3 2wy

Dp(z —y) = / (Q(mo — 0)e @Y L g(y0 — xo)eik("”*y)) : (4.37)

Si reescribimos esta expresién expresandola como una integral sobre d*k obtenemos

lo que se denomina el propagador de Feynman!

d'k G ~ik(z—y)
(&
(2m)4 k2 — m? + ie ’

Dr(r—y) = [ (4.38)

donde € — 01. También se puede expresar en el espacio de momentos tomando su

transformada de Fourier inversa, llegando a la conocida expresién

Dok = — (4.39)

k2 —m?2 + e

'El propagador de Feynman se representa como una linea que une dos vértices de interaccién en

un diagrama de Feynman.
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Cabe destacar que el propagador es una funciéon de Green de la ecuacién de Klein-

Gordon, de tal manera que

(@ +m?)Dp(x —y) = —idW(z —1y) . (4.40)

4.1.2 Energia y momento de los estados multiparticula

Estudiemos ahora la energia y el momento de nuestros estados. Para ello, es 1til
encontrar una expresion del hamiltoniano en funcién de los operadores de creacion y
destruccion. Para ello, nos basta con sustituir las expresiones (4.21) y (4.23) en (4.11)

obteniendo

Pk 1
H= /WWI{Q( Lak—l—aka;f() . (441)

Utilizando el conmutador entre ay y aj, podemos reescribir el hamiltoniano como

n-

Si consideramos que nuestro campo se encuentra encerrado en un volumen finitoS,

d*k 1
(2ﬂ)3wk <CLL6L1( + 5 [ k> CLL]) . (442)

tenemos
fm (27)%0®) (k — ) = lim [ d®x el K)x = / Px =V (4.43)
k—k’ k—k’

El segundo término de (4.42) se corresponde con la energia del vacio o del punto cero

de todos los osciladores

Pk 1, 5 Pk 1

que resulta ser proporcional al volumen del sistema de modo que podemos definir

(o] #10) = |

una densidad de energia del vacio dada por

d’k 1
= [ ——=uwk . 4.45

P / (2m)3 2% (4.45)
Esta expresion diverge para valores grandes de |k|, es lo que se llama una divergen-

cia ultravioleta. Esto puede parecer un problema de primeras, sin embargo, debido a

que experimentalmente sélo podemos medir diferencias de energia (si excluimos por

SEsta suposiciéon es muy ttil en Teorfa Cudntica de Campos para regularizar divergencias, en

este caso, proveniente del limite al volumen infinito.
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supuesto la Relatividad General, en la que cada forma de energia contribuye a defor-
mar el espacio-tiempo), podemos descartar esta contribuciéon. Este procedimiento se
puede definir de manera formal definiendo lo que se denomina normal ordering de un
operador O. Denotado como : O :, consiste en escribir a mano todos los operadores

de creacion a la izquierda de todos los operadores de destruccion. Por ejemplo,

L ata + aal, = 2ala . (4.46)

Definimos entonces nuestro hamiltoniano cuantico como

3
H= ; / dx : (1 + (Vo)* + m?¢?) : = / (gﬂl;,wkaiak - (4.47)

Una vez tenemos nuestro hamiltoniano, lo dejamos actuar sobre nuestros estados mul-
tiparticula para obtener la energia de estos. Si nos fijamos en nuestro hamiltoniano,
podemos identificar alT(ak como el operador ntimero Ny que nos devuelve el nimero de
modos para una cierta k, de modo que la energia total de un estado genérico vendra

dada por
H |k1, -~-7kN> = (wkl + ... —i—wkN) |k1, ---;kN> 5 (448)

donde hemos usado las reglas de conmutacion de los operadores de creacion y des-
truccién y que ay |0) = 0.
Si dejamos actuar el hamiltoniano cudntico sobre el estado de vacio tenemos
d*k
H0) = [ = —Senalai|0) =0, 4.49
| > (27’(’)3 k% k| > ( )

que es lo que cabe esperar una vez hemos despreciado la componente de la energia

correspondiente al estado fundamental de los osciladores.
Utilizando la expresion (4.12) es facil ver que
0% = 0yp0" ¢ — "L . (4.50)

Debido a que definimos el hamiltoniano como la integral espacial de : H : = : 6% : |
por covarianza Lorentz definimos el operador momento total como la integral espacial

de (4.50) aplicando normal ordering,
P = /dgx N — /d3x :0°00'p -, (4.51)
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donde ¢ € {1,2,3} indica un indice espacial. Si sustituimos (4.21) en esta ultima

expresion obtenemos

i I’k ;o
pi— / Gy Fakac. (4.52)
Es facil ver que el momento total del vacio resulta ser nulo
i d’k i T
P |0) = / Gy b alax |0) =0, (4.53)

lo que era esperable si definimos el estado de vacio como aquel en el que no existen
particulas. No obstante, si dejamos actuar el operador momento sobre un estado de

una particula nos devuelve el momento asociado a esa particula

P = [ o dafaa ) = [ EL a0l =K . (450

Esta expresion se puede generalizar a un estado genérico de modo que
Pk, . k) = (K] + oo+ ki) [k, o ki) (4.55)

Recordando el resultado en (4.48) y en (4.55) podemos deducir que los estados |k)
, , o 2 2
representan estados de una particula de masa m, energia wy = \/k® +m? y con un

momento k definido.

4.2 Campo escalar complejo: antiparticulas

Vamos a cuantizar ahora el campo escalar complejo. Para ello, introduciremos dos
nuevos campos escalares reales: ¢(x), representando la parte real, y ¢o(z), represen-
tando la imaginaria. Si denotamos el campo complejo como ¢(x), podemos escribirlo

1 .
¢(z) = N [01(x) +iga(z)] (4.56)

donde cada campo verifica la ecuacion de Klein Gordon,
(O+m?)gi(x) =0  (O+m*)ps(z) =0. (4.57)

Podemos escribir entonces la densidad lagrangiana de nuestro campo complejo como

la semisuma de las densidades para cada campo real
1 1 " 1 5,5 1 " 1 5,
L =L+ L) = 1(0u01)(0"01) — 11701 + 7 (0u2) (0 ¢) — 77y, (4.58)
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que podemos reescribir en funcién de ¢(z) y ¢'(z) como

£= 10,6000 - " o'o. (1.59)

Si aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange encontramos las ecuaciones de campo
para ¢(z) y ¢'(z)

(@+mHe(z) =0 (O+m?)el(z)=0. (4.60)

Si calculamos el momento conjugado de los campos ¢(z) v ¢'(z) obtenemos

_ oL 1y o 9L 1
H_a(ao¢)_280¢ H_a(aow)_angﬁ. (4.61)

La densidad hamiltoniana vendra dada por

H = 1L dods — L = ; (9000°0! — 0i60'6 + m*61e) . (4.62)

Podemos realizar un procedimiento similar al que presentamos en el apartado del
campo escalar real. Si tomamos la transformada de Fourier de las expresiones (4.60)

podemos escribir la transformada de los campos como
o(k) = f(k)o(k* —m?) , (4.63)
B (k) = F(R)O(R: —m?) | (4.64)

Si sustituimos estas expresiones en la ecuacion transformada llegamos a una expansion

en modos de Fourier para ambos campos complejos,

d’k , ,
o) = | (27r)32ik [P = b K)e ™ 4 (K = —we k)| (4.65)
3
Pl (z) = / (;:;32311( {X(ko = +uw, K)e ™ 4y (kY = —wy, —k)eikx} : (4.66)

Donde ya hemos integrado sobre £° y hemos hecho la sustitucién k — —k en el
segundo término de cada expansion. Tanto ¢(k) como y(k) son funciones genéricas
de k. Para cuantizar los campos promovemos tanto los campos como los coeficientes
de la expansién a operadores, como hicimos para el caso del campo escalar real. Si
tomamos el complejo conjugado de la primera expresiéon y lo comparamos con la

segunda llegamos a que las relaciones entre los coeficientes son

X(ko = —Wk, _k> = @T(kjo = +tw, k) ) (467>

X(ko — ‘Hﬂk;k) e (pT(kO e —(,L)k, —k> . (468)
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Si renombramos p(k° = +wy, k) = 2wy ax v x(k° = +wi, k) = 2wy b podemos

escribir los campos complejos en funcién de operadores de creaciéon y aniquilacion

o(x) :/ k1 [akefikm—i-bleikﬂ ) (4.69)

[aTkeikw + bke_““] : (4.70)

~—~

27T)3 vV 2wk

Siguiendo con la cuantizacién, imponemos las reglas de conmutacion de los campos

con sus momentos conjugados a tiempos iguales,

[o(x, 1), (¥, )] = i0® (x = x)  [ol(x, 1), 11T (x', )| =id® (x = %),  (4.71)
[¢(X7 t)» ¢(X/> t)] = [H(X’ t)> H(X/’ t)]

0, (4.72)

a partir de las cuales podemos obtener las de todos los operadores de creaciéon y

aniquilacion
o ale| = [ b | = 27)%0@) (k — K) | (4.73)

[k, ar] = [bie, bie] = |, by | = 0. (4.74)

Procedemos con la construccion el espacio de Fock haciendo actuar los operadores de
creacion aL y bL sucesivamente sobre el vacio, definido como el estado aniquilado por

todos los operadores de destruccion ay y by,
ax |0) =0 |0) =0 Vk. (4.75)
Podemos tener estados con cuantos del tipo a o del tipo b,
ko) = V2w ai [0)  [ks) = V2w B [0) - (4.76)

Definimos el hamiltoniano cuantico del campo complejo a partir de sustituir (4.69) y

(4.70) en (4.62) y aplicando normal ordering,

H

1 , 1 A’k
§/d3X : 0pp0°pT — 0;0T0'p + mPpTp - = 5/ (27?)3wk (aLak + bLbk) . (4.17)

Como ocurria en el caso del campo escalar real, si dejamos actuar H sobre un estado
gnérico nos devuelve la energia total del sistema, siendo esta la suma de las energias

de las particulas de tipo a mas la energia de las particulas de tipo b.
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Utilizando que el tensor energia-momento toma la forma

1
o = (2060”6 — L) | (4.78)
definimos el operador momento como
T N e S S N i TR i
P:Q/dx.a¢a¢.:2/(%>3k (afax + bibi) - (4.79)

De nuevo, el operador P nos devuelve el momento total de un estado. De este de-
sarrollo deducimos que existen dos tipos diferentes de cuantos que poseen la misma
masa m, unos de tipo a, creados por los operadores aL y otros de tipo b creados por
los operadores ka. Este resultado es concorde con el hecho de que tenemos dos campos
reales ¢1(z) v ¢2(x), encargados de crear los dos tipos de cuantos, cuyas expresiones

son

Pk 1 . .
o) = [ e + afe™] | (4.80)

(e ™™ + blet] (4.81)

4.2.1 Invarianza bajo U(1) global

En este apartado calcularemos la carga conservada asociada a la invarianza de nues-
tro lagrangiano bajo una transformacién global del grupo U(1). La transformacién

reescala el campo como una fase global

p(z) = ep(x)  ¢l(x) = e Yol (x), (4.82)

donde 6 es un parametro que no depende de las coordenadas z (i.e. es global). Es-
ta transformacion soélo tiene sentido en campos complejos. Nuestro lagrangiano es

invariante bajo esta transformacion

L—L = ; (9usle™) (90e™) — m

5 ple e = e e L = . (4.83)

Utilizando el teorema de Noether visto en §2.3, podemos identificar (4.82) con unas
transformaciones como las de la expresiones (2.7) y (2.8) donde &#, = 0, ¢; = {¢, &'}
y My? =i, Mww = —i. Por tanto, utilizando la expresién (2.12), la corriente clésica

conservada vendra dada por
Jt, = Jt = —i(pot¢T — ¢Torg) . (4.84)
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O equivalentemente,

T =it (4.85)

De modo que la carga conservada cuantizada se corresponde con

Qua) = /d3x cJ0 = /d3x : ngﬁ@?gzﬁ L= / (;ljrl;g (akak bl bk) : (4.86)

Si escribimos el operador carga conservada en funciéon de los operadores niimero de

cuantos del tipo a y de cuantos del tipo b,
&P’k P’k .
N, = / e No= / kb (4.87)

vemos que toma la forma

Qua)y = No— Ny . (4.88)

De esta expresion podemos decir que los cuantos de tipo a se corresponden con
particulas mientras que los cuantos de tipo b son sus antiparticulas. La carga conserva-
da entonces no es mas que el nimero de particulas menos el niimero de antiparticulas.

Si hacemos actuar el operador carga sobre el vacio

1 [0) = / (CQZWI;, (akar — bl ) [0) = 0, (4.89)

ya que ak |0) = by |0) = 0. Este resultado era esperable y nos esté diciendo que en el
vacio no existen particulas de ningin tipo. A partir de (4.86), (4.73) y (4.74) podemos
deducir los conmutadores del operador carga junto con los operadores de creacion y

aniquilacion de particulas y antiparticulas, por ejemplo,

[QU(l),ak] = —/ (;lj:;g {ak, = —/ Gk — q)ax = —ax . (4.90)

Para el calculo de los demas conmutadores se procede de manera similar, obteniendo
[QU(l)a ak} = —ayg [QU@),GH =af (4.91)

[QU(1)7 bk] = by {QU@), bu = bl . (4.92)

Podemos afirmar entonces que los estados al [0) y bl |0) corresponden a estados con
. . . , 2
misma masa m, mismo momento k y misma energia wy = \/k* 4+ m? pero con carga

opuesta; af |0) tiene carga Quay = +1, mientras que bl-|0) tiene carga Quay = —1. Es
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por esta razén que a b |0) se le denomina antiparticula de af |0). Estamos en posicién
de entender las soluciones de energia negativa de la ecuacién (4.60), el coeficiente de
la solucién con energia positiva de un campo complejo se convierte tras cuantizarlo
en el operador de aniquilacion de una particula con carga unidad, mientras que el
coeficiente de la solucion con energia negativa se convierte en el operador de creacién

de su antiparticula.

En el caso de un campo escalar real, ax = by, por lo que la particula es su propia

antiparticula.
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Capitulo 5

Campo espinorial de Dirac

Para la cuantizacién del campo de Dirac me he basado principalmente en [3] y [5].

5.1 Ecuacion de Dirac

Una ecuacion relativista debe tratar de manera covariante al espacio y al tiempo.
La ecuacién de Klein-Gordon lo hace, pero el hecho de tener una segunda derivada
temporal impide que su solucién sea interpretada como la funcién de onda de una
particula relativista. No obstante, vimos que podiamos interpretar la solucién de
Klein-Gordon como un campo ¢(z) que al cuantizarlo describia particulas bosénicas

de espin 0, ya que es escalar.

En el intento de buscar una ecuacién cuantico-relativista para el electron, Dirac pro-

puso una expresion lineal en las derivadas tanto temporales como espaciales. Partien-

E =\/p?>+m?, (5.1)

do la relacion de Einstein

buscamos que se cumpla
p? +m? = (a*p* + pm)? | (5.2)
para algunos objetos o* y 3, de modo que llegamos a la relacién
E =a*p* + pm . (5.3)
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Si promovemos los observables E' v p* a operadores y los hacemos actuar sobre una

funcion de onda llegamos a la expresion
10,V () = (ia"0F + pm) V() . (5.4)

Si multiplicamos por [ en la expresion y agrupamos los coeficientes en un tnico

elemento v* = (3, Ba) podemos reescribir la ecuacién como
(170, — m)¥(z) = 0. (5.5)

donde hemos usado que el coeficiente 5 debe cumplir 32 = 1. Si utilizamos el slash

de Feynman, a = 7“@, tenemos
(id —m)¥ =0, (5.6)

que es conocida como la ecuacion de Dirac. Para satisfacer las cinematicas relativis-
tas, U(z) debe satisfacer también la ecuacién de Klein-Gordon. Si multiplicamos la

expresion (5.7) por (i9#0, + m) por la derecha tenemos

1
(iv*0, +m) ("0, — m)¥(x) = — 5(7“7" +4"4*)0,0, + m?* U(z) =0, (5.7)

la cual se reduce a Klein-Gordon si satisfacen el algebra de Clifford
{7y =20 (5-8)
A partir de esta relaciéon podemos leer que
(W)=1 ()=-1, (5.9)

por lo que los objetos v* no pueden ser simples niimeros. Pueden ser representados

por matrices 4 X 4 denominadas matrices de Dirac, una forma explicita que satisface

(5.8) es
1 0 . 0 o
A = 2 v = ' , (5.10)
0 —1, —o* 0

donde ¢* son las matrices de Pauli de dimension 2 x 2 utilizadas en mecanica cuantica

como base del algebra de Lie del grupo SU(2) relativa a particulas con espin %

) (o 1) ) (O—i) , (1 0)
o= o = o° = (5.11)
10 i 0 0 —1



y que satisfacen

olol = Y1y + i ot . (5.12)

La matriz 7° es hermitica mientras que las 7% son antihermiticas.

) =9" (=L (5.13)

) == ()=-1, (5.14)

de modo que podemos generalizar el hermitico conjugado de las matrices de Dirac

como

(Y1) =97 (5.15)
Debido a que la matrices v tienen dimensién 4 x 4, la funcién de onda ¥(z) es
un vector columna con cuatro entradas, denominado espinor de Dirac. Si tomamos
el hermitico conjugado de la expresién (5.7) y multiplicamos por 7° por la derecha

llegamos a

i(0, )" +m¥ =0, (5.16)

donde ¥ = W40 se denomina el adjunto de Dirac. Si interpretamos ¥(z) como la
funcién de onda de un electron relativista, la densidad de probabilidad vendra dada
por

p =V =TT = Uy 0 | (5.17)

que es definida positiva por lo que si que puede ser interpretada como tal. Sin em-
bargo, la ecuacion (5.6) no es capaz de describir una tnica particula a causa de otro
problema: la parte negativa del espectro de energia de la ecuacién de Dirac no esta
acotada inferiormente. La manera de solventar este problema es una redefinicion del
estado de vacio conocido como Hole Theory. El problema reside en que un electrén
puede decaer infinitamente hacia estados cada vez mas y mas negativos, de modo que
ninguna particula con energia positiva podria existir. La manera de solucionar esto
es diciendo que existe un limite inferior en los estados de energia negativa, de modo
que se iran llenando todos ellos por pares de electrones definiendo un estado de vacio.
Esta asuncion nos obliga a abandonar la idea de una sola particula y nos fuerza la
introduccién de un sistema de muchas particulas o campo cuantico que cumpla la

estadistica de Fermi-Dirac.
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5.2 Campo de Dirac

Vimos que debemos interpretar W(x) como un campo libre que satisface la ecuacién

de Dirac y que describe particulas que deben seguir la estadistica de Fermi-Dirac.

A partir de la ecuacién de Dirac (5.7) y de la expresién (5.16) es facil ver que la

densidad lagrangiana viene dada por
L =V(iv"d, —m)T . (5.18)

Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.3) podemos obtener las ecuaciones de

movimiento para el campo de Dirac, obteniendo

oL -

81/@ = Z(aqu)’y ) (519>
oL -
op = MY (5.20)

recuperando la hermitica conjugada de la ecuacion de Dirac*.

Podemos obtener los momentos conjugados de los campos utilizando la expresion

(2.4)

oL - oL

Iy = — 00 =0t I = —— =0. 5.21
v (‘3(80‘11) (2201 ¢ T 8(80\11) ( )

Podemos obtener también la densidad hamiltoniana sustituyendo (5.21) en (2.5)

H =gV — L =iV 9V — U(in"0, — m)¥ = U(—ir?0; +m)W . (5.22)

Utilizando la ecuacién (2.16) y (5.7) podemos obtener la expresién del tensor energia-

momento

O = (U — U (i), — m) W . (5.23)
Un prototipo de ondas planas espinoriales vendra dado por la expresion
U(x) = u(k)e (5.24)

o también por

U(x) = v(k)e™® | (5.25)

*Los campos que satisfagan la ecuaciéon de movimiento anularan el lagrangiano, £ = 0.
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donde wu(k) y v(k) son espinores de Dirac con cuatro componentes que dependen
tanto de la energia como del momento. La primera solucién corresponde con energias
positivas mientras que la segunda corresponde con soluciones de energia negativa. Si
introducimos estas soluciones en la ecuacién de Dirac obtenemos una condicién para

los espinores

(F—m)u(k) =0, (5.26)
(F+m)v(k) =0, (5.27)

donde se usé el slash de Feynamn, es decir, f = +"k,. Lo que se suele hacer es
resolver la ecuacién para un sistema de referencia en el centro de masas, para el cual
k = (m,0,0,0) y mediante transformaciones de Lorentz escribir una solucién general.
Si nos situamos en este sistema de referencia, las ecuaciones (5.26) y (5.27) se reducen

a

(7" = Ly)u(k) =0, (5.28)

(" + 1y)v(k) =0 (5.29)

Si las resolvemos obtenemos los espinores en el sistema centro de masas. Si aplicamos

una transformacion de Lorentz genérica obtenemos

(k) = ( noh ) = (5.30)

Vmewo X

Donde el indice s = 1,2 nos recoge dos soluciones independientes correspondientes a

la proyeccion del espin en la direccion z de las particulas,

1 0
X' = ( ) X° = ( ) . (5.31)
0 1

El vector ! se corresponde con el niimero cuantico magnético de espin %, mientras que
x? con —%. Por otro lado, podemos realizar el mismo procedimiento con las soluciones
de energia negativa llegando a que tenemos otras dos soluciones independientes para

las particulas con energia negativa

kigt s
vk = [ Y
vm + kO y®
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La solucién més general de la ecuacion de Dirac vendra dada por una combinacién

de estas soluciones

U(z) = / d3k3 ! > o (k)e ™ + bl v (k)e™ ] (5.33)

U(z) = / (d3k3 N > [ (k)e ™ + af at(k)e™*] (5.34)

s=1,2
donde el indice s suma a las dos posibles helicidades y promovemos los coeficientes
axs Y bk s a operadores como hicimos en los ejemplos anteriores. Si imponemos las

relaciones de anticonmutacion

{Wa(x, 1), T(x', 1)} = i {Wa(x, 1), Wf(x', 1) } = 6P (x — '), (5.35)
{\Ija(xv t)v \Ilb<xla t)} = {Ha(X7 t)? Hb(xla t)} =0 ) (536>

podemos obtener a partir de ellas las de todos los operadores de creacion y aniquila-

cion
{awail} = {0 bl } = (2m)%0® (k = K)o, (5.37)
{af, a} = (b b} = {ai, 0} = 0. (5.38)

Interpretamos ahora los operadores a;f( Y blT( s como operadores de creacién de particu-
las con un momento y una helicidad definida. De manera similar al caso del campo
complejo, podemos identificar los coeficientes que acompanan a los modos de energia

negativos como operadores de creacion de otro tipo de particulas.

Construimos el espacio de Fock dejando actuar los operadores sobre el vacio, definido

como el estado aniquilado por todos los operadores de aniquilacion
ak,s|0) = bxs]0) =0. (5.39)
Los estados toman la forma

Kos) = V2w afe, [0)  [kps) = v2wi b, [0) (5.40)

y su normalizacion es la misma que para el caso del campo escalar. Como los ope-
radores anticonmutan entre ellos el estado multiparticula es antisimétrico bajo el

intercambio de dos particulas cualesquiera.
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Definimos el hamiltoniano cuéntico del sistema aplicando normal ordering para eli-
minar la contribucion de la energia de vacio. Para el caso de operadores fermiénicos,
el normal ordering consiste en colocar todos los operadores de creacion a la izquierda
de todos los de aniquilacion anadiendo un signo negativo cada vez que realicemos un

cambio, debido a que anticonmutan,
: akysaLS D= —aLSak,s : bk’sbLS D= _bstk,s . (5.41)

Podemos obtenerlo integrando la expresiéon (5.22) a todo el espacio

- , A’k
H= /d3X U (—in O+ m) ;= /(%) > v (s + B bis) o (5.42)
s=1,2
donde hemos utilizado
u T (k)us (k) = 206" 0" (k)vd (k) = 2w, (5.43)
u"(k)v*(k) =0 o"(k)u®(k) =0. (5.44)

Si hubiéramos cuantizado el campo imponiendo reglas de conmutacién en vez de
anticonmutacion habriamos obtenido una expresion en el hamiltoniano en la que el
término bstkys se estaria restando, anadiendo una contribucion de energia negativa
arbitrariamente grande por lo que el espectro de energia no estaria acotado inferior-

mente.

Definimos el operador momento total integrando a todo el espacio el tensor energia-

momento de la expresion (5.23) y aplicando normal ordering,

. , . d’k :
P z/d3x 9% =/d3x:¢\1ﬁa’\p : =/ K (0 stics + i bics) -
(27)3 S=Z1,2 ( . . )
(5.45)

Si nos fijamos en el momento angular, que corresponde con la carga conservada aso-
ciada a la invarianza bajo rotaciones espaciales, tiene una parte orbital y una de espin.

Esta ultima contribucién viene dada por

Si:/d?’x R30I (5.46)

. ( ot 0 )
= R (5.47)
0 o

donde



Si sustituimos las expresiones del campo de Dirac en esta tltima expresion se puede
demostrar que para el caso del sistema centro de masas los estados de una particula
creados por el operador aLS y con s = 1 tienen S, = +1/2 mientras que si s = 2
tienen S, = —1/2. Los estados creados por bLs y con s = 1 tienen S, = —1/2 mientras

que si s = 2 tienen S, = +1/2.

5.2.1 Invarianza bajo U(1) global

Por tltimo, observamos que el campo de Dirac es invariante bajo una simetria U (1)
global definida por
U0 =T T 0 =%y, (5.48)

Similarmente al caso del campo escalar complejo, podemos calcular la corriente con-

servada asociada utilizando la expresién (2.12)
Jt =V 9,J" =0, (5.49)

de modo que la carga conservada asociada a esta simetria resulta ser

Pk
— 3, . 70 . _ B3 - I - —
an—/dx.J.—/ﬂx.WW_—/@mg

Vemos que la carga conservada es simplemente el nimero de cuantos del tipo a (con

> (aTk,sak7S_bstk,s) . (5.50)

s=1,2

carga Qu(y = +1) menos los de tipo b (con carga Q@) = —1) como sucedia por
ejemplo en el caso del campo escalar complejo. Podemos llamar a las particulas del
tipo a electrones mientras que las del tipo b seran sus antiparticulas, los positrones.

Concluimos entonces que el campo de Dirac ¥ describe particulas y antiparticulas

1

con espin 5, misma masa y carga U(1) opuesta.
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Capitulo 6

Campo electromagnético

Para la cuantizacion del campo electromagnético me he basado exclusivamente en los

desarrollos de [3].

6.1 Electromagnetismo en forma covariante

El electromagnetismo esté descrito por el campo eléctrico E(x,t) y el campo magnéti-

co B(x, t), los cuales obedecen las leyes de Maxwell, que en ausencia de fuentes toman

la forma
V-E=0, (6.1)
V-B=0, (6.2)
VxE=-9gB, (6.3)
VxB=0gE. (6.4)

No obstante, en vez de hablar en términos de estos campos podemos definir dos
potenciales, uno escalar ®(x,t) y otro denominado potencial vector A(x,t) de modo

que

E

—VO — A | (6.5)
B=VxA. (6.6)
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Para reformular el electromagnetismo en términos covariantes podemos agrupar estos

potenciales un cuadrivector A, = (®, A) denominado potencial de gauge.

Una vez tenemos toda la informacion de los campos compactada en un cuadrivector
podemos definir una densidad lagrangiana en términos de este nuevo potencial y que

cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange reproduzcan las ecuaciones de Maxwell,

1 1
L= —ZFWFW = 5(E2 - B?), (6.7)

donde F},, = 0, A, — 0, A, es un tensor antisimétrico denominado tensor de Faraday.

Las ecuaciones de movimiento resultan ser
0 F" =0. (6.8)

Sin embargo, a partir de esta ecuacién obtenemos unicamente (6.1) y (6.4), dos de
las cuatro ecuaciones de Maxwell, por lo que es necesario definir un nuevo tensor

contrayendo F'* con el pseudotensor de Levi-Civita

~ 1
= ieul/m F,

(6.9)

de modo que se cumple

O F" =0 . (6.10)

Esta tultima expresiéon es conocida como la identidad de Bianchi*. A partir de ella se

obtienen las ecuaciones de Maxwell restantes (6.2) y (6.3).

6.2 Simetria gauge

Es facil ver que la densidad lagrangiana considerada anteriormente es invariante bajo

transformaciones locales del cuadri-potencial (transformaciones gauge),
A, — A, -0, (6.11)

donde a = a(x) es una funcién arbitraria de las coordenadas. Esto da lugar a una am-

bigiiedad en la descripcion de nuestro sistema ya que dos cuadri-potenciales distintos

*Se denomina identidad de Bianchi ya que tenemos 8#15'”” = f%ewaaﬂFpg = —€M'P?0,0,As =
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pueden dar lugar a una misma configuracién fisica de campos eléctricos y magnéticos

que, contrariamente a los potenciales, si que son medibles.

Debido a esta libertad que tenemos a la hora de escoger el potencial vector, es con-

veniente escoger una transformacion tal que
Ag=0, V-A=0. (6.12)

A esta eleccion se la conoce como el radiation gauge. Esta eleccion implica también

el denominado Lorentz gauge

D A" =0 . (6.13)

Las ecuaciones de movimiento implican
0=0,F" =0,(0"A” —9"A") = 0,0"'A” — 0”0, A" = 0A", (6.14)

donde vemos que cada componente del cuadri-potencial gauge satisface la ecuacién
de Klein-Gordon sin masa, desvelandonos que el campo electromagnético describira

particulas sin masa.

Definiremos el momento lineal conjugado como

I (z) = a(goim . (6.15)

Sustituyendo nuestra densidad lagrangiana obtenida en (6.7) llegamos a que

1 F 1
O _ S PP (07— 6300) = —F™ (6.16)

El tensor energia-momento viene dado por

oL 1
W= ———— A, —n"L=—-F9"A —ph B\ g FA 1
0 8(3MAU)0 o —n"L 0 0—|—477 Y} (6.17)

Sin embargo, esta expresiéon no es ni simétrica ni invariante gauge ya que depende

de A, explicitamente. Podemos resolver estos problemas generando un nuevo tensor

creado a partir del anterior mas un nuevo término de la forma 0,(F**A¥) ,

O s THY = i 1 9 (F1 A) . (6.18)
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La ley de conservacién se sigue cumpliendo debido a que 9,0,(F**A”) = 0. Sustitu-
yendo (6.17) en esta expresion llegamos a que el nuevo tensor energia momento toma

la forma

1 1
T = —Fr 9" A, + Zn“”FwF’\B + 0,(FMAY)=F'F, " + ZUWFABFW =T
(6.19)
donde hemos usado que 9,F"* = 0. Vemos cémo nuestro nuevo tensor es explicita-

mente invariante gauge al depender tinicamente de la métrica y del tensor de Faraday'.

6.3 Cuantizacion del campo electromagnético

Debido a la ambigiiedad® que presenta la descripcién del campo electromagnético
mediante el potencial gauge, vamos a tener que lidiar con grados de libertad superfluos
a la hora de cuantizar la teoria. Existen dos principales métodos para lidiar con ello.
El primero consiste en fijar esos grados de libertad mediante la eleccién de un gauge
especifico, mientras que en el segundo método se parte de una teoria que en primera
instancia parece que no tiene nada que ver con el electromagnetismo y se impone una
restriccion sobre el espacio de estados para recuperarlo. No obstante, aunque este
ultimo método pueda parecer extrano, es importante recordar que es el conjunto de

operadores y estados los que se comparan con el experimento.

6.3.1 Cuantizacién en el gauge de radiacién

El primer método que veremos para cuantizar el campo electromagnético comienza
restringiendo ese grado de libertad extra mediante la eleccién del gauge de radiacion,

que mencionamos anteriormente

Ay=0, V-A=0. (6.20)

fNuevamente, si acoplamos el Electromagnetismo a la gravedad, el tensor T*” se deduce inme-

diatamente.
iEsta ambigiiedad es la responsable de que en la ecuacién (6.16) TI° = 0. En el primer método

esto no es problema ya que A’ = 0. En el segundo tampoco es problema debido a que (6.16) no se

verifica.
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Utilizando que en este gauge el campo cumple la ecuacion de Klein-Gordon sin masa

OA? = 0 podemos escribir la solucién de las componentes no triviales del campo como

una expansion en ondas planas parecido a como hicimos con el campo escalar real
d*k

A(z) = /W A;;Q [G(kv Narre ™ + e*(k, )\)a;r(,xeikﬂ ) (6.21)

Donde debe cumplirse k2 = 0 de modo que recuperamos de forma natural la relacién

de dispersion caracteristica de los fotones
bkt =wi — k> =0= we = K| . (6.22)

Los vectores €(k, 1) y €(k, 2) son dos soluciones independientes para una misma k y se
corresponden con una base en la que se puede describir las dos posibles polarizaciones
observadas que pueden presentar los fotones. Debido a la eleccién de este gauge,
V - A =0, surge de manera natural que los vectores de polarizacién son ortogonales

al cuadrivector de onda, es decir, € - k = 0.

Realizamos un razonamiento similar a la del campo escalar e interpretamos ax ) y
@J{{ , como operadores de aniquilaciéon y creacion de fotones con una cierta polarizacién

determinada por el indice A\, por lo que debemos imponer
[ak,)\, aL,)\,} == (271')35(3)(1{ — k/>5)\)\/ [ak,,\, ak/)\/} = [CLL)\, (IL/A,} =0. (623)

Veamos ahora como son las reglas de conmutacion entre el campo y sus momentos
conjugados. Recordamos que en el gauge en el que estamos trabajando Ay = 0, su
momento conjugado es

oL

I, = iy~ 0. (6.24)

En este caso como Ay = 0 y Il son nulos, no seran variables dinamicas y por tanto

los podremos despreciar.

El momento conjugado para las demas componentes es

: oL 1 oF, 1 4 :
T — R A1 B RpHV(R SV 5 M) = —FY% — B (6.25
a(aoAl) 2 8(8014@) 2 ( 0 %4 0 Z) ( )

Utilizando las relaciones de conmutacién de (6.23) se puede obtener las de A’ con E7,

i j . d’k ik(x—2’ ij k'E
[A'(x,1), B/ (X, 1)] = —i / (27T)3ek( ><5ﬂ -2 ) : (6.26)

45



Definimos un estado de vacio normalizado y que es aniquilado por todos los operadores
de destruccion,

Ak \ |0> =0 \V/k, A (627)

Creamos el espacio de Fock dejando actuar los operadores de creacién aL ), sobre este

estado, obteniendo

[k, A) = Vo gy, [0) (6.28)
Definimos nuestro hamiltoniano cuantico utilizando la conservacion del tensor energia
momento derivado en (6.17) y aplicando normal ordering

&’k
(27)?

1
Hz/d3x LT = 5/al?’x .E? 4+ B2 :/ S wealyaks - (6.29)

A=1,2

De manera andloga podemos definir el operador momento

, , 1 d’k ,
Plz/d3x;TO”;:—/d?’X:EXB::/ 3Z/€ZCLL,\ak,A- (6.30)
2 (27) A=1,2 7

Estos operadores nos devolveran, respectivamente, la energia y el momento totales
de los estados de nuestro sistema. Teniendo en cuenta estas expresiones podemos
interpretar el estado /2wy aL/\ |0) como un estado que describe una particula sin
masa denominada fotén, con momento k, energia wy, = |k| y con dos estados de
polarizacion distintos que vienen dados por A = 1, 2. Del mismo modo, como sucedia

en el ejemplo del campo escalar real, el fotén es su propia antiparticula.

6.3.2 Cuantizacion covariante

El segundo método para cuantizar el campo electromagnético se denomina covariante
ya que no vamos a fijar ningin gauge, sino que vamos a trabajar con el campo
A, en su completitud. Si seguimos el método habitual de cuantizaciéon visto hasta
ahora utilizando el lagrangiano de Maxwell descrito en (6.7) deberiamos imponer un

conmutador entre el campo y su momento conjugado candnico,

[AR(t, %), T (£, x)] = in" 6@ (x — x') , (6.31)
[AM(t,x), AY(t,x)] =0, (6.32)
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donde en este caso aparece la métrica n*¥ ya que en el lado izquierdo de la ecuacién
tenemos un tensor de rango dos. Sin embargo, si recordamos la expresién del momento
conjugado

oL

"(z) = oA ~ —Fo (6.33)

es facil ver que como F*” es antisimétrico, la componente temporal del momento es
idénticamente nula. Si nos planteamos el conmutador entre A° y I1° nos encontramos
una contradiccion, ya que por un lado la ecuacién (6.31) nos arroja un valor no nulo
mientras que por otro lado es imposible que el resultado sea distinto del trivial. Como
queremos imponer una cuantizaciéon covariante podemos asumir que este error viene
de la expresion del momento conjugado y que por lo tanto del lagrangiano (no tiene
dependencia de JyAp). Una solucién pasa por definir una nueva densidad lagrangiana

con dependencia en la derivada del campo

1
EGB = _*FMVF“V -

1 (9,A")2 . (6.34)

1
2
De primeras, parece que este nuevo lagrangiano describe una teoria completamente
diferente ya que no es siquiera invariante gauge. Este punto es especialmente critico

ya que es dicha invarianza la que nos garantiza que el foton presente tinicamente dos

polarizaciones.

Si calculamos el momento conjugado para esta nueva densidad llegamos a

0L:n 0

MH(r) = - = —F% — ———(§,A")? = —F% — % §,A" 6.35
Vemos cémo las componentes espaciales siguen siendo las mismas II! = —FY% = E!
mientras que en este caso la componente temporal no se anula, 11 = —09, A" por

lo que podemos imponer las reglas de conmutacién de (6.31) y (6.32) sin problema

alguno. Si aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange a (6.34) encontramos

0Lcp

=0 (6.36)
8‘CGB _ puv o pv o
Sy = AT (6.37)

de modo que la ecuaciéon de movimiento es
o, [F* — " 9,A%] = 9,0"A” — 9,0" A* — 9*0, A = —0,0"A* =0A* =0 . (6.38)
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Utilizando (6.38) podemos expresar la solucién més general del campo como

d*k 3

A=0

eu(k, Nax re " + e, (k, )\)aL)\ei'm] , (6.39)

donde se vuelve a cumplir que k*k, = 0, por lo que el campo describira particulas son
masa. Vemos como en este caso tenemos 4 grados de libertad para las polarizaciones
de los fotones, mientras que en el caso de la cuantizacién en el gauge de radiacién
unicamente aparecian 2. No obstante vamos a proceder con la cuantizacion de la

teoria y luego veremos como solucionar este pequeno inconveniente.

Interpretamos entonces aL \ ¥ ax como operadores de creacion y aniquilaciéon e

imponemos las reglas de conmutacion

[ak)\, aL,)\,} = —(27’1’)35(3)(1( — k/)T])\)\/ s (640)

[akﬂ\,akg,\/} = {aLA,aL’)\,} =0. (6.41)

El factor —ny» que aparece en el conmutador (6.40) tiene una consecuencia directa

sobre la teoria. Si calculamos la norma de un estado nos encontramos

(k, ALk, A) = = 2w (0] axe al, [0) = —2uic (0] [asen, af 5] [0) = —2eneman (2)6P(0) .
(6.42)
Vemos que para A = 0, 1790 = +1 de modo que la norma de estos estados seria negativa,
lo que da problemas. Por otro lado, si escogemos un sistema de referencia en el que un
fotén se mueve en la direccién positiva del eje z con cuadri-momento k* = (k, 0,0, k)

podemos crear una base para la polarizacion de dicho fotén denotando

e(k,0) = (1,0,0,0), e(k,1) = (0,1,0,0),

(6.43)
e'(k,2) = (0,0,1,0), e*(k,3) =(0,0,0,1).

Utilizando este convenio se puede ver que los vectores con A =1 y A = 2 representan
polarizaciones transversas al cuadrimomento, es decir, e/k, = 0, requisito que no
cumplen (en este convenio) los vectores con A = 0 y A = 3. Sabemos por experiencia
que los fotones presentan una polarizacion transversal a la direccion de propagacion,
concluyendo por tanto que los estados |k, 0) y |k, 3) creados por los operadores aLO y

@L 5, Tespectivamente, no pueden representar estados fisicos (Si queremos que nuestra

teoria reproduzca fotones reales).
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Una vez hecho este razonamiento surge de manera natural pensar que si queremos re-
cuperar el electromagnetismo de Maxwell tal y como lo conocemos es necesario crear
una restriccion sobre el espacio de Fock que nos permita discernir cudles son los esta-
dos que pueden describir un estado fisico. Este planteamiento es la base del método
de cuantizacién covariante o Gupta-Bleuler quantization, en el que se parte de una
teoria algo diferente al electromagnetismo en la que no se satisface ni la invarianza
gauge (debido a un término que va como (9,4*)?). No obstante, debido a esta “liber-
tad” que permitimos sobre los operadores es necesario imponer restricciones sobre el
espacio de estados. Este método se contrapone completamente con el anterior en el
que selecciondbamos un gauge (y por tanto restringfamos los operadores, escogiendo

los que nos interesaban) para luego permitir esa libertad sobre los estados.
La restriccion que vamos a imponer sobre el espacio de Fock tiene que ser tal que
(®|0,A" V) =0, (6.44)

donde |¥) y |®) son dos estados fisicos. Podemos descomponer el operador 9,A" en

uno que contenga las frecuencias negativas y otro con las positivas de tal modo que

O, A" = (9,A")F + (0,A")™, (6.45)
donde
(0, AT = —z/dgk Z ke (k, Nay re” (6.46)
K (27‘(’) 2wk ’ '
. d’k
(0,A")” = z/ 2r Py Tor & Z ke (k, \) ak ek (6.47)
Hemos utilizado que (9,A*)” = [((9MA“)+]T. Es facil ver que utilizando esta descom-

posicién del operador la condicion (6.44) se satisface si se cumple
(0, AM)T W)y =0, (6.48)
ya que
(0] 9,4% ) = (@] (3,A4)" |¥) + (@] (2,4)" |¥) = [(8,4")" |@)]' [¥) = 0. (6.49)

La ecuacién (6.48) serd la nueva condicion que defina el subespacio de estados fisicos

asociados al fotén. Volviendo al ejemplo de antes en el que teniamos un fotén con
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cuadrimomento k* = (k,0,0, k), el estado més genérico se puede escribir como una

combinacion de estados con polarizaciones distintas

3
W) =" eral, [0) - (6.50)
A=0
Si imponemos (6.48) sobre este estado tenemos
d3k/ 3 / -k,/ -|»
. / —IK T
(0, A")T ) = _Z/(%)?’\/M 3 ek (K, N)e P a yal , [0) =0, (6.51)
AN=0

de donde sacamos la condicién

Cc1+c3 = 0. (652)

Vemos que la contribucién de los estados con polarizaciones no transversales se debe
cancelar. Es por esto que podemos escribir cualquier estado fisico (en este ejemplo de

un fotén con momento k en la direccién z) como

) = [¥)r + [¥)nr (6.53)

donde [¢),. representa la contribucién al estado caracterizado por tener polarizacion
transversal, pudiendo ser combinacién lineal de aLO 0) y aLQ |0). Por otro lado, 1) yr
representa la contribucion no transversal, pudiendo ser combinacion lineal de aL’l |0)

y aL3 |0) cumpliéndose siempre que ¢; + ¢35 = 0.

La pregunta que surge ahora es si esta contribucion no transversal afecta al hamil-
toniano o al momento de la teoria. Podemos construir tanto el hamiltoniano como
el operador momento cuanticos utilizando el tensor energia-momento proveniente del

teorema de Noether

d*k
HE/ o) Wk —aLoakp—F Z (l;f(7/\ak7)\ s (654)
(2m) i A=1,2,3 |
i N S .
pi= / o F | —akoako + X alaaia (6.55)
(2m) i A=1,2,3 |

Vemos que estas nuevas expresiones de los operadores tienen dos nuevos términos
correspondientes con A = 1 y A = 2. No obstante, cuando calculamos el valor esperado
de un estado fisico, la contribucién del término _ach,oak,O se cancela con la de aLgak,g,
es decir,

(@] — af gaxo + af sax3 [¥) = 0. (6.56)
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Esto nos sugiere que las contribuciones a la energia y al momento son debidas a
las polarizaciones transversales y las parte correspondiente a las polarizaciones no
transversales no tiene relevancia fisica, la parte que define un estado fisico es |¥),

recuperando el resultado del primer método de cuantizacion.
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo de recopilacién bibliografica hemos visto una introduccién a la teoria
cuantica de campos llegando a ella mediante el método de cuantizacion canonica.
Otro método que no se ha visto aqui es a través de la integral de caminos o path
integral formulada inicialmente por Feynman sobre trabajo previo de Dirac, la cual
ofrece una generalizacion del principio de minima accién para la Mecdnica Cuéntica.
Hemos partido de una teoria de campos clasicos invariante Lorentz, para luego pro-
mover a operadores los campos e imponer las correspondientes reglas de conmutacion
en funciéon de la naturaleza bosonica o fermidnica de los mismos. Eso nos permitio
construir una teoria cuantica de campos libres en la imagen de Heisenberg para el
campo escalar (real y complejo), el de Dirac y el electromagnético. En este tltimo
realizamos los dos principales métodos de cuantizacién: mediante la eleccion de un
gauge determinado o mediante el método de Gupta-Bleuler. A su vez, comprobamos
como las particulas surgen naturalmente de la cuantizacién de los campos mediante

los operadores de creacién y destruccion.

El siguiente paso natural en el estudio de la teoria de campos seria la modelizacién
de las posibles interacciones entre los distintos campos, lo que incluye procesos de
dispersion y calculos de amplitud de probabilidad asociados a estos asi como todo
el desarrollo conceptual y matematico que deriva en lo que conocemos actualmente

como Modelo Estandar.
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Apéndice A
Convenios y notacion

Utilizaremos unidades donde

h=c=1. (A.1)

Nuestra convencién de signos para la métrica de Minkowski es la signatura mostly
Minus,

N = diag(+,—,—,—) . (A.2)

Ademads, usaremos el convenio de Einstein para indices repetidos, por lo que
3
a,b' = Z a, b =n,a"b" = a’t’ — a'bt — % — 3? . (A.3)
n=0

En cuanto a los indices, las letras griegas designan indices espacio-temporales, toman-
do valores = 0,1, 2,3, mientras que las letras latinas designan indices espaciales,
tomando valores ¢+ = 1,2, 3. La notaciéon A indica un vector espacial con componen-
tes A = (A, A% A3), mientras que la notacion A = A* denota un cuadrivector con

componentes A* = (A A).

Las coordenadas espacio-temporales vendran dadas por x = (t,x). El cuadrimomento
serd p = (F,p). Utilizando la relacién de De Broglie p = hk y que trabajamos en

unidades donde h = ¢ =1,



La derivada parcial serda

) 0
= — = — A.
O O+ 0 oz, (4.6)
mientras que el operador d’Alambertiano tomara la forma
O=03,0"=0; —V* vzﬁ. (A7)
1Y 0 8X

El operador cuadrimomento actiia sobre las funciones de las coordenadas como

Py =10, , (A.8)
pozz@o:ig p’“:ia’“:—iﬁz—zvk:pz—z‘v (A.9)
ot Oxk ’ )
Denotaremos
<
faug = f(au 9) - (auf)g . (A-l())

Definiremos la transformada de Fourier en cuatro dimensiones como

@) = [ oy e F ) (A1)
flk) = / d'z e f(z) . (A.12)
mientras que en tres dimensiones
10 = [ s e 100 (A13)
F(x) = / d*x e f(x) | (A.14)

La delta de Dirac n-dimensional satisface

/ A"z = (27)"60 (k) . (A.15)
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