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1. Introduccion

Tras el desarrollo de la Relatividad Especial y la conocida relacién E = mc? por Albert Einstein
en 1905, se constatd que la masa de un sistema no es una cantidad fija, pudiendo surgir masa a partir
de la energia de un sistema. Paralelamente, a principios del siglo XX, surgié la Mecdnica Cudntica,
describiendo el comportamiento de las particulas a escalas muy pequenas, pero asumiendo que el
nimero de particulas y la masa eran cantidades fijas. Para integrar ambas teorias, se creé la Teoria
Cuantica de Campos, la cual trata a las particulas como excitaciones de campos fundamentales que
recubren el espacio-tiempo, permitiendo la creacién y aniquilacién de particulas masivas segin la
Relatividad Especial.

Para el campo electromagnético, en la teoria clasica y en Relatividad Especial, este se describia
mediante las ecuaciones de Maxwell como ondas electromagnéticas. En Mecanica Cudantica, surgio el
concepto de cuanto, con el fotén como el cuanto de la interaccién electromagnética, teniendo energia
FE = hv. En la Teoria Cuantica de Campos, estos conceptos se unifican en el campo electromagnético
cuantico, donde el foton es el cuanto de excitacién, integrando asi la Relatividad Especial y la
Mecéanica Cuéntica.

En el siguiente trabajo se estableceran las bases matematicas para entender las transformaciones
de Lorentz y Poincaré en términos de grupos y sus representaciones, estudiando sus simetrias mas
importantes, asi como las corrientes y cargas conservadas correspondientes, siguiendo el Teorema
de Noether. Ademads, se introduciré el espinor relativista y se hard un repaso de la formulacién
Lagrangiana y Hamiltoniana de la Mecanica Clasica con las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Se estableceran las acciones que describen los campos escalares, reales y complejos, y espinoriales
clésicos. Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange, se encontraran las ecuaciones de movimiento
de estos campos: la Ecuacién de Klein-Gordon, la Ecuacién de Weyl, la Ecuacion de Dirac y la Ecua-
cién de Majorana. Finalmente, se aplicard la cuantizacién canodnica a la solucién de la ecuacion de
Klein-Gordon, encontrando asi los campos escalares cuanticos libres, y algunas de sus consecuencias,
como la existencia de antimateria.

Una vez cuantizados estos campos, se encontrara la matriz que da las probabilidades de ampli-
tud de scattering, y los diagramas de Feynman que ayudaran a encontrar las integrales que dan las
amplitudes. Veremos cémo muchos de estos diagramas divergen y serd necesario aplicar un méto-
do conocido como renormalizacién para hacerlos finitos, desarrollando la ecuacién del Grupo de
Renormalizacién.

Para finalizar, se estudiara el flujo del grupo de renormalizacién, la funcién 3, en una teoria
con campos escalares libres y un defecto en dos-dimensiones. Se establecera entonces una base
introductoria sélida para entender las interacciones fundamentales, teniendo en cuenta la Mecanica
Cuéntica y la Relatividad Especial.

La informacién se ha extraido de las Refs. [1, [2], [3] y [4].

Nota: Se tomara en todo momento unidades naturales, por lo que c=1y h = 1.



2. Grupos de Lorentz y Poincaré, y sus simetrias

2.1. El grupo de Lorentz

Se define el grupo ortogonal O(n,m) como aquel que contiene las matrices que hacen transfor-
maciones que mantienen invariante la cantidad (y3 +... +42,) — (23 + ... + 22 ). Como nuestro interés
fisico radica en encontrar las transformaciones que mantengan el intervalo relativista invariante,
buscamos el grupo ortogonal O(3,1), también conocido como grupo de Lorentz. Las matrices del

grupo O(3,1) mantendran invariante la siguiente cantidad:
Nuats” =12 — 2% —y* — 22 (1)

Donde 7 es la métrica de Minkowski en la signatura (4, —, —, —). Por tanto, para que las trans-

formaciones z’* = A" 2 tales que A € O(3,1), las matices A deben cumplir:
M2 =y (A ") (A 527) = noa™2” (2)

. . ya o ’LL v
Y como debe ser cierto para cualquier vector x genérico, obtenemos que 7., = 1, A" AV .
Entonces, en notacién matricial y reorganizando indices, esto es equivalente a n = ATnA. Podemos
aplicar determinantes a ambos lados y ver que las matrices del grupo de Lorentz pueden tener

determinante 1 o -1.
detn = det AT - detn - det A = det A2 = 1 = det A = +1 (3)

De esta manera la componente con determinante 1, es la que contiene el elemento unidad y por
tanto forma un subgrupo. Este subgrupo se le conoce como SO(3,1) o grupo de transformaciones

propias de Lorentz. Escribiendo la componente 00 de la ecuacién 7, = 1, A" AY llegamos a :

3
1= (A%)* - Z(Aio)2 — (M%) >1
i=1
donde se tiene en cuenta que en el grupo SO(3,1) las entradas de las matrices son reales. Entonces,
nuestro grupo de Lorentz tendra dos componentes disconexas, los elementos que tengan AOO >1ly
los que tengan AOO < —1. Puesto que la identidad tiene su componente 00 igual a 1, redefiniremos

el grupo de Lorentz como la componente de SO(3,1) con AOO > 1.

Vamos a tratar de encontrar los generadores del dlgebra de Lorentz en dimensién 4. Si conside-

ramos una transformacién infinitesimal:

AP =6k + W



introduciéndolo en la ecuacién 7, = 17“,,1\“ AV vemos que:
Mo = NN ANy = 1o = (08 + W) N (05 + W"y),
que desarrollando e ignorando términos de orden 2 o mayor en w, se obtiene:

TNap = Nap + Wap + Wi
por lo que finalmente llegamos a que:
WapB = —Wpa; (4)

donde se han renombrado los indices k y 0 como a y f.

Entonces vemos que los tensores w deben ser antisimétricos. Escribiéndolos en forma de matriz:

WaB = —Wga = Nac waﬁ = _(77,30' woa)T.

Escribiendo la matriz w como una matriz genérica (aqui introducimos el hecho de que queremos

una representaciéon en dimensién 4):

a b ¢ d

e f g h
W= )

i 7 k1

m n o p

y sustituyendo en la ecuacién anterior, encontramos las condiciones para cada una de las compo-

nentes, llegando a:

0 c d

b g h
w =

c —g 0 1

d —h -1 0

Desarrollando obtenemos los generadores del dlgebra de Lorentz en esta representacién de dimension

4, la de los cuadrivectores:

0100 0010 0 001
10 00 0000 00 00
w =b +c +d +
0000 10 00 0000
00 00 0 000 10 00
0 0 0O 0 0 0O 00 0 O
0 0 10 0 0 01 00 0 O
+g +h +1
0 -1 0 O 0O 0 0O 00 0 1
0 0 0O 0 -1 0 0 00 -1 0




Encontramos entonces 6 generadores del algebra de Lorentz, con sus seis respectivos parametros.
Los tres primeros generadores son los conocidos como Boosts de Lorentz y los tres tltimos no son
més que los generadores de las rotaciones de 3 dimensiones, es decir los generadores de SO(3) pero
en matrices de dimensién 4, ya que esta representaciéon es reducible, debido a que el tiempo se
comporta como singlete bajo rotaciones de SO(3).

Vamos a encontrar el elemento del grupo de Lorentz generado al exponenciar esta primera

matriz, a la que llamaremos momentaneamente M:

1
577

1

ET]4M4 +

1
AzeM4:I+mw+§W%ﬁ+- SM3 +

donde 7 es el parametro b renombrado (no es la métrica de Minkowski). Elevando a 0 tenemos que
M? = I,y elevando al cuadrado, al cubo y asf sucesivamente nuestra matriz M, encontramos que M?
no es mas que la matriz identidad 2 x 2 en la esquina superior izquierda y el resto de componentes 0
(llamaré a esta matriz (I3, 0) por comodidad), M3 = M, M* = (I5,0) y asf sucesivamente. Entonces

sustituyendo y reorganizando:

1 1 1 1
A=(0,I)+[1+ 5172 + 1”4 +..](12,0) + [+ 5173 + gnS + .M

Fijandonos en que el sumatorio del primer corchete es el desarrollo en serie del coseno hiperbdlico

y el segundo corchete es el desarrollo en serie del seno hiperbdlico, obtenemos que:

cosh(n) senh(n) 0 0

Ao senh(n) cosh(n) 0 O
0 0 10

0 0 0 1

Entonces, si hacemos actuar esta transformacién en un vector de su espacio (un cuadrivector),

obtenemos:

t' = tcoshn + xsenhn

4 cosh(n) senh(n) 0 0 t
x' | | senh(n) cosh(n) 0 0 v| ' = tsenhn + 2 coshy
Z' 0 0 0 1 z o =5

A esta transformacion se la conoce como boost a lo largo del eje z. Realizando el cambio de

variable v = tanh(n) y v = \/1177 = cosh(n), obtenemos las conocidas transformaciones de Lorentz

a lo largo del eje x:

!/

' =~(t+wvx), 2 =~v(x+vt),
Y=y, #=z

Puesto que nuestro parametro 7, que fisicamente se conoce como rapidez, podia variar en



(—00,00), ahora el pardmetro v variard en (—1,1). Por lo tanto, podemos observar que de los
seis pardametros que tiene el grupo de Lorentz, tres son los tres angulos de rotacién, y otros 3 son

las tres componentes de la velocidad v.

2.2. El algebra de Lorentz

En un caso general, en el que no acudimos a ninguna representacién, podemos escribir cualquier
elemento del grupo de Lorentz como:

A = e 3w I? (5)

Donde ahora w,,,, son los pardmetros y J,, los 6 generadores del dlgebra de Lorentz. Sabemos

que los generadores deben cumplir que J* = —J"# y el factor 1/2 aparece debido a que estamos

sumando sobre todas las parejas de p y v, por lo que cada generador se cuenta dos veces.

Todas las cantidades fisicas pueden ser clasificadas de acuerdo a sus propiedades de transforma-
cién bajo el grupo de Lorentz. Por ejemplo, en el caso de un campo escalar, este es invariante bajo
transformaciones de Lorentz. Como la dimensién de la matriz generadora debe ser la misma que
la del espacio en la que actia, los generadores en este caso serian nimeros. Y como por definicién
el campo escalar no debe transformarse bajo transformaciones de Lorentz, la nica transformacion
posible es la identidad, A = I, por lo que todos los generadores deberan ser J*” =0

También podemos trabajar con campos de cuadrivectores. Algunos ejemplos de cuadrivectores
son la cuadriposicién, la cuadrivelocidad y el cuadrimomento. En el caso de cuadrivectores, tenemos
que las matrices generadoras deben ser matrices 4x4, por lo que podemos asignar a las 6 matrices
unos indices que funcionen igual que los indices espacio-temporales conocidos. Estas 6 matrices
son las encontradas en el apartado anterior, y teniendo en cuenta el factor i que hay que anadir,

podemos escribir de manera genérica:

(J)fy = i (05 — n*Pof) (6)

Donde los indices i v v son los que etiquetan el generador, y p y o son los indices de la
matriz, que recorren, en esta representacién, de 0 a 3. Esta representacién del grupo de Lorentz
es irreducible ya que un elemento genérico del grupo en esta representacién, mezcla las cuatro
componentes de un cuadrivector, por lo que no podremos construir ningin subespacio invariante
bajo estas transformaciones, salvo los grupos triviales.

Con la expresién anterior se puede probar facilmente cudl es el resultado de conmutar dos

generadores para asi encontrar el dlgebra de Lorentz:

(L7, 777))% = () 5(T77) = (T77) () =
= (% = 0T ) (7 67+
— 0" (0 — Pt ) + (V8P — P, =
il (J47) % = 1 (T7) = " () = (1)



que escrito en notacién matricial queda

[JHV | JP] = (/P JHT — P JVO — V% JHP 4 ho JVP) (8)
Ahora realizamos un cambio muy interesante, donde se asume sumatorio en indices repetidos:

. 1 .. . . .
Ji= §€ijjjk? Kb = J’LO (9)

Donde €% es el simbolo de Levi-Civita, y los indices corren en 1,2,3, asi tenemos tres matrices .J
y otras 3 matrices K, recuperando las 6 originales. LLas matrices J son matrices antisimétricas con
componentes distintos de 0 en la parte ”espacial”, mientras que las K son matrices con componentes

distintos de 0 en la parte "temporal”.

Reordenando de esta manera las matrices generadoras, el dlgebra de Lorentz se reescribe:
[JE, 09 =ik gk [J1 KT = iR KR [KE K9] = —ied® g% %labelalgebraboosts (10)

El resultado de conmutar las matrices J son las constantes de estructura del grupo SU(2), es decir,
las matrices J forman una representacion en tres dimensiones (ya que las demés componentes son 0)
del grupo SU(2), y por tanto forman un momento angular, como el del espin. Vamos a comprobar
esto escogiendo (convenientemente) los indices de los generadores que hallamos anteriormente y

multiplicamos por ¢, de manera que obtengamos generadores hermiticos, es decir:

00 0 0 00 0 00
Jl— g2 _ 0 0 0 R L Ll 0 0 R B b 0 0 ’

00 O 0 0 O 0 —i 0

00 — O 0 — 0 0 0 0 00

y se comprueba facilmente que:
[(JYL, ) =03, [J2, 13 =iJt, [P, JY =iJ?

Por ejemplo, usando los generadores de SU(2) en una representacién de dimensién 2 podemos
comprobar que las constantes de estructura son las mismas. Utilizaremos las conocidas matrices de

Pauli (divididas por 2) del momento angular intrinseco (espin):

1(0 1 1{0 —i 1({1 0
S == . Sop=-— , S3=— 11
También se comprueba facilmente que el resultado de conmutar estos generadores es:
[S1,8%] =4S3, [S%,8% =ist, [S3,8' =is?

Entonces vemos como ambas representaciones tienen las mismas constantes de estructura, por lo que



las dos representaciones tienen la misma estructura y realmente, como ya sabiamos, no son mas que
dos representaciones distintas del mismo grupo, el del momento angular. Este grupo SU(2) aparece
debido a que aunque hayamos comenzado por SO(3,1), en el mundo cuéntico las representaciones
del grupo en dimensién 2, lo que viene siendo SU(2), si son admisibles, a diferencia del mundo clasico
donde esto no es asi. En el mundo cudntico, las fases complejas de SU(2) se cancelan ya que la
probabilidad viene dada como el médulo al cuadrado. La diferencia entre los generadores anteriores
es que las matrices J representan el momento angular de una particula de espin 1, mientras que las
matrices de Pauli representan el momento angular de una particula de espin %

Si junto a este cambio en los generadores, realizamos el cambio en los parametros w,, de la

siguiente forma : #° = %eijkwj kv 1t = w obtenemos:

) 1 ) 4 1 ;
0-J-— n- K= QZJZ — T]iKl = Zﬁijkﬁllmwijjlm — inJZO = Z(éj(szn — 6}”(52)&)”(]1”1 — wz‘()JlO

1 . . . 1 . . 1
= Z(wjkjjk — wj‘kjk])wijjlm — inJzO = iwj'ktpk — wiQJlO = iw“wﬂw,
donde en el tltimo paso se ha tenido en cuenta que J* = —J% y se ha sumado dos veces dividiendo
entre dos.

De esta manera la ecuacién [5|, se puede escribir como:
A — e—iO‘J-i-inK_ (12)

Y podemos escribir cualquier transformacion de Lorentz en funcién de los dngulos de rotacién y de

los coeficientes de los boosts.

2.2.1. Espinores en la teoria relativista

Vamos a encontrar una representacién espinorial del dlgebra de Lorentz. Partiendo de los gene-
radores J* y K7 que siguen el dlgebra de Lorentz dada en , vamos a definir los nuevos generadores
de la siguiente manera:

J+iK
J* = 5 (13)

Sustituyéndolos en las ecuaciones mencionadas anteriormente obtenemos el dlgebra de Lorentz:

[T g = gk gk (g g = ek gk [ g = 0. (14)

Obtenemos dos veces el dlgebra de SU(2) ademads de la conmutacién entre las dos algebras de SU(2)
(no se mezclan). Esto no significa que el grupo de Lorentz sea el mismo grupo que SU(2) x SU(2),
si no que a nivel infinitesimal se comportan igual.

Ahora, igual que hicimos con el caso del grupo de rotaciones, debemos encontrar los generadores
del grupo de Lorentz que cumplan el dlgebra anterior, pero en la representacion espinorial. Como

conocemos las representaciones espinoriales de SU(2) de mecédnica cudntica, y sabiendo que el



algebra de Lorentz es dos veces el algebra de SU(2), y que ademds conmutan entre ellas, obtenemos

las siguientes "reglas”:

» De la misma manera que podemos etiquetar las representaciones de SU(2) por el nimero
j, aqui denotamos las representaciones del algebra de Lorentz por dos niimeros que pueden

tomar valores enteros (como en SO(3)) y semienteros (como en SU(2)): (j—,j+).

» La dimensién de la representacién (j_,jy) serd entonces, al igual que con los espinores no
relativistas, (2j_+1)(2j4+1).

» El generador de las rotaciones J se relaciona con J* y J~ por: J = JT+ J~. Siguen las mismas
reglas de la suma de momentos angulares que en mecdnica cudntica: en la representacién

(j—, j+) tendremos estados con todos los posibles valores de j en pasos enteros entre |7 — j_|

y (J+ +J-)-

Las representaciones (j_,j4+) deben incluir todas las representaciones tensoriales ademés de las

representaciones espinoriales. Por ejemplo, algunos casos son:

» La represenacion (0, 0) tiene dimensién 1. Por lo tanto es la representacién escalar.

= Las representaciones (%, 0) y (0, %) tienen dimension 2 cada una, asi que son representaciones
espinoriales. Entonces llamaremos v, v ¥r a los espinores que pertenezcan a cada represen-

tacion, de tal manera:
1

Vi€ (5.0, vre03) (15)

A estos espinores se los conoce como espinores de Weyl: 11, es el espinor levégiro de Weyl
mientras que ¥ g se le conoce como espinor dextrégiro de Weyl.

Vamos a encontrar la forma explicita de los generadores J y K en esta representacion. Para
el caso de (%,O), tenemos que la dimension de la representacién de J~ es 2, por lo que los
generadores que cumplen la relacién son: J© = 7, donde o son las matrices de Pauli.
Mientras que la dimension de la representacién 0 es 1, y para que cumplan el algebra de
Lorentz se debe cumplir que: J* = 0. De esta manera, y despejando J y K de la ecuacién

obtenemos que:
o

57

o

J=Jt+J = K:—z’(ﬁ—J*):i2 (16)

Observamos que los generadores K* no son hermiticos.

Entonces, sabiendo como son los generadores del grupo de Lorentz en la representacién (%, 0),

podemos observar como cambia un espinor de Weyl al aplicar una transformacién de Lorentz.

Usando la ecuacion [12| encontramos que

W = Apip, = O 5y (17)

10



donde en este caso 0 ya no se refiere al dngulo de rotacidon ya que no es la representacién

cuadrivectorial de antes.

De igual manera, para los espinores dextrégiros de Weyl (representacion (O, %)), encontramos
que J* =% yJ~ =0y por tanto J = § y K = —i%, entonces un espinor ¢p transformard
como:

P = Appp = T 3y p (18)

Las dos componentes de un espinor de Weyl deberan ser niimeros complejos, porque al hacer
una transformacion de Lorentz aparecen nimeros complejos, debido a la matriz.

También se puede demostrar que la matriz de Pauli o2 tiene la siguiente propiedad: 02A202 =

AR, por lo tanto obtenemos que el espinor 021112 transforma como:
o?; — o*(Aryr)* = (0°ALo?)oy] = Ar(o®y]). (19)

Por tanto, 021/12 transforma como un espinor de Weyl dextrégiro. A partir de este resultado

definimos la operacién conjugacién de carga como:
Yi, = io*yp (20)
Y similarmente para transformar un espinor dextrogiro en uno levégiro:
Ui = —io*R (21)

Se ha multiplicado por i para que de esta manera la operacion conjugacién de carga aplicada

dos veces obtengamos la operacion identidad:
(W5)° = (i0*}) = —io®(ic*y])" = —io®(io*br) = 1

11
22
de la representacién es 4 compleja, y con j = 0 tenemos 1 dimensiéon y j = 1, tenemos

La representacion (5,3 ) tiene los valores j = 0,1 (esto tiene sentido ya que la dimensién

3 dimensiones). Esta es una representacién cuadrivectorial compleja. Sin embargo en esta
representacion, al tener dimensién 4 compleja, es necesario anadir alguna condicién de realidad

para restringirnos a cuadrivectores reales.

En esta representacién cualquier elemento se puede poner como un par ((¢r)a, ({ér)g) donde
Y1 v €r son espinores de Weyl independientes, y « y # toman los valores 1 y 2. Vamos a
encontrar la relacion entre estas cuatro cantidades complejas y las cuatro componentes de un

cuadrivector complejo.

Definimos las matrices o y a* como

ot =(1,0Y), T =(1,—-0, (22)

11



donde las matrices ¢ son las matrices de Pauli y 1 es la matriz identidad 2 x 2. Entonces las

combinaciones

chotpr, oMy (23)

transforman como cuadrivectores contravariantes. Se puede comprobar como obtenemos un
indice de Lorentz. Estos son complejos, y como dijimos anteriormente se debe imponer alguna
condicion.

Podemos imponer la condicién V,, = Vu* para cualquier cuadrivector V#, la cual puede excu-
sarse sabiendo que las transfomaciones de Lorentz son reales, y por tanto si un cuadrivector
es real en algun sistema de referencia, permanecera real después de aplicar cualquier transfor-

macién de Lorentz.

2.3. Representaciones de los campos

Queremos encontrar una teoria de campos invariante Lorentz. Un campo es una funcién de las
coordenadas que transforma con unas propiedades determinadas bajo transformaciones de Lorentz.
Sabemos que z/* = A" ¥, por tanto un campo ¢(z) transformard a una nueva funcién de unas

nuevas coordenadas ¢'(z"). Vamos a encontrar como se relaciona el campo ¢'(z’) con ¢(z).

2.3.1. Campos escalares

Un campo escalar transforma, por definiciéon de campo escalar, como:

¢'(a) = ¢() (24)

Es decir, al hacer una transformacién de Lorentz, un campo escalar transforma de manera que
el valor que tiene en un punto segin el campo serd el mismo para cualquier sistema de referencia.
Dicho de otra forma, un punto P de la variedad tiene coordenadas x en un sistema de referencia. y
coordenadas ' en otro sistema de referencia, pero la forma funcional del campo cambia de manera
que el valor del campo en P es el mismo, independientemente del sistema de referencia.

Recordemos que bajo una transformacion infinitesimal de Lorentz, las coordenadas, que son un
cuadrivector, transforman como:

14

St ~ —%wpg(JpU)” x¥

donde se ha usado [5] Los generadores J#? vienen dados por la ecuacién [6]

Entonces podemos hacer dos tipos de variaciones en los campos, una de ellas es:
3¢ = ¢/'(a’) — o(x) = 0. (25)

De esta transformacién obtenemos que los generadores son la representacion trivial J#” = 0 pues
la transformacién es la identidad. En ese caso, el espacio sobre el que actian las transormaciones

es un solo punto ¢(P).
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Sin embargo, si mantenemos las coordenadas fijas, y lo que variamos es el punto P en el que
"medimos” el campo, obtenemos una variacién del valor del campo a lo largo de la variedad (espacio-
tiempo). Es decir:

do¢ = ¢/ (x) — (). (26)

En este caso el espacio base sobre el que actiian las transformaciones de Lorentz es el conjunto de los
valores del campo ¢ en los distintos puntos P del espacio-tiempo. Es decir, es un espacio vectorial
de funciones ¢(P) por lo que el espacio vectorial base en este caso tiene dimensién infinita.

Vamos a encontrar los generadores del grupo de Lorentz de esta representacién infinitodimen-

sional:
o D¢ 99
/ (o ~ _ i ~ _ B - B
§ (@) = (0!~ 62) = §(a) — £ = Gub = Bla) — £ et — glw) = — SO0k (20)
Si sustituimos dz* en la ecuacién anterior encontramos:
_ 3 VI L A
dop = prcr(J ) g Ork 2(4}ng ] (28)

Donde podemos ver que el operador que actiia sobre el elemento del espacio base (¢) es:
LM = —(J")* 270, = i(z"d" — 2" ") (29)
Estos generadores cumplen el dlgebra de Lorentz dado en la ecuacién [8}

L, 1P7) = @b (170" — ™ 0) — o (10 — P 0") 4
(O ) 0 (07 — ) =
i[n"Pi(zH07 — xO*) — nHPi(x¥ 07 — x?0")+ (30)
—n"%i(zH 0P — xPOH) + nHi(xV 0P — xPOV)] =
= i()YPLMT — gPPLYT — O LHP 4 TR LVP),

Estos forman una representacién de dimensién infinita del grupo de Lorentz.
Usando el momento lineal, escrito como p* = i9*, encontramos que LM = xtp” — x¥pt.
En el caso particular de las rotaciones espaciales: LY = z'p? — 27p’ y definimos L! = %eijijk =

€7k 23 pk . Entonces vemos que L’ es el momento angular orbital L = 7 x p.

2.3.2. Campos de Weyl

Un campo levdgiro (dextrégiro) de Weyl ¢ (z) (¢¥g(x)) se define como un campo que bajo una

transformacion de Lorentz, este transforma como:
Yr(x) = Yp(a') = Apyr(z), Yr(x) = YR(2') = ArYr(x) (31)

Donde A} es una matriz dada por [I7]y Ag estd dada por
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Realizando operaciones similares al caso del campo escalar para obtener los generadores del

algebra de Lorentz en la representacién de los campos espinoriales de Weyl, obtenemos:

St = ¢p(x)—tp(x) = P (2’ =0x)—pr(x) = i (a") =¥ ()= Opr(x)da’ = (AL—1)yr(x)—0ptpr(x)d”

Podemos observar que el segundo término del lado derecho de la ecuacién tiene la misma forma
que en los campos escalares, solo que en este caso actia sobre el campo de Weyl levégiro ¢ (x), es

decir: o )
YL s.p—
oxP oz 2

Escribiendo el elemento del grupo de Lorentz Ay de manera genérica como en |5, (solo que en este

W Ly, LM = —(JM) 20, = i(zhD” — 2" O) (32)

caso llamaremos a los generadores S*” y serdan matrices 2 X 2 por actuar sobre espinores) y haciendo

un desarrollo a primer orden:

Ap = e 3™ o1 2y S0 (33)

Entonces sustituyendo:
Botbr = — 2w S = S L YL = — L Iy, S = L 4 S, (34)

Comparando la ecuacién con la ecuacion obtenemos que los generadores S*¥ se relacionan
con las matrices de Pauli mediante:
gi = Lmgir - 7 50 =7 (35)
2 2 2
De esta manera distinguimos la componente de momento angular orbital y la componente de
espin. Esta separacién es general para toda representacién. Sin embargo, el momento angular L*
mantiene la misma forma dada en la ecuacién para cualquier representacion, mientras que la
forma del momento angular de espin depende de cada representacion.
De igual manera, para los campos de Weyl dextrogiros realizamos las mismas operaciones. Ob-
tenemos que la parte del momento angular orbital es igual, y comparando con la ecuacién

obtenemos que los generadores S° tienen la misma forma mientras que los generadores S = —i%.

2.3.3. Campos de Dirac

Vamos a definir la operacién cambio de paridad al cambio (t,x) — (¢, —x). Bajo esta operacién
los boosts, de Lorentz tranforman como K — —K, mientras que los generadores del momento an-
gular (o rotaciones) transforman como J — J. Por tanto esta tranformacién cambia los generadores
J& de manera que J* <— Ji. Entonces bajo esta transformacién, un objeto que pertenezca a la
representacién (j_, j4) se transformard a un objeto que pertenezca a la representacién (jy,j—).
Esto nos dice que la representacién (j_,j4) no es a la vez una base para una representaciéon del

grupo de Lorentz y una base para una representacién de las transformaciones de paridad (a menos
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que j— = j4). Un espinor de Weyl levégiro bajo transformaciones de Lorentz sigue siendo levégiro,
pero bajo transformaciones de paridad, se convierte en un espinor dextrégiro. Entonces ¥ y ¥r de
manera independiente no son una base para la representacion de las transformaciones de paridad.

Sabemos experimentalmente que la fuerza débil viola la paridad. Sin embargo la fuerza fuerte
y la electromagnética la conservan. Por tanto, en estos casos es importante trabajar con campos
que provean una representacién para transformaciones de Lorentz y de paridad a la vez. Entonces

definimos el campo de Dirac , que escrito en la base quiral se escribe como:

U= (Z;) . (36)

Estos transforman bajo una transformacién de Lorentz como ¥ — ¥/ = Ap W, con

(AL 0
Ap = (O AR) (37)

donde A, y Ag estdn dadas por [I7] y [I§ respectivamente.

Finalmente, bajo la operacién conjugacion de carga obtendriamos que el espinor de Dirac trans-

e vh B —iaQ@b}‘% . 0 o2 .
v ‘<w2>‘<w%z>‘ <— 0)‘1” )

De nuevo, si conjugamos dos veces un espinor recuperamos el original:

forma como:

() = (39)
Las coordenadas x* no cambian bajo la conjugacién de carga.

2.3.4. Campos de Majorana

Un espinor de Majorana es similar a un espinor de Dirac pero cuyas componentes no son inde-

pendientes, si no que son ¥y = ¥y y Yg = iazwz, es decir:

(U
WUy = <i0222> (40)

Un espinor de Majorana contiene un espinor de Weyl (¢1) pero escrito en la forma de un espinor
de Dirac. Ademas, por definicién, por como esta construido, se sigue que los espinores de Majorana

son invariantes bajo transformaciones de paridad:

o (o)) _ (—id?(ie®yi) [ v ) _
M_< " >—< i021/1}: = i02¢}: =Wy (41)

También podemos ver los espinores de Majorana de la siguiente manera. En un campo escalar
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complejo ¢(x) podemos imponer la condicién de realidad ¢*(x) = ¢(x) y esta condicién serd in-
variante Lorentz, ya que los elementos de SO(3,1) en esta representacién son todos el 1, es decir
¢(2") = ¢(x) para todo sistema de referencia. Entonces si en un S.R. el campo es real, lo serd en
todos. Igualmente ocurre con los cuadrivectores, ya que las matrices A" son reales y tras hacer
una transformacion de Lorentz a un cuadrivector real, este permanecera real en cualquier sistema
de referencia. Sin embargo, en el caso de los espinores de Dirac esto no ocurre. Debido a que la
matiz Ap definida anteriormente es compleja, aunque impongamos la condicién de realidad a un
espinor de Dirac en un S.R., al aplicarle esta matriz, nada asegura que este siga siendo real. Por lo
tanto a estos espinores tendriamos que aplicar un ”pariente” de la condicién de realidad. Este viene
dado por la ecuacién ya que relaciona Wys con ¥}, a través de Sabemos que esta relacién es
invariante Lorentz ya que una transformacién de Lorentz no cambia la representacion del espinor,
como vimos en las ecuaciones [17]y

2.4. El grupo de Poincaré

En la Naturaleza no solo requerimos invariancia de las leyes fisicas bajo transformaciones de
Lorentz, si no también bajo traslaciones. El grupo que contiene las transformaciones de Lorentz y
las traslaciones espacio-temporales se llama Grupo de Poincaré, o I150(3,1), donde la I viene de
”inhomogéneo”.

Un elemento genérico del grupo de traslaciones se escribe como:
—iPhq,
Ap =%, (42)

donde P* son los generadores de las traslaciones y a,, los coeficientes o pardmetros de la traslaciéon
xH — 't =k + at.

Esta vez, en vez de encontrar los explicitamente los generadores P en la representacién cuadri-
vectorial, los encontraremos en la representacion de los campos, y ademads encontraremos el dlgebra
de las traslaciones, para poder generalizar a cualquier representacién, conociendo las constantes de
estructura. Recordemos que hasta ahora hemos encontrado que los generadores del grupo de Lorentz
en dimensién infinita son los L*¥| que eran independientes del campo, y los S#” que dependian del
espin del campo, pero no de las coordenadas x*.

Para encontrar los generadores de las traslaciones en la representacién de los campos, requeri-
remos que todos los campos, se comporten como escalares bajo traslaciones espacio-temporales, es

decir:
¢'(z') = o(x) (43)

Para cualquier sistema de referencia 2’ = x + a en el que solo haya ocurrido una traslacién. Vamos
a utilizar ¢ para referirnos a cualquier campo (escalar, espinorial, vectorial, ...), ya que como hemos
dicho previemente, todos actuaran como un campo escalar bajo traslaciones.

Entonces, bajo una traslacién espacio-temporal infinitesimal z# — 2'* = z# + €/, utilizando el
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mismo método que en el grupo de Lorentz, obtenemos:

0 0 0
dup = ' — €)= () = 9(a") — 0 g0y = gy~ 20D gy = PO gy
Por otro lado, usando:
¢'(a' + a) = Apd' (') = Aro(x) (45)
Sustituyendo a = —e tenemos:
¢'(x) = ¢/ (2" — €) = "1 p(x) = bo¢ = i, P (x) (46)

Entonces, comparando con obtenemos que los generadores P* en esta representacién

infinitodimensional toman la forma:
PH = 0" (47)

Este generador no es mas que el cuadrivector momento, por lo que podemos separar sus com-

ponentes espacial (trimomento) y temporal (energia):

o, .0 S . .0
H= 15,0 = gp P'=40" = —i0; = ~i5 (48)
Por lo tanto, el dlgebra del grupo de traslaciones seria:
[PV, PY] = —(9"0" — 6"0") = 0 (49)

Donde estamos asumiendo que se cumple que las derivadas conmutan, ya que el espacio de Min-

kowski es ”suave” y las derivadas parciales son continuas en todo el espacio.

Ahora encontremos el conmutador entre los generadores de las traslaciones y los generadores
del algebra de Lorentz. Vimos anteriormente como los campos producen una representacion infini-
todimensional del grupo de Lorentz, con los generadores J# = LM + SH (para el caso del campo
escalar, tenfamos que S* = (). Como S*” no depende de las coordenadas este conmutard con O

y por tanto con P*. Entonces
[PH, 77 = [PF, L] = [i0", (2707 — 270F)] = i(nf** P* — 1" P?). (50)

Este conmutador junto a [P*, P] =0 yforman el algebra de Poincaré en funcién de los generadores
Pty JHV,
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3. Teoria clasica de campos

3.1. El principio de minima accién

Podemos extender el formalismo Lagrangiano de las funciones que dependen del tiempo ¢;(t) de
la mecanica clasica, al caso de funciones que dependen del punto espaciotemporal ¢;(x). Estaremos

interesados en teorias de campo local, en los que el Lagraniano tiene la forma general:

L= [ d(6.0,0) (51)

donde £ se denomina la densidad Lagrangiana, pero a partir de ahora la denotaremos como
Lagrangiano simplemente. £ depende de un ntimero finito de derivadas. En la mayoria de los casos, el
Lagrangiano depende solo de la primera derivada, aunque se puede generalizar a 6rdenes superiores.
Por el momento no asumiermos nada de las propiedades de transformacién de los campos, por lo
que ¢; puede denotar un conjunto de escalares, las componendes de cuadrivectores,... . Definimos

la accién como:

S = / dtL = / d*z L(¢,0,0) (52)

Para encontrar las ecuaciones del movimiento se procede de manera similar al caso de funciones
del tiempo, salvo que en este caso se pedira que las condiciones de frontera sean que todos los campos
se vayan a cero lo suficientemente rapido en el infinito, de manera que los términos de frontera se
puedan anular.

Encontramos las ecuaciones de movimiento, o ecuaciones de Euler-Lagrange con N campos:

oL oL
7 —Ouzm——=0 (53)
0¢; A(0ui)
con i=1, ..., N.
De manera similar a lo que ocurre en mecdnica clasica, anadir una derivada total (en este caso

una cuadridivergencia) a un Lagrangiano, mantiene las ecuaciones de movimiento iguales.

En el formalismo Hamiltoniano, definimos el momento conjugado como:

oL
) = 50t o
Y la densidad Hamiltoniana como:
H(z) = Ti(x)doi(x) — L (55)

Y el Hamiltoniano sera:

H= / 3z H (56)

Es evidente que la componente temporal juega un papel especial en el formalismo Hamiltoniano,

por lo que no sera explicita la invarianza Lorentz, a diferencia del formalismo Lagrangiano.
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3.2. El Teorema de Noether

Es importante estudiar la relacién entre simetrias y cantidades conservadas. Esta relacién estd
dada a nivel clasico por el teorema de Noether.

En una teoria de campos con accién S y campos ¢;, una transformacién de simetria deja la
accién S(¢) invariante, independientemente si los campos cumplen las ecuaciones de movimiento o

no. Una transformacion infinitesimal de coordenadas y de los campos como:
ot — a2t = ol + " Af(x); di(z) = ¢i(a]) = ¢i(z) + " Fia(d,09), (57)

donde la transformacién estd parametrizada por los pardmetros €*, a = 1,..., N y los generadores
de la transformacién son A5 (z) y F; (¢, 0¢), define una transformacién de simetria si mantiene la

accién invariante para cualquier ¢.

Antes de continuar hay que hacer una distincién entre simetrias globales y locales. Si en la
transformacion de simetria los parametros €® son constantes, entonces se trata de una transformacion
de simetria global. En cambio, si los pardametros €* son funciones de x y ain mantiene invariante la
accion, entonces se trata de una simetria local. Otra distincién importante es entre simetrias internas
y espacio-temporales. Si las coordenadas no cambidn bajo la transformacién de simetria, es decir
Al (z) = 0, entonces es una simetria interna. En caso contrario, es una simetria espacio-temporal.
Es importante destacar, que para simetrias internas, d*z es invariante, y por tanto que la accién
permanezca invariante, es equivalente a que £ lo haga.

Comenzemos por el caso de una simetria global, es decir, €* constantes:

55 = §'(a') — S(z) = / e [ — / o L = / 3L (2) — L(z) + 2 (L()52") + O(52)?) (58)

Ozt

Si la transformacion de simetria no es una cualquiera, si no que ademés es la dada por las

ecuaciones de movimiento, obtenemos que:

oL
SoL = 9, Sodi 59
0 ((“@) 00i) (59)
Sustituyendo en or
08 = [ d*z 0,( Sobi + L(z)dzH 60
/x 5700+ L)) (60)

Volvamos a la transformacion de simetria, tenemos que:
0¢; = ¢i(a") — ¢i(x) = €"Fiq (61)
Por otro lado:

do¢ = ¢'(z) — p(x) = ¢i (2" — " A () — di(a) = 60 — " A () Db (62)
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Sustituyendo:
So¢i = —€"(AL0udi — Fia)- (63)

Finalmente encontramos que la variacion de la accién es:

68 =€ / d*z 9,54, (64)
donde hemos definido j4 como:
J0) = =05 A0, — Fial6.00)] — ALL(). (65)
8(3u¢i) '
Para simetrfas internas A = 0 y entonces j4 = —Cf,(giﬁbi)ﬂva.

Como debe ser una transformacion de simetria global encontramos que:

e [ d'00,8(00-1) =0 = 0,12 (65-1) = 0. (66)

donde ¢r_1, son solucién de las ecuaciones de movimiento. Es decir, por cada generador de una
simetria hay una corriente conservada j4, y en paticular nos interesan simetrias de campos que
cumplan las ecuaciones de movimiento, de manera que los campos sean precisamente ¢g_g.

Definimos las cargas ), como:
Qo = / 3z 50(x,t) (67)

las cuales se conservan en el tiempo, ya que:

00Qa = / 3z 0070 (x,1) = — / 3z 0,58 (x,t) =0 (68)

donde el ultimo término se anula ya que es un término de frontera, y sabemos que estos se anulan

si los campos se van a cero lo suficientemente rapido en el infinito.

3.2.1. El tensor de energia-momento

Vamos a ver los ejemplos de simetrias espacio-temporales, es decir, cuando el término A% es
distinto de cero. En estos casos el indice a se trata de un indice de Lorentz.
En el caso de las traslaciones espacio-temporales, donde los todos los campos transformaban
como escalares, tenemos:
o't =t 4 et = gt + She¥ = AP = 1
¢i(a’) = di(z) = Fj o =0.

Tendremos entonces cuatro corrientes conservadas j, = 0, que forman un tensor de Lorentz, al que

(69)

llamaremos tensor energia-momento o tensor energia-impulso. Subiendo los indices con la métrica
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y usando [65| obtenemos:

oL
N a(8u¢i)

grv 0 i — " L(x), 0,6M = 0. (70)

Las cuatro cargas conservadas correspondiente son el cuadri-momento:
PV = / dBzo%, 9P’ =0, (71)

y por tanto, la simetria en las traslaciones implica que el cuadrimomento se conserve en el tiempo.
Notar que este tensor-energia momento no es necesariamente simétrico, pero se puede encontrar

un tensor equivalente que si lo sea.

3.3. Campos escalares
3.3.1. Campos escalares reales. La ecuacion de Klein-Gordon.

Vamos a comenzar por una teoria con un unico campo real y escalar ¢. Como sabemos de
la teorfa clasica, el término cinético va como T ~ v2. En teorfa de campos, la ”cuadrivelocidad”
vendria dada por 0,¢, y para que el Lagrangiano sea invariante Lorentz, la tinica manera serd
contraer d,¢0"¢. Por otro lado, podemos considerar un término de potencial V' = m?2¢?. Entonces

nuestra accion seria:

S = % / d*z (0,40"¢ — m?¢?) (72)
Y usando las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos las ecuaciones de movimiento:
oL oL oL
= 0% = O(=—mr) = 0.0%, — = —m>0. 73
00.0) 007 o) TH ag T (%)
(00" +m*)p=0= (O+m*)p=0 (74)

Esta ultima se trata de la ecuacion libre de Klein-Gordon (KG). Sus soluciones son ondas planas

que cumplen p? = m?, es decir:
¢ ~ eiipx, pr = p'uxu7 p2 _ (p0)2 . ‘17]2 — m2' (75)

El parametro m se trata entonces de la masa, y lo consideraremos, por definicién, positivo.
La solucion mas general serd una suma de todas las ondas planas posibles, es decir con todos
los valores del momento. Por tanto, podemos ver que la solucién mas general serd la integral en

momentos siguiente:

d3 . .
p(x) = / (%)p(aﬁe’px + a;e”’l“)]po:Eﬁ (76)

3 2E;5
(Notacion: al vector tridimensional momento lo denominaremos tanto p como p segin conve-
niencia) donde Ey = +4/p? +m? es la solucién positiva al despejar la energfa en vy es donde
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evaluamos la solucién de la ecuacion KG. La normalizacién es una conveniencia, mas tarde veremos
la razén de esta eleccién.

Vamos ahora a obtener el Hamiltoniano. El momento conjugado de ¢ sera:

oL
Oy = ——— = 8% = 0, 7
e ¢ = 0o (77)
Entonces la densidad Hamiltoniana seré:
1
H =Tly(000) — £ = S(IT5 + (Vo) + m*¢?) (78)

Usando [70] el tensor de energfa-momento entonces sera:
Or = orpd" o — ' L (79)

Podemos ver que el elemento 0% = H. Entonces P’ = H = [d32H = [d®2 6% y el Hamiltoniano
es una cantidad conservada asociada a la invariancia bajo traslaciones temporales. Para el caso de
un campo escalar, veamos que mas cantidades estan conservadas. Ya sabemos que el cuadrimomento
se conserva debido a la simetria traslacional. Veamos en el caso de la simetria bajo rotaciones y
boosts.

Recordemos que bajo una transformacién infinitesimal de Lorentz, las coordenadas cambiaban

como: ) )
ol o = AP g~ (1 — %wpg(J”U)”y)ac” = §zh = —%wpg(Jp”)“yx” (80)

donde los JH estan dados por [6] y son los generadores del grupo de Lorentz en la representacién

cuadrivectorial (en este caso). Haciendo algunos calculos llegamos a que:

1, 1
ot = Sw P (088} — 0500)2y = Al 5 = 5(55@ — 0562) 7, (51)
¢i(a’) = ¢i(x) = Fia =0
Con esto podremos calcular las corrientes conservadas:
= O L D)as — (050)aa] — S(00wy — 6w )C = SO ws — 0" 30), Ouit =0 (82)
af 8(6#¢)2 « B B « g\l B pra 2 atB Bgra)s #jaﬁ

Si subimos los indices, y quitamos un factor —% (va que si la corriente se conserva, menos el doble
de ella también):
ju(aﬁ) — gHBpa _ graLB (83)

Entonces las cargas conservadas asociadas seran:
M = /dgac 08 / Bz (0% — 0%%P),  9oM*P =0 (84)
Donde obtenemos que M% corresponde a la conservacién del momento angular debida a la invarianza

22



Lorentz de las rotaciones y M% a la invarianza bajo ”boosts”.
En particular y conociendo 6% = 9°¢0'¢, las cargas conservadas asociadas a las rotaciones

espaciales son:
M — / Br (20 — 279" = / d*z 0°¢(—iL")g, (85)

donde hemos reconocido el operador LY = x'97 — 270", generador de las rotaciones en la repre-
sentacién de los campos. Usando MY = %(M 4 + M%) e integrando por partes, podemos llegar
a:

3 = 2 [ @a(—(000) L0 + 6L 20) (56)

Si ahora definimos un producto escalar para campos reales como:
1 —
(D1l¢2) = 2/ &>z 1 0 2 (87)

—
donde 0,9 = f0,9 — (0uf)g. Se puede compobar como si ¢1 y ¢2 son soluciones de KG que se
anulen suficientemente rapido en el infinito, este producto escalar es independiente del tiempo, es

decir:

o((#1]¢2)) = 0. (88)

Observar que este producto escalar no es definido positivo. Usando este producto escalar, pode-
mos escribir M*% como:
MY = (¢ LV |¢) (89)

y el resultado anterior concuerda con que en KG estas cantidades (el momento angular) estén
conservados. Este resultado es general y con él podemos ver la relacién entre la representacion de
los generadores como operadores sobre los campos (L¥) y el valor de las correspondientes cargas en
una solucién dada de las ecuaciones de movimiento (M%).

Andlogamente con las traslaciones espacio-temporales:
PH = / d3x O (90)

obtenemos el siguiente resultado:

PH = (9] i0"|9). (91)

Podemos comprobarlo para y = 0 y deberiamos obtener H:

(010" 16) = (¢l ]0) = 5 [ dsl(ion)oud — (Bus)ions] — o
92
- % / P2~ + (800)?] = % / Pa[-¢(V? = m?)¢ + (909)*)
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Donde si integramos por partes:
(6]i0° |6) = / B [(906)? + (V)2 +m24?] / P = / B ™ = [ (93)

De manera similar se podria comprobar con P°.

Notemos que los operadores i0* y L*” son operadores hermiticos. Por tanto, como los genera-
dores de las rotaciones espaciales y las traslaciones son hermiticos, tendremos una representacion
unitaria de dimension infinita del grupo de Poincaré. Por tanto los ”autovalores” asociados a estos
operadores seran reales, es decir M*” y P seran reales.

Para finalizar, la accién libre de KG se puede generalizar para contener términos de autointe-

raccién del campo con si mismo anadiendo un potencial escalar V(¢):

5= [ d'e(30,00" - V(o). (94)

La parte cuadratica del potencial produce el término de masa, mientras que términos de mayor
potencia como ¢3, ¢%, ..., dan términos no lineales a las ecuaciones de movimiento y se corresponden
con términos de autointeraccion. Si anadimos un término de orden uno, ¢, podemos redefinir el
campo de manera que lleguemos a las mismas ecuaciones de movimiento.
Finalmente, la ecuacién de movimiento para esta accién serfa:
ov

O¢+ 55 =0 (95)

3.3.2. Campos escalares complejos. Carga U/(1)

Un campo escalar complejo ¢ se puede describir como dos campos escalares reales ¢1 y ¢2

1+ i

relacionados mediante ¢ = o

, v la accién serd la suma de las dos acciones de los campos

reales:

sz$+£=;/#ﬂmwmm+@mW@—Mw%w%. (96)

A partir de la definicién de ¢:

1
0’0" = 5(9ud10" 1 + Bupadd2)s ¢°6 = 61 + 03 (97)
Finalmente, sustituyendo:
S = [ ' (0,6'9" ~ mo0) (98)

Por ser ¢1 y ¢o solucién de la ecuacion KG por como hemos definido la accién, también lo seran ¢
y ¢*. Por tanto la ecuaciéon de movimiento serd la ecuacién KG, pero con campos complejos.
De manera similar al caso real, la solucién més general posible serd una suma de ondas planas,

pero permitiendo esta vez que el campo sea complejo.
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dSp —ipT * _ipT
da) = | 5 s (e + 0™ ) po=p, (99)

(27)3./2E,

con a, y by, esta vez independientes, para no imponer la condicién de realidad.

Encontramos un aspecto nuevo interesante al considerar campos complejos, que en el caso de

campos reales no ocurrfa. Es la existencia de una simetria global U(1) de la accién, es decir:
(@) = ¢ = p(x), ¢"(x) > ¢ = e o (2) (100)

Debido al teorema de Noether, esta simetria implica que existe una cantidad conservada. To-

mando los campos ¢; = (¢, ¢*) y haciendo una transformacién infinitesimal se obtiene:

V=t = Al(x) =0

¢'(x) = ¢(z) +ibp(x), ¢ (x) =~ ¢(x) — i0¢"(x)
= Fyo=i, Fpooq=—i, ¢ =0

Sustituyendo en la ecuacién [65] obtenemos:

oL
R R — (9" ¢*)igp + O pi ¢, (101)
n¥

Bajando el indice y reorganizando:
u = —i(00,6" — " 0u9) = 16" 0,0 (102)
Y la correspondiente carga conservada debido a la simetria U(1) es:
Quiy = [ @2 =i [ a6 B0 (103)
Si definimos el producto escalar para los campos escalares complejos como:
@alon) =i [ @263 Tos (104)
entonces podemos escribir la carga conservada como:
Qua) = (¢]¢) (105)

Si ahora tenemos en cuenta que los generadores de U(1) son la idenidad, podemos comprobar que
esta expresion es equivalente a las ecuaciones |89y |91 con sus respectivos generadores (omitimos el

operador unidad por simplicidad en esta tdltima ecuacion).
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Campos espinoriales

3.4.1. Ecuacién de Weyl. Helicidad
Recordemos del primer capitulo que la expresién wEE‘%/JL es un cuadrivector, donde o# =

(1, —0"). Como tratamos de encontrar un Lagrangiano que sea invariante Lorentz, podemos construir

3.4.

el siguiente Lagrangiano contrayendo el indice x4 con una derivada:
Lp, = iplahd,r (106)

donde el factor ¢ se ha incluido para que la accién de este Lagrangiano sea real.
Introduciendo este Lagrangiano en las ecuaciones de Euler-Lagrange, obtenemos dos ecuaciones

de movimiento, una para cada campo ¥y y wz. Sin embargo estas dos ecuaciones son realmente la

misma, la ecuacién de Weyl:

7O, = 0= (0 — ' 0;)Yr, =0 (107)
ijk sk

O lo que es lo mismo, aplicando dos veces la igualdad, teniendo en cuenta que oo = §% + je
05, = Ofrpr, = Ogvr, = Vb, = O, = 0 (108)
Por lo que la ecuacion de Weyl es equivalente a la ecuacién KG sin masa. Pero ademas, la ecuacién

de Weyl nos aporta atiin més informacién. Para ver esto, consideremos una solucién onda plana de
(109)

energia positiva:
Yr(z) = upe P

donde uy, es un espinor constante, p* = (E,p) y pr = Et — p- £. Como vimos antes, esta ecuacién

describe particulas sin masa, por lo que E = |p].
Sustituyendo esta solucién en la ecuacién de Weyl encontramos que:
. - p-a
iu(—E+0-p)=0— UL = ur (110)
donde & = (o', 0203).

Como vimos anteriormente, para campos de espin %, el momento angular es J = g Por tanto:

- = 1
(- Jyur = —gur (111)

donde p = ﬁ. Recordar que J = (Ji, Jo, J3), donde Jq, Ja, J3 son los generadores de las rotaciones
en la representacion espinorial.
Observando este resultado, vemos que esta ecuacién describe que un espinor levdgiro de Weyl,

tiene helicidad h= —%. Es decir este campo es un autoestado de la helicidad.
Debido a la simetria traslacional del grupo de Poincaré, podemos calcular el tensor energia-
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momento de este campo usando la ecuacién [70} Debemos fijarnos en que los campos que cumplen
las ecuaciones de movimiento 6#9,1¢ 1, = 0, anulan el lagrangiano (£ = 0). De esta manera, el tensor

energia momento es:
0" = il FHOV (112)

y en concreto, el Hamiltoniano es:
H =60 =iyl oy, (113)

De nuevo en este caso, existe una simetria global U(1): ¢y, — e9r, ya que esta transformacién
deja invariante el Lagrangiano de Weyl. Podemos calcular entonces, de manera similar al caso del

campo escalar complejo, las corrientes conservadas:
ity = VLo (114)

y por tanto las cargas conservadas:

anzi/d%vozi/d%wi¢b (115)

El Lagrangiano de Weyl no es invariante bajo paridad, ya que bajo un cambio de paridad, los
espinores levégiros se convierten en espinores dextrogiros, los cuales no vienen descritos por este
Lagrangiano.

De manera anéloga, definimos el Lagrangiano de Weyl para espinores dextrogiros como:
Lp =ik d,br (116)
con o* = (1,0%). Y las ecuaciones de movimiento seran:
o9 R = (8o + 0'9;)1br = 0. (117)

En este caso las soluciones con energia positiva dan lugar a estados con helicidad %
Finalmente, para el tensor energia momento de un espinor dextrogiro, las corrientes conservadas

bajo transformaciones del grupo U(1) y su correspondiente carga serdn:
o = itk o v, 3" = vhotvr @= [ ol (18)

3.4.2. La ecuacion de Dirac

Vamos a construir un Lagrangiano que si tenga en cuenta tanto espinores de Weyl levogiros como
dextrogiros. Si observamos las ecuaciones [17]y podemos observar como AEA L= ATLA r=1

AEAL = e(10+tma/2  (—i0-m)a/2 _ | AEAR — oli0—ma/2  (—ib+m)o/2 _ (119)

Por tanto, los elementos 1/121#3 y @ZJ}}U) 1, son escalares de Lorentz, ya que wTL@ZJR — d)EATLA RYR =
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1/)21#3 y similarmente con la otra combinacién, que da lugar a otro escalar de Lorentz. Con estos
dos escalares podemos formar dos combinaciones hermiticas: wzz/}R + w}ng y i(wsz — wEwL).
Al hacer una transformacién de paridad vy, <— g, el segundo cambia de signo por lo que es un
pseudoescalar, mientras que el primero permanece constante, por lo que elegiremos el primer escalar
real para formar nuestro Lagrangiano. Este consistird en el término cinético, que serd la suma del
Lagrangiano de Weyl para espinores levégiros y el Lagrangiano de Weyl para espinores dextrogiros,
y en un término potencial formado a partir del escalar que definimos anteriormente. En concreto,

el Lagrangiano de Dirac lo definiremos como:

Lp = il g d,abr + i ho" O, — m(PLvr + ). (120)

Se puede comprobar facilmente que este Lagrangiano si que es invariante bajo cambios de paridad,
ya que bajo cambios de paridad: ¥7, <— Yr y 0; — —0; por lo que o"0,, <— d#0,,.

Si introducimos este Lagrangiano en las ecuaciones de Fuler-Lagrange encontramos cuatro ecua-
ciones, una por campo, pero que realmente son iguales a pares, por lo que nos quedamos con las

dos siguientes:
Z‘E“alﬂbL = me, ia“@usz = me (121)

que es la ecuacion de Dirac escrita en términos de los espinores de Weyl. Sin embargo, como
queremos tener en cuenta ambas representaciones, es conveniente encontrar la ecuaciéon de Dirac
en términos de los espinores de Dirac. Notemos también que, debido al término de masa, estos
espinores no son autoestados de la helicidad.

Antes de nada, reescribamos estas ecuaciones. Si aplicamos 70#0,, a la segunda ecuacién, y
tenemos en cuenta que 9,0, es un tensor simétrico, por lo que 9,0, = %(8u8,, + 0,0,), y oo’ +

Yot = 2n* encontramos que:
v -
—ot'0" 0,0, r = mio, 0,01, (122)
donde en el segundo término reconocemos la primera ecuaciéon del movimiento. Sustituyendo

—E“U”%(8M8V+a,,3u)¢3 = m2yp = —%(E“a” 5700, 0y tr = MR =
(123)

1

— 320"0br = m*Yp = (O +m*)ir =0

y similarmente para el espinor levégiro obtendrfamos ([J+m?)y, = 0. Observamos entonces que la

ecuacién de Dirac implica una ecuacién de KG con masa para cada espinor de Weyl.

Ahora reescribiremos todo usando espinores de Dirac como dijimos anteriormente. Recordemos

que un espinor de Dirac se definia ”"uniendo” un espinor de Weyl levogiro y uno dextrogiro:

_(vr
W= (¢R> (124)
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Sin embargo, podemos definir cualquier espinor de Dirac realizando combinaciones lineales (in-
dependientes) de los espinores de Weyl ¥r, v ¢g.
Para esta eleccién de los espinores de Dirac, a la que llamaremos representacién quiral, podemos

definir unas matrices -, que llamaremos matrices gamma o matrices de Dirac, en la representacién

0 1 . 0 ot
0 _ A= ' 125
Y (1 0) y (_Ul 0) (125)

o ((70“ ‘;“) (126)

Estas matrices satisfacen lo que se conoce como dlgebra de Clifford:

quiral como:

o equivalentemente:

YA A = {*,4Y} = 20 (127)

Usando estas matrices v se obtiene facilmente que la ecuaciéon de Dirac se puede escribir en

funcién de los espinores de Dirac como:
(i —m)¥ = 0 < (iv"0, —m)V =0 (128)

donde se ha introducido la notacién ”slash” de Feynman, que indica A = v A,. El célculo es como

sigue:

o =i 2 7 QL) _; (" Oubr) _ . (VE = m¥ = "9, ¥ =mW.  (129)
gt 0 bR oL, YR

También vamos a escribir de manera més compacta el Lagrangiano de Dirac. Podemos fijarnos

en que este se puede reescribir como:

Lp = (b, ¥r)(iv"0, — m) (wL) : (130)

YR

Definimos entonces el adjunto de Dirac como ¥ = ¥f~0 En la representacién quiral entonces

v = (1/1}[%, Y1) y podemos escribir el Lagrangiano de Dirac como:
Lp=Y(id —m)¥. (131)

También definimos v° = iv"y'9243, que en la representacién quiral es:

-1 0
70 = ( 0 1) . (132)

Si en vez de elegir la representacion quiral elegimos cualquier otra representacién que se relacione
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con la quiral como ¥/ = U¥, donde U es una matriz unitaria (UUT = UTU = 1) para que el producto
UTW se conserve en cualquier representacién, podemos encontrar que el Lagrangiano de Dirac se

transforma en:

Lp = (W)TUA(id — m)UTY = W' (i, — m) W’ (133)

donde se ha definido ¥’ = (U400 y 4/t = U~NrUT,

Eligiendo la matriz unitaria
1 1 1
U=— 134
V2 (—1 1) (134)

obtenemos los espinores de Dirac en la conocida como representacién estandar o de Dirac:

_ 1 (Yr+dr) _ (o
v V2 <¢R—¢L> a <§> 135)

y las matrices de Dirac entonces cambiaran a:

-1 0 . 0 o 0 1
0 ) 5 - 0.1.2 3
= , = ] ) =9 = 136
Y ( 0 1) Y ( i 0> Y Yy (1 0) (136)

La representacion quiral es mas 1til en el limite ultrarelativista, ya que la masa puede ser
despreciada y ¥y, v ¥g son autoestados de la helicidad. Ademads de que sobre ¢;, y ¥r actian las

transformaciones de Lorentz en las representaciones irreducibles (%, 0)y (0,%), respectivamente.

3.4.3. Masa de Majorana

Vamos a ver si es posible construir un campo masivo que sea igual a su conjugado de carga.
Podemos probar usando un espinor de Weyl, pero la ecuacién de Weyl describe iinicamente particu-
las sin masa. Para obtener un espinor igual a su conjugado de carga necesitamos que tenga dos
componentes espinoriales. Otra posible solucién seria un espinor de Dirac, sin embargo este no es
igual a su conjugado de carga. Por tanto, vamos a probar con un espinor de Majorana.

Como describimos en el capitulo 2, podemos escribir un espinor de Majorana como:

[ YL
War = <z‘a2¢z,> (137)

y de nuevo siguiendo pasos similares a los de la deduccién de la ecuacion de Dirac, encontramos:
(i@ — m)Wy = 0. (138)

Hemos obtenido asi un espinor que sea igual a su conjugado de carga, pero que a su vez sea
masivo. Esta masa es la masa de Majorana. La diferencia mas importante con la masa de Dirac, es
que, si bien el término de masa de Dirac es invariante bajo las transformaciones de U(1), ¥ — e'*¥,

como en el espinor de Majorana la componente dextrégira y levégira estan relacionadas mediante
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conjugacién, no es posible hacer una transformacién U(1) que implique ¢y — €™ a la vez que
YR — €%, ya que serfa, en ese caso Yp — e ““pp. Esto significa que un campo de Majorana no
puede describir particulas que tenga cargas U(1), como la carga eléctrica, el nimero bariénico o el
numero lepténico. Una particula que podria ser descrita con un campo de Majorana es el neutrino,
pero para ello se tiene que observar si viola alguna de estas simetrias. También podria ser descrito
por un campo de Dirac, pero para ello tendria que observarse un neutrino dextrégiro, y hasta ahora

solo se han observado neutrinos levégiros.
3.5. El campo electromagnético
3.5.1. Forma covariante de las ecuaciones de Maxwell en el vacio
El campo electromagnético viene definido por el cuadrivector A,. Definimos el tensor de campo
electromagnético o tensor de Faraday como:
F =0,A, —0,A,. (139)

Este est4 relacionado con el campo eléctrico E? y magnético B® mediante:
FY% = 9yA" + VA = EY, (140)

g g . 1 .., o
Fil = _ikpk o B = —ie”ijk = (V x A)! (141)
El Lagrangiano del campo electromagnético, o Lagrangiano de Maxwell es:

1 1 4 =
— P " = —(E? — BY). (142)

L= 5

Introduciendo este Lagrangiano en las ecuaciones de Euler-Lagrange, encontramos las ecuaciones

de movimiento:

9 F" =0 — V-E=0, VxB=gE. (143)

Definiendo el tensor dual de F*” como su dual de Hodge:

KFH = FH = %ENWMF

pors (144)

vemos que si el cuadrivector A* satisface el teorema de Schwarz, el término 8, F* = €77 (9,0,A,—

0u,0,A)) = €P?0,0,As = 0 ya que el tensor de Levi-Civita es completamente simétrico y las deri-

vadas parciales comutan en este caso. Por lo tanto se obtendria:
oF" =0 — V-B=0, VxE=-9B. (145)

De esta manera habremos obtenido las cuatro ecuaciones de Maxwell en el vacio.
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3.5.2. Invarianza gauge. Gauges de Lorentz y de radiacion.

El Lagrangiano de Maxwell se mantiene invariante bajo las transformaciones locales siguientes:
Ay(x) = Ay(z) — 0,0(x) (146)

Bajo esta transformacion es inmediato ver que F'* permanece invariante (siempre y cuando
f(x) sea una funcién regular), y por tanto el Lagrangiano de Maxwell.

Es importante ver que, debido a esta simetria, el campo A, (z) no es unico para describir un
campo electromagnético. Podemos usar cualquier funcién 6(z) regular para describir el mismo cam-

po electromagnético.

Podemos usar la libertad gauge para fijar una cierta elecciéon de A*. En concreto, si queremos

que A% = 0, podemos hacer:
t
Au(z) = A (2) = Ay(z) — B, / dt' Ao (x, ) (147)

Esto es asi por que, por el teorema fundamental del célculo, la derivada y la integral se ”cancelan”,
y obtenemos A = Ay — Ag = 0.
Ahora podemos hacer otra transformacién con 6 independiente de t, de manera que la condicién

anterior se siga cumpliendo:

dy  0A"(y,t)
dr|x —y| Oyt

A (x) = Al(x) = Al (x) — 8,0(x) con O(x) = —/ (148)

Se puede comprobar que esta funcién 6 no depende, de hecho, de t. Utilizando la ecuacién de
Maxwell en el vacio y B! = —F% = —9yA", entonces V- E = 9;FE" = —0p0; A" = 0 = 0p0; A" = 0.
Observando la definicion de € vemos que 0pf) = 0. Debido a esto se sigue manteniendo la propiedad
anteriormente deseada, Aj(z) = 0.

Ahora usando la propiedad:

1

b L Bk —

Vil

podemos ver que (teniendo en cuenta que A, = 0):

A (x) = " Al () — 0"9u0(z) = V- A" =V - A = V?0 =0 (150)
ya que:
DA"
2 _ _ A
V= =V-4 (151)

Por lo que concluimos que V - A” = 0. Renombrando A” como A, hemos encontrado que existe una
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manera de escribir A¥ como:

Ay=0, V-A=0. (152)

Este es el gauge de radiacion, y solamente es posible si se cumplen las ecuaciones de Maxwell en el

vacio, es decir, si no hay fuentes. Este gauge implica el gauge de Lorenz:
0, A" = 0. (153)
A partir de la ecuacién de movimiento [143], podemos ver que en el gauge de Lorenz:
Ou(0MA” — 9V At) = 0,0"AY — 0V0, A" = 9,0"'A” =AY =0, (154)

donde podemos distinguir la ecuacién de KG sin masa (una por cada componente de A*).
Buscamos soluciones de tipo onda plana:

Ap(x) = eu(k)e™ ™ + € (k)™ (155)
donde ¢, es el vector de polarizacién y la solucién tiene esta forma por ser A* un campo real. Sus-
tituyendo en la ecuacién de KG que encontramos antes podemos ver que k? = 0. A su vez, debido
a nuestra eleccion del gauge, encontramos que e¢g = 0 y € - k = 0. Si por ejemplo elegimos que la
direccién de propagacién sea k = (0,0, k), entonces € = 0. Por tanto una onda electromagnética
que viaja en cierta direccién, tiene dos grados de libertad, representados por €, perpendicular a la

direccién de propagacién.

Vamos a ver un ejemplo conocido de campo electromagnético, con dos A* equivalentes. Sea un

observador de una carga e en reposo (respecto a la carga), y a distancia r. El campo de A* podria

ser A" = (4%:,0), que produce el campo magnético de una carga en reposo, precisamente:
-, - e _, -
E=—-90A—-VA® = i, B=VxA=0. (156)
472

Por otro lado, como hemos visto en este apartado, podemos elegir un gauge en el que:

mo_ B et
A (0, 74%7“2%) (157)

que nos llevarfan al mismo campo magnético que antes. La relacién entre estos dos campos A* es

et

la transformacién gauge con 6 = -

3.5.3. El tensor de energia-momento

Usando la ecuacion [70] podemos calcular el tensor de energfa-momento del Lagrangiano de Max-
well: )
oM = —FFPO¥ A, + Zn“”F2, F?=F"E,,. (158)
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Como depende de A* y no solo de F*”, no es invariante gauge, y ademds tampoco es simétrico.
Adun asi, se puede comprobar que para una transformacién gauge, las cargas si que son invariantes
gauge.

Si queremos obtener un tensor energia-momento equivalente pero simétrico e invariante, podemos
anadir el término 0,(F**A"), ya que cumple que 0,0,(F* A”) = 0 (ya que las derivadas parciales
son simétricas y el tensor electromagnético es antisimétrico), por lo que también es una cantidad

conservada. Es decir:
1 1
1 mY = —1I “pﬁyAp + ZTIHV} 2 + ap(.l HPAV) =1 Hp.l pV 477MV1 27 (159)

Este tensor energia-momento si es invariante gauge y también simétrico.
Podemos calcular algunas de las cargas conservadas. La energia y el momento espacial, por
ejemplo, vendrian dados por:

1 . ) .
E= /d?’x 7% = 2/d3x (E>+B?), P'= /d% 7% = /d% (E x B)". (160)

Este tltimo es el conocido como vector de Poynting.

3.5.4. Acoplamiento minimo y no minimo a la materia

Si queremos anadir una corriente externa j* = (p, j) las ecuaciones de Maxwell serdn entonces:
OuF" =3V «—=V-E=p, VxB=00E+] (161)

OF"™ =0+—V-B=0, VxE=-9,B (162)

La segunda ecuacién no cambia respecto a la anterior ya que 9,F"” = 0 siempre debido a la
antisimetria de F*¥. También por la antisimetria de F*” y la simetria de las derivadas parciales,
podemos ver que 0,0, F" =0 = 0,5 = 0, es decir, la corriente se conserva.

Podemos escribir estas ecuaciones a partir de la extremizacién de la accién:
1
S = — / diz (G F" Fla + 5" Ap)- (163)

El término que depende explicitamente de F'*” es invariante gauge. El término j#A, bajo una
transformacién gauge cambia a j*A* — j*A, — j#0,0. Introduciendolo en la accién encontramos
que S — S+ [ d*z j*9,0. Integrando por partes el segundo término obtenemos que: [ d*z d,,(j*0) =
i d*x 00,j" + [ d*z j*9,0 = 0 por ser un término de frontera, y asumiendo que 6 y la corriente
son funciones que se van a cero lo suficientemente rapido en el infinito. Sustituyendo este resultado
encontramos que S — S — [ d*z 00,j". De esta manera vemos que si queremos que esta accién sea
invariante gauge, se debe cumplir que 9,,j# = 0, es decir, que la corriente se conserve.

La invarianza gauge es el principio guia para construir la teoria de las interacciones fundamen-

tales. Estas teorias se conocen como las teorias gauge.
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Vamos a ver un método general para escribir una accién invariante gauge. Veamos un ejemplo
del Lagrangiano de Dirac con un campo electromagnético. Comenzemos por la simetria global U(1).

El Lagrangiano de Dirac no es invariante gauge. Considerando la transformacion:
R R A (164)

Es facil ver que si la transformacién es global, es decir 6 constante, el Lagrangiano de Dirac es
invariante. Sin embargo, cuando la transformacién es local, § = 6(z), el término exponencial no
puede salir de la derivada para cancelarse con su inverso proveniente de ¥ y entonces el Lagrangiano
de Dirac no es invariante bajo estas transformaciones.

Al mismo tiempo, el Lagrangiano de Maxwell si es invariante bajo transformaciones gauge, como
vimos anteriormente. Teniendo esto en cuenta, podemos definir una derivada covariante de ¥ de
manera que al sustituirla por la derivada parcial, el Lagrangiano de Dirac sea invariante gauge, para

esta simetria local. La derivada convariante tendré la forma:
D, =0, +iqA,. (165)

Entonces es facil comprobar como bajo una transformacién gauge del campo A, y una transfor-

macién local U(1) del campo U, la derivada covariante de ¥ transforma como:
D,V — D, v (166)

De esta manera la exponencial se puede cancelar con la exponencial negativa y obtendremos un
Lagrangiano:
_ 1
L=VY(vy"D, —m)¥ — ZFWF’W (167)
invariante bajo transformaciones U(1) locales. El procedimiento general es cambiar las derivadas
0, por derivadas covariantes D,,. Se dice que hemos promovido la simetria global U(1) a una simetria
local, ”calibrandola” mediante transformaciones gauge. La teoria se llama entonces una teoria gauge
y el campo A" un campo gauge. O més precisamente, el campo A* es un campo gauge abeliano o
U(1), ya que hemos ”gaugeado” (calibrado en espanol) una simetria U(1).

El lagrangiano de Dirac entonces transformard como
Lp=¥(i"D, —m)¥ = U(iy"d, — m)¥ — gA,Uy"V. (168)

Ahora podemos ver que la electrodindmica de un campo espinorial se obtiene acoplando A* a la
corriente W#W. Asi, nuestra teoria ahora es por construccién invariante bajo simetria U(1) local,
con 6 una funcién arbitraria y suave de x. Igualmente, si 6 es una constante, también sigue simetria

global bajo la transformacién ¥ — e’ y A* — A*. Bajo esta transformacién global de los campos,
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podemos calcular su coriente conservada y su correspondiente carga conservada:
NPT _ 3. T 00 3.t
Jy = Uy, Q—/dx\IIW\P—/dx\IJ\IJ. (169)

Después de la cuantizacién de la teoria, se podra ver que esta carga es la carga eléctrica, en unidades
de e, la carga del electron.
A partir de la accién anterior, o simplemente sustituyendo la derivada por la derivada covariante

en la ecuacién de Dirac, encontraremos las ecuaciones de movimiento:

(iv*Dy —m)¥ = 0. (170)

Esta es la ecuacion de Dirac, que describe una particula de espin % cargada interactuando con un
campo electromagnético.

Si queremos repetir el método anterior para el Lagrangiano de Klein-Gordon bajo la transfor-

macién U(1): ¢ — €%, de nuevo definimos la derivada covariante como antes D, = 0, +iqA" y

el Lagrangiano de Klein-Gordon para campos complejos seréa:
Lxg = (Du¢)*D'e — m?p*p = 9,0"¢* + igA" (¢0,0" — ¢*0,0) + ¢*|¢|* A, AF — m?¢* ¢, (171)

Este es el Lagrangiano de la electrodindmica escalar. Encontramos que el campo A* se acopla a la
corriente conservada calculada en

Notar que no es posible acoplar de esta manera el campo electromagnético A* a un campo
escalar real, ya que bajo la transformacién ¢ — €'%%¢ el campo se vuelve complejo a menos que q =

0. Tras la cuantizacién, un campo escalar real describira particulas sin carga electromagnética.

El acoplamiento al campo electromagnético que se obtiene sustituyendo en el Lagrangiano sin in-
teraccién d, por D,, se denomina acoplamiento minimo. De otro modo, el acoplamiento se denomina

no minimo.

3.5.5. Primera cuantizacion de la ecuacion de ondas relativista

En el limite no relativista, la ecuacién de Dirac en un campo electromagnético externo se reduce
a la ecuacién de Schrodinger, es decir, '%—f = Hv, donde H es el Hamiltoniano que contiene la
expansién en potencias de la velocidad de la particula. A posteriori veremos que el tratamiento
cuantico de los campos nos dara que el término a primer orden producido por la ecuaciéon de ondas
relativista, en primera cuantizacién, es correcta.

De esta manera podremos examinar el limite no relativista de la ecuaciéon de Dirac, tratandola
en la primera cuantizacién. Asi los campos cldsicos seran tratados como la funcién de onda. Aun
asi, las correcciones a mayor orden no estdn correctamentes predichas por la ecuacién de ondas
relativista y se necesitard un tratamiento utilizando la Teoria Cuantica de Campos.

La ecuacién de Dirac para un electrén de carga g = e, con e < 0, en un campo electromagnético
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externo A, es:
[iv'D,, — m|¥ = [v*(i0, — eA,) —m]¥ = 0. (172)

Usamos la representacién estandar y definimos ademas:

¢(x,t) = eimté(x, t), ¢'(x,t)= eimté(x,t). (173)

De esta manera, si las componentes ¢, ¢ tienen una dependencia del tiempo e~*#*, con F la energfa
relativista, entonces ¢’ y ¢ oscilan como e Nkt con Exg = E —m la energfa cinética. Entonces

la ecuacion de Dirac es:
(i0g — eAg)p = —o - (iV +eA)¢, (idy — el +2m)&' = —o - (iV +eA) ¢ (174)

Aqui nos acercamos al limite no relativista, de manera que i9p¢’ < mé&’, eAg < m. Asi

entonces la segunda ecuacién de ecuacién [174] podemos aproximarla a primer orden por:

é—/

12

1
Introduciendo esta expresién en la primera ecuacién de y usando:
oI iV + e AN (iVI 4 eAN) ¢ = [(iV + eA)? + ik gFie(VEAT) ¢/ (176)
sabiendo que €7FViAT = (V x A)k = B* es el campo magnético y p = iV, encontramos que:

2
10y ~ [([)2;;A) - %a ‘B +eAgl¢. (177)
Vemos entonces que, en el limite no relativista, la ecuaciéon de Dirac se reduce a la ecuacién
de Schrodinger para las dos componentes del espinor de Weyl ¢/, con un acoplamiento minimo al
campo gauge A, y un término de interaccién con el campo magnético B. El término de la energia

debido al campo magnético podemos escribirlo como —u - B donde g es un momento magnético:

donde S es el espin del electrén.
El momento magnético de una particula cargada con carga e y momento angular L se escribe

como pr, = 5--L. Por esta razén se suele escribir el momento magnético del espin como:

ge
n= %Sa (179)

donde g se conoce como la constante giromagnética, o radio giromagnético. Podemos ver como la

ecuacion de Dirac predice que g = 2, mientras que la fisica no relativista predice g = 1.
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4. Cuantizacion de campos escalares libres

4.1. Campos escalares reales (espin 0). Espacio de Fock

Para cuantizar una teoria de campos escalares, las coordenadas ¢;(t) son reemplazadas por los
campos ¢(t,x), y sus momentos conjugados p;(t) por los momentos conjugados I1(t,x). Interpre-
tamos x como una etiqueta para distinguir las ”coordenadas” (ahora los campos) ¢(t,x) de la
teoria.

En mecénica cuantica, en la imagen de Heisenberg, imponiamos que las coordenadas y momentos
fuesen operadores que satisfaciesen [¢%, p'|=i6%, y a la vez [¢*, ¢']=0 y [p%, p'|=0 a tiempos iguales.
En el caso de los campos, el principio basico para la cuantizacién candnica es hacer que los campos
y sus momentos conjugados, de nuevo en la imagen de Heisenberg, sean operadores satisfaciendo a

tiempos iguales:

[6(t, %), (1, y)] = i6® (x — y) (180)
[6(t,%), ¢(t,y)] = 0 (181)
[TI(t, %), TI(t,y)] = 0 (182)

donde, por ser x e y variables continuas, la delta de Kronecker se sustituye por la delta de Dirac.

Ahora consideremos un campo escalar real libre (sin interaccién), como el dado en Esta
vez, los coeficientes ap seran promovidos a operadores, y por tanto sus complejo conjugados seran

promovidos a los hermitico conjugados de esos operdores, es decir:

d3p

0= [ oo

(ape™ P + aneip$) (183)

donde p® = E,. El momento conjugado serd entonces el dado por En este caso:

3 . .
M(z) = / (ir‘)fg(i\/?)(aqe—m — al ), (184)

Conociendo esto, podemos calcular a partir de que:

[a,p,ail] = (27T)35(3)(P —q), [ap,aq]= [aLvaE] =0 (185)

Estas relaciones de conmutacién nos recuerdan a las de los operadores creacién y destrucciéon

del oscilador armoénico, esta vez en la imagen de Schrédinger:

1

s—(atal), p= —m%(a—cﬂ) (186)
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que cumplen las mismas reglas de conmutacién (pero en mecénica cuantica ”ordinaria”):
la,a"] =1, [a,a] = [af,a'] = 0. (187)

Vemos entonces que las relaciones de conmutacién del campo escalar real son equivalentes a las
de un conjunto infinito de osciladores armonicos. La tdnica diferencia es un factor de normalizacién,

el volumen del sistema:

Iim (27)36®) (p — q) = lim [ d®ze " P~9) =V (188)

pP—q pP—q

Construimos ahora el espacio de Fock de manera similar a como se hace con el oscilador arméni-
co. ap serd interpretado como el operador creacién y su hermitico conjugado el operador destruccién.
Entonces definimos el estado |0) como el estado que es aniquilado por todos los operadores destruc-

cién, y normalizamos el estado del vacio con (0]0) = 1:
ap |0) = 0. (189)

Construimos el estado multiparticula genérico del espacio de Fock aplicando los operadores
creacién para cada valor del momento de cada particula al estado del vacio, encontramos entonces

que:
P1, -, Pn) = /Ep, .../ Ep,ab, ...al, [0). (190)

Se ha elegido el factor de normlizacién /Fp debido a que es una normalizacién invariante. Para

comprobar esto, escojamos por simplicidad el estado de una particula:
1
p) = (2Bp)2af, [0) (191)
Entonces podemos calcular el producto escalar. Usando [aq, aI,]:aan, - a;r,aq:

(alp) = \/2Eq\/2Ep(0laqa|0) = 2E;(2m)6%) (p — q) (192)

Podemos comprobar entonces que es invariante Lorentz realizando por ejemplo un boost, y

usando:
d(x — xo)
6(f(x) = f(zo)) = T @) (193)
Entonces, bajo un boost en la direccion z:
E'=y(E+8p.), Dp=pe Py=py, 0.=7BE+Dp:) (194)
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encontramos que:

0¥ (p-a) _BO(p-a) _ E
vBEE+1)  v(Bpa+E)  F

§®(p' —q) = (p—q)= E'8(p' —q)=Es(p-q) (195)

donde se ha usado f(z) = pl(p.) =v(BE+p.)y g—pEz = B2, E = /m? + p?, y por tanto E5®)(p—q)
es un invariante Lorentz. De esta manera el producto escalar es invariante bajo transformaciones

de Lorentz.

Vamos a calcular la energia de un estado multiparticula. Para ello usaremos la ecuacién [78| pero
en términos de operadores creacién y destrucciéon:
d®p 1 d®p 1
3
H = /d l’H :/(271_)3Ep2((1LGP +(lpCLI)) :/WEP(QI)GP + 5[ p,CLLD (196)
Utilizando la relacién de conmutacién podemos ver que el segundo término se convierte en la

suma de energfa de todos los osciladores en el punto 0 en un volumen, ya que [ap, ah] = (2m)363)(0).

Entonces obtenemos que:

d®p 1 d*p 1 Vv d®p
Evoe = | —=Fp= 1= | —E,—(2m)%®(0) = /E 1
[ GeEglomall = [ Bt d0 - 5 [ SEE o)
y entonces la densidad de energia del vacio:
Epee 1 [ d&p
vac — = 5 E 198
p vV 2 / (2m)3 P (198)

Vemos que para altos valores del momento, E, = \/m? 4+ p? ~ |p|, la integral diverge, y por
tanto lo hace densidad de energia. Debido a que estamos interesados en diferencias de energias y no
energias en si, por el momento podemos ”eliminar” la energia del punto cero y por tanto:

H= 1/d3a: T2 + (V)2 + m2g? -—/dng ala (199)
2 ' ' (2m)3 PP
donde se ha introducido el orden normal que se define como: dado un operador O, su forma normal
ordenada : O : es escribir todos los operadores de cracién a la izquierda de los de destruccién, es
decir:

: apa;rJ = a;f)ap. (200)

De esta manera el Hamiltoniano se ha obtenido a partir del Hamiltoniano clasico, promoviendo los

campos a operadores y aplicando el orden normal.

Segin como hemos definido los estados del espacio de Fock hasta ahora, tenemos que la energia
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del estado |0) es cero, mientras que la energia del estado multiparticula serd:

d®p
H|p1,p2,.,Pn) :/WEPGLGP‘/EPF“ EpnaLl...aLn |0) (201)

donde se ha usado Aplicando la relacién de conmutacién apaI)i = (21)36@) (p — p;) + aI,iap y

la definicién del estado vacio encontramos que:

H |p1p2a "'apn> = (Epl + o+ Epn) ’p1p27 "'7p11> (202)

De igual manera podemos calcular el momento aplicando el orden normal a la definicién clasica

de [T9

A A A d3 A
P = /d?’x 9% = /dgx 1 000 ¢ = / (2;))3 p’a;r)ap (203)
donde se ha usado que los operadores ap y a_p tienen distinta paridad y la definicién de la Delta
de Dirac: .
5@ (p—q) = /d3 —ipx 204
(P a)= g [ 4 (204)

ademads de sus propiedades de definicion.

Al igual que con el caso del Hamiltoniano, podemos aplicarlo al estado multipartcula:

Pi |p17p27 "'7p7L> = (pl + ... +p2) ‘p17p27 7p7l> . (205)

De esto podemos deducir que el estado a;r, |0) tiene momento p, energia Ep, = y/p? —m? y masa m.

Es importante destacar que debido a la conmutatividad de los operadores creacién, el esta-
do multiparticula es simétrico bajo intercambio de dos particulas, y por tanto este campo puede
describir particulas bosoénicas, que siguen la estadistica Bose-Einstein.

Ademsds, usando de nuevo el teorema de Noether encontramos la expresion para el momento
angular. Si recordamos, los campos escalares no tienen momento de espin, solo momento angular
orbital. Por tanto, los cuantos producidos por este campo tendran espin 0.

De esta manera hemos encontrado una relacién predicha por el teorema de espin-estadistica, ya
que las particulas de espin entero son bosones, y por tanto obedecen la estadistica de Bose-Einstein,

y sus estados son simétricos bajo intercambio de particulas.

4.2. Campos escalares complejos. Antiparticulas

Para un campo escalar complejo, de nuevo convertimos a operadores los coeficientes de la solucién

de la ecuacién de Weyl para campos complejos:

d3p

= [ oy,

(ape™ P + bLeip”") (206)
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_ d’p
¢(x)T—/(27T)3 5E,

Imponiendo las mismas relaciones de conmutacion que en el caso real llegamos a:

(a;f,eipm + bpe”P7) (207)

lap, al] = [bp, bL] = (27)*6®) (p — q) (208)

mientras que todos los demds conmutadores ([a, al, [b,b], [a',a'] y [bT,b(]) son 0.
De manera andloga al campo real, definimos el estado de vacio como aquel que se anula al aplicar
cualquier operador destruccion, ap |0) = by |0) = 0. Para construir el estado de Fock, aplicamos los

operadores creacion aL y bI, a este estado.

Podemos calcular el valor del Hamiltoniano y el momento espacial como:

H:/dapE (alap + bLby) Pi:/dappi(aTa +bib) (209)
(27)3  PATPTP T TRTR (27)3 p“r T “p¥p/)y
donde se ha usado el orden normal. Vemos como los cuantos de este campo escalar estdn dados
por dos especies de particulas con la misma masa, las creadas por los operadores a;r, y bI,.
Finalmente, recordemos como encontrabamos la carga conservada debido a simetrias bajo tras-
formaciones del grupo U(1) como vimos en el capitulo anterior, solo que esta vez los campos son

operadores como ya sabemos:

d3
Qua) = i/dS-T ¢T<3_0>¢ = /(2:;3(511)% - bpb;f)) (210)

Pero recordemos que a esta expresiéon hay que anadirle el orden normal, por lo que:

d3
Qu() :i/d3x : ¢T30>¢ ::/@ﬁ)’(agap—lﬁpbp). (211)

Es muy importante notar ahora que el operador a'a es el operador nimero del oscilador arméni-
co. Por tanto, vemos que la carga U(1) es la resta de nimero de cuantos creados por aI, menos
los creados por bI,, integrado a todos los momentos. Podemos decir que el estado az, |0) tiene carga

Qu() =1y el estado bI, |0) tiene carga Q1) = —1. Interpretamos asf las soluciones de KG:

1. Al cuantizar la teoria los coeficientes que acompanan la solucién de ”energia positiva” se
convierten en operadores destruccién de su cuanto, la particula de la teoria. Mientras que
el coeficiente de la solucion de ”energia negativa” se convierte en el operador creaciéon de su

antiparticula.

2. De esta manera, los cuantos de la teoria seran particulas de momento p, masa m, espin nulo

y cargas opuestas.

3. En el caso de un campo real escalar se cumple ap = by, y por tanto la particula es su propia

antiparticula. Esta es neutra bajo cualquier transformacién de simetria del grupo U(1).
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5. Teoria de perturbaciones y diagramas de Feynman. Campos de

espin 0 con interaccién y calculo de scatterings

Hemos estudiado la cuantizacion de campos libres de espin 0. Ahora vamos a ver que ocurre
cuando introducimos un término de interaccién. Para ello, vamos a estudiar los campos a partir de
teoria de perturbaciones, por lo que usaremos el formalismo Hamiltoniano, al igual que en mecénica

cudntica "normal” (primera cuantizacién). Tengamos el Hamiltoniano genérico:
H = Hy+ Hiny (212)

donde Hj es el Hamiltoniano sin interaccion y Hj,y = f BrHiy = — f A3z Lint (solo si el Lagran-
giano no depende de las derivadas de los campos, por la definicién de la transformada de Legendre
ya que los momentos conjugados serian 0).

A modo de ejemplo vamos a realizar el estudio con el siguiente Hamiltoniano perturbativo:
A
Hint = E& (213)

con A una constante de acoplamiento adimensional, la cudl para hacer teoria de perturbaciones
la supondremos muy pequena, es decir, A < 1. Nuestro objetivo con esta teoria sera calcular la

probabilidad de transicién en un proceso de scattering, y para ello introduciremos la matriz S.

5.1. Matriz S

En la imagen de Schrodinger se considera que un estado |a) (t) depende del tiempo, el cudl
para un tiempo inicial ¢; es autoestado de un CCOC cuyos autovalores etiquetamos conjuntamente
como |a) = |a) (¢;). Similarmente tendremos un estado |b) = |b) (tf) que en el estado final t; tendra
autovalores etiquetados por b.

Como sabemos de Mecanica Cudntica, el estado evolucionara en el tiempo en la imagen de
Schrodinger como |a) (t) = e~ (=4) |g) y por tanto la amplitud de probabilidad de que el estado

inicial |a) haya evolucionado en el tiempo final a |b) serd:
(bl e L=t |g) . (214)

Si ahora aplicamos el limite ¢; — ¢; — oo al operador evolucén e~*#{s=%) donde H es el Hamil-
toniano de la teoria, obtenemos la matriz S. La matiz S es un operador que mapea el estado inicial

al final: |a) — S'|a). Entonces la amplitud de scattering sera:

(b] S |a) = " 11’1?%0 (b| e HEr=t) |g) | (215)

—U

Es importante notar que S es puramente imaginario, por lo que es unitario: SST = 81§ = 1.
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Vamos a definir la matriz T en términos de la matriz S, teniendo en cuenta que SST = 1:

S=1+iT; SSt=1=

TT! =i(TT - T). (216)

La imagen de Heisenberg es especialmente 1til en Teoria Cuantica de Campos, donde los ope-
radores son los campos. Entonces, segin esta imagen, como son los operadores y no los estados
los que evolucionan en el tiempo, los campos cuanticos dependeran tanto del tiempo como de las
coordenadas espaciales, y no solo de estas tltimas. Por tanto, la imagen de Heisenberg parece méas
natural desde el punto de vista de la covariancia Lorentz.

Como en la imagen de Heisenberg los estados no deben depender del tiempo, podremos aplicar el
inverso del operador temporal, e** de manera que no tengan esta dependencia. Entonces, si tenemos
un estado en la imagen de Schrédinger |a) (¢), en la imagen de Heisenberg serd |a); = et |a) (¢).
Similarmente, si queremos un operador A (independiente del tiempo en la imagen de Schrodinger),
en la imagen de Heisenberg, hay que aplicarle el operador evolucion temporal, para que dependa del
tiempo. Como A es un operador, bajo la evolucién temporal transformara como Ap(t) = et Ae=Ht,
Entonces, para un estado en la imagen de Schrodinger en el tiempo inicial ¢;, |a) (t;) = |a), y

similarmente con el estado |b) en el tiempo final, escribiremos:
la,t;)y = ehila), b, te)y = ets |py . (217)
Entonces, en términos de estados en la imagen de Heisenberg, el elemento de se escribira como:

(b, tsla,t; 218
(tffigiof stylasti) (218)

5.2. La formula de reduccion LSZ

Vamos a considerar una tinica especie de particulas neutras escalares, de manera que sus estados
solo estdn etiquetados por su momento. Se puede generalizar a particulas con espin. Consideremos

el elemento genérico de la matriz S (obviando ya los limites de los tiempos a 0o y —00):

<p13p2a'~-apn;tf|k17k27""km;ti>' (219)

Vamos a tratar de relacionar este elemento de matriz con el valor esperado de algtin operador en el
estado de vacio.

Comenzamos ”invirtiendo” la ecuacién del campo escalar real libre De esta manera encon-

LS .
i / &Pz €™ 0p Pripre = a\/2Ez,  —i / &3z e Oy Guire = afy /2B (220)

Estas igualdades se pueden comprobar ficilmente integrando sobre d®z, aplicando la ecuacién m

tramos:

e integrando sobre d®p. Es importante notar que estas igualdades solo se cumplen si el campo es

libre, pues provienen de la solucién de la ecuacién de Klein-Gordon para una particula escalar libre.
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En un proceso de scattering, esperamos que en el tiempo t — —oo y en el tiempo t — oo, las
particulas sean libres, suponiendo que las particulas se han alejado lo suficiente y que el término de

interaccion decae lo suficientemente rapido con la distancia. Esto se puede escribir como:
(@) = 2P u(x),  d(@) = 2 ¢ou(x) (221)

donde ¢;,, ¥ dout son los campos libres antes y después de la interaccion, y Z es un ntimero complejo
constante, que se denominard factor de renormalizacion de la funcién de onda.

Debido a que las ecuaciones son independientes del tiempo (aunque el integrando no lo sea),
sirven para t — oo y t — —o0. Introduciendo, por tanto, los campos libres ¢, ¥ ¢dout €n la segunda

ecuacion de definimos asf los operadores creacién actuando en los estados iniciales y finales:

af™\ 2By = —iz7V? dim [ dwem g, (222)
t——o0
s
aL,out\/E: —iZ Y2 lim | Bre* 9y (223)
t—o00

Entonces, podemos escribir, teniendo en cuenta como actia el operador creacién en los estados:
<p17p27 ey pn7tf‘k17 k27 o 7km; tz> -
2EE1 <p17 P2, .- Pns tf’a‘k;m‘k% ) 7km; tz) - (224)
c—1/2 14 3. —ikix 19 .
— 17 t—lggloo d’xe <p1,p2,...,pn,tf‘aogﬁ’kg,...,km,ti>.

Se tratara de eliminar todas las particulas desde el estado inicial al final.

Antes de continuar, se debe definir el producto de orden temporal, o T-producto, como:

X 0 JIO
T{¢(z)p(y)} = pel), v > (225)

o(x)p(y), y° <a’

o equivalentemente usando la funcién escalén, o de Heaviside:

T{o(x)p(y)} = 0(y° — 2°)p(y) () + (" — 1°)b(x)p(y). (226)

Realizando un proceso iterativo para eliminar todas las particulas inciales y finales, quedéandonos

unicamente con el valor experado del vacio de alguna combinacién de campos, obtenemos:

(P1s o Prstrlk, oo ki ti) =

:(iZ_1/2)”+m / H d4$i H d4yj e(i e Py~ 2 Kiws) (227)
i=1 j=1

(Oay +m?) - (O, +m?) (0] T{g(@1)...0(yn) } 10)
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El T-producto ordena los n 4+ m campos de manera que los de tiempos mayores se sitiian mas a

T,(in)

la izquierda. Nétese que para crear todos los estados iniciales y todos los finales aplicamos a,, y
a};’(ou ) al mismo estado |0) de vacio, respectivamente. Este vacio se denomina vacio perturbativo.

Como explicamos en el capitulo anterior, (py, ..., P, tf|K1, ..., ky; t;) es el elemento de la matriz S
en la representacion de Heisenberg. Sin embargo, en la representaciéon de Schrédinger, este elemento
se escribiria (py, ..., Py|S|k1, .., k).

Teniendo en cuenta que imponemos que ningin estado inicial coincida con ningtin estado final
para llegar al resultado anterior, el término de la identidad de S = 1 + iT se anula. Por tanto, en

la imagen de Schrodinger:
(P1s s PRliT K1, o ki) =
=(iZ~/2)ntm / [T e [T 'y exp{G D piy; =i kizi)}- (228)
i=1 j=1 j=1 i=1
(Opy +m?) - oo (O, +m?) (0] T{d(21).-$(yn)} [0} -
Ahora introducimos la funcién de Green de N puntos:
(1, wn) = (O T{9(21)...0(xx)} 0) (229)
La definimos en funcién de su transformada de Fourier G-

d4ki —q N ik A
e Xi= R G ey, L k) (230)

G(r1,...,xN) =

También usaremos:
2 d4k —iN  wiki A
Oz, + M) G(z1, ..., TN H m?)e 2=t TR Gk, k). (231)
Usando las propiedades anteriores, se puede encontrar que [228| es equivalente a:

I1 / d'zie” " [ / d'y; €5 (0] T{@(w1)... (@)D (y1) b (yn)) } [0) =
i=1 j=1

o 0 (232)
H H 2 pl" 7pn‘ZT’k1a7km>

Esta ecuacién es la férmula de reduccién de Lehmann-Symanzik-Zimmermann (LSZ).
Hemos encontrado entonces una relacién entre la amplitud de scattering y el valor esperado del
vacio de un producto de campos ordenados por el tiempo. Ahora veremos como podemos trabajar

esta ecuacién orden por orden en teoria de perturbaciones.
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5.3. Expansién en teoria de perturbaciones

En la teoria clésica, el sistema vendria descrito por un Lagrangiano L = Lg + L;,¢, que corres-
ponderia con el Hamiltoniano H = Hy + H;,;. Al introducir el término de interaccién, la solucion a
las ecuaciones ya no va a ser una combinacién lineal de ondas planas (como lo serfa si inicamente
estuviesen Lo y Hp), y sus coeficientes ya no pueden ser interpretados en la teoria cudntica como
operadores de creacion y destruccion. Por tanto, vamos a intentar describir los campos en funcion
de unos campos libres, que llamaremos ¢; y se dird que estan en la imagen de interaccion. Estos
campos ¢; evolucionaran en el tiempo uUnicamente como dicta Hy. Por tanto, teniendo el campo

para un valor ty, ¢7(tg,x), su evolucién en el tiempo vendra dada por:
¢1(t,x) = o=t (1, x)e~Holt=t0), (233)

Este campo que evoluciona con Hy se le conoce como campo de la imagen de interaccion.
Como es un campo libre, podemos escribirlo como combinacién lineal de ondas planas con los

operadores creacién y destruccién usuales como:

d®p

¢1(t,X)=/(27r>3 E,

(ape™P* 4 a;r,eim). (234)

Vamos a determinar los campos de Heisenberg ¢ en términos de ¢;. Recordemos que los campos

en la imagen de Heisenberg evolucionan como:

(t, x) = eI g(tg, x) e~ H (I=0) (235)

Si introducimos ahora la definicién de ¢;(¢,x) en términos de ¢;(tg, x), estableciendo que a tiempo

tp el campo en la imagen de interaccién ¢; sea el mismo que el campo ¢, obtenemos:

Qf)(t, X) — eiH(t—to)e—’iHo (t—to) [eiHo (t_t0)¢(t07 X)e—iHo (t—to)]eiHo(t—to)e—iH(t—to) —

2
i (t=t0) g=iHalt—t0) g (1 ) giHo(t—t0) i (t—ta) (236)

Entonces ahora sabemos como evoluciona el campo en la imagen de Heisenberg en funcién del
campo en la imagen de interaccién. Si definimos un operador temporal U (¢, y), podemos escribir la

evolucién temporal del campo como:
o(t,x) = Ul(t, to)pr(t, x)U(t, o), Ut tg) = efloli=to)g=iH(i=to) (237)

Hagamos ahora la derivada respecto del tiempo del operador temporal. Hay que tener en cuenta

que el Hamiltoniano conmuta con la exponencial de él mismo, y que H — Hy = H;j;.

iy = @MU Hy om0 — GO0 f oI UOT ( g). (238)
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Si ahora definimos el Hamiltoniano en la imagen de interaccion, Hy, como:
H](t) — eiHo(t_tO)Hinte_iHO(t_tO) (239)

Podemos resolver la ecuacién diferencial (con condicién de contorno U (tg,tp) = 1) para obtener:

Ul(t,to) =1+ (— ')/tdtlHI(tl) /totdtl /t2 dty Hy(t1)Hr(ts) +
(240)

to i3
/dtl/ dtgH] tl)H](tz)H[(tg)
to

Vamos a comprobar que este resultado es solucién de la ecuacién anterior. Si derivamos con
respecto a t, el resultado de cada término del sumatorio es el término anterior multiplicado por
—iH(t). Es decir ggt —iH(t)U y por tanto cumple la ecuacién. Si nos fijamos, todos los factores
de Hj estdn ordenados en el tiempo. Teniendo en cuenta que ty > t; > to... y usando el producto

ordenado en el tiempo T', podemos escribir el resultado de la ecuacién diferencial como

! (—i)? [* —i [l Hp(t)dt!
U(t,to) =1+ (—Z)/ dtlH[(tl) + 9] / dtydts T{H[(tl)...H[(tg)} + ... = T{e to 1 }
t t
’ ’ (241)
Vamos a tratar de calcular la funcién de Green de n-puntos:
G(x1, oy zn) = (0] T{@(21)...0(xn) } [0) = (0] ¢(21)...(n) |0) (242)

donde en el ultimo paso se ha impuesto que los z; estén ordenados en el tiempo, es decir,
t1 >t >...>1t,.

Usando la ecuacion podemos escribir esta funcién como:

(0| U (t1,t0)pr(z1)U (t1, o) U (t2, to) b1 (x2)U (t2, t0) ..U (tn, t0) 1 (20) U (tn, o) |0) - (243)

Ahora usaremos que U'(tg,t;) = U(t1,ty) pues conjugado cambia el signo y por tanto
invierte los limites de la integral. Ademads, se cumple que U(t, to)U (to, t2) = U(t,t2), ya que:

0

Z&[U(t, to)U(to, tg)] = H[(t)U(t, to)U(to, tg). (244)

Resolviendo esta ecuacién para U (to,tg) = 1 = [U(t,to)U(to, t2)]]i=t, = Ul(to,t2), obtenemos
U(t,t0)U (to, ta) = T{e " H1)dE (245)

que no es mas que U(t,tz) por la ecuacién

Entonces, utilizando estas propiedades tenemos que la funcién es:

O U (t1,t0)¢1(x1)U (t1, t2)d1(22)U (t2, t3) ..U (tn—1, ta)d1(20)U (tn, to) |0) - (246)
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Anadimos ahora un término ¢t > ty > t; > ... > t, > —t. Usaremos que U (t,, —t)U(—t,ty) =
Ultn,to) v que UT(t1,t0) = Ulto, t1) = Ulto, )U(t, t1) = UT(t, to)U(t,t1) y llegaremos a:

<0‘ UT(t, to)[U(t, t1)¢[(1‘1)U(t1, tg)(f)[(.%'Q)U(tQ, tg)...U(tn_l, tn)¢]($n)U(tm —t)]U(—t, to) |0> (247)

donde el término entre corchetes estd ordenado en el tiempo, por lo que podemos introducir un

T-producto:

0| U (t, to)T{[pr(z1)P1(22).. 01 (20U (t, 1)U (t1,t2)U (t2, t3)...U (tn—1, tn) U (tn, =) }U (—t, t0) |0) .

(248)
Ahora podemos usar que U (t,t1)U(t1,t2)U (t2,t3)..U(tn—1,tn)U(tn, —t) = U(—t,t) =
.t / /
=T{e" Joe Hi (@)t }, y por tanto:
-t / ’
(Ol Ut (¢, to) T{[61(w1) b1 (w2)-. S (wn)e ™ = MU (1, 0) [0) (249)

donde el T-producto puede salirse ya que estd dentro de otro T-producto y al final siempre va a
quedar ordenado temporalmente.

Si ahora elegimos que tg = —t y que t — oo, entonces U(—t,tg) = 1y UT(t,tg) — UT (00, —00).
Debemos darnos cuenta de que (0] UT(oco, —00) es el complejo conjugado de U(oo, —c0)|0). Si el
estado de vacio es estable, tras aplicar el operador evolucién temporal desde —oo a 0o, el resultado
deberia seguir siendo el vacio. Es importante tener en cuenta que, aunque el estado fisico sea el

mismo, el estado cudntico puede haber cambiado una fase, como sabemos de mecédnica cudntica:
U(00, —00) |0) = €™ |0). (250)
Despejando la fase de la ecuaciéon anterior y utilizando
¢ = (0 U (00, —00) [0) = (0] T{e™" == M4y o) (251)

Por tanto su conjugado sera su inverso y finalmente encontramos que la funcién de Green que

aparece en la férmula de reduccién LSZ es:

(0| T{[ér(x1) b1 (22)...0r (x5 )e " J=o H1IH]1 )

0T () }0) = — N . 252
(O T{6(x1). .6z} 0) T R (252)
Usando la definiciéon de densidad Hamiltoniana podemos escribir:

(O] T{e~*/Hrd'=} |o)
Entonces ya podemos calcular la parte izquierda de la férmula LSZ en funcién de los campos
libres ¢;.

También es importante notar que la dependencia funcional de Hj(¢;) es la misma que la de
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Hint(¢). Lo podemos comprobar para el potencial cudrtico de la intoduccién:

A
Hi(t) = ettt tO)(J
A o (f— . _ . _ . _
_ - e’L o(t to) e ZHo(t to) X e’LH()(t to) e ZHo(t to) .
et | [ | (254)
[eiHO(t*tO)qbe*iHO(t*tO)] . [eiHO(t*tO)qbe*iHO(t*tO)] —

¢4)6—iH0(t—t0) —

A 4
= St

Ahora, para computar la funcién de Green en potencias de Hy(¢r), usaremos una técnica basada

en el teorema de Wick y los diagramas de Feynman, que haran este calculo mas sencillo.

5.4. El propagador de Feynman

Podemos comenzar el calculo usando dos tinicos campos que interactiian entre si, a orden cero,
es decir, la exponencial es aproximadamente 1. Calcularemos el término (0| T{¢(z)¢s(y)}|0).

En teoria de perturbaciones siempre se usa el campo en la imagen de interaccién ¢y, por tanto,
a partir de ahora se omitird el subindice I, y nos referiremos a ¢y como ¢. El campo que evoluciona
con el tiempo con el Hamiltoniano completo no se usara en teoria de perturbaciones.

Vamos a separar el campo ¢ en sus componentes de creacién y aniquilacién, usando
¢(x) = ¢ (x) + ¢~ (x), donde (255)

3 . 3 .
= P Ty (z) = / S A (256)

T(x) = /a e
¢ (@) (27m)3,/2E; © (27)3,/2E; ©
donde ¢~ es la parte de creacién y ¢ la de destruccién.

Por tanto, se cumple que ¢1(z)|0) = 0y (0| ¢~ (z)=0. Teniendo en cuenta esto y considerando

que ¥ > y:

YT (x) + ¢ (@) (y) + ¢ (2)¢ (y) + [0 (x), 6~ (y)] = (257)

donde hemos reintroducido el orden normal, (donde todos los operadores creacién se sitian

a la izquierda y los destruccién a la derecha). De manera similar, cuando y° > 2° obtenemos
T{o(x)p(y)} =: d(x)P(y) : +[dT (y), ¢~ (x)]. En conjunto podemos escribir:

T{p(x)p(y)} =: d(x)o(y) : + D(x —y), (258)

donde
D(z—y) = 0(z" — y")[¢" (2), 6~ (1)] + 0(3° — 2°) 9" (v), 6~ (2)]. (259)

Debemos darnos cuenta de que el valor esperado de : ¢(z)é(y) : se anula, ya que siempre
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actia alguin operador destruccién sobre un ket o un bra sobre un operador creaciéon. Ademds, como

sabemos, el conmutador de a, y aL es un nimero complejo, por tanto D(x — y) es también un

nimero complejo y se cumple que:
(0] D(x —y) [0) = D(x — y){0]0) = D(x —y). (260)
Por tanto obtenemos el término conocido como propagador de Feynman:
O T{p(x)¢(y)} 0) = D(z — y) (261)

Si desarrollamos el propagador de Feynman obtenemos:

d3p 1 0 0\ —i(z— i (—
D(x — ) = — i(z—y)p 0 _ 0\pilz—y)py. 269
@9 = [ g 0~ )07 0y — at)e) (262)

A partir de él, podemos escribir este resultado como:

d'p y —i(z—y)p
Dlz—y) = / (2m)% p? —m?2 + ie” ’ (263)

donde € — 0. Esto es debido a que podemos reescribir esta ecuacién como:

3 e8] 0 :
[ G | e (260
(o) 2 PRt

donde Ej; = (p% + m2)1/ 2. Podemos resolver la integral en p” en el plano complejo. Se afade el
factor ie para desviar ligeramente los polos de la recta real. De esta manera los polos son +p° ~
Ez(1 —ie/ (2E§.)), realizando el desarrollo de la raiz. Es decir, los polos que estarfan en p° = £Ej

serian desplazados de la recta real como en la figura

po
€
®

(a) Polos en el espacio complejo
Do (b) Contorno inferior (c¢) Contorno superior

Figura 1: Distintas maneras de rodear los polos en el plano py. Ref. [4]

Podemos calcular esta integral de dos maneras en el plano complejo. Si realizamos el contorno
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en la parte inferior (figura , el resultado de la integral de contorno es:

JQ{ v i iy o I (265)
(27’1’) (p0)2 — EI% + 1€ 2Eﬁ

Si ahora escribimos que esta integral es igual a la integral en la parte inferior del contorno, mas la

integral de R a -R, y hacemos tender a infinito:
7{ dpo ) 67ip°(zofy0) _
(27) (po)? — E% + i€

0 ) R 0 .
= lim [ dp 3 v 3 . e—ipo(xo—yo) + / dp . 1 . : e—ipo(x()_yO)]
R—oo Jo (2m) (po)? — ES +ic _r (27) (po)? — EZ +ie

(266)

donde C es el semicirculo inferior y en la segunda integral py vuelve a ser una variable real. Escribimos

p° = Re™ para resolver la integral sobre C:

" _db i —iR(cost-+isen 0) (s"—y°)
K] COS 7 sen X . 267
[ e o~ B2+ ic” (267)

Por tanto, para que esta integral tienda a 0 cuando hagamos R a infinito, se debe cumplir que

2% — 4% > 0. En ese caso tenemos como resultado que:

. . i o(r0_,,0
7{ dp° ¢ o0 (x0 =) _ /OO dp° ? i (@0 —y?) _ e~ Ep(a’~y )‘ (268)
(2m) (po)? — EZ +ie “oo (27) (p0)2 — EZ + ie 2By

Si realizamos la misma operacién sobre el punto superior, obtendremos que si y° — 2% > 0:

7{ & ! —ip®(x0—y0) /OO W’ ! —ip®(x0—y°) B (269)
e = e =
(2m) (po)? — EZ +ie oo (27) (p0)? — EZ + e 2E;
Por tanto tendremos dos resultados segtin 2% — 3°.
> dp’ i —ip®(z0—y°) e 0_,0
= ————— =i -y >0 270
/OO (2m) (po)2 — B2+ ic 2E, R A (270)
> dp’ i —ip® (20 —y°) A 0_,0
= ————, si -y <0, 271
/Oo (2m) (po)? — B2+ ic 2E, ey (271)
que sustituyendo en obtendriamos:
d3p ; d3p )
_ P mwplr-y) g 20— 00> _ P -y g 09— 200 279
/ (27‘()32E17€ sioz —y >0, / (27T)32Eﬁe sioy —x >0, (272)

donde se ha realizado el cambio p — —p en la segunda integral. Si nos fijamos, estas dos integrales

no son mas que Por tanto se ha demostrado la equivalencia.
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En la ecuacién podemos extraer el propagador en el espacio de momentos:

~ 1

D(p) (273)

- p% —m?2 + ic
5.5. Teorema de Wick y diagramas de Feynman

El teorema de Wick nos permite reducir el valor esperado (0| T{¢(z1)d(z2)...¢(xy)} |0) a una
combinacién de propagadores de Feynman. Queremos encontrar ahora el producto ordenado tem-
poral de n campos ¢(z;) = ¢;.

El teorema de Wick establece que T{¢1,...¢,} es igual al producto ordenado : ¢;...¢, : més
todas las posibles combinaciones de orden normal y contracciones de los campos, donde se define la

contraccién de dos campos ¢1 y ¢2 como el propagador de Feynman D(xz1 —x2) = Djo. Por ejemplo:

T{p1¢20304} =: P1d2¢3¢4 : + D12 : P34 : +D13 : Papa = +
+ D14t pap3 1 +Do3 : p14 - +Dos : ¢193 1 +D3s 2 102 : + (274)
+ D12D34 4 D13D2y + D14D23

La demostracién procede por induccién. Sabemos que se cumple para n=2 (propagador de Feyn-

man). Entonces suponemos que es cierto para n — 1 campos, y se realiza el proceso de induccién.

Si tomamos el valor esperado del estado de vacio, de nuevo solo los términos con contracciones

sobreviviran, ya que los términos con un orden normal dardn 0. Siguiendo el ejemplo:
(0] T{p102¢3¢4} |0) = D12D34 + D13D24 + D14 D23 (275)

A orden 0, cuando no hay interacciones, solo necesitamos el término anterior (en este ejemplo
concreto de 4 campos). La interpretacién fisica es la siguiente. Si vemos D(z1 —x32) como la amplitud
de la propagaciéon de una particula en el espacio-tiempo del punto x; al x2, entonces D(x; —
x9)D(x3 —x4) es la amplitud del proceso en el que una particula va de x1 a xo y otra de z3 a x4, sin
interactuar porque estamos a orden cero, es decir, la exponencial de se aproxima a 1. Podemos
relacionar este término con el diagrama de Feynman en el espacio de posiciones [2}

1 2

-—  —=»

-

3 4

Figura 2: Diagrama de Feynman representando D(z1 — z2)D(x3 — x4). Ref. [2]
Si en vez de quedarnos a primer orden en la expansion de la exponencial mencionada anterior-
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mente, continuamos a érdenes mayores, esto dara lugar a diagramas de Feynman menos sencillos
y que contengan términos de interaccién. A continuacién realizaremos una serie de calculos para

sumarizar todas las reglas para calcular estos términos en las conocidas como reglas de Feynman.

5.5.1. Scattering 2—2

Consideremos el proceso de scattering de 2 particulas en el estado inicial a otras 2 particulas en

el final bajo Hy = %qﬁ‘l. La féormula LSZ en este caso serd, en la imagen de interaccién:

2 . 2 .
ivZ
Hp2 H 2 ) (P1p2| T [kiko) =
o = J —Z'A fd4ac ¢4 (276)
- /d4x1 Ao d*as diay P11 tpar2—kizs—hkowa), U T{¢1¢2¢3¢fe 44! 1 ! |0>
(0] T{e~"a [ 'z 9"} |o)

Vamos a comenzar con el orden 0 en teoria de perturbaciones e iremos aumentando el orden.

Orden cero: En ausencia de interaccién, el denominador es 1, mientras que el numerador es:

/d4l‘1 d4$2 d4$3 d4$4 el(P1z1+pam2—k13—kows) <0| T{¢1¢2¢3¢4} |0> —

(277)
= /d4CE1 d4x2 d4.7:3 d4:c4 ei(pllerme*klws*kﬂ‘l) (D12D34 + D13Doy + D14D23).
Podemos realizar el cambio de variable:
T=T1—To, Y=1T3— T4 (278)
xr1 + T2 xr3 + T4
X = Y = 279
donde se cumple que dxidxo = dxDX y dxsdxy = dydY . Entonces:
/d4x1 d4$2 d4x3 d4x4 ei(plxl-l-pzxz—kws—kzm) Di9Dsy =
_ /d4xd4Xd4yd4Y eil(P1+p2) X+(p1—p2) § —(k1+k2)Y — (k1 —k2) §] D(z)D(y) = (280)

1 1

2m) 6@ (p1 + po) (2m) 6@ (ky + & ,
( ) (p1 + p2)( ) ( 1 2)p%—m2k%—m2
donde se ha tenido en cuenta que el propagador de Feynman en el espacio de momentos es la
transformada de Fourier del propagador en el espacio de posiciones:

1

D(pl - p2) = /d4x D(x)ei(Pl—pQ)x _ (pl — p2)2 e ie; e—0 (281)

y también se ha tenido en cuenta la paridad de D(p) y las propiedades de la delta de Dirac.

Las otras dos integrales son iguales solo que cambiando xo <— x3 y por tanto ps «— —k; para
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la segunda integral, y o9 «— x4 y por tanto ps +— —ks. Por lo que en conjunto tendremos:

/ dixy drag diey diay e ProviP2e—Rims—kaa) (0| 7L dodady} |0) =

+

(27)*6@ (p1 + p)(27) 26D (ko + ko) 5 ———
pi—m kl —m
Z, . (282)

+@2m)6W (py — k1) 2m)* W (2 — ko) 57— 5
b1 —m=py —mn

1

2m)46W (py — ko) (2m) 6™ (py — k .
(2m) (p1 2)(27) (p2 l)p% —m2 k% —m2

Entonces hemos encontrado dos polos por cada sumando en este ultimo resultado. Sin embargo,
estos no son suficientes para cancelar los cuatro polos que surgen en el lado izquierdo de cuando

establecemos que Z = 1 + O(\*). Por tanto el resultado final es:
(p1paliT kikz) = —(2)° (03 — m?) (k2 — m?)6 (py + p2)0 (ky + k) (283)
que es igual a 0 cuando las masas estdn "on-shell” (p? = m?), es decir, finalmente:
(p1p2| T |kika) =0 (a orden 0). (284)

Por tanto, a orden cero (sin interaccién), la amplitud de scattering es 0, como se podia esperar ya
que las particulas no interactian. Este resultado es general todos los casos de scattering n — m.
Es decir, los diagramas de Feynman disconexos no contribuyen a la amplitud de scattering, debido

a que no proveen suficentes polos como para cancelarse entre si con la férmula LSZ.

Primer orden: Si expandimos la exponencial de a primer orden, e ignorando por el momento
el denominador, la ecuacion LSZ a primer orden sera:
2 ; 2 ;
- —_- 1T |kiks) =
(szg_mz)(};[l k]g_mg)<p1p2| | 1 2>

i=1 (285)

. _ _ )\
a /d4x1 d4x2 d4a:3 d4l’4 el(P1z1tpeze—k1zs—hoza) (=i

4!) /d41’ (0| T{¢1h2¢3040" ()} |0)

Donde el orden cero se anula, ya que como hemos visto antes los diagramas disconexos se anulan.
Los tnicos diagramas conexos se obtienen contrayendo cada uno de los 4 ¢(x;) con uno de los cuatro
¢. Como hay 4! posibles contracciones de este tipo (el ¢1 con uno de los cuatro ¢, el ¢2 con uno de

los tres ¢ restantes, el ¢ con uno de los dos ¢ y el ¢ con el ¢ restante):

(0| T{¢1623¢46" ()} |0) = 4! D(21 — ) D(22 — 2)D (23 — ) D(z4 — ). (286)
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Sustituyendo en la integral:
/d4x1 dizy diag dray dia e PrortPee—Rizs—kera) (i) D (2 — 2)D (20 — 2)D (23 — 2)D (24 — 2).
Realizando el cambio de variable y; = z; — x, obtenemos:
/d4y1 dhys dys dhy, d4x6i(p1(y1+x)+P2(y2+x)7k1(y3+m)fk2(y4+:v))(_Z-)\)D(yl)D(yQ)D(ys)D(y4) _
(i) / d*y1 P D(y1) / dyz P22 D (ys) / d*yz e~ D(ys) / d'yse " D(ys)
: / dipeiPrra—hi—ka)e
—~ i)\D(pl)D( 2)D(—k1)D(~k2)d™ (py + p2 — k1 — ko) - (27)* =

2

7
- Z>‘1_[ p2 H ka Ry 2m)6™W (p1 + p2 — k1 — ko).
=17 j=1

Por tanto, introduciendolo en la ecuacién LSZ, y teniendo en cuenta que es a orden Z = 1+O(A\?):
(p1p2| iT |kika) = (—i\)(2m)*0W (p1 + p2 — k1 — ko) (287)

Podemos representar el diagrama de Feynman de este caso como en la figura

X1 X3

X2 Xy

Figura 3: Diagrama de Feynman en el espacio de posiciones representando la amplitud de scattering
2 — 2 a primer orden. Ref. [IJ.

En cuanto al denominador que antes ignoramos, este aporta inicamente diagramas vacio-vacio,
es decir, diagramas sin lineas externas. Ademads, en el numerador también apareceran todos los
posibles diagramas vacio-vacio, como se ve en la figura [l La contribucién debida al efecto del
diagrama conexo con cuatro lineas externas viene acompanada de la suma de todos los diagramas
vacio-vacio. Esta se cancela con el denominador, ya que no es mas que la expansion perturbativa
de este. Por tanto, el valor esperado que queremos calcular se calcula haciendo que el denominador
sea 1 y en el numerador no tener en cuenta los diagramas disconexos en los que una componente
disconexa es un diagrama de vacio-vacio. En general para un scattering n — m, solo habra que
tener en cuenta la suma de diagramas conexos con n + m puntos externos.

Antes de escribir las reglas de Feynman, debemos tener en cuenta también diagramas con lineas
internas y loops. Una interaccién que da términos con lineas internas puede ser por ejemplo H;p: =

%d)g'. En este caso en cada vértice se encontraran tres lineas en vez de cuatro.
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= x| OO v ==

Figura 4: Representacién de los efectos de los diagramas vacio-vacio en el numerador. Ref [1]

De nuevo calcularemos la amplitud de scattering 2 — 2 pero para este nuevo Hamiltoniano de

interaccion. El término de la derecha de la ecuacion LSZ sera:
/ d4x1d4x2d4x3d4x4€i(p1m1+P2£2—k1$3—k2w4) <0| T{¢1¢2¢3¢4 e—i% [d*z ¢3(m)} ‘O>c (288)

donde se ha anadido el subindice ”¢” para indicar que, como vimos en el apartado anterior, solo
consideramos diagramas conexos. Comenzamos expandiendo hasta encontrar el menor orden que
contribuye. A orden cero ya vimos que da 0, a primer orden, encontramos (0| T{¢1¢p2p304¢>(x)} |0),
que al tener un nimero impar de campos, no podemos contraerlos totalmente, y por tanto el valor

esperado en el vacio es cero. Por tanto el primer término que aporta seré el de O(A2), es decir:

. e 1A
/d4x1d4w2d4x3d4x4el(p1x1+p2x2—k1:c3 ko 4)(—23')2/d41‘ /d4y <0‘T{¢1¢2¢3¢4¢3(a¢) ¢3(y)}|0>c_

2!
(289)
Entonces, si queremos contraer todos los campos, tendremos que contraer también los campos
¢(x) con los campos ¢(y), donde en este caso z e y son los puntos de los vértices, que se deben
conectar entre ellos mediante una linea interna. Este caso es diferente a los anteriores ya que en
estos solamente habia lineas externas. Ahora podemos hacer diferentes diagramas de Feynman. Uno
de ellos serfa contraer ¢ y ¢2 cada uno con uno de los ¢(x), contraeremos un ¢(x) con un ¢(y), y

finalmente contraeremos los dos ¢(y) restantes con ¢3 y ¢4. Esto se corresponde con el diagrama

X1 x LAl X1 X / yl

X2 y Y2 X2 Y Y2
(a) (b) ()
Figura 5: Diagramas de Feynman. Ref. [1], [2]
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Otras dos maneras de contraer los campos son como en la figura donde y1 = x3 y Yo = x4,
y otra serfa intercambiando los papeles de z3 y x4 (y1 e y2) como en la figura A todos estos,
podriamos agregarles los mismos diagramas pero intercambiando x con .

Si calculamos la contribucién del diagrama obtendremos que la integral anterior se calcula

COomo:

/ d4x1d4x2d4m3d4x4ei(p1x1+p2$2—k1a:3—k'2x4) i

i) / it /d4y D(21 — #)D (s — ) D(x — y)D(y — 23) Dy — 24) =

= (0 5 DN Do) D(k) Dl [ o [ atyeltrtmemitisianpa —y) (00
= (0 575 D(01) Do) D(ks) D) [ty o [ty o i) -

= (=0 517 2m) '8 (1 + p2 = by = k) D) D(p2) s + p2) () D)

donde se han realizado los mismos cambios que en el calculo de la seccién anterior, y para realizar
la ltima integral, se ha realizado el cambio ' = x — y. Si a este término le aniadimos los dem4s,
que son idénticos, habré que multiplicar por (3!)? por todas las contracciones equivalentes a la dada

y habra que multiplicar por 2 por el intercambio de z +— y. Por tanto el resultado sera:
(—iX)2(2m)* 6™ (p1 + p2 — k1 — ko) D(p1) D(p2) D(p1 + p2) D (k1) D(ks). (291)

Encontramos entonces que, de nuevo, los propagadores en el espacio de momentos asociados a
las patas externas se cancelan por los polos de la féormula LSZ y por la conservaciéon de energia-
momento, quedando tnicamente el propagador E(pl + p2) asociado a la linea interna.

Podemos ver entonces que es mas comodo trabajar en el espacio de momentos. Para cada linea,
asociamos el propagador en el espacio de momentos D y los factores debidos a las lineas externas
se cancelan con los de la férmula LSZ. Los diagramas de Feynman también se pueden dibujar en el
espacio de momentos. Por ejemplo, el diagrama [3] en el espacio de momentos seria [6a] mientras que

el diagrama [ba] se corresponderia con [6b]

Py k;

F; k:,
(a) Diagrama de (b) Diagrama de

Feynman en el es-
pacio de momentos
asociado a [3]

Feynman en el es-
pacio de momentos

asociado a

Figura 6: Diagramas de Feynman. Ref. [I], [2]



En los diagramas, hay un factor delta de Dirac que expresa la conservacién del cuadrimomento.

Para no escribirla continuamente, es conveniente definir un elemento de matriz M; a partir de:
n m
(PP T k1. Jen) = (2m)* 6N (> pi =Y ky)iMy (292)
( J

donde 7, f se refieren a los estados iniciales y finales. En la teorfa escalar M y; = M(p1,...p2; k1, ..., kin).
Para obtener todas las reglas de los diagramas de Feynman, solo falta tener en cuenta los loops

internos en los diagramas.

5.5.2. Loops

Consideraremos ahora las correcciones O(A?) al scattering 2 — 2 en la teorfa A¢*. En este caso
deberemos estudiar los diagramas con cuatro patas externas (porque es scattering 2 — 2), en el que
por cada vértice hay cuatro lineas (porque la teorfa es ¢*) y tendra 2 vértices (ya que queremos

estudiar los términos O(A?)). Estos son los dados en la figura |7 en el espacio de momentos.

’
L P, k, P, kz
Iy :
1 1 £}+k—p! k k2+k_lf?j k
Py ka p k
2
P +py—k ? r, k,

Figura 7: Las tres contribuciones a la amplitud de un tinico loop en 2 — 2 en el espacio de momentos.
Ref. [1]

La diferencia fundamental a los casos anteriores es que el momento de las lineas internas no esté
completamente fijado por la conservacién del cuadrimomento en cada vértice. Podemos asignar un
cuadrimomento k aleatorio a una de las lineas, y el de la otra linea estard fijado por la imposicién
del cuadrimomento en cada vértice. Cuando tengamos este tipo de diagramas hay que tener en
cuenta este grado de libertad. Vamos a estudiar algunos ejempos. El término que hay que calcular a
este orden serd (el primer término ya vimos que era 0, y el segundo ya lo calculamos en el apartado

anterior):

)L

/ dizy diay dias diay el (Pr1e1tpazr—ki1zs—kozs 51

(i [dte [ty 017 (610200004 ()6 0) 0),.
‘ (293)

Si seguimos el primer diagrama de la figura |7} tendremos que contraer ¢; con un ¢(x) y ¢2 con
otro ¢(z), se puede hacer de 4-3 maneras distintas. También deberemos contraer un ¢(y) con un ¢3
y otro con ¢4, también se puede hacer de 4-3 maneras distintas. Finalmente se unirén los dos ¢(z) a

los dos ¢(y) que quedan, y esto se podré realizar de dos maneras distintas. Una misma contribucién
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se encontraria bajo el intercambio de z +— y, dando un factor 2 adicional. Por tanto la integral

anterior resultaria en:

;(—Z)\)2/d4{1/‘1 d4l'2 d4l’3 d4ZE4 6i(p1$1+p2$2—k1x3—k2$4).

d*zd*y D(z, — z)D(xy — 2)D*(z — y)D(y — 23)D(y — 4) =
= %(—M)QD(m)D(pz)b(kl)b(k2>'
./d% /d4y (i) —iy(kitk2) D25 gy
d*k

(2m)*

donde se han realizado los mismos cambios de variable que en el apartado anterior y se ha usado:

. (294)

L (—iN2D (1) D(p2) D) D(k2) 2) 16D (o1 + pa — ky — K) /

5 D(k)D(p1 + pa — k)

4
/d4x/ei(p1+p2):p’D2(xl) — /d4l‘/€i(p1+p2)m/D(Jj/)/ (;l ];:4D(k)6ikx/ —
™
d'k 41 i(p1+pa—k)a’ Ty( 0\ T d'k - ~ 299
—/W/dafe 42 D(x)p(k)—/WD(p1+p2—k)D(k),

donde a su vez se ha usado y
Podemos ver los factores de los polos debidos a las patas externas, y la delta de Dirac que

mantiene la conservacién de la energia de todo el proceso. Ademds vemos el nuevo factor de in-
tegracién sobre k de la linea interna cuyo cuadrimomento no fue fijado por la conservacion de la
energia-momento en los vértices. De manera similar podemos calcular los diagramas que contraen
¢1y ¢3 con ¢(x) y P2y ¢4 con ¢(y), y para finalizar, podemos contraer ¢1 y ¢4 con ¢(z) y ¢2 vy @3
con ¢(y), ademds de las mismas combinaciones pero intercambiando x con y. Estos se corresponden
con los dos diagramas restantes de [7| Entonces, podemos decir que la amplitud de scattering 2 — 2
en la teorfa \¢* hasta orden O(\?) sera:

(p1p2| 4T [kiko) = (2m)'6™ (p1 + p2 — k1 — ko)

4
(=it 5N [ DD+ 2~ )+ (296)

+ D(k)D(k1 + k — p1) + D(k)D(ko + k — p1)]) + O(X®).

Podemos definir:

(—iX)? / d*k i i
= . 2
Alp) 2 (2m)* k2 —m2 +ie (p— k)2 — m? + ie (297)
Y entonces, nuestra amplitud de scattering sera:
IMo_y9g = —IA + .A(pl + pz) + A(pl — k‘l) + A(pl — k‘g). (298)
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5.5.3. Reglas de Feynman (campos escalares)

Ahora ya si podemos dar todas las reglas de Feynman para campos escalares en el espacio de
momentos.

Consideraremos que la interaccién es de la forma:

A n
Hine = =0 (299)

y las reglas de Feynman surgen al dibujar todos los diagramas conexos correspondientes a
los estados finales e iniciales con n lineas en cada vértice. Para cada diagrama las reglas son las

siguientes:
1. Ignorar los propagadores provenientes de las patas externas.
2. Imponer la conservacién del cuadrimomento en cada vértice.

3. A cada vértice asociar un factor (—i)\), y el nimero de vértices dependerd del orden en teoria

de perturbaciones en el que realicemos el céalculo.

4. A cada linea interna con momento p asociar un factor

~ 1

Dp) =————-+—.
(p) p? —m?2 +ie

(300)

5. Integrar sobre los cuadrimomentos k; no fijados por la conservacién del cuadrimomento (uno

por cada loop) con medida g;k)il

6. Multiplicar por el factor de simetria correspondiente. Combina un factor 1/N! de la expansién
de la exponencial a orden N, el nimero de contracciones equivalentes y el factor 1/n! de la

normalizacién del acoplamiento en esta teoria (%(;5”).

7. La suma de las contribuciones de todos los diagramas de Feynman conduce a 1M y;. Esta se

relaciona con el elemento de matrix T" por
(PP T [K1 Km) = 2m)* 6D (> pi — > ky)iMy,. (301)
i J

A su vez, T estd relacionada con la matriz S mediante S = 1+ T

5.5.4. Divergencias

Algunos de los loops, al resolver la integral, pueden diverger para valores de k muy altos. A esto
se le llama divergencia ultravioleta (UV). Para estudiar estas divergencias en el scattering 2 — 2
del apartado anterior, calcularemos 4(0), ya que para este diagrama es suficiente para extraer la
parte divergente. Como la divergencia proviene de la regién k — oo, entonces (p — k)2 — k2, que

es equivalente a hacer p = 0. Recordemos que por como hemos definido ie, el polo en £ > 0 est4
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debajo del eje real, mientras que el polo en k? < 0, estd encima del eje real, como en la figura
Podemos cambiar el camino de integracién en el plano complejo k°, rotando en el sentido opuesto
al de las agunas del reloj, llevando el eje real al eje imaginario. Es decir a cada punto en el eje real,
le llevamos al punto en el eje complejo multiplicandolo por ei™/2 = i de igual manera, a cada punto
en el eje imaginario, lo rotamos /2 multiplicandolo por ¢ para llevarlo al eje real. A esto se le llama
rotacion de Wick.

Entonces, bajo la rotacién de Wick, en el eje real escribiremos dk° = dk‘?\/‘, y en el eje imaginario
escribiremos dk? = idk%, donde k% y k% son variables reales refiriéndose "E” a espacio euclideo y

"M” a espacio de Minkowski. El proceso es el siguiente, partimos de la igualdad:

1 /1 1
—_— = dx .
AB Jy (zA+(1-12)B)?

(302)

Haciendo A = (p—k)?—m? y B = k? —m?, recuperamos la expresién del integrando de haciendo

e — 0 (salvo por los factores 7). Entonces:

! _ / y ! _ [l (303)
(B2 —m?)((p—k)? —m?) ~ Jo “(@A+ 1 -2)B? )y D
donde
D=a((p—k)?-m*)+(1—-2)(k* —m?) = (k —px)’ — A (304)
con A = (pr)? — p?x + m?. Entonces:
A2 d*k [t 1
A0 =5 [ oyt |, 4 e ar )
Haciendo p = 0:
A2 d*k [t 1 A2 d*k 1
A0 =G [ Gyt || g A0 =5 | G (306)
Finalmente, realizando la rotacién de Wick, obtenemos:
A2 [ dk 1
A0) =i / S (307)

donde ahora k es el momento Euclidiano y k? = (k%)? + (l;:')2 = k%. El cambio de signo en la
masa al cuadrado proviene de: kY, — ik% = k2, = (k%,)% — (k)% = — (k%)% - (k)% = —k% = —k>.
El factor ¢ proviene de la rotacion. Esta integral diverge en el UV. Deberemos introducir un

"cutoff” A de manera que solo integramos sobre el momento Euclideo con k? < A?. Extrayendo
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explicitamente la parte divergente:

A2
A0) = i5-

d*k 1 .
— arte No dalvergente =
(2r) i + part divergent

(308)

PRI o [N dk )
=i— (27 )/ — + parte no divergente = i\ log A + parte no divergente

2 (2m)* k 1672

donde el factor (272) proviene del d4ngulo sélido en cuatro dimensiones. En este caso, la divergencia
no depende de p y la dependencia de p estd solo en la parte no divergente. En casos mas complejos se
utilizan otras técnicas de renormalizacién. Las contribuciones a la divergencia de los tres diagramas

de [7] son iguales. Por tanto, la amplitud a un loop en el scattering 2 — 2 en la teorfa A¢? es:

iMoo = —iA+ A(p1 + p2) + A(p1 — k1) + A(p1 — k2) =
1
1672

iMoo = —iX +iX*(Bplog A + partes no divergentes), Sy =

= —i\+ 3i)?

log A + partes no divergentes = (309)

3
1672°

El rol de Sy sera discutido méas adelante.

Vamos a considerar otro ejemplo de un diagrama que produce divergencias. Vamos a estudiar
el scattering 1 — 1 en la teorfa A¢*. A orden 0, como sabemos es simplemente el propagador de

Feynman f)(p) A orden A, es el diagrama mostrado en la figura

k
_::_ p+£?+§!§?+"'
14 r R e  —
(a) (b)

Figura 8: Diagramas de Feynman de scattering 1 — 1 en la teorfa A¢* a orden \. Ref. [I]

Usando las reglas de Feynman en el espacio de momentos, como en el caso anterior encontramos

que este diagrama produce factores:

—i\) ~ 4 i
020 [ i (310

pero hay que tener en cuenta que el primer factor (D?(p)) proviene de las patas externas, por lo
que lo podemos ignorar.
Realizando una rotacién de Wick &% — ik" encontramos (en este caso como no depende de p no

hace falta realizar el célculo del caso anterior):
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—iX [ d*k 1 —i\ 2w2 (A k3 A A2 + m?
—iB= - dk - AZ-mZlog — ). (311
! 2 / (2m)4 k2 + m?2 2 (2m)4 / k2 + m? 3272 (A"=m"log m? ) (B11)

Vemos que este término también diverge no solo de manera logaritimica sino que también cuadratica,
a diferencia del caso anterior. Diverge para grandes k por lo que también es una divergencia UV.
Podemos sumar todas las correcciones de este tipo (este tipo de diagramas se conocen como

"tadpole”) como en la figura incluyendo también los factores de las patas externas:

D(p) + D(p)(—iB)D(p) + D(p)(—iB)D(p)(—iB)D(p) + ... =

Y I i (312)
a p1+z’BD(p)_p27m21— B~ p?—m?-B

pZ_m2

Observamos que el efecto final es afiadir un desplazamiento a la masa m? — m? + B.

Podemos seguir aumentando el orden, y en O(\?) encontramos nuevas contribuciones. Una
de ellas podria ser el diagrama de la figura Para este caso encontramos, usando las reglas
de Feynman en el espacio de momentos y eliminando los propagadores proveniente de las patas
externas:

A2 [ dy dYRy =, -
L= "2 D(k1)D(ko)D(ky + ko — p) =

"2 ] @r)rn)s

313
A2 / Ak dks 1 (313)
=i— .
6 (2m)* (2m)4 [(k1 + ko — p)2 — m2](k? — m?)(k3 — m?)
Resolver esta integral es mas complicado, pero el resultado es proporcional a:
A2
Mp? (log 7 +C) (314)

por lo que en este caso, la divergencia si que depende de p, no como anteriormente.

ka’
’ i o> oo
q +ky - N TN N
)!\; + kz P + \\.._‘__,J" ‘\.__‘___/‘ \“_,_,Ir +...
(a) Correccién a orden dos loops. (b) Suma de los loops del tipo @

Figura 9

Si sumamos estos diagramas de la misma manera que en el caso anterior, es decir como en la
figura [9b] encontramos de nuevo una serie geométrica. El resultado para la funcién de dos puntos
en el espacio de momentos a este orden serd, con A(A,p?) = 1+ A%(c; log 2—22 +c2),y c1y ¢2 son
constantes: )

i
A(A, p?)p* —m? — B(A)

(315)
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5.6. Renormalizacién

Como hemos visto, algunos diagramas dan contribuciones divergentes. Para solucionar este pro-
blema se utilizan diferentes técnicas de regularizacion de la teoria. Como en los ejemplos anteriores,
nosotros utilizaremos el ”cutoft”, pero existen otros métodos mas usados en las teorias gauge.

Queremos mandar A a infinito para recuperar las integrales originales, pero hasta entonces,
los acoplamientos, las masas y los campos dependen de alguna manera de A. En la teorfa A¢? el

Lagrangiano a A < oo es:
1 1 Ao
£ = 5(060)* = 5m566 — 7y d0- (316)

donde ¢g = ¢o(x,A), mog = mo(A) y Ao = Ao(A). Se denomina a ¢g el campo desnudo, a my la masa
desnuda y Ag el acoplamiento desnudo.
La suma de las contribuciones a la funcién de dos puntos a A finito da el factor de la ecuacion

B15 Entonces el elemento de matriz sera:

d*p i 4
(01 T{60(z, Moy, A)} [0), = / e, (317)
(2m)* A(A, p?)p? — m§ — B(A)
Con:
B = 2 (42 L 0(l0g A) + partes no divergentes),  A(A,p?) = 1+ A1 Tog o + c). (318)
= 39,2 og partes no divergentes), ,p°) = o(c1 0gp2 c2).

Comencemos estudiando a nivel de un tnico loop, es decir 312

1

p* —mg(A) — B(A)’

(319)

Ni mg ni B son observables fisicos, en realidad el valor fisico es la masa renormalizada mpg definida

como

m% = mo(A)? + B(A). (320)

Se fija la masa fisica en el polo de manera que el propagador tenga un polo en p? = mQR. Ademis,
como mg(A) es un pardametro completamente libre, lo podemos fijar de manera que cancele la
divergencia de B(A). De esta manera obtenemos un valor fisico finito mpg que igualamos a la masa
fisica medida.

Si regresamos al nivel de dos loops, el procedimiento es similar pero algo més complejo debido
a que ahora también hay que lidiar con la divergencia de A. Definimos de nuevo la masa fisica
renormalizada mpg como el punto donde el propagador tiene un polo, es decir

[A(A, p*)p?* — m§(A) — B(A)],

22 = 0. 321
- (321)
Como tenemos dos divergencias pero una sola condicién, no es suficiente para cancelar las diver-

2 2

gencias. La otra condicién vendra de expandir la funcién A(p?)p? — m — B cerca de p* = mk.
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Encontramos entonces que cerca del polo, la integral del elemento de matriz vale

A YA
/d4x eP* (0| T{¢o(x, A)po(0,A)}|0),. = % + ... (términos no divergentes en m%),  (322)
pT—mpy

que no es méas que el valor en el espacio de momentos en torno a p? = m%_z, donde

Z=200(). 2 = (55

AN PP )P?) oz ] (323)

La deduccién es la siguiente, realizando el desarrollo a primer orden del resultado en el espacio

de momentos:

d
d(p?)

AW*)p* —mi — B = (A(p*)p* —mig — B) a2+~ (A0*)p*)rz (0> = mp),  (324)
donde el primer término se anula por la definicion de mp. Entonces definiendo Z como se ha definido

anteriormente tenemos que:

1 A

~ . 325
AP  —m2—B  p*>—m? (325)
Ahora definimos el campo renormalizado ¢r como
1/2 A
po(z,A) = Z/%(Ao(A), miRWR(l‘) (326)

El campo renormalizado no depende, por definicién, de A, por tanto toda la dependencia del
campo ¢q proviene de Z. A Z se le conoce como renormalizacién de la funcién de onda, o renormali-
zacion del campo. Vemos que, si sustituimos el campo desnudo en funcién del campo renormalizado,
el resultado de no es mas que el propagador de un campo libre de masa mpg. Por tanto, el factor
Z es el mismo que nos aparece en la férmula de reduccién de LSZ. Esto hace que, si usamos el
campo ¢p, es decir, tras renormalizar el campo, la dependencia de Z desaparece y por tanto la

funcién ”on-shell” a dos puntos es finita.

Realicemos un proceso similar con la funcién a 4 puntos. A orden de un loop existen dos tipos de
divergencias. Los primeros son los del tipo[7} Los otros son del tipo Estas ultimas divergencias
son las mismas que acabamos de solucionar con la renormalizaciéon de la funcién a dos puntos. Por
tanto, estas son automaticamente solucionadas usando la renormalizacién anterior.

Las divergencias del tipo [7] son las calculadas en Vamos a considerar la amplitud de scat-
tering en el limite de cero momento espacial, es decir p; = ps = P Eg = 0 y por tanto
p1 = p2 = k1 = ko = (mg,0). Para dar un argumento adimensional en el logaritmo, el tnico

cambio de escala posible es A/mp, entonces reescribimos la ecuacién y definimos A\g como

iMoo (i = ki = 0) = —idg = —ixg(A)[1 — Ao(A)(Bo log A + partes no divergentes)] + O(\}).
mR
(327)
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(a) Loop en una pata (b) Diagrama de 6 puntos
externa. Ref. [1]. reducible. Ref. [1].

Figura 10

Esta nueva constante renormalizada Agr es la medida fisicamente en los experimentos de scattering.
Lo denominaremos acoplamiento fisico o renormalizado. En este caso es el pardmetro Ag(A) el que
depende totalmente de nuestra eleccion, y esta serd la que haga Ap finita e igual al valor fisico.

En el caso més general en el que consideramos (p; + p2)? = ¢® > mQR, encontramos la amplitud
de scattering:

iMa_y2(q*) = —ido(A)[1 — /\O(A)(% logjq\22 + (partes no divergentes))] + O(A\3) (328)

Se puede comprobar que si ¢% > m%{ la escala dimensional relevante la provee g2 en vez de m%.
Por tanto, el factor escala para adimensionalizar el argumento del logaritmo serd ¢2. Si hacemos
log(g—j) = log(%) + log(%ﬁ) obtenemos:

. 9 . Bo s 3
iMoa_yo(q%) = —iAg[l + )\R? log =] + O(Ag). (329)
Mg
Se han reemplazado los términos A3 por )\:13% ya que son términos de O()\3). Vemos que una vez se haya
renormalizado la amplitud a cuatro puntos para un valor del momento externo, estd renormalizada
para cualquier otra configuracién cinematica.

A partir de aqui, de manera similar a como se solucionaba la divergencia de dos puntos presentes
en diagramas de cuatro puntos (las divergencias de los loops que aparecian en las patas externas),
podemos solucionar divergencias de dos y cuatro puntos presentes en diagramas de seis puntos
automaticamente ya que ya tenemos la renormalizacién de 2 y 4 puntos. Por ejemplo en el diagrama
de la figura podemos separarlo en dos subdiagramas disconexos de 4 puntos donde el de abajo
da una divergencia que se soluciona mediante la renormalizacién de las funciones de 4 puntos que
acabamos de ver. Estos gréficos se denominan reducibles a una particula y no traen divergencias
nuevas. También existen diagramas que no se pueden recortar de esta manera. Estos si pueden
traer divergencias nuevas (distintas de las de 2 o 4 puntos) y se denominan diagramas irreducibles
a 1 particula (1PI). Hemos visto como solucionar una divergencia de 2 puntos en un diagrama
de 4 usando la renormalizaciéon de la masa. De igual manera, para solucionar nuevas divergencias

en diagramas de 4 puntos se ha introducido la renormalizaciéon del campo y de Ag. Si estamos
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interesados en estudiar mayor cantidad de puntos, para diagramas de 6 puntos pueden existir nuevas
contribuciones que no se hagan finitas renormalizando la masa, el campo y Ag, y por tanto habria
que anadir nuevas renormalizaciones siempre que sea posible. Estas nuevas soluciones provendrian
de afadir al lagrangiano de la teoria A¢* un término proporcional a ¢ y una nueva constante de
acoplamiento A(g) o(A). Asf surgirfa una A g renormalizada.

Si este proceso nunca termina y para considerar amplitudes con mayor nimero de puntos exter-
nos debemos anadir nuevas constantes de acoplamiento, tendriamos que anadir infinitos términos
nuevos, cuyos parametros son fijados por los experimentos y por tanto no son capaces de predecir
nuevos resultados. A estas teorias se las llama no renormalizables. En cambio, si este proceso termi-
na en algin punto, solo tendremos que fijar un nimero finito de pardmetros y todas las amplitudes
son automaticamente finitas. En este caso la teoria es renormalizable. Para comprender si una teoria
es renormalizable o no, podemos usar un método que funciona tanto para la teoria escalar como
para casos mas generales.

Consideremos una teoria A¢"™ donde n > 3. La reglas de Feynman nos dicen que por cada
loop, es decir, por cada momento no definido por la conservacion del cuadrimomento, tendremos
una integral con medida d*k. También, por cada linea interna tendremos un propagador del tipo
m, donde k es la variable de integracién que hemos anadido, y p una combinacion de
momentos externos. Por tanto, cada loop tiene 4 potencias del momento interno en el numerador
y por cada linea interna, 2 potencias del momento en el denominador. En esta teoria definimos el

grado de divergencia superficial D como
D =4L — 2N; (330)

donde L es el numero de loops y INV; el nimero de lineas internas. Asi mismo, el niimero de loops se
puede expresar como
L=N;—-V+1 (331)

donde V es el niimero de vértices del diagrama.

También podemos ver que en esta teoria hay n lineas en cada vértice, de manera que se cumple
2N; + N, =nV (332)

donde N, es el nimero de lineas externas y el factor 2 refleja el hecho de que por cada linea interna

hay dos vértices a donde se conecta. A partir de estas ecuaciones encontramos
D=(n—-4)V — N, +4 (333)

Entonces esperamos que si D > 0 el diagrama diverja a menos que obtengamos alguna cance-
lacion numérica. Por ejemplo D = 0 provee una divergencia logaritmica ya que corresponde con
i d*k1/k* ~ i A gk /k ~log A. Si D < 0 no necesariamente es convergente, pero las divergencias que

pudiesen aparecer en los subdiagramas se pueden solucionar renormalizando la funcién de Green de
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un nimero menor de puntos. De esta manera no aparecen divergencias que no se puedan solucionar
renormalizando subdiagramas de esta, y por tanto no son divergencias realmente nuevas. Entonces,
la condicién para que una teoria sea renormalizable es que solo un nimero finito de diagramas (fun-
ciones de Green) tengan D > 0 y por tanto solo hay que introducir un nimero finito de constantes
de acoplo para renormalizar la teoria.

Por ejemplo, en A\¢*, n = 4 y por tanto D = 4 — N,. Entonces los tinicos diagramas que divergen
realmente son los que no tienen patas externas que son los que producen la amplitud vacio-vacio
(divergen como A*), los que tienen 2 patas externas que divergen como A% como ya vimos, y la
funcién a 4 puntos, que diverge como log A. Una vez renormalizadas estas divergencias, no surgiran
nuevos diagramas con un nimero mayor de patas externas que tengan divergencias genuinamente
nuevas y por tanto todas se pueden solucionar renormalizando los diagramas anteriormente comen-
tados. De esta manera, la teorfa A¢?* es una teorfa renormalizable. La teorfa A\¢> da un término
(n —4)V = =V que es negativo y por tanto ayuda a la convergencia. Esta teoria también es renor-
malizable. En cambio, en las teorfas con n > 4, por cada N, dado existen diagramas con un ntimero
de vertices suficientemente grande que tienen D > 0 y por tanto divergen. Es decir, existen funciones
de Green que en un alto orden en teoria de perturbaciones tienen divergencias genuinamente nuevas
y la teoria no es renormalizable.

Este criterio de n < 4 para la renormalizabilidad de las teorias A¢™ se puede generalizar. Como
la accién es adimensional (S ~ i = 1), el campo tendra dimensiones de masa. El término cinético es
~ [d*z (0¢)? y por tanto & ~ 1/(longitud) = masa para que el término cinético sea adimensional.
Finalmente teniendo en cuenta que el término [ d*xz \,¢" también deber ser adimensional, la cons-

4=1 va que (masa) 4[\,](masa)” = 1.

tante de acoplamiento debe tener dimensiones de \,, ~ (masa)
El criterio n < 4, en el fondo, significa que

Los términos en el Lagrangiano cuyos coeficientes tegan una dimension positiva de masa o sean
adimensionales son renormalizables. Términos con dimension negativa de masa son no renormali-
zables.

De esta manera, en la teoria A\¢™ las posibles n para que sea renormalizable son las que hagan
que la constante de acoplamiento tenga dimension positiva de masa ,es decir, n =0, 1, 2, 3, 4.

Entonces el criterio para la renormalizabilidad de las teorias es que las constantes de acoplo
tengan dimensién positiva de masa. Aunque el criterio sea general, la demostracién depende de

cada teoria.

5.7. El punto de vista moderno de la renormalizabilidad

Las teorias renormalizables se consideran teorias capaces de predecir, ya que tnicamente hay
que redefinir un nimero finito de parametros. Con esto, podemos pensar que las teorias no renor-
malizables no pueden predecir y no ser "honestas”. Como hemos visto en la secciéon anterior, aunque
podamos reabsorber las divergencias, en las teorias no renormalizables va a aparecer una amplitud
de N puntos, Ayx(p1,...,pN), con un nimero suficientemente grande de vértices n, cuya divergencia

no pueda ser reabsorbida por la renormalizacién de las amplitudes con un niimero menor de patas
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externas (< N). En esos casos se debe introducir un nuevo término y un nuevo acoplamiento en el
Lagrangiano y dar el valor experimental al valor renormalizado.

En estas teorias no renormalizables, la constante de acoplamiento no es adimensional, sino
que tiene dimensiones de masa inversa ((masa)~", n > 0). Supongamos que el acoplamiento A
tiene dimensiones de masa inversa al cuadrado (como en la teoria A¢%). Entonces podemos escribir
A ~ 1/M? para alguna escala de masa M. Asumamos también por simplicidad que tenemos una
Unica escala de energia F. La expansién perturbativa renormalizada de una amplitud de N puntos,

Ap, hasta orden n es:

2 4 E2n
An(E) :AJOV(E)(l—i—ch—i—CQW+...+cnm). (334)

Las cantidades cq, ..., ¢,_1 se encuentran renormalizando las amplitudes con menos de N puntos.
El coeficiente ¢,, proviene de la divergencia genuinamente nueva que aparece a un orden n lo sufi-
cientemente alto. Este se debe fijar por comparacién con el experimento, y debido a esto la teoria
pierde la predictividad. Sin embargo, esto no significa que la teoria no renormalizable no pueda ser
util. Esta teorfa lo es siempre y cuando estemos en el rango adecuado de energias. Para escalas bajas
de energias, es decir, £ < M, el ultimo término ¢, se puede ignorar. Por tanto, esta teoria es ttil
siempre y cuando querramos hacer cédlculos hasta cierta precisién, renormalizando las amplitudes
de un nimero menor de puntos, y siempre y cuando se cumpla £ < M. En resumen:

Las teorias no renormalizables son teorias perfectamente aceptables a escalas de baja energia.

Si en cambio E ~ M, la expansion diverge y por tanto la teoria no es util. Tendriamos que buscar
una teoria mas completa. Vemos que una teoria no renormalizable es valida segin una escala M. En
cambio, las teorias renormalizables no tienen este parametro M y por tanto son validas a cualquier
escala de energias. Esto tampoco significa ge las teorias renormalizables sean completamente ttiles.
La electrodindmica cudntica es una teoria renormalizable, pero cuando disminuimos la distancia,
o equivalentemente, aumentamos la escala de energia hasta los M ~ 100 GeV, surge una nueva
interaccion, la interacciéon débil, que la electrodindmica cuantica no puede explicar por si sola. Hay
que aumentar esta teoria a una teoria mas general, el Modelo Estandar. De esta manera vemos que
la electrodindamica cudntica es una aproximacién a bajas energias del Modelo Estandar. Si seguimos
aumentamos la energia lo suficiente, deberia aparecer la gravedad cuantica. Esta tiene que aparecer
como mucho a la escala de Planck, Mp; ~ 10" GeV, o equivalentemente distancias de {p; ~ 10733
cm. En este caso, el Modelo Estandar también es una aproximacion a ”bajas energias”, ya que no
incluye los efectos de la gravedad cuantica.

En resumen, podemos reemplazar el concepto de renormalizabilidad o no renomalizabilidad por
el concepto de teorias de campos efectivas. Esto quiere decir que una teoria es efectiva o no en funcién
de los calculos que querramos realizar y de la precisiéon con la que querramos obtener los resultados.
Si por ejemplo queremos estudiar el 4tomo a [ ~ 10~® cm, no es necesario conocer una teorfa que
describa correctamente hasta I ~ 10717 cm, que es la escala tipica de las interacciones débiles,
a menos que querramos una cantidad de precisién que describa los detalles més finos. Entonces,

si queremos entender los efectos a una escala [ y tener hasta cierta precisién en los resultados,
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deberemos concer una teoria efectiva a una escala [, unos o6rdenes de magnitud menores que I.
Cuéantos érdenes de magnitud menos depende de la precisién con la que querramos realizar los
calculos.

Una teorfa no renormalizable muy importante es la que surge al cuantizar la Relatividad General.
La constante de acoplo de esta teoria es la constante de gravedad de Newton, Gy = 1 /M]%l en
unidades naturales. Como vemos, tiene unidades negativas de masa y por tanto es no renormalizable.
Sin embargo, esta teoria comienza a tener pérdidas de predictividad a escalas del espacio tiempo
muy pequenias como lp; = 1/Mp; ~ 10733 cm (del orden de E ~ Mpy). Es decir, en ”condiciones
normales” la relatividad general clasica da una descripcién adecuada y el hecho de que la teoria

cuantica no sea renormalizable pierde importancia a estas escalas de "baja” energia.

5.8. La dependencia de las constantes de acoplamiento de la energia

Tras la renormalizacién, las constantes de acoplamiento dejan de ser estrictamente constantes y
pasan a depender de la energfa. Un ejemplo de esto es la ecuacién 329, donde vimos la amplitud de
scattering 2 — 2 en el caso en el que la energia de centro de masas al cuadrado valia ¢2.

Si E > mpg podemos hacer:

2 E? E
log q—z ~ log —5 = 2log — (335)
mp mp mRp
y sustituyendo encontramos:
) 2 . E
2M2_>2(q ) = —Z)\eff(E), /\eff(E) = )\R(l + ArfBo log miR) (336)

Este resultado es el mismo que si hiciésemos mpg > E. Observamos que el signo de By es muy
importante. Si es positivo, el acoplamiento aumenta con la energia y por tanto en el UV la energia
aumenta lo suficiente y la expansién perturbativa no serd correcta. Sin embargo, si el signo es
negativo ocurre lo contrario, a mayores energias el acoplamiento es menor y podremos realizar una
expansiéon perturbativa a altas energias. A estas teorfas se las conoce como asintdticamente libres.
La libertad asintdtica significa que a grandes energias (distancias cortas) los campos pueden tratarse
perturbativamente. Por otro lado, a bajas energias (distancias largas) el acoplamiento es demasiado
grande como para realizar un tratamiento perturbativo.

Un ejemplo de una teoria asintéticamente libre es la cromodinamica cuantica. Las interacciones
fuertes, que son sufridas por los quarks y portadas por los gluones, pueden ser tratadas perturbati-
vamente a distancias [ < 1 fm. Sin embargo, a [ ~ 1 fm, la interaccion se vuelve muy fuerte y los

quarks y gluones no aparecen como particulas libres, sino que son confinadas en hadrones.
Vamos a estudiar en esta seccién la dependencia de los acoplamientos con la energia. Comence-

mos considerando una funcién genérica de n puntos. Nombremos a la funcién genérica de n puntos

renormalizada T'r. Esta dependerd del momento externo p; (podemos elegir una situacién cinemati-
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ca més sencilla con un momento invariante ¢2), del acoplamiento renormalizado gr (lo que antes
llamabamos Ag; ademés asumiremos un tnico acoplamiento, pero se puede generalizar), y en una

escala p (anteriormente usamos mp) para definir el proceso de renormalizacién, es decir:

I'r = Tr(pi; gr, 1) (337)

Recordemos que anteriormente habiamos definido 4 = mpg como la posicién del polo en el
propagador. Definimos los campos renormalizados requiriendo que su funcién a dos puntos tuviese
un residuo +i en el polo p? = m% (ecuacién y finalmente calculamos la amplitud de scattering
de la funcién a 4 puntos en la situacién cinemaética en la que el cuadrado de la energia en el centro de
masas s vale 4m%. De esta manera mp era nuestra escala de masa para fijar los valores finitos de las
variables renormalizadas. Por el momento, mantendremos un p genérico y veremos las consecuencias
de variar esta cantidad.

La relacién entre I'g y la funcién de n puntos desnuda T'y (es decir, que depende del ”cutoff”)

P (s gm i) = 2" (go(A), ﬁ)ro@i;go(A),A), (333)

suponiendo que en la teoria solo hay un tipo de campo. Si no fuese asi, la renormalizacién de la

1/2 por cada campo.

funcién de onda dependeria del campo y apareceria un factor Z—
Notar que la funcién desnuda 'y no depende de p ya que este aparece tras fijar el valor de la
funcién de Green renormalizada. El factor Z~™/2 proviene de la renormalizacién de la funcién de
onda de los n campos, que como hemos visto anteriormente, se obtiene calculando la amplitud a
dos puntos de la teorfa desnuda. Para el caso de A¢?*, esta aparecié al calcular la contribucién al
nivel de 2 loops, sin embargo esto es caracteristico de esta teoria, ya que en general Z # 1 a primer
orden de loops. Por tanto, hasta este punto, el resultado es una funcién desnuda que depende de
A, de go(A) y de p?; y el valor de Z se define tras fijar el valor del numerador de la funcién de dos
puntos en torno a p? = p? como hicimos en Similarmente a como hicimos anteriormente, Z es
una cantidad que no depende de p?, y como es adimensional, solo puede depender de A (ya que es
la parte que contiene a A en el campo desnudo al definir el campo renormalizado) y de p (porque
este aparece tras el proceso de renormalizacién, y no antes con las variables desnudas) a través de
la cantidad % en el limite de altas energias donde las masas pueden ser ignoradas, y de go(A).
Partiendo de que I'p no depende de A entonces tenemos que:

dTp
=0 (339)

Por tanto, derivando la relacién [338] encontramos:

dUr  OTgdgy g
dh " dgodr T an (340)

donde de sebe entender que se deriva el lado derecho de la ecuacién.
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g2 92 gn20h0yd90 gy 02 —n/200

— —7 —TIy+ 72 =0
(=3 940 990 dh 2 oA 0" oh = i)
—ﬁZ F(ang0+aZ) E)Fodgo+@_0
2 dgo dA ~ OA dgo dA ~ OA
Usando ahora que d = ggZO ‘fﬁ{’ + m, obtenemos
n dz 81“0 dg() 6F0 0 dgo 0 n d
- =7~ — 4+ — = — 4+ — — ——log Z)[g = 42
27 TG o an tan =07 Gx T dnag  2an 2P0 =0 (342)
Multiplicando por A y renombrando, finalmente encontramos
0 0
[AaiA + 5(90)7 —n1(g0)Co(pi; go(A), A) = 0, (343)
donde se ha definido:
9o = go(A) (344)
449
() = 5A-4log 2 (346)
nigo 2 A 0g

La ecuacién se conoce como ecuacién del grupo de renormalizaciéon. Las ecuaciones y

se las conoce como funcién beta y funcién eta de la teoria, respectivamente.

Podemos realizar un proceso similar a la ecuacién 338! Esta vez invertiremos la ecuacién, de
manera que obtengamos I'y = Z"2T g, y utilizaremos el hecho de que I'y no depende de p. De
nuevo, derivando la relacién anterior respecto a p y multiplicando por p, encontramos

dl'y 0

0=p—> i = [u Hon + ﬂ(gR)a; +v(gr)n|T R (Pi; gR, 1) (347)

donde ahora hemos definido las funciones beta y gama como

ng 1 d
=22 ~—1log Z. 4
B(gr) = p " Y(9r) = 2t 108 (348)

Podemos observar que, la ecuacién [347], conocida como ecuacion de Callan-Symanzik , matemati-
camente, es similar a la ecuacién del grupo de renormalizacién, pero ahora usamos el campo renor-
malizado gr en vez del campo desnudo gg.

Vamos a realizar el célculo para la teorfa A¢*. Lo estudiaremos para el nivel de un loop para

que sea mas sencillo. El resultado es el de la ecuacion y encontramos

3
Ag =X\ + A%W log A. (349)
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Utilizando la funcién 3:

_ 3
1672

Ahora tenemos en cuenta que podemos interpretar la escala de renormalizacién como la escala tipica

B(Xo) = Bors + O(N),  Bo (350)

del proceso en cuestién, E. Entonces tenemos que el acoplamiento efectivo cumple

d
E——e(E) = Bo)? 1
dE )\eff( ) /80)‘657 (35 )

con la condicién inicial Aeg(E = p) = A«. Resolviendo la ecuacién diferencial encontramos

A

Aeft = .
== BoA<log B/

(352)

Si comparamos este resultado con observamos que el cdlculo como lo hemos realizado ahora
(mediante el andlisis del grupo de renormalizacién, RG) da como resultado la suma de una clase

completa de términos logaritmicos. Si expandimos Aeg en serie de potencias de A, se obtiene
n E n
Aeft(E) = A1+ ca(E)NL]; ea(E) = (Bolog o (353)

Este resultado es vélido solo cuando estamos al orden de un loop. Si se tienen en cuenta términos
a mayor orden, aparece un cambio en los coeficientes ¢, que comienzan a ser importantes si log % ~ 1.
Esto quiere decir que el resultado solo es ttil cuando log F/u > 1. Esto implica que este
resultado a un loop solamente es ttil cuando fy < 0, ya que asi se cumple que si log E/u > 1
implica que Aeg < 1, y entonces podemos decir que la teoria de perturbaciones es consistente. La
ecuacién [352| se conoce como aproximacion de logaritmos principales.

En QED, 5y > 0. Entonces, la constante de estructura fina crece con la energia, y tedricamente
existe una escala de energias en la que se vuelva "fuerte”, lo suficientemente grande. A esta energia
se la conoce como polo de Landau. Para QED, este aumento en la constante de acoplamiento es
muy lento, y antes de entrar en el régimen fuerte, la teoria QED por si sola ya no es valida (porque
entramos en el régimen electrodébil), sino que hay que tener en cuenta el Modelo Estdandar.

Para ver el aumento de la constante de acoplamiento con la energia podemos poner el caso
de QED. Por ejemplo, el valor de la constante de estrutura fina a bajas energias es el conocido
a = 1/137,0359111(46). Sin embargo, a escalas de energia de la masa del bosén Z°, es decir,
Mz = 91,1876 40,0021 GeV, el valor de la constante de estructura fina aumenta a

1

My) = . 354
a(Mz) 127,918 + 0,018 (354)

El caso opuesto, By < 0 ocurre para QCD. En este caso al aumentar la energia, la constante de
acoplamiento efectiva se vuelve cada vez mds pequena, y la aproximacién perturbativa cada vez es

més exacta. Como vimos anteriormente esta propiedad es la libertad asintdtica.
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6. Grupo de renormalizacién: Defecto de superficie en el modelo

O(N) en la teoria escalar libre

Vamos a considerar N campos escalares libres, nombrados por ¢, donde a = 1,..., N. Estos
campos estaran en un espacio de dimensién d.
A la teoria libre le anadiremos un defecto de superficie invariante bajo transformaciones del

grupo ortogonal O(N), en el plano 1, z2. La accién vendra dada por

S = / ddx%(aqﬁa)Q + ho / dxday 2. (355)

La constante de acoplamiento hg debe ser adimensional de manera que la accién sea adimen-
sional. Por tanto, esta teoria sera renormalizable, y solo hara falta un nimero finito de parametros
para renormalizarla completamente. Mas adelante introduciremos la constante de acoplamiento re-
normalizada hp y con ella podremos renormalizar la teoria en su totalidad.

Como sabemos, el propagador en 4 dimensiones estd dado por [263] Podemos generalizar esto a

d dimensiones, y el propagador estaria dado por

D(z — = , Cy=
(2m)d  p? |z — y|d—2 .

ddp je—iP(z—y) C I(4:2)
y) = / p ¢ (%) (356)

Nl

donde se ha impuesto que la masa del campo sea cero, porque vamos a estudiar una teoria con
simetria conforme y por tanto debe ser invariante bajo cambios de escala.

El operador ¢? del defecto en dos dimensiones es una deformacién en dimensién d < 4, y se
espera que produzca un flujo en el grupo de renormalizacién del defecto, asi que vamos a encontrar
la funcién S del defecto de la teoria. Se realizard la renormalizacion con teoria de perturbaciones en
dimension d = 4 — € y después se hara tender € a cero.

Como vimos anteriormente, podemos renormalizar, en este caso, el acoplamiento desnudo del
defecto, hg. Para ello la funcién a 1 punto (0| T{¢a(z)Pa(y)}10) = (0| pa(z)p4(0) |0), donde se ha
hecho y = 0 usando la invariancia bajo traslaciones, debe ser finita a una distancia |z| cuando € — 0.

Los diagramas que contribuyen a (0| ¢4 (2)¢4(0) |0) son la serie de diagramas de la figura

(Ao) (A1) (Az)

Figura 11: Serie de diagramas que contribuyen al valor esperado. Las lineas gruesas representan el
defecto. Ref. [3]

Podemos ver como los vértices en el defecto van formando una cadena. En Ag hay 1 vértice, en

Ajq hay 2 y asi sucesivamente. El momento en el defecto se tiene que conservar.
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Vamos a calcular la funciéon a un punto en el espacio de momentos, y entonces implementaremos
la renormalizacién. Como se trata de un defecto de superficie, la transformada de Fourier de la

funcién a 1 punto serd

di—2m di—2n, / A2k zm+nx<¢a(k, m)oa(—k,n)). (357)

O a0 10) = [ Gt [ s [ e

Los campos en el espacio de momentos son ¢, (k, m), donde k es el momento 2-dimensional a
lo largo del defecto, y este estd conservado, por eso debe aparecer con signo cambiado. m es un
momento (d — 2)-dimensional. Vamos a renormalizar la funcién a un punto (0] ¢4 (), (0) |0), que
es equivalente a hacer que (0] ¢q(k, m)¢ps(—Fk,n) |0) se haga finito cuando € — 0.

La contribucién principal a (0| ¢q(k, m)ps(—k,n) |0) serd la proveniente del diagrama de Ay

N

Ag = —2
0 M0 ) (2 1 )

(358)

donde el factor N viene de tener en cuenta que los N campos dan una contribucién igual, y el
propagador tiene esta forma ya que los momentos antes y después del defecto seran (k,m)y (—k,n),
respectivamente. Entonces el propagador serd de la forma 1/(k,m)? = 1/(k% + m?).

A partir de la contribucién A; comienzan a aparecer loops en el defecto, por lo que habra que
tener en cuenta la integracién con peso d?2k/(2m)% 2. Este factor sera:

d*?p 1 3-d_1-4,d-4 d

donde p es el momento que no esta fijado por la conservacion de energia-momento.
Por cada vértice que anadamos, aparecera un nuevo loop y por tanto tendremos que anadir un

término ¢(k). De esta manera tenemos que cada término A,, serd
Ay, =t"(k)Ap. (360)

Sumando a los infinitos términos, podremos calcular la funcién a 1 punto

—2h0$

(k2+m?) (k2 +n?)

(O] Gy m)a(— ) 0) = 3 Ay = —20__ . (361)
Z Ttk 14 ho23—dr! =2 kd—AT(2 — 9)

Tenemos que en d = 4 — ¢, la funcién t(k) = —% + O(e") al hacer un desarrollo en torno a e

pequeno. Por tanto al tender € — 0, esta funcién diverge, y entonces la funciéon a 1 punto también
lo hace. Ahora deberemos definir nuestra escala p para definir el proceso de renormalizacién. Lo

definiremos de la siguiente manera

pe 1 1 hr

= .
_ hr
ho hpr e 1—ox

(362)
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Entonces, la funcién a 1 punto renormalizada quedara
—2hput N

0| po(k, m)pg(—k,n)|0) = . 363
01 duth Mgl 10) = Gy T e =g

Sustituyendo d = 4 — € en el denominador tenemos

273
H2m2 | €
)T(5) (364)

)

hr, 2
14 B2
+27r[ e+( k

2
Vamos a hacer un desarrollo en torno a € pequeno en el denominador. Utilizando el desarrollo

en serie de la funcién I'(x) de Euler en torno a cero
(365)

1
D)=~ +0()
donde 7 es la constante de Kuler-Mascheroni; y el desarrollo en serie de Taylor de
2
VT L o), (366)

P2V
( p )¢ =1+log P

N (367)

llegamos al resultado final:
B~y + O]

—2hRput
(k? +m?)(k? +n?) 1 4 Z—ﬁ[log

<0‘ ¢a(k7 m)(ba(_kv n) ’0> =

Vemos como al hacer ¢ — 0 este no diverge, por tanto lo hemos renormalizado.
Vamos a calcular ahora la funcién 5 de la ecuacién [348] Para ello vamos a despejar el acopla-

miento renormalizado en funcién del acoplamiento desnudo
h
hp=——"7. (368)
e+ Tre
h2
= —ehp + L. (369)
T

Haciendo entonces
2 hr
(=hg) = —ehr(l — E) = B(hr)

dhr  pfe
h = —_—
B(hr) = p i~ o
Esta funcién g es exacta, ya que hr por cémo se ha definido, cancela todas las divergencias a

érdenes superiores. Podemos preguntarnos en que punto h% la funcién 3 = 0, ya que de esta manera

la constante de acoplo no depende de la escala de energia. Haciendo § = 0, encontramos un punto
fijo inrarrojo exacto:

hp =me=n(4—d). (370)

Cuando la funcion B se anula a este valor h}, se dice entonces que la teoria es invariante de

escala. Cuando se disminuye la energia, el sistema fluye a este punto fijo. Por definicién, cualquier

punto fijado del grupo de renormalizacion es invariante de escala. En este punto, la constante de
acoplamiento no cambia aunque se disminuya maés la energia.
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7. Conclusiones

En este trabajo se han establecido las bases matematicas para las transformaciones de Lorentz y
Poincaré, y se han derivado las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir del principio de minima accién.
Se ha demostrado cémo las simetrias en estas transformaciones inducen cantidades conservadas,
segun el teorema de Noether, proporcionando una estructura matematica coherente para describir
las leyes de la naturaleza en la fisica.

Se ha encontrado el papel fundamental de los espinores en la Teoria Cuantica de Campos, estu-
diando sus representaciones y transformaciones. Los espinores, que son soluciones a las ecuaciones
de Dirac y Weyl, permiten describir particulas con espin 1/2. En particular, se han encontrado los
espinores de Weyl, Dirac y Majorana.

Ademsds, se han construido acciones para distintos tipos de particulas clasicas a partir de canti-
dades invariantes bajo transformaciones especificas, derivando sus ecuaciones de movimiento. Esto
ha permitido clasificar los espinores de Weyl, Dirac y Majorana segiin sus propiedades de espin y
masa, con los fermiones de Dirac y Majorana siendo los tinicos que pueden tener masa.

Se ha definido el concepto de teorias gauge y cémo las derivadas covariantes se utilizan para cali-
brar una teoria y hacerla invariante gauge, aplicandolo al campo electromagnético. Se ha introducido
el acoplamiento minimo a la materia, esencial para describir las interacciones electromagnéticas en
el marco de la electrodindmica cudntica (QED).

La cuantizacién de campos escalares ha llevado a la identificacién de estados multiparticula y a
la existencia de antimateria, mostrando que la carga eléctrica conservada es la resta de particulas
menos antiparticulas. Se han introducido las interacciones entre campos escalares mediante la matriz
S y la férmula de reduccion LSZ, desarrollando la teoria de perturbaciones y los propagadores de
Feynman, simplificando los cdlculos de los valores esperados de vacio en cualquier proceso usando
el Teorema de Wick.

Finalmente, se ha estudiado el proceso de renormalizacién, esencial para resolver las divergencias
en las teorias cudnticas de campos. Se han clasificado las teorias en renormalizables y no renorma-
lizables, destacando la libertad asintética en teorias como la Cromodindmica Cudntica (QCD) y la
vital importancia de la funcién 3.

En el estudio de defectos dos-dimensionales en campos escalares, se ha encontrado un punto fijo

de la funcion 3, estableciendo una teoria con simetria conforme en bajas energias.
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