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Capitulo 1

Introducciéon

Los 6rdenes estocéasticos surgen en el contexto de la teoria de decision como una herra-
mienta para escoger de forma racional entre distintas alternativas modelizadas mediante
variables aleatorias. El orden estocastico mas frecuente en la literatura es la dominancia
estocastica |2, [11, [17], que se basa en la comparacion de funciones de distribucion. Sin
embargo, la dominancia estocéstica posee algunos inconvenientes, siendo los més notorios
la incomparabilidad en algunos contextos y el uso de informacién parcial. La preferencia
estadistica es otro orden estocéstico introducido por De Schuymer et al. en 2003 |6} 7).
Este orden estocastico no posee algunos de los inconvenientes de la dominancia estocés-
tica, lo que hace que en ciertos contextos sea una herramienta suplementaria o incluso
superior a la dominancia estocastica. Estas ventajas, en gran medida, vienen dadas por
ser definida a través de una relacion probabilistica que establece un grado de preferencia
entre cero y uno. La preferencia estadistica posee ademés una interesante relacion con la
mediana de la distribucién conjunta, lo cual la contrapone a la dominancia estocastica
que posee una estrecha relacion con la media.

El desarrollo de los 6rdenes estocasticos ha sido realizado principalmente para variables
aleatorias unidimensionales, aunque debido al extensivo uso de la dominancia estocastica
se pueden encontrar distintas extensiones al campo multivariante |17} 23|. Sin embargo,
no se han identificado extensiones multivariantes ampliamente aceptadas de la preferen-
cia estadistica.

Por ello, el objetivo principal de este trabajo es extender esta nocién al caso bivariante.
Para llevar a cabo este objetivo, el trabajo se organiza como sigue. En primer lugar, en el
se introduciran algunas nociones necesarias para el resto del trabajo como son
las estructuras de preferencia o la teorfa de copulas. A continuacion, en el se
abordaran los 6rdenes estocésticos unidimensionales. Se comenzara definiendo el concep-
to genérico de orden estocéstico para posteriormente estudiar la dominancia estocéstica
y sus propiedades. Esto motivaré la introducciéon de la preferencia estadistica, donde de

nuevo se realizara un repaso de sus propiedades y limitaciones. Por tultimo, se estudiaran
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ambos ordenes estocasticos en algunas de las distribuciones estadisticas clasicas, analizan-
do en particular el papel que juega la copula que determina la estructura de dependencia.
En el se abordara el objetivo principal de este trabajo: extender la preferen-
cia estadistica para la comparacion de vectores aleatorios. Para ello se propondran tres
extensiones bivariantes distintas de la dominancia estocastica: una extension mediante la
agregacion de la preferencia estadistica univariante de las distribuciones marginales, una
extension mediante la agregacion de las distribuciones marginales de cada vector aleato-
rio y una extension puramente bivariante. Posteriormente, se estudiaré cémo las distintas
extensiones se relacionan entre si. Finalmente, motivados por la estrecha relacion de la
preferencia estadistica unidimensional con la mediana, se estudiara cémo se relaciona en
el caso bivariante. Por ultimo, en el se realizara un resumen de lo tratado a lo

largo del trabajo y se concluird con una enumeracion de lineas futuras de investigacion.



Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo se introducirdn nociones previas que se utilizaran durante el desarrollo
del trabajo. Si bien algunas de ellas resultan muy bésicas, como podrian ser las relaciones
binarias o las nociones de estadistica, el objetivo en este capitulo sera aclarar la notacion
utilizada. Otras nociones, en cambio, no seran tan elementales, por lo que se definiran

con detalle y se acompanaran de ejemplos que faciliten su comprension.

2.1. Estructuras de preferencia

A lo largo de todo el trabajo se van a comparar variables aleatorias. Por ello, en primer
lugar vamos a introducir la estructura matematica que se utilizara. Comenzamos intro-
duciendo un concepto que aparece frecuentemente en practicamente toda rama de las

matematicas, la relacién binaria.

Definicion 2.1. [19, Definicion 3.1][Relacion binaria] Dado A un conjunto finito de
elementos, una relacion binaria R sobre A es un subconjunto del producto cartesiano
A x A, es decir, un conjunto de pares ordenados (a,b) tales que a y b pertenecen a A.

Cada par ordenado del conjunto R se denota por aRb (otras notaciones comunes son

R(a,b) ¢ (a,b) € R).

En algunos casos, dada una relacién binaria R, resulta conveniente definir la relacion

inversa o reciproca R [21, pag. 97
R ={(a,b) € A x A:bRa}.

En funcién de como se defina, una relacién binaria puede cumplir distintas propiedades.

A continuacion se enumeran las mas relevantes.
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Definicién 2.2. (Propiedades de relaciones binarias) Dado un conjunto A y una relacion

binaria R, diremos que R es:

» Reflexiva, si aRa para todo elemento a del conjunto A.

» Irreflexiva, si aRa para todo elemento a del conjunto A.

s Simétrica, si aRb implica que bRa para todo elemento a,b del conjunto A.
» Asimétrica, si aRb implica que bRa para todo elemento a,b del conjunto A.

s Antistmétrica, si aRb y bRa implica que a = b para todo elemento a, b del conjunto

A.

= Completa, si aRb 6 bRa para todo elemento a,b del conjunto A con a distinto
de b.

s Fuertemente completa, si aRb ¢ bRa para todo elemento a,b del conjunto A.

s Transitiva, si aRb y bRc entonces aRc para todo elemento a,b, ¢ del conjunto A.

La relacion de preferencia dara lugar a diferentes estructuras en funcion de las propiedades

que satisfaga.

Definicién 2.3. Diremos que una relacion binaria R es una relacion de equivalencia,

denotada como E, si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Dado un elemento a del conjunto A y una relacion de equivalencia F, definimos su clase

de equivalencia, y la denotamos por [a], al conjunto:
[a] = {be A: aRb}.

Es directo comprobar que las distintas clases de equivalencia de a son disjuntas, de modo
que una relacion de equivalencia divide el conjunto en sus distintas clases de equivalencia.
Una vez introducido el concepto de relaciéon binaria, procedemos a definir la estructura
de preferencia. Las relaciones binarias seran las herramientas utilizadas para definirla.
La idea es que cada una de ellas desempene un criterio de comparacion (indiferencia,

igualdad, preferencia, etc.). La siguiente definicion formaliza esta idea:

Definicion 2.4. [19, Definicion 5.1][Estructura de preferencial Una estructura de prefe-
rencia es una coleccion de relaciones binarias {Rq, Ra, ..., Ry} definidas sobre un conjunto

A que satisfacen:

s Para cada par (a,b) en Ax A, al menos una de las relaciones binarias se satisfacen.
Es decir, existe un k € {1,...,n} tal que aRyb.
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» Para cada par (a,b) en AX A, si una de las relaciones se satisface, entones ninguna

otra se satisface. Es decir, si aRyb entonces aRyb para todo | distinto de k.

La primera propiedad fuerza que todo par (a,b) de A x A pertenezca a uno de estos
subconjuntos. La segunda propiedad fuerza a que los subconjuntos Ry de A x A sean
disjuntos. En consecuencia, una estructura de preferencia determina una particion de

A x A.

Todo esto puede resultar muy abstracto, de modo que vamos a dar un ejemplo.

Ejemplo 2.1. Consideremos A como el conjunto de niumeros naturales N y las relaciones
binarias {>, <,=}. Entonces para cada dos nimeros naturales (n, m) en NxN tendremos
quen > m, n < m on = m. Por tanto siempre se cumple una de las tres relaciones
binarias. Ademds, las relaciones son excluyentes entre si, luego el seqgundo punto también
se cumple.

Las relaciones binaria “>7, “<” son irreflexivas, asimétricas y transitivas, mientras que
“=7 es reflexiva, simétrica y transitiva luego ambas relaciones estdn bien caracterizadas
por sus propiedades. Por dltimo, podriamos definir la relacion binaria {>} = {>} U {=}

pudiendo caracterizar las otras tres de la siguiente manera:

ma=bsiysolosia>byb>a.
m a>bsiysolosia>bybXa.

m a<bsiysolosiaXbyb> a.

De este modo, podemos caracterizar toda la estructura de preferencia a través unicamente
de ((> »”

En el ejemplo que acabamos de considerar, hemos definido la estructura de preferencia
mas sencilla posible, una en la que existen dos tnicas posibilidades en la comparacion de

dos elementos:

» Uno es preferido al otro (n > m 6 m > n).

» Existe una indiferencia entre ambos (n = m).

Ademas, en este ejemplo encontramos una propiedad que si bien no seria necesaria de
acuerdo con la Definicion [2.4] resulta muy util. Esta propiedad seria la posibilidad de
caracterizar la estructura de preferencia a través de una tnica relaciéon binaria. A esta
tltima se le denominaré relaciéon binaria caracteristica y se denotara por R.

A continuacion, vamos a formalizar esta sencilla estructura.
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Definicion 2.5. [19, Definicion 5.2][Estructura (P, I)] Una estructura (P, I) del conjunto
A es una estructura de preferencia de A dotada de la terna de relaciones binarias { P, ]5, I}

tales que:

= P es asimétrica.
» [ es reflexiva y simétrica.

= P={(a,b) € Ax A:bPa}.

Al subconjunto de todos los pares ordenados (a,b) en A x A tales que “a es preferido a
b” lo denominaremos como relacion de preferencia y se denotara por P, mientras que el
subconjunto de todos los pares ordenados (a,b) en A x A tales que “a es indiferente a b”,
se denominaré relacion de indiferencia y se denotara por I. Notemos que, en este caso,
I es el complementario de P U P.

Si definimos R = P U I , entonces podriamos construir el resto de relaciones binarias

como:
aPb <— aﬁbyb}%a, aPb — a}%byb']@a, alb <— aﬁbylﬂ%a.

En funcién de las propiedades de la relacion binaria caracteristica, podremos definir

ordenes de preferencia mas fuertes o mas débiles. A continuacion se definen dos de ellos.

Definicién 2.6. Dado un conjunto A y una estructura de preferencia (P, I) dotada de una
relacion binaria caracteristica R, diremos que esta define un orden total si es reflexiva,

antisimétrica, completa y transitiva.

En esta estructura, la indiferencia tinicamente se da cuando los objetos son idénticos
debido a la asimetria, lo cual resulta muy exigente. La siguiente estructura debilita esta

condicién.

Definicién 2.7. Dado un conjunto A y una estructura de preferencia (P, I) dotada de una
relacion binaria caracteristica 7@, diremos que esta define un orden débil si es reflexiva,

completa y transitiva.

Al eliminar la condicién de antisimetria, la indiferencia pasa a formar una clase de equi-
valencia no trivial (en el orden total también forma clases de equivalencia, pero estas son
de un tnico elemento).

Como indicamos, la estructura de preferencia (P, I) define la estructura de preferencia
més sencilla que es posible considerar. A cambio, esta inicamente establece dos posibili-
dades en la comparacion de dos objetos: indiferencia o preferencia. Sin embargo, podrian

existir otras posibilidades como la indecision o la incomparabilidad.
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Para ello, existen estructuras méas complejas que si tienen en cuenta esto. En particular,
vamos a introducir una estructura con incomparabilidad. Para ello, se anade una tercera
relacion de equivalencia (la incomparabilidad) a la terna {P, P, I} que se tenia cuando la

incomparabilidad no era posible.

Definicién 2.8. (19, Seccion 5.2.2][Estructura (P, 1, J)] Una estructura (P, I, J) del con-
junto A es una estructura de preferencia de A dotada de la cuaterna de relaciones binarias
{P, P, I, J} tales que:

s P es asimétrica.

I es reflexiva y simétrica.

= P={(a,b) € Ax A:bPa}.

J es simétrica e irreflexiva.

aJb <= aPb, bPa,alb.

A la relacion binaria J se le conoce como incomparabilidad. Por otro lado, la relacion
binaria caracteristica sigue sitendo P U I de modo que la relacion binaria J se definiria

como:

aJb <= a}%b Y b%a.

Al haber introducido la incomparabilidad, la relaciéon binaria caracteristica deja de ser
completa, por tanto, los 6rdenes definidos dejan de ser validos. Por ello, definimos dos

nuevos ordenes.

Definicion 2.9. Dado un conjunto A y una estructura de preferencia (P,1,J) dotada
de una relacion binaria caracteristica 7@, diremos que esta define un orden parcial si es

reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definicién 2.10. Dado un conjunto A y una estructura de preferencia (P,I,J) dotada
de una relacion binaria caracteristica 7%, diremos que esta define un cuasi-orden débil ¢

preorden si es reflexiva y transitiva.

2.2. Analisis Matematico

En esta seccién vamos a recordar conceptos basicos del analisis matematico que seran
de utilidad a lo largo del trabajo. En principio estos conceptos deberian ser conocidos,
el objetivo de enumerarlos es simplemente evitar la ambigiiedad que pueda existir entre

algunos de ellos.
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Definicion 2.11 (Monotonia de las funciones). Dada una funcion f : U C R — R,

diremos que:

1. fes creciente si para cada x,y € U tales que x < y, entonces f(z) < f(y).
2. f es decreciente si para cada x,y € U tales que x <y, entonces f(x) > f(y).

3. f es estrictamente creciente si para cada x,y € U tales que x < y, entonces f(x) <

f(y).

4. [ es estrictamente decreciente si para cada x,y € U tales que v < y, entonces
fx) > f(y).
Definiciéon 2.12 (Concavidad y convexidad). Dada una funcion f:U CR — R con U

un conjunto convexo, diremos que:

1. fes concava si para todo x,y € U, a € [0,1] se tiene que
f(1=a)z+ay) = (1-a)f(x) +af(y).

2. f es convezxa si para todo x,y € U, a € [0, 1] se tiene que
F(A=a)r+ay) < (1-a)f(x)+af(y).

3. f es estrictamente concava si para todo x,y € U, a € [0,1] se tiene que
f(I=a)z+ay) > (1 —a)f(x)+af(y).

4. [ es estrictamente convexa si para todo x,y € U, o € [0, 1] se tiene que
F(1=a)z+ay) <(1—a)f(z) +af(y).

Para funciones en la recta real que sean derivables, la monotonia y convexidad se puede

caracterizar a partir de las derivadas. La siguiente es una generalizacion de esta idea.

Definicién 2.13. /4, Seccion 14.1][15, Teorema 2.10/[n-monotonia] Dada una funcion
f:UCR — R con U convexo, diremos que f es n-mondtona si es n veces diferenciable

y para todo m < n se cumple que (—1)™ 1 u(™ >0 donde u™ es la derivada m— ésima.

2.3. Estadistica

En esta seccion vamos a recordar algunas nociones bésicas de estadistica unidimensional

con el objetivo principal de dejar clara la notacion utilizada en el trabajo.
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Consideremos un espacio probabilistico (€2,.4, P) donde () es el espacio muestral, A es
una o—algebra sobre 2 y P una aplicacion de A a [0, 1] denominada medida de probabi-
lidad que debe cumplir los conocidos axiomas de Kolmogorov. Denotaremos las variables
aleatorias por X,Y, ... y sus funciones de distribucién seran denotadas por Fy, Fy, ....

Recordamos que la funcion de distribuciéon de una variable aleatoria X se define como:
Fx(z)=P(X <z)=P((—00,2]) = Px({w € Q: X(w) <z}), VzeR.
Ademas, esta cumple las siguientes propiedades:

1. lim, oo Fx(z) = 1.
2. lim, , o, Fx(xz)=0.
3. Fx es una funcion creciente.

4. Fx es continua por la derecha.

Diremos que X es una variable aleatoria discreta si existe un conjunto S a lo sumo
numerable, llamado soporte, tal que P(S) = 1y para todo conjunto A medible se tiene
que P(A) = > cang P({r}). Para variables aleatorias discretas, se define la funcion de
masa 6 probabilidad P({k}) como P({k}) = P(X = k) para los puntos k en el conjunto
S.

Por otra parte, diremos que X es una variable aleatoria absolutamente continua si

existe una funcién fx no negativa tal que:

Fy(z) = /Owdxfx(x), v € R.

Esta funcion fx se llamard funcién de densidad, y se cumple que:
P(X € A) = / dz fx(x),
A

para todo conjunto medible A en R.

Por ultimo, en algunos casos resulta tutil trabajar con la funcién de supervivencia,

denotada por Fx y definida como:

Fx(z)=P(X >z)=1- Fx(x), VzeR.

En algunos casos, cuando no exista ambigiiedad, se prescindiré del subindice X para las
funciones de densidad, distribuciéon y de supervivencia.

Introducimos ahora dos medidas de centralizacion que se utilizaran a lo largo del trabajo,
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la esperanza y la mediana. La definicién de esperanza desde el punto de vista de la teoria

de la medida viene dada por:
E(X)= / dP X = / P(dw) X (w),
Q Q

donde la integral es en el sentido de Lebesgue [3]. Para el caso particular de variables alea-
torias X discretas 6 absolutamente continuas con funciéon de densidad fx, esta definicion

se simplifica a:

E(X)= Y k-P(X=k) E(X):/Rda:a:fx(x),

keSop(X)

donde Sop(X) denota el soporte de la variable aleatoria discreta X.
Ademés, dada v : R — R una funciéon medible, se define la esperanza de la variable

aleatoria u(X),

B(u(X)) = [ dPu(x)

Q
que en los casos particulares de variables aleatorias discretas y absolutamente continuas

se simplifica a:

E(X)= Y u(k)-P(X =k), E(X):/Rclmu(x)fx(a:).

keSop(X)

Un concepto que aparece con frecuencia junto con la esperanza es la varianza. Esta mide

la dispersion de la variable aleatoria respecto de la esperanza y se define como,
Var(X) = E[(X — E(X))Q}

Otra medida de centralizacion algo menos comin que la media es la mediana. Para una
variable aleatoria X la denotaremos por Me(X) y se define como el conjunto de valores
t satisfaciendo: . )
P(X<t)>- P(X>t)>-.
(x<t)zj v P(X20)2]

Observar que la esperanza puede no existir (también se suele decir que no es finita) mien-
tras que la mediana siempre existe. Sin embargo, la esperanza en caso de existir es tinica,
mientras que la mediana no tiene por qué serlo, esta puede ser un conjunto de valores.

Por otro lado, cuando se consideren vectores aleatorios de dimension 2, se considerara un
espacio de probabilidad (€2, A, P) donde los elementos son analogos al caso unidimensio-
nal. En general, los vectores aleatorios se denotaran por (X,Y’) cuando solo exista uno

o por (X3, Xs), (Y1,Y2) cuando se quieran comparar dos vectores aleatorios. De manera

10
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analoga se define la funcién de distribucién conjunta de un vector aleatorio (X,Y):

Fxy(z,y)=P(X <z,Y <y) = Px,y((—oo,:v] X (—oo,y])
=P{weQ: X(w) <z,Y(w) <y}), V(z,y) R

Esta debe cumplir las siguientes propiedades:

me,yﬁoo FXY(xa y) =L

lim, o Fxy(z,y) = lim,_,_o Fxy(z,y) =0.

Fxy es continua por la derecha en todo punto de R2.

Para todo (z1,41), (z2,12) € R% con z1 < x5 € y; < 9o se cumple la desigualdad de

los rectangulos:
Fxy(xo,y2) — Fxy(x1,y2) — Fxy (2, 91) + Fxy(21,91) > 0.

Esta funcion de distribucién contiene toda la informacién de la dependencia entre las
variables aleatorias, en particular se cumple que “X e Y son independientes si y solo si
Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y), para todo (x,y) en R?".

Podemos también definir la funcién de supervivencia:
Fxy =P(X>z,Y >y)=1-Fx(z) — Fy(y) + Fxy(z,y), para todo (x,y) en R?.

De manera totalmente analoga al caso de variables aleatorias, diremos que un vector
aleatorio (X,Y’) es absolutamente continuo si existe una funcién de densidad fxy no

negativa tal que:

P((X,Y) € A) = / Az, y) Frr (@),

para todo conjunto medible A de R%. Si ademés X e Y son independientes fxy (z,y) =

fx (@) fy (y).

Ahora, vamos a recordar un resultado clasico para variables aleatorias unidimensionales.

Proposicion 2.1. Sea U una variable aleatoria con distribucion uniforme en [0,1] y F'
una funcion de distribucion. Si F~ es la inversa generalizada definida como Ffl(y) =

inf{x : F(x) >y}, entonces:

~

P(FYU)<x)=F(z), VrecR.

Reciprocamente, si X es una variable aleatoria continua con funcion de distribucion Fx,
entonces:
Fx(X)~U(0,1).

11
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Este resultado cobra importancia cuando se desean simular variables aleatorias, pues
haciendo uso de la inversa generalizada Fy' de la funciéon de distribucion, se tiene
X~ F % (U), de modo que a partir de valores simulados en una uniforme se pueden
obtener valores simulados de X. Sin embargo, en nuestro caso utilizaremos este resultado
mas adelante en la teoria de copulas.

Uno de los objetivos del uso de variables aleatorias es la modelizacion de experimentos
aleatorios de la “vida real”. Con ello, existen ciertas distribuciones modelo que estas varia-
bles aleatorias pueden seguir. Esta distribucién modelo no tiene por qué corresponderse
exactamente con el problema real, a veces es una idealizacion del mismo. Algunas de
estas distribuciones se utilizaran a lo largo de este trabajo, luego se van a introducir estas

distribuciones junto con algunas de sus propiedades més relevantes.

Distribuciéon binomial

Diremos que una variable aleatoria X sigue una distribucién binomial de parametros p,n
conn € Nype(0,1), y la denotamos por B(n, p), si la probabilidad de que la variable

aleatoria tome el valor k£ € {0,1,...,n} es:

Ademas, para X ~ B(n,p) se cumple:

E(X)=n-p, Var(X)=np(l—p).

Distribucion de Poisson

Diremos que una variable aleatoria sigue una distribucién de Poisson de parametro A, y

la denotamos por P(A) con A > 0, si la probabilidad de que tome el valor k € {0,1,2,...}

es: Ay
o
P(X =k)= o
Su funcién de distribuciéon viene dada por:
L(E+1],A
py = TN

k!

donde I'(x,y) es la funcion gamma incompleta |1, Seccion 26.4.21|. Ademas, para X ~
P(A) se cumple:
EX)=X Var(X)= A

12
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Distribuciéon uniforme continua en [a, b]
Diremos que una variable aleatoria X tiene una distribucién uniforme en el intervalo
la,b], v lo denotaremos por U(a, b), si su funcion de densidad es de la forma:

1
flz) = m“[a,b](f), Vo € R.

Ademas, para X ~ U(a,b) se cumple:

a+b (b—a)?
E(X)= Var(X) = ———.

Un caso bastante importante ocurre cuando a = 0 y b = 1, que se corresponde con
el intervalo [0,1], y que se conoce como distribucién uniforme estandar y que se suele

denotar por U(0,1).

Distribucién normal

Diremos que una variable aleatoria X tiene una distribucién normal de media € R y
desviacion tipica o > 0, y lo denotaremos por N (u, ), si su funcion de densidad es de la
forma:

1 _(==pw?
e 22, VreR.

fx) =

oV2m
Un caso muy importante ocurre cuando p = 0, 0 = 1, que se conoce como distribucion
normal estandar y su funcion de distribuciéon se denota por ®(z). Esta distribucion

tiene numerosas propiedades muy ttiles, como por ejemplo:

Reproductividad Si X e Y son distribuciones normales independientes con parametros

(ux,0x) v (1y,oy) respectivamente, entonces se cumple que:

X+Y~N<ux+uy,\/o—§(+a§>.

Transformaciones afines Si X sigue una distribuciéon normal de parametros (u, o),

entonces se cumple que:

aX +b~N(ap+0b,|alo), Va,beR.

Tipificacién Es un caso concreto cuando a = 1/0, b= —pu/o,

X —p
g

~ N(0,1).
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Simetria La distribucién es simétrica respecto a su media, de este modo se cumple que:

Fx(px +2)=1—Fx(ux —z), VzeR.

Distribucién exponencial

Diremos que una variable aleatoria X tiene una distribucién exponencial de parametro

A > 0, y lo denotaremos por Exp()), si su funcion de densidad es de la forma:
f(@) =X 1o (2), VzeR.

Para X ~ Exp(\) se cumple:

1 1
EFX)=—- Var(X)=—.
(X)=1, Var(X)=5;
Una propiedad relevante de esta distribucion es que bajo transformaciones lineales posi-

tivas la distribucion sigue siendo exponencial

X ~ Exp(\) = anExp<A>, a > 0.

a
Familias de localizacion

Diremos que una familia de distribuciones es una familia de localizacion si y solo si para
todo par de variables aleatorias X, Y pertenecientes a la familia, existe un b tal que X
e Y + b tienen la misma distribucion. Por tanto, todas las distribuciones de la familia
serfan traslaciones de una tnica distribuciéon. Un ejemplo de esta clase de familias seria
la normal con varianza fija, donde el parametro p define una traslaciéon de la normal

estéandar.

Familias de escala

Diremos que una familia de distribuciones es una familia de escala si y solo si para todo
par de variables aleatorias X, Y pertenecientes a la familia, existe un a > 0 tal que
X y aY tienen la misma distribucién. Por tanto, todas las distribuciones de la familia
serfan escalamientos de una tnica distribucion. Ejemplos de esta clase de familias serian
la exponencial y la normal con media fija donde los parametros A y ¢ son parametros

relacionados con la escala.
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Familias de localizacion-escala

Diremos que una familia de distribuciones es una familia de localizacion-escala si y solo
si para todo par de variables aleatorias X, Y pertenecientes a la familia, existe un a > 0
y un b tales que X y aY + b tienen la misma distribucion. Un ejemplo de esta clase de
familias seria la normal donde el parametro p define un pardmetro de traslacion y el

parametro ¢ uno de escala.

Distribucién normal bivariante

Diremos que un vector aleatorio (X,Y) tiene una distribucion normal bivariante con vec-

2
. . . . o POXxOy
— X
tor de medias ji’ = (ux, py) y matriz de varianzas-covarianzas Y = ;

2
POXOy Oy
donde p es el coeficiente de correlacion de Pearson entre X e Y y 0%, 0% son las varianzas

de X e Y respectivamente, si su funcién de densidad es de la forma:

fle.y) = ﬁz( () ()57 (0 — (o uy))T>-

En el caso que ji = Og, = (0,0)7 entonces denotamos la funcién de densidad por ¢x(z,y) v
la funcion de distribucion por @5 (z, y). Este caso es importante ya que si (X, Y') tiene una
distribucién normal bivariante con vector de medias (px, py ) entonces (X, Y) — (iix, idy)
sigue una distribucién normal bivariante con vector de medias nulo.
Por otro lado, para las distribuciones marginales de una distribucién normal bivariante
se cumple que:

X ~N(ux,0x), Y ~N(uy,oy).

Notar, que el reciproco no es cierto, es decir existen vectores aleatorios con marginales
normales pero que la conjunta no es una distribuciéon normal bivariante.

A modo de resumen, en la Tabla podemos encontrar las funciones de densidad /masa
de probabilidad, esperanzas y varianzas de las variables aleatorias unidimensionales des-

critas.

2.4. Copulas

Cuando se estudian vectores aleatorios aparece el concepto de dependencia. Este es en
principio bastante simple: dos variables aleatorias son dependientes si y solo si su funciéon
de distribucion conjunta no se puede expresar mediante el producto de sus funciones de

distribucién marginales. Sin embargo, cuando se busca trabajar con variables aleatorias
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Distribucién Funcion de densidad/masa Esperanza Varianza
B(n,p) P(X=k)= (Z)pk(l —p)"* k=0,1,...,n np np(1 —p)
P(A) P(X:k):%,kzo,l,l... A A
U(a,b) f(#) = Vo (a), v € R ! b
N(p, o) flz) = V;T?ef%ﬂceR Iz o
Exp(X) f(@) = Ae Mg o)(z), 2 €R % %

Tabla 2.1: Distribuciones con sus funciones de densidad /masa de probabilidad, esperanzas
y varianzas

dependientes esta definiciéon resulta demasiado general al no dar ninguna informacion
sobre la dependencia més alla de que la igualdad no se satisfaga.

Por tanto, ;jcomo podemos estudiar la dependencia entre las variables aleatorias cuando
no son independientes? Recordemos el caso de variables aleatorias independientes donde
se tiene que Fxy (z,y) = Fx(z)Fy(y). Observamos que si definimos una funcion C'(u,v) =

u - v entonces:
Fxy(,y) = C(Fx(2), Fyr(4)) = Fx(2) - Fy(y), V(w,y) € R

De este modo, podriamos intentar generalizar a otras funciones C'(u,v) que contengan
toda la informacion de la dependencia entre las variables aleatorias independientemente de
cuales sean sus distribuciones. A esta funcion C'(u, v) la llamaremos copula. Sin embargo,
no toda funciéon puede ser una copula, pues al generar esta la funcion de distribucion

conjunta, lo ha de hacer satisfaciendo las propiedades de la misma.
Definicién 2.14 (Copula bidimensional). Una cdpula bidimensional es una funcion C :
0,1]%> — [0,1] satisfaciendo:

» Para todo u, v en [0,1]:

e C(u,1)=uyC(1,v) =wv.
e C(0,v) =C(u,0) =0.

» Para todo uy, ug, vy, ve en [0,1] tal que uy < uy y vy < vy:

C(UQ, UQ) — C(UQ, Ul) — C(Ul, UQ) + C’(ul, Ul) Z 0.
Esta definicion viene a decirnos que una copula es una funcion de distribucion bidimen-
sional con marginales uniformes restringidas al dominio [0, 1] x [0, 1], es decir, podemos

ver una copula como la funcion de distribucion en [0, 1] x [0, 1] de dos variables aleatorias
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uniformes U, V. Ahora, recordando la Proposicion 2.1 podemos expresar la copula a

partir de las funciones de distribucion del vector aleatorio y sus componentes:

A A

C(U, U) = FXY (F)}l(u), F;l(v))

Hemos visto que las copulas nos permiten expresar vectores aleatorios en funcion de la
relacion entre las variables. Por un lado, parece claro que toda copula pueda definir un
vector aleatorio, sin embargo, ;jes el reciproco cierto? El siguiente teorema responde a

esta pregunta y da sentido al uso de copulas.

Teorema 2.2. [18, Teorema 2.5.3[[Teorema de Sklar] Dado un vector aleatorio (X,Y)
con funcion de distribucion asociada Fxy y con marginales Fx, Fy, entonces existe una

copula C' tal que:
Fxy(z,y) = C(Fx(z), Fy(y)), V(z,y) € R%

St Fx y Fy son continuas, entonces C' es unica; de otro modo, C estd univocamente
determinada por RanFx X RanFy donde RanF C [0,1] es el conjunto de valores que
toma la funcion de distribucion F'.

Reciprocamente, si C' es una copula y Fx y Fy son funciones de distribucion de las
variables aleatorias X, Y respectivamente, entonces para todo x,y reales, Fxy(z,y) =

C(Fx(x), Fy(y)) es una funcion de distribucion con marginales Fx(z) y Fy(y).

Este es el teorema de central de la teoria de copulas y tiene una implicaciéon muy impor-
tante, pues asegura que la dependencia entre las variables aleatorias estd completamente
descrita por una funcion (la copula) independientemente de las distribuciones marginales
que sigan las variables aleatorias.

Hasta ahora, la teoria de copulas se ha formulado mediante la funcion de distribucion,
pero jse podra hacer lo mismo con la funcién de supervivencia? Consideremos un vector

aleatorio (X,Y’) ligado por una céopula C(u,v).

FXy<£IZ',y) =1- Fx(l') — Fy(y) + ny(]},y)
= Fx(z)+ Fy(y) =1+ C(Fx(z), Fy(y))
=Fx(z)+ Fy(y) =1+ C(1 - Fx(z),1 — Fy(y)).

De este modo, si se considera la funcion C(u,v) = u+v — 1+ C(1 —u,1 — v), entonces

ny<l’,y) = 6(Fx<l’>,Fy(y)), ‘v’(m,y) € R2.

Al caracterizar la copula la dependencia entre las variables, este resultado se podia espe-

rar. Sin embargo, esta expresion nos sera 1util mas adelante en un contexto distinto al de
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la funcién de supervivencia.

Definicion 2.15. (18, Seccion 2.6] Dada una copula C(u,v), la funcion

Clu,v) =u+v—-14+C(1 —u,1—v),

describe también una copula, conocida como Cépula de Supervivencia y denotada como

C(u,v).

Hemos visto como las copulas nos permiten modelizar dos variables aleatorias en funcion
tnicamente de como depende una de la otra. Esta dependencia puede ser mayor o menor,
siendo esta informacion provista por la copula. Pero jcémo de grande puede ser esta
dependencia? Consideremos por ejemplo dos variables aleatorias uniformes U;, U, con
U, = U,, observamos que esta es la maxima dependencia positiva que puede haber entre

dos uniformes. En particular, su cépula seria:
C(u,v) =PU <u,V <v)=PU <u,U <v)=PU < min{u,v}) = min{u, v}.

Esta copula se conoce como copula del minimo y generalmente se denota por M (u,v).
Las variables aleatorias vinculadas por esta copula se dicen comonoétonas. Para variables
aleatorias arbitrarias se puede demostrar que si X e Y son comondétonas entonces existe
una funcién T creciente tal que T'(X) =Y casi seguro.

En el otro lado, tendriamos el caso donde V' =1 — U, donde la dependencia es contraria,
si U crece, V decrece; serfa la maxima dependencia negativa entre dos uniformes. En este

caso la copula seria:

C(u,v) =PU <u,V<v)=PU <u,U>1-v)

0, st utv<l

Pl—v<U<w) si utv>1,

0, st u+v<l1, ,
= = méax{u+v —1,0}.

u+v—1, st u+v>1,

Esta copula se conoce como copula de Lukasiewicz y generalmente se denota por W (u, v).
Las variables aleatorias vinculadas por esta copula se dicen contramonotonas. Para varia-
bles aleatorias arbitrarias se puede demostrar que si X e Y son contramondétonas entonces
existe una funcion T' decreciente tal que T'(X) =Y casi seguro.

Estos dos casos de dependencia extrema dan lugar a unas cotas entre las que debe estar

cualquier copula.

Teorema 2.3. (18, Teorema 2.2.3] [Cota de Fréchet-Hoeffding] Para toda copula C(u,v)
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se cumple que:

M(u,v) < C(u,v) < W(u,v), Yu,vel0,1] x[0,1].

En la Figura podemos observar la interpretacion geométrica de la cota de Frechet-
Hoeffding. Toda copula estara contenida en la pirdmide donde las caras posterior e inferior
las delimita la copula de Lukasiewicz (C'(u,v) = max{u + v — 1,0}), mientras que las

caras frontales estan delimitadas por la copula del minimo (C'(u,v) = min{u,v}).
C(u,v)
Al

Figura 2.1: Interpretacion geométrica de la cota de Frechet-Hoeffding. Créditos: T. Sch-
midt (2007) [22].

Pasamos ahora a introducir algunas de las copulas mas relevantes que se pueden encontrar
en la literatura. Aunque ya la adelantamos previamente, en primer lugar introducimos la

copula del producto:
(u,v) =u-v, (u,v)€]|0,1] x0,1].

Es consecuencia directa del teorema de Sklar que dos variables aleatorias son indepen-
dientes si y solo si su copula es la copula del producto, de ahi su importancia.

Tal y como hemos descrito a partir de la Proposicion 2.1} podemos construir distintas
copulas a partir de distribuciones conocidas. Por ejemplo si quisiéramos determinar la
copula que vincula dos normales en una normal bivariante, podriamos hacerlo mediante

un copula, denominada copula Gaussiana, de la siguiente manera
CFe (u,v) = By (@7 (u), @7 (0),
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donde ®y, es la funcién de distribucién de la normal bivariante con vector de medias
i1 = Og2 v matriz de varianzas covarianzas con unos en la diagonal y p en el resto, mien-
tras que ® la funcién de distribucion de la normal estandar.

Tres casos particulares de esta copula serian la copula del producto cuando p = 0, la
copula de Lukasiewicz cuando p = —1 y la copula del minimo cuando p = 1.

Por ultimo, introducimos una familia de coépulas que aparece con frecuencia en la litera-
tura, las cdpulas Arquimedianas. Estas copulas son utilizadas debido a distintas razones:
se construyen de manera sencilla, una gran variedad de copulas pertenecen a esta familia
y tienen algunas propiedades que facilitan su manejo.

En primer lugar, introducimos la nocién de pseudo-inversa de una funcion.

Definicién 2.16 (Funcion Pseudo-inversa). Sea ¢ : [0,1] — [0, 00] una funcion continua
y estrictamente decreciente tal que (1) = 0. La funcion pseudo-inversa de ¢, denotada

por o= wviene dada por:

Observacion 1. La pseudo-inversa o= es una funcion continua y decreciente en [0, 00].
Ademds o7 (p(u)) = u en [0,1] y :

o(#w)=q o O=TEED i)

Ademds, si p(0) = oo, entonces o=t = 71,

Consideremos la copula del producto II(u, v) y la funcion ¢(t) = —log(t), entonces:

P(M(,0) = p(u) + $(v), Vu,v € (0,1] = T(u,v) = ™ (p(u) + o(v)).

Asi, la copula del producto ha quedado totalmente determinada por ¢. Entonces, si
encontramos otras funciones ¢ adecuadas podriamos construir nuevas copulas de manera
sencilla; es asi es como se construyen las copulas arquimedianas. El siguiente teorema nos

indica qué clase de funciones hemos de buscar.

Teorema 2.4. (18, Teorema 4.1.4] Consideremos una funcion continua y estrictamente

decreciente ¢ : [0,1] — [0,00] con p(1) = 0. Entonces la funcion

P () +0)), i plu) +p(v) < 9 (0),

0, en otro caso.

C(u,v) =
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es una copula si y solo si ¢ es convexa.

A la funcién ¢ se le conoce como generador (generador aditivo). Si ademas ¢(0) = oo,
entonces el generador se dice que es estricto y C(u,v) = o~ (p(u) + p(v)).

Consideremos por ejemplo el generador ¢(u) = g(u_e— 1) con @ perteneciente a [—1, 00)
{0}. Si @ > 0, el generador es estricto y la inversa viene dada por ¢! = (6t +1)~*/9. Si

0 pertenece a [—1,0), su pseudo-inversa es

1
) Ot+1)7Y9 si 0<t< —5
@l ](t>: 1
0, 51 ~3 <t < o0

-1
De este modo se tiene que C'(u,v) = (méx{u‘e +ovf—1, O}) , conocida como Cdpula

de Clayton. Si estudiamos ahora los comportamientos asintéticos:

= ) = —1 obtenemos la copula de Lukasiewicz.
=  — 0o obtenemos la copula del minimo.

= 0 — 0 la copula del producto.

Esta es la idea subyacente que encontramos en todas las familias de coépulas arquimedia-

nas, interpolar entre otras copulas.

2.5. Simetrias

En estadistica, muchas de las distribuciones conocidas son simétricas. En el caso multi-
dimensional esta propiedad no es tan clara, pues pueden existir distintas simetrias. En
esta seccion discutimos esta propiedad, especialmente en el caso multidimensional y su

uso en copulas.

Definicién 2.17 (Variable aleatoria simétrica). Diremos que una variable aleatoria X es
simétrica respecto de Sx si las funciones de distribucion de X — Sx y Sx — X coinciden,
es decir, para cualquier x perteneciente a R, P(X — Sy <x) = P(Sx — X < z).

Si ademds X es una variable aleatoria continua con funcion de distribucion Fx, esto se

traduce en:
Fx(SX—f—I'):l—Fx(SX—I'):F)((SX—JZ), Vo € R.
Si ademds la distribucion tiene funcion de densidad fx(x), entonces se cumple que:

fx(Sx +x) = fx(Sx —x), VzreR.
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Cuando nos adentramos en el caso multidimensional, las simetrias pueden ser diversas,
pues esta puede serlo respecto a distintos planos o incluso podriamos considerar la simetria

de las marginales Gnicamente.

Definicion 2.18. Dado un vector aleatorio (X,Y) y un punto (Sx,Sy) de R?, diremos

que:

1. (X,Y) es marginalmente simétrico respecto de (Sx,Sy) si X e Y son simétricas

respecto de Sx y Sy, respectivamente.

2. (X,Y) es radialmente simétrico respecto de (Sx,Sy) si la funcion de distribucion
conjunta de (X — Sx,Y — Sy) coincide con la de (Sx — X, Sy —Y).

Observar que simetria marginal implica simetria radial pero el reciproco no es cierto en
general. De hecho, el caso mas relevante de estudio sera el segundo; por tanto, cuando

digamos que un vector aleatorio es simétrico, esto significara que es radialmente simétrico.

Ejemplo 2.2. Consideremos un vector aleatorio (X,Y') que sigue una distribucion nor-
mal bivariante. Vamos a ver que este vector aleatorio es radialmente simétrico respecto
del vector de medias (ux, py). Tenemos que comprobar que las siguientes funciones de

distribucion son idénticas:

FX—MX,Y—uy(xay) = P<X — MUx S an — My S y) = Cbz(l'?’y),

F,quX,,uny(may> = P(_X +/LX < z, -Y +/JJY < y) = (I)E(_xv _y)

La funcion de densidad de la normal bivariante con medias nulas viene dada por:

1 1 x? y? 2pxy
on(z,y) = exp|l————| 5+ 5 — .
>(@9) 2roxoy\/1 — p? 20—p*) \ 0% o} oxoy

de donde se deduce que ¢(x,y) = ¢(—z, —y). De este modo:

Yy x 00 o) .
esy)= [ [ otsdstt= [ [ ofuo)dude = Fs(-z, )
—o0 J —o0 -y J—x
para todo (z,y) € R?, donde se ha realizado el cambio de variables u = —t, v = —s.

Partiendo de dos variables aleatorias simétricas, en la Definicion [2.18 se han descrito dos
posibles casos de vectores aleatorios con marginales simétricas: una donde la distribucion
conjunta no tenia por qué ser simétrica, y otra donde si era simétrica respecto del plano
{(z,y) € R*: 2 —Sx = y—Sy}. En el primer caso, la copula parece “romper” la simetria,
mientras que en el segundo, la mantiene. Surge entonces la pregunta, ;qué condiciones

ha de tener la copula para mantener la simetria?
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Teorema 2.5. (18, Teorema 2.7.3] Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con
funciones de distribucion marginales Fx, Fy, respectivamente, y conjunta Fxy, siendo
C la copula que las relaciona. Supongamos que X e Y son simétricas. Entonces, son

equivalentes

1. (X,Y) es radialmente simétrica.
2. Clu,v) =u+v—1+C(1—u,1—v) para todo (u,v) en [0,1]2.

3. La copula coincide con su copula de supervivencia.

Este teorema caracteriza las copulas con simetria radial bajo una condiciéon sencilla, que
la copula coincida con la de supervivencia. De este modo las distribuciones conocidas que

son simétricas deberian cumplir esto.

Ejemplo 2.3. Vamos a ver que la copula Gaussiana coincide con su copula de supervi-

vencia, esto es consecuencia directa del Ejemplo 2.9y del Teorema[2.5 pues:

—Gauss

_ Gauss
s — gGouss,

p

Otras copulas relevantes que cumplen esta propiedad son la del minimo, la de Lukasiewicz

y la del producto.

Ejemplo 2.4. Consideremos las copulas del minimo M (u,v), Lukasiewicz W (u,v) y del

producto 1(u,v).

(u,v) =u+v—14+mn{l —u,1 —v} =u+v—méx{u,v} = min{u,v} = M(u,v).
(u,v) =u+v—14+mix{l —u+1—v—1,0} = max{u+v—1,0} = W(u,v).

= S E|

(u,v) =u+v—14+(1—u)(1—v)=uv=T(u,v).

Entre las copulas arquimedianas, la tnica que es radialmente simétrica, es decir que
coincide con su copula de supervivencia, es la copula de Frank |1, Proposicion 4.2]. Sin

embargo, estas poseen otra clase de simetria mas débil.

Proposicion 2.6 (Teorema 2.7.4). [18] Consideremos dos variables aleatorias X, Y con
funciones de distribucion Fx, Fy respectivamente y funcion de distribucion conjunta Fxy

a partir de una copula C'. Entonces son equivalentes:

1. X eY son intercambiables, es decir (X,Y) 2 (Y, X).

2. Fx = Fy y C(u,v) = C(v,u) para todo u, v en [0,1].
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Observar que se ha introducido la notacion “2”, esto denota que ambos vectores aleatorios
(para variables aleatorias también se utilizard) siguen la misma distribucion, sin embargo,
no tienen por qué ser el mismo vector aleatorio.

Al definir las copulas arquimedianas como ¢!~ (gp(u) + g&(v)), toda copula arquimediana

posee esta clase de simetria.
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Capitulo 3
Ordenes estocasticos univariantes

En este capitulo abordaremos la comparacion de variables aleatorias en el caso unidimen-
sional. Empezaremos introduciendo el orden estocastico méas frecuente en la literatura,
la dominancia estocéstica, para luego trabajar con el orden estocastico motivo de este
trabajo, la preferencia estadistica, y finalmente dar caracterizaciones para algunas distri-
buciones.

Dadas dos variables aleatorias X e Y definidas en el mismo espacio probabilistico (€2, A4, P),
definiremos una relacién binaria > para comparar ambas variables en el &mbito deseado.
Para ello podemos utilizar caracteristicas de las variables aleatorias como podrian ser su

funcién de distribucion, esperanza o varianza.

Definiciéon 3.1 (Orden estocastico). Dadas dos variables aleatorias X,Y y una relacion

binaria = para la comparacion de ambas denominada orden estocdstico, diremos que:

s X es estrictamente preferida a'Y con respecto a “ =7, denotado por X =Y, si
X=YeY ¥ X.

s X eY son indiferentes con respecto a “ =7, denotado por X =Y, s1 X =Y e
Y = X.

» X eY son incomparables con respecto a “ »7, denotado por X =Y, si X #Y
ni Y % X.

Dado un conjunto de variables aleatorias, denotado por D, entonces (D, =, <,=,») de-
termina una estructura de preferencia (P,1,J). Si ademds la incomparabilidad no es
posible, es decir no existe ningin par de elementos incomparables, entonces (D, >, <, =)
forma una estructura de preferencia sin elementos incomparables (estructura de preferen-

cia (P, 1) ).
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Observacion 2. Se definen las relaciones binarias <, < como:
X<Y < Y>X, X<Y < Y X

Observacion 3. En la definicion anterior = es la relacion binaria caracteristica de la

estructura de preferencia.

Comencemos introduciendo este concepto con un ejemplo simple. Supongamos que te-
nemos dos tragaperras y queremos escoger cual usar. Un primer enfoque seria escoger
la maquina con mayor media, que de acuerdo con la ley de los grandes ntmeros seria
el enfoque mas beneficioso a largo plazo. Podriamos ir un paso mas alla, y en caso de
igualdad de medias escoger la maquina con menor varianza, pues esto nos dara menos

altibajos.

Ejemplo 3.1. Esta relacion binaria la definiriamos como:

E(X)> E(Y),
X =Y s O

EX)=EY) y Var(X) <Var(Y).

Esta relacion es reflexiva y transitiva, mientras que no es ni simétrica ni antisimétrica
(podriamos considerar dos variables aleatorias distintas con misma media y varianza).

Ademds, seria una relacion no completa, pues si las esperanzas no existen (y, por tanto,
las varianzas tampoco): X Y yY # X.

3.1. Dominancia Estocastica

El primer orden estocastico del que hablaremos se centra en la funcion de distribucion
y su ambito méas comin de aplicacién es el econémico. Para introducirlo, supongamos
que tenemos dos posibles inversiones modelizadas mediante dos variables aleatorias y
queremos decidir cual de las dos nos dara mayor rentabilidad; entonces estadisticamente
escogerfamos aquella inversion que mayor probabilidad concentre en los valores altos.

Esta es la idea subyacente de este orden estocastico.

Definicion 3.2 (Dominancia estocastica). Sean X e Y dos variables aleatorias con fun-
ciones de distribucion Fx y Fy respectivamente. Se dice que X domina a Y estocds-

ticamente de primer grado, y se denota como X >psp Y, si:

Fx(t)=P(X <t) < P(Y <t) = Ry (t), VtER.
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Si ademds existe un t € R tal que Fx(t) < Fy(t), entonces diremos que X domina

estrictamente a Y estocdsticamente de primer grado y lo denotaremos por X >pgsp
Y.

Observacion 4. Si bien se ha definido la dominancia estocdstica de primer grado por
medio de la funcion de distribucion, en la literatura se puede encontrar también definida
a partir de la funcion de supervivencia F(t) = 1 — F(t) en cuyo caso la condicién para

que X domine estocdsticamente de primer grado a Y es:

Fx(t) > Fy(t), VteR.

Sin embargo, es directo comprobar que ambas formulaciones son equivalentes.

Observacion 5. La relacion binaria > psp es transitiva y reflexiva.

Algunos autores consideran el conjunto de alternativas como el conjunto de distribuciones
que las variables aleatorias pueden tomar. En este caso, la dominancia estocastica es
ademés antisimétrica. Para verlo, observar que si X >psp Y e Y >pgp X entonces
Fx(t) = Fy(t) para todo t real. Como la funcién de distribucion caracteriza la distribucion
de una variable aleatoria, entonces X e Y son iguales en distribucién. Ademés, al anadir
la condicién de antisimetria la dominancia estocastica pasaria a definir un orden parcial.
Por un lado, la dominancia estocastica resulta bastante simple y facilmente computable.
Sin embargo, esta no determina una relaciéon completa pues es posible encontrar variables

aleatorias incomparables.

Ejemplo 3.2. Consideremos X ~ N(0,1) eY ~ N (—=1,1). Dado que Fy(y) = Fx(y+1),
entonces Fy(t) > Fx(t) para todo t € R, de modo que X =prsp Y. Grificamente, en la

Figura [3.1) observamos que en ningin momento las funciones de distribucion se cruzan.

1,,

— Fx(t)
— Fy(t)

o T 2 4
Figura 3.1: Funciones de distribucion del Ejemplo utilizadas para estudiar la domi-
nancia estocastica.
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Ejemplo 3.3. Consideremos X una variable aleatoria degenerada en 0.4 eY ~ (0.2).
Entonces observamos que 0 = Fx(0.2) < Fy(0.2) = 0.8, mientras que 1 = Fx(0.4) >
Fy(0.4) = 0.8, de modo que X #psp Y eY #rsp X. De este modo se concluye que estas

dos variables son incomparables.

Con estos dos ejemplos hemos visto, por un lado, un caso donde la dominancia era estricta
y, por otro lado, uno donde la comparabilidad no era posible. La incomparabilidad supone
un inconveniente cuando se busca comparar variables aleatorias, y por ese motivo existen
otros grados de dominancia estocastica mas débiles. Estos siguen la misma idea que
la dominancia estocéstica anteriormente descrita, dar mayor importancia a las regiones

donde la variable aleatoria toma valores altos.

Definicién 3.3 (Dominancia estocéstica de segundo grado). Sean X e Y wariables alea-
torias con funciones de distribucion Fx y Fy respectivamente. Se dice que X domina a

Y estocdsticamente de sequndo grado, y se denota como X =gsp Y, si:

G?X(t):/t Fx(x)dxg/t Fy(y)dy = G2(t), VteR.

—0o0 —0o0

Del mismo modo que en la dominancia estocdstica de primer grado, si ademds existe un
t en R tal que G%(t) < G3(t), entonces diremos que X domina a 'Y estocdsticamente de

sequndo grado y lo denotaremos por X =gsp Y.

Esta definicién tiene de nuevo el problema de la incomparabilidad, sin embargo, al ser
menos restrictiva que la primera, existiran variables aleatorias comparables por segundo

grado, pero no por primero.

Observacion 6. Dadas dos variables aleatorias X, Y entonces se cumple que:

X >'FSDY = X =SSD Y.

X =FSD Y = X =3SD Y.

Veamos ahora un ejemplo donde utilizar este orden estocastico més débil resulta de
utilidad.

Ejemplo 3.4. Consideremos una variable aleatoria X ~ U(0,1) e Y una variable alea-

toria con funcion de densidad fy(y) = 2(y +1)*1_11(y). De este modo:

0, stx <0, 0 siy<—1

F " _ ) ) Y
X( ) T, 81X € [07 1)7 FY(Z/) = %(ZB + 1)37 Siy € [_1’ 1)’
1, stx > 1. 1 siy>1
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Como Fx(—0.5) = 0 < g&; = Fy(—0.5), mientras que Fx(0.5) = 0.5 > 2L = Fy(0.5), no

se tiene dominancia estocdstica. Ahora, integrando:

O, Si$<0, 0 3iy<—1
G%(z) =< 1,2 ' | |
X( ) 2‘7; ) SLT € [071)7 G%f(y) - %(y‘i_ 1)4, St Yy € [_17 1)7
l’—%, SZ'TZl y_%7 Slyz]-

Es claro que en (—1,1), G3-(t) > G4 (t). Por otro lado, si calculamos los puntos de corte
en [0,1], obtenemos que unicamente se cortan en x =1, de modo que en [0,1) se cumple
G%.(y) > G%(x). Por 4iltimo, en [1,00) es claro que G%(x) = G%(y). Por tanto compro-
bamos que X =gsp Y.

Grdficamente, en la Figura observamos que cuando trabajamos a primer orden exis-
ten dos intervalos, uno donde Fy (t) > Fx(t) y otro donde Fy(t) < Fx(t). Mientras que
cuando trabajamos a orden dos Gy(t) > Gx(t) para todo t en la recta real, siendo la

desigualdad estricta en el intervalo (-1,1).

14 o 14
— Fx (1) — Gx(1)
— B — G ()
0.5 {
1 1 1 1

Figura 3.2: Funciones de distribuciéon y sus primitivas del Ejemplo utilizadas para
estudiar la dominancia estocéstica de primer y segundo grado.

Del mismo modo que hemos definido el segundo orden estocéstico, podriamos ir definiendo
ordenes mas altos y, por tanto, més débiles. Para ello, debemos en primer lugar definir la

funcién n-ésima acumulada. Esta se define recursivamente como sigue.

Definiciéon 3.4 (Funcion n-ésima acumulada). Dada una variable aleatoria X y su fun-

cion de distribucion acumulada Fx, su funcion n-ésima acumulada se define como:

G%(t) = /( }G}_l(x)dx :/ Fx(z)(dz)"™', n>1, teR.
—o00,t

(—o0,t]xR™—2

En particular, paran =1, G = Fy.
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Definiciéon 3.5 (Dominancia estocastica de orden n). Consideremos X e Y dos variables
aleatorias con funciones de distribucion Fx y Fy respectivamente. Entonces, diremos que

X domina a'Y estocdsticamente por grado n, y se denota como X >=,sp Y, si se cumple:
G%(t) < Gy(t), VteR.

Ademds, diremos que X domina estrictamente a Y estocdsticamente por grado n, y se

denota como X »=,sp Y, si ademds se cumple:

G%(t) < Gy(t), para algint € R.

De nuevo, en estas definiciones tenemos el problema de incomparabilidad, al igual que
habifamos tenido con las anteriores definiciones. Observamos también que cuando n = 2,
recuperamos la dominancia por segundo grado y cuando n = 1 la dominancia de primer

grado o estocéstica.

Observacion 7. Dadas dos variables aleatorias X e Y y dos nimeros naturales n, m

con n<m, entonces:

X =nSD Y — X mSD Y,

X=s5pY = X=,spY.

Una de las propiedades méas importantes de la dominancia estocéstica es la caracterizacion
a través de las esperanzas. Es més, estas nos van a permitir caracterizar el grado n-ésimo

de dominancia. El siguiente resultado revela esta relacion.
Teorema 3.1. (11, |17/[Caracterizacion de la dominancia estocdstica por las medias| Da-
das X e Y wariables aleatorias con esperanzas finitas, entonces se cumple:

1. X »pspY <= FEu(X))>EuY)), Yu: R — R creciente.

2. X »ssp Y <<= E@u(X)) > EY)), Vu : R — R creciente y cdncava

(2-creciente).

3. X =usp Y << EWX)) > EwY)), Yu: R — R n-creciente (Definicion
.

Esta caracterizacion a través de las esperanzas podria recordar al Ejemplo donde
argumentabamos que de acuerdo con la ley de los grandes niimeros escoger una estrategia
que tenga mayor esperanza era razonable. En este caso, llevariamos esta idea un paso mas

alla exigiéndolo para cualquier transformacion creciente la cual nos conservaria el orden,
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es decir, cualquier transformacion tal que si > y entonces g(z) > g(y).
Por ultimo, existen algunas propiedades relevantes de la dominancia estocastica que son

mencionadas a continuacion.

Proposicion 3.2. (17, Teorema 1.2.13] Dadas X e Y wariables aleatorias tales que

X =rsp Y y dada una funcion creciente p : R — R, entonces p(X) =rsp ©(Y).

Proposicion 3.3. [17, Teorema 1.2.17] Dadas las variables aleatorias {Xi}i_q, {Yi}i4
independientes, st X =psp Yr para todo k = 1,...,n, entonces X1 + ... + X,, >rsp
Yi+..+Y,.

Los resultados anteriores indican que la dominancia estocastica se preserva por transfor-
maciones crecientes y por agregacion (bajo independencia). El tercer y tltimo resultado

indica que también se preserva bajo la convergencia en ley.

Proposicion 3.4. (17, Teorema 1.2.14] Dadas las variables aleatorias { X, nen, {Yn }nen
tales que X, £, X, Y, £, Y, si X,, =psp Y, para todo n € N, entonces X >=psp Y.

3.2. Preferencia Estadistica

Hemos visto un primer acercamiento al orden estocéstico con la dominancia estocastica y
sus versiones mas débiles de grado n. Sin embargo, todos estos 6rdenes presentan un gran
problema: existen variables aleatorias incomparables. Ademéas, aunque se puedan definir
ordenes sucesivos cada vez mas débiles mediante la dominancia estocastica de grado-n, a
medida que aumenta el grado, el coste computacional crece con él significativamente.

Por ello introducimos en esta secciéon un nuevo orden estocastico, la preferencia estadis-
tica, que no presenta estos inconvenientes. Este orden estocéstico fue introducido por De
Schuymer et al. en 2003 [6, [7] y se define a partir de lo que se conoce como relacion

probabilistica.

Definicion 3.6 (Relacion probabilistica). Dada una serie de alternativas D, una relacion
probabilistica es una aplicacion Q : D x D — [0,1], tal que Q(a,b) + Q(b,a) = 1 para

cualquier par de alternativas a,b € D.

En este caso, como estamos trabajando con variables aleatorias, el conjunto de alternati-
vas D estara formado por variables aleatorias definidas en el mismo espacio de probabi-

lidad (€2, .4, P) y tomando valores en un espacio ordenado (€', A").

Definicion 3.7. Dadas dos variables aleatorias X e Y definimos la aplicacion:

Q(X,Y) D xD—[0,1]

(X.Y) = P(X >Y) + %P(X _y).
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Proposicion 3.5. La aplicacion Q definida previamente es una relacion probabilisitica.

Demostracion. Esta aplicacién toma valores en [0, 1], por tanto queda ver que Q(X,Y) +

Q(Y, X) = 1. Efectivamente, se tiene que:

X, Y)+QV, X)=P(X>Y)+P(Y>X)+P(X =Y)=1. 0

A través de esta aplicacion vamos a definir un orden estocastico. Siguiendo la linea de
la dominancia estocastica buscamos que X sea preferida a Y cuando la primera tienda a

tomar valores méas altos.

Definicién 3.8 (Preferencia estadistica). Dadas dos variables X e Y, se dice que:

» X es preferida estadisticamente oY, y se denota por X =gp Y, si Q(X,Y) >
0.5.

» X esindiferente estadisticamente a Y, y se denota por X =gp Y, si Q(X,Y) =
0.5.

s X es estrictamente preferida estadisticamente oY, y se denota por X =gp Y,
si Q(X,Y) > 0.5.

Ejemplo 3.5. Volvamos ahora al Ejemplo[3.5. Habiamos visto que X €Y eran incompa-
rables si considerdbamos como orden estocdstico la dominancia estocdstica. Veamos ahora

qué ocurre si consideramos la preferencia estadistica:

X/Y‘ 0 1
0.4 ‘0.8 0.2

1
QX Y)=P(X>Y)+ P(X=Y)=08= X =5 Y.

Observamos que la preferencia estadistica nos permite comparar dos variables aleatorias

que no podiamos comparar mediante la dominancia estocdstica.

Ejemplo 3.6. En la Figura podemos observar la interpretacion geométrica de la
preferencia estadistica, el plano X =Y separa el espacio en dos regiones: una donde
X > Y y otra donde X < Y. Si el volumen de la funcion de densidad en la region
donde X >Y es mayor que el de la region donde X <Y decimos que X es preferida
estadisticamente a 'Y . Si, en cambio, ocurre que el volumen de la sequnda region es mayor
que el de la primera, entonces Y es preferida a X. Por tultimo, si ambas regiones tienen

el mismo volumen entonces son indiferentes. En este caso X es preferida a'Y .
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Xi=v
015~ X<Y /‘ X>Y
; 0.1
Sy
0.05 -

Figura 3.3: Interpretacion geométrica de la preferencia estadistica.

Este nuevo orden estocéstico no deja lugar a la incomparabilidad, de modo que (D, >gp
, =sp) determina una estructura de preferencia sin elementos incomparables. Esta incom-
parabilidad es consecuencia de la relacion probabilistica pues al tomar valores entre 0 y

1 siempre podemos establecer una desigualdad.

Observacion 8. La preferencia estadistica constituye una relacion binaria reflexiva y

completa. Sin embargo, no es transitiva ni antisimétrica.

Esta falta de transitivad hace que la preferencia estadistica no defina ningin orden de los
que se suelen considerar. El siguiente ejemplo pone de manifiesto la no transitividad de

esta relacion binaria.

Ejemplo 3.7. Consideremos el espacio de probabilidad (2, A, P) con = {w1, ws, w3, ws }

y tres variables aleatorias X, Y, Z:

W1 W2 W3 Wy

0.1 02 0.3 04

Q
P
X|-1 -1 1 1
Y
A
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De este modo:

1
QXY)=P(X=1Y =05 +;P(X=1Y=1)=055 = X5V,
QY,Z)=P(Y =1,7Z =0) FP(Y =052Z=0)=06 = Y =gp 2,
Q(X,Z)=P(X =1,Z =0) —04 = X <gpZ

Por tanto, se comprueba que no hay transitividad.

El uso de una relacion probabilistica permite cuantificar la preferencia entre [0, 1] (Figura
, cuanto mas cercana sea Q(X,Y’) a 1 mas preferida sera X a Y, mientras que cuanto
mas cerca esté de 0 mayor sera la preferencia por Y, estableciendo en 0.5 la indiferencia
entre ambas variables. Esto supone un nuevo valor anadido respecto a la dominancia

estocastica, donde tnicamente se establecia una preferencia.

0 0.5 1
| | . Q(X,Y)

X <sp Y X=spY X >=spY

AV X) - |
1 0.5 0
Figura 3.4: La preferencia estadistica nos permite ponderar ctian preferida es una variable

frente a otra en un rango de 0 a 1.

Utilizando propiedades sencillas de probabilidad podemos obtener una primera caracte-

rizacion de la preferencia estadistica:

Proposicion 3.6. [15, Lema 2.2/ Dadas dos variables aleatorias X e Y, son equivalentes:

(I) Xisp Y.
(11) Q(X,Y) > 9(Y, X).
(i11) P(X >Y) > P(Y > X).

(1v) P(X >Y) > P(Y < X).

Demostracion. |i) — ii)| Utilizando que Q(X,Y) =1 —Q(Y, X):

X =gpY = Q(X,Y)>05 < Q(Y,X)<05.
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i) — i)
gxmzpm>ynémxzm:Puzyyémxzm.
qu:PW>XHémY:mzpwzxyémY:m.

Por hipoétesis Q(X,Y) > Q(Y, X), por otro lado P(X =Y) = P(Y = X), de donde se

deduce el resultado.

iii) — iv)

Como por hipotesis P(X > Y) > P(Y > X))y P(X =Y) = P(Y = X), se deduce el

resultado.

i) — 1)

gxmzpm>YHémX:m.

gxmzpw>xwémyzm.

Como P(X =Y) = P(Y = X), se deduce que Q(X,Y) > Q(Y, X). Por otro lado
Q(X,Y)+ Q(Y, X) = 1. De modo donde se obtiene que Q(X,Y) > 0.5. O

Vimos como la dominancia estocastica se conservaba bajo ciertas transformaciones, en
particular bajo funciones crecientes. En la preferencia estadistica podemos encontrar un

resultado similar.

Proposicion 3.7. [14, Proposicion 9] Dadas dos variables aleatorias X eY y una funcion

p:R —= R, entonces:
1. Si ¢ es estrictamente creciente:
X zspY = ¢(X) =sp p(Y).
2. Si p es estrictamente decreciente:
X=spY = ¢(X) 2sp @(Y).

Demostracion. Se probaré para el caso de funciones estrictamente decrecientes, el otro

caso es analogo.
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Por ser ¢ estrictamente decreciente:

{w: X(W)>Y(W)} ={w : p(X(w) <Y (w))}-
{w: X(w) <Y(W)} ={w : p(X(w) > Y (w))}-

De modo que P(X >Y) = P(p(Y) > p(X))y P(Y < X) = P(e(X) > o(Y)).
Ahora, utilizando la caracterizacion anterior, X »=gp Y <= P(X >Y) > P(Y > X)

de donde se deduce que:

Plp(Y) > (X)) > P(p(X) > ¢(Y)).

Y de nuevo utilizando la caracterizacion se deduce la implicacion.
Por hipotesis ¢(X) <sp ¢(Y) para cualquier funcion ¢ estrictamente decreciente, en

particular, para ¢(t) = —t. Utilizando la caracterizacion anterior:
Y =sp—X <= P(-Y>-X)>P(-X>-Y) < PY<X)>PX<Y).

Donde una vez mas, utilizando la caracterizacion de la Proposicion [3.6, se llega al resul-
tado. O

Por otro lado, la preferencia estadistica tiene una importante relaciéon con la mediana de
X-Y.

Teorema 3.8. (14}, Teorema 15] Dadas X e Y variables aleatorias definidas en un mismo

espacio de probabilidad, entonces:

I.sup Me(X —Y)>0 = X >gpY = sup Me(X —-Y) >0.
2. X =spY = Me(X -Y) C|0,00).

3. El reciproco de 2. no es cierto, sin embargo:

mfMe(X -Y)>0 = X >=gp VY.

4. Si P(X =Y) =0, entonces:

X =gpY <= Inf Me(X —-Y) > 0.

Sin embargo, aunque P(X =Y) =0, que Me(X —Y') contenga al 0 no es equivalente a
Q(X,Y) = 0.5.

Esta relacion con la mediana es consecuencia de como se define la preferencia estadistica
donde X es preferida a Y si P(X —Y > 0) > P(X —Y < 0), por tanto, resulta l6gico
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que en caso de que sea preferida la mediana sea al menos mayor o igual que cero.

Por ultimo, resultaria ttil establecer una conexién entre la preferencia estadistica y la
dominancia estocastica. Ademas, resultaria razonable que esta conexion se diera, pues si
la idea de la dominancia estocéstica era dar mayor probabilidad a los valores més altos,
la condicion de la preferencia estadistica de P(X >Y) > P(Y < X) da una idea similar
de este orden estocastico.

El siguiente teorema permite establecer bajo qué condiciones se da esta relaciéon entre

estos dos ordenes estocasticos.

Teorema 3.9. (16, Teorema 45] Dadas X eY wvariables aleatorias definidas en el mismo
espacto de probabilidad, entonces X >=psp Y tmplica X >gsp Y bajo cualquiera de las

siguientes condiciones:

1. X eY son independientes.

2. X eY son variables aleatorias absolutamente continuas contramondtonas.

3. X eY son variables aleatorias absolutamente continuas comondtonas.

4. X eY son variables aleatorias discretas con soportes finitos contramondtonas.
5. X eY son variables aleatorias discretas con soportes finitos comondtonas.

6. X eY son variables aleatorias absolutamente continuas relacionadas mediante una

copula arquimediana estricta con generador dos veces diferenciable.

7. X eY son variables aleatorias absolutamente continuas relacionadas mediante una

copula arquimediana nilpotente con generador dos veces diferenciable.
Ademds, X =psp Y implica X =gsp Y en los casos 1, 3,5 y 6

Sin embargo, este resultado no es cierto en general.

Ejemplo 3.8. Consideremos dos variables aleatorias X, Y distribuidas de la siguiente

manera:

X/Y|-1 0 1
~1 10 02 0 02
0 |0 01 0102

1 102 0 04]0.6

0.2 03 0.5
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En primer lugar calculamos las funciones de distribucion:

( 4
0, st t< —1 0, st t< —1
0.2, si —1<t<0 02, si —1<t<0
Fx(t) = Fy(t) =
04, st 0<t<1 0.5, st 0<t<1
\ 1, s t>1. 1, st t>1.

\

De modo que Fx(t) < Fy(t) para todo t real, ademds ent = 0 se tiene que Fx(t) < Fy(t),
de modo que X =psp Y.

Por otro lado:

PX>Y)=P(X=0Y=-1)+P(X=1Y=-1)+P(X=1,Y =0) =0.2.
PX<Y)=P(X=-1Y=0+P(X=-1,Y =1)+ P(X =0,V =1) = 0.3.

Por tanto, tenemos que Y >gp X.

Cuando introdujimos las copulas en el[Capitulo 2] enunciamos la cota de Fréchet-Hoeffding
(Teorema [2.3)) que nos daba los dos casos més extremos de dependencia. Resulta intere-

sante estudiar la preferencia estadistica en estos contextos tan particulares.

Proposicion 3.10. (5, Proposicion 7] Dadas X e Y dos variables aleatorias absoluta-
mente continuas contramondtonas con funciones de distribucion Fx y Fy y funciones de
densidad fx, fy, entonces:

Q(X,Y) = fx(z)dx,

/:)::FX (z)+Fy (z)>1

0, equivalentemente

Q(X,Y) = Fy(u) con u tal que Fx(u) + Fy(u) = 1.

Esta caracterizacion es consecuencia de la dependencia totalmente negativa en la con-
tramonotonia, es decir Y = T'(X) con T una funcién decreciente. Vamos a intentar dar
una explicacion intuitiva, para ello vamos a suponer que nos encontramos en el caso mas
sencillo en el que T es estrictamente decreciente y por tanto posee inversa y F'x,Fy son
estrictamente crecientes.

En primer lugar, supongamos que 7T’ tiene un punto fijo u, entonces la aplicacion T' cumple:

T(x) >z, si x<u,
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Debido a que Y es una transformacion estrictamente decreciente de X, entonces u cons-

tituird la frontera entre X > Y e Y > X por lo que acabamos de ver. Asi:

{we: X(w)>Ywl={we: X(w) >T(X(w))}={we: X(w) >u},
{weQ: X(w)<Y(w}={weQ: X(w) <TX(w)}={weQ: X(w) <u}.

Ademas este punto fijo cumple que Fy(u) + Fy(u) = 1:

5
=
I
o,
>
A

w) Fx(u) + Fy(u) = 1.
Fy(u) = P(T(X) < u) = P(X > T (u)) = P(X >u)

Con esto podemos ver de donde viene la primera expresion, la equivalencia con la segunda

se sigue porque
QX,)Y)=P(X>Y)=P(X >u)=1—- Fx(u) = Fy(u),

donde se ha utilizado que Fx(u)+ Fy(u) = 1y por ser variables aleatorias absolutamente
continuas, P(X =Y) = 0.

Si T' no tuviera un punto fijo, entonces podrian darse dos casos X (w) > Y (w) 6 X(w) <
Y (w) para todo w € Q. En ambos casos ademas las variables aleatorias tendrian soportes
disjuntos, esto es consecuencia de que T no tenga ningin punto fijo.

Supongamos que X (w) > Y (w) para todo w de €. Si denotamos por Sop(X) y Sop(Y') el
conjunto de puntos donde fy y fy son estrictamente positivas, se cumple sup Sop(Y) <

inf Sop(X), y por tanto

0, si t < inf Sop(Y),
Fy(t), site Sop(Y),
Fx(t) + Fy(t) = {1, sit e |sup Sop(Y),inf Sop(X)|,

1+ Fx(t), site Sop(X),

si t > sup Sop(X).

\ 7’

De ahi se sigue que en la Proposicién se cumpla que Q(X,Y) = 1. Ademés, tomando
u en el intervalo [sup Sop(Y'), inf Sop(X)] se tendria que Fx(u)+ Fy(u) =1, Fx(u) =0
y Fy(u) = 1.

El caso en que X (w) < Y(w) para todo w de 2 seria totalmente anéalogo.

Graficamente, podemos interpretar esta formula en la Figura donde se observa que
en u, t; +t5 = 1.
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4 F(x) Fy
X s
t
t, : %
FX
F, \
F'Y 0 u x

Figura 3.5: Interpretacion grafica de Q(X,Y’) para dos variables contramondétonas. Cré-
ditos: DeBaets et al. (2007) [5].

Proposicion 3.11. /5, Proposicion 6] Dadas X e Y dos variables aleatorias absoluta-
mente continuas comondtonas con funciones de distribucion Fx y Fy y funciones de

densidad fx y fy, entonces:

1
O(X,Y) = / Fr(ad + / Fx(@)da.
z:Fx (2)<Fy(y) z:Fx (z)=Fy (y)
En particular,
P(X >Y) :/ fx(z)dz,
z:Fx (2)<Fy (y)

P(X =Y) :/ fx(x)dx.
z:Fx (2)=Fy (y)

Esta formula es consecuencia de la dependencia totalmente positiva en la comonotonia
donde Y es una transformacion 1" creciente de X. Vamos a dar una explicacion intuitiva
de este resultado, para ello, supondremos nos encontramos en el caso mas sencillo donde T’
es estrictamente creciente y por tanto tiene inversa y F'x y Fy también son estrictamente

crecientes. Ahora:
{w: X(w)>Y (W)} ={w: X(w) >T(X(w))}

Para ver qué relacion tiene esta expresion con la funcion de distribucion, consideremos un
intervalo (a,b) donde Fx > Fy y Fx(a) = Fy(a) = F,, Fx(b) = Fy(b). Entonces como
Fx(a) = Fy(b) se tiene que:

Fx(a) = P(X <a)
Fy(a)=P(Y <a)=P(T(X) <a)=P(X <T '(a))

T '(a) = a.

Es decir, a seria un punto fijo de 7'. Por tanto en la region (a, b) donde Fx > Fy, cualquier
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subintervalo (a,t) cumple estar en {X (w) : X(w) > Y (w)} ya que como Fx(t) > Fy(t) y

FX(t) P(XG(a,t))—{—FX(a):P(a<X<t)+Fa,
Fy(t)=P(Y € (a,t))+ Fy(a) = Pla<T(X)<t)+ F,=Pla< X <T7Y(t)) + F,.

Entonces se tiene necesariamente que ¢t > T71(¢). Es por esto que la férmula lo que nos
dice es que tnicamente es necesario fijarse en lo que ocurre entre cada par de puntos de
corte de F'y y Fy consecutivas (Figura [3.6) para estudiar las condiciones de X > Y y
X=Y.

4 F(x)

v
4

Fy

Figura 3.6: Interpretacion grafica de Q(X,Y) para variables comono6tonas. Créditos: De-
Baets et al. (2007) [5].

3.3. Caracterizaciones de la dominancia estocastica

En esta secciéon se daran caracterizaciones de la dominancia estocastica para distribucio-
nes de la misma familia. Estas, nos permitirian ademas estudiar la preferencia estadistica
en los casos descritos en el Teorema 3.9

Comenzamos dando un resultado para distribuciones normales.

Proposicion 3.12. Dadas dos variables aleatorias X ~ N(ux,o0) e Y ~ N(uy,o),

entonces:

X =psp Y <= pux > py,
XEFSDY <~ Uux = Uy,

X =psp Y <= pux > py.

Demostracion. Estandarizando (® denota la funcion de distribucion de una distribucion
normal estandar), Fx(x) = (P(x — MX), Fy(y) = (I)<y — MY). De modo que:
o o

t— t—
Fx(t) > Fy(t) <= <1>( “X) ><1>( “Y) — x> py.
g o
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La segunda parte, se sigue directamente dado que ambas estédn idénticamente distribuidas.
m

Ejemplo 3.9. En el caso de que las varianzas no sean iguales, el resultado no es cierto,
basta considerar X ~ N(0,1) e Y ~ N(0,2). Entonces:

Fx(@)=0@) y Ry =o(}).

En particular, se cumple:

En t=2, Fy(2) = B(2) > B(1) = Fy(2).
Bnt=-2 Fy(—2)=®(-2) < &(—1) = Fy(-2).

En la Figura[3.7 podemos observar las funciones de distribucidon, encontrando un punto

de corte ent = 0.

4 -2 2 4

Figura 3.7: Funciones de distribucion del Ejemplo .

Procedemos ahora con la distribucion de Bernoulli.

Proposicion 3.13. Dadas X ~ B(px) e Y ~ B(py), entonces:

X =psp Y <= px > py,
X =psp Y <= px =y,

X =psp Y <= px > py.

Demostracion. Calculamos en primer lugar las funciones de distribucion:

0, six <0, 0, siy <0,
Fx(z) =4 1-px, sizel0,1), Fr(y) =4 1—py, siyel0,1),
1, siz > 1. 1, siy > 1.
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Entonces las funciones de distribucion coinciden salvo en el intervalo [0, 1), donde Fx(z)
serd menor que Fy (y) unicamente cuando px > py. Si px = py, entonces X e Y tienen

la misma distribucion y X =psp Y. O

Una vez considerado el caso méas sencillo de las Bernoulli vamos a estudiar qué ocurre

cuando consideramos la distribucion binomial.

Proposicion 3.14. Dadas X ~ B(n,px) e Y ~ B(n,py), entonces:

X =psp Y <= px > py,
X =psp Y < px =y,

X =psp Y < px > py.

Demostracion. El caso en que px = py es inmediato pues entonces X e Y estan idénti-
camente distribuidas, de modo que X =pgp Y.

Vamos ahora a probar el caso con desigualdad estricta dado que la desigualdad con igual
seria consecuencia de las otras dos.

Como una distribucién binomial de parametros n p se puede expresar como suma de

n distribuciones de Bernoulli independientes de pardmetro p:
X = ZX’“ con Xy~ B(px) VkE=1,...,n.
k=1

Y:ZYk, con YkNB(py) szl,,n
k=1

Por la Proposicion |3.3| y la Proposicion [3.13
px >py <= B(px) =rsp Blpy) = X =psp Y.

Por hipotesis, Fx(t) < Fy(t) para todo t real. Evaluemos las funciones de distribucion
en 0:
Fx(0)=P(X=0)=1-px)", Fy(0)=PY =0)=(1—-py)™ (3.1)

Luego Fx(t) < Fy(t) siy solo si px > py. Nos queda ver que la desigualdad es estricta.
Observamos que si px = py entonces X e Y tienen la misma distribucion luego X =psp Y

lo que contradeciria la hipotesis de X >=rsp Y. Por tanto px > py. O

Ahora vamos a variar el parametro correspondiente al niimero de repeticiones del expe-

rimento en la distribucién binomial.
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Proposicion 3.15. Dadas X ~ B(nx,p) e Y ~ B(ny,p), entonces:

X =rsp Y <= nx >ny.
XEFSDY <~ Nx = Ny,

X>_'FSDY < nx > ny.

Demostracion. El caso en que ny = ny es inmediato pues entonces X e Y estén idénti-
camente distribuidas, de modo que X =pgp Y.

Vamos ahora a probar el caso con desigualdad estricta dado que la desigualdad con igual
serfa consecuencia de las otras dos. Expresando de nuevo la distribuciéon binomial como

suma de distribuciones de Bernoulli independientes:

nx
X = ZXk con Xp~B(p) YVk=1,..nx.

k=1

ny
Y:ZYk con Yy~ B(p) Vk=1,..ny.

k=1

Supongamos en adelante que ny > ny. Definimos la variable aleatoria degenerada
en 0: D ~ Op independiente de Xy, ~ B(p) y de Y%, ~ B(p) para todo kx € {1,...,nx},
ky € {1,...,ny}. De modo que X, >rsp Op para todo kx € {1,...,nx}. Tomando una

m.a.s. de Op de tamano (nx — ny), {Dny+1, -+, Dny |, entonces:
nx
X=> X
k=1

ny nx
Y:ZYk+ Z Dy.
k=1

k=ny+1

De este modo, por la Proposicion X =psp Y. Ademéas como Fy(ny) =1 > Fx(ny)

entonces se tiene ademas que X >pgp Y.

Por hipétesis, Fx(t) < Fy(t) para todo t real, evaluemos las funciones de distribucion
en 0:
Fx(0)=P(X=0)=(1—-p™, F0)=PY =0)=(1-py)"™. (3.2)

Como 1 —p < 1, Fx(0) < Fy(0) si y solo si nx > ny. Quedaria descartar el caso en
que nx = ny. Si esto ocurriera, entonces X =pgp Y luego contradeciria la hipotesis de
X =rsp Y. Por tanto nx > ny. O

Si tenemos en cuenta que para una binomial de pardmetros n, p la esperanza es n - p,
entonces en ambos resultados la caracterizacion se podria hacer a través de las medias.

Sin embargo, cuando uno de los pardmetros no es comun, el resultado deja de ser cierto.
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Ejemplo 3.10. Consideremos dos variables aleatorias X, Y con X ~ B(2,0.49) e Y ~

B(4,0.25). Si calculamos sus medias:
E(X)=0098, EY)=1.
Si calculamos las funciones de distribucion:
k=0: Fx(0)=0.2601 < 0.3164 = Fy(0),
k=2: Fx(2) =1 > 0.9492 = Fy(2).

Luego no se puede establecer la comparacion por medio de la dominancia estocdstica.

Obtenemos también una caracterizacion de la dominancia estocastica en el caso de la

distribuciéon de Poisson.

Proposicion 3.16. Dadas X ~ P(Ax) eY ~ P(Ay), entonces:

X >=rsp Y <= Ax > \y,
X =psp Y = Ax =y,

X mpsp Y — AXZ/\Y-

Demostracion. Si A\x = Ay, entonces las variables aleatorias tienen la misma distribucion
y X =FSD Y

Para una variable aleatoria X ~ P(\):

Fx(k) = % con I'(a,x)= /00 t"te L.

Puesto que x y a son mayores que cero:
a—(a,x) = —2°'e " <0 (siz,a>0).
x

La funcion de distribucion es escalonada en k, luego estudiamos tinicamente en k enteros.

Por la monotonia de la funcién de distribucién en A se deduce:

Fx(k}) < Fy(k) VkeN < Ax > \y. ]

La mayoria de los casos que hemos visto hasta ahora son familias de distribuciones donde
el parametro es un parametro de escala, como es el caso de la desviaciéon tipica en la nor-
mal; o bien era un parametro de localizacion, como es el caso de la media en la distribucion

normal. Ahora vamos a generalizar estas familias en la dominancia estocastica.
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Proposicion 3.17. Consideremos dos variables aleatorias X, Y pertenecientes a una
misma familia de localizacion, es decir, X 2Y +bconbel pardametro de localizacion.
Entonces:

X =pspY <= b<O.

Demostracion. Calculamos la funciéon de distribucion:
Fx(r)=P(X <2)=PY +b<x)=PY <x—-0) = Fy(x —b).
De modo que por ser la funcién de distribucion creciente:
Fx(t) < Fy(t), VteR < Fy(t—b) < Fy(t), VtER < b<0.

Por otro lado, la funcién de distribuciéon no puede tomar el valor 1 en todo R de modo
que han de existir al menos dos puntos t1, to con t; > ty tales que Fy (t1) > Fy(t2). De

modo que si b < 0 entonces existe un punto tal que Fx(t) < Fy(t). O

Observar que con este resultado hemos generalizado la Proposicion [3.12] de las distribu-
ciones normales cuando considerdbamos la desviacién tipica fija. Otra familia que aparece
recurrentemente en la literatura es la familia de escala, sin embargo, en este caso no se

puede ser tan general.

Proposicion 3.18. Consideremos dos variables aleatorias X, Y pertenecientes a una
misma familia de escala, es decir, X e % son iguales en distribucion, donde 0 es el pard-

metro de escala (mayor que cero). Entonces, si las distribuciones tienen soporte positivo:
X >=rpsp Y <— 0>1.

Si, en cambio, las distribuciones tienen soporte negativo:
X >=rsp Y <— 0 <1.

Demostracion. Vamos a verlo para el caso en que las distribuciones tienen soporte positi-
vo, el otro caso es andlogo. Como Fx(z) = P(X <) = P(Y < fz) = Fy(fx), entonces
por ser la funcion de distribucion creciente y ser x > 0, se sigue que Fx(t) serd mayor o
igual que Fy (t) siy solosi @ > 1. Ahora, si F'x # Fy, entonces existe un valor ¢y donde las
funciones de distribucion no coinciden, de donde se sigue que Fx(ty) = Fy(0ty) < F(to)

si y solo si f es mayor que uno. O

Sin embargo, el resultado no es cierto en general cuando utilizamos familias de distribucion

con soportes en R. Un ejemplo de esto seria el Ejemplo 3.9
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Este resultado permite caracterizar a algunas familias, una bastante importante seria la

exponencial.

Corolario 3.19. Dadas dos variables aleatorias X ~ Exp(Ax), Y ~ Exp(\y), entonces:

X =psp Y <— Ax<)\y,
X =psp Y — )\X:Ay,

XEFSDY <~ )\X S)\y

Demostracion. Si A\x = Ay, entonces las variables aleatorias son iguales en distribucién
y por tanto X =psp Y.
Consideremos ahora el caso de desigualdad estricta. Al ser la exponencial una familia de
escala con soporte positivo:

D Ax

X =V
Ay

Utilizando la proposicion [3.18}

A
X =psp Y = L > 1.
Ax

El ultimo caso seria consecuencia de los dos anteriores. O

3.4. Caracterizaciones de la preferencia estadistica

En la seccién anterior vimos cémo en el caso de normales con la misma varianza podia-
mos establecer un orden con la dominancia estocastica, sin embargo, cuando las varianzas
no eran iguales, las variables podian ser incomparables. Como adelantamos, en la prefe-
rencia estadistica la incomparabilidad no es posible, por ello, comenzamos esta seccion

estudiando el caso general de variables aleatorias normales independientes.

Teorema 3.20. Dadas dos variables aleatorias X ~ N (ux,0x) e Y ~ N (uy,oy) inde-

pendientes, entonces:

X =spY <= ux > py,
X =spY = ux = py,

X rspY < px > py.

Ademds, Q(X,Y) = (M>

2 2
\VOx + 0y
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Demostracion. Utilizando la reproductividad de la normal:

X—YNN<MX—MY7\/U§(+012/>-

De este modo:

Q(X,Y):P(X>Y):P(X—Y>0)=1—<1><M> :@(M)

2 2 2 2
\VOXx + 0y \VOx + 0y

De modo que:

QX,Y) =05 < px = py,
Q(X,Y) > 05 < pux > puy,
Q(X,Y) <05 <= pux < py. O

Ya vimos en el Ejemplo que la preferencia estadistica nos permitia “romper” la incom-
parabilidad que aparecia en la dominancia estocastica cuando la desviacion tipica no era
la misma. Ahora, podemos caracterizar una familia recurrente en la estadistica, como es
la de las distribuciones normales tinicamente mediante su media, siempre y cuando sean

independientes.

Observacion 9. Aunque en principio, “ser preferida” dependa tunicamente de las me-
dias, la varianza juega un peso importante en cudn preferida es X a Y. Supongamos
dos variables aleatorias normales e independientes X,Y con X =gp Y, utilizando la ca-
racterizacion de Q obtenida en el anterior teorema, observamos que Q es estrictamente
decreciente en 0% | es decir, cuanto mayor sea la varianza de'Y , menos preferida serd X

a'Y. En particular, dada la continuidad de ®:

2 2 2 2 2 2 2
03 —00 03 —>00 A /O'X —+ Oy 03 —>00 4 /O'X + oy

Del mismo modo, se puede comprobar que Q es estrictamente decreciente en 0% y ademds
Q(X,Y)=0.5.

De modo que la varianza juega un importante y ambigiio papel en la preferencia, pues

lim Q(X,Y)=1- lim @(M> - 1—@( fm M) = 1-0(0) = 0.5.

llmgg( —00

si X es preferida a 'Y, mayor serd la preferencia por X cuanto menor sea su varianza;
sin embargo, a 'Y le afecta de manera contraria, menor serd la preferencia por X cuanto

mayor sea la varianza de Y .

Continuamos estudiando distribuciones normales, en particular, vamos a estudiar dos

casos extremos de dependencia: comonotonia y contramonotonia.

Proposiciéon 3.21. Dadas dos variables aleatorias X ~ N(ux,0x) yY ~ N(uy,oy)
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comondtonas, entonces:

X =sp Y <= pux > py,
X =spY = pux = py,
X =spY <= pux = py.

Ademas, Q(X,Y) = (M> :

lox —oy|

Demostracion. Como las variables aleatorias son comondtonas, entonces

Fxy(z,y) = min{Fx(z), Fy(y)} = min {@(w ;X#X>,(I><%> }

Recordando la Proposicion [B.11}

1
AX,Y) = / Fe(t)dt + + / Fr(t)dt.

Py ()< Py (1) 2 Jury =Py )
Ahora si ux # py y ox # oy, Fx y Fy tnicamente tienen un punto de corte, de modo

que la segunda integral vale 0 y el punto de corte es

_ Mx0y — HyOx

Oy —0Xx

to

Estudiando ahora las funciones de distribucion:

t— t— t <t ] >
Fx(t) < Fy(t) < c1>( “X)<c1>( “Y) — 0 oY = ox

Ix 9y t>ty st oy <oyx.
Si Oy > 0x:
to t _ _
Q(X,Y)_/ fX(t)dt:FX(to):<D< 0 “X) :@(M>.
00 ox Oy —0Xx
Asi:
X>gpV = @(M) > 0.5 < x> py.
Oy — 0x
X =spY < ux = py.
Siox > oy:
o0 t _ _
Q(X,Y):/ fX(t)dtzl—FX(to):1—<I>< 0 “X) :1-@(u).
to Ox Ox — Oy
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Asi:
Hy — ix
0x — Oy

X>SPY<:><I>< )<O.5<:>ux>uy.
XESPY — Ux = Uy.

En el caso en el que ox = 0y =0y ux # py, entonces no se cortan en ningin punto y

por tanto:

t— t—
FX<FY<E>CI>< MX)<<I>(¢)<:>MX>/W.
g g

De modo que en este caso:

0, sipx <py,

1, si wx > Uy.

Sipux = py y ox = oy, entonces

1

QX,Y) = -/ Fe(t)dt = 05.
2 Jerx =Py ()

Por tanto, X =5p Y.

Por ultimo, observar que podriamos expresar la Q en general para todos los casos como:

QX,Y) = (M> . O

|0X —UY’

Proposicion 3.22. Dadas dos variables aleatorias X ~ N(ux,ox) yY ~ N(uy,oy)

contramondtonas, entonces:

X =spY <= pux > py,
X =spY <= pux = py,

X =spY <= pux 2> py.

ox + oy

Ademds, Q(X,Y) = (M>

Demostracion. Como X e Y son contramondtonas, entonces

Fxy(z,y) = mzix{FX(x) + Fy(y) — 1,0} = mzix{@(:v ;XMX> + (I><y ;Y'UY> - 1,0}.

Recordando la Proposicion [3.10f

Q(X,Y) = Fy(u) con u un punto tal que Fx(u)+ Fy(u) = 1.

20



Universidad de Oviedo

Como Fx(x) = @(x — 'uX) v Fy(y) = Cb(y — MY), entonces:
ox Oy

- u- ox + pix0o
Fx(u) =1-Fy(u) < UXMX:— UYMY — UZMYU§+Z§ Y

De este modo:
Q(X,Y) = ¢<M>7

Ox + 0y

de donde se deduce el resultado. O

Hemos estudiado la preferencia estadistica en tres casos, variables independientes, varia-
bles contramonoétonas y variables comondtonas. Todos estos casos tienen en comun que
la caracterizacion se hace tnicamente a través de las medias, es decir es independiente de

las varianzas. Podemos observar ademas que:
Qcontra (X, Y) S Qind()(7 Y) S Qcom (X, Y)

Recordando que estos tres casos de dependencia serian los casos de p € {—1,0,1} de una
distribucién normal bivariante, parece indicar que existe una relaciéon entre el coeficiente

de correlacion y el grado de preferencia. El siguiente resultado generaliza esto.

Teorema 3.23. (15, Teorema 3.82] Consideremos un vector aleatorio (X,Y') que sigue

una distribucion normal bivariante. Entonces

Q(X,Y) = c1>< fx — Iy ) . (3.3)

0% + 0% — 2poxoy

Luego:

QX,Y) =05 < px = py,
Q(X,Y)>05 < pux > puy,
Q(X,Y) <05 <= pux < py.

Este resultado confirma la hipotesis de la dependencia con el coeficiente de correlacion y
ademas caracteriza no solo los tres casos extremos de la normal bivariante, sino ademas
cualquiera caso de una normal bivariante.

En gran medida, que se pueda caracterizar una familia de distribuciones biparamétrica
mediante tinicamente uno solo de sus parametros se debe a la simetria de la funciéon
de densidad conjunta de X e Y. El siguiente resultado generaliza esto a otras familias
no necesariamente normales. Este resultado se basa en estudiar qué clases de copulas
conservan la simetrfa radial que como se vio en el [Capitulo 2| que eran aquellas copulas

que coincidian con su copula de supervivencia. Ejemplos de esta clase de copulas serian la
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gaussiana (y por tanto copula independiente, copula del minimo y copula de Lukasiewicz)

o entre las copulas arquimedianas la copula de Frank.

Proposicion 3.24. Consideremos dos variables aleatorias absolutamente continuas X e
Y con distribuciones simétricas respecto a Sx y Sy respectivamente. Si su copula coincide

con la copula de supervivencia, entonces:

X =gpY < Sx > Sy,
X=gpY «— SX:Sy,

X=gpY < Sx > 5y.

Demostracion. Como X e Y son distribuciones simétricas con respecto a Sy y Sy respec-
tivamente y C'(u, v) = C(u, v), se sigue por la Proposici()nque fxy(z,y) es radialmente
simétrica respecto a (Sx, Sy).

Definimos ahora A = {(x,y) € R? : x — Sx >y — Sy }. Por la simetria radial:

1 1

/Any(x,y)d(x,y) =3 g fxy(z,y)d(x,y) = 5

El vector director de la frontera de A es el mismo que el de la frontera de B = {(z,y) €
R?: z > y}, esto se puede observar en la Figura . De modo que si Sx # Sy, AC B 6
A D B. En particular:

A 2 B < Sx > Sy.

De este modo:
PX>Y)= / [xy(z,y)d(z,y) > 05 <= A2Q < Sx > Sy.
B

Si Sx = Sy, entonces B = A, de modo que

P(X>Y) = /Bny(:U,y)d(a;,y) ~05.

En la Figura [3.§] se ilustra el caso en que B C A siendo las circunferencias las curvas de
nivel de la funcion de densidad. Observamos como A contiene la mitad de la probabilidad

pues corta en dos secciones simétricas todas las curvas de nivel. O

Observamos que cuando la familia tenga esperanzas finitas entonces el eje de simetria se-
ran las medias como veiamos que ocurria para normales en los casos gaussianos (Teorema
. De este modo, este resultado es mas general pues nos permite caracterizar incluso
familias como la Cauchy la cual si bien es simétrica no tiene esperanza finita.

En particular, la copula del producto coincide con su copula de supervivencia. De este

modo, este resultado nos permite deducir que en cualquier familia de localizacion-escala
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r—Sx =y— Sy

Figura 3.8: Curvas de nivel de una funcién de densidad bivariante con simetria radial
junto con las dos regiones construidas en la demostracion del Teorema m

con esperanzas finitas y simétrica, dadas dos variables aleatorias independientes, pode-
mos caracterizar la preferencia estadistica inicamente mediante sus medias. Sin embargo,
esto deja de ser cierto cuando la familia no es simétrica, tal y como se ve en el ejemplo a

continuacion.

Ejemplo 3.11. Consideremos la familia de localizacion-escala

E—-b
{ ‘ENEa:p(l);ae R, b€ [R}.

a

Tomamos ahora Y perteneciente a la familia descrita y X una copia de E independiente.

Entonces sus funciones de densidad:

fX(m) = 6_x]](0,oo]<x)7 fY(y> = ae—ay—bﬂ (fb/a,oo](y)'

Ahora estudiamos la preferencia:
St b <0,

PX>Y)= [ fel@)fy (n)d(a,y) = / / ae=Te v -bydy — Mo
X>Y ~b/a J—bja a+1
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Sib >0,

PX>Y)= fx (@) fy (y)d(z,y)

X>Y

- / ae‘me_y“_bdyd:v—f—/ / ae Te Yl dydx
o Jo 0 J-b/a
o—b

—1—

a+1

1—
Por otro lado, E(Y) = b.

a
St ahora tomamos a = = y b= —1, entonces:

DO | Ot

Q(X,Y) = 04788 < 0.5 — X <gp Y.
‘ 4
Sin embargo, E(X) =1y E(Y) = v

Por otro lado, cuando las marginales son simétricas pero la copula no tiene simetria radial,
el resultado tampoco es cierto. En el siguiente ejemplo se ha comprobado por simulacion

para el caso de normales.

Ejemplo 3.12. Consideremos dos variables aleatorias X e Y que siguen ambas una
normal estindar, es decir X,Y ~ N(0,1), relacionadas mediante la cépula de Khoudraji
(toma pardmetros ay, ay) formada por las copulas de Gumbel (la cual toma pardmetro 0)

y la copula del producto):
C(u,v) = [max{u=00=") 4 =002 _ 1. 0}]"ymp2 W(u,v) € [0,1] x [0, 1],

En particular cuando a1 = 0.4, as = 1 y 0 = 6 se obtiene (por simulacion) Q(X,Y) ~
0.4366. Esta diferencia se explica muy bien grdificamente en la Figura [3.9, pues se ha
perdido la simetria respecto al eje Y = X y la mayoria de la probabilidad se encuentra

en el semiplano inferior.

Una familia de copulas bastante recurrente es la de las copulas arquimedianas, que po-
seen ciertas propiedades que facilitan su manejo. Una de estas propiedades es que son
simétricas, es decir C(u,v) = C(v,u). El siguiente resultado, aunque es bastante simple,

es aplicable a esta familia de copulas.

Proposicion 3.25. Consideremos dos variables aleatorias X e Y idénticamente distri-
buidas. Si su copula tiene simetria de la forma C(u,v) = C(v,u), entonces se cumple

que:
X =sp Y.
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-3 2 -1 0 1 2 3

Figura 3.9: Distribuciéon de densidad conjunta de dos normales estandar relacionadas
mediante la copula de Khoudraji con valores a; = 0.4 y as = 1 con subcépulas de
Gumbel 6 = 6 y del producto.

Demostracion. Por un lado, la copula es simétrica mientras que por otro X e Y estan
idénticamente distribuidas, entonces de acuerdo con la Proposicion [2.6[el vector aleatorio
(X,Y) tiene la misma distribucion que (Y, X). Por tanto P(X > Y) = P(Y > X) y asi
Q(X,)Y)=9(Y, X). m

El siguiente ejemplo pretende demostrar que este resultado no es cierto en general.

Ejemplo 3.13. Consideremos dos variables aleatorias U, V' ambas con distribucion uni-

forme en (0,1). Construimos su distribucion conjunta mediante la cdpula:
C(u,v) = ww —udv(l —u)(1 —v), Y(u,v)€[0,1] x [0,1].

Esta copula es claramente asimétrica pues C(1,0.5) = 0.25 mientras que C(0.5,1) =
0.4375. Al ser las distribuciones uniformes estandar, la copula coincide con la funcion de
distribucion en el cuadrado [0,1] x [0, 1], de modo que su funcion de distribucion conjunta

viene dada por:

p

0, stu<0,0v <0,

w —wdv(l —u)(1—v), siu,ve]l0,1],
F) (1w -0 o.1

v, siu>1,v€(0,1],

L u, siu€[0,1],v > 1.

La funcion de densidad conjunta es:

flu,v) = %%F(u, v) = (1 +u?(4 — 8v) +u (=3 + 6v)> Tpo,y(u,v).
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Ahora calculamos la preferencia estadistica:

QX,)Y)=P(X>Y)= /X>Y d(u,v) f(u,v)

2
//dvdu 1+u(4— 8v)+u(6v—3)):£<0.5.

De modo que comprobamos que a pesar de ser distribuciones idénticas X <sp Y.
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Capitulo 4
Preferencia estadistica bivariante

Una vez introducidos dos érdenes estocasticos unidimensionales distintos, vamos a exten-
der la preferencia estadistica al caso multidimensional. De este modo, trabajaremos en
el espacio probabilistico (€2, .4, P), denotando el conjunto de vectores aleatorios en este
espacio como D). Salvo que se indique lo contrario, las vectores aleatorios a comparar

estaran en el mismo espacio probabilistico.

Observacion 10. Cuando estudidbamos drdenes estocdsticos unidimensionales, siempre
definitamos una desigualdad entre dos cantidades. En este caso, tratdbamos con escalares
lo cual permitia hacerlo de la manera usual. Sin embargo, cuando comparamos cantidades
vectoriales, resulta necesario establecer un criterio de qué significa “ser mayor que”. El
criterio escogido serd que X >Y cuando la desiqualdad se cumpla componente a compo-
nente, es decir X1 > Y, y Xo > Ys5. De este modo se deduce que X P Y cuando alguna
de las componentes no cumpla la desigualdad, es decir X1 <Y 0 Xo < Ys. Del mismo
modo, definiremos X > Y si X1 2>2Y vy Xo >2Y5 y por tanto X ? Y cuando Xi<Y o
Xo < Y5,

Cuando buscamos extender un concepto, consideremos una definiciéon o caracterizacion
e intentamos ver como se comportaria en el caso a extender. Sin embargo, si existen
distintas caracterizaciones o definiciones, consecuentemente existiran distintas extensiones
en funcion de la caracterizacién que se utilice.

Pongamos por ejemplo el caso de la dominancia estocastica. Si tomaramos la definicion
de que X =pgp Y si Fx(t) > Fy(t) para todo t en R, entonces la extension natural para

vectores aleatorios de dimension 2 serfa:
X =%sp Y si Fyg(ti,ta) > Fp(ti,ta), Vit € R

Sin embargo, vimos en el Teorema que X fuera preferido a Y era equivalente a que
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E(u(X)) > E(u(Y)) para toda funcion u creciente. De este modo, podriamos definir la

extension:
X =%y Y si E(u()?)) > E(u(?)) para toda u : R* — R creciente.

Sin embargo, estas dos extensiones que en el caso univariante son equivalentes, en este

caso no lo serian.

Ejemplo 4.1. |20, Ejemplo 1] Consideremos los vectores aleatorios XeY cuyas distri-

buciones de probabilidad vienen dadas por:

(X17X2) P)? (}/1’}/2) Pl_)
(0,0) | 0.5 (0,1) | 0.5
(1,1 |05 (1,0) |05

Entonces:

1 sv 1,19 <0,
Fq<t17t2) = 0.5 st t; € [0,1), th<l 6 1 < 1, t, € [0,1),

0 st t1216t221

1 st 1,15 <0,

Fp(tite) =4 05 si t1<0,t,€[0,1) 6 £ €[0,1), t, <0,
0 st tl,tg Z 0.

\

Se comprueba que Fg(ti,t2) > Fyu(ti,t2) de modo que X =, Y. Si consideramos
ahora la funcion creciente u(ty,ts) = max{ty,ta}, entonces E(u()?)) = 0.5 mientras que

—

E(u(}_})) — 1, por tanto X #5ep Y.

Como acabamos de ver, distintas condiciones que en el caso univariante son equivalentes
dan lugar a distintas extensiones bivariantes. En la literatura podemos encontrar princi-
palmente tres extensiones de dominancia estocastica al campo multivariante. La primera,
quizé la menos comiin, esta basada en la funcién de supervivencia o de distribucion, que
si bien en el caso unidimensional daban lugar a la misma definicién, en el caso bidimen-
sional no es asi, como por ejemplo [17] donde se denomina “dominancia ortante” (orthant
dominance); la introducida previamente a través de la funcion de supervivencia se conoce
como dominancia estocéstica débil |20].

En segundo lugar, podemos encontrar una extension basada en las esperanzas. Si bien
esta fue introducida por Sriboonchittaet al. en 23|, esta es equivalente a la introducida
en por Levhari [10] y se conoce como dominancia estocéstica fuerte.

Podemos encontrar una ultima clase de orden estocéastico en la literatura, la dominancia
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estocastica lineal introducida por Dentcheva y Ruszcezynski [8], donde se dice que X do-
mina linealmente a ¥ por primer grado, y se denota por X =i V| si & X =pgp Y
para todo ¢ en [Ri E|donde > rgp denota la dominancia estocastica unidimensional.

En general, se podria demostrar (por ejemplo en [20, Teorema 5|) que X =%.¢, Y implica

X =4 Yy X =Y es decir, es una condiciéon més fuerte que las otras dos.

X rtep ¥

X ti"SD Y

—

X, Y

Figura 4.1: Relaciones entre las distintas extensiones de la dominancia estocastica.

En el resto de este capitulo, el objetivo serd extender la preferencia estadistica a la
comparacion de vectores aleatorios. Una vez visto como se puede extender la dominancia
estocastica al caso bivariante, esto nos da una idea del trabajo que vamos a realizar para la
preferencia estadistica, dando distintas extensiones para posteriormente definir distintos
ordenes y analizar las relaciones entre ellos.

En particular, se van a considerar tres extensiones distintas:

= En primer lugar, daremos una nocién de la preferencia estadistica multivariante
en la cual estudiamos la preferencia univariante componente a componente para

posteriormente agregar los valores obtenidos.

= En segundo lugar, realizaremos un proceso inverso al anterior, realizando primero
una agregacion de las componentes de cada vector aleatorio obteniendo asi dos
variables aleatorias unidimensionales las cuales comparamos mediante la preferencia

estadistica univariante.

= Por tltimo, daremos una nocién puramente bivariante.

En todos los casos, esta comparacion se realizara a través de una aplicacion Q* : DxD —

[0, 1] siguiendo la idea del caso univariante.

'R2 = {(z,y) € R? : z,y > 0}.

29



Universidad de Oviedo

4.1. Agregacion de la preferencia estadistica univarian-
te

Consideremos dos vectores aleatorios X, Y de dimension 2. Seguramente el enfoque mas
sencillo que se podria plantear es considerar las preferencias estadisticas unidimensionales

componente a componente y realizar su promedio:

(Q(X1,Y1) + Q(Xs, Ya)).

DN | —

Este enfoque plantea dos ventajas fundamentalmente, es muy facilmente computable
y, como veremos, continta siendo una relacién probabilistica. Esto dltimo resulta util
pues de este modo la estructura de preferencia no tiene elementos incomparables. Sin
embargo, si bien estudiar las distribuciones marginales aporta simplicidad, se pierde toda
la informacién sobre la posible dependencia existente entre las distintas componentes,
pudiendo resultar en una definicién excesivamente sencilla.

Si bien este enfoque podria ser generalizado con cualquier medida de centralizacion, no
solamente la media; la moda o la mediana serfan indicadores bastante pobres cuando
se trata de vectores aleatorios bidimensionales. Sin embargo, si podriamos considerar
aplicaciones distintas de la media que posean propiedades similares a esta. En particular,
exigiremos que las funciones sean idempotentes (f(x,z) = z) y mono6tonas crecientes. Un
ejemplo de esta clase de funciones seria una media ponderada, de utilidad cuando, por el

motivo que sea, existe una componente que posee mayor interés.

Definicién 4.1. Sean X, Y dos vectores aleatorios de dimension 2 y M : [0,1]2 — [0,1]

una funcion estrictamente creciente e idempotente. Entonces definimos la aplicacion:

Una vez introducida la aplicacion a través de la cual se realiza la comparacion, podemos
definir la primera extension de preferencia estadistica.

Definicion 4.2 (Preferencia estadistica mediante agregacion de la preferencia estadisti-

ca univariante). Sean X, Y dos vectores aleatorios de dimension 2 y Q™ la aplicacion
definida en la Ecuacion (4.1)). Entonces diremos que:

s X es M preferida estadisticamente a Y, y se denota por X =M, Y | 5i QM(X|Y) >
oMY, X).

= X esM indiferente estadisticamente a }7, y se denota po'r)? =M, }7, st QM()?, }7) =
QM (Y, X).
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« X es M estrictamente preferida estadisticamente , y se denota por X = }7, st

QM(X,Y) > QM(Y, X).

Observacion 11. En este caso la relacion binaria caracteristica seria =%,. Esta relacion
es reflexiva y fuertemente completa. Sin embargo, al definirse a partir de la preferencia

unidimensional, no es transitiva.

En primer lugar, esta nocién define una estructura de preferencia sin elementos in-
comparables la relacion binaria caracteristica es fuertemente completa. De este modo,
(D@ =M, <M, =) determina una estructura de preferencia sin elementos incompara-
bles (P, I) . En segundo lugar, si bien esta nociéon de preferencia estadistica no sera una
relacion probabilistica en general (como se vera en el Ejemplo , si existirdn algunas

funciones M para las cuales lo sea (tal y como se demuestra a continuacion).

Proposicién 4.1. La aplicacion QM definida en la deﬁm’cio’n es una relacion proba-
bilistica si y solo si M(a,b) + M(1 —a,1 —b) =1 para todo a,b € [0,1].

En particular, si M es la media aritmética (M(a,b) = am(a,b) = %2

= %= para todo a,b €

[0,1]) entonces es una relacion probabilistica.

Demostracion.
QY(X,Y) + QY(Y, X) =
= M(Q(X1,11,), Q(Xa, Ya) ) + M(Q(¥:, X1), Q(V2, Xa))

= M(Q(thl), Q(X27Yz)> + M(1 —Q(X1, Y1), 1~ Q<X2,Y2)>-
Entonces si QM es una relaciéon probabilisica entonces se sigue que:
L= M QX1 Y1), (X, Y) ) + M (1= Q(X1, Y1), 1 - Q(Xa, Y2)).
Por otro lado si M(Q(Xl, Y1), Q( X, Yg)) +M<1—Q(X1, Y1), 1-Q (X, Y2)> = 1 entonces
OM(X,Y)=1.
Si consideramos la media aritmética M = am, entonces por linealidad se obtiene:
am(a,b) + am(l —a,1 —b) = am(a,b) + 1 — am(a,b) = 1. O

Ejemplo 4.2. Consideremos el espacio probabilistico (2, P(2), P) y dos vectores aleato-
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rios (X1, X2) v (Y1,Y2) dados por:

Q w1 Wa w3

(X1, X2) [ (1,2) (2,1) (2,1)
,Y2) | (L) (2,2) (3,3)

Calculamos las preferencias estadisticas unidimensionales:

3

Q(Xi, i) = 3P{un, ) = 5,

1
Q(Xy, Y2) = P({wn}) = 5.
De este modo, si consideramos la media aritmética M = am se obtiene:

I S 9
(X, Y) = (Y, X) =
QUX,Y) =150 v @Y X) = 44

cumpliéndose ademds que Q™™(X,Y) + Q*(Y, X) = 1. Por tanto, ¥ %2 X.

Sin embargo, si consideramos la media geométrica (es decir gm(a,b) = vab para todo
S 3 S 5

ple Y —3p X. Ahora bien, a pesar de que la media geométrica es creciente e idempotente,

no se cumple la propiedad dada en la Proposicion [{.1] y por tanto

(7, %)+ @(7, %) = LIVE

de modo que Q9™ no es una relacion probabilistica.

Por ultimo vamos a dar una caracterizacion similar a la Proposicion [3.6 para el caso

particular en que M es la media aritmética.

Proposicion 4.2. Dados dos vectores aleatorios X, Y de dimension 2, entonces son

equivalentes:

oo 1
1. Q(X,Y) > 3"
2. Q(X,Y) > Q(Y,X).
3. P(Xy1>Y))+P(Xe>Ys) >P(Y; >Y)) + P(Ys > Xo).

4. P(Xqi>2Y)+P(Xy>2Ys) > P(Yr > Y1) + P(Ys > Xo).
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Demostracion. Utilizando la Proposiciéon (Q*™ es una relacion probabilisti-

ca):

Q(X,Y) > QU (Y, X)=1—-Q"(X,)Y) < Q(X,Y)>

l\'>|’—‘

Por hipotesis Q“"(X,Y) — Q*"(Y, X) > 0, de modo que

2
0<QmX,Y)-Qm¥.X)=-% ( (Xp > Vi) — P(Vy > Xk)),

k=1

l\l)lr—l

de donde se deduce el resultado.

A partir de la igualdad

i(P X, > Y;) - P(Y;, > Xk))

k=

—

WE

(P(Xk > Y+ P(Xp = Y;) — P(X, = Y,) — P(Y; > Xk))

k=1

[SI]

(p(xk >Y;) — P(Y; > Xk))

k=1

se deduce el resultado. O

4.2. Preferencia estadistica mediante agregacion de las

componentes

La propuesta realizada en la seccion anterior tenia el inconveniente de considerar cada una
de las componentes del vector aleatorio por separado sin tener en cuenta la posible relacion
existente entre ellas. Con el fin de paliar este problema, intentaremos en esta seccién dar
una extension que no pierda tanta informacion. Para ello extenderemos la idea de que
la preferencia estadistica divide el espacio en tres zonas, una donde la primera variable
aleatoria toma valores mas altos que la segunda ({w € Q | X(w) > Y(w)}) en el caso
unidimensional) y otra zona donde ocurre lo contrario ({w € Q | X(w) < Y(w)}) y una
ultima donde tenemos un “empate” ({w € Q | X(w) = Y(w)}). Definiremos la preferencia
estadistica como la medida de la primera zona mas la mitad de la zona del “empate” .
En particular, nos vamos a fijar en el plano formado por la suma de las marginales de
cada vector aleatorio, es decir, comparamos X; + X5 frente a Y + Y5. La agregacion de
estas marginales la denotamos por X, Y, (Figura .
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Y, =Y +Y
+ 1 2 X, v,

X, <Yy

X = X1+ Xy

X, >Y,

Figura 4.2: Representacion grafica de las zonas consideradas para Q7.

X+=X1+X2 y Y+:}/1+§/2

Este enfoque conlleva una agregacion de las marginales para posteriormente comparar
mediante a un orden estocastico unidimensional, lo cual recuerda a la extension lineal de la
dominancia estocéstica. Recordamos que en el caso unidimensional la frontera ente las dos
regiones era larecta {w € Q | X(w) = Y (w)}, que separa el espacio en dos semiplanos, uno
donde X > Y {we Q| X(w)>Y(w)}, yotrodonde Y < X, {we Q| X(w) <Y(w)}.
En este caso tendriamos analogamente las regiones de empate X, = Y, , “victoria de X"
X, >Y, y“derrotade X,” X, <Y,.

Definicion 4.3. Sean X, Y dos vectores aleatorios de dimension 2, entonces definimos

la relacion probabilistica estadistica bidimensional suma como:

o o 1
QT X,)Y)=9(X,,YV ) =P(X1 +Xo>Y, +Y5) + 5P(X1 +Xo =Y+ Ys).

Esta extension esta intimamente relacionada con la preferencia estadistica unidimensional
y es una relacion probabilistica como veremos mas adelante. De este modo podriamos
considerar que X es preferida a Y si QF(X,Y) > 0.5.

Cuando utilizamos la extension Q" lo que al final se estd computando es la relacion
probabilistica unidimensional de una agregacion de las componentes, donde en este caso
la agregacion se realiza mediante la aplicacion + : R? — R con +()Z' ) = X1+ Xs. De este
modo podriamos considerar otras aplicaciones como podria ser por ejemplo una suma

ponderada si queremos dar mayor importancia a una componente que a otra. De forma
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méas general podemos considerar cualquier aplicacion ¢ : R?2 — R que sea estrictamente
creciente. Imponer el crecimiento tiene dos explicaciones, por un lado garantiza que sea
medible, mientras que por otro lado, similarmente a lo que vimos en la Proposicion [3.7]

preservara el orden existente entre las marginales.

Definicion 4.4. Sean )?, Y dos vectores aleatorios de dimension 2 yg:R? = R una
aplicacion estrictamente creciente. Definimos la relacion probabilistica bidimensional por

agregacion como:

Q(X,Y) = Q(g9(X),g(Y)) = P(9(X) > g(¥)) + %P(Q(X) = 9(Y)). (4.2)

Como ocurrfa con Q1 al estar agregando las componentes para realizar una comparacion
unidimensional, conservamos la propiedad de relaciéon probabilistica.
Proposicion 4.3. La aplicacion Q9(X,Y") definida en la Ecuacion (4.2) es una relacion

probabilistica.

Demostracion. Vimos que la preferencia estadistica unidimensional (Q(X,Y’)) era una

relacion probabilistica. De este modo:

(X, Y) + (Y, X) = Q(¢(X),9(Y)) + Q(g(V), 9(X)) = 1. O
Esta propiedad nos permite dar otra extension de la preferencia estadistica.
Definicion 4.5 (Preferencia estadistica por agregacion de componentes). Dados dos vec-

tores aleatorios bidimensionales X, Y, se dice que:

. X es preferida estadisticamente por agregacion de g a 57, y se denota porX =1 17,
si Q9(X,Y) > 0.5.

. X es indiferente estadisticamente por agregacion de g a ?, y se denota por X =%p
Y, si Q9(X,Y) =0.5.

= X es estrictamente preferida estadisticamente por agregacion de g a }7, y se denota

por X =%, Y, si Q9(X,Y) > 0.5.

Este nuevo orden estocastico no deja lugar a la incomparabilidad, de modo que (D, —%p
, <%p,=%p) determina una estructura de preferencia sin elementos incomparables. Esta

definicion nos permite dar una caracterizacion anéloga a la mostrada en la Proposicion[3.6]

Proposicion 4.4. Dados dos vectores aleatorios bidimensionales X, Y, son equivalentes:

—

1. X-9,Y.
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5. (g()?) - g(?)) =sp Op donde Op es un vector aleatorio degenerado en Ogz.

Demostracion. Por definicion Q9(X,Y) = Q(g(X1, X»), 9(Y1,Y2)), de modo que aplican-
do la Proposicion 3.6la g(X1, X2) y g(Y7, Yz) se deducen las cuatro primeras equivalencias.
Vamos a probar que 1. <= 5. Basta notar que:

Se cumple que:

QY(X,Y) = Q(g(X),9(Y)) = P(g(X) > g(Y)) + =P(9(X) = g(Y))

4.3. Preferencia estadistica inherentemente bivariante

Hasta ahora hemos visto dos posibles extensiones, en primer lugar (Q) medfamos las
preferencias estadisticas marginales para posteriormente agregarlas; y en segundo lugar,
agregdbamos las marginales para medir la preferencia (Q9). Si bien estos dos enfoques
resultaban bastante sencillos, el primer enfoque utilizaba tinicamente la distribucién con-
junta de X y Y; mientras que el segundo utilizaba la distribuciéon conjunta de g()z )
y ¢(Y). Ninguno de estos utilizaba la distribucién conjunta de X e Y lo que supone
una pérdida de informaciéon. Es por ello que ahora vamos a plantear un enfoque sin este

problema.

Definiciéon 4.6. Sean )?, Y dos vectores aleatorios bidimensionales, definimos la prefe-

rencia estadistica inherentemente bivariante como:

Q*X,Y):DxD—[0,1]
(X,Y) = P(X —Y >0).
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Esta extension de preferencia estadistica se basa en el primer sumando de la férmula
unidimensional Q(X,Y) = P(X > Y) + %P(X = Y) la cual viene a ser la parte de-
terminante al establecer la preferencia pues el segundo sumando es comin a Q(X,Y) y
(Y, X).

Definicion 4.7. Consideremos dos vectores aleatorios X, Y pertenecientes al mismo

espacio de probabilidad, diremos que:

=
:Sl
V
o
o

X es fuertemente preferida a }7, y lo denotaremos por)? ~p }7, si Q%(

X es moderadamente preferida a 37, y lo denotaremos por)? ~=Tp }7, st Q2()Z', 37) >
Q*(Y, X).

X es débilmente preferida a Y, y lo denotaremos por X ~$p Y, si Q2(}7,X) < 0.5.

X es indiferente a 'Y, y lo denotaremos por X =sp Y, si QZ()?,)?) = Q2(}7,X).

Si estudiamos las distintas estructuras de preferencia:

(D@ =% p, <%p, =sp) determina una estructura de preferencia (P, I, .J).

(D@ -, <7, =gp) determina una estructura de preferencia sin elementos incompara-
bles (P, I).

(D@ =, <%, =gp) no determina una estructura de preferencia en general.

Observacion 12. Para los casos de preferencia moderada y fuerte se podria definir la

relacion binaria caracteristica:

{zspy = =3y U{=sp}, {=5p} = {-5p} U{=spr}

Sin embargo, para la preferencia débil no es posible definirla pues no definen una estrutura
de preferencia al no ser =%p y <¢p disjuntas.
Por dltimo, =§p son relaciones binarias completas mientras que =%p no lo es. En el caso

de la preferencia débil, {~¢p} U{=<¥¢p} U{=sp} s7 es una relacion completa.

De nuevo podemos dar una interpretacion geométrica, como se puede ver en la Figura 4.3
Ahora nos fijamos en el plano con abscisas X; — Y] y ordenadas X5 — Y5; en este caso
existirian dos tnicas zonas, una donde X “gana’ a Y (en verde) y otra donde Y “gana’” a
X (en rojo), los ejes se considerarian como zona de “empate” mientras que los cuadrantes
con desigualdades cruzadas de incomparabilidad. Sin embargo, al contrario que en la
preferencia estadistica unidimensional, las zonas de empate e incomparabilidad no son
asignadas a partes iguales entre las dos Q2 en vez de eso definiremos distintos 6rdenes
de preferencia. En particular, si la probabilidad del cuadrante donde X>Y (cuadrante

verde en la figura) es mayor que 0.5 entonces tendremos la preferencia fuerte; mientras
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que si tinicamente tenemos que la medida de la zona donde X > Y (verde en la figura)
es mayor que la zona donde Y > X (cuadrante rojo), entonces tendremos preferencia
moderada; por ultimo, si la zona donde Y > X tiene medida menor de 0.5 entonces

diremos que tenemos preferencia débil.

Xo—Y,

<L
\_"</h

Q*(

X1—-Y

o)

Qx(Y

Figura 4.3: Interpretacion geométrica de la preferencia inherentemente bivariante
Q%*(X,Y). Existen tnicamente dos zonas de interés: P(X > Y) (verde) y P(X < Y)

(rojo).
Se demuestra a continuacion que, tal y como sus nombres sugieren, la preferencia fuerte
implica la preferencia moderada, que a su vez implica la preferencia débil.

Teorema 4.5. Dados dos vectores aleatorios X, Y pertenecientes al mismo espacio de

probabilidad, se cumple:

Demostracion. | X >—§P§7 — X ~&p | Como:

{(z,y) € R*: 2y < y1, 12 < 2} C {(z,y) € R*: x> Y1, T2 > Y2},

entonces por la monotonia de la probabilidad se cumple:

—

XY, X)=P(X <Y)<1-P(X >Y)<05< Q*X,Y).
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‘X' =op Y —= X ~Sp ‘ Anélogamente al caso anterior:

{(z,y) €ER? 12y > y1, 13 > 1o} C {(2,9) ER?: 1y <y, 20 < Yo }°
Ahora, utilizando la hipétesis y que Q*(X,Y) <1 — Q*(Y, X):
Q2(?’X) < Q2(X7}7) S 1- Q2<?7X)a

de donde se deduce que Q*(Y, )Z') < 0.5. O

2

Ejemplo 4.3. Consideremos dos vectores aleatorios independientes X ~ N, (ﬁX, %]2>
2

eY ~ N> (ﬁy, 0—Ig>. Vimos en el Teorema|3.20 que dadas dos normales independientes
X NN(/Lx,Ux) eY NN(My,Uy).'

P(X>Y)=1—<1><M>.

2 2
Oy + 0y

/L(l) _ M(l) ,u(2) _ ,U(Q)
De este modo, si denotamos u = ——X =" TX " entonces:

(2 o

Q*(X,Y)=P(X >Y)=P(X, > Y1)P(Xz > YV3) = (1 — ®(u))(1 — B(v)),

y andlogamente Q*(Y ,X) = ®(u)®(v). Si representamos estas Q° como funciones de
u y v (Figura podemos hacernos una idea de bajo qué condiciones una variable es
preferida a otra. Cuando u y v son negativos, es decir [ix > [y, entonces en gene-
ral QZ(X,?) > 0.5 mientras que cuando son positivos, es decir fix < [y, en general
Qz(f}, )Z) > 0.5. Cuando u y v tienen signos cruzados pero tienen valores absolutos muy
distantes entonces si el término negativo es el mds alto (en wvalor absoluto) entonces
X ~op Y mientras que si el término positivo es el que domina X <p Y. Lo interesante
ocurre cuando los signos de u y v se cruzan y sus valores absolutos son bastante cerca-
nos donde observamos una region de solape entre ambas la cual define la transicion de

X =Y a X <%, Y. A continuacion se dan algunos valores para o = 1.

ix | i, | Q(X.Y)|QY(Y,X)
1,1) )| 0.7079 0.0252
) 0.1550 0.0191
) 0.1097 0.2596
) 0.1335 0.1335

Observamos que en el primer caso donde jix > fiy tenemos que X es fuertemente pre-
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ferida a'Y mientras que en el sequndo donde [ix # [y unicamente tenemos que X es
moderadamente preferida a Y. En el tercer caso tenemos que X es débilmente preferida
a 17, sin embargo Y es moderadamente preferida a )Z', este caso da cuenta de lo poco
exigente que es la condicion de preferencia débil. Por ltimo, tenemos un caso donde X

indiferente a Y bajo preferencia moderada mientras que X si es débilmente preferida a

Y.

0.75 .

N 7

L ‘\“\\ I// mm Lo

05 \\\\\\\\\\‘\‘\\‘\‘\\\\\ _,%,,,,,;,,,/ o)
mmm\‘m | b ,@%

o
-

Figura 4.4: Representacion grafica de Q2 para normales independientes.

4.4. Relacion entre las distintas extensiones

Una vez definidas tres extensiones distintas, dando lugar a cinco 6rdenes de preferencia,
procedemos a estudiar como se relacionan entre si. En la preferencia inherentemente
bivariante, ya vimos que unas extensiones eran més fuertes que otras. Ahora comparamos

las preferencias inherentemente bivariantes con la M-preferencia estadistica.

Teorema 4.6. Dados dos vectores aleatorios X, Y pertenecientes al mismo espacio de

probabilidad y M : [0,1]*> — [0, 1] una aplicacion creciente e idempotente, entonces:
— — — M — — —

Demostracion. Veamos en primer lugar la primera implicacion. Por hipotesis P(X >

}7) > (.5, mientras que por otro lado:

P(Xl > Yi),
P(Xs > Y)).

05 < Q¥X,Y)=P(X>Y)=P{X; >V}n{Xy>Y,}) <
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1
Recordando que Q(X,Y) = P(X >Y) + §P(X =Y) se deduce que Q(X3,Y1) > 0.5y
Q(Xs,Y3) > 0.5. Por ultimo, al ser M una funcion idempotente y estrictamente creciente

se tiene que
QM(X,Y) = M(Q(X1, Y1), Q(Xs,Y2)) > M(0.5,0.5) = 0.5.

En segundo lugar, en la otra implicacién se tiene por hipétesis que QM ()? ,17) > 0.5.
Supongamos ahora por reduccién al absurdo que X A%p 17, entonces P()z < 17) >
0.5 y razonando exactamente igual que en la primera implicacion, llegariamos a que
Q(Y1, X1), Q(Ys, X5) > 0.5, de modo que utilizando que Q es una relacion probabilistica
se tendria que Q(X1,Y]) < 0.5y Q(X5,Y5) < 0.5 y por tanto (M es idempotente y
creciente) QM (X,Y) < 0.5 contradiciendo la hipotesis. O

Por tanto, hemos demostrado que QM ocupa un lugar intermedio entre la preferencia
fuerte y la débil, un puesto similar al que tiene la preferencia moderada la cual, como
veremos adelante no esta en general relacionada con la M-preferencia estadisitca. Ahora

nos queda estudiar qué lugar ocupa QY.

Teorema 4.7. Dados )Z', Y dos vectores aleatorios y una aplicacion g : R? — R estric-

tamente creciente, entonces:
— s — g — w —

X>=5pY = X >=5pY = X >=gp Y.

Demostracion. Comenzamos con la primera implicacion, por hipotesis tenemos que

05 < P{w: Xj(w) > Yi(w)}N{w: Xo(w) > Ya(w)}).

Por ser g una funcion estrictamente creciente, dado un w arbitrario con X;(w) > Yi(w) vy
Xo(w) > Ys(w), entonces g(X;(w), Xo(w)) > g(Y1(w), Ya(w)). Deducimos que:

{w: Xi(w) > Y(w)} N{w: Xa(w) > YVa(w)} C{w: g(Xi(w), Xo(w)) > g(Yi(w), Ya(w))}-
De este modo se concluye que
Q(9(X),9(Y)) = P(9(X) > g(Y)) = P(X > Y) > 0.5,

y por tanto X %, Y.
Pasamos ahora a la segunda implicaciéon, de manera analoga al caso anterior tenemos

que:

{w: Xy(w) <V(w)} NH{w: Xo(w) < Ya(w)} € {w: g(Xi(w), Xa(w)) < g(Yi(w), Ya(w))}-
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Por hipotesis:
P({w: g(Xi(w), Xo(w)) < g(Yi(w), Ya(w))})
+ 5P g00), Xalw)) = g (w), Ya(w))}) < 05
En particular:
05> P({w: g(Xi(w), Xaw)) < g(Vi(w), Va(w))}) = P(F > X),
concluyendo que P(? > X ) < 0.5. ]

Hemos visto como se relacionan estas extensiones entre si, pero jcéomo se relacionan las
marginales con la preferencia unidimensional? Algunas de estas relaciones han sido ya

vistas en alguna demostracion, de todas formas las reunimos en el siguiente resultado.

Teorema 4.8. Dados X, Y dos vectores aleatorios en el mismo espacio de probabilidad,

las siguientes relaciones se cumplen:

1. $i X ~Sp 17, entonces X1 =sp Y1 y Xo =gsp Yo.

2. 51 Xy =sp Y1, Xo =sp Yo y X1 — Y] y Xo — Y5 son independientes, entonces
X - Y.

3. 91 X1 =sp Y1 y Xy =sp Ys, entonces X ~=Sp Y.

4. 51 X1 =gp Y1 y Xo =5p Yo, entonces X >§4P Y .
Demostracion. Veamos los distintos puntos:
1. Por hipotesis P(X > Y) > 0.5 de modo que:

P(Xl > Yi),
P(X, > Ya).

05<P(X >Y)=P{X,>Yi}Nn{X,>Yy}) <

Recordando que para dos variables aleatorias unidimensionales X, Y, Q(X,Y) =

P(X>Y)+ %P(X =Y) deducimos que X; >=gp Y1y Xy >gp Y.

2. Utilizando la Proposicion tenemos que P(X; > Y)) > P(Y] > Xy) vy P(Xy >
Ys) > P(Y2 > X3). De modo que al ser independientes:

Q*X,Y)=P(X, >Y,)-P(Xy>Y3) > P(X; < Y1) P(X, < Y3) = Q¥(Y, X).
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3. Por hipoétesis se tiene que:
1
05> Q(¥1, X1) = P(X1 < Vi) + 5 P(X1 = Vi),
1
0.5 > 9Q(Yy, Xo) = P(Xy < Y3) + §P(X2 =Y5),
de modo que P(Y; > X;) < 0.5, P(Y2 > X5) < 0.5 y por tanto

P(Y > X)=P({Yi > X} N {Ys > Xa}) <min{P(Y; > X;), P(Ya > X5)} < 0.5.

4. Sea ¢ = min{Q(X1,Y1), Q(Xs,Ys)} > 0.5, entonces por ser M idempotente y es-

trictamente creciente se cumple:

QX,Y) = M(Q(X1,Y1),Q(Xa,Y2)) > M(q,q) = q > 0.5. O

En estas dos tltimas secciones hemos visto las relaciones entre las distintas extensiones
de la preferencia estadistica. Las relaciones demostradas se resumen en la Figura [4.5]
Observamos que la preferencia fuerte es la condiciéon mas estricta de todas implicando
todas las demaés, mientras que con la débil ocurre todo lo contrario, todas las demés
implican esta. Por otro lado, las preferencias centralizada, moderada y por agregacion
estan en medio de todas las demés. En la Seccion [A] veremos mediante contraejemplos

que no existe ninguna relaciéon mas entre estas condiciones.

X -4 Y

N

Xosp Y —AX >0 Y| X ~2, Y

X9, Y

Figura 4.5: Resumen de las relaciones entre todas las extensiones de la preferencia esta-
distica.

4.5. Relacion de las extensiones con la mediana

En el Teorema (3.8 vimos que la preferencia estadistica unidimensional guarda una estre-

cha relaciéon con la mediana. A continuacion, vamos a estudiar qué relaciones guardan
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las extensiones bivariantes de la preferencia estadistica con la mediana. Para ello, nos
encontramos con un problema ;jcémo se extiende la mediana a vectores aleatorios bidi-
mensionales?

Existen distintos enfoques a este problema, nosotros definiremos la mediana de un vector
aleatorio ()Z' ) como el producto cartesiano de las medianas unidimensionales, es decir
Me(X) = Me(X;) x Me(X,). En funcion de si las medianas marginales son un intervalo
6 un punto, este conjunto podréd ser un cuadrado, un segmento o un punto. Dadas las
distintas formas de este conjunto, se hablara del infimo del mismo, refiriéndonos al pro-
ducto cartesiano de los infimos: (inf Me(X,), inf Me(X5)), pudiendo reducir el problema
a un unico punto.

En particular, se consideran tres notaciones relacionadas con el infimo del conjunto de

medianas comparado con el valor (0,0) = Ogz:

1. inf M e()z —17') > Op2 denotara que las medianas en ambas componentes son mayores

que O.
2. inf M e()? - }7) % Opz denotara que al menos una mediana es mayor que 0.

3. inf M e()z —Y) # Ogz denotara que al menos una mediana es mayor o igual que 0.

Es claro que (1) implica (2), que a su vez implica (3).
Comenzaremos estudiando como se relaciona la preferencia estadistica inherentemente

bivariante con la mediana.

Teorema 4.9. Dados dos vectores aleatorios bidimensionales )Z, Y pertenecientes al

mismo espacio de probabilidad, se cumple:
1. X5,V = mfMe(X —=Y) >0 — X =7, Y.
2. X =1, Y = inf Me(X —Y) # Oge.
3. inf Me(X —Y) % Ope = X =v, Y.

Demostracion. Desarrollando la expresion de Q*(X,Y’) como se hizo en la secciéon

anterior, obtenemos:

P(X, —Y; > 0),
P(Xs — Yy > 0).

R}X,Y)=P(X-Y >0)=P{X; - Y1 >0} N{Xy - ¥, > 0}) <

Por hip6tesis Q%(X,Y) > 0.5, entonces:
P(X;—-Y;>0)>05 < inf Me(X; —Y;) > 0.
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Analogamente, inf Me(X, — Ys) > 0.
Para la segunda implicacién introducimos la notacion 27 = X; — V), Z, = Xy — Vs
Desarrollando QQ()? ,17'):

Q*(X,Y)

P(Zy > 0)+ P(Zy>0)— P({Z > 0} U{Zy > 0})
(Zy>0)+ P(Zy>0)— 1+ P(Z,,Z5, <0)

(Zy > 0)+ P(Zy > 0) — 1+ Q*(Y, X)

+ P({Z,=0,Z, <0}y U{Z, <0,Z, = 0}).

P
P

Hemos llegado a la expresion:

—

Q*(X.Y) - Q*(Y. X)
=P(Z1>0)+P(Zy>0)—1+P({Z1=0,2, <0} U{Z, <0,Z5 =0}).

Por hipoétesis inf Me()? — 57) > (, por tanto:

P(Z, > 0)> 0.5
P(Zy > 0) > 0.5

P(Zl>0>+P<ZQ>O)—1>0.

Por otro lado P({Z; = 0,7, < 0} U{Z; < 0,Zy = 0}) > 0, por lo que llegamos a que
QQ()?7?) - Q2(?7)?) > 0.
Podemos desarrollar P({Z, = 0,72, < 0} U{Z; <0, Z, = 0}) como:

P(Zy=0,Zy<0)+ P(Z, < 0,2y, =0) — P(Zy, = Zo = 0)
= P(Z1=0)—P(Z,=0,2y> 0)+P(Zo =0)— P(Z; > 0, Zo = 0) — P(Z; = Z» = 0).

Ahora como en el punto 1 dedujimos que

Q(X.Y) - Q*(Y, X)
=P(Z >0)+P(Zy>0)—1+P({Z,=0,2Z, <0} U{Z <0,Z, =0}).

Entonces:

Q(X,Y) = Q(V,X) = P(Z1 > 0) + P(Z, > 0) — 1
— P(Z1:0,22>0)+P(Zl>O,ZQZO)+P(21:ZQZO) .
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Como [P(Z1 = 0,75 > 0)+ P(Z, > 0,2, = 0) + P(Z, = Zy = 0)| >0, entonces
0<Q*(X,Y)—Q*(Y,X)<P(Z >0)+ P(Z,>0) — 1.

Supongamos por reduccion al absurdo que inf Me(X; —Y]) < 0 e inf Me(Xy —Y;) < 0.
Entonces:
P(Zy <0) > P(Z; <inf Me(X; —Y;)) > 0.5,

por lo que P(Z; > 0) < 0.5, y andlogamente se tiene P(Z, > 0) < 0.5. Sin embargo, estas
dos condiciones implican que P(Z; > 0) + P(Zy > 0) < 1, contradiciendo la hipotesis
inicial. Por tanto, concluimos que al menos uno de los infimos de las medianas es no
negativo.

No es restrictivo suponer que inf Me(X; — Y7) > 0. Ahora, expandiendo Q2(l7, X ):

QXY , X)=P(X, - Y, <0,Xo— Y, <0)=P(Z < 0,7y < 0) < P(Z, <0).
De este modo:
P(Z, < 0) < P(Z, < inf Me(Zy)) <0.5.

Supongamos que 0.5 = P(Z; < 0) = P(X; —Y; < 0), entonces 0 > inf Me(X; —Y7) lo
que contradice la hipdtesis y por tanto P(Z; < 0) < 0.5.
Concluimos entonces que Q*(Y, X) < 0.5. O

Hemos visto la relacion existente entre la mediana y la preferencia inherentemente biva-

riante, veamos ahora qué relacion tiene con la preferencia por centralizacion.

Teorema 4.10. Dados dos vectores aleatorios bidimensionales X, Y pertenecientes al
mismo espacio de probabilidad y M : [0,1]* — [0, 1] una aplicacion estrictamente creciente

e idempotente, entonces:
inf Me(X —Y)>0p2 = X =}V — inf Me(X —Y) £ Oge. (4.3)

Demostracion. Queremos ver que QM(X,?) > 0.5. Por hipétesis inf Me()? — 17) >0
de modo que utilizando el Teorema [3.8] entonces ¢ = min{Q(X1,Y1), Q(Xo,Y2)} > 0.5.

Utilizando que la funciéon M es estrictamente creciente e idempotente:

Veamos ahora la segunda implicacién. Supongamos por reducciéon al absurdo que ambas

medianas son negativas. Usando de nuevo el Teorema se tiene que Q(X1,Y1) < 0.5y
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Q(Xs,Y3) < 0.5. Entonces utilizando de nuevo las propiedades de la funcion M:
QM(X,Y) = M(Q(X1, Y1), Q(X»,¥2)) < M(0.5,05) =05 = QY(X,Y) <05,
contradiciendo la hipoétesis. O

n el caso de ebido a su estrecha relaciéon con el caso unidimensional, obtenemos
En el de QY, debid trech | | d 1, obt

un resultado totalmente analogo al Teorema [3.8]

Teorema 4.11. Dados X, Y dos vectores aleatorios bidimensionales y una aplicacion

g: R xR — R estrictamente creciente, entonces:

—

1. sup Me(g(X) —g(?)) >0 = X =%,V = SupMe(g()?) —g(?)) > 0.
2. X =%, Y = Me(g(X) - g(Y)) C[0,00).

3. Bl reciproco de 2. no es cierto, sin embargo:

infMe(g(X) - g(?)) >0 = X =%, V.

4. Si P(g(X) =g(Y)) =0, entonces:
X ~9,Y < if Me(g()z) — g(}_})) > 0.

Sin embargo, aunque P(g(X) = g(Y)) = 0, 0 € Me(g(X) — g(Y)) no es equivalente a
Q9(X,Y) =0.5.

Demostracion. El resultado es directo sin mas que tener en cuenta que por definicién

Q7(X,Y) = 9(g(X),g(Y)). 0

Sin embargo, no hay implicaciones directas con las medianas, esto se demostrard median-
te contraejemplos en el Capitulo [A]

Previamente habiamos reunido las relaciones entre las distintas extensiones en la Fi-
gura , ahora anadimos a esta como se relacionan con la mediana en la Figura .
Observamos que la condicién inf M e()? — 17) £ 0 define una condiciéon muy débil, al
nivel de la preferencia débil. Por otro lado inf M e()? — 37) £ 0 define una condicién
al nivel de la moderada y los dos definidas mediante agregacion (Q™, Q9). Por tltimo,
inf M e()? — }7) > 0 es una condicién algo mas fuerte que la preferencia moderada y por
agregacion de la preferencia unidimensional (QM). Por tltimo, indicar que todas las re-

laciones que no estan indicadas en la Figura 4.6 no se dan. En el se exponen
distintos contraecjemplos de estas relaciones.
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inf Me(X —Y) > Oge (= X =05 Y inf Me(X —Y) # Oge
— — /
X =5 Y \
~5p

Figura 4.6: Resumen de las relaciones entre todas las extensiones de la preferencia esta-
distica y la mediana.
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Capitulo 5
Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han estudiado dos 6rdenes estocasticos diferentes, la domi-
nancia estocastica y la preferencia estadistica, proponiendo finalmente tres extensiones
bivariantes distintas del segundo de estos 6rdenes estocasticos.

En el caso unidimensional, la preferencia estadistica constituye una buena alternativa
a la dominancia estocastica al poder establecer una preferencia en casos de incompara-
bilidad. Este orden presenta otras ventajas como son el uso toda la informaciéon de la
distribucion conjunta y la graduacion de la preferencia en una escala de cero a uno. El
principal problema que posee la preferencia estadistica es la falta de transitividad, lo cual
impide establecer un orden. Esto no ocurre en la dominancia estocéstica, la cual define
un orden parcial (cuando se considera el conjunto de alternativas como el conjunto de
distribuciones). Por tanto, la preferencia estadistica no deber verse como una mejora de
la dominancia estocéastica, sino como otra herramienta complementaria la cual puede re-
sultar util en algunos contextos.

Para la preferencia estadistica, se ha estudiado también su relaciéon con la simetria radial
de la funcién de densidad conjunta, lo que ha permitido caracterizar en este contexto la
preferencia estadistica a través inicamente del eje de simetria. Esto resulta ttil, pues son
numerosas las distribuciones con simetria radial en estadistica.

El objetivo principal del trabajo era la extension al caso bivariante, donde se han pro-
puesto tres posibles extensiones. En primer lugar, se ha realizado una extensiéon mediante
agregacion de las preferencias estadisticas marginales. Esta extension destaca por su sen-
cillez. Al apoyarse en gran medida de la preferencia estadistica univariante, permite el
uso de todos los resultados univariantes previos. Esta ademéas es en algunos contextos
relevantes (como cuando se utiliza la media aritmética como funcién de agregacion) una
relacion probabilistica, lo cual es un valor anadido aunque no necesario, pues define una
estructura de preferencia sin elementos incomparables. Su principal problema es el uso de
informacion marginal. Esta sencillez bajo la premisa de un uso marginal de la informa-

cion recuerda a la dominancia estocéstica unidimensional, donde se tenia una situacion
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similar.

En segundo lugar, se ha realizado una extension mediante la agregacion de las compo-
nentes. El uso de esta sea seguramente més limitado que el de las otras extensiones. Esto
se debe a que para su aplicacion, debe tener sentido esta agregacion de las componentes
marginales del vector aleatorio, lo cual en algunos contextos puede no resultar razonable.
Esta tiene la ventaja de nuevo de que se apoya en la preferencia estadistica univariante,
lo cual permitiria hacer uso de sus propiedades.

Por tltimo, se ha propuesto una extension puramente bivariante con tres posibles grados
de preferencia: fuerte, moderada y débil. La preferencia fuerte es una condiciéon muy exi-
gente existiendo variables aleatorias incomparables cuando se hace uso de esta. Este es un
problema idéntico al que posefa la dominancia estocéstica unidimensional. Sin embargo,
cuando este grado de preferencia se diera, este arrojaria unos argumentos muy sélidos
para escoger una de las alternativas. La preferencia moderada seguramente constituya la
extension mas interesante de todas las realizadas, pues no posee ninguna de las desventa-
jas descritas hasta ahora. Esta utiliza la informacion completa de los vectores aleatorios,
define una estructura de preferencia sin elementos incomparables y es bivariante pura.
Uno de los problemas que se podrian considerar es que no define una relaciéon probabilis-
tica. Sin embargo, al definir una estructura de preferencia sin elementos incomparables,
no le es necesario definirla. Por ultimo, la preferencia débil es la extensiéon méas limitada
de todas las realizadas. Esta ni siquiera define una estructura de preferencia, existiendo
variables aleatorias las cuales son simultaneamente preferidas entre si. Esto supone un
gran problema, pues con los 6rdenes estocésticos se pretende establecer una decision 16-
gica entre dos alternativas y con este orden esto no es posible.

En el caso unidimensional, la preferencia estadistica poseia una estrecha relacion con la
mediana [14]. En este trabajo se ha estudiado como era la relacion en el caso bivariante,
considerando la mediana como el producto cartesiano de las medianas marginales. Sin
embargo, se podrian considerar otra clase de extensiones de la mediana (por ejemplo una
extension geométrica) y comprobar si sigue existiendo esta relacion.

Otra rama que seria interesante de abordar seria la posible relacion entre las extensiones
bivariantes de la dominancia estocéstica [17, 23| y la preferencia estadistica. Resultaria
razonable que bajo ciertas condiciones (por ejemplo independencia) unas extensiones im-
plicaran otras, hecho que ya ocurria en el caso univariante (Teorema [7)).

Aunque las extensiones multivariantes hayan sido realizadas tinicamente para vecto-
res aleatorios de dimensiéon 2, sus extensiones a casos de dimension n serian directas
a partir de las definiciones. Si se realizaran estas extensiones, seguramente la exten-
sion n-dimensional de la preferencia fuerte seria la menos adecuada, pues la condicion
P()z — }7) > 0.5 serfa muy exigente y en rara ocasion se daria. A la preferencia débil,
le ocurriria todo lo contrario, se daria con bastante frecuencia lo que de nuevo la haria

poco adecuada. El resto de las extensiones seguramente seguirian siendo adecuadas, pues
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estas se basan en la comparacion de Q*(X,Y) frente Q*(Y, X) y no en la comparacion de
o ()Z , 37') frente a un valor entre cero y uno como ocurria con las otras dos extensiones.
Finalmente, indicar que el contenido del tltimo capitulo, el cual se ha desarrollado de
manera original, sera presentado en el congreso |Soft Methods in Probability and Statistics
(SMPS’2024). Este congreso tendra lugar en Salzburgo (Austria) del 3 al 6 de septiembre

de 2024, y sus actas se incluyen como capitulos de un libro de la editorial Springer.
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Apéndice A
Contraejemplos

En se han visto 5 6rdenes de preferencia y 3 6rdenes para la mediaana y cémo
se relacionan entre ellos. Ahora, nos queda demostrar que las implicaciones que no se han
expuesto no son ciertas en general, para ello consideraremos distintos ejemplos en esta
seccion. Para facilitar al lector el entendimiento de esta seccién se presenta a continua-
cion un resumen con las distintas relaciones junto con los resultados o contraejemplos

correspondientes.

No implica

s inf(Me(X —Y)) £0 Ejemplo .
s inf(Me(X —Y)) £0 Ejemplo .
= inf(Me(X —Y)) >0 Ejemplo .
. X = Y Ejemplo .
s X -0 Y Ejemplo (Y, X invertidas).
. X ~Lp Y Ejemplo .
. X ~p Y Ejemplo .

inf(Me(X —Y)) £0

No implica
s inf(Me(X —Y)) £0 Por definicion.
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inf(Me(X

T TR =T
LoLoL
S S 2 2
T T 1

<L
Y
OJCIJ
&
=~

Implica

= inf(Me(X —Y)) £0

Implica

s inf(Me(X —Y)) £0

Universidad de Oviedo

Por definicion.

Ejemplo [A.2]

Ejemplo [A.1]

Ejemplo [A.1] (V, X invertidas).
Ejemplo [A.1]

Ejemplo [A.1]

mf(Me(X —Y)) £0

Por definicién.

Teorema .

Por definicion.

Ejemplo .

Ejemplo .

Ejemplo |A.3[ (Y, X invertidas).

Ejemplo (Y, X invertidas).

X =My

Teorema m
Teorema .
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No implica

<o
Y Y
we 03
S S
=L =

<L
.
O}fl)
3
=

Implica

s inf(Me(X —Y)) £0

No implica

<o
e e
S S

=L =

<L
.
O}flb
3
=

Implica

inf(Me(X —Y)) >0

inf(Me(X —Y)) £0

inf(Me(X —Y)) >0

inf(Me(X —Y)) £0

Universidad de Oviedo

Ejemplo (Y, X invertidas).
Ejemplo (}7, X invertidas).

Ejemplo (}7', X invertidas).

Ejemplo .

Ejemplo (Y, X invertidas).

Teorema .
Teorema .

Ejemplo [A.1]
Ejemplo A1}
Ejemplo [A.1]
Ejemplo [A.1]
Ejemplo [A.1]

— g —
X =sp Y

Teorema .
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No implica

mf(Me(X —Y)) £0

inf(Me(X —Y)) >0

inf(Me(X —Y)) £0

- X -V

s X -0, Y

. X ~=%p Y
Implica

inf(Me(X —Y)) £0

inf(Me(X —Y)) £0

<
25 o=
3 S

=L

S
Y
e
@
=

No implica
n X -1, Y

s X -5, Y

Implica
» inf(Me(X —Y)) £0

 if(Me(X —Y)) £0

s inf(Me(X —Y)) >0

Universidad de Oviedo

Ejemplo .
Ejemplo (}7, X invertidas).
Ejemplo (Y, X invertidas).
Ejemplo .
Ejemplo (Y, X invertidas).

Ejemplo (17, X invertidas).

inf(Me(X —Y)) >0

Por definicién.

Por definicion.

Teorema m

Teorema .

Consecuencia de los Teoremas y .

Ejemplo (Y, X invertidas).

Ejemplo (Y, X invertidas).

X =5, Y

Consecuencia Teorema

Consecuencia Teorema .

Teorema .
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= X -0 Y Teorema [4.6]
s X -0, Y Teorema [4.5]
X9, Y Teorema 4.7}
« XY Consecuencia de los Teoremas [1.9] y [1.5]

Ejemplo A.1. Consideramos g = +, M = am y los vectores aleatorios independientes

—

XeYconY = Op2) ¥ X dado por:

X5
-1 0 1
-2]101 0 03]04
Xy 0103 01 0|04
1170 0 02]02

0.4 0.1 0.5

En primer lugar, Y1 + Yy = Opwy y calculamos la distribucion de Xy + Xs:

X+ X | -3 =2 -1 0 1 2

‘0.1 0 06 01 0 0.2

Calculamos ahora las distintas Q:

1
Q(X,Y1)=P(X,=1)+-P(X;=0)=04 L . .

2 Q"(X,Y)=0475 = Y =4 X.
Q(X,,Y;) =P(Xy=1)+ -P(X, =0) = 0.55

2
L X -m Y,
QQ(X7Y):P(X1—1,X2—1)—02 = N
Lo — { X -4,
QY , X)=P(X,=-2,X,=-1)=0.1 . .
Y -5p X.
— 1 — —
Of(X,Y)=P(X, =1)+P(X :2)+§P(X+—()):O.25 — Y>;CPX.

FEstudiemos ahora las medianas:

Me(X;—Yy) = 0
Me(X,—Ys) = [0,1]
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Me(Yi — X;) = 0
Me(Yy — Xo) = [~1,0]

Por tanto tenemos que:

v XU Y Y su, X
x X =My v Y SM X
x X -9.Y VY9, X
v X1y x Y =1, X
x X =5, Y x Y -5ip X
v inf Me(X —Y) #£0 v inf Me(Y —X) £0
x inf Me(Y —X) £0 x fnf Me(Y —X) £0
x fnf Me(X —Y) >0 x fnf Me(Y — X) >0

Como enunciamos anteriormente, este ejemplo nos permite probar que muchas relaciones
no se cumplen, a destacar la relacion que se muestra entre QM y Q™. demostrando que
en general ninguna es mds fuerte que la otra. Otro aspecto relevante es lo débil que es la
condicion de preferencia moderada, pues en este caso esta preferencia se cumple en ambos
sentidos. Por iltimo comprobamos también que Y = X no implica que Y1 =gsp Y1 e
Y: =gp Ya.

Ejemplo A.2. Consideremos g = +, M = am y el vector aleatorio Y = Op. Con-
sideraremos también el vector aleatorio X que se define de la siguiente manera. Sea
U ~ N3 (Ope, 1), y definimos X como X, =U, y

Us siU;-Uy; > 0.
—U2 st Ul'UQ SO

XQI

Esto lo que quiere decir es que al cuadrante donde X,Y > 0 se le asigna la probabilidad
correspondiente a este cuadrante, asi como la correspondiente al cuadrante donde X <
0,Y > 0. De manera similar, al cuadrante donde X,Y < 0 se le asigna la probabilidad
de este mismo cuadrante y del cuadrante donde X < 0,Y > 0.

De este modo, por definicion, X; ~ N(0,1). Por otro lado, para Xy se cumple que, si
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x> 0:

P(X;<z)=PU >0,U,<z)+ PU, <0,U > —
0(0)(P(U> < 2) + P(U> < 2)) = P(Uy < ),

mientras que si v < 0:

P(XQSZL‘):P(UlSO,UQSZE)+P(U1ZO,UQZ—JI)
d

(0) (P(U2 < z))+ P(Us < a:)) — P(Us < 1),

donde hemos vuelto a utilizar ® para denotar la funcion de distribucion de una normal

estandar. Se observa que Xo y Us tienen la misma distribucion, por lo que Xy ~ N(0,1).

Por tanto X tiene marginales con distribucion normal estandar, sin embargo la conjunta

no es una normal bivariante pues se tiene que:
P(X1 >O,X2<O):P(X1 >O,X2<O):O.

Si ahora calculamos las distintas Q*, se obtiene:

Q%X,Y)=P(X >0)=05
QXY,X)=P(X <0)=05

Debido a la simetria, se tiene que Me()Z) = i = Op2 £ Op2. Por tanto, utilizando el
Teorema |5.24):

X1 =gp Y] - - o .
PP A OM(X VY =05 = X =0V,

P<U1+U2>O,U1>O,U2>0)+P(U1—U2>O,U1>O,U2<0)
:P(Ul,U2>O)+P(U1>0,U2<0):0.5,

por lo que X =%, Y. En este caso tendriamos:
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x X =9,V x Y =M X
X X =0 Y XY =9, X
x)?>fgp? ><17>7§PX'
v inf Me(X =Y) #£0 x Y>3, X
x inf Me(Y —X) £ 0 v inf Me(Y —X) £0
x inf Me(X —Y) >0 x inf Me(Y — X) £ 0
x V=, X x fnf Me(Y —X) >0

La tmportancia de este ejemplo radica en que hemos encontrado un ejemplo en el que

—

Me()?) £ 0 no implica X =3¢p Y, ni ninguna de las otras relaciones estudiadas.

Ejemplo A.3. Consideremos Y = Opwy, g =+ y M = am. Definimos X como:

X
-1 2

1104 0307
2103 0103

0.7 0.8

Se cumple que Y1 + Yy = Op) mientras que la distribucion de X1 + Xy viene dada por:

X1+X2‘—2 1 4
‘0.4 0.6 0

Calculamos ahora las distintas Q*:

S o Y = X,

QX Y)=P(X;=2,X,=2)=0 . .
Lo = 3\ Y =& X,
Q2<Y,X) :P<X1 - —1,X2 - —1) —04 = N
X -4 Y
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Y por diltimo, los valores de QT son:
OHX,Y)=P(X; =1)=06 — X ={, Y.

FEstudiemos ahora las medianas:

Me(X, V) = —1 L

(X = 1) ff Me(X —Y) = (=1, -1),
Me(Xs—Ys) = —1

Me(Yi — X)) =

MG(YQ —XQ) =1

Por tanto, tendriamos:

v X-uY v Ysu, X
x X =MY v Y S X
v X=9,Y x Y -9, X
x)f»@”P}? /?»g@PX
x)?>gp? ><17>SSPX'

x inf Me(X —Y) £0 inf Me(Y —X) £0

x inf Me(Y — X) £ 0 inf Me(Y —X) £ 0

SR NEEEN

x fnf Me(X —Y) >0 inf Me(Y —X) >0

Observamos que tenemos que inf Me(?—)?) > 0 pero X —ip Y lo que permite comprobar
que esa implicacion no se da. Del mismo modo tenemos X —ip Y pero inf Me()? —37) <
0. También podemos ver que no existe relacion entre QM y Q9 pues X —ip Y pero
Y ~Lp X. También destacar de nuevo lo poco exigente que es la preferencia débil ya
QQ(X', }7) =0 y sin embargo, X ~Sp Y. Por iiltimo observamos que tenemos preferencia

en ambas marginales de Y, pero sin embargo X =i Y.

Ejemplo A.4. Consideremos g = 4+, M = am y los vectores aleatorios Y = Opay ¥ X
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dado por:

0105 01 0.2]08
1o 0 0202
0.5 0.1 0.4

Xy

Se tiene que Yy =Y, + Yy = Opay mientras que la distribucion de X, = X1 + Xy viene
dada por:

Xi+Xe| -1 0 1 2

‘0.5 0.1 0.2 0.2

Calculamos las distintas Q. En primer lugar:

1

Q(X,Y])=P(X;=1)+-P(X; =0)=0.6 Lo . .
% Q(X,Y)=0525 = X ~¥nY.

Las relaciones Q% toman los valores:

P

i
Y Y Y
,733
=i

QAXY)=P(X,=1,X,=1)=02
Q*Y,X)=0

me
B
=

—

=
e
&
<l

Y por iltimo QF es:

Lo 1 . .
QN (X,Y) = P(Xy = 1)+ P(X; =2) + 5 P(X, =0) =045 = ¥ ={, X,

FEstudiemos ahora las medianas:

Me(X,—Y;)) = 0
Me(Xs —Ys) = [-1,0]

Me(Y; — X;) = 0
Me(Ys — X5) = [0,1]

Por tanto, tendriamos:

V X4 Y x X =9,V
v X -MY v X-2Y
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x X =5p Y VY =5, X
v inf Me(X —Y) #£0 x Y =m, X
x inf Me(Y —X) £0 XY >3, X
x fnf Me(X —Y) >0 v inf Me(Y = X) £0
YU, X x inf Me(Y — X) £ 0
x YV =M X x {nf Me(Y — X) >0

Ejemplo A.5. Consideremos g = 4+, M = am y los vectores aleatorios Y = Opay ¥ X

dado por:
Xo
-1 1 2

—-1]/0.3 0.1 0.1]0.5
Xy 0101 01 01]0.3
110 01 01]0.2
0.4 0.3 0.3

La distribucion de Y, = Y1 + Yy = Op@) mientras que la de X1 = X7 + Xo es:

Xi+Xe -2 -1 0 1 2 3

‘0.3 0.1 0.1 0.2 0.2 0.1

Calculamos las distintas Q*:

1
QX1 V) = P(X, =1)+ =P(X, =0) =0.35 . } }
(K1) = PG =1+ 5P =0) Q" (X,Y) = 0475 = ¥ =9 X.

Los valores de Q? son:

=~
s
S
<

QX Y)= P(X;=1X=1)+P(X; =1,X=2) =02

— — :>
QXY X) = P(X)=—1,X;=-1) =0.3

<l
v
e
S
vl

=i
e
3

<L

Y por dltimo, los valores de QF son:

— = 1 — —
QF(X,Y) = P(Xy = DHP(X; = 2)+P(Xy =3+ P(X, = 0) = 0.55 = X ={, V.
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FEstudiemos ahora las medianas:

Me=%) = L0 L e ve( - ¥) = (-1 1),
Me(Xo—Ys) = 1
Me(i=X0) = 00 U e (¥ - v) = (0,-1)
Me(Y,— Xo) = —1
Por tanto, tendriamos:

v X-u,Y v Ysu, X

x X ~M Y v Y SM X

v X=9,Y x Y =9, X

x X ~Tp Y Y ~=Tp X

x X ~%p Y x Y ~-5p X

v inf Me(X =Y) #£0 v inf Me(Y —X) £0

v inf Me(Y —X) £0 x inf Me(Y — X) £ 0

x inf Me(X —Y) >0 x inf Me(Y — X) >0

Vamos a considerar un ultimo contraejemplo para comparar las extensiones con la prefe-

rencia unidimensional.

Ejemplo A.6. Consideremos las variables aleatorias Y = Opay ¥ X:

X
-1 0 1

-1/03 0 0 |03
X: 070 0 0303
110 03 0104
03 03 04

Calculamos las distintas Q*:

1
QX1 Y1) = P(Xy = 1) + g P(X; =0) =055 = X >p V1.

Q(Xs,Yy) =P(Xo=1)+P(Xy =1) =055 = Xy >=gp Y.
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Las relaciones Q* toman los siquientes valores:

o Y =8 X,
RX,)Y)=PX,=1,X,=1)=0.1 . .
Lo = X >4 Y,

Q2<Y,X):P<X1:—1,X2:—1):O3 =
Y -t X

De este modo tendriamos preferencia en ambas marginales de X sin embargo no hay ni

preferencia moderada ni fuerte.
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