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Introducciéon

Un sistema dindmico es un modelo matemético que describe la evolucién temporal de un pro-
ceso. Al estudiar un problema fisico desde el punto de vista de los sistemas dinamicos, nuestra
finalidad es entender el comportamiento a largo plazo del sistema, identificando observables clave
v la dependencia de las soluciones obtenidas respecto a las condiciones iniciales. Este Trabajo
de Fin de Grado tiene como objetivo proporcionar una introduccién a los fundamentos de los
sistemas dindamicos aplicados a los sistemas hamiltonianos clasicos y cuanticos; en particular, nos

centraremos en el estudio de sistemas con dindmica caotica.

Desde el punto de vista clasico, un estado estd definido por un conjunto de coordenadas ge-
neralizadas que evolucionan en el tiempo segtin las ecuaciones de Hamilton. Supongamos que
tenemos un sistema unidimensional descrito por una coordenada espacial z y su momento p,.
Para cada posible condicion inicial (zg, pg,0), resolviendo las ecuaciones de Hamilton obtenemos
la trayectoria que sigue el sistema, y la proyeccion de esta soluciéon en el plano (zo,pz0) €s una

curva que llamaremos orbita y que denotamos vz, , (representada en rojo en la Figura 1).

Pz

d(zo, )|
Yz0,pa,0

Figura 1: Orbitas en un espacio de fases dado por las coordenadas (z, Dz)-

Nuestro objetivo es analizar no tanto la solucién concreta en un instante dado, sino la tendencia
cualitativa de las trayectorias: si las soluciones son periddicas (las orbitas son curvas cerradas),
si tienden a un punto atractor o si divergen, entre otros posibles comportamientos. En este
contexto, podemos entender que la idea intuitiva de que un sistema sea cadtico es que dos

trayectorias infinitisesimalmente muy cercanas se separen de forma exponencial en el tiempo.
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En efecto, supongamos que tenemos otra 6rbita dada por una condicién inicial (a7, pgo) muy
cercana a (o, pg0) (representada en azul en la Figura 1) y nos interesamos por la evolucion
de la separacion entre las orbitas, que denotamos |§(xg,x()|. Si el sistema tiene sensibilidad
exponencial a las condiciones iniciales, entonces un pequeno error en la medida de la condicién
inicial o una propagaciéon del error debida al célculo numérico de las posibles soluciones nos

pueden dar 6rbitas con tendencias completamente distintas.

Cuando estudiamos los sistemas hamiltonianos clésicos, las ecuaciones de Hamilton nos sittian
en las condiciones usuales de estudio de sistemas dindmicos. Tenemos una particula o conjunto
de particulas descritas por variables de posicién y momento y las proyecciones de las soluciones
a las ecuaciones de Hamilton en el espacio de fases, es decir, las érbitas, serdn nuestro objeto de
estudio. Ahora bien, en el formalismo cuantico no tenemos estados definidos en una posicién o
momentos en concreto, ni 6rbitas cuya separaciéon tiene sentido estudiar. Los estados cuanticos
estan descritos por funciones de onda y las coordenadas generalizadas x, p, son sustituidas por

A

operadores T, p,.

Ahora bien, segiin el Principio de Correspondencia, bajo ciertos limites de los parametros del
sistema, la Mecéanica Cuéntica deberia proporcionar los mismos resultados que la descripcion
clasica del sistema. Ademés, el Teorema de Ehrenfest nos proporciona una cota superior del
tiempo a partir del cual el comportamiento del sistema clasico y cuantico diverge (conocido como
tiempo de Ehrenfest), asumiendo que partimos de paquetes de onda suficientemente estrechos
y estableciendo una analogia entre la separacion de orbitas |§(xo, ()| y la indeterminacion de
un operador Az. Las preguntas que nos planteamos, por lo tanto, son: jcémo se comporta un
sistema cuantico si su dinamica es cadtica desde el punto de vista clasico? ;Para qué valores de

los pardmetros del sistema e intervalos de tiempo la descripciéon clasica coincide con la cuantica?

En el primer capitulo, estableceremos las bases teodricas de los sistemas dindmicos y definiremos
formalmente qué entendemos por un sistema caotico, utilizando como herramienta los exponentes
de Lyapunov. Aplicaremos estos conceptos a los sistemas descritos por las ecuaciones de Hamil-
ton, estudiando aspectos como Orbitas cuasiperiodicas, sistemas integrables y el teorema K AM .
Posteriormente, presentaremos los fundamentos de la Mecanica Cuéntica que nos permitiran

describir la evolucién de estos sistemas desde un enfoque cuéntico.

En el segundo capitulo, nos centraremos en un sistema especifico, el kicked rotator, un modelo pa-
radigmaético en la teoria del caos en sistemas hamiltonianos clasicos. Analizaremos su dinamica,
propiedades y caracteristicas distintivas, y explicaremos por qué se considera caotico. Finalmen-
te, estudiaremos este sistema desde un punto de vista cuéntico y exploraremos fenémenos no
observados en el caso clasico como la localizacién del momento y el tiempo a partir del cual

ocurre esta localizacion.



Capitulo 1

Caos en sistemas clasicos y cuanticos

1.1. Sistemas dinamicos

En primer lugar, estableceremos las bases teéricas de los sistemas dinamicos que utilizaremos
para estudiar los sistemas hamiltonianos clasicos y cuénticos. Comenzaremos abordando los
conceptos fundamentales de los sistemas continuos y discretos. A continuacién, desarrollaremos
el concepto de cuasiperiodicidad, un fenémeno observable en ciertos sistemas dindmicos y que
resultaré crucial para el anélisis de los sistemas hamiltonianos. En este contexto, estableceremos
también el concepto de nimero de rotacién, una herramienta matematica fundamental que nos

permitira caracterizar y estudiar estos sistemas.

A continuacién, introduciremos los exponentes de Lyapunov, que son indicadores clave en la teoria
de sistemas dinamicos, puesto que nos ayudaran a definir y entender qué se considera un sistema
caotico. Los exponentes de Lyapunov miden la tasa de separaciéon exponencial de trayectorias
infinitesimalmente cercanas en el espacio de fases, proporcionando una medida cuantitativa del

caos en un sistema.

Como referencias generales en esta primera seccion hemos utilizado [1], [14], [18] ¥ [19], ¥ en

menor medida, [12] y [10].

1.1.1. Conceptos basicos de sistemas dinamicos

Comenzamos definiendo qué entendemos por un sistema dindmico continuo y discreto. Ademés,
explicaremos cémo estudiar los sistemas continuos utilizando sistemas discretos utilizando apli-
caciones de tiempo J y aplicaciones de primer retorno de Poincaré. Como referencias para esta

parte hemos seguido 1], [18] y [12].

Un sistema dindmico es una descripcién matemaética de la evoluciéon de un estado en funcion

del tiempo. Supongamos que tenemos N variables (z1,...,zx) que describen un sistema fisico

7
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y una condicién inicial ;(0) = z;0 € R para todo i € {1,..., N}. Nuestro objetivo entonces es

encontrar la dependencia temporal de las N variables, verificando esta condicién inicial.

Desde el punto de vista continuo, un sistema dinamico viene dado por un sistema de N ecuaciones

diferenciales:
dx
G = flw,ze,.. . 0N)
d
GE = fa(w, 20, 0N)
dx
Tlt{\] :fN(xl,xg,...,xN).
Podemos expresar el sistema anterior como una tnica ecuaciéon de la forma dflgf) = F(x(t))

donde la soluciéon z : ¢t € (0,4+00) — RY es una funcion de N componentes. Supongamos que
F : RN — RY es una funcién de clase C! (es decir, es continua, todas sus derivadas primeras
existen y son continuas). Entonces, para cada condicion inicial zy € R™, existe una tnica solucion

del problema de Cauchy

& =F(2)
z(0) = xo.

Consideraremos siempre ecuaciones diferenciales autdnomas, es decir, la funcién F no depende
de la variable temporal ¢. Si las soluciones son de la forma x : t € (0,+00) — R¥ entonces el
espacio de fases esta contenido en RY y las proyecciones v de las soluciones en el espacio de fases

se denominan drbitas.

Ademas, denominamos flujo a una aplicacion

¢:DeRxRY 5 RY
(t,.ﬁU()) = ¢(ta 5130),

de manera que, fijo ro € RY, la funcién ¢ : (:,29) € I, C R — RY es solucién del problema con

condicién inicial z(0) = xo.

Por ejemplo, supongamos que estamos estudiando un péndulo simple. Podemos estudiar este
sistema como un problema de Cauchy formado por un sistema de dos ecuaciones diferenciales de

primer orden y una condicién inicial.

Denotamos 6(t) el &ngulo que forma el péndulo con la vertical en el tiempo ¢ y w(t) la velocidad
angular en este instante. Las condiciones iniciales son 6(0) = 6y y w(0) = wp y los parametros

del sistema son g, la aceleraciéon de la gravedad, y [, la longitud del péndulo. El problema,
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representado en la Figura 1.1, esta descrito por el siguiente sistema

)
2-.,

@ = —1sin(0),
6(0) = fo,

w(0) = wo.

\

Habitualmente, cuando estudiamos un sistema dindmico no nos interesamos tanto por la solucién
explicita de las ecuaciones diferenciales para cada condicion inicial, sino que buscamos un anélisis
cualitativo: queremos estudiar para qué condiciones iniciales o para qué parametros del sistema

obtenemos érbitas cerradas, o bien que convergen hacia un punto, entre otros posibles observables.

S1LIIIIII0720770777
Y1177
7077777777777 777777
11117777777

8

Figura 1.1: Péndulo de longitud [ y descrito por un angulo 6.

Por otro lado, un sistema dindmico discreto de dimensién N viene dado por una aplicacion

f:RY — RY que define una sucesion dada por la ley de recurrencia

Tn4+1 = f(l'n),

con x, = (x5, ...,2N) € RN n € NuU {0}. Partiendo de un estado inicial zg, aplicando f

n? n

sucesivamente (z1 = f(z¢), r2 = f(z1), ...) obtenemos una sucesion de estados {zy, }nenu{o}-

Un ejemplo clasico de sistema dindmico discreto que ademés nos servird también para introdu-
cir la dindmica caodtica es la aplicacion logistica. Fue introducida para estudiar crecimiento de

poblaciones en Ecologia y viene dada por la siguiente expresién

Tnt1 = rxn(l — xy). (1.1)

En este caso, x, denota la poblacién de una especie en el tiempo n, normalizada entre 0 y 1

(entendiendo que x,, = 1 es la poblacién méxima que puede alcanzar la especie). Por otro lado,
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r € (0,4) es un parametro que representa la tasa de crecimiento de la especie. Se puede demostrar
(ver [1], [14] y [10] entre otros) que en funciéon del parametro r la poblacion tiende a extinguirse,
estabilizarse en torno a un punto fijo, oscilar entre dos valores o manifestar comportamientos

cadticos, como comprobaremos numéricamente més adelante.

En ocasiones, podemos estudiar sistemas dindmicos continuos mediante sistemas dinamicos dis-
cretos. Con este objetivo, definiremos dos tipos de funciones: la aplicacién de tiempo T y la

aplicaciéon de Poincaré.

En primer lugar, queremos estudiar sistemas dindmicos continuos en N dimensiones mediante
sistemas discretos N-dimensionales. Para ello, consideramos la aplicacion 11g, denominada apli-
cacion de tiempo I . Supongamos que V C RY es el espacio de fases, es decir, para cada zg € V,
existen z : [0, 00) — V una soluciéon del sistema diferencial continuo y un instante tg € [0,00) de

forma que xg = x(tp). Entonces, la aplicacion 171y se define de la siguiente manera:

Mg : V-V
xo — my(l‘o) = .Z‘(t(] —{—fT).

La imagen por 111y de cada punto z¢g = z(tg) es el valor de la soluciéon x en el instante tg + 7 .
La aplicaciéon 1715 define entonces un sistema dindmico de N dimensiones, pues su dominio es
V, un subconjunto de RY. Las aplicaciones de tiempo I son de gran utilidad para estudiar
hamiltonianos que si bien no son independientes del tiempo, si son peridédicos en ¢, como seré el

caso del kicked rotator, que estudiaremos en profundidad en el segundo capitulo.

Por otro lado, las aplicaciones de Poincaré permiten estudiar sistemas dindmicos de N dimen-
siones mediante sistemas discretos de N — 1 dimensiones. Denotamos ¢ el flujo asociado a la

ecuacion diferencial ‘fi—f = F(z,t). Decimos que ¥ C RN~1 es una superficie transversal al flujo si
F(z) -n(z)=0

para todo x € 3, donde n(x) denota un vector normal a la superficie ¥ en el punto x. Supongamos
que ¥ es una superficie transversal a ¢ y que existe V' € 3 un subconjunto de forma que, para
cada € V| existe 7 > 0 tal que ¢(7,z) € V. Es decir, para cualquier condiciéon inicial existe

cierto tiempo 7 tal que la érbita vuelve a V. Definimos entonces
7, = min{r > 0: ¢(1,2) € V}.
De esta manera, la siguiente aplicacion esta bien definida:

P:V =X
x+— P(x) = (14, x).
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La aplicacion P se denomina aplicacion de primer retorno de Poincaré o aplicacion de Poincaré.
En la Figura 1.2 tenemos una representacion de su construccion. Si ¥ es una superficie en un
espacio de N dimensiones, entonces Y y por tanto V' es un conjunto de N —1 dimensiones. Hemos

por tanto reducido el estudio del problema inicial a un espacio de dimensién menor.

Figura 1.2: Construccion de la aplicacion de Poincaré. sobre una superficie . En
este ejemplo, tenemos una soluciéon peridédica por lo que la 6rbita v es una curva
cerrada, que interseca X en dos puntos distintos.

En la siguiente seccién, veremos un ejemplo de aplicacion de Poincaré para caracterizar los
movimientos periédicos o cuasiperidédicos de un flujo continuo en un toro 2—dimensional mediante

sistemas dindmicos discretos en una circunferencia.

1.1.2. Movimientos cuasiperidédicos

A continuacion, estudiaremos flujos continuos en el toro 2—dimensional y definiremos el con-
cepto de oOrbita cuasiperiddica. Los movimientos cuasiperiédicos seran fundamentales cuando
estudiemos los sistemas hamiltonianos clasicos y, en particular, cuando definamos los sistemas

integrables. Como referencia para esta parte hemos utilizado [14], [16] y [18].

En un sistema dindmico podemos observar principalmente cuatro tipo de movimientos: puntos
estacionarios, orbitas periodicas, atractores (cadticos o no) y movimientos cuasiperiodicos. No
discutiremos la dindmica de atractores porque, como veremos, los sistemas hamiltonianos, que

son los que trataremos, no pueden presentar atractores.

En un sistema dinamico continuo, los puntos estacionarios son soluciones constantes, x(t) =
para todo ¢ en el dominio de definicién de x, por lo que las 6rbitas 7* se corresponden con puntos

en el espacio de fases. Por otro lado, una soluciéon x es periddica si existe T" > 0 de forma que
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x(t +T) = z(t) para todo t, y la 6rbita v correspondiente es por tanto una curva cerrada. Los
mismos conceptos se pueden aplicar a sistemas dinamicos discretos. Se dice que x es un punto
fijo de f si f(x) = x. Por otro lado, dado n € N, se dice x es un punto de periodo n de f si

f™(xz) = x. Es decir, z es un punto periodo n de f si y solo si x es un punto fijo de f.

Podemos entender un movimiento cuasiperiédico como una mezcla de movimientos periédicos
con distintas frecuencias fundamentales. Recordemos que una funcién f es periddica si existe
T > 0 tal que f(t+T) = f(t). Una funcion cuasiperiodica en una variable ¢ se puede expresar a
partir de una funciéon periédica en m variables con m € N, m > 1. Es decir, la funciéon f es de la
forma f(t) = G(t1,...t;m), donde existen {11, ..., T}, } € R verificando

G(fl + T, .., tn + Tm) = G(tl, ...,tm).

Ademas, para que el movimiento sea cuasiperidédico debemos imponer también que las frecuencias

_ 27 . . .
Q; = 7 sean inconmesurables, lo que significa que, para cada nq, ..., N, € Z,

n1 + . + 1y =0

si y solo si n; = 0 para todo ¢ € {1,...,m}. En estas condiciones, hablaremos de cuasiperiodicidad
de orden m. Nos centraremos en el caso m = 2. Es inmediato ver que, para una solucién periédica,
la forma geométrica de la Orbita correspondiente en el espacio de fases es una curva cerrada.
Las orbitas cuasiperiodicas no se cierran, pero estan confinadas en un toro, como veremos a

continuacion. Sea x(t) una soluciéon cuasiperiddica del sistema dindmico

dz(t)

ke F(xz(t)).

Como z(t) es cuasiperiodica de orden 2, existe una funciéon G de forma que z(t) = G(t1,t2) y
G(t1 + Th,ta + Tz) = G(t1,t2). Dado que G es periddica, podemos utilizar variables angulares

para describirla, redefiniendo los argumentos

para i € {1,2}, de forma que z = G(01 /€1, 02/2). Tenemos dos variables angulares en [0, 27).
Especificar un angulo es equivalente a especificar un punto en una circunferencia; cuando tenemos
dos angulos, cada par (61, 62) describe un punto en un toro. Fijo un valor de 65, el parametro 6,
describe un punto en una circunferencia inscrita en el toro; nos referiremos entonces a la variacion
de 61 como la rotacion en la direccion corta del toro; andlogamente, fijo 61, consideraremos la
variacion de 62 como la variacién en la direccion larga. Los dngulos 601, 05 estan representados en

la Figura 1.3.
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Figura 1.3: Toro de orden dos definido por los angulos 61,602. En azul, repre-
sentamos una circunferencia inscrita en el toro que representa la variacién en la
direccién larga; en rojo, tenemos otra circunferencia inscrita en el toro, que se
corresponde con la variacién en la direccién corta.

Hemos obtenido que x = G(61/91, 02/%2) describe la ecuacion de un toro en el espacio de fases.
El caso de orden m € N es una generalizaciéon trivial, obtendriamos un toro de m dimensiones.

Las ecuaciones (1.2) se pueden expresar mediante el sistema diferencial

do,
T =
dfs
W — QQ.

Para caracterizar la dindmica de este sistema, utilizaremos una aplicacién de Poincaré. Para cada
condicién inicial (69, 69) € T2, la solucién del sistema es

01(t) = (69 +Mt) méd 2m

Qg(t) = (98 + Qgt) mod 27r.

Consideremos la superficie ¥ = {(61,0) : 6; € [0,27)} C T?, es decir, ¥ es una circunferencia

inscrita en el toro. Tenemos entonces una aplicacién constante F
F:T? — T?
0 — F(Q) = (91,92),

de forma que el campo viene dado por % = F(6). Es claro que ¥ es una superficie normal al

flujo, pues sus vectores normales son de la forma n = (0,«) y

n-F = (0,@)‘(91792) :aQQ 7é0
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Por otro lado, debemos comprobar que para cada x € ¥ existe 7, tal que ¢(7,, x) € X. En efecto,
los elementos de ¥ son de la forma = = (69,0) con 69 € [0,27). Entonces, las soluciones del
sistema de ecuaciones diferenciales son de la forma

(91(75) = (9(1) + Qlt) mod 27w

02(t) = Qgt mod 27
Basta tomar 7, = 52)—7;, de manera que

(e, ) = (09 + Qi 7p, Qo) = 9?+9121,922l = 9?+27r&,0 ey,
Q7 70, 0

Como ¥ es una circunferencia inscrita en el toro, podemos identificar ¥ con S' C C la circun-
ferencia unidad en el plano complejo. Es decir, para cada z = (61,0) € ¥ con 6; € [0,2m),
definimos el nimero complejo z = exp(if1) € S! y estudiaremos las aplicaciones P : ¥ — X de
Poincaré como aplicaciones f : S! — S! de la circunferencia unidad. Las aplicaciones de Poincaré

como funciones de S' resultan
fE) . g, st
(1,02) : 0
z=-exp(f) — fO1°2)(z) =exp | ¢ 0+Q—27r .
2
Ahora bien, f1:%2) no depende del valor de Q1, Qy, independientemente sino de su cociente. De-

finiendo wy = %2%, tenemos una familia de aplicaciones en la circunferencia unidad dependiente

de un solo parametro:

f st st
z = exp(if) — f*°(x) = exp(i(6 4+ wp)).

La familia anterior se denomina rotacion rigida de dngulo wg. Consideremos, por ejemplo, una

rotacion de angulo 5. Entonces, para cada z € S! se verifica que

14z) = frexoi) = £ (i(0+3)) = 2O +m) = f (z (9 + 3;))

= exp(i(0 + 27)) = exp(if) = x.

Todos los puntos son por tanto de periodo 4. Esto se debe a que wg = § = %(277). En general, se
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puede comprobar que si wg es de la forma

wo = =2,

p
q
con p,q € Z primos entre si y g # 0, entonces para cada condicién inicial la érbita se cierra, y
es periddica de periodo q. Por el contrario, si consideraramos una rotaciéon rigida de angulo 2wa

con a € R\Q, ningtn punto serfa periddico, las érbitas nunca se cerrarian sino que cubririan la

circunferencia (ver [16]).

Hemos definido la aplicacién de Poincaré para la superficie 3, pero obtenemos exactamente el
mismo resultado para cualquier otra circunferencia inscrita en el toro. Por lo tanto, estos mismos
argumentos se pueden extender al sistema continuo. Caracterizamos entonces la dinamica de una

orbita en el espacio de fases toroidal definiendo el nimero de rotacion

Q1 wo

R:@_Qﬂ'

Para interpretar R, notamos que /27 es el namero de rotaciones que hace la oérbita en la
direccion corta del toro por unidad de tiempo y /27 el nimero de rotaciones en la direccion
larga del toro por unidad de tiempo. Asi, R representa el promedio de rotaciones de la orbita
en la direccion corta por cada rotacion en la direccion larga. Si R es racional, podemos expresar

R = % con p,q € Z, q # 0, p,q primos entre si. Por lo tanto,

D _p
QD q
de donde
g8 + pQle = 0,

esto es, las frecuencias son conmesurables. En este caso, la 6rbita es perioédica y p, ¢ representan
el namero de rotaciones en las direcciones corta y larga que hace la 6rbita antes de cerrarse,
respectivamente; en estas condiciones, el toro se denomina resonante; si R es irracional, las
frecuencias €21, €29 son inconmesurables, el movimiento es cuasiperidédico y la 6rbita nunca se

cierra, sino que cubre densamente el toro, que se denomina cuasiperiddico.

En la Figura 1.4 tenemos una representacion grafica del caso resonante, con R = %: la orbita
se cierra tras realizar una rotaciéon completa en la direccién corta por cada dos en la direcciéon
larga. De esta forma, v atraviesa la superficie ¥ en dos puntos distintos, definiendo en ella una

rotacion rigida de dngulo 7.
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(b) Rotacion rigida de angulo 7 en la circun-

(a) Ejemplo de oérbita periédica v con a = 3. ferencia 3. Denotamos z el punto en el que
La o6rbita corta la superficie ¥ en dos puntos 7 corta ¥ por primera vez y x; el punto don-
distintos, definiendo en ella una rotacion rigida de v corta X por segunda vez. Hemos supuesto
de angulo 7. T = exp (%)

Figura 1.4: Construcciéon de una aplicacion de Poincaré para una curva peridédica
en el toro.

1.1.3. Exponentes de Lyapunov

Durante esta secciéon, nuestro objetivo es definir qué entendemos, desde el punto de vista formal,
por un sistema cadtico. Comenzaremos estableciendo condiciones para la estabilidad local desde
una aproximacion lineal, definiendo indicadores para el caos local denominados exponentes de
Lyapunov. Los definiremos para un sistema dindmico discreto, aunque los mismos conceptos se
pueden extender al caso continuo. Como referencia para esta parte hemos utilizado principal-

mente [19] y, en menor medida, [11].

Una primera nocién a tener en cuenta es la sensibilidad de un sistema a las condiciones iniciales.
En efecto, parece intuitivo definir un sistema caético como aquel en el que dos 6rbitas que pasan

por dos puntos arbitrariamente proximos divergen de forma exponencial.

Consideremos un sistema dinamico discreto dado por una funciéon f y una condicién inicial xzg.

Supongamos que el punto z(, viene dado por una variacion infinitesimal oy de zo,

.CC6 = xg + dp,

con 0 < |dg| < 1. Definimos O (z0) = {zy, = f™(x0) : n € N}, O (x) = {a], = f™(x() : n € N}

las orbitas positivas de los puntos g, z(,. Denotamos d,, la diferencia entre los puntos z, z},,

/
571 =Tn — Ty,
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de forma que la distancia entre las orbitas es |d,|. Siguiendo la definicion de [19], se dice que un

sistema es localmente cadtico si |d,| aumenta de forma exponencial respecto a |dg|, esto es

18] <~ | exp(un)|do, (13)

donde v > 0 es el incremento de inestabilidad lineal , y en general depende de la condicién inicial:
v = v(xp). Para estudiar el comportamiento de ¢,, consideramos una aproximacion lineal de f a
utilizando la aplicacién lineal

T, : RN 5 RN

n

=Ty, (v) = Jf(xp) - 2,

donde J¢(xy,) es la matriz jacobiana de f evaluada en el punto x,, es decir,

[ 02ty OZainsn . 0Tty |
92 (1;m) 92 (2;m) 9T(N;n)
8$(2;n+1) 8x(?;n«l»l) . ax(?;n«kl)
Jp=| %am 02(2in) O(Nin)
Or(Nint) 9Tty | OT(in+1)
L 92(15m) 9z (2:m) Or(Nin) "

Hemos utilizado un doble subindice x4y, de forma que o € {1, ..., N} denota la componente del
vector 3y B € {n,n+1} denota la iteracion del sistema dinamico. De esta forma, J; es la matriz
coordenada de la aplicacion T}, , que define un esquema discreto para la variacion infinitesimal

d,, entre las orbitas de zg y x(:
Ont1 = T, (0n) = Jf(xn) - On.
Asi, la distancia 6, en la n—ésima iteracion expresada en funcién de la variacion inicial dg resulta
5 = Tp(n) bt = (Tp(@n) - Tp(n1)) 02 = o = (Jp(@n1) o Tp(0)) - o = A o,

donde hemos denotado
A= Jf(l‘n_l) faet Jf(.l‘())

Para cada n € N, §,, es la distancia entre la 6rbita de z y z{, y la direccion de desplazamiento

viene dada por el vector

_ O
00|

Un,
Observamos que

On

do

=1A. .
5 |A - uo

_‘A-éo
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Definimos entonces el indicador o (xg, ug), dado por

n 1
On = lim lim —log|A - |,
o

;o1
o(xg,up) = lim lim — log Jim T -

dop—0n—oon

donde log denota el logaritmo neperiano. La existencia del limite anterior viene dada por el
teorema de Oceledec (ver [13]). La interpretacion de o(xg,up) es la misma que el parametro v
en la ecuacion (1.3). En efecto, considerando n — oo y dg — 0, se tiene que |§,| « [do| exp(vn)

si y solo si

v —log
n

52‘ w oz, up).

Tenemos que ug es un vector de N componentes. Asi, definiremos N exponentes de Lyapunov,
en funcién de cada una de las direcciones de ug. Notamos que, para n suficientemente grande y

|0p| suficientemente pequeno, podemos considerar
1 1 1 )
o(w0,u0) % — log |A - uo| = 5-210g| A ug| = - log (\A-u0| ) .
Desarrollamos |A - ug|?:
1A - ugl* = (A-UQ)T-(A'uo):u$~AT-A-u0:u$'B-uo
donde AT denota la traspuesta conjugada de A y hemos denotado B = AT - A. Observamos que
BT:(AT.A)T:AT.(AT)T:AT.A:R

esto es, B es una matriz hermitiana. Ademas, para cada vector z, se verifica que

e Box=@a AT AT ) =(A-2)T - (4-2)= |4 - z|| > 0.

La matriz B es hermitiana y no negativa. Por lo tanto, B es diagonalizable con valores propios
no negativos y existe {v1, ..., vy} una base ortonormal de vectores propios de B. Descomponemos

el vector ug en funcién de vectores de la base:

N N
Uo = E aiv; = E Uiy
i=1 i=1

donde w; = a;v; es un vector propio de B para todo i € {1,..., N}. Definimos entonces los N

exponentes de Lyapunov para la condicion inicial xg

1
oi(xg) = o log(u;r - B - uy;)
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y los N nimeros de Lyapunov

)\Z(xo) = exp(az-(xg))
para todo i € {1,..N}.

Para interpretar el significado fisico de estos parametros, notamos que, por la ecuacion (1.3), la

distancia entre z,, y «}, en la direccion i € {1,..., N} viene dada por
6] = Xildo| = exp(ogn)|do)-

Es decir, la divergencia o no de |6%| cuando n — oo depende del signo de o;.Asi, diremos que un
sistema es localmente cadtico si existe i € {1, ..., N} tal que el exponente de Lyapunov o; verifica

que o; > 0.

Notamos que, desde un punto de vista mas formal, en el estudio de sistemas dindmicos cadticos
se suele incluir més condiciones ademas de la sensibilidad a las condiciones iniciales, como puede
ser la existencia de érbitas densas en todo el espacio de fases o que todos los puntos periédicos
sean también densos, en la definicion segin [1]. No entraremos en detalles pues lo que nos interesa
en este caso es estudiar como se traduce la sensibilidad de las condiciones iniciales al formalismo
cuantico. Ademas, existen otras definiciones posibles de caos local, con otras interpretaciones
fisicas como pueden ser la entropia de un sistema dinamico. Estas definiciones pueden consultarse

en [19], asi como su relaciéon con los exponentes de Lyapunov.

Como ejemplo de aplicacion caotica, consideramos la ecuacion logistica, dada en (1.1):

Tpt1 = rxp(l — xy).

Se trata de una aplicacién ampliamente estudiada (ver [1], [16] y [14], principalmente). Su com-
portamiento en funcién del parametro r puede resumirse de la siguiente forma: para valores de
0 < r < 3.57, el sistema exhibe una dindmica no cadtica, con puntos de equilibrio y érbitas
periddicas; en r = 3.57, se inicia el comportamiento cadtico. Alrededor de r ~ 3.83, existe una
ventana de periodo 3, donde el sistema presenta un comportamiento peridédico dentro del régimen
caodtico. Para 3.57 < r < 4, la dindmica es predominantemente cadtica, aunque existen pequenas

ventanas periddicas.

Podemos comprobar estos resultados numéricamente utilizando exponentes de Lyapunov. Para
hacer la simulacion, hemos utilizado la funciéon lyap r del modulo nolds en Python (ver [11]). En
la Figura 1.5 podemos observar que, para r < 3.57, los exponentes de Lyapunov son negativos,
lo cual se corresponde con una situacién no cadtica. A partir de r = 3.57 empezamos a obtener
exponentes de Lyapunov positivos, asociados a un comportamiento cadtico. Ademaés, se puede

observar un pico negativo para r = 3.83, correspondiente a una pequena ventana de estabilidad.
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Exponentes de lyapunov para la aplicacion logistica
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Figura 1.5: Exponentes de Lyapunov en funcién del parametro r para la aplica-
cion logistica.

1.2. Sistemas hamiltonianos

Una vez establecidos los conceptos basicos de sistemas dindmicos desde un punto de vista general,
aplicaremos estos resultados a los sistemas resultantes de las ecuaciones de Hamilton. Como
referencia general para estudiar los sistemas hamiltonianos desde el punto de vista clasico hemos
utilizado [5] y [14].

1.2.1. Ecuaciones de Hamilton

Nuestro primer objetivo es definir un sistema dindmico continuo a partir de las ecuaciones de
Hamilton. Consideramos un sistema de n particulas con N grados de libertad. Entonces, para
cada i € {1,..n} el vector de posicion esta dado por 7; = 75(q1,...qN,t), donde {qj}j-vzl son las
coordenadas generalizadas. Supongamos que en este sistema solo tenemos fuerzas que deriven de
un potencial. Denotamos V' la energia potencial y T' la energia cinética. La funcién L :=T —V

se denomina Lagrangiano y las ecuaciones que describen el movimiento del sistema son
d (0L oL 0
dt \dq;) ¢

para todo j € 1,...N, donde ¢; denota la derivada parcial con respecto al tiempo de la coordenada
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q;j. Para cada coordenada, definimos el momento candnico conjugado de q; como

oL

Veamos un ejemplo de calculo de momento canénico conjugado para una coordenada generali-

zada.

//////////////////
//////////////////
//////////////////
//////////////////

Figura 1.6: Particula libre cuya posicién viene dada por las coordenadas polares
(r,0).

Consideremos una tnica particula libre que rota en torno a un eje dado por el vector 7, repre-
sentado en la Figura 1.6. Utilizamos coordenadas polares, de forma que el vector de posicion
esta definido por las coordenadas (r,0); en este problema, el modulo r es constante y la variacion

de 7 es solo con respecto al dngulo 6. Asi, £ = T (particula libre) y la ecuacion de Lagrange
d (ory _or _
dt \ 96 o0
p_ 1

En este caso, T' = %mr = §mr292 . Es decir, la energia cinética solo depende de 0 y, por tanto,

oTr _ }
5 = 0. Observamos que

asociada a esa coordenada es

or _ . 76+ db) — ()

20 doso de

Estudiamos el médulo del numerador:

||7(0 4 dO) — 7(0)|| = dO||r]| sin(L(7, 7)) = db)||7 x 7]|.

Es facil ver graficamente que la direcciéon y sentido también coinciden y % =1 x 7 (ver Figura
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1.6). Por lo tanto, el momento canénico conjugado asociado a py resulta

oL T a(1.42> .o 3}
bo = =

iy Ialry ity o™ :mr-%:mw(nxf):n-(rx(mf‘)):n'L,

donde hemos aplicado la propiedad de ciclicidad del producto mixto y la definicién del momento
angular L =7x p=7rxX (mf') En definitiva, hemos obtenido que para este sistema, el momento
canoénico conjugado de la coordenada 6 es la componente del momento angular en la direccion

del eje de rotacion.

Consideramos un sistema de N grados de libertad. Estudiaremos la evoluciéon de estados del siste-
ma respecto al tiempo ¢ mediante una funcion H(p,q,t) = T+ V, que llamaremos hamiltoniano.
Los vectores ¢, p tienen N componentes y representan coordenadas de posicién y momentos

canonicos conjugados. La evolucion del sistema viene dada por las ecuaciones de Hamilton.

d¢; _ OH
dt — Op;
dpi _ _OH
dt - 9q;

para todo i € {1,..,N}. Consideremos un hamiltoniano H(p,q,t) y un cambio de variables
(p,q) = (p,q). En principio, el nuevo hamiltoniano H(p,§) no tiene por qué verificar las ecua-
ciones anteriores. Asf, un cambio de coordenadas se dice candnico si la funcion H (P, ) también
verifica las ecuaciones de Hamilton. El cambio de coordenadas se puede especificar mediante una
funcion generatriz S(p, q,t) de forma que
g= 25001
op
95(p,q,1)
dq

Si H no depende explicitamente del tiempo, las ecuaciones de Hamilton definen un sistema
dindmico continuo. Ahora bien, como hemos visto en la seccién anterior, a partir de un problema
continuo podemos construir sistemas dinamicos discretos. En la siguiente seccién, estudiaremos

propiedades que verifican los sistemas hamiltonianos.

1.2.2. Teorema de Liouville y estructura simpléctica

En el primer apartado de este capitulo afirmamos que un sistema hamiltoniano no presenta
atractores. Esta propiedad es consecuencia del teorema de Liouville, que enunciaremos a con-

tinuacion. Las ecuaciones de Hamilton se pueden expresar como una ecuacion diferencial de la
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forma dz(tt):F(:c,t),con:c: b , F(z,t) =Sny-VH,con VH = 9 | v Sy la matriz dada
0H
9 9q
por
0 —1Id
Sw= |V N ?
Idy Opn
100 ... 0 00 0 ... 0
010 ... 0 00 0 ... 0
donde Idy = . | oes la matriz identidad y Oy = R . la, matriz
000 ... 1] 000 ... 0

nula de orden N.

Consideremos entonces una superficie Sy en un espacio de fases de 2N dimensiones (p y ¢ son
vectores de N dimensiones). Cada punto P(p,q) perteneciente a la superficie evoluciona en el
tiempo segun las ecuaciones de Hamilton, dando lugar a una superficie S¢; el volumen que define
cada superficie S; se denota V;. El teorema de Liouville establece que el volumen contenido en

St es constante para todo t € (0,4+00). En efecto, como Z—f =F,

4 desz dx-dm”*:]f F.dS.
dt St St dt St

Aplicando el teorema de la divergencia y F(x,t) = Sy - VH,

R LG o) () e
— dr*" = F-dS = V. Fdx=" = — |+ = = dx=" = 0.
dt Sy Sy Vi Vi 8]) aq 8(] 8p

Una consecuencia inmediata del teorema de Liouville es que los sistemas hamiltonianos no pue-
den presentar atractores. En efecto, los atractores son conjuntos a los que las 6rbitas tienden
asintoticamente. Si existieran atractores, no se podrian conservar volimenes. Una propiedad maés
general de los sistemas hamiltonianos relacionada con este teorema es la estructura simpléctica.
Supongamos que z(t) es una soluciéon del sistema dindmico dado por las ecuaciones de Hamilton
y consideramos dz(t), 02’ (t) dos variaciones infinitesimales. Entonces,

doxt

P _vF.§
a - Vi

y la misma ecuacién para 0x’. Ademas,

VF =V (Sy-VH) =Sy - AH,
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donde AH =V - (VH) es el laplaciano de H. Se dice que un sistema es simpléctico si se verifica

que
d

— (62" Sy - 62') = 0.

! N - 0z')

A continuacién, probaremos que los sistemas hamiltonianos son simplécticos. Notamos que S L=
— Sy donde T denota la matriz traspuesta conjugada y Sn-Sy = Ion la matriz identidad. Ademas,

AH es una matriz hermitiana, luego AH' = AH. En consecuencia,

L ozt - Sy - o) =

( Lyl déx’
dt

Tdt dt
= (VFéz) - Sy - 02’ + 62T - Sy - VF - 62/

=6zt - (VF-Sy+ Sy -VF) -6z’

.Sy - 6x + 6zt Sy -

= oz SN AH Sy +Sy-Sy-AH Y

)
ot (AH 1 Sy + Sy Sy - AH) 5z

=
=oz' - (AH - (-S ) Sy + Sn - Sy - AH) -6z’
=6zl (—AH - Iy + Iy - AH) - 62" = 0.

Hemos demostrado que los sistemas hamiltonianos son simplécticos. Veamos cémo se traduce
la condicién simpléctica a sistemas dindmicos discretos en los que las variables verifican las
ecuaciones de Hamilton. Sea x(¢) una solucion del sistema de ecuaciones dado por las ecuaciones
de Hamilton y consideramos un tiempo 7" > 0 arbitrario. Consideramos la aplicaciéon de tiempo

T definida en la seccion anterior:

Mg (z(t)) = =(t+T),

es decir, la aplicacion Mg relaciona los puntos de la érbita de x, llevando el valor de x para el
tiempo t al valor de x en el instante ¢t +71'. Es claro que Mg define un sistema dindmico discreto.

Consideramos una variacion diferencial éz(t) de forma que

oMy
ox

(0x(t)) = Jpr - 0x(t) = 0x(t + 1), (1.4)

donde ag}f denota la funcion diferencial y Jjs el jacobiano de 1lg. Como z(t) es solucion de un

sistema de ecuaciones diferenciales simpléctico, sabemos que

Sx(t+T)- Sy - 02/ (t+T) = dx(t)" - Sy - 62/ (¢). (1.5)
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Juntando las ecuaciones (1.4) y (1.5),

Sz(t) - Sy - 62/ (t) = (Jag - 0z(t))T - Sy - (Jas - 6x(2)),

y como las variaciones dx(t), dx(t)" son arbitrarias, se concluye que
Sy =Jl, - Sx-Ju.

Se dice que una matriz A es una matriz simpléctica si verifica que Sy = A' - Sy - A. Hemos
probado que el jacobiano de un sistema hamiltoniano es una matriz simpléctica. Es conveniente
resaltar algunas propiedades bésicas de las matrices simplécticas, que utilizaremos en el estudio

de sistemas hamiltonianos. Para empezar, notamos que

det(Sy) = det(AT- Sy - A) = det(A)? det(Sy),

donde hemos utilizado que det(AT) = det(A). Se sigue entonces que det(A) = +1. En particular,
se puede probar que det(A) = 1. Descartar el caso det(A) = —1 requiere una demostracion algo
méas compleja, que se puede consultar en [15]. Por otro lado, consideremos A, B dos matrices

simplécticas. Entonces,

(A-B)-Sy-(A-B)=B".(A".Sy-A)-B=B"-Sy-B =S,

es decir, el producto de dos matrices simplécticas es una matriz simpléctica. Sabemos que un
sistema dindmico discreto consiste en la iteraciéon de una funcion, en este caso 11y, comenzando
con una condicién inicial zg. Ademas, el jacobiano de 715" es J7. Finalmente, J} es una matriz

simpléctica para todo n € N.

1.2.3. Sistemas integrables

A continuacion, definiremos el concepto de sistema integrable y lo relacionaremos con los resul-

tados obtenidos al principio del capitulo. Como referencia principal, hemos seguido [14].

Observamos que, en el caso de que H no dependa explicitamente del tiempo, esto es, %—Ig =0, se

verifica que
dH dpOH dqoH OH  OHOH  OHOH

— =t + =75+ ———+0=0.
dt dt Op  dt Oq ot dq Jp Op Oq
es decir, H se conserva en el tiempo, es una constante del movimiento. Para estudiar las constantes

del movimiento en un sistema hamiltoniano, definimos los paréntesis de Poisson de dos funciones

f(a,p),9(q,p):
_0fdg  0g0f

{f, g} = 900p 99 0p°
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Por ejemplo, dada una variable x y su momento canénico conjugado p,, su corchete de Poisson

resulta
{tpe} = -5 — 55 =L (1.6)

Si calculamos la derivada total de una funcion f(p,q) con respecto al tiempo, obtenemos

df dpof dqof Of OHOf OHOf Of af
Gt " dtop Tdtog Tat T oqop T apog ot - HIt G (17)
Notamos que, si f no depende explicitamente de ¢, es decir, % = 0, se tiene que
df
- = H}.
=)

En consecuencia, f(q,p) es una constante del movimiento si y solo si {f, H} = 0. En el siguiente
apartado de este capitulo, definiremos el conmutador de operadores cuénticos y veremos que se

verifica un resultado anélogo.

Definimos el concepto de integrabilidad para sistemas hamiltonianos clasicos. Se dice que un
sistema hamiltoniano con N grados de libertad y que no depende explicitamente del tiempo es
integrable si existen N constantes del movimiento f1, ..., fx independientes, es decir, no se puede

expresar una en funciéon de las N — 1 restantes, y en involucion, esto es

para todo i,j € {1,..., N}. El teorema de Liouville - Arnold establece que, en estas condiciones,
existe una transformacién canénica de coordenadas de forma que las ecuaciones del movimiento
del sistema equivalente correspondiente tienen solucién para cualquier condicién inicial. En par-
ticular, existe un cambio de coordenadas (p,q) — (p,q) de forma que el nuevo hamiltoniano H

es una funciéon que solo depende de p.

Una eleccién particular de transformacién candnica es considerar una transformacion accidn -
dngulo, (p,q) = (pg,0), de forma que el hamiltoniano resultante solo depende de py: H (po)-
Como existen N constantes del movimiento independientes, tenemos N restricciones del tipo
fi(p,q) = cte, de donde las orbitas estan contenidas en una superficie N-dimensional. Ademas,

la condicién de involucién implica que la superficie es un toro N-dimensional.

Para cada i € {1,..., N}, un punto en el toro esta definido por las variables angulares 6 =
{61, ...,0n}. Supongamos que fijamos las N — 1 coordenadas (69, ...,6%;) y hacemos variar 6; de
0 a 2m. Entonces, obtenemos una curva cerrada en el toro que denominamos ;. Repetimos el
proceso con todas las variables angulares y obtenemos asi N curvas cerradas -;, representadas

en la Figura 1.7.



1.2. Sistemas hamiltonianos 27

Figura 1.7: Curvas 1 y 72 en un toro de 2 dimensiones.

A partir de cada curva +;, definimos las variables

1

Poi =5 p-dq.
m Yi

Supongamos que S(q, pp) es la funcion generatriz para un cambio de coordenadas (¢, p) — (pg, G).
Veamos que ¢ se corresponde precisamente con las variables angulares (01, ...0n) que describen

el toro de N dimensiones. La funcién S debe verificar, por definicion,

_ 0S(pe,q,t)
= 92\6, 4, 8) 1.8
q 0 (1.8)
_ BS(anqat)
p= 94 . (1.9)

Por lo tanto, la variacion de S a través de la curva ~; es, utilizando (1.9),

Aigzyéw.dqzj{ p-dg = 2mpy,;.
aq Vi

En consecuencia, utilizando (1.8), obtenemos que la variacion de cada variable ¢; en cada curva

Ai s q,
Audy = (M) _ (%im) — ondiy = A
J J

Vi €8

Ope Jpe

El nuevo hamiltoniano H es, por construccion, independiente de 6. Asi, las ecuaciones de Hamil-
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ton se reducen a

dpe  _ OH _
a4 00 —
9 _ __9H _
@ = —opy = S

Es inmediato comprobar que las soluciones del sistema diferencial anterior son py(t) = pg,o = cte
y 0(t) = 0(0) + Q(pp)t, de forma que Q = Q(pgo) = (21, ...,Q2n) son las frecuencias angulares

que describen el movimiento de las 6rbitas dentro del toro.

Recuperamos entonces el concepto de cuasiperiodicidad introducido en la secciéon anterior. Si
las N frecuencias son inconmesurables, entonces el movimiento es cuasiperiodico y las érbitas
rellenan el toro densamente: es decir, el toro es cuasiperidédico. Por otro lado, si las 6rbitas son
conmesurables, la 6rbita es peridédica y por tanto se cierra: nos encontramos en el caso de toro

resonante.

Supongamos, por ejemplo, que nos encontramos en el caso de un espacio de fases de dos di-

mensiones, esto es, tenemos dos coordenadas generalizadas pg, 6. Entonces, tenemos una tnica

frecuencia oH
Q= Qpgo) = —5—-

(o) =~
Consideramos entonces la ecuaciéon diferencial

do

—=Q,

dt
que tiene solucién

0(t) = 6y + Qu,

para toda condicion inicial 8(0) = 6y € [0, 27). Si consideramos una aplicacion de tiempo I = T,

obtenemos la rotacién rigida de angulo Q7.
On+1 = O + woT.
Denotamos wy = Q7. Tal y como razonamos en el primer capitulo, obtendremos 6rbitas periédicas

si

mwo =0 mébd 27,

equivalentemente, wo = 727 para ciertos m,n € Z. La condicion
mowoT = No2T

se denomina condicion de resonancia para el par (mg,ng) € Z*. Recordemos la definicion de

nimero de rotaciéon introducida al principio del capitulo para una rotacién rigida en una circun-
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ferencia:

wo

R=—.

27
Obtuvimos que las orbitas son cuasiperiddicas si y solo si R € R\Q. Es un resultado conocido
de teoria de la medida que los nameros racionales son un conjunto de medida de Lebesgue nula
dentro de los reales. Ademas, se dice que una propiedad se verifica para casi todo ntimero real
si se verifica para un conjunto A € R de forma que B := R\ A es un conjunto de medida nula
de Lebesgue. Concluimos entonces que para casi todo R € R los toros asociados a un sistema

hamiltoniano integrable son cuasiperiédicos.

1.2.4. Teorema KAM

Una vez hemos descrito la dindmica de los sistemas hamiltonianos integrables, nos interesamos

por pequenas perturbaciones de estos sistemas. Para esta parte, hemos utilizado como referencia
[y [14].

Supongamos que Hy(p, q) es un hamiltoniano integrable. Consideramos € > 0 y un hamiltoniano

H(p, q) definido por una pequena perturbacion de Hy(p, q), dada por Hi(p, q):

H(p7 q) = HO(p7 Q) + EHl(pa Q)

Nos planteamos como una pequena perturbaciéon afecta a los toros del hamiltoniano integrable
Hy(p, q) en el espacio de fases; en particular, nos preguntamos por la persistencia de los toros
cuasiperiodicos, asociados a todos los valores R € R\Q. La respuesta viene dada por el Teorema
de Kolmogorov, Arnold y Moser (teorema K AM). Las condiciones de aplicabilidad del teorema
KAM son que la perturbacion sea pequena (0 < € < 1), regular (H; suficientemente derivable)
v que el toro considerado se corresponda con un ntmero de rotacién suficientemente irracional.
Veamos qué implican estas tres condiciones, desarrollando la idea de la demostraciéon en el caso
de cuasiperiodicidad de orden 2. Sabemos que Hj es integrable, por lo que podemos considerar
unas coordenadas de accion angulo (pg,#) tales que Hy solo dependa de py. En principio, el

hamiltoniano perturbado y la perturbacién pueden depender también de 0, de forma que

H(pg,0) = Ho(pg) + eH1(po,0).

Nuestro objetivo es determinar si existen toros de dos dimensiones en los que las 6rbitas de
H estan restringidas, igual que lo estédn las érbitas del hamiltoniano integrable Hy. Para ello,
nos planteamos si existe un cambio de coordenadas canonico (pg,6) — (pj,0’) de forma que H

tampoco dependa de variables angulares, es decir, queremos expresar

H(py,0) = H'(py),
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mediante una funciéon generatriz S(pj, #), que debe verificar

05 (pp, 0)
bo = o0
g 0SW,0),
py
De esta forma, obtenemos la ecuacion
as

Hp)=H|—=,0 1.10

=1 (G50) (1.10)

Como estamos considerando perturbaciones pequenas, 0 < € < 1, hacemos un desarrollo de

Taylor de S en torno a un punto Sy

S~ Sp+ €Sy + €285 + ...

de forma que Sy = pj-6. Sustituyendo el desarrollo de S en la expresion (1.10) y restringiéndonos
a los términos de primer orden, obtenemos
0Hy 051

- T 6H1(p,9, 0) =
apl, 08

S
H'(p)) = Ho(ph + e + )+ eH1(p), 0) ~ Holpy) + ¢

0S8
= Hy(py) + 698791 + eHi(pp, 0)

donde hemos sustituido el vector de frecuencias

&H,

Q= (Q,..0n) = 22,
Opy

Expresamos las funciones 51 y H; como una serie de Fourier en el vector de variables angulares
0= (61,....,0N):
Hy = Him(py) exp(im - ),
m

S1 = S1.m(ph) exp(im - 0).

donde m = (my,...,my) € Z". Finalmente, sustituimos las series de Fourier en la expresién de

H(pjp), de forma que

a |

D (im - Q) S1m(pp) exp(im - 0) + > Hy m(ph) exp(im - 0) =

m m

(H'(pp) — Ho(ps)) ,

donde el término de la derecha solo depende de la variable pyg, y en particular se puede demostrar
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que es nulo. Por unicidad de los coeficientes de una serie de Fourier, se obtiene que

B Hiy (D)) . . Hiym(py) .
S = —Zmexp(zmﬂ) = Z;Mexp(zmﬂ).

Queremos determinar bajo qué condiciones la serie anterior converge, y en consecuencia podemos
construir la funcién generatriz S. Por un lado, para el numerador, basta notar que si Hi es
suficientemente regular, entonces

Hl,m < eXP(—a\mD

para cierto a € R, por ser Hy ,, coeficiente de una serie de Fourier. El estudio del denominador
m - 2 es méas complejo, y en este punto definiremos el concepto de niimero real fuertemente
irracional. Si estamos en el caso R € R\Q, entonces las orbitas son inconmesurables, y por
tanto,

m-Q#0

para todo m € ZY. Ahora bien, aunque el denominador no se anule para ningin término de
la serie, nos podemos encontrar con el caso de que sea tan pequeno que la serie diverja. Esta
situaciéon se conoce como el problema de los denominadores pequenos. Para explicar como el

teorema KAM resuelve este problema, supongamos que nos encontramos en el caso N = 2, es

decir 2 = (Q1,2) y seguiremos la idea de la demostracion de [11]. Sabemos que el namero de
rotacién viene dado por
M
R=—L.
92

Notamos que

Q
m - Q =mi1Q1 +mefle = Qomy <l—|—7n2> = Qamy <R_|_ ?’)12)
Q2 mi mi

Imponemos entonces que R sea suficientemente racional, en el siguiente sentido: se dice que un

nimero irracional p € R\Q es mal aprozimado por racionales si

K
|IO - n/m’ > m2+5

para ciertos K,d > 0 y para todo m,n € Z, m # 0. Si suponemos que el nimero de rotacion R

es mal aproximado por racionales, entonces

K
R—mgo/my| > ——
| 2/mi e
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y por lo tanto, la serie

~— Him (I’ . _ exp(—alm ,
S:’LZ;;/'(Q)GXI)(’LT)’L-H) SZKZWGXP(WH'@)

estd acotada superiormente por una serie convergente, y en definitiva converge. En este caso,
decimos que el toro cuasiperiédico de ntimero de rotacién R sobrevive la perturbacién. Es un
resultado conocido de teoria de nimeros que los niimeros irracionales que no son mal aproximados
por racionales tiene medida nula de Lebesgue. Asi, para perturbaciones pequenas, hemos probado

que casi todos los toros cuasiperiddicos sobreviven la perturbacion.

En definitiva, el teorema KAM establece que, asi como en el caso integrable los toros asociados
a un namero de rotaciéon R irracional son siempre cuasiperidédicos, al considerar una pequena
perturbacion para casi todo R € R\Q seguimos teniendo érbitas restringidas a un toro cuasipe-
riédico. Es decir, ya no tendremos que para todo R € R\Q el toro asociado es cuasiperiodico,
pero el conjunto A := {R € R\Q: el toro asociado al nimero de rotacion R es resonante} sigue
teniendo medida nula. En particular, el teorema K AM prueba que para que el toro cuasiperio-
dico persista a pesar de la perturbacién, el nimero de rotacién debe ser mal aproximado por

racionales.

1.2.5. Estabilidad lineal de las 6rbitas periédicas

En el apartado anterior, estudiamos qué ocurre en un sistema hamiltoniano integrable para los
toros con numero de rotacién irracional, es decir, los toros cuasiperidédicos. Durante esta seccién,
nos interesamos por las orbitas peridédicas asociadas a toros resonantes. Definiremos al concepto
de oOrbita periddica linealmente estable y enunciaremos un teorema que indica qué ocurre al

considerar pequenas perturbaciones. Como referencia, hemos seguido [9].

Estudiamos el sistema dindmico discreto dado por la aplicacién 171y. Nuestro objetivo es de-
finir qué entendemos por estabilidad lineal para los puntos préximos a una o6rbita periddica.

Supongamos que xg es un punto de periodo k € N, es decir,
FF (o) = w0
La orbita de x( esté formada entonces por exactamente k puntos:

O(z0) = {fi(z0) 13 € {1,..k}} = {z0, T1, ..zp_1 }.

Estudiamos el comportamiento de un punto z{, cercano a xy, es decir x = g + dp, con dp una

pequefia perturbacion: 0 < |dp| < 1. En la seccion anterior, vimos que la dindmica de §,, viene
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dada por el sistema

Ont1 =Ty, (6n) = Jf(xp) - Op.
donde T}, es la aplicacion lineal

T, : RN 5 RY

n

= Ty, (x) = Jp(xp) - 2.

Recordemos que
0 = A - dg,

donde
A=Jp(xp—1) ... - Jr(o).

Hemos visto que, para cada ¢ € {0,k — 1}, la matriz J¢(z;) es simpléctica. Como el producto
de matrices simplécticas es una matriz simpléctica, concluimos que A también es una matriz

simpléctica. Consideramos la aplicacion lineal dada por

T:RYN - RN
x—T(xr)=A-zx,

Nuestro objetivo en esta seccién es estudiar el comportamiento la aplicacién Ty definir asi la es-
tabilidad lineal de una érbita periédica. Nos centraremos en el caso particular de dos dimensiones.

Sea A un valor propio de A. Entonces, A verifica la ecuacion

det(A — AIy) = 0.

donde I es la matriz identidad de orden 2. Como A1, A2 son valores propios de A, su producto

es igual al determinante de A. Asi,

det(A) =X =1,

por ser A simpléctica. En consecuencia, los valores propios son inversos entre si: Ay = A\, Ay = %

Por otro lado, la traza de A resulta

TI"(A) =\ + Ao.
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Por tanto, podemos escribir la ecuacién caracteristica como

det(A — AIp) = A2 — Tr(A)A + 1 = 0.

Las soluciones de la ecuaciéon son de la forma

A= % (Tr(A) + /Tr(A)? — 4)

Consideramos entonces tres casos posibles

(a) Tr(A) > 2. Los valores propios son reales y no negativos. En este caso, la 6rbita periodica

se dice hiperbdlica.

(b) Tr(A) < —2. Los valores propios son reales y no positivos. Entonces, la 6rbita periddica se

dice hiperbdlica con reflexion.

(¢) —2 < Tr(A) < 2. Los valores propios son complejos y de modulo unidad: A\ = exp(=£if), 6 €

[0,27). En esta situacion, la 6rbita periodica se dice eliptica.

Se puede comprobar (ver |9] para mas detalles) que, en efecto, en los casos (a), (b), las orbitas del
sistema lineal determinado por la matriz A son hipérbolas, y por tanto curvas abiertas, mientras
que en el caso (c) las orbitas son elipses, y en particular curvas cerradas, como corresponde a las

orbitas periddicas. Por lo tanto, decimos que la érbita periddica dada por

O(z0) = {f'(z0) 13 € {1,..k}} = {z0, T1, .21 }.

es linealmente estable si se verifica que
| Te(A)] = [Tr(Jp (1) - oo - Tp(20))] <2,

equivalentemente, si es eliptica. Ahora bien, dada una pequenia perturbacion 17lg . de la aplicacién
Mg, nos preguntamos por la existencia y estabilidad de las 6rbitas peridédicas en el sistema per-
turbado. El teorema de Poincaré - Birkhoff establece que, para perturbaciones suficientemente
pequenas, para cada toro resonante de lg con ntmero de rotacién racional R = %, el sistema
dindmico dado por 1lg, también presenta o6rbitas de periodo ¢ y, ademas, existe el mismo ni-
mero de Orbitas periddicas elipticas que de érbitas periddicas hiperboélicas. No probaremos este

resultado en general, que puede consultarse en [11].
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1.3. Sistemas cuanticos

Para concluir este capitulo, nuestro objetivo es estudiar los sistemas cuénticos desde la pers-
pectiva de los sistemas dindmicos. En este caso, no tenemos orbitas en un espacio de fases ni
funciones que definan la dinamica del sistema, sino estados descritos por funciones de onda y
las acciones que tienen operadores sobre ellas. A continuacién, introduciremos las herramientas
bésicas para estudiar la dindmica de un sistema hamiltoniano cuéntico y compararlo con el caso
clasico. Para la mayor parte del capitulo hemos utilizado [2] y, en menor medida, hemos seguido
como referencia [17] al estudiar el Princpio de Correspondencia y [10] para definir los operadores
de Floquet.

1.3.1. Postulados de la Mecanica Cuantica y Ecuaciéon de Schrédinger

Consideramos # un espacio de Hilbert sobre el cuerpo C. Desde el punto de vista cuéntico, un
estado se describe mediante un elemento de #, que denominamos funcion de onda y denotamos

|U) € #. Los estados |¥) estan normalizados, de forma que

11@) |2 = (¥]@) = 1.

Podemos proyectar los estados en bases de posiciones {|z)} o momentos {|p;)}, obteniendo
funciones dependientes de z y p, respectivamente, y desde un punto de vista general también

del tiempo
U(z,t) = (2|¥), U(pg,t) = (p| D).

Las funciones |¥(x,t)|? y |¥(p, t)|? se interpretan como densidades de probabilidad, de forma que
el estudio de la dinamica del sistema ya no viene dado por la evoluciéon de érbitas en un espacio
de fases de posiciones y momentos, sino que esta descrito por la evolucién de las densidades de

probabilidad que nos indican los valores de x, p, mas o menos probables.

Los observables son operadores hermitianos A9 — 3¢ y el valor esperado de A en el estado ¥

viene dado por
(A)w = (V[ AT).

En adelante, por simplicidad, prescindiremos del subindice ¥ y denotaremos simplemente <f1)

Ademas, la indeterminacion del operador A viene dada por

AA = /(0] A2|9) — (] A Jw))2.

La indeterminacion tiene una interpretacion parecida a la distancia entre 6rbitas de un espacio
de fases clasico: si A% toma un valor pequeno, diremos que la particula esté localizada en x. Si

AZ aumenta en t, entonces perdemos informacion acerca de la localizacion de la particula, al
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igual que si dx(t) crece y dos érbitas originalmente cercanas tienden a alejarse entre si.

Notamos que, si |¥) es un estado propio de A con valor propio A, entonces

(A) = (U] A|T) = A(T|V) = 4,

AA = /(W] 42| 0) — (W] A[w))2 = /A (U] A|w) - 42 = 42— A2 =0,

Los valores propios de A, que denotamos {A}, son reales, y se corresponden con los valores del
observable A que podemos medir sin indeterminacién. Como A es un operador hermitiano, existe

{|A)} una base de # formada por vectores propios de A.

Consideramos entonces H el operador hamiltoniano, cuyos valores propios son las energias del
sistema. En general, suponemos que H depende del tiempo ¢. Las ecuaciones de Hamilton son

reemplazadas por la ecuacidn de Schrodinger dependiente del tiempo
0 .
h— |P) = H |U
o) = H ),

que describe la evolucion de los estados |¥).

1.3.2. Operadores conjugados y transformada de Fourier

Supongamos que tenemos un sistema de una dimensiéon. Consideramos la coordenada espacial x
y su momento candnico conjugado p,. Buscamos definir operadores hermitianos Z y p;, de forma
que existan {|x)}, {|pz)} bases ortonormales de funciones propias de &, p, respectivamente. De

esta forma, podremos proyectar |¥) en la base de posiciones o de momentos
\I/((I},t) - <x|\Il>, \i/(pmt) = <pac‘\p>

Recordemos que {|z)}, {|p.)} son bases formadas por funciones propias de &, p, respectivamente.

Es decir, se debe verificar que
T ‘x> =T |$> ,  De ’px> = Pz ’pa:> .
Definimos p,, como el operador cuya accién en la base de posiciones viene dada por
(x|pz|T) = zhi\lf(:r t)
Dz = Oz yU)-

Es claro entonces que las funciones propias de p, son exponenciales en la representacion de

posiciones. Considerando normalizacién, obtenemos

1 ) 1 .
<l‘!px>=mexp(sz:v/ﬁ)’ <px|$>=\/ﬁexp(—szfv/ﬁ) (1.11)
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Como {|z)} v {|pz)} son bases ortonormales, se debe verificar que
= [[dpala) ) = [ dola) Gl (1.12)
R R
Utilizando (1.11) y (1.12), obtenemos una relacion entre W(z,t) y W (py, t):

W, t) = (2] [|W) = /R A, ([p.) (pe| W) = ﬂl?h /R dpe ¥ (s, 1) explipyz /1),

Es decir, ¥(z,t) es la transformada de Fourier inversa de \il(px, t). Analogamente, se comprueba

que

dx ¥V (x,t) exp(—ipyz/h),

U(pg,t) = F
esto es, U(py,t) es la transformada de Fourier en z de la funcion W(z,t). Habitualmente, uti-
lizaremos la notacion FJ (Fourier Transform) y $F T (Inverse Fourier Transform), de forma
que

U(pg,t) = FT(9)(pg,t), Y(z,t) = IFT(V)(x,t).

Si en lugar de una coordenada espacial libre en R (z € R) tenemos una coordenada angular
(0 € [0,27]), la funcion ¥(0,t) dada por

U (4,t) = (0|¥)

es periddica en 6 con periodo 27. Asi, podemos considerar su serie de Fourier

U(6,t) O (1, t) exp(ilh),

- S

donde los coeficientes ®(I,t) vienen dados por

1 [ ,
):\/%ﬁ/o dow(0,t) exp(—ilh).

De forma anéloga al caso (Z,p,), se demuestra que ®(I,¢) son funciones propias del operador

o(l, ¢

momento angular pg. Asi, habitualmente utilizaremos también la notacién

O(l,t) = FT(T)(1, 1)

T dG\II 0,t) exp(—ilf),

para relacionar las funciones ®(I,t) y ¥(60,t).
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1.3.3. Principio de indeterminacién

A continuacién, estudiaremos la relacion entre las indeterminaciones de dos operadores y estu-
diaremos en un ejemplo concreto la evoluciéon de estas indeterminaciones en el tiempo. Como

referencia, hemos utilizado |2].

Dados dos operadores A, B, se define el conmutador de A vy B como el operador
(A B] = AB — BA.

De forma que si A y B conmutan, entonces su conmutador es el operador nulo. Sea |¥) un estado

cualquiera y definimos los operadores

A~ A~

Ay=A—(A), By=B-(B).
Es inmediato que entonces [Ag, By] = [A, B] y

(a4) = (43, (aB) =B},
Tomamos A € C arbitrario. Entonces,

[1(Ag +iXBo) [¥) || = (] ((Ag — iABo)(Ao +iABy)) |¥) . (1.13)
Expandimos el producto de los operadores:
(Ay — iABo) (Ao + iMBo) = A2 + iMAo By — iABo Ao — A2B2 = A2 + iA[Ao, Bo] + A2B2.
Sustituimos esta expresion en la ecuacion (1.13),
(o + i7B0) 193 = (1 43 19) + i (] Lo, Bl 1) + 32 (9] B3 [0
Asi, consideramos la ecuacion de segundo grado en A
3 (AB) 4 i w][do, Bo] [w) + (84)" = 0.

Como la norma de un vector es un nimero real, tenemos que i\ (¥|[Ag, By] |[¥) € R, de donde

A € R. Por lo tanto, la ecuacién anterior debe tener discriminante negativo, esto es
L. 2 N 2 N\ 2
(<\m [Ao, Bo] |\1/>) — 4 (AA) (AB) <0.

En definitiva, obtenemos

AAAB > ‘(\m A, B] |\1/>] (1.14)

| =
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La ecuacion (1.14) se conoce como relacion de indeterminacion de Heisenberg, y nos indica
que si dos operadores no conmutan entonces, existe una cota inferior para el producto de sus

indeterminaciones.

Estudiamos el caso particular de los operadores de posiciéon y momento. Consideramos la accion

del operador [Z, p,] en un ket |¥) proyectado en la base de posiciones

(o] [#.52] 1) = (o] 50 0) — (o] s |0) = #(5,0(2)) — (@0 ()) = it 2D 4 it ()
= _ihz a\gf) + ixhaax(\ll(a:)) iRU(z) = (x| iRl W),

donde Id denota el operador identidad. De esta forma, obtenemos la ecuacidn de conmutacion

fundamental
(2, pa] = ihId. (1.15)

Aplicando entonces la ecuacion (1.14), obtenemos

h

ecuaciéon conocida como relacion de Heisenberg.
Por ejemplo, consideremos un sistema descrito por una funcién de onda que en el instante ¢t = 0
‘2

es una funcion gaussiana tal que la funcion de densidad |¥(x,0)|* sigue una distribucién normal

centrada en x = 0 y con desviaciéon tipica o > 0:

1 z?
\Il(f[f, O) = 27.[.0.2 exXp <_W> .

Para determinar la transformada de Fourier de W, utilizaremos la formula de la integral gaussiana:

7 en (—(an? T (L2
I—/Ooexp( (az +bx+c))das—\/;exp< ” c).

Calculamos la transformada de Fourier de la funcién de onda en el instante ¢ = 0,

F/da:\lf x,0) exp( zp;z:)
72

ipzx
\/ / 27‘(‘0’2 . p( 402 h )
22 .

i xm)

¥ (py,0) =

ﬁm/dw‘p< -

402
1 1
= V(402) exp <
2mh\2ro

[\
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Definiendo ¢ = obtenemos

277

~ 1 p2
o0 = iz (<)

Es decir, en el instante inicial, en la representacion de posiciones tenemos una gaussiana centrada

en pzo = 0 y desviaciéon tipica ¢ = % > 0.

Es claro que las indeterminaciones en la posicién y momento vienen dadas por la desviacién tipica

de cada funcion gaussiana, de forma que, en este caso Az(t =0) =0, Ap,(t =0) =5 = de

20’

manera que
h
Az(t =0)Ap,(t =0) = —.

Es decir, en el paquete de ondas gaussiano obtenemos la igualdad en la relacién de incertidumbre,

esto es, el valor minimo del producto Az y Ap,.

Nos interesamos entonces por la evolucion temporal de la funciéon de onda. Supongamos que
tenemos un paquete de ondas definido por la relaciéon de dispersién de una particula libre de

masa m y numero de ondas k

hk?
w=—:
2m
Considerando p, = hk, tenemos
2
w= 2o
2mh

Supongamos que en el instante ¢, la funciéon ¥(z,t) es una superposicion de ondas planas cen-

tradas en p, = pzo de la forma
= 1 (par - px0)2
v 0) = —— —— ).
(pza ) 27{'h5’2 eXp < 45_2

1
\V2mh

Entonces,
U(x,t) =

/ \il(pm, O)e_i(‘“t_p”) dpy.

Haciendo calculos (ver |2]), obtenemos
Pz0 2
o =y5 (=501 )
o e < AP A" m )

., iht
U=1/0°+ —.
2m

donde
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En definitiva, en el instante ¢, la indeterminacién del paquete de ondas viene dada por

4h2t?
1+

. o
AR =S\ 1+ T

Para valores suficientemente grandes de ¢,

hit o 1
Az(t) m — = —t = —Ap,(t = 0)t.
®) 2moec  m m Pl )
En definitiva, si consideramos un sistema que en el instante ¢ = 0 esta descrito por una funcion
de onda gaussiana con indeterminacion AZ(t = 0) = o, entonces la relacién de indeterminacion
alcanza su valor minimo A#(t = 0)Ap,(t = 0) = . Ademas, si consideramos que la evolucién
del paquete de ondas viene dada por la relacién de dispersiéon de una particula libre, entonces la

indeterminacion crece de forma aproximadamente lineal en el tiempo.

1.3.4. Teorema de Ehrenfest y Principio de Correspondencia

A continuacion, relacionaremos los resultados obtenidos en el formalismo cuantico con los cono-

cidos para los sistemas hamiltonianos clasicos. Como referencia para esta parte hemos seguido |2]

y [17].

Consideremos un sistema descrito por la funcién de onda W(t) y un operador A(t) cuyo valor

esperado viene dado por
(A) = (W) A[¥(t)) -
La derivada temporal del valor esperado viene dada por

d d - d

() = 2 (W) AJe(t) = dt(< (t)A|Y) + (¥
d

= (PEDA|Y) + (v ()I \‘P( )) + (W ()]

L(AD))
d
().

Q*‘&.

IJ>>

Utilizando la ecuacién de Schrodinger y el hecho de que H es un operador hermitiano,

<A>=%(<w<t>|AH|\If<t>>—<\If<t>|ﬁA|w<t>>) + o] 2 (o)

=%<‘1’(t)![z4ff]\‘l’(t)> + (v ()I !‘1'( ) -

&‘Q_‘

De esta forma, la evolucion temporal del valor esperado del operador A resulta

= a i+ (%), 1)
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El resultado anterior se conoce como teorema de Ehrenfest. Recordemos que habiamos obtenido
la relacion (1.15)
(2, pe] = ihId.

Las ecuaciones (1.15) y (1.16) recuerdan a los resultados (1.6), (1.7) obtenidos para sistemas

hamiltonianos clasico:

d 2]
d% = {va}"i_{T{v
{z,p.} = 1.

El Principio de Correspondencia de Bohr establece que la descripcion cuantica de un sistema es
equivalente al comportamiento clasico del sistema clésico correspondiente para grandes valores de
nimeros cuanticos (es decir, los valores propios de los operadores que describen el sistema). Asi,
se establece la cuantizacion de Dirac que relaciona los conmutadores cuanticos con los paréntesis
de Poisson clasicos

[Z, pz] — ih{z, p.}.

Hemos visto que la evoluciéon de <A> depende de la dependencia explicita de A con el tiempo
y de su conmutador con el hamiltoniano H. Consideramos un sistema unidimensional y un
hamiltoniano de la forma -
A p A
H=_—+V(x).
oy TV (@)

Aplicamos el teorema de Ehrenfest a los operadores Z, p,. Por un lado,

S8 = - {pa).
Por otro lado,
S5y = = (1p, H)) = 2 {Ip, V@) = ~(V(@).
Asi, obtenemos las ecuaciones
4@ =L
&0 =—(V'@)

Es decir, un resultado muy semejante a las ecuaciones de Newton. Ahora bien, si intercambiamos
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los valores esperados de los operadores Z,p, por las coordenadas clasicas x,p, no obtenemos

exactamente las ecuaciones de Newton, pues en general no se verifica que
(V'(2)) #V'((2)).
Por ejemplo, si V(x) = 23, entonces V'(x) = 2. Asi, tenemos que
V(@) ({x)) = (V'(2))— = ()* — (2?) = Az # 0.

El Teorema de Ehrenfest nos permite hacernos una idea de una escala temporal durante la cual
se verifica el Principio de Correspondencia. Si consideramos un sistema inicialmente descrito
por una funcién de onda lo suficientemente estrecha, en el sentido de con una indeterminacion
pequeia, entonces podemos suponer que los operadores & y p, estan bien descritos por sus valores
esperados y por lo tanto el comportamiento cuéntico del sistema es equivalente al comportamiento

clasico.

Ahora bien, tal y como vimos en el ejemplo del paquete de ondas gaussiano con la ecuacion de
dispersion de la particula libre en el vacio (lo que intuitivamente podria ser el caso mas sencillo
e integrable posible), la dispersion del paquete de ondas aumenta con el tiempo. Asi, para cada
sistema existe un tiempo, denominado tiempo de Ehrenfest, durante el cual esta correspondencia

es valida.

Por ejemplo, para el paquete de ondas gaussiano que estudiamos en la seccién anterior, obtuvimos
que AZ(t) =~ Apz(t = 0)t. Podemos suponer que Az(t = 0) Ap,(t = 0) del orden de magnitud
de V7 (en las unidades adecuadas). Entonces, calculamos el tiempo de Ehrenfest como el valor
a partir del cual AZ(t) alcanza un orden de magnitud macroscopico (por ejemplo, AZ = lcm).

En este caso, obtendriamos
Apitp

m

Az =

~ lcm

b n m - lcm
B /1.055 x 10-33kg m/s’

donde hemos considerado Ap,(t) = v/1.055 x 10~3%kg m/s porque h = % ~ 1.055 x 10734 J - s

Es decir, para un caso integrable, el tiempo de Ehrenfest es inversamente proporcional a la raiz

cuadrada de la constante de Planck, o bien una constante de Planck efectiva, si nuestro sistema

no viene dado por las coordenadas (ps,x) sino por unas coordenadas por ejemplo angulares:
(1o, 6).

1.3.5. Operadores de Floquet

Finalmente, para definir un sistema dindmico en un sistema cuéntico definimos los operadores

de Floquet, siguiendo como referencia [10].
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Consideremos la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

.0 ~

iho, [U(t)) = H[¥(t)

La solucion formal de la ecuacion diferencial viene dada por

(1)) = exp (-2 /Ot H(t’)dt’) Wt = 0)).

Definimos entonces el operador

Ult,s) = exp (—; /: H(t’)dt’),

de forma que

U () = exp (-2/0 H(t’)dt’) U (t = 0)) = U(t,0) [(t = 0)).

Supongamos que tenemos un hamiltoniano dependiente del tiempo pero periédico, de periodo 7.

En particular, supongamos que el hamiltoniano es de la forma

H(t) = ﬁomvia(t—m), (1.17)

n=0

con V, Hy operadores que no dependen explicitamente del tiempo. Entonces, es claro que
(W (t =) =U(r)[¥(t =0))

y, en general, )
(W (t=n7)) =U(T)" |¥(t=0))

para todo n € N. Sea € > 0 arbitrario y consideramos la evoluciéon durante un periodo
Ule,7+€)=Ule,7 —e)U(T — 6,7 +¢),
donde para la dltima igualdad hemos aplicado la linealidad de la integral. Entonces,

exp <_;1 /ET+6 H(t’)dt’) = exp ((—;L /;_EH(t’)dt’» exp <—; /::6 H(t’)dt’).

El primer factor es trivial porque la delta de Dirac es nula para ¢ € [e,7 — €), de donde

exp <—; / T_EH(t’)dt’> — exp(—iHyr/h).
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Por otro lado, en el intervalo [T — €, T + €] podemos suponer que el efecto de Hy es despreciable

en comparacion con el término asociado a la § de Dirac. Es decir, consideramos la aproximacion

. T+e€ . ~ e8] . T+e
exp (—; / (H@ + )\VZ St — m‘)) dt’) A exp (—; (/ AVt — T)dt/>)

n=0

Definimos entonces los operadores de Floquet

F = exp(—iAV /h) exp(—iHoT /h) (1.18)
y
F_ = exp(—iHot /) exp(—iA\V /h). (1.19)

Podemos interpretar la ecuacion (1.17) como la descripcion de un sistema dado por un hamil-
toniano Hy independiente del tiempo que perturbamos de forma periédica en el tiempo, con
impactos de periodo 7. De esta forma, el operador F+ describe la evolucion del sistema entre
un estado inmediatamente posterior a un impacto y el instante inmediatamente posterior al si-
guiente impacto. De forma analoga, el operador F_ describe la evolucion del sistema desde el
instante inmediatamente anterior un impacto hasta el instante justo antes del siguiente impacto.

Definimos entonces las funciones de onda [t ):

[Uns) = lim [U(nr+€)) = FL[U(E=0)), [¢n)= lim [¥(nr —e)) = F|¥(t = 0))
e—0t e—0t
para todo n € N. La funcién de onda 1, _ representa el estado del sistema inmediatamente antes
del n-ésimo impacto y ¢, representa el estado del sistema inmediatamente después del n—ésimo

impacto.






Capitulo 2

El Kicked rotator

2.1. El kicked rotator clasico

El kicked rotator es un ejemplo de sistema hamiltoniano con comportamiento cadtico. Como
referencias para la primera seccidén acerca del kicked rotator clasico hemos utilizado principal-
mente [3], [L1], [19] y, en menor medida, [%]. y [9]. Para hacer las simulaciones, hemos utilizado

los paquetes de [3] en Python.

2.1.1. Descripcion del problema

Consideramos una barra de longitud [ y momento de inercia I, fija por un extremo, como se

observa en la Figura 2.1. Denotamos 6 el angulo que forma la barra con la vertical.

~N

-y

Figura 2.1: Esquema del sistema kicked rotator

47
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En el capitulo anterior, vimos que el momento angular en la direccién vertical es pg, siendo pg
el momento canénico conjugado de . Supongamos que aplicamos una fuerza F' = Fyuy vertical
y periddica, con periodo 7: es decir, solo se aplica la fuerza en los instantes 0, 7, 27, ..., nT, con

n € N. Denotamos Ey = Fjyl > 0. El hamiltoniano del sistema resulta

2 )
H(py,0,t) = ]20—-9’ + Ey cos(@)Zé(t—nT), (2.1)
n=0

donde el término asociado a la energia cinética viene dado por la energia cinética de rotacion
2

T = g—? y los impactos periddicos y verticales se modelizan mediante una § de Dirac. Nuestro

objetivo es estudiar el comportamiento a largo plazo del sistema, de forma cualitativa. Las

ecuaciones de Hamilton son

a9 OH py

= = 4 2.2
dt Opg I’ 22
dpg _ OH . . .
i Eysin(0) nz%)é(t nr). (2.3)

Notamos que, si Ey = 0, entonces

dpp _ OH _

a - o0

En consecuencia, pg es una constante del movimiento, que en adelante denotamos py . Como
tenemos un sistema de 2N grados de libertad y N = 1 constantes del movimiento, concluimos
que, en el caso Fy = 0, el sistema es integrable. En el caso Ey > 0, estamos considerando una

pequena perturbaciéon del sistema integrable.

2.1.2. Reduccioén a la aplicaciéon estandar de Chirikov

Nuestro objetivo a continuacion es estudiar el kicked rotator clasico mediante un sistema dinamico

discreto, utilizando una aplicacion de tiempo 7. Seguiremos el procedimiento de [3].

Recordemos que las ecuaciones de Hamilton vienen dadas por

49 _OH _ py
dt — Opg I’
dpy _ _OH

iy i Ey 5111(9)112:05(75 —nT).

Notamos que, en general, si hacemos variar ¢ € R, el hamiltoniano H depende de ¢, asi que
las ecuaciones anteriores no definen un sistema auténomo. Sin embargo, para cada n € N y

para cada t € (n7,(n + 1)7), esto es, en cada instante ¢ entre dos impactos, se verifica que
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>0y 0(t —n7) = 0. Por tanto, las ecuaciones del movimiento en el intervalo (nr, (n + 1)7)

resultan
o _ o sin(6) i 5(t —nt) =0
dt o
a9 _ po
a1’
de donde
po(t) = cte
o(t) = 0o + 2,

1

para cierto 0y € (0,2m). Es decir, entre impactos, py es constante y 6 varia linealmente. Denota-
mos pg ,, €l valor del momento angular para cualquier instante entre el n-ésimo y el (n+ 1)-ésimo
impacto: en el instante inicial tenemos pg o, tras el primer impacto obtenemos pg 1, y sucesiva-

mente construimos la sucesion {pg . }nenu{o}-

Recordemos que en cada intervalo (nr, (n + 1)7), la variable # varia linealmente. Denotamos 6,
el valor de 0(t) en un tiempo t = n7 + €, con € > 0 arbitrariamente pequeno, es decir, justo

después del n—ésimo impacto. Integrando las ecuaciones de Hamilton (2.2) y (2.3), obtenemos

(n+1)7 dpy (n+1)7 ' 00 .
DPont+1 — Pon = / —dt = / Eysin(0) Z d(t —n1)dt = EyT sin(6,,).

T dt T
n=0
boss — By /(n+1)7’ ﬁdt B /(n+1)7 pe(t) g /(n+1)7- lﬂdt ot
n n — = —at = = —.
nTt dt nTtT -[ nr .[ I
En consecuencia, obtenemos el esquema discreto
Pon+1 = Pon + Egt sin(@n)
Opi1 = (en n p‘*f”) méd 2r,

Recordemos que nuestro objetivo es estudiar el comportamiento cualitativo a largo plazo del

sistema. Para facilitar el analisis, introducimos variables adimensionales: p = %% y K = EOIT .

Aunque en adelante nos referiremos a p como momento, realmente se trata de una cantidad

adimensional proporcional al momento pg. Asi, p puede interpretarse como py medido en la
I

unidad caracteristica de momento de este sistema, que es —.
Por otro lado, K es un parametro adimensional que representa la intensidad de los impactos
periodicos al que estéd sometido el oscilador, y por tanto, la magnitud de la perturbaciéon del

sistema integrable. De esta forma, obtenemos las ecuaciones
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Pn+1 = pn + K sin(0,) (2.4)
Ont1 = (0n +pn) méd 27. (2.5)

La aplicacién 2 — dimensional anterior se conoce como aplicacion estdndar o aplicacion estdndar
de Chirikov. Recordemos que el espacio de fases viene dado por (p, ). Como 6 € [0, 27), si ademas

tomamos p mdd 27, obtenemos

Pnt+1 = (pn + Ksin(6,)) méd 27
9n+1 = (0n —i—pn) moéd 2.

Notamos que, en el caso K =0,

DPnt1 = Pn = po = cte  mébd 27 (2.6)
Ons1 = (On +po) mbd 27, (2.7)

Recordemos que (2.7) es la rotacion rigida de angulo wp(pg) = po introducida en el primer

capitulo, con nimero de rotaciéon R = g—fr. En la Figura 2.2 tenemos una representaciéon de las

orbitas en el caso K = 0, es decir, en el caso integrable.

Caso integrable (K=0) Caso integrable (K=0)

=

0 o =
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
6 6
(a) Representacion de distintas orbitas utili- (b) En rojo, 6rbitas con namero de rotacion ra-
zando valores aleatorios para las condiciones cional y en azul, 6rbitas con ntimero de rotaciéon
iniciales irracional.

Figura 2.2: Representacion de 200 trayectorias, utilizando 1000 iteraciones para
representar cada una, en el caso integrable K = 0.



2.1. El kicked rotator clasico 51

Representamos los toros dados por las variables §,p mdéd 27 en un cuadrado (6,p méd 27) €
[0, 27] x [0, 27]. Como hemos visto, en este caso p es una constante del movimiento, por lo que

obtenemos lineas horizontales.

En la figura de la izquierda representamos Orbitas utilizando valores aleatorios para las condi-
ciones iniciales; en el caso de la derecha, representamos también 6rbitas con condiciones iniciales
aleatorias, pero considerando el mismo ntimero de érbitas con niimero de rotacién racional y

numero de rotacién irracional.

En el caso de o6rbitas con ntimero de rotacién irracional, las é6rbitas son densas en el toro, por
lo que tenemos que observamos lineas de la forma p moéd 27 = cte completas. Por el contrario,
de namero de rotacién racional, las 6rbitas no cubren el toro densamente y observamos lineas

discontinuas, representadas en rojo.

En la figura de la izquierda podria parecer que también hemos impuesto que el nimero de
rotaciéon sea irracional, pues solo observamos lineas rectas completas. No es el caso, lo que ocurre
es que los ntimeros racionales tienen medida de Lebesgue nula, y por lo tanto si tomamos un
numero real de forma aleatoria la probabilidad de que sea racional es cero. Asi, al tomar valores
aleatorios para las condiciones iniciales, en la préictica estamos sobre todo representando érbitas

con numero de rotacién irracional.

2.1.3. Estabilidad lineal de las 6rbitas peri6édicas

A continuacion, estudiaremos la estabilidad de las 6rbitas periddicas de la aplicaciéon estandar
de Chirikov.

Como referencia, hemos utilizado |9]. Comenzamos estudiando los puntos fijos de la aplicacion

estandar, es decir, imponemos (p,,0,) = (p1,01) para todo n € NU {0}.
Pnt1 = Pn = (pn + Ksin(,)) méd 2r (2.8)

Opt1 =0, = (0, +p,) mbd 2. (2.9)

Es claro que las dos soluciones posibles son (p,8) = (0,0) y (p,0) = (0,7). Estudiamos la

estabilidad lineal de ambos puntos fijos. Notamos que el Jacobiano del sistema viene dado por

la matriz
Opnt1  Opni1
o | o o | - 1 Kcos(6,)
a0'n+1 89714»1
“Opn, 00, 1 14 Kcos(6y).
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Imponemos (py, 6,) = (p1,61) con §; = 0 o bien #; = 7. Entonces,

J(0n) = J(6r) = 1 Kcos(bh) _ |1 £K 7

1 1+ Kcos(b) 1 1+ K

donde el signo + se corresponde con 61 = 0 y el signo — se corresponde con #; = 7. Notamos
que
det(J)=(1+ K)— (£K) =1,

pues se trata de un sistema hamiltoniano y por tanto el jacobiano de la transformacién es una
matriz simpléctica. Ademaés,
Tr(J) =2+ K.

En el capitulo anterior, caracterizamos la estabilidad de las 6rbitas periédicas y en particular de

los puntos fijos para sistemas tales que det(J) = 1 en funciéon de Tr(J):
Te(J)] = |2+ K] < 2.

equivalentemente,
—2<2+K <2,

esto es, —4 < £K < 0. Como K > 0, concluimos que el punto (p1,60;) = (0,0) es siempre
inestable, mientras que (p1,61) = (0,7) es estable para K < 4.

Consideremos a continuaciéon puntos de periodo 2, es decir, (p2,02) = (po, 6o):

p1 =po + Ksin(6p) méd 27 (2.10)
6, =6 +po méd 2 (2.11)
p2 =po =p1 + Ksin(6;) méd 27 (2.12)
0y =0p =60, +p1 mébd 27w (2.13)

(2.14)

La matriz A que determina la estabilidad lineal de los puntos peridédicos viene dada por

Ao 1 Kcos(f) 1 Kcos(bo) |

|1 1+ Kcos(61)| |1 1+ Kcos(fo)

1+ Kcos(f1) K cos(fy) + K cos(61 + K2 cos(01) cos(6p)
|2+ K cos(01) K cos(fh) + (1+ K cos(61)(1 + K cos(bh))
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Por lo tanto, la traza resulta

Tr(A) = 1+ K cos(#1) + K cos(6p) + 1 + K (cos(61) + cos(bp) + K2 cos(#; cos(fy) =
=24 2K(cos(61) + cos(fg) + K2 cos(0;) cos(bo),

y la condicion de estabilidad | Tr(A)| < 2 es equivalente a

—4 < 2K (cos(61) + cos(fp) + K2 cos(0;) cos(fp) < 0. (2.15)

Si sumamos las ecuaciones (2.10) y (2.12), obtenemos
p1+po = po+p1+ 2K (sin(fp) + sin(61)),

de donde
Sin(el) = — Sin(@o).

Consideramos entonces dos posibles casos

(a) 61 = —6p. En consecuencia, cos(61) = cos(6p)

Imponemos cos(61) = cos(6p) en la ecuacion (2.15)

—4 < 4K cos(0p) + K? cos?(6p) = K cos(0p)(4 + K cos(fp)) < 0

y por tanto la condicién de estabilidad es

—4 < K cos(fp) <0

(b) 03 = 0y + 7, de donde cos(f1) = — cos(6p).

Por otro lado, en el caso (b), la condiciéon de estabilidad viene dada por
—4 < —K?cos?(6p) <0

equivalentemente,
K? cos? Oy < 4,

es decir,
—2 < K cos(fp) < 2

En general, para puntos periédicos de orden superior, encontraremos distintas condiciones de
estabilidad para K, obteniendo para cada curva periddica eliptica de periodo ¢ una isla de

estabilidad de periodo q. Tenemos un ejemplo representado en la Figura 2.3.
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Trayectorias del kicked rotator clasico (K=0.9)

3.8

3.6 +

3.4

2.8 1

2.6

Figura 2.3: Isla de estabilidad en el caso K = 0.9.

2.1.4. Caos global: criterio de Chirikov

Para K > 0, comprobaremos numéricamente que el sistema presenta érbitas localmente cadticas,
tal y como definimos el concepto de caos local utilizando los exponentes de Lyapunov. Ademés,
definiremos a continuaciéon qué entendemos por una dindmica globalmente caotica. Para esta

seccion, hemos utilizado [3] y [19].

Recordemos la condicién de resonancia introducida en el capitulo anterior
mowo(po) = no2m, (2.16)

con (mg,ng) € Z2. Supongamos que hacemos variar ng en ng = 1, es decir, consideramos reso-
nancias consecutivas. Queremos estudiar la distancia que separa estas dos resonancias. Tenemos
entonces

m()w()(p() + 5])) = (no + 1)27‘(’,
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donde Jp es la distancia entre resonancias para la variable p. Suponiendo dp < pg, tenemos que

dw
mowo(po - 5p) ~ mo <wo(p0) T dpg<po>ap) — (no+ 1)2m.

Por la ecuacion (2.16),

dwo
my <dpo(po)5p> = +2m.

Si definimos

dw
wh = mg <dp§(po)> :

tenemos que

dw = wydp = £27

es la distancia frecuencial entre dos resonancias. Supongamos que en las resonancias del sistema
integrable la variable p varia en una amplitud Ap. Entonces, definimos la amplitud frecuencial
de la resonancia como

Aw = wiAp

y el indicador de caos global de Chirikov como

Ap Aw
KCh_‘(sp - E .

De esta forma, la condicion de caos global o superposicion de resonancias viene dada por K., > 1,
pues en este caso tenemos que
D] > 8w,

es decir, la amplitud de variaciéon de w es mayor que la distancia entre dos resonancias conse-
cutivas. Por lo tanto, existe una superposiciéon de resonancias y el sistema se encuentra en una
situacién de caos global. Para el kicked rotator de parametro K, se puede demostrar que el valor
critico a partir del cual tenemos un fenémeno de superposiciéon de resonancias y por tanto, caos
global, viene dado por

K, ~0.9716.

Es decir, K, es el valor de K a partir del cual el indicador de Chirikov K, verifica que K, > 1.

Este resultado fue obtenido por Greene en 1979 de forma numérica y puede consultarse en [6].

En la Figura 2.4 podemos observar que efectivamente para K < K, existen algunas orbitas
cadticas, pero a partir de K > K, los exponentes de Lyapunov no solo son positivos sino que
crecen significativamente, describiendo una situacién de caos global. De nuevo, para la simulacién

hemos utilizado [11].
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Exponentes de Lyapunov para el kicked rotator clasico 0 Exponentes de Lyapunov para el kicked rotator clasico

==- Kg = 0.9716

—==- Kg=0.9716

0.35 1
0.35

0.30
0.301

0.25
0.25

0.201
0.201

0.15 4 015 |
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(a) Condicion inicial (6o, po) = (0, 27 Paureo)- (b) Condicion inicial (6y,po) = (1.629,1.527).

Figura 2.4: Evolucion de los exponentes de Lyapunov en funciéon de K para
distintas condiciones iniciales.

En la figura de la derecha hemos utilizado una condicién inicial aleatoria, mientras que en la
figura de la izquierda hemos tomado pg = @aureo, donde

1++5
2

d)éureo —

~ 1.618.

Esta eleccion tiene que ver con el problema de los denominadores pequenos al que nos enfrentamos
cuando estudiamos el teorema K AM . Probamos que, ante pequeiias perturbaciones, solo los toros
cuasiperi6édicos con niimero de rotacién irracional y mal aproximado por racionales se mantienen.
Es un resultado clasico de Teoria de Numeros que el niimero aureo es el peor aprorimado por
racionales (ver [11]). Por lo tanto, esperamos que, al aumentar el valor de K, el toro integrable con
nimero de rotacidon ¢ sureo sea el tltimo sistema en presentar un comportamiento caético. Como

se observa en la Figura 2.4, incluso en este caso tenemos una situacién caotica para K > K.

Cabe destacar que para K < K y la condicion inicial (6o, po) = (0, 27 Paureo) si que observamos
algunos picos que podemos asociar a orbitas cadticas antes de alcanzar la situacién de caos
global. La explicacién es claramente numeérica: realmente, un ordenador nunca utiliza nimeros
irracionales, pues siempre trabaja con un niimero finito de decimales. Teniendo en cuenta ademas
que en cada iteracién se cometen errores de redondeo, es natural que al hacer una simulacién

obtengamos también érbitas cadticas antes de alcanzar la situaciéon de caos global.

2.1.5. Difusién del momento

A continuacién, veamos como la situacién de caos global se traduce en una difusion lineal del

momento angular. Para esta parte, hemos seguido principalmente [3] y en menor medida, [8]
y [14].



2.1. El kicked rotator clasico 57

Si tomamos K > K.p, sabemos que nos encontramos en una situaciéon de caos global y el espacio
de fases al representar p mdd 27w con respecto a 6 estd cubierto densamente por una Orbita

caotica. Recordemos la ecuacion (2.5),
Pnt1 = Pn + K sin(6,).
Asi, la variacion del momento Ap, viene dada por
App = ppt1 — P = Ksin(6h),

es decir, Ap,, es del orden de K. Para K suficientemente grande, en una situacién de caos global,
podemos interpretar 6,, como una variable aleatoria, uniformemente distribuida e independien-
te de n. En estas circunstancias, el movimiento de p se puede modelizar mediante un camino

aleatorio con paso Ap, = K sin(6,,).

Por lo tanto, para momentos de orden por encima de K, tenemos que el momento evoluciona
segiin un movimiento de difusién con coeficiente
((Apn)*) _ K?

o) — - (sin®(6))

donde (-) denota un promedio temporal. Ademéas, como 6, es una variable aleatoria, podemos

considerar

(sin?()) = =.
Finalmente, obtenemos que en el caso clasico, la difusién en p es de la forma

((Apn)?) _ K?
2 4

Definimos asi la aprozimacidn cuasilineal del coeficiente de difusion:

KQ
D=—.
2
Si consideramos un entorno de condiciones iniciales en 6 € [0,27), p € [0, 27), entonces la funcién

de distribucién del momento p viene dada por

1 P> )
,n)=——=¢ — .
f(p,n) s P <2nD

Calculando p? con esta distribucion, obtenemos que el promedio de la energia cinética del sistema

crece linealmente en el tiempo
K’n
(p*) ~ Dn = 5
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(a) Comportamiento de p? para K = 0.5, K = 1.5 (b) Comparacion con la difusion lineal

Figura 2.5: Comportamiento de p? para distintos valores de K.

Este resultado muestra cémo el sistema caodtico con K > K., exhibe un comportamiento de
difusién en el espacio de fases, con un crecimiento lineal del promedio de la energia cinética en
funcion del tiempo. En la Figura 2.5, podemos observar en la gréafica a la izquierda que tomando
un valor de K con K = 0.5 < K, p? permanece acotado, mientras que para K = 1.5 > K, el
comportamiento es creciente; sin embargo, como podemos ver en la grafica de la derecha, este
crecimiento no es lineal en el tiempo (entendido como el nimero de iteraciones). Sin embargo,
para K suficientemente grande, el comportamiento de p? si es claramente lineal, con pendiente

Dn, como se observa en la Figura 2.6.

(a) Difusion lineal del momento para K = 11.5

Figura 2.6: Difusiéon del momento para distintos valores de K.
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2.2. El Kicked rotator cuantico

En el apartado anterior, estudiamos el kicked rotator desde un punto de vista clésico. Compro-
bamos que para valores de K suficientemente grandes, el sistema presenta un comportamiento
cadtico y el momento al cuadrado aumenta linealmente. A continuacion, estudiaremos este sis-
tema desde el punto de vista de la Mecanica Cuantica, utilizando los operadores de Floquet.
Ademas, estudiaremos la difusién del momento en funciéon del tiempo y la compararemos con el

caso clasico.

Para esta seccion, hemos seguido el desarrollo de [3], [3] y [11], que a su vez se fundamenta en el

trabajo de |1] y |6]. Para hacer las simulaciones, utilizamos también el codigo de [3].

2.2.1. Evolucion de las funciones de onda

Comenzamos estudiando la evolucién de las funciones de onda que describen los estados del

sistema. Para esta parte hemos seguido principalmente |11].

Sustituyendo las variables (pg, 6) por los operadores <ﬁ9 = —ih%, é) en la ecuacion (2.1), obte-
nemos el hamiltoniano cuantico

9 00 i2 52 00

=2 Eqcos(0) Zé(t —nT) = ~57 98 + Eq cos(f) Zé(t —nT). (2.17)

La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo para un estado (6, t) viene dada por

L 0V(0,t) h? 02 >
ZHT = [ 21 962 + Ey cos( )Z:(S(t—m') v(6,t).
Como hicimos en el caso clésico, definimos parametros adimensionales h= ETT, t= % K = EOT#

y el operador

. =0 T
b= —25% = YPG
Asi, se verifica que
[p,0] = ihld,

y podemos reescribir la ecuacion de Schrodinger en la forma

'738\1:(9 f) = o2 (6,1) + K cos(f Z(s 0,7).
th— —
ot 2 062

De nuevo, en un abuso de lenguaje nos referiremos a p como momento, aunque realmente se trata
de un operador proporcional al operador momento angular pg. De nuevo, cantidades como (p)

o Ap serdn adimensionales, y se pueden interpretar como valor esperado e indeterminacion del
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operador momento angular pg en unidades %

Ademaés, notamos que, asi como el sistema clasico dependia de un solo parametro adimensional
K, el kicked rotator cuédntico depende de dos parametros: K, h. Como veremos més adelante, el
parametro ki es una constante de Planck efectiva que puede interpretarse como una medida de

la intensidad de los efectos cuanticos.

Como ocurria en el caso clasico, tenemos un hamiltoniano dependiente del tiempo, pero constante
a trozos. Denotamos 9,4 (6) la funciéon de onda justo después del n—ésimo impacto y 1,—(0) la
funcion de onda justo antes del n—ésimo impacto. Consideramos una variaciéon infinitesimal de
la variable ¢ en torno al n—ésimo impacto, que se corresponde con t = nr, esto es, t = n. Es
claro entonces que

Pt (0) = lim W(0,t=n+e¢).

e—0t+

Observamos que el hamiltoniano (2.17) es de la forma

H(t) = Hy+ \V i 5(t —nr). (2.18)

n=0

Por lo tanto, para estudiar este sistema podemos aplicar los operadores de Floquet. Sabemos que

1)) = Fi [9nt) (2.19)

Determinamos el operador Fy para el kicked rotator cuantico. Recordemos la ecuacion (1.18)

obtenida en el capitulo anterior
Fy = exp(—iA\V /h) exp(—iHoT /h).

Definimos los operadores Ug, [7,, dados por

. . —iK cos(f
Up = exp(—i\V /h) = exp (Z;OS()> : (2.20)
i 2
U, = exp(—iHyr /1) = exp <;”;) . (2.21)
De esta forma, ]3’+ = Ugﬁp y F = UPUQ . Estos operadores nos permiten relacionar el estado

inicial con el estado del sistema inmediatamente antes y después de un impacto. Tomamos

entonces t € [n —e,n + ¢, con € — 07,

Como estamos considerando una variaciéon muy pequena en ¢, podemos considerar que W(0,t) se
. . L. 2 . .
mantiene constante respecto a 6, y por tanto despreciamos el término %. Es decir, consideramos

la ecuacién

20 N . -
ih s 0(0.9) = K cos(0)a(i — m)W(0.1),
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con t € [n—e,n+¢|. Integramos la ecuacién en este intervalo, y obtenemos la relacién entre )y,

Y Yn—:

wn+<e>—exp< Kh(’”> b (0) (2.22)

Considerando la expresion de Uy (2.20), hemos obtenido que

¥nt) = Up o) . (2.23)

A continuacién, veremos qué ocurre en el intervalo entre impactos, considerando ¢t € (n+¢,n—e¢).

En estos intervalos, la § de Dirac se anula y la ecuacién de Schrodinger resulta

O ; h 92V

Notamos que ¥(#,1) es una funcién periédica en 6, de periodo 2. Por lo tanto, podemos consi-

derar la serie de Fourier

U(0,1) ®(1,1) exp(ilh),

@Z

donde los coeficientes ®(I,f) vienen dados por

27
(1, ) = \/12? /0 400 (0, 7) exp(—ilf).

De esta forma, el primer miembro de la ecuacion (2.24) resulta

OV o0 1 <

ZE(O,t) =iz (@ Z (1, 1) exp(il6) ) ZZOO( > (1,) exp(ilf),
y el segundo miembro de (2.24) es

h oW ho1 52® > A2

920902 _2\/%12 902 (1,1) exp(ilf) = \ﬁ Z 7@ 1,t) exp(ilf).

Igualando miembros e identificando coeficientes, obtenemos la ecuacion

Si integramos en el intervalo (n +¢,n + 1 — ¢), obtenemos finalmente

i 2
bnsn)— (1) = exp ( i ) bt (1), (2.25)
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donde hemos denotado
Pnt(l) = lim ®(I,t =n=+e).
e—0t

Es claro que {¢,+(l)} son funciones propias del operador p = —zﬁ% Ademas, el momento
angular estd cuantizado en valores Ih. Sustituyendo entonces p = I en el operador (2.21),

obtenemos su representaciéon en el espacio de momentos

0, = exp (22 = exp (-
P p ﬁ 2 - p 9 .

Por tanto, la ecuacion (2.25) se puede expresar como

[Vnt1)—) = Up [¢n+) - (2.26)

Y en efecto, juntando las expresiones (2.23), (2.26) obtenemos de nuevo la ecuacion (2.19)

W(n+1)+> = Ue W(n+1)—> = UQUP [Uny) = F+ [Pn+t) -

Ahora bien, el resultado importante que hemos obtenido a partir de las ecuaciones (2.22) y
(2.25) es que, asi como para el operador Up lo natural es utilizar la representacion de posicio-
nes {1,+(0)}, para el operador Up tenemos una expresion mas manejable en la representacion
{pn+(1)}. Recordemos ademas que las funciones ¢p4 (1), 1+ (0) estan relacionadas de la siguiente

forma:

27
bni (1) = FT () (1,1) = jﬂ /0 061 (6) exp(—ilf).

Asi, la ecuacion (2.19) en la representacion |6) se traduce en

iK cos ihl?
Yy 0) = exp (—Kh”)> 957 <exp (—’Z) 9’7(%@(1)) ().

Nuestro objetivo es estudiar la dindmica cuéntica del kicked rotator utilizando el operador de
Floquet F+ = U@Up. La evolucién libre entre los golpes, representada por el operador U, =
exp (—z’pz—hT>, es diagonal en la representaciéon de momento, de modo que cada estado propio de
momento, caracterizado por su momento p con un niamero cuéntico [, adquiere un desplazamiento
de fase diferente. En cambio, el operador Up = exp (—ikcigse) es diagonal en la representaciéon

de posicién y acopla diferentes momentos.

Para representar la evoluciéon del sistema utilizamos un método computacional para iterar el
operador de Floquet F+ utilizando técnica llamada split. Para calcular el operador Up en el
espacio de {¥,4}, se diagonaliza. Por otro lado, la propagacion libre se calcula en el espacio
de momento descrito por las funciones {¢,+}, en las que Up es diagonal. El cambio entre la

representacion de configuracion y la de momento se realiza mediante una Transformada Rapida
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de Fourier. Para aplicar este método, utilizaremos los paquetes de Delande [3].

2.2.2. Tiempo de Ehrenfest y Tiempo de Heisenberg

Finalmente, nuestro objetivo es comparar el comportamiento clasico y cuantico cuando en el caso
clasico el sistema de comporta de forma cadtica; en particular, nos situaremos en la situacién de
caos global, con una difusion lineal del momento K > K. Para esta secciéon, hemos utilizado
como referencia principal [11] y, en menor medida, |3, [3] y [17]. Para las simulaciones nos hemos

basado en los paquetes de [3].

Las funciones 9,4 () se pueden expresar como la serie de Fourier

Yn(0) = ) ¢nx(l) exp(ild).

l=—0

Teniendo en cuenta que las funciones 1,4 (#) son funciones propias del operador p = —ih%, el

valor esperado del momento angular al cuadrado en el instante t = n+ es

2 2 o)
<ﬁ2>:<ﬁ2>ni:<ﬁ/ni\ﬁ2\Ifni>.:/0 W,,+(6) (—z‘ﬁge> Uy (0)d0 = 1 Y Pl (1,1)].

l=—0

Evolucién de <p?> paraK=15yh=1
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Figura 2.7: Comportamiento de < p? > y comparacion con el caso clasico para
h=1.
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Cuando estudiamos el sistema clésico, obtuvimos que en el caso K > Ky, el sistema presentaba
un comportamiento difusivo, de forma que el valor esperado de p? en la n—ésima iteracion
aumentaba linealmente con n A continuacién, veamos qué ocurre para K = 15 y distintos

valores de h, representado en las Figuras 2.7 y 2.8.

Si estudiamos el comportamiento del valor esperado del operador p? en el kicked rotator cuantico,
obtenemos que, para valores pequenos de h y de t, (p?) sigue el mismo comportamiento que en
el caso clasico. Ahora bien, el comportamiento clasico solo se manifiesta durante un periodo de

tiempo finito: a partir de cierto ¢ = ng, (%) deja de crecer y permanece acotado.

Evolucién de <p?> para K =15 y diferentes valores de h

—— <p?>,h=08
o E
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Figura 2.8: Comportamiento de < p? > y comparacion con el caso clasico para
h=08y h=1.2.

Observamos ademéas que el valor de ng crece a medida que decrece h (ver Figura 2.8). Como
introduciamos al principio de esta seccién, ki es un pardmetro que mide la intensidad de los efectos
cudnticos, en el sentido de que cuanto mayor es f, mayor es la diferencia entre el comportamiento

del kicked rotator clasico y cuéntico.

Podemos suponer que el valor ¢ = ng se corresponde con £ = %E, con tg el tiempo de Ehrenfest,
es decir, el tiempo a partir del cual el comportamiento del sistema deja de estar bien descrito

por la Mecénica Clasica. En un sistema integrable, habiamos visto que Az(t) ~ Ap,(t = 0)t.

De forma analoga, si Ap, mide la deslocalizacion de la particula en p de forma similar a la

separacion entre orbitas dp, en un sistema clésico, podemos suponer que la analogia cuantica de
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dos 6rbitas cuya separaciéon crece exponencialmente es

Apy, = Apg exp(vn).

Si consideramos que el paquete de ondas estéd completamente deslocalizado cuando Ap y toma
dimensiones macroscopicas, entonces para un paquete inicialmente estrecho con pg del orden de

magnitud de VT se tiene que

| log Al
E 2 )

de forma que el tiempo de Ehrenfest en este caso vendria dado por
tg = ngT.

Ahora bien, para valores habituales de la constante de Planck efectiva o~ 1—2 y de un
exponente de Lyapunov para un sistema globalmente caético p ~ 0.5 — 1, obtendriamos un
numero de iteraciones ng ~ 0 — 1 a partir del cual el sistema no se comporta de la misma forma
que el sistema clasico. Tal y como se observa en la Figura 2.7, este valor no se corresponde en
absoluto con el esperado: en general, obtenemos mas bien ng ~ 50. Concluimos entonces que ng

no es una buena estimacion de ng.

Asi, a partir de un primer estudio del kicked rotator cuéntico nos planteamos dos cuestiones:
jexiste otro pardmetro que nos pueda acotar temporalmente la correspondencia clasico cuantica
de un sistema dinamico? ;Por qué los efectos cuanticos se traducen en una localizacion del
momento? Para responder a estas preguntas, consideramos la explicacion de [11], que a su vez

se basa en el trabajo de [1] y [7].

Nuestro sistema dindmico cuantico viene dado por la accion de los operadores de Floquet sobre

las funciones de onda. Sabemos que

Wnt1y+) = UaUp [ont) = Fiy [hny)

de donde F+ es producto de operadores unitario y por tanto, es un operador unitario. En con-
secuencia, los valores propios de F, son reales. Ademas, se comprueba (ver [14] v [7]) que el
espectro de este operador es discreto, y por tanto las soluciones de la ecuacién de Schrodinger se
pueden expresar como
o
U(O,t) = > Ajexpliw;t)w;(6,1),
j=—00

o en la base de momentos,

O(l,t)= > Bjexp(iw;t)u;(l,t),

j=—o0
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con {wj}jen el espectro discreto de F,y {w;}jen, {u;j}jen las bases ortonormales de funciones
propias correspondientes en cada representacién. Para explicar la localizacién del momento que
se observa en la Figura 2.7, la propuesta de [7] es que las funciones propias del operador de
Floquet en la representacion de posiciones {u;};en, inicialmente centradas en un cierto valor

[ ~ 1, decaen de la forma
hl —1;
uj(l,t) ~ exp <|ALJ‘> . (2.27)

La ecuacion (2.27) nos permite explicar la localizacién del momento. Supongamos que en el

instante inicial tenemos una particula con momento py = hly, de la forma

U(h,0+) = exp(ilpl).

1
V21
Entonces, el valor esperado de (py — ﬁl0)2 estd acotado por A%. De esta forma, el parametro
Ay es una longitud de localizacion y % crece al decrecer h. Para justificar este comportamiento
de las funciones propias {u;};cn, la propuesta de |7] es hacer una analogia con la localizacion
de Anderson, un fendémeno comprobado experimentalmente y ampliamente estudiado en Fisica
del Estado Solido al considerar particulas en un medio desordenado, entendido como una red
con defectos aleatorios. Desarrollaremos brevemente esta idea a continuacién. Para cada j € N
definimos las funciones

;) = u(l,t =71+) —;uj(l,t = 7'—)7

es decir, @;(l) es una especie de promedio de la funcion w;(l,t) asociada al valor propio w; en los

instantes inmediatamente anterior y posterior al primer impacto (se procederia de forma analoga

para el n—ésimo impacto). Definimos el operador

W () = — tan (—if(;os(é))

y denotamos W,. el r—ésimo coeficiente de su serie de Fourier en 0. Ademas, denotamos

hi?
E(]) = w: —
() = w; 9
' E
T;(l) = tan <l> .
2
En estas condiciones, se puede demostrar (ver [7] y [I1]) que la ecuacion de valores propios

asociada al par (wj,%;(l)) implica que

T ()i (1) + Y Weii;(L+ 1) = —Woii, (D).
r#£0
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Se trata de la ecuacion del modelo tight-binding en una red de Bravais unidimensional discreta,
en la que [ denota la localizacién espacial, @;(l) la funcién de onda asociada al nivel de energfa
e = —Wp, W, las interacciones de solape entre r—ésimos vecinos y T}(l) el potencial en el punto
l. Podemos modelar las impurezas aleatorias de la red considerando que Tj(l) es un nimero
aleatorio externo. Desde el punto de vista de la Fisica de la Materia Condensada se demuestra
que, en este caso, el medio se convierte en un aislante y un electrén en esta red se mantiene
localizado espacialmente. Es decir, las funciones de onda @;(l) son de la forma propuesta en la

ecuacion (2.27).

Evolucién de <p?> paraK=15yh=1

40000 -
30000 -
—— <p?>
NA 2 K2
Q. P Pcigsico =71
V' 20000 A — =L
4h
10000
. /
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 2.9: Comprobacion de que en el caso i =1 el valor esperado del momento
se mantiene localizado a partir de ng.

Ademas, en [1] se propone que el tiempo a partir del cual se produce la localizacion del momento

es precisamente

directamente proporcional a la longitud de localizacién y menor cuanto mayor es el efecto cuanti-
co, asociado al parametro . Teniendo en cuenta que la difusion clasica es valida paran € (0,ng),
podemos considerar que

KA
A? ~ Dng =~ o

de donde
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Asi, definimos el tiempo de Heisenberg

KZ
t H=MNHT = —=T,

4h
que describe correctamente el periodo durante el cual el sistema se comporta como en el caso
clasico. Se utiliza el término de Heisenberg precisamente porque todo nuestro desarrollo hasta
obtener la expresion de tg proviene precisamente de notar que el espectro de los operadores de
Floquet es discreto, lo cual a su vez se puede razonar utilizando el principio de indeterminacion.
En las Figuras 2.9 y 2.10 comprobamos que efectivamente ny es una buena estimacion de ng, el

nimero de iteraciones a partir del cual el valor esperado del momento al cuadrado se mantiene

localizado.
Evolucién de < p? > para K= 15 y diferentes valores de A
—— <p?>,h=0.8
_K £
40000 A —— nNy=,; para h=0.8
—— <p?>,h=12
— _K? e
np =2z para h=12
30000+ 777777777 pgla’sico = KTZn
A
o~
‘Q
V 20000
10000 ——
0- /
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n

Figura 2.10: Comprobacion de que en el caso i = 1 el valor esperado del momento
se mantiene localizado a partir de ng.



Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo hemos explorado algunas caracteristicas de los sistemas hamil-
tonianos clasicos y cuénticos, con un enfoque en la dindmica caotica. Ademés, hemos aplicado

estos resultados al sistema kicked rotator.

En el contexto clésico, las ecuaciones de Hamilton permiten analizar problemas clésicos desde
el punto de vista de los sistemas dinamicos. Utilizando los exponentes de Lyapunov, hemos sido
capaces de medir sensibilidad a las condiciones iniciales y por lo tanto describir comportamientos
cadticos. Ademas, hemos explorado algunos resultados propios de los sistemas hamiltonianos,
como la estructura simpléctica, los sistemas integrables, los movimientos cuasiperiédicos y el
teorema K AM.

Por otro lado, desde el punto de vista cuantico, los estados estan descritos por funciones de onda
y evolucionan segin la ecuacién de Schrédinger. Aunque no existen trayectorias definidas, el
Principio de Correspondencia y el Teorema de Ehrenfest permiten entender la relacién entre las
descripciones clésica y cudntica. Ademés, utilizando los operadores de Floquet, hemos conseguido

describir la dinamica del sistema de forma anéloga a un sistema dindmico discreto.

El estudio del kicked rotator ha ilustrado la dindmica cadtica y revelado fenémenos cuanticos
como la localizacion del momento, no observados en el caso clasico. Ademas, nos ha permitido
comprender que desde para los sistemas cadticos los limites temporales de la correspondencia

clasico - cuantica son un poco méas complejos de explicar.

El estudio del caos cuantico es un problema con muchas lineas de investigacion abiertas. Para
introducirlo mediante el ejemplo del kicked rotator, hemos necesitado recurrir a la Mecénica Cla-
sica, la Fisica Estadistica o la Fisica del Estado Sélido. Algunos trabajos que se estan realizando
para continuar el estudio del caos cuantico son la construccién de estimadores que extiendan
los exponentes de Lyapunov o la Teoria de Matrices Aleatorias, que continian con la idea de

comprender el comportamiento cadtico como una fuente de aleatoriedad.
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