() amim )  Escuelade
V) i [\ , Ingenieria
M = I\ - Informatica

Universidad de Oviedo

Universidad de Oviedo

Trabajo Fin de Grado

Introduccion a la teoria de complejidad
computacional

Josué Fernandez Argiielles
Director: Elias Fernandez-Combarro Alvarez

Grado, Asturias, 31 de mayo de 2024



Indice general

Indice de figuras

Indice de cuadros

1.

2.

Introduccién

Palabras Clave

. Fundamentos Tedricos

3.1. Modelos formales de computacién . . . . . . .. ...
3.2. Problemas computacionales . . . . . ... .. ... ... ... ...
3.3. Maquinas de Turing . . . . . . . . . .. .. L Lo
3.3.1. Ejecucién con entrada 1001 . . . . . . ... ...
3.3.2. Ejecucién con entrada 110 . . . . . . .. ..o oL
3.3.3. Otros ejemplos de maquina de Turing . . . . . . .. ... ...
3.4. No determinismo . . . . . . . . . . ...
3.5. Notacién asintotica . . . . . . . . . ..o
3.6. Midiendo complejidad de algoritmos . . . . . . .. ... .. ... ..

Clase de complejidad P

4.1. Descripciéon de la clase de complejidad P . . . . . . . o o000

4.2. Ejemplos de problemasen P . . . . . .. ..o
4.2.1. PATH . . . . .
4.2.2. Dijsktra . . . . ...

. Clase de complejidad NP

5.1. Descripcién de la clase de complejidad NP . . . . .. ... ... ...
5.2. Significado e implicaciones de la conjetura P !I=NP . . . . ... . ..
5.3. Ejemplos de verificadores . . . . . . .. ... ... L.
5.4. Problemas NP-completos y NP-duros . . . . . . ... ... ... ...

. Métodos para la clasificacién de problemas

6.1. Reducciones polindmicas . . . . . . . . . ... . ... ... ... ...
6.2. Ejemplos de reducciones comunes . . . . . . . ... ...
6.2.1. SAT . . . . .
6.2.2. CIRCUIT-SAT . . . . . ... . .
6.2.3. FORMULA-SAT . . . . .. ... ... .. .. ... ... ...
6.2.4. CNF-SAT . . ... . .
6.2.5. K-SAT . . . . . .
6.2.6. 3-SAT . . . . . .
6.3. Teorema de Cook-Levin . . . . . . . .. ... ... . ... ......

11
14
16
17
18
21
22

26
26
26
26
27

28
28
29
30
31



6.4. Problemas NP-completos y NP-duros clasicos . . .. ... .. .. ..

6.4.1. Problema del cubrimiento de conjuntos . . . . . . .. ... ..
6.4.2. Problema de la mochila . . . . ... ... ... 0.
6.4.3. Problema del viajante de comercio . . . .. .. .. ... ...
6.4.4. Problema de coloreado de grafos . . . . . . .. ... ... ...
6.4.5. Problemas de decision asociados . . . . . .. ...

7. Algoritmos aproximados

7.1. Definicién
7.2. Ejemplos .

7.2.1. Viajante de comercio . . . . . . .. ... ..o
722, K-SAT . . . .
7.2.3. Max-SAT . . . . . ...

7.3. Garantias de comportamiento . . . . . . .. ... .. ... ..

8. Temas avanzados y problemas abiertos
8.1. Complejidad cuantica . . . . . . . . . . . ... ...
8.1.1. Computacion cudntica en tiempo polinomial . . . . . . . . ..
8.1.2. Verificaciones de demostraciones cuanticas . . . . . . . .. ..
8.2. Conjetura de la jerarquia . . . . . . .. ... ... oL

9. Caso experimiental
9.1. Problema del viajante de comercio . . . . . . .. ... ... ... ..

9.2. K-SAT . .

10.Conclusiones

A. Cédigo del caso experimental
A.1. Interfaz Grafo . . . . . . . . .
A.2. Clase Abstracta Grafo . . . . . . . . . . ...

A.3. Grafo TSP

A4, Grafo KSAT . . . . . . o
A5, Interfaz Algoritmo . . . . . .. ..o
A.6. Clase Abstracta Algoritmo . . . . . . . . . ... ... ..
A.7. Algoritmo Aproximado . . . . . ... Lo
A8. Fuerza Bruta . . . . . ... ...
A.9. Codigo Main TSP . . . . . . .. . ...
A.10.Codigo Main KSAT . . . . . . . . .. ..

B. Bibliografia

57

58
o8
58
o8
99
60
60
61
64
66
67

69



Indice de figuras

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10.
3.11.
0.1
0.2

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
6.7.
6.8.
6.9.

7.1.
7.2.
7.3.

8.1.

9.1.
9.2.
9.3.
9.4.

Grafo Inicial . . . . . . ... 10
Grafo con camino Hamiltoniano . . . . . . . . . ... ... ... ... 10
Grafo Depth-First Search . . . . . . . . ... . ... ... ....... 10
Solucién Depth-First Search . . . . . . ... ... ... ... ..... 11
Diagrama de la maquina de Turing . . . . . . . .. ... .. .. ... 12
Comparativa maquina de Turing multiple y simple. . . . . . . . . .. 17
Autémata M1 . . . . . . . .. 18
Autémata M2 . . . . . . .. 19
Comparacién entre maquina determinista y no determinista . . . . . 20
Computacién realizada por una maquina no determinista . . . . . . . 20
Anélisis de la complejidad de maquina de Turing . . . . . . ... .. 24
Conjetura P!=NP . . . . ... ... 30
P, NP, NP-hard y NP-completo. [16] . . . . .. ... ... ... ... 32
Reduccion polinomialde AaB . . . . ... ... ... ... ... . 33
circuito C . . . . oL 34
Reduccion . . . . . . . . 36
Ventana 2x3 . . . . . . . .. 38
Formacién de subcircuitos . . . . . .. ... oo 40
Coloreado de grafo completo . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 42
Coloreado de arbol . . . . . . . ... 42
Coloreado de ciclopar . . . . . . .. . ... .. ... ... .. ... 43
Coloreado de cicloimpar . . . . . .. ... ... ... ... 43
Ejemplo de problema del viajante de comercio . . . . . . .. ... .. 44
Viajante de comercio resuelto . . . . . . ... 45
Garantia de comportamiento . . . . . . .. ..o oL 47
Conjetura de la jerarquia . . . . . . ... ... ... 50
Tiempo medio TSP . . . . . . . . .. ... 53
Ratio Aproximaciéon TSP . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 53
Tiempo de ejecucion KSAT . . . . . ... ... ... ... 54
Porcentaje de acierto KSAT . . . . ... ... ... ... ... 55



Indice de cuadros

3.1. Ejemplo de funcién de estado . . . . . . ... ..o 13
3.2. Funcién de estado M1 . . . . . .. ..o 18
3.3. Funciéon de estado M2 . . . . ..o oo 19
9.1. Datos ejecucién TSP . . . . . . ... oo o 52
9.2. Datos ejecucion KSAT . . . . . . . ... .. ... ... ... 56



Capitulo 1

Introduccion

Uno de los mayores retos de la ciencia y del ser humano, ha sido la respuesta a
la pregunta de como resolver un problema de la forma mas rapida y eficaz posible.
. Pero qué significa realmente resolver un problema de forma répida y eficaz?

En nuestro mundo, el de la informéatica, resolver un problema eficazmente puede
significar que este tenga una buena solucién respecto al tiempo que tarda en hallar
una respuesta, a la cantidad de espacio y memoria que necesita, o a la cantidad de
energia que se consume en la busqueda de esta. Por ello un algoritmo que es capaz
de resolver un problema, pero consume una cantidad de tiempo, memoria y energia
demasiado elevados, no sera de utilidad [1].

En este trabajo, mi tarea sera investigar a cerca de aquellos problemas relaciona-
dos con la complejidad computacional, comenzando por un analisis de las maneras
en las que se puede determinar el coste temporal de un algoritmo mediante el uso
de maquinas de Turing de diferentes tipos, seguida por una definicién de las clases
P y NP, estudiando su relacién a través de problemas NP-duros y NP-completos,
ejemplificando con algunos de los problemas méas destacados como pueden ser el co-
loreado de grafos, la bisqueda de caminos hamiltonianos, etc. Por ultimo, realizaré
un estudio de las formas de mitigar la dificultad de la resolucion de estos problemas
con algoritmos heuristicos y aproximaciones.



Capitulo 2

Palabras Clave
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Capitulo 3

Fundamentos Teoricos

En este apartado veremos las bases y conceptos mas importantes de la comple-
jidad computacional, como qué es una modelo de computaciéon, una maquina de
Turing o la notacién asintdtica, asi como ejemplos de todos estos para entenderlos
completamente, ya que estos conceptos seran usados a lo largo de todo el trabajo.

3.1. Modelos formales de computacion

Un modelo formal de computacion es una abstracciéon, un modelo matematico,
en el que una serie finita de instrucciones nos permiten resolver un problema en un
numero finito de pasos. Estos nos ayudan a comprender el funcionamiento de los
sistemas computacionales [7]. Algunos de los ejemplos més conocidos son:

= Maquina de Turing: Fue propuesta por Alan Turing en 1936, y se trata de
un modelo de computadora que trabaja sobre una cinta infinita dividida en
celdas en las que lee, escribe y borra simbolos. Es el modelo que utilizaremos
en este trabajo para describir las ideas centrales, por lo que lo explicaré con
mucho mayor detalle més adelante.

s Calculo Lambda: Este modelo fue creado por Alonzo Church en la década
de 1930, siendo este un sistema que describe la computacién mediante la ma-
nipulacion de funciones, de manera que estas son tratadas como datos y son
pasadas como argumentos a otras funciones [10]. Un ejemplo de expresién en
calculo lambda seria:

(A\r.x +1)2

Donde:

e )\z.: indica el comienzo de una funcién con un parametro x

e x+1: cuerpo de la funcién, es este caso indica que se le suma 1 al parame-
tro.

o (Az.z+1): define la funcién a la que se le pasa el parametro x, y devuelve
x + 1.

e 2: argumento que se da a la funcién

Otro ejemplo mas complejo seria:
(Az.(A\y.x +9)))23
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En este caso, la primera funcién recibe como parametro x, pero en devuel-
ve otra funcion, la que recibe y como parametro y devuelve la suma de los
parametros pasados.

= Maquina de registros: este modelo consta de un nimero finito de registros,
donde cada uno puede almacenar un valor y realizar operaciones basicas [17].
Un ejemplo de ello seria:

¢ Registros:

o R1=0
o R2=0
o R3=0

e Operaciones:

Suma R1 = R2 + R3

Resta R1 = R2 - R3
Multiplicacién R1 = R2 * R3
Divisién R1 = R2 / R3

e}

e}

e}

(0]

Ademas de estos ejemplos, podemos encontrar una cantidad enorme de modelos
formales de computacién, todos ellos equivalentes a los vistos [2].

3.2. Problemas computacionales

Un problema computacional consiste en una serie de preguntas con una serie
de respuestas, o dicho de una forma mas técnica, es una relacién binaria entre un
conjunto de instancias y un conjunto de soluciones de ese determinado problema.
Otra forma de referirse a él, es como problema abstracto. Estos se convierten en
problemas concretos una vez que tanto las instancias como las soluciones se codi-
fican en lenguajes formales. Por ejemplo, un problema abstracto seria el problema
de la ordenacién de nimeros enteros, en cuyo caso la instancia seria una sucesion
finita de nimeros enteros aq, as, ..., a, y la soluciéon una permutacién de la instancia
(a},al,...,al, tal que ) < ay, < ... < a,)’, y un problema concreto derivado, seria
aquel con la instancia (7, 8, 1, 2) y la solucién (1, 2, 7, 8).

Estos a su vez se pueden dividir en tres grandes grupos de problemas:

= Problemas de decisién: Son aquellos en los que las dos unicas soluciones
posibles son s70 no, o dicho de una manera mas formal, aquellos determinados
por el conjunto Y de instancias, asociadas a la solucién si. Por ejemplo, el con-
junto de todos los grafos que tienen un camino Hamiltoniano. A continuacién
vamos a ver un ejemplo de este tipo de problema:

Tenemos el grafo de la Figura 3.1, para el que tenemos que responder a la
pregunta de si tiene un camino hamiltoniano, es decir, si existe un camino
dentro del grafo que recorra todos los nodos pasando exactamente una vez por
cada uno de ellos.

Para responder a esta pregunta, simplemente tenemos que encontrar un camino
que cumpla con esta condicién, que en este caso podria ser, como se puede
observar en la Figura 3.2, V1, V2, V5, V9, V8, V4, V7, V6, V3.



V1 V2

va v V5

Figura 3.2: Grafo con camino Hamiltoniano

= Problemas de biisqueda: En estos problemas lo que se quiere es encontrar
una solucién en un espacio de respuestas (que suele ser exponencial). En este
caso, la relacién entre las instancias y soluciones queda determinadas por el
llamado predicado légico P(i,s) que determina si s es solucién de i. Pode-
mos encontrar un buen ejemplo de este tipo de problema en el algoritmo de
busqueda en profundidad, méas conocido como Depth-First Search. Para ver
este problema ejemplificado tenemos a continuacién en la Figura 3.3 un grafo
en el que queremos encontrar el nodo rojo. El algoritmo que vamos a utilizar
para ello es Depth-First Search.

V1

V2 V3

V4 V5 V6

N Ve

Figura 3.3: Grafo Depth-First Search

Este consiste en recorrer cada una de las ramas del arbol de la manera mas
profunda posible, es decir, elegir como siguiente nodo de la biisqueda, al primer
hijo no visitado del nodo en el que nos encontremos. Cuando ya no queden mas
hijos sin visitar, se hace backtracking al nodo padre actual y se continua la
aplicacion del algoritmo. De esta manera, el recorrido para encontrar el nodo
rojo seria V1, V2, V4, V5. Como puede verse en la Figura 3.4
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3.3.

V1
V2 V3
V4 V5 V6

N Ve

Figura 3.4: Solucién Depth-First Search

Problemas de optimizacién: En estos problemas, no solamente se busca una
solucion como en los vistos anteriormente, si no que se busca la mejor de las
soluciones segin alguna métrica. Un ejemplo de estos casos es el problema del
viajante de comercio, que describiremos en detalle mas adelante en la seccion
6.4.3.

Maquinas de Turing

Una maquina de Turing es un modelo de computacion consistente en un dispo-
sitivo que tiene una o varias cintas ilimitadas unidimensionales divididas en celdas,
cada una de ellas conteniendo un valor de un conjunto finito de simbolos preestable-
cidos. Este dispositivo también tiene una cabeza que lee y escribe en una tinica celda
a la vez, moviéndose a la izquierda o la derecha. Una maquina de Turing puede ser
formalmente definida como una tupla de siete elementos M =< Q,1',b,%, 6, qo, F' >
donde:

() es un conjunto finito no vacio que contiene los estados que puede tomar la
maquina.

> es un conjunto de simbolos que pueden aparecer en el contenido inicial de
la cinta. Se le denomina alfabeto de entrada.

I es un conjunto de simbolos finito, no vacio. A diferencia de 33, este conjunto se
denomina alfabeto de cinta, ya que son todos los simbolos que pueden aparecer
en la cinta de la maquina, desde los simbolos de entrada hasta aquellos que la
maquina utiliza de forma interna para realizar las operaciones que necesite.

b es el simbolo vacio habitualmente representado por _. Es el valor por defecto
que tienen las casillas de la cinta o cintas.

0 es la funcién de transicion, la que indica cémo debe comportarse la maquina
de Turing, es decir, hacia donde tiene que ir, a qué estado cambiar y qué
escribir, en funcion del simbolo que lea y del estado en el que se encuentre.

qo es el estado inicial de la maquina.

F' es el conjunto de estados finales de la maquina.

11



A continuacion, vamos a ver el funcionamiento real de una maquina de Turing
de una cinta con uno de los ejemplos mas populares: una méaquina de Turing que
calcula si una secuencia de digitos binarios es o no un palindromo.

En primer lugar, vamos a definir la maquina que vamos a utilizar como:

Q = {9, q1, qRight0, qRight1,qSearchOL, qSearchl1L,qLeft0,qLeft1,
gSearchOR, gSearchl R}

= ¥ ={0, 1}
« '={0,1, _}
" b= _

® do = 4qo

» F' = {qAccept, qReject}

Siguiendo la definiciéon de la méquina de Turing, vamos a indicar la tabla de
funcién de transicion 9, que se puede ser en el Cuadro 3.1.

Para facilitar la lectura de la tabla, podemos guiarnos por el diagrama de la Fi-
gura 3.5, en el que cada nodo representa un posible estado de la maquina, y cada una
de las fechas las posibles transiciones entre estos, siendo la notacion lee:escribe/se
mueve hacia

gAccept
]

gSearchOL

start

Figura 3.5: Diagrama de la méquina de Turing
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Estado Lee Simbolo | Nuevo Simbolo | Nuevo Estado | Direccién
Qo 0 _ qRight0 derecha
Qo 1 _ qRightl derecha
qo _ _ qAccept -
qRight0 0 0 qRightO derecha
qRight0 1 1 qRight0 derecha
qRight0 _ _ gSearchOL | izquierda
qRightl 0 0 qRightl derecha
qRight1 1 1 qRight1 derecha
qRightl _ _ gSearchlL | izquierda
gSearch0QL 0 _ il izquierda
gSearchOL 1 1 qReject -
gSearchOL _ _ qAccept -
gSearchlL 1 _ Q1 izquierda
gSearchlL 0 0 qReject -
gSearchlL _ _ qAccept -
ol 0 _ qLeft0 izquierda
7l 1 _ qLeftl izquierda
Q1 _ _ qAccept -
qLe ft0 qLeft0 izquierda
qLeft0 1 1 qLeft0 izquierda
qLeft0 _ _ qgSearchOR derecha
qLeftl 0 0 qLeftl izquierda
qLeftl 1 1 qLeftl izquierda
qLeftl _ _ gSearchlR derecha
qSearchOR 0 _ Qo derecha
qgSearchOR 1 1 qReject -
qgSearchOR _ _ qAccept -
gSearchlR 1 _ qo derecha
gSearchlR 0 0 qReject -
gSearchlR - - qAccept -

Cuadro 3.1: Ejemplo de funcién de estado
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Aunque pueda parecer extremadamente complicado, el funcionamiento de esta
maquina es bastante sencillo. La maquina comienza en el estado q0, y dependiendo
si el primer digito que lee es 0 o 1, pasa al estado qRight0 o qRight1 respectivamente.
En estos estados lo que hard es recorrer toda la cinta en busca del final de la cadena
de entrada. Una vez llega a este, es decir, lee el simbolo ‘", pasa al estado qSearchOL
o gSearchlL. En este punto la maquina leera el siguiente caracter, y como lo que
estd buscando es decidir si la entrada es una cadena palindroma, este debera ser
igual que el leido al principio, por eso si no lo es y por ejemplo lee un 1 en el estado
gSearchOL, pasara al estado qReject, indicando que el nimero no es un palindromo;
en cambio si el simbolo que lee es un 0, continuara calculando si la cadena es o
no palindroma, haciendo un proceso igual al explicado, esta vez hacia la izquierda.
Vamos a ver como seria la ejecucién paso a paso con la entrada 1001.

3.3.1. Ejecucion con entrada 1001

Inicialmente la maquina se encuentra en el estado q0 y la cabeza de lectura en
el primer digito de la entrada.

Estado: q0

4

Cabeza de lectura

Como esta lee un 1, pasa al estado qRight1, escribe un espacio en blanco, y sigue
avanzado hasta la derecha en busca del final de la cadena.

Estado: qRight1

- - 0 0 1 -

/]\

Al llegar al primer espacio en blanco, la maquina sabe que esta al final de la
cadena, por lo que cambia al estado gqSearchlL, en el que como su nombre indica,
buscara un 1 a su izquierda

Estado: qRight1

T

En este punto, la maquina busca un 1, y al encontrarlo, quiere decir que por
el momento el nimero puede ser palindromo, por lo que cambiara el 1 un por un
espacio en blanco, pasara al estado ql y seguird comprobando el nimero

14



Estado: qSearchl1L

En el estado q1, la maquina realiza una accién similar que en q0, ya que esta lee
el nimero sobre el que se encuentra la cabeza de lectura, lo borra, pasa al estado
qLeft0, en el que recorre toda la cadena hasta llegar al primer espacio vacio de su
izquierda.

Estado: ql
- - O O — —
/I\

Estado: qLeft0

En este punto, como el 1iltimo digito leido fue un 0, la maquina pasara al estado
gSearchOR, en el que buscard un 0 a su derecha.

Estado: gSearchOR

Una vez la maquina encuentra el 0 que estaba buscando vuelve al estado qq.

Estado: qq

La méaquina, al estar en el estado ¢y y encontrarse con el simbolo vacio pasa
a qAccept, indicando que efectivamente el nimero introducido como parametro es
palindromo.

15



Estado: qAccept

3.3.2. Ejecucion con entrada 110

A continuacion vamos a ver un nuevo ejemplo con la maquina de Turing anterior,
esta vez con el parametro de entrada 110: La maquina se encuentra en su estado
inicial g0, y con la cabeza de lectura sobre el primer digito de la entrada.

Estado: q0
- 1 1 0 -
/[\

Al leer un 1, el siguiente estado de la maquina es qRightl, que mantendra hasta
llegar al final de la cadena.

Estado: qRight1

4

Una vez alcanzado este, se pasara a qSearchll, y se comprobara si la casilla de
la izquierda es un 1.

Estado: gqSearch1L

/I\

Pero a diferencia del primer ejemplo, la maquina, que estaba buscando un 1, se
encuentra con un 0, lo que quiere decir que la cadena proporcionada como entrada
no es palindroma, sin importar ya el resto de este, por lo que sin necesidad de seguir
con la ejecucién la maquina pasa al estado qReject, no aceptando esta entrada.

Estado: qReject

16



3.3.3. Otros ejemplos de maquina de Turing

También podemos encontrar otras variantes de la maquina de Turing mas com-
plejas, como las denominadas maquinas de Turing multicinta, que en lugar de estar
formadas por una unica cinta, tienen 2 o mas, de manera que la funcién de estado, se
amplia indicando en qué cinta se debe leer y escribir. Puede parecer que estas tienen
mucho mayor potencial que una maquina de Turing de una cinta, pero la realidad es
que son equivalentes en cuanto a poder de computacion, por lo que ambas pueden
realizar los mismos calculos. Sin embargo, no son equivalentes en cuanto a nivel de
complejidad, ya que un algoritmo ejecutado en un tiempo ¢ por una méaquina de
Turing de varias cintas, podria necesitar un tiempo ¢? para ser ejecutado por una
méquina de Turing de una sola cinta. Ademés, cualquier maquina de k cintas (k > 2)
puede ser simulada en una maquina de dos cintas en un tiempo tlogt, siendo ¢ el
tiempo de la méaquina de k cintas [6]. Vamos a ver a continuaciéon una demostracién
de por qué esto es cierto: Sea T una maquina de Turing con k cintas y U una con
una unica cinta. U es capaz de simular el comportamiento de T guardando la infor-
macion de todas sus cintas en su tnica cinta, utilizando el simbolo # para separar el
contenido de las diferentes cintas. Ademas de esto, U debe guardar la localizacién de
las cabezas de lectura, utilizando simbolos con un punto encima [13]. En la Figura
3.6 podemos ver cémo se representa en la cinta de U, tanto la separacion entre las
diferentes cintas de T, cémo las multiples cabezas de lectura de esta.

3
-
_Iﬁ

=@
L
=@

Figura 3.6: Comparativa maquina de Turing multiple y simple.

Como ejemplo de una maquina de Turing multicinta, podemos pensar en la
maquina utilizada anteriormente que calcula si una secuencia de digitos binarios es
o no palindroma. Para ello tendriamos 2 cintas, una con la secuencia de entrada,
y la otra vacia. Lo primero que se haria es una copia de la secuencia en la cinta
vacia. En una la cabeza de lectura apuntaria al primer digito, mientras que en la
otra, al ultimo. El funcionamiento de esta maquina simplemente seria comprobar
que el numero al que apunta la cabeza de lectura se una cinta sea el mismo al que
apunta la cabeza de la otra, y moverse hacia el centro de la secuencia comprobando
en cada celda que el nimero es el mismo. En este caso, aunque la simulacién puede
parecer muy ineficiente, su complejidad no difiere de la del algoritmo 6ptimo. Una
maquina de una cinta no puede realizar esta comprobacion en un tiempo lineal, ya
que se puede demostrar que el mejor algoritmo posible tarda un tiempo cuadratico.
Para realizar esta simulaciéon, la maquina de una cinta tendria que tener dos veces la
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secuencia que queremos comprobar separada por un #, guardando la localizacion de
las cabezas de lectura al principio de la primera secuencia y al final de la segunda.
Después de esto, tendria que recorrer ambos ntimeros comprobando donde esta cada
cabeza de lectura, verificando que los nimeros sean el mismo y moviéndolas hacia
el centro de sus respectivos nimeros. Por ello, por cada instruccién de la maquina
multicinta, se ejecutarian O(T) instrucciones, siendo T el tiempo total de ejecucién
de la maquina multicinta.

3.4. No determinismo

El no determinismo es un concepto clave en la teoria de complejidad compu-
tacional. Cuando pensamos en un algoritmo, en una maquina de computacion, nos
imaginamos que cuando esta se encuentra en un estado, el siguiente esta determi-
nado en funcion del simbolo que lea o de la instruccion que se le dé. Esto es lo
que llamamos una maquina determinista. Pero al hablar de indeterminismo, nos
referimos justo a lo contrario, y aunque pueda parecer contraintuitivo, una maqui-
na indeterminista es aquella en la que desde cualquier estado, podemos acceder a
diferentes estados [13]. Definamos dos maquinas de Turing M1 y M2, siendo M1
determinista y M2 no determinista:

Mi1:

. Q - {Q1aQ2’Qf}

« X =40, 1}

« '=40,1, _}

u b = _

" o=

= F'={q}

s ) = Cuadro 3.2

Estado | Lee Simbolo | Nuevo Simbolo | Nuevo Estado | Direccion

G 0 0 7 derecha
7 1 1 o derecha
q2 0 0 q5 derecha
q2 1 1 qr derecha

Cuadro 3.2: Funcién de estado M1

Figura 3.7: Autéomata M1
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M2:

. Q = {QIJQ27qf}

« ¥ =0, 1}

« T'=4{0,1, _}

n b= _

" do =

= F={gs}

s ) = Cuadro 3.3

Estado | Lee Simbolo | Nuevo Simbolo | Nuevo Estado | Direccion

o5l 0 0 a1 derecha
G 1 1 G derecha
Q1 1 1 g2 derecha
Qo 0 0 qr derecha
Qo 0 0 Q2 derecha
Q2 1 1 G2 derecha
Q2 1 1 qr derecha

Cuadro 3.3: Funcién de estado M2

Figura 3.8: Automata M2

Como podemos ver en los autématas de las Figuras 3.7 y 3.8, los que consisten
en versiones mas sencillas de maquinas de Turing, donde no se escribe en la cinta y
siempre se realiza un movimiento hacia la derecha, que se corresponden a M1 y M2
respectivamente, la diferencia entre estas dos maquinas es evidente: mientras que en
la maquina determinista tiene exactamente una flecha de transicién por cada simbolo
del alfabeto, la no determinista no, ya que si nos fijamos en el estado ¢;, vemos
que tiene dos flechas para 1. La pregunta ahora es, que como funciona realmente
una maquina indeterminista, como es posible que pueda leer un 1nico simbolo y
acabar en dos estados diferentes. La respuesta, es que cada vez que la maquina se
encuentra en la situacion de tener varios caminos para un unico simbolo, esta se
divide en multiples copias de si misma, representada por una rama en un arbol de
posibilidades (Figura 3.9), siguiendo todos estos posibles caminos en paralelo, donde
cada una de estas copias seguird uno de estos caminos, repitiendo este proceso tantas
veces como sea necesario. Pero esto tiene un limite, ya que, si un simbolo no aparece
en ninguna de las flechas del estado en el que se encuentra una de las copias de
la méquina, esta copia se “muere”’, eliminando consigo la rama que la representa.
Finalmente, si una estas ramas consigue aceptar, la maquina acepta la entrada [13].
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= accept or reject * accept
Figura 3.9: Comparacion entre maquina determinista y no determinista

Vamos a ver a continuacién cémo seria el arbol creado por M2 para la entrada
110: El arbol comienza en el estado ¢, leyendo el simbolo 1. En este punto la maquina
tiene dos caminos posibles, mantenerse en ¢; o avanzar a ¢o, por lo que la maquina
se divide en dos para continuar por cada uno de los caminos posibles. El segundo
caracter de la entrada es nuevamente 1, por lo que ambas maquinas tienen dos
posibles opciones. La méaquina que se encuentra en ¢, se divide una vez mas en dos,
tomando tanto el camino de ¢;, como el de ¢o, mientras que la maquina con estado ¢o,
dard lugar a 2 méquinas con estado g2 y ¢7. El ultimo simbolo de la entrada es 0, asf
que como podemos ver en la figura 3.10, la primera maquina pasa al inico estado
posible ¢, la segunda, se divide en g2 y ¢y, al igual que la tercera, mientras que
la cuarta no tiene ningtin posible camino que tomar, por lo que esta simplemente
"muere”, indicando que esa maquina no acepta. En este punto con la ejecuciéon
terminada, tenemos que comprobar si hay alguna maquina que se encuentre en gy y
haya aceptado. Como podemos ver, existen dos maquinas que estan en este estado,
por lo que podemos afirmar que la maquina acepta para la entrada 110.

Simbolo de lectura

Figura 3.10: Computacion realizada por una maquina no determinista
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3.5. Notacion asintotica

La notacién asintética es una herramienta que nos permite analizar el crecimiento
de una funcién. En la teoria de la complejidad computacional, se usa habitualmente
para medir recursos usados por un algoritmo, normalmente espacio (memoria) y
tiempo (pasos o nimero de instrucciones ejecutadas). Una de las mas comunes y
que mas veremos en este trabajo serd la llamada notaciéon O grande (O), o big O
notation en inglés. Esta es utilizada para describir el limite superior asintético de
una funcion.

Definicién 3.5.1. Sean f y ¢ funciones f, g : N — R. Se dice que una funcién f(n)
estd en el conjunto O(g(n)) si existe una constante positiva ¢ y un valor ng tal que
para todos los valores n mayores que ng el valor de f(n) estd acotado por ¢ - g(n)
[13]. Es decir, para todo n mayor que ng se cumple que:

f(n) <cg(n)

En términos mas simples, f(n) estd en O(g(n)) si a partir de cierto tamarto,
crece como mucho, tan rdpido como g(n), ignorando términos constantes y de orden
inferior.

Algunos ejemplos de diferentes notaciones de O grande ordenados de menor a
mayor complejidad son:

= O(1) - Contante: La complejidad no depende del tamanio de la entrada, como
en el acceso a un elemento en una lista.

» O(logn) - Logaritmica: La complejidad crece de manera logaritmica, en funcién
del tamano de la entrada. Un ejemplo seria buscar un elemento en una lista
ordenada.

= O(n) - Lineal: La complejidad crece de manera lineal. Al recorrer una lista de
n elementos, obtenemos esta complejidad.

» O(nlogn) - Linearitmica: Esta complejidad esta entre la lineal y la logaritmica.
La obtenemos en algunos algoritmos de ordenacién como el Merge Sort.

» O(n?) - Cuadratica: Al igual que las anteriores, como su nombre indica esta
complejidad mantiene una relacion cuadratica con el tamano de la entrada.
Podemos encontrarla en algoritmos como Bubble Sort

= O(2") - Exponencial: La complejidad crece de forma exponencial en base al
tamano de la entrada, como en un algoritmo de generacién de subconjuntos.

» O(n!) - Factorial: La complejidad crece de forma factorial en base al tamano
de la entrada.

Para calcular cudl es la complejidad final tanto de una funcién como de un
programa, tenemos que tomar el término con mayor exponente, ignorando todas las
constantes. Vamos a ejemplificar cémo es el uso de esta notacién en la determinacion
de la complejidad de funciones:

= O(2n + 1): El mayor término en este caso es 2n, pero ignorando las constantes,
tanto 2 como 1, la complejidad final serfa O(n).
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= O(n®+n?+ 10n): En este caso la complejidad total es O(n?).

= O(2n*+n!+42"): Aqui tenemos varias elementos con complejidad muy alta, pero
siguiendo el orden de complejidades previamente definido, podemos afirmar
que la complejidad final es O(n!).

A continuacion vamos a ver cémo seria el uso de esta notacion, este vez en uno de los
algoritmos de ordenamiento recientemente mencionados, el Bubble Sort, que consiste
en recorrer una lista varias veces, comparando elementos adyacentes y moviendo al
final de esta al elemento més grande en cada iteracién [8]. Al ser la complejidad
de este algoritmo cuadrética en el peor escenario, serfa representada como O(n?),
siendo n el nimero de elementos a ordenar. Aqui podemos ver un ejemplo con codigo
java y pseudocddigo, de cémo seria este algoritmo:

public void bubbleSort(int [] array) {
int n = array.length;
for (int i = 0; i < n—1; i++) {
for (int j = 0; j < n-i-1; j++) {
if (array[j] > array[j+1]) {

[
int temp = array|[j];
array [j] = array [} +1];
array [j+1] = temp;

3.6. Midiendo complejidad de algoritmos

Existen varias formas de medir la complejidad de un algoritmo, dependiendo del
contexto y los aspectos especificos del modelo en el que nos basemos:

= Complejidad temporal: este el tiempo que le lleva al modelo realizar una
tarea, pudiéndose medir en términos de operaciones basicas como compara-
ciones o accesos a memoria. Para calcular esta complejidad debemos de tener
en cuenta la complejidad de cada una de las partes que forman el algoritmo.
Si utilizamos el algoritmo del apartado anterior, tenemos que tener en cuenta
todas sus partes:

e Calcular la longitud de un array (array.length): Asumiendo que
en este caso el calculo de la longitud de un array consiste en acceder a
una variable con ese valor, y no la llamada a un método que la calcule,
podemos decir que es una operacién de tiempo constante, lo que quiere
decir que independientemente del tamano de esta, se calculard en un
tiempo fijo O(1).

e Recorrer una list (for loop): En el caso de que un bucle “for” tenga
una longitud fija, por ejemplo 10, su complejidad sera lineal, es decir
O(1). Pero si el nimero de iteraciones de este depende del tamano de la
entrada, como es este caso, su complejidad ird en funciéon del tamano de
la entrada, siendo O(n).
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e Acceder a un elemento de un array (arrayli]): Al igual que calcular
la longitud, acceder a un elemento de un array tiene una complejidad
constante de O(1).

e Comparar dos elementos (x>y): Esta operacién tiene una compleji-
dad temporal de O(1), debido a que se realizan utilizando instrucciones
de comparacién de bajo nivel en el hardware de la computadora, y es-
tas instrucciones generalmente tienen un tiempo de ejecucién constante
y muy rapido.

e Asignacién (int x = y): La operacién de asignar un valor a otro tiene
una complejidad de O(1).

Sabiendo esto, podemos asignar la complejidad a cada una de las lineas del
algoritmo:

public void bubbleSort (int[] array) {
int n = array.length;
// 0(1)
// O(n)
// O(n)
// 0(1)
// 0(1)
// 0(1)
// 0(1)

for (int i = 0; i < n—1; i++) {
for (int j = 0; j < n-i-1; j++) {
if (array[j] > array[j+1]) {
int temp = array|[j];
array [j] = array[j+1];

array [j+1] = temp;

}

Para calcular la complejidad total de este algoritmo, debemos tomar la com-
plejidad mas alta de los elementos que se encuentran al mismo nivel y multipli-
carla por la de los elementos de menos nivel. Empezando por el nivel més bajo,
vemos que todas las complejidades son O(1), por lo que esa serd la compleji-
dad del nivel. Subiendo un nivel, tenemos O(n), debido al segundo bucle “for”.
Si le anadimos la complejidad del nivel inferior, nos quedamos con O(n). Por
ultimo, la complejidad mayor del primer nivel es O(n). En este caso, al multi-
plicarla por la de su nivel inmediatamente inferior obtenemos la complejidad
total del algoritmo: O(n?).

A continuacion vamos a ver otro ejemplo de como calcular la complejidad
temporal, en este caso con la maquina de Turing del apartado 3.3. Como
podemos ver en la Figura 3.11, la relacién entre el tamano de la entrada y la
cantidad de pasos que la maquina necesita para determinar si la entrada es
o no un numero palindromo es cuadratica, por lo tanto podemos decir que la
mdquina de Turing tiene una complejidad temporal O(n?). Esta complejidad
se mide con el nimero de pasos que tiene que realizar la maquina de Turing
con una entrada de tamano n.
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Figura 3.11: Anélisis de la complejidad de maquina de Turing

= Complejidad espacial: la complejidad espacial es aquella que determina la
cantidad de memoria o espacio de almacenamiento que requiere el modelo para
realizar una tarea determinada. Veamos un ejemplo de esto:

El siguiente algoritmo realiza la suma de todos los elementos de la lista pasada
como parametro:

public int sumalista(List<int> lista){
int suma = 0;
for( int i : lista ){
suma += 1;
}

return suma;

}

Para saber cual es la complejidad espacial de este algoritmo, debemos de fi-
jarnos en cudnta memoria necesita tomar para realizar la operacion. En este
caso, requiere una cantidad constante de memoria, ya que la tnica variable
que tiene que crear es suma, donde almacena la suma de todos los elementos
de la lista, por lo que la complejidad espacial es de O(1)

Pero pueden existir algoritmos con una complejidad espacial mucho mayor,
como por ejemplo el siguiente:

public ArrayList<ArrayList<Integer>> generarCombinaciones (
int [] elementos) {
int n = elementos.length;
ArrayList<ArrayList<Integer>> combinaciones;
combinaciones = = new ArrayList <>();

for (int i = 0; i < (1 << n); i++) {
ArrayList<Integer> combinacion = new ArrayList <>();
for (int j = 0; j < n; j++) {
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if ((i>j&1)=1)/{
combinacion.add (elementos[j]);
}
}

combinaciones.add (combinacion );

}

return combinaciones;

}

Este algoritmo genera todas la posibles permutaciones de los elementos de la
lista pasada como parametro, guardando cada una de ellas como una lista,
en la lista de listas combinaciones, por lo que la complejidad espacial de es-
te algoritmo crece de manera mucho mayor que exponencial con cada nuevo
elemento de la lista, es decir, con una complejidad O(n!*n)

Habiendo definido estas formas de calcular la complejidad de un problema compu-
tacional, queremos ahora definir la complejidad computacional de un problema. Uno
de los conceptos principales de toda la teoria de complejidad computacional es que
en ultima instancia la complejidad de un problema siempre sera la complejidad del
mejor algoritmo que lo resuelve. Ademas todo este andlisis de complejidad en fun-
ciones, puede ser trasladado a una mdaquina de Turing, ya que como hemos visto
anteriormente, en el caso de la complejidad temporal podemos establecer una re-
lacién entre el tamano de la entrada y la complejidad de esta. Por otro lado, para
la complejidad espacial de una maquina de Turing solamente tenemos que tener en
cuenta el nimero de celdas que se usan durante la computacion.
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Capitulo 4

Clase de complejidad P

Uno de los puntos clave de la teoria de la complejidad computacional es el estudio
de qué problemas se pueden resolver en un tiempo eficiente. Si agrupamos todos estos
problemas que pueden ser resueltos de manera eficiente, es decir, que invertir tiempo
y recursos en ello sea algo con sentido, obtenemos la clase de complejidad P.

4.1. Descripcion de la clase de complejidad P

La clase de complejidad P consiste en todos los problemas de decisiéon que pueden
ser resueltos por un maquina de Turing determinista de una cinta en un tiempo
polinomial, dicho de una manera formal [13]:

P = Tiempo(n*)
k

donde Tiempo(n*) son todos aquellos problema que se pueden solucionar en O(n).

P juega un papel fundamental en la teoria de complejidad computacional debido
a que se identifica con todos aquellos problemas que pueden ser resueltos eficien-
temente, mientras que aquellos que no estan en P se considera que no se pueden
resolver eficientemente. Ademads de esto, conocer la constante k, nos permite saber
si la resolucion de dicho problema se puede lograr en un tiempo practico, para el
que merezca la pena gastar tiempo y recursos, o si simplemente, aunque el problema
se pueda resolver, tardaria demasiado tiempo y consumiria una cantidad demasiado
grande de recursos.

4.2. Ejemplos de problemas en P

Un ejemplo de problema de la clase P es el utilizado anteriormente en el apartado
3.3, decidir si un nimero es o no palindromo, ya que como hemos visto, su comple-
jidad es O(n?), por lo que cumple con la definicién de P para k = 2. A continuacién
vamos a ver en detalle las demostraciones de por qué varios problemas pertenecen
a la clase P:

4.2.1. PATH

Este problema consiste en decidir si un grafo tiene un camino que una dos vértices
seleccionados. Para la entrada (G, s,t) donde G es un grafo dirigido G(V, E) y
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s,t € V, jexiste un camino en el grafo en el que saliendo de s podamos llegar a t7
Pongamos que G tiene un niimero n de vértices, entre los que se encuentran s y t, en
este caso el nimero maximo de caminos que puede haber es de n”, mientras que la
complejidad que se necesita para comprobar si un camino es el que buscamos, es de
O(n), ya que solamente tendria que recorrer la lista de vértices una vez. Por ello si
aplicamos un algoritmo de fuerza bruta, no podriamos decir que PATH € P. Pero
esto no quiere decir que PATH ¢ P, sino que simplemente este algoritmo de fuerza
bruta no demuestra PATH € P. Vamos a ver qué pasaria con un algoritmo mas
eficiente: Breath Fisrt Search. Para ello, vamos a ver cémo seria el pseudocddigo de
dicho algoritmo, y estudiar tanto la complejidad de sus partes como la total.

Crear una lista vacia B
Marcar s como visitado y meter en B todos sus adyacentes //O(n)

Mientras B no sea vacio //0(n)
Sacar un nodo a de B //0(1)

Si a no esta marcado //0(1)
Marcar //0(1)

Meter en B todos sus adyacentes no marcados //0(n)

Si t esta marcado //0(1)

existe camino

Debido a que con este algoritmo solamente tenemos que visitar cada vértice una
tinica vez, la complejidad del algoritmo serd de O(n?), por lo que podemos afirmar

PATH € P.

4.2.2. Dijsktra

En algunos problemas de optimizacién también hay casos en los que se puede
evitar la fuerza bruta. El algoritmo de Dijkstra, aplicado para la resolucion del
problema del camino minimo, consiste en un algoritmo que calcula el recorrido mas
corto desde un vértice de un grafo a todos los demas vértices de este. Debe su nombre
Edsger Dijkstra, quien lo publicé en 1959. La implementacion de este algoritmo seria:

Nodo inicial A //0(1)
Vector de costes D //0(1)
Vector de nodos no visitados NV //0(1)
Mientras NV no este vacio { //0(n)
Seleccionar el nodo B mas cercano a A y quitarlo de NV. //O(1)
Para cada nodo C adyacente a B //0(n)
Actualizar D, si la suma de la distancia de A a B,
y la de B a C, es menor que A a C. //0(1)

En este algoritmo, solo tenemos que visitar cada nodo una vez, y dentro de ese
nodo, como mucho tendremos que visitar el resto de nodos una tinica vez, por lo que
la complejidad del algoritmo de Dijkstra es O(n?).

La existencia de ejemplos como el que acabamos de ver nos motiva a hacernos la

pregunta si siempre podemos evitar la fuerza bruta. Veamos en el siguiente apartado
si esto es posible.
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Capitulo 5

Clase de complejidad NP

Como hemos visto en el apartado anterior, para algunos problemas podemos
evitar algoritmos de fuerza bruta y utilizar soluciones polinomiales, pero esto no
siempre es posible. Hoy en dia no conocemos por qué no se ha podido encontrar una
solucién polinomial a todos los problemas computacionales , si bien tienen una que
aun no ha sido encontrada, o si simplemente esta no existe.

5.1. Descripcién de la clase de complejidad NP

NP es la clase de problemas de decisién que pueden ser verificados en un tiempo
polinomial, lo que quiere decir que tiene un verificador que se ejecuta en un tiempo
polinomial. Este verificador consiste en un algoritmo que toma una instancia del
problema original junto con una posible solucién como informacién adicional llama-
da prueba o certificado. Este algoritmo verifica si la solucién es correcta o no [13]. Es
decir, un verificador para un problema P es un algoritmo V tal que, si la respuesta
de una instancia w de P es positiva, entonces existe una palabra c tal que V acepta
cuando se le da la entrada w y c¢. Ademas, si la respuesta de w es negativa, entonces
V no aceptard ninguna entrada ( w,c ). Podemos ver un ejemplo menos abstracto
de qué es un verificador en el apartado 5.3.

El nombre NP viene del término titempo Polinomial No-determinista, ya
que otra definicién de NP es aquellos problemas que pueden ser decididos por una
maquina de Turing no determinista en un tiempo polinomial. Vamos a demostrar
que ambas definiciones de NP son equivalentes:

Sea A un problema de NP. Vamos a demostrar que, a su vez, A es decidible en
tiempo polinomial por una maquina de Turing no determinista N. V es el verificador
polinomial de A que existe por definicion de NP. Asumamos ahora que V es una
maquina de Turing que se ejecuta en un tiempo n* y construyamos N de la siguiente
manera;

Cuando N se ejecuta con una entrada w de tamano n, hace lo siguiente:

1. De manera no determinista selecciona la palabra ¢ de longitud como mucho

n*.

2. Ejecuta V para la entrada (w, c).

3. Si V acepta, acepta, si no, rechaza.
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Lo que esto quiere decir, es que, si tenemos un verificador, podemos construir una
maquina de Turing no determinista que compruebe todos los posibles certificados o
pruebas en paralelo y acepta si al menos una de las ramas acepta.

Para demostrar la otra direccién del teorema, asumamos que A es decidido en un
tiempo polinomial por una maquina de Turing no determinista N y construyamos
el verificador en tiempo polinomial V de la siguiente manera:

Cuando V recibe la entrada (w, ¢}, donde w y ¢ son palabras, hace lo siguiente:

1. Simula la ejecucion de N con entrada w. Cada vez que tiene que tomar una
decision no determinista, usa un bit de ¢ para elegir una de las opciones. Esto
creara una unica rama de la computacién de N para cada posible c.

2. Si esta rama de N acepta, acepta; si no, rechaza [13].

Lo que quiere decir que, si tenemos una maquina no determinista, sabemos que
para que esta acepte tenemos que tener una secuencia de elecciones (rama) que
llevan hasta ese estado en el que acepta. En este caso el verificador es una maquina
de Turing que simula la maquina previamente nombrada, mientras que el certificado
no es mas que la secuencia de decisiones que ha tenido que tomar la maquina para
llegar a aceptar.

La clase NP es muy importante porque en ella se encuentran problemas de una
gran relevancia practica y tedrica, como los que veremos en el apartado 6.4.

5.2. Significado e implicaciones de la conjetura P
= NP

Existen un montén de problemas como los que veremos en los siguientes apar-
tados, como el problema de la satisfabilidad (SAT) que son miembros de NP, pero
no sabemos si son o no miembros de P. El poder y la cantidad de problemas que
alberga NP puede parecer mucho mayor que el de P, pero aunque parezca dificil
de entender, estos dos podrian ser iguales, ya que hasta ahora ha sido imposible
demostrar la existencia de un problema que esté en NP pero no en P.

La pregunta de si P = NP es uno de los mayores problemas sin respuesta en toda
la rama tedrica de la computacion. Si estas clases fuesen iguales supondria que:

1. Todos los problemas que se pueden verificar en tiempo polinomial, podrian ser
resueltos en un tiempo polinomial, por lo que problemas que a dia de hoy se
consideran irresolubles debido a la complejidad y tiempo de calculo, podrian
ser resueltos, revolucionando tanto la informéatica como toda la ciencia en
general.

2. Los sistemas de seguridad informatica que tenemos a dia de hoy dejarian de ser
seguros, ya que estos se basan en la dificultad de resolver algunos problemas
de NP que no sabemos si estan en P, llamados problemas NP-completos (que
veremos en el apartado 5.4), suponiendo esto un cambio de paradigma y un
replanteamiento de todo lo establecido en este campo.
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Sabemos que todos los problemas de P estan en NP, ya que si se puede resolver un
problema en tiempo polinomial con una maquina determinista también se puede ha-
cer con una no determinista. Por ello las dos tinicas posibilidades que existen son que
P y NP sean iguales, o que P sea un subconjunto de NP, como muestra la Figura 5.1.

Figura 5.1: Conjetura P != NP

5.3. Ejemplos de verificadores

Vamos a ver con un ejemplo para entenderlo de una forma menos abstracta como
actia un verificador como los descritos al hablar de la clase NP.

Pongamos que nos dan un nimero como el 231 y nos preguntan si es factori-
zable. Sin ningin tipo de informacién adicional, una posible estrategia podria ser
hacer la raiz cuadrada de 231 (415, 19868), redondear al nimero entero menor en
valor absoluto (15) y dividir 231 entre todos los numeros desde 15 hasta 2 para
comprobar si alguno nos da resto 0. Pero si en un primer momento nos dan como
certificado adicional el nimero 11, simplemente tendremos que hacer la operacion
231/11 = 21 para asi verificar que 231 es un numero factorizable. En este caso la
prueba es el nimero 11. Por otro lado, el verificador no es mas que una maquina de
Turing que divide 231 entre 11, por lo que ahora podemos entender que la verificacion
de un problema en casos como este es un proceso sencillo con muy poca complejidad.

Ahora vamos a ver otro ejemplo de un verificador, en este caso para un problema
de un camino hamiltoniano.

Tomemos como ejemplo la Figura 3.1, donde podemos ver un grafo compuesto
por nueve nodos desde V1 hasta V9. Debido a que en este problema existen n!
secuencias de nodos que podrian ser el camino que buscamos, la cantidad total de
secuencias que deberiamos calcular si empleamos una aproximacién de fuerza bruta
es mas de 300000. Pero si al igual que en el ejemplo anterior nos dan una informacién
adicional, en este caso, la lista de nodos que debemos seguir (V1, V2, V5, V9, V8§,
V4, V7, V6, V3), solamente tendremos que comprobar que efectivamente ese camino
es hamiltoniano, lo que se puede realizar en un tiempo polinomial.
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5.4. Problemas NP-completos y NP-duros

En la década de 1970 Stephen Cook y Leonid Levin hicieron un gran avance
en la pregunta P vs NP. Este consistié en el descubrimiento de ciertos problemas
en NP cuya complejidad esta relacionada con toda la clase NP, de manera que,
si un algoritmo capaz de resolver en tiempo polinomial existia para uno de esos
problemas, todos los problemas de NP podrian ser resueltos en tiempo polinomial.
Estos problemas son los llamados NP-completos. Para un problema A:

Si A es NP-completo y A € P, entonces P = NP.

Desde un punto de vista tedrico, estos problemas ayudan a que una persona que
investiga acerca de P vs NP pueda centrarse en los problemas NP-completos, mien-
tras que desde un punto de vista practico, puede prevenir el desperdicio de recursos
en la busqueda de un algoritmo polinomial para resolver un determinado problema
[13].

Las caracteristicas que tiene que cumplir un problema B para ser considerado
NP-completo son:

1. Ser un problema de decision: La respuesta a B tiene que ser binaria, si o
no.

2. Estd en NP, es decir, la solucion puede ser verificada en un tiempo polinomial.

3. Cualquier otro problema A de NP se puede reducir en un tiempo polinomial
a B (hablaremos de qué es una reduccién enseguida).

Por otro lado, tenemos los problemas NP-duros (NP-hard), que son aquellos que
tienen por lo menos el mismo nivel de dificultad que los problemas de NP. Estos no
tienen por qué cumplir la condicién de ser verificados en tiempo polinomial, pero
si la condicion de que cualquier problema de NP pueda reducirse a un problema
NP-duro. Algunos de los problemas que se encuentran en esta clase de complejidad
son el Problema de la mochila o el Problema del viajante de comercio que veremos
con mayor detalle en el apartado 6.4.

La relacion entre estos dos tipos de problemas es que aquellos problemas de
decisiéon NP-duros que si que pueden ser verificados en un tiempo polinomial son los
problemas NP-completos. Como podemos ver en la Figura 5.2 de una manera mas
visual, estas son las 2 posibilidades que existen en cuanto a los problemas NP-duros
y NP-completos. Por un lado, si P = NP significaria que NP = NP — completo,
siendo todos ellos una parte de los problemas NP-duros. Por otro lado, si P # NP,
los problemas NP-completos no representarian todo NP, sino que solamente serian
los problemas NP-duros pertenecientes a NP
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NP-Hard

NP-Hard

) < NP-Completo X

P=NP=
NP-Completo

NP

P = NP

Figura 5.2: P, NP, NP-hard y NP-completo. [16]
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Capitulo 6

Métodos para la clasificacion de
problemas

6.1. Reducciones polinémicas

Uno de los métodos méas usados para clasificar la dificultad relativa de varios
problemas es transformar uno en una instancia de otro, de manera que podamos
aplicar algoritmos que funcionan sobre el segundo para resolver también el primero.
A esto se le conoce como reducciones. Cuando tenemos en cuenta la eficiencia de
una reduccion, siendo un problema A reducible en un tiempo eficiente a B, una
solucion en un tiempo eficiente de B puede ser utilizada para solucionar A en un
tiempo eficiente. Si cambiamos eficiente por polinomial, nos encontramos por las
llamadas reducciones polinémicas. Se dice que un problema A es reducible en tiempo
polinomial a un problema B, escrito como A <, B, si existe una funcién f tal que
para todo w se cumple que

we A = f(w) € B,
y f se puede calcular en tiempo polinomial. Lo que estamos haciendo es transformar

mediante f instancias w del problema A en instancias f(w) del problema B. Adema4s,

[19=eb]

la instancia w de A tiene solucién positiva (respuesta “si”) si y sélo si la instancia
f(w) de B tiene respuesta positiva.

Figura 6.1: Reduccién polinomial de A a B

6.2. Ejemplos de reducciones comunes

6.2.1. SAT

El problema de la satisfabilidad booleana es uno de los problemas mas importante
de toda la teoria de complejidad, siendo este el primero en ser identificado como parte
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de la clase de problemas NP-completos. SAT consiste en el problema de saber si en
una expresion booleana con n variables, hay algin valor de estas que haga verdadera
a la expresion. El teorema Cook-Levin, que veremos en el apartado 6.3, demuestra
que SAT pertenece a la clase de problemas NP-completos. A continuacién vamos a
ver diferentes variantes de SAT que nos ayudaran a entender mejor de qué se trata
este problema.

6.2.2. CIRCUIT-SAT

Pongamos como ejemplo a seguir durante todas las instancias de SAT la expresion
((x1 AN xo) A (9 V x3) V (—(21 A 22))) . Esta puede representarse como un circuito
booleano C, siendo este un grafo aciclico dirigido, con un nimero n de entradas
T1, ..., Ty, €0 este caso xy, Ta, x3, como podemos ver en la Figura 6.2. C tiene una
unica salida, representada por el nodo que carece de flecha de salida.

Figura 6.2: circuito C

C representa una funciéon booleana f., que mapea n entradas, en este caso 3, en
una Unica salida.

fe:{0,1}» —{0,1}

El problema CIRCUIT-SAT consiste en, dado un circuito C, determinar si hay
alguna combinacién de entradas que hagan que la salida sea TRUE. Para resolver
este problema la mejor opcién que tenemos a dia de hoy es usar un algoritmo de
fuerza bruta que compruebe todas las posibles combinaciones de valores, con una
complejidad que puede ser exponencial en la entrada. En caso de que CIRCUIT-
SAT € P, podriamos afirmar que P = NP ya que se sabe que este es un problema
NP-completo.

6.2.3. FORMULA-SAT

Otra de las variantes de SAT es FORMULA-SAT, problema que consiste en
un tipo de CIRCUIT-SAT en el que dada una férmula en la que todos los nodos
tiene una tnica salida, se busca determinar una asignacién de variables que haga
la féormula verdadera. Debido a esto, no podemos reutilizar expresiones como en
CIRCUIT-SAT, por lo que la representacién del ejemplo del problema anterior seria:

((ZL’l A ZEQ) A\ (Ig V J]g) V (_|<J]1 A ZL’Q)))

34



6.2.4. CNF-SAT

El problema Forma Normal Conjuntiva - SAT (Conjuntive Normal Form - SAT)
es una simplificacién de FORMULA-SAT, donde la estructura de la férmula es una
secuencia de clausulas o sus negaciones, que consisten en secuencias de variables
unidas por OR, todas ellas unidas por AND, donde al igual que en los ejemplos
anteriores se busca una asignacion de las variables que haga la féormula verdadera.
Una férmula en CNF seria, por ejemplo:

(I’l V ZL‘Q) VAN (lL’Q V T3 V 1'4)

6.2.5. K-SAT

K-SAT es un caso especial de CNF-SAT, donde todas las cldusulas tienen como
mucho un numero k de variables. Por ejemplo, una instancia de 2-SAT seria:

(1 V 22) A (22 V x3)

6.2.6. 3-SAT

Este es un caso especial de K-SAT, donde todas las clausulas tienen como mucho
3 variables. Por ejemplo, podriamos tener:

(l‘l \/IQ \/173) VAN (ZE4\/I5 Vl’ﬁ)

De la misma forma que hemos visto en instancias anteriores de SAT, intentar
resolver este problema con un algoritmo de fuerza bruta tendria una complejidad
de O(2"). Sin embargo, existe un algoritmo capaz de resolver 3-SAT en un tiempo
0O(1,34"™), descubierto por Uwe Schéning [12]. Este sigue sin ser un tiempo polinomial
pero es mucho mejor que el tiempo O(2") que se tardaria en resolverlo con fuerza
bruta. El algoritmo de Schoning consiste en:

Asignar de manera aleatoria valores a las variables
Mientras no hayamos encontrado una asignacion que satisfaga
la formula{

Evaluar la formula con los valores actuales

Si la formula es correcta{
Devolver los wvalores actuales
}

Si no es correcta({
Elegir aleatoriamente una de las clausulas erroneas
Elegir aleatoriamente un literal de esa clausula y
cambiar su valor

}

Si no se encuentra solucion despues de un numero determinado
de iteraciones se asume que la formula no es satisfacible
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Este es un algoritmo aleatorio, por lo que no puede ser implementado por una
maquina determinista. Adema&s este tiene una cierta probabilidad de error que se
puede hacer tan baja como se desee aumentando el nimero de iteraciones.

6.3. Teorema de Cook-Levin

Como ya habiamos mencionado anteriormente, el teorema Cook-Levin demuestra
que SAT es NP-completo. Para probarlo, necesitamos demostrar que todo problema
de NP es reducible en tiempo polinémico a SAT. Obviamente hay una cantidad
infinita de problemas en NP, por lo que no se puede mostrar haciendo una reduccién
polinémica de todos ellos por separado. La tnica informacién que poseemos es que
B € NP, por lo que sabemos que B tiene una maquina de Turing no-determinista
capaz de resolverlo en un tiempo polinomial O(n*). Sabiendo también que la reduc-
cién tiene que ser w € B <= f(w) € SAT, significa que tenemos que demostrar
la existencia de una férmula f(w) que, de alguna forma, simula a la maquina de
Turing. Vamos a representar la reduccién con la tabla de la Figura 6.3 [13].

A
# ql wi w2 wn # Configuracion 1

# # Configuracion 2

# # Configuracion n*

Y
Y

Figura 6.3: Reducciéon

En este cuadro, cada fila representa una posible configuraciéon de la maquina
de Turing. En ellas, se representan los simbolos que se encuentran en las celdas de
la maquina junto con el estado en el que se encuentra la mdaquina, que se coloca
justo a la izquierda del simbolo que estd leyendo. La primera fila representa el
estado inicial de la maquina, mientras que la ultima, representa un estado en el
que la maquina acepta. Como este cuadro es una representacién de la férmula que
queremos encontrar, vamos a definir las caracteristicas de este como la férmula que
queremos:

= ¢;: Cada casilla de la tabla tiene exactamente un valor.
= ¢o: La primera fila es el estado inicial de la maquina.

= ¢3: La ultima fila es un estado en el que acepta.

s ¢4 Cada fila cede el paso a la siguiente.

De manera que la formula que buscamos seria:
O=P1 NP2 NP3\ @y
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En primer lugar vamos a codificar las variables que representan los valores que
pueden aparecer en el cuadro como: z;;,, donde ¢ representa la fila, 7 la columna,
y s el valor en esa determinada posicién. Vamos ahora a completar cada una de las
partes de esta férmula [14]:

= ¢;: Para codificar que cada casilla tiene un tnico valor, tenemos que com-
probar todas las filas y columnas entre 1 y n*, haciendo un AND para todas
ellas (A, i <n+)- Para cada una de estas casillas, tenemos que comprobar que
tiene exactamente un valor. Para ello vamos a comprobar que tiene por lo me-
nos un valor con un OR que compruebe todos los valores posibles que puede
tomar la casilla correspondiente (C), ya que con que una de estos posibles
valores coincida, esta parte de la férmula se cumplira ( \/ . % s ). Por otro
lado tenemos que comprobar que no tiene 2 valores, iterando todos los po-
sibles pares de valores diferentes, asegurando que estos no estan asignados a
la vez (A, jecep(T%igs V 7Tije)). Juntando todo esto, obtenemos la siguiente
formula:

=N\ (Vo)A N\ Gz Vi) (6.1)

1<i,j<nk seC s,teCs#t

» ¢9: Para comprobar que la primera fila es el estado inicial de la maquina,
tenemos que asegurarnos que cumple con la forma que hemos determinado en
la Figura 6.3. Esta tiene que comenzar por # (x114), seguida de qo (z1,2,,),
seguida de la entrada (w) de la maquina (134, A ... A 142w, ), seguida de
espacios en blanco (1,43 A ... A@y,._1_), y terminar con # (21, 4 ).

¢2 =T1,1,# /\xl,lqo/\xl,&wl /\'“/\xl,n+2,wn/\xl,n+3,f/\“’/\xl,nk—l,,/\xl,nk,# (62)

= ¢3: En este caso, la tnica condicion que se debe cumplir es que en algiin punto
de la fila haya un estado guecept- Esto no quiere decir que tenga que ser la
ultima fila de la tabla, sino la ultima fila que representa a la maquina de
Turing, pudiendo ser esta cualquier fila de la tabla.

¢3 - \/ xiuj,‘]accept (63)

1<i j<nk

= ¢4 Que cada fila ceda paso a la siguiente, significa que la fila n y la fila n41,
tienen que ser iguales, salvo por exactamente una ventana, la que codifica
una transiciéon valida de la maquina de Turing. Podemos ver el ejemplo de una
ventana en la Figura 6.4, donde se produce una transicién en la que la maquina
se mueve a la izquierda, cambia de ¢; a ¢ y escribe una c. Para comprobar que
esto es verdadero en toda la tabla, tenemos que recorrer esta (Algm-gnk), y
comprobar cada una de las posible ventanas de 2x3 (Val,...,% (@i j—1,a1 NTijag N

Tijitas N Titlj-las A Tigljas N Titljilag))-

b1= N (V @10 Tijan AT 105 ATie1j1as ATit1jas ATig1+1.a5))
1§z,]§nk at,...,a6

(6.4)
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Q2 a C

Figura 6.4: Ventana 2x3

La férmula final que obtendriamos y que simularia la maquina de Turing no-
determinista, seria:

o=0 N\ (Vwiz) A N (i v-zg))) N\

1<i,j<nk s€C s,teCst

(xl,l,# A X1,2,q0 A X1,3w; VANRVAN T1,n+2,wn N T1n+3,- VANRVAN 951,nk'71,, A xl’nk7#) /\

( \/ ‘/Ei’j’qaccept) /\

1<i,j<nk

(A (V @imran ATigas A Tijiras A Tistjtan A Tistjas A Tivtj+1a))

1<i,j<nk a1,...,a6

Habiendo demostrado la existencia de la férmula que se puede hallar en tiempo
polinomial que simula la méquina de Turing, y que demuestra la veracidad de que
para todo B € NP, se verifica que B <, SAT, podemos afirmar que SAT es
NP — completo.

6.4. Problemas NP-completos y NP-duros clasi-
cos

En este apartado vamos a ver a fondo algunos de los ejemplos méas comunes de
los problemas NP-completos y NP-duros.

6.4.1. Problema del cubrimiento de conjuntos

El problema del cubrimiento de conjuntos, también conocido como SCP (Set
Covering Problem) es uno de los problemas clédsicos del campo de la complejidad
computacional que ha permitido el desarrollo de técnicas fundamentales para todo
lo relacionado con los algoritmos de aproximacién. Este problema se formula de la
siguiente manera:

Dado un conjunto de elementos {1,...,m} (universo) y n conjuntos cuya unién
comprende el universo, jcual es el menor niimero de conjuntos cuya unién ain con-
tiene todos los elementos del universo? En el universo U = {6,7,8,9} y los conjuntos
S = {{6,7},{7,8,9},{8,9}}, la unién de todos los conjuntos de S contiene a todo
U, pero podemos cubrir todos los elementos de U, simplemente con los conjuntos
{6,7} v {8,9}. Formulando el problema de una manera formal tenemos que para
un universo 4 y la familia S de subconjuntos de & una cobertura es una subfamilia
C C S de subconjuntos cuya unién es U, ¢(S) es el costo asociado al subconjunto S
y xs una variable binaria que indica si S estda o no en la solucién, donde buscamos:

s Minimizar el coste total
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Z c(S)zs (6.5)

Ses

» Cumpliendo que se cubran todos los elementos del universo:

d ws>1Vecl (6.6)
S:eeS

6.4.2. Problema de la mochila

El problema de la mochila, también conocido como KP (Knapsack Problem),
es un problema de optimizacién combinatoria, en el que se modela una situacién
en la que al llenar una mochila capaz de soportar un peso determinado se debe
maximizar el valor total de los objetos introducidos en esta, sin exceder el peso
maximo. Definamos el problema en funcién de los siguientes parametros:

Conjunto de n articulos.

= 1,2, ...,n

El peso de cada articulo viene dado por un nimero w;

El valor de cada articulo viene dado por un nimero p;

LA capacidad de la mochila viene dada por un nimero ¢

Para resolver este problema lo que necesitamos es:

Representaremos la decisién de si incluir el articulo j dentro de la mochila me-
diante la variable booleana z;. Si z; = 1, meteremos el articulo y lo dejaremos
fuera si z; = 0.

Maximizar el valor de todos los articulos seleccionados:

> pia; (6.7)
j=1

= De manera que la suma de los pesos no exceda el peso de la mochila:

ijmj <c (6.8)
=1

Este problema tiene una gran cantidad de aplicaciones como el uso de conte-
nedores en aduanas, donde se envian objetos de diferentes tamanos y pesos que
aportan diferentes beneficios. También puede ser muy 1til en todo lo relacionado
con la planificacion de recursos, donde aquellos bienes limitados como la mano de
obra, equipamiento o fondos, deben ser utilizados de la manera mas eficiente posible
[4].

39



6.4.3. Problema del viajante de comercio

El problema del viajante de comercio, Travelling Salesman Problem (TSP) en
inglés, consiste en el problema de un comerciante que desea recorrer una serie de
ciudades, visitar cada una exactamente una vez, volver al punto de partida, y mini-
mizar la distancia recorrida.

La cantidad de rutas que se pueden tomar en un grafo con n elementos es de n!.
Teniendo en cuenta que como teniendo una ruta no nos importa el punto de partida,
y tampoco la direccién de esta, el problema queda reducido a (n-1)!/2. Aun asi, el
nimero de caminos posibles para un problema con 9 ciudades seria de 20160 y crece
desorbitadamente con el nimero de ciudades.

Vamos a formular este problema de manera algebraica. Sea G' = (N, A) un grafo
completo, donde N es el conjunto de nodos y A es conjunto de arcos. Consideremos
al nodo 1 como el punto de partida, mientras que los nodos 2, ...,n, son todos los
que tendremos que visitar. A cada arco (¢,7) se le asocia un valor no negativo d; ;
. Definiendo las variables binarias de decisiéon x; j, que toman valor 1 o 0 si es arco
(1, 7) estd o no en la solucién, tenemos la funcién de coste que representa al problema:

Z Z dm%@j (69)
]

Tenemos que imponer la restriccion de que de cada vértice i solo puede salir un arco
que llegue al vértice j:

in,j =1 (6.10)

Y también a la restriccion de que de cada vértice 5 solo puede salir un arco que
llegue al vértice i:

Sy =1 (6.11)
J

Pero estas restricciones no son suficientes, ya que no impiden la existencia de subcir-
cuitos, de los que podemos ver un ejemplo en la Figura 6.5. Para evitar la formacién
de estos podemos anadir una restriccién que obligue a que haya al menos un arco
saliente de cada subtour [11]:

> 4, 21LVSCN/S#¢,S#N (6.12)

1€S5,5¢S

Figura 6.5: Formacion de subcircuitos

Como es de suponer, este problema tiene aplicaciones en todo lo relacionado con:
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» Logistica y distribucion, donde la buena planificacién de rutas puede sig-
nificar un ahorro de millones de euros.

= Rutas de transporte publico, el TSP se utiliza para minimizar gasto, tanto
de tiempo como de recursos en las rutas de metros, trenes o autobuses.

= Circuitos electronicos, en el diseno de estos circuitos, asi como en la dispo-
sicion de los diferentes componente, el TSP se puede utilizar para mejorar su
eficiencia.

= ADN y proteinas, también nos encontramos con ejemplos de este problema
en el mundo la biologia, donde problemas relacionados con la busqueda de
secuencias de aminoécidos, pueden ser resueltos gracias al TSP.

6.4.4. Problema de coloreado de grafos

El coloreado de grafos es un caso especial del problema denominado como etique-
tado de grafos. Este consiste en colorear todos los vértices de un grafo, de manera
que ningun par de vértices adyacentes tenga el mismo color. Esto tiene su origen en
la coloracién de mapas, concretamente cuando el matemaético inglés Francis Guthrie
postuld la conjetura de los cuatro colores al intentar colorear un mapa de Inglaterra,
déandose cuenta que cuatro colores eran suficientes para colorear todas las regiones
sin que dos adyacente compartiesen color. En este problema, saber si un grafo puede
ser coloreado por 2 colores es un problema de P, ya que para ello solo necesitamos
comprobar si tiene algin ciclo de longitud impar. El algoritmo para resolver este
problema no es mas que:

1. Dar un color 1 al nodo inicial.
2. Dar un color 2 a sus nodos adyacentes
3. Para cada nivel de nodo vecino, cambiar de color entre 1 y 2.

4. Si a un nodo se le asignan ambos colores, el grafo no se puede colorear con dos
colores.

En cambio, comprobar si un grafo puede ser coloreado por 3 colores es un problema
NP-completo.

Para saber como un grafo puede ser o no coloreado, podemos usar conceptos
cémo el polinomio cromatico, que cuenta las diferentes formas en que puede ser
coleado un grafo dado un ntimero de colores. El polinomio cromético consiste en
una funcién p(G,t) que varia en base al grafo que intentemos colorear, donde ¢ es el
nimero de colores que vamos a usar para el coloreado del grafo GG. Algunos ejemplos
de polinomios crométicos son los siguientes:

» Grafo completo de n vértices: P(G,t) =t(t —1)(t — 2)...(t — (n — 1))

En este ejemplo tomamos un grado en el que todos los vértices estan conectados
entre si. Para un grafo de 4 vértices, si intentamos colorearlo con 3 colores
tenemos que P(G,3) =3(3—1)(3—2)(3 —3) =0, por lo que no serfa posible
colorearlo. En cambio si en lugar de 3 intentamos utilizar 4 colores, obtenemos
P(G,4) =4(4—1)(4—2)(4—3) = 24, lo que quiere decir que existen 24 formas
diferentes de colorear este grafo con 4 colores. La Figura 6.6 muestra uno de
los posibles coloreados.
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Figura 6.6: Coloreado de grafo completo

= Arbol de n vértices: P(G,t) = t(t — 1)"!
En este caso, vamos a tomar un arbol de 5 vértices. En primer lugar si intenta-
mos colorearlo con un color, tenemos que P(G,1) = 1(1—1)°"! = 0, por lo que
claramente no es posible, pero si tan solo anadimos un color mas, el resultado
es de P(G,2) =2(2 — 1)1 =2, ya que en este caso solamente necesitamos 2
colores para colorear el grafo como podemos ver en la Figura 6.7.

Figura 6.7: Coloreado de arbol

» Ciclo: P(G,t)=(t—1)"+ (-1)"(t—1)

En este ultimo caso, la tinica diferencia que encontramos es que si un ciclo tiene
un ntmero par de nodos, 2 colores seran suficientes, ya que para un ciclo de 6
nodos tenemos que P(G,2) = (2 —1)% 4 (—1)%(2 — 1) = 2 como podemos ver
en la Figura 6.8. En cambio si el ciclo tiene un niimero impar de nodos, no sera
posible colorearlo con inicamente 2 colores. Si cambiamos el ejemplo anterior
por un grafo con 5 nodos vemos que P(G,2) = (2—1)°+(—1)*(2—1) = 0, por lo
que este grafo necesita al menos 3 colores P(G,3) = (3—1)°+(—1)5(3—1) = 33,
como nos muestra la Figura 6.9.

Como en el resto de los problemas que hemos visto, este no solo representa un
problema abstracto, sino que tienen un montén de aplicaciones practicas:

» Distribucién de asientos: desde la planificacion del posicionamiento de los
invitados en el banquete de una boda, hasta la distribucién de alimentos en
una comida, son problemas que se pueden modelar y solucionar con la ayuda
del problema de coloreado de grafos o derivados.
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Figura 6.8: Coloreado de ciclo par

Figura 6.9: Coloreado de ciclo impar

= Distribucién de horarios: el coloreado de grafos puede ser aplicado a la
organizacion de horarios, tanto en centros educativos como universidades, ins-
titutos o colegios, como en cualquier tipo de ambito que necesite una organi-
zacion similar.

6.4.5. Problemas de decisién asociados

Aparte de ser problemas NP-duros, todos estos ejemplos que hemos visto tienen
algo més en comun, que todos ellos son problemas de optimizacién, ya que en todos
se busca resolver un problema de la mejor manera posible. Pero lo interesante es que
todos tienen un problema de decisién asociado, de manera que si fuésemos capaces de
demostrar que este problema esta en P, seguramente el problema de optimizaciéon
tenga un algoritmo capaz de resolverlo en un tiempo polinomial. Veamos cuales
serfan los problemas de decisién equivalentes para cada uno de los vistos:

= Cubrimiento de conjuntos: ;Existe algiin cubrimiento que tenga X conjun-
tos o menos?

= Mochila: ;Puedo conseguir un valor mayor que X en la mochila sin exceder
el peso maximo?

= Viajante de comercio: ;En este grafo hay algiin camino con un coste menor
que X7

= Coloreado de grafos: ;Es posible colorear un determinado grafo con X co-
lores?

De esta manera, tenemos una relacion entre problemas de decisién y problemas
de optimizacion y podemos estudiar estos ultimos mediante técnicas desarrolladas
para trabajar con problemas de decisién y con las clases P y NP en particular.
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Capitulo 7

Algoritmos aproximados

Retomando la pregunta que nos haciamos al final del apartado 4, a dia de hoy
no tenemos una forma de siempre evitar la fuerza bruta en la resolucion de ciertos
problemas. De hecho, aunque no sabemos si se puede demostrar, creemos que ni
siquiera existe una forma de evitarla. Es por eso que la mejor opcién que tenemos a
dia de hoy son los algoritmos de aproximacién.

7.1. Definicion

Un algoritmo de aproximacion es aquel que consigue una solucion no necesaria-
mente 6ptima en un tiempo polinomial para problemas de la clase de complejidad
NP. Estos algoritmos de aproximacién nos proporcionan, en muchos casos, soluciones
suficientemente buenas para ser utilizados de forma practica, aunque no se pueda
garantizar que nos estén dando la solucion éptima.

7.2. Ejemplos

A continuacién vamos a ver algunos ejemplos de algoritmos aproximados.

7.2.1. Viajante de comercio

Vamos a tomar el diagrama de la Figura 7.1 como base para ver como se comporta
un algoritmo aproximado para el problema del viajante de comercio.

Figura 7.1: Ejemplo de problema del viajante de comercio
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Un posible algoritmo aproximado seria el siguiente, conocido como el algoritmo
del vecino mas cercano:

1. Tomar un nodo S al azar del grafo
2. A partir de S, seleccionar el nodo mas cercano y movernos a €l

3. Continuar seleccionando el nodo mas cercano no visitado, hasta que todos
estén seleccionados

4. Una vez que hayas visitado todos los nodos, vuelve al nodo inicial para com-
pletar el ciclo

Con este algoritmo el camino que nos quedaria seria el de la Figura 7.2, donde
se ha marcado en los nodos el orden en que se visita cada uno de ellos. Pese a que
no se puede garantizar que la solucion obtenida con este algoritmo sea la 6ptima,
podemos decir que serd una solucién préctica, facil de implementar y rapida.

Figura 7.2: Viajante de comercio resuelto

7.2.2. K-SAT

Para el problema ya visto en el apartado 6.2.5 podemos utilizar el algoritmo de
busqueda aleatoria:

1. Seleccionar una asignacién aleatoria para las n variables booleanas de la férmu-
la.

2. Evaluar las clausulas que se satisfacen con los valores actuales.
3. Durante un nuimero X de iteraciones

a) Realizar un cambio aleatorio en una variable.
b) Si el nimero de clausulas que se satisfacen aumenta, guardar el cambio.

¢) Si no, borrar el cambio

4. Si no se encuentra una asignacién de valores en X iteraciones, asumir que la
formula no es satisfacible.
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7.2.3. Max-SAT

Este problema consiste en encontrar una asignacion de valores que maximice el
nimero de cldusulas satisfacibles en una férmula en CNF ¢. Si M (¢) es el nimero de
clausulas satisfacibles, el problema de decisién con el que nos encontramos es el de
determinar si M(¢) > K para una K dada. Como este problema es NP-completo, ya
que podemos hacer una reduccién a SAT igualando K al nimero total de clausulas.
Vamos a buscar un algoritmo de aproximacion que lo resuelva. Este consiste en:

1. Asignar falso a todas las variables.

2. Contar el namero de clausulas verdaderas como mg
3. Asignar verdadero a todas las variables.

4. Contar el numero de clausulas verdaderas como m;

5. Devolver la mejor de las 2 soluciones

Este algoritmo es uno de los denominados de 2-aproximacién, ya que nos garan-
tiza que la solucién serd como mucho 2 veces peor que la éptima. Esto se debe a
que cualquier clausula que no sea verdadera al asignar todos los valores a verdadero,
lo sera al asignarlos a falso. Para demostrarlo, digamos que ¢ tiene un total de a
clausulas. Debido a esto M (¢) < a. Por otro lado mg+my > a, ya que puede existir
alguna clausula que siempre se cumpla. Al mismo tiempo, sabiendo esto tenemos
que MaX;,,m, > a/2, ya que por lo menos una tiene que cubrir la mitad de las
clausulas. Juntando esto con la primera parte de la demostracién, obtenemos que

a/2 > M(¢)/2 [3].

Este es un algoritmo determinista, pero también existe un algoritmo probabilisti-
co para Max-SAT, que simplemente consiste en seleccionar al azar el valor de cada
variable. Se puede demostrar que, en media, se satisfardn al menos (28 — 1)/2*
cldusulas del nimero total. Por ejemplo, para 3 clausulas se satisfacen de media 7/8
del total de clausulas que se pueden satisfacer.

7.3. Garantias de comportamiento

La pregunta que surge ahora es la de qué tan lejos de la solucién éptima estan
estos algoritmos aproximados. Para estudiarlo, existen las denominadas garantias
de comportamiento, que no son mas que una promesa o una manera de asegurar
que algoritmo tendrd un rendimiento minimo. En un algoritmo de aproximacion P,
el valor a de la solucion obtenida por P no sera mayor que un factor p, conocido
como garantia de comportamiento relativo, multiplicado por la solucién 6ptima s:

s<a<ps (7.1)

Por otro lado, el radio de comportamiento absoluto P4, no es méas que una relacién
entre la solucién obtenida y la optima, de un algoritmo de aproximacion A. Siendo
I una instancia del problema, R4([) la garantia de comportamiento de Aen I,y r
el radio de aproximacién, tenemos que:

Py =inf{r > 1Ra(I) <r,VI} (7.2)
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De una manera visual, podemos apreciar en la Figura 7.3 si una solucién es sufien-
temente buena, si esta estd lo necesariamente cerca de la solucién éptima.

Solucion

optima s r
Soluciones
seleccionadas
por el .
algoritmo O
aproximado
Ofras

soluciones

Figura 7.3: Garantia de comportamiento

Para el algoritmo determinista visto en el apartado 7.2.3, el radio de comporta-
miento seria de 2 para el algoritmo determinista, ya que nos asegura que la solucién
serd como mucho 2 veces peor que la 6ptima.

47



Capitulo 8

Temas avanzados y problemas
abiertos

La teoria de complejidad computacional no es algo estatico que lleve anos sin
tener ningiin cambio, y muchos menos es un campo del que ya se sepa todo. Por ello
los avances y las incognitas siguen estando a la orden del dia. Ademas de problemas
como P vs NP, la teoria de complejidad computacional tiene muchas de preguntas
a las que hoy en dia no se ha podido dar una respuesta. Algunos de los ejemplos de
avances y problemas que ain no se han resuelto son:

8.1. Complejidad cuantica

La conexién entre el mundo de la fisica y el de la complejidad computacional
siempre ha sido muy notoria. Por eso no es de extranar que la mecanica cuantica
comience a abrirse un hueco en este campo. Veamos algunos de las temas més
punteros e interesantes dentro de la complejidad cuantica [15].

8.1.1. Computacién cuantica en tiempo polinomial

De modo analogo a cémo hemos estudiado la clase P, que representa los pro-
blemas resolubles eficientemente con ordenadores clasicos, podriamos estudiar qué
problemas se pueden resolver en tiempo polinomial con ordenadores cudnticos. Aqui
se define la clase de complejidad BQP, que significa tiempo polinomial cuantico con
error acotado (Bounded-error Quantum Polynomial time). Un problema de decisién
pertenece a BQP si existe un algoritmo cuantico que lo resuelve en tiempo polinomial
con una probabilidad de al menos 2/3. De una manera formal, un lenguaje L parte
de BQP si solo existe una familia de circuitos cuanticos uniformemente generada en
tiempo polinomial {Q,, : n € N}, tal que:

1. Para todon € N, Q),, toma n qubits como entrada y produce 1 bit como salida.

2. Para cada z en L, Pr(Q,(z) = 1) > 2/3 (La probabilidad de que la respuesta
obtenida sea correcta para una entrada en L es mayor o igual que 2/3.)

3. Para cada x que no esté en L, Pr(Q;(z) = 0) > 2/3 (La probabilidad de que
la respuesta obtenida sea correcta para una entrada que no estd en L es mayor

o igual a 2/3.)
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8.1.2. Verificaciones de demostraciones cuanticas

Otra de las clases de complejidad cudntica es QMA (quantum Merlin-Arthur), la
que es el andlogo cuantico de NP. Esta clase se basa en la idea de prueba cudntica,
un estado cuantico que hace las veces del certificado que conocemos de la definicién
de NP. La definiciéon de QMA es similar a NP, incluyendo los estados cuanticos:

Sea A = (A, Ayp) un problema y p un polinomio . En ese caso A € QM A, siy
solo si existe una familia de circuitos generada en tiempo polinomial @ = {Q,, : n €
N}, donde cada circuito @,, toma n qubits como input y produce una salida de un
qubit, con las siguientes propiedades:

1. Paratodo x € Aj; existe un estado cuantico r de longitud p(|z|) que Pr|Qacepta(T,7) >
2/3].

2. Paratodo z € A,, existe un estado cudntico r de longitud p(|z|) que Pr{Qaucepta(x, ) <
2/3

8.2. Conjetura de la jerarquia

Para entender esta conjetura vamos a empezar hablando de El Gran Colapso,
llamado asi porque en caso de P = NP, muchas otras clases de complejidad serian
igual a P. Una de ellas es coN P, que es la clase de complejidad de los problemas
cuyos complementarios tienen una solucién que puede ser verificada en un tiempo
polinomial. Por encima de estas existe una infinidad de clases de complejidad de las
que P y NP son solo el comienzo.

Por un lado tenemos que los problemas en NP tienen la forma 3w : B(z,w),
donde w es el certificado y B estd en P. Por otro lado, coN P tiene la forma Vw :
B(z,w). Esto se puede ver también como que NP es P con un 3 delante, y coN P,
P con un V. Con esto podemos definir clases de complejidad més elevadas en esta
jerarquia anadiendo estos cuantificadores. Para ejemplificar esto podemos usar el
problema del circuito booleano mds pequeno, que dado un circuito C' que calcula una
funcion f., pregunta si C' es el circuito mas pequeno que resuelva f.. Podemos ver
este problema como

VC' < C:3x: fu(x) # fo(x) (8.1)

donde queremos ver si para todo circuito C’ que sea menor que C, existe al menos
una entrada x para la que fo y f. se comporten diferente. Como el problema del cir-
cuito booleano mds pequeno puede ser expresado con 2 cuantificadores, un 3 dentro
de un V, decimos que estd en la clase de complejidad [ [, P. Pero para entender de
donde viene esto, tenemos que definir primero como se pueden representar todas las
clases de complejidad sin importar el nimero de cuantificadores:

En primer lugar tenemos a ), P, que es la clase de complejidad de los problemas
de la forma

A(z) = Fy1 - Yyo : Jys : ...Qui - Bz, y1, o, Yr), (8.2)

donde B € P, cada |y;| es polinomial en |z|, y @ =V o 3. De manera similar, [[, P
son aquellas con la forma

A(x) =VYyp : Jyo : Yy ...Qux : B(z,y1, -, Yk), (8.3)
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Los problemas en estas clases se asemejan a los juegos de 2 jugadores que duran
k movimientos. Por ejemplo en ajedrez, si el jugador de blancas tiene mate en 2,
significa que existe un moviendo, que para cualquier respuesta de las negras, existe
un movimiento con el que blanco da mate.

Todas estas clases de complejidad que hemos visto, forman la llamada jerarquia
polinomial, PH. Podemos definir esta como:

oo oo
pE=J)> P=UJ]]P (8.4)
k=0 k k=0 k
De la misma manera que creemos que P # N P, también creemos que las clases
> . v 11, son todas diferentes. Esto es lo que defiende la conjetura de la jerarquia, que
todas estas clases son diferentes y por lo tanto esta jerarquia no colapsa, formando
la clase PH. Juntando esta idea con la pregunta de P = NP, podemos sacar la
conclusion que si esta igualdad fuese correcta, se produciria el ya mencionado Gran
Colapso, en el que toda la jerarquia colapsaria siendo todas las clases iguales a P
[9]. Podemos ver una representacién grafica de esta idea en la Figura 8.1.

Figura 8.1: Conjetura de la jerarquia
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Capitulo 9

Caso experimiental

Para ver de una forma maés tangible y con datos reales la importancia del estudio
de la complejidad computacional, particularmente de los algoritmos aproximados,
vamos a hacer un pequeno estudio para ver las diferencias que hay entre estos al-
goritmos y los de fuerza bruta, asi como la calidad de las soluciones que estos nos
pueden aportar, y la relacion de estas con el tiempo consumido para calcularlas.

9.1. Problema del viajante de comercio

Retomando el problema visto en el apartado 6.4.3, el problema del viajante de
comercio consistia en un caso hipotético en el que un comerciante quiere visitar una
serie de ciudades recorriendo la menor distancia posible. Como también vimos en el
apartado 7.2.1 existe un algoritmo aproximado para realizar este calculo, que como
ya hemos visto consiste en tomar un nodo del grafo, seleccionar el nodo no visitado
m&s cercano y movernos a €él, repitiendo esto hasta visitar todos los nodos. Vamos
a ver a continuacion una comparativa entre este algoritmo y uno de fuerza bruta,
en el que simplemente calcularemos el camino mas corto de entre todos los posibles
que visitan todos los nodos del grafo.

Para este problema utilizamos un grafo no dirigido representado por una matriz
de dos dimensiones, en la que la celda ¢j representa la distancia entre los nodos 7 y
j. Como podemos ver en el cédigo del apéndice A.3, el grafo se genera de manera
aleatoria, con una cantidad de nodos dada en el constructor. Utilizando como base
una interfaz (mostrada en el apéndice A.5) y una clase abstracta del apéndice A.6
donde declaramos una lista con los nodos visitados y una variable con la distancia
total, creamos tanto la clase de fuerza bruta del apéndice A.8 como la clase del
algoritmo aproximado del apéndice A.7. Para la obtencion de los datos ejecutamos
la clase Main del apéndice A.9 donde se generaran grafos desde los 5 hasta los 13
nodos, cada uno de ellos 50 veces, ejecutando tanto el algoritmo de fuerza bruta
como el aproximado, guardando en un archivo el tiempo del cédlculo de cada uno
de ellos, asi como el camino calculado. Una vez se ha ejecutado todo obtenemos los
resultados que podemos ver en la tabla 9.1
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Algoritmo | Nodos | Tiempo(ms) | Desviaciéon | Ratio Desviacion
Tipica Aproximacién | Tipica
Ratio
Aproximacién

5 0,008 0,002 1,022 0,034
6 0,007 0,002 1,034 0,045
7 0,005 0,002 1,039 0,046
8 0,005 0,002 1,045 0,043

Aproximado 9 0,005 0,002 1,052 0,040
10 0,005 0,002 1,060 0,039
11 0,007 0,002 1,075 0,047
12 0,008 0,002 1,076 0,034
13 0,010 0,004 1,077 0,039
5 0,022 0,007 1,000
6 0,057 0,043 1,000
7 0,166 0,014 1,000
8 0,949 0,124 1,000

Fuerza Bruta 9 13,429 28,110 1,000
10 78,498 4,211 1,000
11 1021,885 86,079 1,000
2 12150,292 | 1167,802 1,000
13 216474,871 | 74963,767 1,000

Cuadro 9.1: Datos ejecucién TSP

Como podemos ver tanto en la tabla 9.1 como en las Figuras 9.1 y 9.2, mientras
que el tiempo medio de ejecucion del algoritmo de fuerza bruta se dispara a partir de
los 9 nodos, la media de los tiempos del algoritmo aproximado se mantiene estable
sin importar el nimero de nodos. Por otro lado, podemos apreciar que el ratio de
aproximacién medio, que como hemos visto en apartados anteriores consiste en la
relacién entre la solucion que nos da el algoritmo aproximado y la éptima, es decir,
la del algoritmo de fuerza bruta, se mantiene practicamente en 1, tan solo a unas
centésimas, lo que indica que la solucion media encontrada por este algoritmo es
casi la 6ptima. Por ello podemos decir que en este caso, para grafos mayores de 12 o
13 nodos donde la diferencia de los tiempos de espera es muchisimo mayor, recurrir
a un algoritmo aproximado podria ser una opcién mucho mejor que a una de fuerza

bruta.
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Tiempo (ms)

Ratio
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Figura 9.1: Tiempo medio TSP

Ratio de Aproximacion
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Nodos

W Aproximado M Fuerza Bruta

Figura 9.2: Ratio Aproximacién TSP
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9.2. K-SAT

Pasamos ahora a K-SAT, problema ya estudiado en el apartado 6.2.5, que con-
sistia en una instancia del problema de la satisfabilidad booleana en CNF, donde
se intenta encontrar una asignacion de valores que satisfaga una férmula booleana
con un numero K de variables en cada una de sus clausulas. Siguiendo el algoritmo
aproximado de la seccion 7.2.2, vamos a hacer una comparativa entre este y el algo-
ritmo de fuerza bruta.

En este caso utilizamos un grafo parecido al apartado anterior, pero ahora como
se puede ver en el cédigo A.4, el grafo estd representado por una matriz en la que
en el eje x aparece en numero de clausulas de la férmula, mientras que en el eje
y se tiene el nimero de variables. El algoritmo aproximado de la seccion A.7 con-
tiene el método KSAT que aplica el algoritmo previamente explicado, mientras que
el de fuerza bruta A.8 calcula todas las posibles combinaciones de variables. Para
la ejecucion y obtencion de los datos la clase Main A.10 ejecuta férmulas desde 5
hasta 16 variables, 100 veces cada una, donde para todas ellas tendremos un niimero
K = 3 de variables en cada clausula, y un nimero 4.24* nimero de variables de
clausulas, ya que existen evidencias empiricas de que este es el nimero de clasusulas
en las que el problema K-SAT resulta mas dificil de resolver. Para menor nimero
de clausulas, las formulas tienden a ser siempre satisfacibles y para mayor nimero,
siempre insatisfacibles [5].

Tanto en la tabla 9.2 como en las figura 9.3 y 9.4, vemos que en este caso el
algoritmo aproximado no se acerca tanto a la solucién 6ptima como si lo hacia el
algoritmo del problema de viajante de comercio, ya que el porcentaje de acierto o
relacién entre el nimero de formulas satisfacibles y féormulas que el algoritmo apro-
ximado encuentra como satisfacibles, es demasiado bajo para todos los nimeros de
variables, especialmente para aquellos mayores a 7. Por ello, aunque para un nimero
grande de variables el tiempo el tiempo de ejecuciéon del algoritmo de fuerza bruta
se dispara, no podriamos confiar en este algoritmo aproximado para determinar si
una féormula es satisfacible o no.

Media del Tiempo

700000,000
600000,000
— 500000,000

ms

— 400000,000
300000,000
200000,000

Tiempo

100000,000
0,000

5 6 7 8 9 100 11 12 18 14 15 16

Variables

e ADFOXiMado e Fyeza Bruta

Figura 9.3: Tiempo de ejecucién KSAT
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Porcentaje de Acierto
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Figura 9.4: Porcentaje de acierto KSAT
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Algoritmo | Variables | Tiempo(ms) | Desviaciéon | Porcentaje
Tipica Acierto
5 0,041 0,032 37,079
6 0,019 0,007 28,736
7 0,022 0,006 21,348
8 0,027 0,007 9,677
9 0,029 0,007 6,667
Aproximado 10 0,031 0,013 4,598
11 0,035 0,012 2,353
12 0,037 0,005 3,297
13 0,045 0,011 1,149
14 0,056 0,009 1,098
15 0,058 0,008 1,190
16 0,063 0,004 0
5 0,052 0,043 100,000
6 0,053 0,041 100,000
7 0,071 0,076 100,000
8 0,145 1884,786 100,000
9 0,766 4294,596 100,000
Fuerza Bruta 10 44,074 11185,187 100,000
11 435,441 23447,334 100,000
12 3421,344 34598,983 100,000
13 28080,862 | 467583,656 100,000
14 71604,077 | 1175935,588 100,000
15 107725,335 | 2414537,726 100,000
16 653913,806 | 2397156,803 100,000

Cuadro 9.2: Datos ejecucion KSAT
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Capitulo 10

Conclusiones

Como hemos comprobado y estudiado a lo largo de este trabajo, la teoria de
complejidad computacional estudia una de las preguntas mas importantes de toda
la humanidad: cémo resolver un problema de la forma més rapida y eficaz posible.
Todavia no sabemos si esto es siempre posible, y seguramente haya muchos casos
en los que no lo sea. El simple hecho de hacernos estas preguntas, investigar y acer-
carnos cada vez més a esta idea, es lo que nos ha permitido avanzar y encontrar
soluciones a muchos de estos problemas. Y aunque estas no sean perfectas, el descu-
brimiento de soluciones mas eficientes es lo que nos dice que estamos en el camino
correcto.

La teoria de la complejidad es un marco tedrico que nos permite clasificar y en-
tender problemas y algoritmos, de manera que seamos capaces de comprender las
limitaciones que hoy en dia tiene nuestra tecnologia y las dificultades inherentes en
la resolucién de ciertos problemas, pudiendo cambiar nuestros esfuerzos a nuevos
enfoques y estrategias. Pero de igual manera, visto que el estudio de la complejidad
computacional no es algo alejado de la realidad, sino que tiene innumerables apli-
caciones a nuestras vidas, con el potencial de crear nuevas tecnologias y cambiar la
forma que tenemos de interactuar con el mundo.
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Apéndice A

Cddigo del caso experimental

A.1. Interfaz Grafo

package graph;

public interface Graph {
int [][] getGraph ();

}

A.2. Clase Abstracta Grafo

package graph;

public abstract class AbstractGraph implements Graph{
protected int []|[] graph;

public void printGraph (){
System .out . println ("GRAPH:” ) ;
for(int i = 0; i < graph.length; i++){
for(int j = 0; j < graph[0].length; j++){
System.out . print (graph[i][]j]);

}
System.out.println ();
}
}
public int [][] getGraph(){
return this.graph;
}

A.3. Grafo TSP
package graph;
import java.util.x;

o8



public class GraphTSP extends AbstractGraph{
private final int MIN_LINK_VALUE = 3;
private final int MAXLINK VALUE = 6;

public GraphTSP(int nodes){
graph = new int [nodes]||
generateRandomGraph ();

Y

nodes | ;

}

protected void generateRandomGraph () {
for(int i = 0; i < graph.length; i++){
for(int j = 0; j < graph[0].length; j++){
if (graph[i][j] = 0){
int value = new Random (). nextInt (
MIN_LINK_VALUE, MAX LINK VALUE);

graph[i][j] = value;
graph[j][i] = value;

A.4. Grafo KSAT

package graph;

import java.util.HashSet;
import java.util.Random;
import java.util.Set;

public class GraphKSAT extends AbstractGraph{
private int K;

public GraphKSAT(int clauses, int variables, int K){
this.graph = new int[clauses|[variables];
this . K = K;
generateRandomGraph ();

}

private void generateRandomGraph (){
for(int i = 0; i < graph.length; i++){
Set<Integer> selectedIndices = new HashSet<>();
while (selectedIndices.size() < K) {
selectedIndices .add(
new Random ().nextInt (graph[0].length));
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for (int j = 0; j < graph|[0].length; j++) {
graph[i][j] = selectedIndices.contains(j) ?
new Random ().nextInt(2) < 0.5 7 —1 : 1 : 0;

A.5. Interfaz Algoritmo

package algorithms;
public interface Algorithm {

void TSP ();
int getTotalDistance ();
void KSAT();

boolean isSatisfied ();

A.6. Clase Abstracta Algoritmo

package algorithms;

import graph.Graph;

import java.util.ArrayList;
import java.util.List;

public abstract class AbstractAlgorithm implements Algorithm{

protected int [|[] graph;
protected List<Integer> visited = new ArrayList <>();

protected int totalDistance = 0;
protected boolean satisfied = false;

public AbstractAlgorithm (Graph g){
this.graph = g.getGraph ();
}

@Override

public int getTotalDistance (){
return this.totalDistance;

¥

@Override

public boolean isSatisfied () {
return this.satisfied;

}
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protected boolean || generateClauses(int [][] values){
boolean [| clauses = new boolean[values.length |;
for(int i = 0; i < graph.length; i++){
for (int j = 0; j < graph[0].length; j++) {

if <g§aph{i%[i] 1= 0 & graph[i][j] = values[i][j]) {
clauses |i| = true;
break ;

¥
¥
return clauses;

}

protected int countTrueClauses(boolean || clauses){
int count = 0;
for (boolean b : clauses){
if (b){
count++;

}
}

return count;

A.7. Algoritmo Aproximado

package algorithms;

import graph.Graph;

import java.util.ArrayList;
import java.util.List;
import java.util.Random;

public class ApproximationAlgorithm extends AbstractAlgorithm {
private final Random rand = new Random/();
public ApproximationAlgorithm (Graph g){

super(g);
}

@OQOverride
public void TSP(){
int startNode = 0;

int currentNode 0;
int nextNode = 0;
while(visited .size () != graph.length){

int shortest = Integer MAXVALUE;
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for(int j = 0; j < graph[0].length; j++){
if ( currentNode != j && !visited.contains(j) &&
graph [currentNode |[j] < shortest && j != startNode ) {
shortest = graph[currentNode|[]];
nextNode = j;
} else if (j = startNode && visited.size () =
graph.length — 1) {
shortest = graph[currentNode|[startNode];
nextNode = startNode;
}
}
visited .add (nextNode);
totalDistance += shortest != Integer .MAXVALUE ?
shortest : 0;
currentNode = nextNode;

}

@Override
public void KSAT() {
int repetitions = graph|[0].length;
int [][] values = assignRandomValues ();

//Evaluar la formula

boolean [| clauses = generateClauses(values);
boolean satisfied = evaluateFormula(clauses);
int trueClauses = countTrueClauses(clauses);

List<Integer> changedVariables = new ArrayList <>();

while (repetitions— != 0){
if(satisfied || changedVariables.size() =
graph [0].length){ break; }

//Cambio aletorio en una variable

int variableToBeChanged =rand.nextInt (0, values[0].length);

while (changedVariables.contains(variableToBeChanged)){
variableToBeChanged = rand.nextInt (0, values|[0].length);

}

changedVariables.add(variableToBeChanged );

int [][] possibleNewValues = randomChange (
values , variableToBeChanged);

boolean [| possibleNewClauses = generateClauses (
possibleNewValues );

int numberNewTrueClauses = countTrueClauses (
possibleNewClauses );

if (numberNewTrueClauses > trueClauses){

values = possibleNewValues;
clauses = possibleNewClauses;
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trueClauses = numberNewTrueClauses;
satisfied = evaluateFormula(clauses);
repetitions+4-+;

}

this.satisfied = satisfied;

}

private boolean evaluateFormula(boolean || clauses) {
for (boolean b : clauses){

if (Ib){

return false;
}
}

return true;

}

private int []|[] randomChange(int [][] values,
int variableToBeChanged) {
int [|[] ret = values.clone();

for(int i = 0; i < values.length; i++){
int value = ret[i][variableToBeChanged |;
if (value != 0){
ret [i][variableToBeChanged] =
ret [i][variableToBeChanged] = 1 7 —1 : 1;

}
}
return ret ;

}
VZz:

* Genera un wvalor aleatorio, —1 0 1, para cada variable.
s/
private int []|[] assignRandomValues(){
int [][] values = new int[graph.length][graph[0].length];

for(int j = 0; j < graph[0].length; j++){
//Valor igual para cada variable
int value = rand.nextInt(2) < 0.5 7 —1 : 1;
for(int i = 0; i < graph.length; i++){
if (graph[1][j] !'= 0){
values [1][j] = value;
}

}
}

return values;
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A.8. Fuerza Bruta

package algorithms;
import graph.Graph;

public class BruteForce extends AbstractAlgorithm{
public BruteForce(Graph g){

super (g );
}

/ /TSP

@OQOverride
public void TSP() {
int n = graph.length;
int [] bestPath = null;
int bestCost = Integer .MAXVALUE;
int [| nodes = new int[n];
for (int i = 0; i < n; i++) {
nodes [i] = i;
}

int [| indexes = new int [n];
int i = 0;
while (i < n) {
if (indexes[i] < 1) {

swap(nodes, 1 %2 =0 ? 0 : indexes[i], 1);

int currentCost = calculateCost (nodes);

if (currentCost < bestCost) {

bestCost = currentCost;

bestPath = nodes.clone ();

}

indexes [1]++;
i = 0;
} else {
indexes[i] = 0;
1++;

}

this.totalDistance = bestCost;

assert bestPath != null;

for (int j : bestPath) {
this. visited .add(j);

}
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private void swap(int|[] array, int a, int b) {

}

int temp = array|a];
array [a] = array[b];
array [b] = temp;

private int calculateCost (int[] path) {

}

int totalCost = 0;

for (int i = 0; i < path.length — 1; i++) {
totalCost += graph[path[i]][path[i + 1]];

}

// Suma el costo de retorno al punto inicial
totalCost += graph|[path[path.length — 1]][path[0]];
return totalCost ;

//KSAT

@Override
public void KSAT() {

int numVariables = graph [0].length ;
int numCombinations = 1 << numVariables; // 2" numVariables
int bestTrueClauses = 0;

// Try all possible combinations
for (int i = 0; i < numCombinations; i++) {

int [][] values = generateValuesFromCombination (
i, numVariables);

boolean [| clauses = generateClauses(values);
int trueClauses = countTrueClauses(clauses);

if (trueClauses > bestTrueClauses) {
bestTrueClauses = trueClauses;
}

if (trueClauses = graph.length) {

this.satisfied = true;
return;
}
}
}
private int [|[] generateValuesFromCombination(int combination
int numVariables) {
int [|[] values = new int[graph.length|[numVariables];
for (int j = 0; j < numVariables; j++) {
int value = (combination & (1 << j)) =0 7?7 1 : —1;
for (int i = 0; i < graph.length; i++) {
if (graph[i][j] = 0) {
values[i]|[j] = value;
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A.9.

import
import
import
import
import

public

}
}

return values;

Cdédigo Main TSP

algorithms . ApproximationAlgorithm ;
algorithms . BruteForce;
graph . GraphTSP;

java.io.FileWriter ;
java.io.lOException;

class MainTSP {

public static void main(String[] args){

String resultAP = 77
String resultBF = "7

for (int i = 5; i < 14; i++){ // Numero de nodos [5—13]
result AP += "NUMERO-DE-NODOS: -” + i + 7\n”;
resultBF += "NUMERO-DE-NODOS: -” + i + ”\n”;
for(int j = 0; j < 50; j++){

GraphTSP graph = new GraphTSP(1i);

//Approzimation
double start = 0.000;
double end = 0.000;

ApproximationAlgorithm ap = new
ApproximationAlgorithm (graph);

start = System.nanoTime ();

ap.TSP();

end = (System.nanoTime() — start)/1000000;
resultAP += String. format ("%s-%s-\n”,
ap.getTotalDistance (), end);

//BruteForce

BruteForce bf = new BruteForce(graph);
start = System.nanoTime ();

bf.TSP();

end = (System.nanoTime() — start)/1000000;
resultBF 4= String . format (”%s-%s-\n",
bf.getTotalDistance (), end);

System.out . println (”Numero-de-nodos:-” + i);
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System.out . println (” Ejecucion:-” + j);

}

try {
FileWriter fwap = new FileWriter (”resultsAP.txt”, true);

fwap . write (resultAP);
fwap . close ();
FileWriter fwbf = new FileWriter ("resultsBF .txt”, true);
fwbf. write (resultBF );
fwbf. close ();
} catch (IOException e) {
throw new RuntimeException(e);
}

A.10. Cbdigo Main KSAT

import algorithms.ApproximationAlgorithm ;
import algorithms.BruteForce;

import graph .GraphKSAT

import java.io.FileWriter;

import java.io.I[OException;

public class MainKSAT {
public static void main(String [] args){
String resultAP = "7;
String resultBF = "7

for (int i = 5; i < 17; i++){
result AP += "NUMERO-DE-VARIABLES: -” + i + ”"\n”;
resultBF += "NUMERO-DE-VARIABLES: -” 4+ i + 7\n”;
for(int j = 0; j < 100; j++){
int K= 3;
GraphKSAT graphKSAT = new GraphKSAT(
(int) 4.24xi, i, K);

double start

= 0.000;
double end = 0.

0
000;

//Approzimation

ApproximationAlgorithm ap = new
ApproximationAlgorithm (graphKSAT );

start = System.nanoTime ();

ap .KSAT () ;

System.out.println (ap.isSatisfied ());

end = (System.nanoTime() — start)/1000000;
resultAP 4+= String.format (”%s-%s-\n",
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ap.isSatisfied (), end);
//Brute Force

BruteForce bf = new BruteForce (graphKSAT);
start = System.nanoTime ();

bf . KSAT();

System.out.println (bf.isSatisfied ());

end = (System.nanoTime() — start)/1000000;
resultBF 4= String.format ("%s -%s-\n",
bf.isSatisfied (), end);

System.out . println (”Numero-de-variables: -”
System.out . println (” Ejecucion:-” + j);

}

try {
FileWriter fwap = new FileWriter (
"resultsKSATAP . txt” , true);
fwap . write (resultAP);
fwap . close ();
FileWriter fwbf = new FileWriter (
"resultsKSATBF . txt” | true);
fwbf. write (resultBF );
fwbf. close ();
} catch (IOException e) {

throw new RuntimeException(e);
}
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