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Introduccion

Un sistema dinamico es un modelo que describe la evolucion temporal, ya sea discreta o continua,
de un proceso que se desarrolla en un cierto espacio ambiente al que nos referiremos como espacio
de fases. El objetivo principal es entender el comportamiento a largo plazo del sistema, identi-
ficando observables: puntos estacionarios, atractores cadticos, érbitas periddicas y movimientos

cuasiperiodicos.

Al considerar flujos en un espacio de fases, la cuasiperiodicidad puede caracterizarse median-
te la presencia de toros invariantes con una dindmica interna. Para toros 2—dimensionales, la
dindmica se puede simplificar a una aplicaciéon de una circunferencia sobre si misma, median-
te funciones de retorno adecuadas conocidas como aplicaciones de Poincaré. Pasamos entonces
de sistemas dindmicos continuos en un toro 2—dimensional al estudio de sistemas dindmicos
discretos 1—dimensionales. En particular, en este trabajo nos centraremos en el estudio de ho-
meomorfismos en la circunferencia unidad. En este contexto, introduciremos y exploraremos el
concepto de nimero de rotacién, un elemento central en el estudio de estas aplicaciones, que
proporciona el promedio de rotaciones de las 6rbitas en la circunferencia unidad, en el siguiente

sentido.

Consideremos la circunferencia unidad S' y una aplicacién f : S' — S!. Partimos de un punto
wg € S! y, al iterar la funcién f, obtenemos una sucesion de puntos {, }nen con x4 = f(2,)
para todo n € NU{0}. En la Figura 1 tenemos una representacion de este proceso. Cada elemento
de la circunferencia unidad se puede expresar como x = exp(2mif), quedando completamente
determinado por un angulo 6 € [0,27). Ademas, si g = exp(2mifp), x1 = exp(2mif;), podemos
decir que la accién de f sobre xg ha sido rotar xp en un angulo w = |01 — |, como se puede

observar en la Figura 2.

Nuestro objetivo es definir un valor que nos permita reflejar el promedio de rotaciéon de los puntos
de la circunferencia unidad a través de una aplicacion f. Supongamos que estamos considerando
una funciéon cuya accién sobre los puntos de S' consiste rotar en una cantidad constante w;
estas aplicaciones las llamaremos rotaciones rigidas. Por ejemplo, supongamos que w = 27/3
y partimos del punto o = 1. Entonces, z1 = f(z9) = exp(i27/3), f(x1) = exp(idn/3), x3 =
f(z2) = exp(2mi) = 1; es decir, al cabo de tres iteraciones volvemos al punto inicial. En efecto,

al rotar en un angulo %“ lo que estamos haciendo es dividir la circunferencia en tres partes, de
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6 INTRODUCCION
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Figura 1: Representacion de {zx }renuo Figura 2: Representacion del dngulo w.

forma que cada orbita se cierra después de tres iteraciones. Tenemos una representaciéon de esta

orbita en la Figura 3.

Supongamos ahora que tenemos una rotacion de angulo %’r, representada en la Figura 4. A
primera vista puede parecer la misma situacién que la rotacion de angulo %’r, pero los puntos
T9,x1 se han intercambiado. Lo que ocurre en este caso es que las 6rbitas también se cierran
después de tres iteraciones, pero antes de cerrarse recorremos dos veces la circunferencia unidad,

mientras que en la rotaciéon de angulo 2% la recorremos una sola vez.

Figura 3: Rotaciéon de dngulo 2% Figura 4: Rotacion de angulo %’r

Las orbitas se cierran porque estamos considerando rotaciones de dngulo w = 27wa, con « un
ntmero racional. Desde un punto de vista mas general, lo que observamos es que si estudiamos
rotaciones de dngulo w de la forma

w= 2277,

con p,q € Z, primos entre si y ¢ # 0, entonces las 6rbitas se cierran al cabo de ¢ iteraciones
y, ademas, p es el namero de veces que la 6rbita recorre la circunferencia antes de cerrarse.
Por el contrario, si w = 27, con a € [0,1) un namero irracional, entonces las o6rbitas nunca
se cerrarian, sino que cubrirfan densamente la circunferencia. La dinamica de estas aplicaciones
queda entonces perfectamente caracterizada por el ntimero «, que llamaremos nimero de rotacion

de la rotacion rigida.



Nos planteamos la posibilidad de extender el anélisis de rotaciones a aplicaciones en la circunfe-
rencia unidad que no sean estrictamente rotaciones rigidas. En 1885 (ver [9]), Poincaré introdujo
el concepto de niimero de rotacién, un equivalente a « para aplicaciones en la circunferencia
unidad que no sean necesariamente rotaciones rigidas. Para garantizar que el niimero de rotaciéon
esté bien definido, consideramos un espacio especifico: los homeomorfismos de la circunferencia
unidad. En particular, estudiaremos los homeomorfismos que conservan la orientacién, aunque
de forma andloga se podria desarrollar el mismo estudio para homeomorfismos que revierten
la orientacion. En este contexto, demostraremos la existencia de un parametro p(f) para cada

homeomorfismo f, que se corresponde con el valor « en las rotaciones rigidas.

En el Capitulo 1 estableceremos un conjunto de definiciones y resultados preliminares que utiliza-
remos en el resto de capitulos. En el Capitulo 2 estableceremos la relaciéon entre flujos continuos
definidos en toros 2—dimensionales y aplicaciones de la circunferencia unidad, y definiremos el
concepto de nimero de rotacion. Ademas, demostraremos que el nimero de rotaciéon es racional
y de la forma %, si y solo si existen puntos periddicos de periodo q. Esto sugiere que, en estos
casos, dividimos la circunferencia un ntmero entero de veces y el niimero de rotacién representa
un promedio de las rotaciones de la o6rbita, calculado mediante el ntimero de vueltas completas

dividido entre el namero de iteraciones antes de cerrarse.

Por otro lado, veremos que si el nimero de rotacién es irracional, entonces todas las érbitas son
densas en ciertos subconjuntos del espacio de fases, independientemente del punto de partida.
Observaremos también que desde el punto de vista general no podemos afirmar que las érbitas
sean densas en S! como ocurria en la rotacién rigida, también puede ocurrir que sean densas en

un conjunto de Cantor.

Al final del Capitulo 2, enunciaremos el Teorema de Clasificacién de Poincaré. Este teorema esta-
blece que si existe una 6rbita densa en la circunferencia unidad con ntimero de rotacién irracional,
entonces la dinamica es equivalente a la rotacion rigida. Ademas, enunciaremos los Teoremas de
Denjoy, aplicables a difeomorfismos. El primer teorema nos da una condicién suficiente para que
un homeomorfismo con niimero de rotacion irracional presente 6rbitas densas en la circunferencia
unidad, mientras que el segundo teorema establece que si esta condicién no se cumple, entonces
para todo nimero irracional podemos encontrar un homeomorfismo que conserve la orientacién

y cuya dindmica no sea la misma que la de la rotacion rigida.

En el Capitulo 3, una vez definido el concepto de ntimero de rotacién y examinadas sus propieda-
des méas importantes, nos centraremos en el estudio de una relevante familia de homeomorfismos
de S', las aplicaciones estandar de Arnold, y estudiaremos el ntimero de rotacién en funcion
de los dos parametros que intervienen en la definicién de estas aplicaciones. Esta familia nos
permitira investigar fenémenos como las escaleras del diablo y las lenguas de Arnold. El interés
en estudiar esta familia radica en la aparicion del fenémeno del frequency locking, que se observa

en una amplia gama de sistemas naturales y artificiales.
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Como referencias mas importantes para el estudio general de homeomorfismos de la circunfe-
rencia unidad hemos utilizado [1], [6] y [10], entre otros trabajos que se pueden consultar en la
Bibliografia. Para el estudio de las aplicaciones de Arnold hemos seguido principalmente [5] y en

menor medida [2] y [9].



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sistemas dinamicos

Comenzamos con una serie de definiciones bésicas en teoria de sistemas dindmicos continuos y
discretos. Como referencia para los conceptos béasicos definidos a continuacién hemos utilizado
principalmente [1] y [10] y en menor medida [0] y [3]. Ademas, utilizamos [12] para la definicion

de aplicaciones de Poincaré.

Definicion 1.1. Un sistema dindmico continuo es un sistema de N ecuaciones diferenciales

auténomas definido por N funciones f; : D; ¢ RN — R, i € {1,...,N}, con D; conjuntos

abiertos
$,1 = fl(fL‘l,SUQ,...,.TN)
.%'/2 = f2($1,$2,...,l‘N)
.%/N = fN(.%‘l,.Z‘Q,...,l‘N)

Podemos expresar el sistema anterior como una unica ecuacion de la forma z/(t) = F(z(t)),
donde F: D c RN — R, con D un conjunto abierto, es un campo vectorial. Como es habitual,
en un abuso de lenguaje nos referiremos también a la ecuacion z'(t) = F(z(t)) como campo

vectorial.

Definicién 1.2. Dadas dos soluciones 1 : t € [; € R — RN, To:telhb eR— RN, se dice que
x9 es una prolongacion de x1 si I C Is y x1(t) = x2(t) para todo t € I;. Una solucién que no

admite prolongaciones se denomina maximal.

Observaciéon 1.1. En lo que sigue, consideramos siempre que el dominio D es un conjunto

abierto y F' : D ¢ RY — R es una funcion de clase C'. En estas condiciones, para cada

9



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

xg € R, existe una tnica solucién maximal del problema de Cauchy

Ademaés, para cada xg € D I,y denotara el intervalo de definicién de la solucién maximal con

condicion inicial z(0) = xo.

Definicion 1.3. Sea F : RY — RY es una funcion de clase C!, consideremos la ecuacion

diferencial 2’ = f(z(t)). Denominamos flujo a la aplicacion

$: AecR xRN 5 RY
(ta 330) = Qb(t,.iﬂo),

de manera que fijado 29 € RY, la funcion ¢ : (t,29) € I, C R — RY es solucién maximal del
problema de Cauchy con condicion inicial z(0) = zp. El dominio A esté formado por aquellos
puntos (t,z) € R x RY tales que x € D y t € I.

Definicién 1.4. En las condiciones anteriores, para cada x € D denominamos drbita de = al
conjunto v, = {¢(t,z) : t € I,}. Definimos la drbita positiva de z como el conjunto v} =
{p(t,z) : t € I;,t > 0} y la drbita negativa de x como el conjunto v, = {¢(t,x) : t € I;,t <0},
de forma que v, = ;7 U, .

Definiciéon 1.5. Sean 2’ = f(z) y 2’ = g(z) dos ecuaciones diferenciales con f: A C R" — R",
g: B C R" — R" dos funciones de clase C'. Sean ¢r y ¢g los flujos correspondientes. Diremos
que los campos ' = f(x) y ' = g(x) son conjugados si existe un homeomorfismo h : A — B,

que llamaremos conjugacion, de forma que

h(9r(t,y)) = ¢4(t, h(y))

para todo y € A y para todo t donde ambos flujos estén definidos.

Definiciéon 1.6. Sea X un espacio métrico completoy f : x € D C X — X una aplicacion
continua. Un sistema dindmico discreto consiste en la iteracion de la aplicacion de f en D, es
decir, 11 = f(zy), con n € NU{0}. Partiendo de un estado incial x¢, aplicando f sucesivamente
(x1 = f(z0), 2 = f(x1),...) obtenemos una sucesion de estados {zy }nen. Ademaés, se dice que el

sistema dindmico dado por la aplicacion f:x € D C X — X es inversible si f tiene inversa.

Definicién 1.7. Sea X un espacio métrico completo, f : D C X — X una aplicaciéon continua

y x € D. Entonces, la drbita positiva de x por f es el conjunto dado por

O™ (x) = {f"(z) : n € NU{0} tales que f"(z) esta definido}
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y la drbita negativa de x por f es el conjunto
O"(z) = {f™(x) : n € NU{0} tales que f~"(x) esta definido}.

Finalmente, la drbita de x por f es el conjunto O(x) = OF(z) U O~ (z).

Definicion 1.8. Se dice que x es un punto fijo de una aplicacion f : x € D C X — X si
f(z) = x. El conjunto de puntos fijos de f se denota Fiz(f). Por otro lado, se dice que z es un
punto periddico de una aplicacion f:x € D C X — X si existe n € N de forma que f(z) = .
En estas condiciones, = se dice periddico de periodo n y el menor k € N para el que fk(:c) = se

denomina periodo de x.
Definicion 1.9. Sea f:x € D C X — X una aplicaciéon continua y x € D. Se dice que y € D

pertenece al w—limite de z si existe una sucesion {ny}reny C N de forma que

lim ng = oo
k—o0

lim d(f"(x), ) = 0.

El conjunto de puntos que pertenecen al w—limite de = por f se denota w(x, f) o w(z).

Definicion 1.10. Sea f : z € D C X — X una aplicaciéon continua. Se dice que un conjunto .S C
X es un conjunto positivamente invariante si f(S) C S. Ademas, se dice que S es negativamente
invariante si f~1(S) C S. Finalmente, se dice que S es invariante si S es positiva y negativamente

invariante.

Definicién 1.11. Un conjunto S C X es un conjunto minimal de f si verifica:

I. S es cerrado, no vacio e invariante.

11. Para cada B C S cerrado, no vacio e invariante se tiene que B = S.
Definicion 1.12. Se dice que las aplicaciones f : X — X y g : Y — Y son topoldgicamente
conjugadas si existe un homeomorfismo h : X — Y, que denominamos conjugacion tal que

f=h"togoh

Por otro lado, se dice que g es un factor topologico de f si existe una aplicaciéon suprayectiva y
continua h : X — Y tal que
hof=goh

En estas condiciones, h se denomina semiconjugacion

Definiciéon 1.13. Se dice que f es transitiva en X si existe z € X de forma que O(x) es una

Orbita densa en X.
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Definiciéon 1.14. Sea ¢ el flujo asociado a la ecuacion diferencial ' = F(z,t). Se dice que
¥ € RV~ es una superficie transversal a ¢ si F(x) - n(zx) # 0 para todo x € %, donde n(x)

denota un vector normal a ¥ en el punto x.

Definicion 1.15. Supongamos que ¥ es una superficie transversal a ¢ y que existe V C X un
subconjunto de forma que, para cada z € V', existe 7, > 0 tal que ¢(7,,x) € V. Es decir, para
cualquier condicion inicial z en V' existe cierto tiempo 7, tal que la 6rbita vuelve a ¥y ¢(t, z) ¢ X

si t € (0,7;). Consideramos la aplicacion

T7:V = (0,00)

= 7(x) =1 =min{r > 0: ¢(r,z) € V}.
En estas condiciones, podemos definir la aplicaciéon

P:V =X
z — P(z) = ¢(1(x), x).

La aplicaciéon P se denomina aplicacion de primer retorno de Poincaré o simplemente aplicacion

de Poincaré.

Figura 1.1: Construccion de la aplicaciéon de Poincaré. sobre una superficie 3.
En este ejemplo, tenemos una solucién periddica por lo que la orbita v es una
curva cerrada, que tiene intersecciéon con ¥ en dos puntos distintos. En entornos
adecuados de estos puntos estarian definidas aplicaciones de Poincaré.

Observacion 1.2. Si el espacio de fases dado por el campo 2/ = F(x(t)) tiene dimension N,
entonces ¥ y V son superficies (N — 1) dimensionales. Asi, la aplicacion de Poincaré permite

pasar de un sistema continuo N—dimensional a uno discreto (N — 1)-dimensional. En la Figura
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1.1 tenemos una representacion de la construccién de una aplicacién de Poincaré. Se ilustra un
campo que exhibe una o6rbita periédica v y 3 una seccién transversal a los puntos de ~. La

aplicaciéon de Poincaré esta definida en entornos de los puntos de interseccion.

1.2. Conjuntos de Cantor

Como adelantamos en el capitulo introductorio, cuando estudiemos w—limites de sistemas diné-
micos discretos nos encontraremos con la posibilidad de obtener conjuntos de Cantor. Nuestro
objetivo a continuacion es establecer la definicién general de conjunto de Cantor en un espa-
cio topologico cualquiera tomando como modelo el conocido conjunto ternario de Cantor, que

definimos a continuacion. Como referencia para esta seccion, hemos utilizado [5].

Sea Cjy = [0, 1] y consideramos el siguiente proceso iterativo.

1. Consideramos los subintervalos [0, %} , [%, %] , [%, 1}. En la primera iteracién, eliminamos
el intervalo abierto central de longitud %, siendo C la uniéon de los dos intervalos cerrados

de longitud % restantes, es decir,

2. En la siguiente iteracion, eliminamos los intervalos abiertos centrales de longitud % de cada
intervalo restante, dejando cuatro intervalos cerrados de longitud % cada uno. Definimos

entonces Cy de la siguiente manera:
1 21 27 8
= - - = -, = —, 1.

3. Procedemos de esta manera para todo n € N, eliminando iterativamente y para cada

1

3= en cada paso y obteniendo asf el

intervalo el subintervalo abierto central de longitud

conjunto C,,.

Obtenemos entonces una sucesion de conjuntos {Cy, }nen con Cpy1 C Cy, para todo n € N.

Definicion 1.16. El conjunto ternario de Cantor es el conjunto C dado por
oo
C=()Cn
n=0

La definicion anterior establece el concepto de conjunto de Cantor de los tercios de forma geo-

métrica. Ahora bien, una forma equivalente de hacerlo como los elementos del intervalo [0, 1] que
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se pueden expresar en base 3 sin utilizar el digito 1. Consideramos z € C'y su expresién en base

3.
e .
T = Z 3",
n=1

con oy, € {0,1,2}. Veamos que «;, # 1 para todo n € N. Comenzamos con n = 1, que se

corresponde con 37! = % Por definiciéon, C C Cy y sabemos que o bien x € [0, %], de donde

a1 = 0, o bien x € [2 1}, y entonces o = 2. Supongamos que a1 = 0, esto es a1 = 1, y

3
estudiamos o, correspondiente a 372 =
x € [0, %], de donde ag = 0, o bien x € [%,

. Por definicién de C' C (5, sabemos que o bien

W= Ol

], es decir, as = 2.

En la n—ésima iteraciéon partimos de un intervalo de longitud 3%1 y tenemos que o, = 0 si
x pertenece al primer tercio y «, = 2 si x pertenece al tercer tercio. Por construcciéon de C, z

nunca pertenece al segundo tercio, y por tanto a,, # 1 para todo n € N.

El conjunto ternario de Cantor se define en el espacio métrico (R, dg) siendo dg la métrica usual.

Para estudiar sus propiedades, consideramos las siguientes definiciones.

Definiciéon 1.17. Un conjunto A C X se dice que es perfecto si es cerrado y todos sus puntos

son puntos de acumulacion.

Definicion 1.18. Un conjunto A C X se dice que es totalmente disconexo si es no vacio y ningin

subconjunto conexo tiene mas de un elemento.

Definicién 1.19. Un conjunto A C X se dice que es denso en ninguna parte si int(A) = ().

Se comprueba que el conjunto de Cantor ternario es compacto, perfecto, totalmente disconexo
y denso en ninguna parte. Ademaés, se puede demostrar que en cualquier espacio métrico (X, d),
si A C X es compacto, totalmente disconexo y perfecto, entonces A es homeomorfo al conjunto
ternario de Cantor. La demostracion de estos resultados se puede encontrar en [5] y nos permite

generaliza el concepto de conjunto de Cantor de la siguiente manera:

Definiciéon 1.20. Un conjunto A C X se dice conjunto de Cantor si es compacto, totalmente

disconexo y perfecto.

En la recta real se puede comprobar ademés que si un conjunto es perfecto, no vacio y denso en
ninguna parte, entonces es totalmente disconexo (ver [5]). Por lo tanto, dado A C R, se verifica
que si A es no vacio, compacto, perfecto y denso en ninguna parte, entonces A es un conjunto
de Cantor.



Capitulo 2

Sistemas discretos en una circunferencia

2.1. Movimientos cuasiperiédicos

En esta seccién, definiremos el concepto de Orbita cuasiperiédica y vincularemos el estudio de
aplicaciones de la circunferencia al analisis de flujos continuos que contienen movimientos cuasi-
periodicos; los sistemas dinamicos discretos definidos a partir de aplicaciones de la circunferencia
unidad seran estudiados con detalle en la siguiente seccion. Como referencia para esta primera

parte del capitulo hemos seguido [2].

2.1.1. Definiciéon de 6rbita cuasiperiodica.

Definicién 2.1. Sea TV = (R/(27Z))" el toro de N-dimensional definido por las coordenadas
(01,...0n) € [0,27) X ... x [0, 27). Consideramos el campo dado por

db;
Wi _ 2.1
ity (2.1)

para todo i € {1,..., N}, con w = (w1, ...,wn) € RY un vector constante. Los valores wy, ..., wy
se denominan frecuencias y las érbitas de (2.1) se denominan condicionalmente periddicas. Si X
es un campo de vectores cuyo retrato de fases contiene un toro invariante N — dimensional M
y la restriccion X|,; es conjugada al campo (2.1), entonces también diremos que las 6rbitas de

M son condicionalmente periddicas.

Ademas, se dice que las orbitas del campo (2.1) son cuasiperiddicas si las frecuencias wy, ..., wy

son racionalmente independientes, es decir, para cada ki, ..., kx € Z \{0} se verifica que
kiwi + ... + knywy # 0.

En este caso, también se dice que el toro es cuasiperiodico. En caso contrario, el toro M se

15
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denomina resonante. Esta terminologia se aplica a cualquier dinamica conjugada a 2.1.

2.1.2. Reduccién a aplicaciones en una circunferencia.

Nos centraremos en el caso particular N = 2. Sea M un toro de 2—dimensional, determinado

por los angulos (61, 02). Podemos definir la familia de sistemas X dada por

w1,w2)

o
@ ! (2.2)
% = w2,

con wiwe # 0. Se trata de un sistema de ecuaciones que describe el movimiento de dos osciladores
independientes con frecuencias wi,ws. Para cada condicién inicial (9?,98) € T2, tenemos una

solucién de la forma
01(t) = (0 +wit) mdd 2w
92(t) = (08 + CL)Qt) mod 2.

Nuestro objetivo es reducir el estudio de este flujo 2—dimensional al caso de aplicaciones 1—dimensionales.
Para ello, justificamos la existencia de aplicaciones de Poincaré para los sistemas X, .,,) sobre

una circunferencia inscrita en el toro, que denotaremos Y, y que esté representada en la Figura

2.1.

Figura 2.1: Circunferencia ¥ inscrita en el toro.

Proposicion 2.1. Sea X, ) la familia de campos vectoriales condicionalmente periddicos dada

en (2.2). Entonces, existe un conjunto ¥ C T2 y una aplicacion Pl wy) + X — X tal que Py, )

es una aplicacion de Poincaré para el campo X, o)

Demostracion. Sabemos que wiws # 0, de donde podemos suponer sin pérdida de generalidad
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que wo # 0 (el caso wy # 0 es analogo). Consideremos la curva ¥ = {(61,0) : §; € [0,27)} C T?,
es decir, una circunferencia inscrita en el toro. Veamos que podemos construir una aplicacién de
Poincaré definida en ¥. El sistema (2.2) puede entenderse como un campo constante F : R? — R?
con F(6) = (w1,ws) para todo § = (61,602) € R?. En general, cualquier campo F : R? — R? que
sea 2m—periddico en cada componente define un flujo sobre un toro 2—dimensional, es decir, F'

define un campo sobre R/(27Z)?.

Para empezar, veamos que ¥ es una curva transversal al flujo. El vector (0,1) es normal a ¥ en
cada punto:
n-F(0) =(0,1) - (w1, wz) =wz #0

para todo 6 € T2, y en particular para todo 6 € . Por tanto la superficie es transversal. Por otro
lado, probaremos que para cada z € X existe 7, tal que ¢(7,,2) € 3. En efecto, los elementos
de ¥ son de la forma x = (69,0) con 6 € [0,27). La solucién del problema de Cauchy para el

campo Xy, w,) con esta condicion inicial es

01(t)

Qg(t) = CUQt mod 27

(09 +wit) méd 2w

Basta tomar 7, = i—g, y asi

01(rs) = (09 + wiy) méd 27 = (09 + 27=L) méd 2m,
w2

2
02(7;) = wot, méd 27 = wg—ﬂ méd 27 = 0.
w2

Ademés, es claro que 7, es el menor 7 > 0 tal que ¢(7,,x) € X. Finalmente, la aplicacion

Py : X=X

v P(z) = ¢ (Z:x) — (6 + 202 0)

es la aplicacion de Poincaré asociada al flujo (2.2) sobre la seccion transversal X. O

Observacion 2.1. Notamos que Y es una circunferencia inscrita en el toro, por lo que podemos
identificar ¥ con S' C C la circunferencia unidad en el plano complejo. Es decir, para cada
x = (0,0) € ¥ con 6 € [0,27), definimos z = exp(f) € S! y estudiaremos las aplicaciones de
Poincaré P : ¥ — ¥ como aplicaciones f : S' — S! de la circunferencia unidad. Ademas, los
elementos z € S! se pueden expresar de forma tinica como z = exp(f) = exp(2mit), con t € [0, 1).

En consecuencia, las aplicaciones de Poincaré P, ., se expresan como funciones de S! de la
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siguiente forma
fwrws) : St =S

T = exp(27it) = flu, wo)(T) = exp <2m’ <t + wl)) .
w

2

Ahora bien, f no depende del valor de w; y wy independientemente sino de su cociente.

Definiendo o = Z—;, tenemos una familia de aplicaciones en la circunferencia unidad dependiente

w1,w2)
de un solo parametro:

fo: St =S
x = exp(2mit) — fo(x) = exp(2mi(t + @v)).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer « € [0,1), pues para cada 5 € R existe « € [0,1)
de forma f,(z) = fz(z) para todo z € S'. Obtenemos entonces una primera familia importante

de aplicaciones de la circunferencia unidad.

Definiciéon 2.2. Sea o € [0, 1). La aplicacion dada por

fo:S' =S
x = exp(2mit) — fo(x) = exp(27i(t + «))

se denomina rotacion rigida de dngulo 2w

2.2. Aplicaciones de la circunferencia

Habiendo comprendido en la seccién anterior cémo las dindmicas condicionalmente periddicas
sobre un toro 2—dimensional motivan el estudio de aplicaciones de S' sobre si mismas, en esta
seccion nos ocuparemos del estudio de la dindmica de los homeomorfismos de una circunferencia.
Estableceremos conceptos como levantamiento o ntmero de rotacién de un homeomorfismo,
que posteriormente aplicaremos a la familia de aplicaciones de Arnold. Para esta seccién como

referencias hemos utilizado principalmente [1], [10] y [6].

Observacion 2.2. Aunque hayamos introducido un ejemplo muy concreto de homeomorfismos
de la circunferencia unidad, las rotaciones rigidas, hemos de entender que el conjunto de flujos
sobre el toro cuya dinamica esta ligada un homeomorfismo sobre S! es mucho mas general. basta

con que pueda definirse una aplicacién de primer retorno dada por una curva inscrita en el toro.

Cada vez que fijamos dos puntos distintos a,b € S!, se determinan dos arcos sobre la circunfe-

rencia. Si recorremos estos arcos desde a hasta b, en uno de ellos el recorrido se hace en el sentido
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de las agujas del reloj y el otro en sentido contrario. En lo que sigue, cada vez que nos refiramos
a un arco [a, b], se entenderéa que nos referimos al arco recorrido en sentido contrario a las agujas
del reloj. Obsérvese que, con el fin de manejar una notacién més simple, estamos representando
los arcos como intervalos. Ademés, denotaremos [a, b] en el caso de que el conjunto incluya los
extremos y (a,b) para denotar al arco de circunferencia sin incluir los puntos a,b (ver Figura
2.2).

Definicién 2.3. Diremos que un homeomorfismo f : S! — S! preserva (respectivamente, in-

vierte) orientacién si para cada a,b € S!, con a # b, se cumple que si z € [a,b], entonces

f(z) € [f(a), f(b)] (respectivamente f(x) € [f(b), f(a)]).

Im(z)4

o

=)

Figura 2.2: Representacion del arco (a,b) en azul y del arco [b, a] en rojo.

Proposicion 2.2. Si f es un homeomorfismo que preserva orientacion, entonces [ también es

un homeomorfismo que preserva orientacion para todo m € 7.

Demostracion. El caso m = 0 es trivial pues f° = Id, la aplicacién identidad. Supongamos
m > 0. Probaremos el resultado por induccién. Para m = 1, sabemos que f preserva orientacion
por hipétesis. Supongamos que f™ preserva orientacion. Entonces, para cada a,b € S' y para
cada = € [a,b] se tiene que f™(z) € [f™(a), f™(b)]. Aplicando que f es un homemorfismo que

preserva orientacion sobre el punto f™(x) tenemos que

F(F™ (@) = F7 (@) € [F(F™ (@), FUM ) = [ (a), fmH (b))

Y por tanto, ™! preserva orientacion. Hemos probado que f™ preserva orientaciéon para m > 0.
Para m < 0 basta probar que f~! preserva orientacion y aplicar el resultado anterior, pues f~™ =
(f~H™ para todo m € N. Supongamos que existe x € [a,b] tal que f~1(z) € [f~(a), F71(b)].
En consecuencia, necesariamente tenemos que f~1(z) € [f~(b), f~'(a)]. Como f es un homeo-

morfismo que preserva orientacion,

v = f(f1 (@) € [F(f71®), f(f(@)] = [b,q]
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Lo cual es una contradiccion con la hipétesis de que € [a, b]. Por tanto, f~! preserva orientacion

y por lo ya probado, f~™ también preserva orientacion para todo m € N. O

2.2.1. Levantamiento de un homeomorfismo

A continuacioén, definiremos el concepto de levantamiento de un homeomorfismo, que nos permi-
tird estudiar aplicaciones en la circunferencia unidad mediante funciones reales. Consideramos la

definicion propuesta en [1].

Definicién 2.4. Sea S! = {z € C : |z| = 1} la circunferencia unidad. La aplicacién IT: R — St
dada por
II(t) = exp(2mit) = cos(27t) + isen(2mt)

se denomina aplicacion recubridora. Dado un homeomorfismo f : S! — S! se dice que una

funcion continua F : R — R es un levantamiento o elevacion de f si

[ToF = foll (2.3)

En otras palabras, un homeomorfismo de S' y sus levantamientos presentan dindmicas semicon-

jugadas via la aplicacion II.

Observacién 2.3. Cada x € S! se puede expresar de forma tinica como = = II(t) para algiin
t € [0,1). De esta forma, podemos pensar la circunferencia como el intervalo [0, 1] con los extremos
identificados. Por lo tanto, toda aplicacién continua y, en particular, cualquier homeomorfismo de
la circunferencia unidad se pueden estudiar como una apropiada funcién del intervalo [0, 1] en si
mismo. Mediante la aplicaciéon recubridora ampliamos la identificaciéon a todos los ntimeros reales,
usando la funcion II que relaciona cada ntimero complejo con todos sus posibles argumentos. Los
levantamientos se pueden construir a partir de las representaciones de las aplicaciones como

funciones del intervalo [0, 1] en si mismo.

Nota 2.1. El concepto de levantamiento puede establecerse en el contexto mas general de las
aplicaciones continuas f : S' — S!. Resultados generales de existencia de levantamientos pueden

consultarse en [7].

Para construir un levantamiento de un homeomorfismo f : S' — S! podemos proceder de la
siguiente forma. Fijamos un punto en S', por simplicidad, II(0). La imagen homeomorfa del
arco [[1(0), f~1(T1(0))] es, o bien el arco [f(I1(0)),I1(0)] si f preserva orientaciéon, o bien el
arco [I1(0), f(T1(0))] si la orientacién se invierte por el homeomorfismo. En lo que sigue I !(x)

denotara el tinico elemento del conjunto II1(f(z)) N [0,1).
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3
2
F(t)
1
0 : t
t*
-1
-1 0 1 2

Figura 2.3: Levantamiento de una aplicaciéon de S' que preserva orientacion. Con
trazo grueso, en rojo y azul, se representa la grafica de la aplicaciéon, pensada como
aplicacion del intervalo [0, 1] (con extremos identificados) en si mismo o, de otra
forma, la grafica de la aplicacion I (f(I1(¢))). El trazo azul, independientemente
del grosor, corresponde a la grafica de F'().

Sea t* = II;1(f~1(I1(0))). Si f preserva orientacién definimos

-1 . .
Fle) = { I (FON()) ift € [0.7)
LI it e (1)
y F(t) = F(tmod1) + [t] sit ¢ [0,1) (ver Figura 2.3). En caso contrario,
o) — {1 + I (F(())) ift € [0,¢)
|l nftgme) e )
y F(t) = F(tmod1) — [t] si t ¢ [0,1).

Obsérvese que, por propia construccion, el levantamiento que hemos construido es estrictamente
creciente (respectivamente decreciente) si f preserva (respectivamente invierte) la orientacion.
Ademés F(t+1) = F(t)+1 (respectivamente F(t+1) = F(t) — 1) para todo t € R. En cualquier
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caso, estas dos propiedades las probaremos a continuacién sin hacer uso de esta construccion.

También es inmediato que F' verifica (2.3).

La construccién anterior también nos sugiere que si F' es un levantamiento de un homeomorfismo
v k € Z, entonces F' + k también es un levantamiento, es decir, los levantamientos no son tinicos.
Consideremos, por ejemplo, la rotacion rigida f, de dngulo 2w« definida en la seccién anterior.

Para cada = € S! tal x = exp(27t) con t € R, se tiene que

Jal@) = Jalexp(2mit)) = exp(2ri(t + ).

Es claro entonces que F,,(t) =t + « es un levantamiento de f,, pero para cada k € Z, Fa(t) =
F(t)+k =t+a+k también lo es. Es decir, F,, y F, son dos levantamientos distintos de f,, pero
relacionados por una constante k € Z. La propiedad anterior, expresada en un sentido general,

y otras que seran de utilidad posteriormente, se recogen en el siguiente resultado.

Proposicion 2.3. Sea f un homeomorfismo que preserva orientacion y F un levantamiento de

f. Entonces,

(a) F es estrictamente creciente.
(b) Para cadat € R y para cada k € Z, F(t+ k) = F(t) + k.
(¢) La aplicacion F™, con n € N es un levantamiento de f™.

(d) Para cada k € 7., si definimos F = F(t)+k para todot € R, entonces E' es un levantamiento
de f.

(e) Si F es otro levantamiento de f, entonces existe k € 7 tal que F(t) = F(t) + k.

Demostracion. (a) Sea F* la restriccion de F' a un intervalo [a,a + 1), con a € R arbitrario,
veamos que se trata de una funciéon inyectiva. Sean t y s tales que a <t < s < a + 1. Si fuese
F*(t) = F*(s), entonces f(II(t)) = II(F*(¢t)) = II(F*(s)) = f(Il(s)), pero II(t) # II(s) con lo
que se contradice el caréicter inyectivo de f. Una funcién continua e inyectiva definida en un
intervalo es, o bien estrictamente creciente, o bien estrictamente decreciente. Supongamos que
F* es estrictamente decreciente y consideremos, de nuevo, t y s tales que a <t < s < o+ 1.

Como f preserva orientacion, si x pertenece al arco [II(¢),II(s)], entonces

f(x) € [fL®)), f(IL(s))] = [(F* (1)), TI(F(s))];

pero, si T € [t, s], entonces se tiene que II(7) € [II(t),II(s)] y
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lo que supone una contradiccion. Concluimos que, sit < sy s —t < 1, entonces F(t) < F(s).

Ahora bien, si t < s, podemos construir una secuencia 71,...,7, € R tal que
t=T1<1<...<Th1<Th =358
VTiv1—Ti < lparai=1,...,n—1. Asi
F(t)=F(r) < F(m) < ... < F(mph-1) < F(1) = s,
y concluimos que F' es estrictamente creciente.
(b) Como II(t + 1) = TI(t), se tiene que
I(F(t+1)) = fII(E+ 1)) = F(II(E)) = TL(F(2)).

Por tanto, F(t + 1) = F(t) + d(t), con d(t) € Z y, puesto que F(t + 1) — F(t) es una funcion
continua de ¢. Entonces d(t) es una funcion continua que toma valores en Z y solo cabe que sea

una funcién constante. Asi, existe d € Z tal que
Fit+1)=F(t)+d

para todo t € R. Obsérvese que, como F' es estrictamente creciente, solo tiene sentido d > 0.
Supongamos que d > 2. Puesto que F' es continua, en el intervalo [t,t + 1] alcanza todos los
valores entre F'(t) y F(t)+d; en particular, existe ¢ € (t,t+1) tal que F(¢) = F(t)+ 1. Entonces,

FAL(E) = T(F(@) = TI(F(t) + 1) = I(F(t) = f(I1(1))

cuando TI(¢) # II(t), lo que supone una contradiccion con el hecho de que f sea un homeomor-
fismo. Concluimos entonces que d = 1, y en consecuencia es inmediato que F(t + k) = F(t) + k

para todo k € N. Ademaés, como
Ft)=Ft—-1+1)=F(t—-1)+1,
se tiene que
Ft—-1)=F(t)—-1
de lo que sigue el resultado para todo k € Z.

(¢) Queremos probar que F" es un levantamiento de f™ para todo n € N. Para n = 1 es cierto
por ser F' levantamiento de f. Supongamos el resultado cierto hasta n — 1. Entonces, para cada

teR
FUI) = fOHAE)) = FOFN(E)) = T(F(F"(1))) = T(F™ (1)),
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Por induccion, concluimos que F™ es un levantamiento de f™.

(d) Tomamos k € Z y definimos F' = F(t) + k. Como F es un levantamiento de F, se tiene que

IL(F(1)) = TI(F () + k) = I(F(t)) = f(IL(?))

para todo ¢ € R. Por lo tanto, F' es un levantamiento de f.

(e) Para cada t € R se tiene que
T(F(t) = f(T1(1)) = TI(F(1)).

Por tanto, existe k; € Z tal que ﬁ(t) = F(t) + ki. Como k(t) = ﬁ(t) — F(t) es una funcion

continua, ha de ser una funcién constante. O

2.2.2. Numero de rotacion

A continuacion, demostraremos un teorema que nos permitiré establecer el concepto de ntimero
de rotaciéon. Las propiedades establecidas en la Proposicion 2.3 serédn utilizadas en la argumen-
tacion.Para la demostracion del teorema nos hemos basado principalmente en [6], y en menor

medida en [1] y [11].

Para demostrar el teorema, probaremos previamente una proposiciéon y un lema sobre sucesiones
acotadas de nimeros reales. En primer lugar, recordamos la nocién de limite inferior de una

sucesion de nimeros reales.

Definiciéon 2.5. Sea {an}neny C R una sucesion. El limite inferior de la sucesion {a, }nen viene
dado por
liminf a,, = sup{inf{ay : K > n}:n € N}.

Observacion 2.4. Asi como una sucesiéon de niimeros reales puede no tener limite, siempre
podemos definir su limite inferior, ya que los supremos e infimos de conjuntos de ntimeros reales
estan bien definidos, pudiendo ser nimeros reales o +00. En particular, si consideramos sucesiones
acotadas, veamos que el limite inferior debe ser un namero real. Si {a,},en €s una sucesion

acotada, entonces existen M, N > 0 tales que
M<a, <N
para todo n € N. Como M es una cota inferior de {a, }nen, se tiene que
liminf a,, = sup{inf{ay : & > n} :n € N} > inf{ay : k > 1} = inf{ay : k € N} > M.

Es decir, liminf a,, > M para cierto M € R y, por tanto, liminf a,, # —oo. De la misma forma,
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para cada n € N se tiene que

inf{ar : k >n} <N,

ya que a, < N para todo n € N. Es decir, N es una cota superior del conjunto
{inf{ar : k >n}:n e N}
Por lo tanto, por definicién de limite inferior,
liminf a,, = sup{inf{a; : k > n} :n e N} <N,

y en definitiva, lim inf a,, # co. En consecuencia, liminf a,, € R.

Proposicion 2.4. Sea {an}nen tal que
a=liminfa, € R
Entonces, se verifica que
a) Para cada € > 0, existe ng € N de forma que
an >a—¢

para todo n > ng.

b) Para cada € > 0 y para cada N € N, existe n > N de forma que

an, <a-+e.

Demostracion. (a) Sea & > 0 y definimos
A, =inf{a; : k > n}.

Por definicion de supremo, a es la menor de las cotas de superiores del conjunto {4, : n € N}.

En consecuencia, probaremos que existe ng € N de forma que
a—¢e < Ap.

Supongamos que no existe ng en estas condiciones, es decir, supongamos que
A, <a—c¢

para todo n € N. Entonces, a — ¢ < a seria una cota superior para el conjunto {4, : n € N}

menor que a, lo cual contradice la definiciéon de supremo. Ahora bien, por definicién de A,
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tenemos que
Ay, = inf{ay, :n>no} <ay,

para todo n > ng. En definitiva,

a—e <Ay <ap
para todo n > ng.
(b) Sean ¢ > 0 y N € N cualesquiera. Por definicion de limite inferior, a es cota superior del
conjunto {A,, : n € N}. En particular,
AN :fnf{ak 1k ZN} S a.
Supongamos que
anp > a—+¢
para todo n > N. Entonces, a + ¢ serfa una cota inferior del conjunto {a, : n > N}. Como Ay
es el infimo de este conjunto, es la mayor de las cotas inferiores. Asi, tendremos que

a+e<Ayxy <a.

Es decir, llegamos a contradicciéon. Por lo tanto, existe n > N de forma que a, < a + €. O

Utilizaremos la proposiciéon anterior para la demostracion del siguiente lema.

Lema 2.5. Sea {ap}nen C R tal que

A =liminf &* e R.
n

Supongamos que existe L € R tal que
Am+4n San+am+L

para todo m,n € N. Entonces existe

Demostracion. Probaremos que

, an
lim — = A.
n—oo M

Como consecuencia de la Proposicion 2.4, existe ny € N tal que

In s A-¢ (2.4)

n

para todo n > ny. También como consecuencia de la Proposicién 2.4, existe ny € N, con ng > ng
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tal que

Qny €
— < A+ - 2.5
- + (2.5)

De hecho, podremos suponer no tan grande como queramos. Sean € N con n > ng y sea k € N

tal que n = kng + 7, con 0 < r < ny. Entonces, por hipotesis,
Okny < A (k—1)ny + an, + L< A(k—2)no -+ 2an2 +2L <. < kanz + (k‘ — 1>L (26)

Si r = 0, tomando ng suficientemente grande y utilizando (2.6),

n  Onok _ kap, + kL ap, L E €
= < =4+ —<A+-+-=A4 . 2.7
n nok — nok n9 +n2 - +2+2 te ( )

Si r > 0, utilizando de nuevo la hipotesis sobre la sucesion {a, }nen v (2.6),

an _ Onyhir SanQ/rg—i-OLr—i-LS kay, . ar n kL ' (2.8)
n nok 4+ r nok +r nok+1r  ngk—+1r  nsk+r

A continuacién, acotaremos los tres dltimos sumandos obtenidos en la desigualdad anterior. Por

un lado, por (2.5) se tiene que

Ran, ok aﬂgﬂ(Mi),
nok +1r  nok +17 no nok +r 6

Ademaés, como

B nok € €
fm 2% (44 —ay®
Jim (A g) =4ty

existe ng > no tal que, para cada n > ns, ya que como n = kng + r suponer n suficientemente

grande es equivalente a suponer k suficientemente grande, se tiene

nok < € E € €
— (A —) <A+ -4+ -=A4A+—. 2.9
nok +r +6 - +6+6 +3 (29)
Por otro lado, observamos que
kL L

1m ————- = .
k—o0 ngk‘l—T n9

En consecuencia, si tomamos ngy tal que n% < § y ns suficientemente grande, se verifica que

(k+1)L L e ¢
nok +1r <n2+6<6

+ (2.10)

c_c
6 3

Por dltimo, teniendo en cuenta que

lim — =0,
k—oo nok + 1

se tiene que, tomando ng > ny suficientemente grande, para cada n > ng se verifica que
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ar méx{|a,| : € {1,...,ny — 1}} -
nok +1r nok +r

. (2.11)

W ™

Aplicando las acotaciones (2.9), (2.10) y (2.11) a la desigualdad (2.8) se comprueba que, para

cada n > ngs,

an kan, ar (k+1)L e € ¢

— < <A+-+4+-4+-=A4 . 2.12

n — nok+r  ngk+r nok +1r — +3+3+3 te ( )
Por las desigualdades (2.4), (2.7) y (2.12) se concluye que {%*},cn converge a A. O

Una vez demostrado este lema, estamos en condiciones de probar el teorema que nos permitira

definir el niimero de rotacion.

Teorema 2.6. Sea f : S' — S' un homeomorfismo que preserva orientacion y F un levanta-

miento de f. Entonces,

(a) Para cada t € R, el limite dado por

F"(t) —
p(F,t) = lim -t

n—o0 n
existe y es un niumero real: p(F,t) € R.
(b) p(F,t) = p(F,s) para todo t,s € R.

(c) Sean Fi y Fy dos levantamientos de f tales que Fy(t) = Fy(t) + k, con k € Z para todo
t € R. Entonces, para cada t € R,

p(F1,t) = p(Fo,t) + k

Demostracion. Sea t € R, definimos las sucesiones {t,}nen, {an}nen dadas por t, = F"(t),

ap :=t, —t para todo n € N. Denotamos k,, := |a,]|. Entonces, es claro que
by —t —kp = ap — LanJ >0,

esto es,
—(tn, —t—ky) <0. (2.13)

Tomamos n, m € N. Aplicando la Proposicién 2.3 tenemos que, como k, € Z,

F™M(t+kp) — (t+ kn) = F™(8) + kn — (t+ kp) =ty — t = apm. (2.14)

Ademas,
thy —t—kp=an,— |a,] <1
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y, de forma equivalente,
tn < (t+kp+1).

Por la Proposicion 2.3, sabemos que F' es creciente, y por tanto F' también lo es, de donde
F(t,) < F™(t+kn+1)=F"({t+ky) +1

F™(ty) — F™(t + k) < 1. (2.15)

Aplicando la igualdad (2.14) y la definicién de a,, se tiene que

Am+n = tmtn — 1
=F"(tn) —t+ (tn —tn) + (F™(t+kn) — F™(t + kpn)) + (kn — kn) + (¢ — 1)
=(F™(t+ky) — (t+kn)) + ( —t) = (tn —t —kp) + F™(tn) — F™(t + ky)
=amt+an— (tn —t—ky) + F™(tn) — F™(t + ky).

Ademas, utilizando las desigualdades (2.13) y (2.15), observamos que
A = A+ an — (tn —t —ky) + F™(tn) — F™(t + k) < am + ap + 1.

Se trata de la hipotesis del Lema 2.5, con L = 1. Ahora bien, para aplicar este lema, debemos
probar ademas que el limite inferior de {42}, es un ntimero real. Notamos que para todo ¢ € R
existe r € Z de forma que

t=s+r

para cierto s € [0,1]. Aplicando la Proposicion 2.3,
Fit)—t=F@t+r)—(t+r)=F(s)+r—s—r=F(s) —s.

Como F' es una funcién continua, también lo es la funcion F : s € R — F(s) = F(s) — s € R.
Ademas, [0, 1] es un conjunto compacto, de donde F alcanza méximo y minimo en este intervalo.

Asi, para cada n € N,
W _ L pmgy — gy = %Z —FL#) = 2 S (F(t) — 1) > min{F(s) — 5+ 5 € [0, 1]}

n -
: ]:1

Analogamente, se demuestra que %= < max{F'(s) —s: s € [0,1]} para todo n € N. Por tanto,

{%2 }nen es una sucesion acotada, y por la Observacion 2.4, sabemos que
. . .a
A =liminf = € R.
n

Estamos por tanto en condiciones de aplicar el Lema 2.5. Concluimos que {*},cn converge a
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un namero real, que denotamos p(F,t):

lfm 2 = g T

n—oo n n— 00 n

(b) Sean t,s € R. Entonces, existen z,y € [0,1], k¢, ks € Z de forma que t = = + k; € [0, 1],
s =vy+ ks €0, 1]. Por lo tanto,

Fn(t) — F" -
p(F,t) = lim )=ty Flatk) =@t k) ) = p(F,z).

n—00 n n— 00 n n—00 n

Anéalogamente, se comprueba que p(F,s) = p(F,y), Como z,y € [0,1], es claro que |z — y| < 1.
Ademas, por la Proposicion 2.3 para cada n € N sabemos que F" es un levantamiento de un

homemorfismo. Asi, aplicando de nuevo la Proposicién 2.3, F"™ verifica que
F'1)=F"(0+1)=F"(0)+1,

de donde F™(1) — F™(0) = 1. Como F es continua, [F"(0), F™(1)] es un intervalo de longitud 1.
En consecuencia,
[F" () — F™(y)] < 1.

Por lo tanto,

L) —a) -+

- L(FM(y) )| <~ (F @)~ F ()] e —yl) < -

Finalmente, tomando limites cuando n — oo,

Fn _ Fn _
p(Ft) = lim W =T W) =y

n—o00 n n—o0 n

= p(F,s).

(¢) Consideremos dos levantamientos Fi, Fy de f tales que Fi(t) = Fi(t) + k para todo ¢t € R,

con k € Z. Entonces, para cada n € N y para cada t € R se prueba por induccién que

FI'(t) = F3'(t) + nk.
Para n = 1 es cierto por como hemos tomado k. Suponiéndolo cierto para n, se tiene que
FrL() = Fy(FR(E) = FL(F(t) +nk) = FL(F3(t)+nk = Fy(FR () +k4+nk = F3 4 (n41)k
En consecuencia,
FP(t)—t - F}(t) —t+nk

p(Fi,t) = lim —L

n—o0 n n—00 n

= IO(F27t) +k7

es decir, p(F1,t) = p(Fa,t) + k. O
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Definicion 2.6. Sea f un homeomorfismo que preserva orientacién, F' un levantamiento de f y
t € R. Por el teorema anterior,

mf)=:<ﬁm_Fm“)_t> méd 1

n— 00 n

esta bien definido y se denomina numero de rotacion de f.

Observacion 2.5. Al principio del capitulo, observamos que los levantamientos de un homeo-
morfismo no son dnicos. Sin embargo, para todo homeomorfismo f que preserva orientacién

podemos considerar un levantamiento F' que verifique que

p(Ft) = tim Tt gy,

n—00 n

para todo t € R. Para escoger F', basta considerar cualquier levantamiento F, que por el Teorema
2.6 verificara que p(F,t) = p(f) + k para cierto k € Z, y definir F(t) := F(t) — k. Por la

Proposicion 2.3, F' también es un levantamiento de f. Ademaés, de nuevo por el Teorema 2.6,

p(F,t) = p(F,t) — k= p(f)+k—k = p(f).

De hecho, a partir de lo anterior se deduce que el levantamiento F' tal que p(F,t) = p(f) es tinico
para cada homemorfismo f. La siguiente proposicién caracteriza parcialmente el levantamiento

F que verifica que p(F,t) = p(f) para cada homeomorfismo f.

Proposicion 2.7. Sea f un homeomorfismo que preserva la orientacion y F' el inico levanta-
miento de f de forma que 0 < F(0) < 1. Entonces,

p(F,0) = lim F(0) € [0,1]

n—o0 n

Demostracion. Para empezar, probaremos que
0< F*0)<mn

para todon € N. Paran = 1 se cumple por hipétesis. Supongamos el resultado cierto para n = k,

es decir
0 < F*0) < k.

Por la Proposicion 2.3, sabemos que I’ es una funcién mondétona. Por lo tanto,

0< F(0) < F*Y0) < F(k) = F(04+k)=F(0) +k < k+1,
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es decir 0 < F*¥1(0) < k + 1. En consecuencia, hemos probado que

FTL
0< ©) <1
n
para todo n € N. Por lo tanto,
lim F(0) € [0,1],
n—00 n
de donde p(F,0) € [0,1]. O

Observacion 2.6. Es inmediato comprobar que, dado un homemorfismo f que preserva orien-

taciéon, para cada m € N se verifica que

p(f™) = (mp(f)) mdd 1.

Tomamos ¢ € N y un levantamiento F' tal que p(F,t) = p(f) (que existe, por la Observacion

2.5). Asi,
F™ ¢ F™(t) —t
L 3 = lim 7( ) = p(F,t).

y por lo tanto, p(F™,t) = mp(F,t) = mp(f) y en definitiva, p(f™) = (mp(f)) mod 1.

2.2.3. Numero de rotacion racional

Una vez hemos definido el concepto de ntimero de rotaciéon para homeomorfismos y establecido
algunas propiedades béasicas, separamos el estudio de estas aplicaciones en dos clases, segiin su

numero de rotacién sea racional o irracional.

A continuacién, demostraremos un teorema sobre homeomorfismos con ntimero de rotacién ra-
cional, para el cual hemos utilizado como referencias 1], [10] y [11]. Comenzamos con un lema

que utilizaremos en la demostracién de este teorema.

Lema 2.8. Sea f : S' — S! un homeomorfismo que preserva orientacion y p(f) su nimero de
rotacion. Sea F' el levantamiento de f que verifica que p(f) = p(F,t) para todot € R. Supongamos

que existe un punto de periodo q de f. Entonces, existen t € R, p € Z de manera que
FIUt) =t + jp.
para todo j € N.
Demostracion. Supongamos que € S' es un punto de periodo ¢, con ¢ € Z,q # 0, esto es,

f4(x) = z. Consideramos ¢t € R tal que x = exp(2mit), es decir, II(¢t) = x. Por la Observacion

2.5, podemos tomar F' un levantamiento de f tal que
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p(Fyt) = tim Tt g,

n—00 n

Observamos que, como x es un punto de periodo ¢ de f,

T(FY(t)) = (ILo F)(F (1)) = (f o IN(F}(t)) = f(Io F)(F"2(t)) =
— (2o I)(FT2) = .. = fU(II(1)) = () = = = II(2).

Como II(t) = TI(F4(t)), existe p € Z de forma que
Fi(t) =t +p. (2.16)

Veamos que, ademés, para cada j € N, tenemos que F79(t) = t+jp. Lo probaremos por induccion.
El caso j = 1 esla ecuacion (2.16). Supongamos el resultado cierto hasta j—1. Entonces, aplicando

la Proposicion 2.3 y la ecuacion (2.16),

Fi(t) = FIFUD9(1)) = FUt+ (j = )p) = FUO) + (j — Dp=t+p+(j — p =t + jp,
y por tanto se verifica que FJ9(t) =t + jp. O
Teorema 2.9. Sea f : St — S! un homeomorfismo que preserva orientacion y p(f) su nimero

de rotacion. Entonces, p(f) = q COnp,qE Z,q # 0 si y solo si f tiene un punto de periodo q.

Demostracion. Supongamos que f tiene un punto peridédico de periodo q. Tomamos F' el levan-
tamiento de F' que verifica que p(F,t) = p(f). Por el Lema 2.8, existen ¢t € R, p € Z de manera
que F79(t) =t + jp. En consecuencia, el ntimero de rotacién de f resulta
Fm(t) —t Fiat) —t
p(f) =p(F,t) = lim i) -t = lim i) =t = lim

m—co m j—o0 7q Jj—o0 Jq q

t+jp—t p

)

i —
es decir, p(f) = ¢ € Q.

Por otro lado, supongamos que p(f) = £, con p,q € Zy q # 0. De nuevo, consideramos t € Ry F

P

q
un levantamiento que verifique que p(f) = p(F,t). Supongamos que f no tiene puntos periodicos.
)

(f
Comenzaremos estudiando el caso p(f) = 0, esto es, supongamos que

o) = tim T D=Ly g

n— 00 n

Sabemos que f no tiene puntos fijos, pues en particular serian puntos periédicos. En consecuencia,
F' tampoco tiene puntos fijos. En efecto, si t € R fuera un punto fijo de F', entonces denotando

x = II(t) tendriamos que
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y por tanto f tendria un punto fijo. Como F' no tiene puntos fijos, F(t) —t # 0 y, en particular
F(0) # 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos F(0) > 0 (en el caso contrario, la demostracion
es analoga). Por ser I/ una funcién creciente, se sigue que F"*1(0) > F™(0) para todo n € N.
Supongamos que F™(0) < 1 para todo n € N. Entonces, existe s € R de manera que

s= lim F"(0).

n—0o0

Como F' es una funcién continua, tenemos que

F(s) = F(lim (F™(0)) = lim F""(0) = s,

n—o0 n—o0

es decir, s es un punto fijo F, y llegamos entonces a contradicciéon, pues hemos justificado que
F no puede tener puntos fijos. Por lo tanto, existe k € N de manera que F* (0) > 1. Veamos por
induccion que entonces F*™(0) > m para todo m € N. Para m = 1 es precisamente F*(0) > 1,

y si lo suponemos cierto para m observamos que
FEHIm ) = F(F*(0)) > F(m) = F(0+m) = F(0) +m >m + 1,

donde hemos utilizado que m € Z y las propiedades de F' dadas por la Proposicion 2.3. Tenemos

entonces que

ka
lim O S i ™oy,

m—00 m m—oo m

y por la Observacion 2.6

p(F,0) = lim F(0)

1

2 PRl

n—oo n k
pero habiamos supuesto p(f) = p(F,t) = 0, y llegamos por tanto a una contradiccion, que
proviene de suponer que f no tiene puntos fijos. Hemos probado entonces que si p(f) = 0,

entonces f presenta un punto fijo.

Volvamos al caso general, suponiendo que p(f) = s, con p,q € Z, q # 0. De la Observacién 2.6,

tenemos que

p(f9) =qp(f) =p méd1=0.

Concluimos que f? tiene un punto fijo o, equivalentemente, que f tiene un punto periédico de

periodo gq. O

Corolario 2.10. Sea f : St — S un homeomorfismo que preserva orientacion y p(f) su mimero

de rotacion. Sea F' el levantamiento de f que verifica que p(f) = p(F,t) para todo t € R.

Entonces, p(f) = %, si y solo si eviste t € R tal que FI9(t) =t + jp para todo j € N.

Demostracion. Supongamos que p(f) = %. Por el Teorema 2.9, f tiene un punto peridédico de
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Periodo ¢. Ademas, por el Lema 2.8, existen t € R, p € Z de manera que

FI(t) =t + jp.

Como F es el levantamiento de f que verifica que p(F,t) = p(f), es claro que

Fm(t) —t FIa(t) —t t+ip—t P
p(F,t) = lim LU lfm (,7): lfm izﬂzﬂv
m—o0 m Jj—0o0 jq j—00 jq q q

de donde p = p, y por tanto F74(t) =t + jp. Reciprocamente, supongamos que existe t € R de

forma que F79(t) = t + jp. Entonces, tal y como vimos en el Teorema 2.9,
t+jp—t _p

F™(t) —t Fia(t) —t
p(F,t) = lim i) =t = lim L = lim ,
m—0o0 m J—00 749 J—00 ]9 q
esto es, p(f) = p(F,t) = L. O
Pogi
q

Observacion 2.7. Del corolario anterior es inmediato observar que, en particular, p(f) =

y solo si existe s € [0, 1) de forma que

FI(s) = s + jp.

para todo 7 € N.
En efecto, para cada t € R existe k € Z de forma que s = t+k € [0, 1]. De esta forma, utilizando

las propiedades de la Proposicién 2.3 y suponiendo que F74(t) =t + jp se tiene que

Fil(s+ k) = FI(s) + k= s+ k + jp,

esto es,
FI(s) = s+ jp,

con lo que s es el valor buscado en [0, 1].

Ejemplo 2.1 Sea f, la rotacion rigida de angulo 2wa, con a € [0, 1),

fal@) = falexp(2nt) = exp(2m(t + a)).

Hemos visto anteriormente que F,(t) =t + o es un levantamiento de f. Ademas,

FM'(t) =t + na

para todo n € N, como probaremos por inducciéon. Para n = 1 es cierto por definiciéon de F'y
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suponiendo el resultado cierto hasta n, tenemos que
Frl(t) = Fo(F™(t) = Fo(t+na)) =t+na+a=t+ (n+ 1)

Por tanto,
Frt)—t t —1
p(Fomt) = lim a( ) = T ne =

n—o0 n n

Q.

Como a € [0,1), p(F,t) méd 1 = @ méd 1 = «a. Asi, el nimero de rotacion de f, es preci-

™

samente p(fo) = . Consideremos, por ejemplo, una rotacion de angulo 7, es decir, estamos

tomando o = } (ver Figura 2.4). Entonces, para cada z = exp(2nt) € S,

FA) = fA(exp(2mit)) = f3 (2mt+ gz) = F2(2mit + i) = f (2m't+ 327Tz>
= exp(2mit 4+ 2mi) = exp(2mit) = x.

En este caso, todos los puntos son por tanto de periodo 4. De hecho, es inmediato comprobar
que si « € [0,1) es racional, todos los puntos de S' son periédicos por f,. Por el contrario, si
consideraramos una rotacion de dngulo 2w con o € R\@Q, ningtn punto seria periédico. Durante

la siguiente seccién, veremos qué ocurre en el caso de nimero de rotacién irracional.

Im(z) 4

Figura 2.4: Representacion de una orbita de la rotacion rigida de dngulo /2,
con condicién inicial xg = exp (%) .

2.2.4. Numero de rotacion irracional

A continuacién, estudiaremos el comportamiento de los homeomorfismos para los que el ntmero

de rotacion es irracional. Como referencias para esta seccion hemos utilizado principalmente [6]



2.2. Aplicaciones de la circunferencia 37

y [11] y en menor medida [5] y [10].

En primer lugar, debemos recuperamos el concepto de w—limite introducido en el primer capitulo.
Para definir el w—limite de un punto de S! tenemos que definir una distancia entre los elementos

de St.

Dados a,b € S', parece intuitivo definir la distancia entre ambos puntos como la longitud del
arco [a,b], que denotamos [([a,b]). Ahora bien, hemos definido [a,b] como el arco que une a
con b recorriendo al circunferencia en sentido antihorario. Por tanto, la aplicacion d dada por
d(a,b) = I([a, b)) no puede ser una distancia, pues no es simétrica: en general, d(a, b) = I([a, b]) #

I([b,a]) = d(b,a). Para resolver este problema, definimos la siguiente aplicacion

d:S' xSt — [0, 400)
(a,b) — d(a,b) = min{l([a, b)), ([b,a])}.

De esta forma, definimos la distancia de a a b como la menor distancia al recorrer la circunferencia
de a a b o de b a a Esinmediato comprobar que d(a,b) = 0 si y solo si a = by d(a,b) <

d(a,c) + d(c,b) para todo a,b,c € S'. Es decir, la aplicaciéon d es una distancia en S'.

Observacion 2.8. La distancia d en S! se define a partir de la distancia usual en R. Tomamos

a = exp(2mit), b = exp(2mis) con t, s € [0, 1). Entonces,
d(a,b) = 2r min{|t — s|, |t + s — 1|}.

En la Figura 2.5 tenemos una comparacién entre las distancias d y dr. Es inmediato comprobar

Im(2)4
b = exp(2mis)
> Re(z)
a = exp(2mit) s—1¢t s
-1 0 1
(a) Arcos [a,b], [b,a] C St (b) Intervalos [s — 1,%], [t,s] C R

Figura 2.5: Comparacion entre la distancia d en S! y la métrica usual dg en R.

que, con esta métrica, los arcos abiertos (a,b) son conjuntos abiertos y los arcos cerrados [a, b]
son conjuntos cerrados, de forma analoga a los intervalos en R con la métrica usual. Ademas,
es conocido que en R con la métrica usual los conjuntos conexos son intervalos. Veamos que en

(St, d) los conjuntos conexos son arcos de circunferencia.
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Sea A un conjunto conexo, supongamos que no es un arco. Entonces, A # S', por lo que existe
a € S\ A. Ademés, A no puede ser un conjunto unipuntual, pues seria un arco trivial. Asi, dados

x,y € A con x # y, tenemos que o bien a € (z,y) o bien a € (y,x).

Im(2)4

a

<

=

Figura 2.6: Representacion de los puntos a,z,y, z en S'.

Supongamos que a € (x,y), el otro caso seria analogo. Sea z € (x,y), y supongamos que z # A.
Entonces, { AN(a, z), AN(z,a)} es una particion de A con (a, z), (2, a) abiertos disjuntos. Ademas,
son no vacios puesto que y € (z,a),z € (a,z). Tenemos asi una contradiccion con el caracter
conexo de A y concluimos que z € A para todo z € (z,y). Por lo tanto, es claro que A es un

arco de circunferencia. Los puntos a, x,y, z estdn representados en la Figura 2.6.

Utilizaremos este resultado para caracterizar de forma més manejable los conjuntos de Cantor
en S!'. En el primer capitulo, definimos un conjunto de Cantor en un espacio métrico como
cualquier conjunto perfecto, totalmente disconexo y compacto. Ahora bien, en S!, si un conjunto

es no vacio, perfecto y denso en ninguna parte, entonces es totalmente disconexo.

En efecto, si A C S! con A # @ es un conjunto perfecto, entonces A contiene mas de un
punto. Si A no es totalmente disconexo, existe una componente conexa con més de un punto.
En consecuencia, existe un arco [a,b] C A con a # b. Entonces, existen ¢,d € S! con (¢,d) C

[a,b],c # a,d # b tales que (¢,d) C Int(A) C Int(A). Por tanto, A no es denso en ninguna parte.

Concluimos entonces que si A es denso en ninguna parte, entonces es totalmente disconexo.

Una vez hemos definido la distancia y caracterizado los conjuntos de Cantor en S', estamos en
condiciones de estudiar el concepto de w-limite para homeomorfismos en una circunferencia. En
primer lugar, demostramos el siguiente resultado general de propiedades de w(x), independientes

del homeomorfismo y el punto que estemos considerando.
Proposiciéon 2.11. Sea f : S — S! un homeomorfismo y x € S*. Entonces, w(x) es no vacio,

cerrado e invariante.

Demostracion. En primer lugar, veamos que w(z) # @. Consideremos {f™(x)}nen C St. Se trata

de una sucesion contenida en un compacto (la propia circunferencia), por lo que contiene una
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subsucesion es convergente. Es decir, existen z € S' y una subsucesion {n;}rey € N de forma
que

lim f"(z) = z.
k—ro0

Por definicion, z € w(z) y por tanto, w(x) # &. A continuacién, probaremos que w(x) es cerrado.
Sabemos que w(z) # @, por lo que podemos tomar z € w(x). Entonces, existe {2, }nen C w(z)
de forma que {z,}nen tiende a z cuando n tiende a co. Por definicion de w(z), para cada n € N
existe una sucesion {mj }ren C N tal que

lim mj = oo
k—o0

lim d(f™ (z),2,) = 0.

n—oo

En consecuencia, para cada n € N, podemos tomar mz(n) € {m} }xen verificando que

(™0 () z0) < (217

Como m’,;”(n) > n para todo n € N, es claro que

nll_}IIgo Mgy = 00
Ademas, utilizando la desigualdad (2.17), la desigualdad triangular y que{z,},en tiende a z

cuando n tiende a oo se tiene que
mr mn 1
0 <d(f " m(x),z) <d(f*m(x),2n) + d(zn, 2) < — + d(zn, 2).
n

Como .
lim < + d(zp, z)) =0,
n—oo \ N

tenemos que

lm d(f" ) (z), z) = 0.

n—oo

Asi, hemos probado que z € w(x), de donde w(x) = w(z) y por tanto, el conjunto es cerrado.
Finalmente, probaremos que w(z) es un conjunto invariante. Veremos de forma conjunta que

w(z) es positiva y negativamente invariante.

Queremos probar que para cada z € w(z), se tiene que f(z) € w(z) y f~1(2) € w(x). Por
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definicion de w—limite, existe {nk}reny C N tal que ny tiende a oo cuando k tiende a oo y
lim d(f"*(x),z) =0.

k—o0

Consideremos y = f"(x) con m € Z arbitrario. Definimos entonces la sucesion {7y }reny dada

por ng = ni + m para todo k£ € N. Es claro que
lim 7, = oo.

Ademas, como f es un homeomorfismo, f™ existe y es continua para todo m € Z. En consecuen-

cia,

lim f™(z) = lim f™47"(z) = lm f7(f™(2)) = f7(lim f(z)) = f"(2) =y.

k—o0 k—o0 k—oo k—ro00
Concluimos que que y = f™(z) € w(z) Tomando los casos particulares m = 1y m = —1 se tiene
que f(2), f71(2) € w(z) y, por lo tanto, f(w(z)) C w(z), fHw(r)) C w(x). Asi, w(z) es un
conjunto positiva y negativamente invariante, y en definitiva invariante. O

A continuacion, demostraremos el teorema que caracteriza los posibles w-limites de los puntos
de S' para un homemorfismo con ntmero de rotacion irracional. Antes del teorema necesitamos

demostrar el siguiente lema.

Lema 2.12. Sean x € S, f : S' — S! un homeomorfismo que preserva orientacion y p(f) su
nimero de rotacion. Supongamos que p(f) € R\Q. Entonces, para cada n,m € N conn > m y

para todo y € S' existe kg € N de forma que

o y) € 1" (2), F(@)].

Demostracion. Fijamos n,m € N tales que n > m y denotamos I = [f"(x), f™(x)]. Para cada
k € N, definimos el conjunto I, = f~*=™)(I). Observamos que Ij también es un arco de

circunferencia, en particular,
I, = f—k(n—m) (I) _ [f—k(n—m)—i-n(x)7 f—k(n—m)—s—m(m)]

Probaremos esta tltima igualdad por doble contenido. Por un lado, para cada y € I, existe
z € I tal que f¥m=n)(y) = 2. Por lo tanto, f*»=™)(y) € I. Como f es un homeomorfismo que

_m)

preserva orientacion, f*(® también lo es. En consecuencia,

y = fHT ) € [T (@), £ (7 ()] = (RO (), fR T ()],

Por otro lado, si tomamos z € [f~F(=m)Fn(g) f=k(n=m)m(3)] como f es un homeomorfismo
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que preserva orientacion, f¥=™) también lo es, de donde

FHOZ (2) @ (R (RO ) = Rk )] (), )] = T,

y por tanto, z € f~*=m)(T) = I,.. Observamos ademas que, para todo k, el extremo derecho del

arco Iy, coincide con el extremo izquierdo de Iiy1. Asi, denotamos Iy = I y para cada N € N| el
N

conjunto |J I también es un arco de circunferencia. En la Figura 2.7 tenemos una representacion
k=0

de la construccion de los arcos Ij, en S'.

Figura 2.7: Construccion de los arcos Ij, en S'.

l l
Veamos que existe | € N tal que S' € |J Iy, y por tanto S = |J I. Supongamos que no existe
k=1 k=1
I
[ en estas condiciones. Definimos [} := |J I, tenemos que {I;};cn es una sucesion de arcos que
k=0
verifica que I; = S' para todo [ € N. La sucesion de longitudes verifica que

(1) < I(Ii11)
para todo [ € N puesto que I; C I;y1. Ademés,
0<I(I) <2m=1(SY).

Es decir, la sucesion de longitudes {l(I;)};en es una sucesion de ndimeros reales creciente y
contenida en el compacto [0, 27]. Por lo tanto, es convergente. En consecuencia, la sucesion de
arcos de circunferencia {I;};cn es convergente a un intervalo Iy = [f"(z), z| tal que I(Ip) < 2.

En particular, como el extremo izquierdo esta fijado (viene dado por f"(x) para todo [l € N),
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existe un limite para el extremo derecho de los arcos. Esto es, existe z € S! tal que

z=lim [ () = Nim fORDOTmI () = dim (R () =

k—o0 k—00 k—00

= fOTm (Jim fEOTIEN () = ().

donde ¢ = n—m > 0 verifica que f9(z) = z. Por tanto, z es un punto periédico de f. Sin embargo,
habiamos supuesto que p(f) es irracional y por el Teorema 2.9 sabemos que si f presenta un punto
periodico, entonces p(f) es racional. Llegamos entonces a contradiccion. Asi, hemos probado que
existe N € N tal que

N N

st=J L= £ @), 17 (@)

k=1 k=1

Por lo tanto, para cada y € S!, existe j € {1,..., N} de forma que y € f‘j(”_m)(I). Denotamos

ko = j(n —m). Ademés, se verifica que kg € N puesto que hemos tomado n > m. Finalmente,

froly) = fFm(y) € [ (), f™(2)). L

Teorema 2.13. Sea x € S', f: S — S un homeomorfismo que preserva orientacion y p(f) su

nimero de rotacion. Supongamos que p(f) € R\Q. Entonces, se verifica que

(a) w(z) = w(y) para todo y € S*.
(b) w(x) es un conjunto minimal.

(c) O bien w(x) =S, o bien w(x) es un conjunto de Cantor.

Demostracion. (a) Por la Proposicion 2.11, sabemos que w(x) # @. Dado z € w(x), comproba-
remos que z € w(y). Por definicion, existe {ng}reny C N una sucesion de forma que ny tiende a
oo cuando k tiende a oo y

lim d(f"*(x),z) =0. (2.18)

k—o00
Como ny tiende a oo cuando k tiende a oo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
{nk}ren es una sucesion estrictamente creciente (en caso contrario, bastaria con tomar una

subsucesion estrictamente creciente de {ny }ren)-

Para comprobar que z € w(y), construimos una sucesion {lj }rcn de la siguiente manera. Partimos
del intervalo J; = [f"2(x), f™ (x)]. Notamos que, como {nj }ren es estrictamente creciente, ng >
n1, y en general siempre tendremos ngy1 > ng. Ademas, p(f) € R\Q, por lo que podemos aplicar
el Lema 2.12: existe [; € N tal que

() € Ji = [f"2 (), [ ().

Consideramos a continuacion el siguiente intervalo, Jo = [f"3(z), f"2(x)]. Para obtener lo, ac-

tuamos en dos etapas. Por un lado, sabemos que f!(y) = y; para cierto y; € J;. Aplicamos el
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Lema 2.12 a y; y obtenemos I}, € N tal que

(1) € Jo.

Por tanto, si tomamos ly = [; + I}, tenemos que

f2(y) = 1702 (y) = (1 (y) = f2(n) € .

Es decir, le (y) € Jo. Ademés, lo = 11 + 1’2 > [;. Iteramos para todo k € N y obtenemos una
sucesion {lx}xen verificando

lim lk = 00,
k—o0

porque es una sucesién de ntmeros naturales en la que cada término se obtiene sumando un

entero positivo al término anterior, asi que es claro que diverge. Ademas,

F(y) € Ty = [f™4 (2), [ ()]

para todo k € N por construccién. En consecuencia, para cada k € N tenemos que o bien

d(f™+1 (x), 2) < d(f*(y), 2) < d(f"™(2), 2),

o bien

d(f™(x), z) < d(f*(y),2) < d(f™*(2),2).

En cualquier caso, tomando limite k¥ — oo y utilizando (2.18) se tiene que

ltm d(f*(y),2) = 0.
l—o0
Por definicion, z € w(y). Asi, hemos probado que w(x) C w(y), y como el otro contenido es

analogo, concluimos que w(x) = w(y).

(b) Veamos que w(z) es un conjunto minimal. Por la Proposiciéon 2.11, sabemos que es no vacio,
cerrado e invariante. Supongamos que B C w(z) es un conjunto no vacio, cerrado e invariante.
Por ser B no vacio, podemos escoger un z € B. Por otro lado, para cada y € w(z), dado que
w(z) = w(z), se tiene que y € w(z). Por definicion, existe {ny}reny C N una sucesion de forma
que ny tiende a oo cuando k tiende a oo y

lim f7(2) = y.

k—00

Dado que B es invariante, f™(z) € B para todo k € N y, por ser B cerrado, concluimos que
y € B. Asi, tenemos que w(x) C By, en definitiva, w(x) = B. Por tanto, w(z) es un conjunto

minimal.
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(¢) Comprobamos que w(z) es o bien S! o bien un conjunto de Cantor. Consideremos dw(z) la

frontera de w(x). Sabemos que dw(z) es un conjunto cerrado, por ser una frontera. Por definicion,

Ow(z) = w(z)\ Int(w(z)) = w(z)\ Int(w(x)).
Supongamos que dw(z) = &. Entonces,
ow(z) = w(x)\ Int(w(x)) = 9,

es decir w(z) = Int(w(x)). Por tanto, w(z) es un conjunto no vacio, abierto y cerrado a la vez, y
asf w(r) = S'. Supongamos ahora que dw(z) # T, esto es, w(z) # S!. Veamos que dw(x) es un

conjunto invariante. Como dw(x) # @, podemos tomar z € dw(z), verificando

z € w(z) NSN\w(z) = w(z) NS\w(z).
En particular, z € SN\w(z), por lo que existe {2, }nen € S'\w(z) una sucesion tal que

lim z, = z.
n—0o0

Por ser f continua,

lim f(z,) = f(2).

n—oo
Como w(x) es positivamente invariante, f(z) € w(x). Ahora bien, w(z) también es negativamente
invariante, por lo que f(z,) ¢ w(z) para todo n € N. En efecto, si existiera n € N tal que

f(zn) € w(x), se verificaria que, por ser w(x) negativamente invariante,

FH(f(2n) = 2n € w(2),

lo cual es una contradicciéon con z, € S'\w(z). Asi, necesariamente f(z,) € S'\w(z) para todo

n € N. En consecuencia, f(z) € SH\w(z) y finalmente

f(2) € w(z) NSN\w(z) = dw(x).

Hemos probado que f(z) € dw(z), es decir, Ow(x) es positivamente invariante. Probar que ademas
es negativamente invariante es analogo ya que f es un homemorfismo, basta intercambiar f y

f~! en la demostracién anterior. Asi, concluimos que dw(z) es un conjunto invariante.

Como dw(x) es un subconjunto cerrado e invariante de w(x) y w(x) es un conjunto minimal,
concluimos que o bien dw(x) = @, o bien dw(x) = w(z). Estamos estudiando el caso dw(x) # @,

por lo que dw(z) = w(x). Entonces,

Int(w(z)) = Int(w(z)) = w(z)\Ow(z) = w(z)\w(z) = @.
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Es decir, w(z) es denso en ninguna parte. Veamos que, ademads, se trata de un conjunto de
Cantor. Por un lado, comprobamos que w(x) es perfecto. Ya sabemos que es cerrado, asi que solo
debemos probar que todos sus puntos son de acumulacion. Sea z € w(x). Por el apartado (a),
sabemos que w(x) = w(z). Asi, existe {nj }reny C N una sucesion tal que

lim ng = oo
k—o0

lim f™(2) = 2.
k—ro00

Como p(f) es irracional, por el Teorema 2.9 no existen puntos periddicos, por lo que f™(z) # z
para todo k € N. Por lo tanto, z es un punto de acumulaciéon de w(z), y w(x) es perfecto. Es
decir, hemos probado que, en el caso w(z) = Ow(z), w(x) es un conjunto no vacio, denso en

ninguna parte y perfecto. Por la Observacion 2.8, tenemos que w(z) es totalmente disconexo.

Finalmente, sabemos que para demostrar que w(x) C S! es un conjunto de Cantor es necesario
comprobar que es compacto, pero esta propiedad es inmediata ya que w(x) es cerrado y esta
contenido en S!, un conjunto compacto. En definitiva, hemos obtenido que o bien w(z) = S!
o bien w(x) es un conjunto no vacio, compacto, perfecto y denso en ninguna parte, esto es, un

conjunto de Cantor. O

Ejemplo 2.2 De nuevo, consideremos el ejemplo mas sencillo de homeomorfismo de una circun-

ferencia, que es la rotacion rigida de angulo 27a, con a € [0,1):

fa(x) = fa(exp(2mt) = exp(27(t + ).

Sabemos que su ntmero de rotacion es p(f,) = a. Supongamos que @ € R\Q y veamos que

w(z) = S!. Dado x € S!, probaremos que la 6rbita positiva de  por f,, dada por
0" (z) = {fa(x) : n € N},

es un conjunto denso en S'. Es decir, dado z € S!, queremos probar que para cada € > 0 existe

n € N de forma que
d(fu(x), z) <e.

Como f, no tiene puntos periédicos, O (z) es un conjunto infinito; sin embargo, S! tiene longitud
finita. Sea € > 0, consideramos k € N tal que k£ > %’r + 1 y supongamos que existe A =

{z1,..., 2} C O (z) un conjunto de k elementos de forma que
d(a:i, xj) >¢€

para todo i,5 € {1,...k} con i # j. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los puntos



46 CAPITULO 2. SISTEMAS DISCRETOS EN UNA CIRCUNFERENCIA

{1, ...,z } estan ordenados en la circunferencia, de forma que para cada i € {2,....k — 1} el
elemento x; pertenece al arco (z;—1,2;41), y ademéas z1 € (xg,x2),zr € (xx_1,21). De esta
forma, [z, x| es un arco de circunferencia. Recordemos que, por definicion de la distancia d, se
tiene que

d(a,b) = min{l([a, b]), ([, a]) } = I([a,0])

para todo a,b € S!. Asf, la longitud del arco [z1, 2] verifica
k—1 ~1

([, 24]) = ;z([xi,miﬂ]) > 3 dl i) > (= 1)e 2 2?”5 > or. (2.19)

N

<.
Il

Llegamos entonces a una contradiccién, pues tenemos un arco de la circunferencia unidad de
longitud mayor que 27w. Denotamos Ay el conjunto formado por los k primeros elementos de la

orbita de positiva de x por f,, esto es

A ={fl(x):ne{1,...,k}}.

Por (2.19), existen m,n € {1,...,k}, coonm #ny

d(f&' (x), fo () <e.

Sin pérdida de generalidad, supondremos m > n. Por otro lado, observamos que las rotaciones
rigidas preservan distancias. Dados a,b € S!, con a = exp(2mit),b = exp(2wis), s,t € [0,1], se

tiene que

A(fala), fa(b)) = d(exp(2rit + o)), exp(2ri(s + )
=2rmin{|(t +a) — (s+a)|,|(t+a) — (s+a—1))[}
=2rmin{|t — s|, |t + s — 1|}
=d(a,b).

Es inmediato comprobar que, por tanto, el homemorfismo f7 también preserva distancias, pues
se trata de la rotacion rigida de d4ngulo na, como probaremos por inducciéon. Para n = 1 es obvio,

y suponiendo el resultado cierto hasta n y comprobamos que, para cada x = exp(27it) € S,
(@) = fo(f7(x) = foexp(2mi(t + na)) = exp(27i(t + na + a)) = exp(2mi(t + (n + 1)a)).
Como f es una rotacion rigida,

d(fi (@), fa(@)) = d(f{" ) (),2) <.

Ademas, veamos que d(fo([mfn) (x),z) = d(fo(‘mfn) (y),) para todo y € S'. En efecto, supongamos
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que x = exp(2mit),y = exp(2mis), con s,t € [0,1]. Consideramos f3 la rotacion rigida de angulo

27(s — t). Entonces,
fa(x) = exp(2mi(t + ) = exp(2mi(t + (s — t))) = exp(2mis) = y.

Por lo tanto,

FTy) = fE T (fs()) = exp(2mit + B+ (m —n)a)) = fo(fi" ().

Como f3 es una rotacioén rigida y por tanto preserva distancias,

d(f" " (y),y) = d(FS (fa(@), fo(x) = d(fs(fE " (@), fo(x)) = d(f&" ) (@), 2) (2.20)

En el Ejemplo 2.1, demostramos que el ntumero de rotacion de f, es p(f) = a. Por la Observacion

(m—n))

2.6, sabemos que pg = p(fa = ((m —n)a) mdd 1. Asi, se verifica (ver Figura 2.8)

d(f" ™ (x),x)) = 2w min{po, 1 - po}.

Denotamos r = 27 min{pg, (1 — po)}. Por la ecuacion (2.20),

Im(2)4

(a) Rotacioén rigida de angulo %, pg = 1 (b) Rotacién rigida de dngulo 2, py = 3.

Figura 2.8: En la rotacion rigida de angulo 7, la distancia entre zg y 1 es
s

5 = 27& = 2mpg porque tenemos una rotacién de angulo menor que 7, y por
tanto un nimero de rotacién menor que % Por otro lado, en la rotacién rigida de
. 37 . . T o__ 3\ _

angulo =, tenemos que la distancia entre xg y w1 es § = 27 (1 — Z) =27(1—po),
pues tenemos una rotacién de dngulo mayor que 7, equivalentemente, un nimero

s 1
de rotacion mayor que 3.

para todo y € S!. Recordemos que k > 2?” + 1. El conjunto

By = {(fi"™)* () : ke {1,..,N}} c O ()
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divide la circunferencia en k arcos de longitud menor que €. En la Figura 2.9 tenemos una

representacién del conjunto By.

Figura 2.9: Suponemos k > 10 y representamos los 10 primeros elementos del
conjunto By, en el caso pg < % Tenemos puntos equiespaciados en la circunferencia
que forman arcos de longitud menor que €.

Para cada z € S! existe ng € {1,...,k(m —n)} de forma que

d(fio(x),z) < e.

Concluimos asi que, OF () es un conjunto denso en S!. Veamos que, en consecuencia, w(x) = S*.
Dado z € S', probaremos que z € w(x). Consideremos la sucesion dada por & = % para todo

k € N. Como O (z) es denso en S!, existe una sucesion {my,}ren C N tal que
m 1
A(F™ (@), 2) < e =

para todo k € N. Es claro que, si la 6rbita positiva de  es un conjunto denso en S', para cualquier
k € N el conjunto OF(f¥(x)) también es denso en S', pues resulta de quitar a O (x) una
cantidad finita de términos. Para probar que z € w(x), construimos una sucesion {ng}reny C N

de la siguiente manera. Para k = 1, definimos n tal que
d(f"(x),z) <e1 = 1.
Para k > 1, utilizando que OF(f™-1(z)) es un conjunto denso, consideramos my, € N tal que
d(fm(f™1 (), 2) = d(fe (), 2) <,

y definimos ny = my + ng_1. De esta forma, obtenemos una sucesion {ny }ren verificando que
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ny tiende a oo cuando k tiende a 0o y

lim d(f"*(x),z) =0.

k—o0

Por definicion, z € w(z), y en definitiva, w(z) = S*.

2.2.5. Teoremas de Denjoy y Teorema de Clasificacion de Poincaré

Los resultados obtenidos acerca de la rotacion rigida se pueden resumir en la siguiente proposi-

cion.

Proposicion 2.14. Sea f, la rotacion rigida de dngulo 2wa, con « € [0,1). Entonces, el nimero

de rotacion de fo es p(fa) = a. Ademds, se verifica que

(a) p(f) = g,p,q € Z,q # 0 si y solo si todas las orbitas son periddicas de periodo q.

(b) p(f) € R\Q si y solo si w(z) =S para todo z € S'.

La demostracion ha sido desarrollada a través de los Ejemplos 2.1 y 2.2. La rotacién rigida es un
ejemplo del caso ntimero de rotacién irracional y w(x) = S'. Ahora bien, por el Teorema 2.13,
sabemos que otra posibilidad de w(x) cuando el nimero de rotacion es irracional es que w(z) sea

un conjunto de Cantor.

Cabe preguntarse entonces si existe algin resultado que caracterice en cual de los dos casos nos
encontramos. A continuacion, enunciaremos un conjunto de resultados sin demostracion, que se

pueden consultar en 1], [5] y [0].

Teorema 2.15. (Clasificacion de Poincaré) Sea x € S', f : St — S un homeomorfismo que
preserva orientacion, p(f) su nimero de rotacion y To(f) la rotacion rigida de dngulo 2mwp. Su-
pongamos que p(f) € R\Q. Entonces, existe una funcion continua y mondtona h : S' — St tal

que ho f = fy5)oh. Ademds,

1. Si f es transitiva, entonces h es un homemorfismo y por tanto una conjugacion entre f y

fp(f)'

2. 51 f no es transitiva, entonces h no es inversible y f,y) es un factor topoldgico de f.

En el Ejemplo 2.2 probamos que una rotaciéon rigida con nimero de rotacién irracional presenta
una orbita densa. El Teorema de Clasificacion de Poincaré demuestra que si f es transitiva, es
decir, si existe una Orbita de f que es densa, entonces f es conjugada a una rotacién rigida.

Ademas, en el caso de que f no sea transitiva, la rotacion rigida aparece como factor topologico.
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Los resultados probados en el capitulo anterior son vélidos para homeomorfismos, siendo tnica-
mente necesario imponer que f y su inversa existan y sean continuas. Los teoremas de Denjoy

se aplican a difeomorfismos, es decir, requieren condiciones de diferenciabilidad.

Teorema 2.16. (Primer teorema de Denjoy). Sea f : S' — S! de clase C? un difeomorfismo que
preserva la orientacion y tal que p(f) es irracional. Entonces, f es transitiva y topoldgicamente

conjugada a la rotacion rigida de dngulo oo = 2wp(f).

Teorema 2.17. (Segundo teorema de Denjoy). Para cada v € R\Q irracional, existe un difeo-
morfismo f :S' — St de clase C! de forma que p(f) =1 y w(x) es un conjunto de Cantor para
todo x € S'.

El primer teorema establece que, si p(f) es irracional y f es suficientemente regular, entonces
presenta la misma dindmica que la rotacion rigida. Por otro lado, el segundo teorema demuestra
que la condicién C? es necesaria, existiendo para todo ntmero irracional un difeomorfismo de
clase C! cuya dinamica contiene conjuntos de Cantor. El teorema de clasificacion de Poincaré es

un resultado que también caracteriza si podemos encontrar o no w(z) # S, pero sin pasar por
diferenciabilidad.

Los teoremas de Poincaré y Denjoy se aplican a homeomorfismos con nimero de rotacioén irracio-
nal. También se puede demostrar (ver [5]) que si p(f) = % todas las orbitas o bien son periodicas

o bien tienden asintéticamente a una érbita perioédica.



Capitulo 3

Aplicaciones estandar de Arnold

En el primer capitulo, introdujimos el sistema X, .,) que describe la dindmica de dos osciladores

no acoplados en un toro 2—dimensional y viene dado por (2.2)

[/ —

a w1
[/ —

di = W2.

Para acoplar los dos osciladores, modificamos las ecuaciones diferenciales anteriores incluyendo

términos miztos a través de una funcién f no lineal

do
G =witcf(fa —6h) (3.1)

Do =wy+caf (61 — 62).

Las constantes ¢; y c¢o indican la fuerza del acoplamiento. Cuando ambas son cero, no hay
acoplamiento y obtenemos de nuevo un flujo lineal en el toro 2-dimensional. Tal y como hicimos
para el sistema lineal (2.2), podemos estudiar la dinamica del toro construyendo aplicaciones
de Poincaré en una circunferencia inscrita, por ejemplo ¥ = {(01,0) : 81 € [0,27)}, obteniendo

entonces una aplicacion dependiente de cuatro parametros P, o, ¢ co-

Poywaserney 02— X

T = Pwl,WQ,Clch (x)

En ausencia de los términos de acoplamiento, es decir, cuando ¢; = ¢y = 0, la aplicacién
., s 4 : oz . w1 3
Py waser,co €s la rotacion rigida con namero de rotacion o = % (suponiendo que hemos to-

mado wi,ws con wy # 0y g—; € [0,1)). Para valores pequenios de las constantes de acoplamiento,

tenemos una pequena perturbacion de esta rotaciéon. Podemos suponer entonces que la aplicacion

51
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de Poincaré es de la forma

PW17W2’01752 : Z - E

T = Pw1,w2701,c2($) = exp(Qﬂ-i(t + a) + ig(t7 aag))v

con ¢(t,a,€) una funcion periddica en t. En particular, estudiaremos con profundidad la familia
de aplicaciones dada por g(t, o, €) = e sin(2nt), de forma que g tiene periodo 1 en t. Consideramos

la siguiente definicién propuesta por [1].

Definicién 3.1. Sean a € [0,1),e € [0, 1]. La aplicacion dada por

fae: st 5 st
x = exp(2mit) — exp(2mi(t + «) + ie sin(27t))

se denomina aplicacion de Arnold o aplicacion estandar de Arnold de parametros e, «. El conjunto

de aplicaciones fq . para a € [0,1), € € [0, 1] se denomina familia estandar de Arnold.

Para empezar, debemos justificar que se trata de una familia de homeomorfismos de la circun-
ferencia unidad que preserva orientacion. Para demostrar que f,. es un homeomorfismo de la

circunferencia unidad. Comenzamos con la siguiente observacion.

Observacién 3.1. Sea f : S' — S! una aplicaciéon de la circunferencia unidad continua y
biyectiva y supongamos que existe F': R — R una funcién continua y biyectiva tal que f oIl =
IIo F. Como F es una funcioén real, biyectiva y continua, F~! existe y también es continua.

Ahora bien, la aplicacion

II:R— St
t — exp(2mit)

no es inyectiva, por lo que no podemos considerar su inversa. Sin embargo, es claro que la

aplicacién

II:[0,1) —» st
t — exp(2mit)

si es biyectiva, y podemos considerar . Ademas, es claro que II también verifica que fo =

II o F. Definimos entonces la aplicaciéon g dada por

g:St— st
T +— (f[oF_lof[_l)(m)
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Sea z € S! tal que x = exp(2mit) con t € [0,1). Entonces,
(feg)@) = f (M (F7H(IT (@) ) = NF(F (1) = 1(1) = =,

(90 f)@) =g (£ (111)) =g (M(F@)) =11 (£ (17 (F(1)))) = 11(1) ==

Es decir, f"l=g= [To F~!oIl"!. Tenemos entonces que f~! es continua por ser composicion
de funciones continuas. Por lo tanto, para demostrar que una aplicacién f de la circunferencia
unidad es un homeomorfismo basta con probar que es continua, biyectiva y que existe I’ una
funcién real biyectiva y continua tal que f oIl = Il o F'. En estas condiciones, F' es ademas un

levantamiento de f.

Proposicion 3.1. La aplicacion

fae: St —=S!
x = exp(2mit) — exp(2mi(t + a) + ie sin(27t))

es un homeomorfismo que preserva orientacion para todo € € [0, 1] y para todo a € [0,1). Ademds,

un levantamiento de fo . viene dado por la aplicacion

Foe:R—SR

€
t—t — sin(27t).
+a+27rsm( mt)

Demostracion. Tomamos « € [0,1) arbitrario. Sie = 0, entonces f, .—o = fo es la rotacion rigida

de angulo 27a, que ya sabemos que es un homeomorfismo. Consideramos el caso ¢ € (0, 1).

Es claro que fo. ¥ Fo son funciones continuas y II(F, c(t)) = fa,c(II(t)) para todo t € [0,1).
Ademas, Fy, . es una funcién real y de clase C*°. Por lo tanto, Fi, . es inyectiva si y solo si es
localmente inyectiva en todo punto. Si Fi, . no es localmente inyectiva, entonces existe ¢y € R en

el que la derivada es nula. Es decir, ¢y verifica que

d
—Fos(to) =1+ %QW cos(2mty) = 1 + £ cos(2mtg) = 0,
es decir,

1
cos(2mty) = —— < —1,
€

pues hemos tomado € € (0,1). Llegamos entonces a una contradiccion y podemos concluir que
%Fme(t) # 0 para todo t € R, de donde F,, . es inyectiva. Finalmente, estudiamos el caso ¢ = 1.
Observamos que

1
—Fpe=1(t) = 14+ —2mcos(2nt) = 1 + cos(2nt) = 0,
dt 27
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entonces, cos(27t) = —1, de donde
. 2m +1
- =5
con m € Z. Estudiamos la derivada segunda de F, 1 en un punto o de la forma to = 2"12—"'1 Se
tiene que
d2
@Fa(to) = —sin(2nty) = —sin(7(2m + 1)) = 0.

Estudiamos entonces la derivada tercera de Fy ;.

d3
ﬁFa(to) = —cos(2nty) = —1 <0,

de donde F, ; es estrictamente creciente en tg. Hemos demostrado entonces que la funcion F, .
es inyectiva para todo ¢ € [0,1] y para todo « € [0,1). Es claro ademés que F, . es suprayectiva

porque es una funcion real e inyectiva definida en todo R.

Veamos que f, . también es inyectiva. Supongamos que existen z,y € S! tales que fae(z) =
fae(y). Tomamos t,s € R de forma que x = exp(2wit) = II(t), y = exp(2mis) = II(s). Notamos

que

fae(@) = fae(ll(t) = M(Fac(t),  foe(y) = fac(ll(s)) = M(Fac(s))-

Como foe(x) = fac(y), tenemos que II(F, <(t)) = II(Fy.(s)), de donde existe k € Z tal que

Observamos que
Foc(s)+k=s+a+ % sin(2mt) + k= (s+k)+a+ % sin(2w(t + k)) = Fo (s + k),
pues sin(27t) = sin(27(t + k)), ya que k € Z. Como F, . es inyectiva, t = s + k. Entonces,
x = exp(2mit) = exp(2mi(s + k)) = exp(2mis) = y,

es decir, f, ¢ es inyectiva. Veamos que, ademaés, f, . es suprayectiva. Para empezar, observamos
que F,.(0) =ay Fy:(1) = a+1. Dado y € S!, existe s € [, a+ 1] de forma que y = exp(27is).
Como Fy . es una funcién real y continua, por el Teorema del Valor Intermedio existe ¢ € [0,1)

de forma que Fy, .(t) = s. En consecuencia, z = exp(2mwit) verifica que

Jae(@) = fae(Il(t) = I(Fac(t) = I(s) = exp(2mis) = y.

Por tanto, f,. es suprayectiva. Tenemos entonces que f, . es una funcién biyectiva, continua y
tal que Il o F,, . = fq, oIl con F,, . una funcion continua y biyectiva. Por la Observacion 3.1,

fa,e €s un homeomorfismo y F,, . es un levantamiento de f, .. Ademas, es claro que f, . preserva



orientacion por ser F,, . creciente.

%)

Observacion 3.2. A partir de la demostracién anterior, también queda claro que la familia de

homeomorfismos se puede definir tinicamente para € € [0, 1], pues si tomaramos € > 1, la funcién

fa,e dejarfa de ser inyectiva y por lo tanto, no seria un homeomorfismo. En la Figura 3.1 se puede

observar como la funciéon F,, . deja de ser inyectiva si consideramos € > 1.

En efecto, consideremos la funcién F,, . con € > 1. Notamos que

1.5

FE, 0'20.25(1:)

0.5

Grafico de FE’ a=0.25(t)
e=05
e=1
e=15
0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3.1: Representacion de las funciones Fy, . restringidas a [0, 1] para distintos

valores de ¢.

de donde

d

dt

Foe(t)=1+ ;27r cos(2mt) = 1 + e cos(2nt) = 0,
T

1
cos(2nt) = —Z € (0,1),

pues € > 1. En este caso, si existe tp € (0,1) de manera que cos(27ty) =

d
EFa,E

(to) = 0. Ademas, supongamos que C‘;—;Fa,g(to) = 0. Entonces,

d2
at?

F, (to) = —sin(27ty) = 0,

1
—< Yy por tanto
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luego tg =

%, con m € Z, y por tanto

m 1
cos(2mty) = COS(QW—) =41=—
2 €
. . . 2 .
con ¢ > 1, lo cual es una contradicciéon. Concluimos entonces que o bien %Fa,g (to) > 0 o bien
2 ., P st
%Fa,s(to) < 0, pero en todo caso la funcién Fi, . presenta un maximo o minimo local y no es

inyectiva. Si s,t € R son tales que Fi, .(t) = F, <(s), entonces

Jfoe(M(1) = M(Fae(t)) = T(Fac(s)) = fac(s)),

es decir, f, . tampoco es inyectiva.

En el segundo capitulo, estudiamos resultados generales para homeomorfismos de la circunfe-
rencia unidad, utilizando el concepto de niimero de rotacién. Durante este capitulo aplicaremos
estos resultados a la familia de aplicaciones de Arnold. Sabemos que un levantamiento de f, .

viene dado por

Foc(t)=t+a+ £ sin(27t).
27

En la Figura 3.2 tenemos una representacion de Fi . para distintos valores de los parametros

g, Q.
Grafico de Fe=o.25, u(t) Grafico de Fé. a=0.25(t)
2 15
w=025 - - Sgtgczi(;n rigida
a=05 ‘o
15 a =075 €=0.75
P P 1 [
= %
- &
g 1 i
i <
“ “ ost
0.5
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 1
(a) Representacion de F, . restringida a [0, 1] (b) Representacion de Fy, . restringida a [0, 1]
para distintos valores de a, fijando € = 0.25 para distintos valores de ¢, fijando a = 0.25.

Figura 3.2: Representacion de levantamientos de las aplicaciones de la familia
de Arnold restringidas al intervalo [0, 1] para distintos valores de los parametros
e,a. En la figura de la derecha comparamos también con el caso ¢ = 0, que se
corresponde con la rotacion rigida de angulo 27wa;, en este caso con o = 0.25.
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3.1. Escaleras del diablo

Comenzamos estudiando el ntimero de rotacién de un homeomorfismo de la familia estandar de
Arnold como funcién del pardmetro o. Dado « € [0,1), si consideramos € = 0 obtenemos f,
la rotacién rigida de angulo 2ma cuyo ntimero de rotacion es p(f,) = «. Fijamos € € (0,1] y

durante esta seccion estudiaremos la aplicacion

po:[0,1) —[0,1)
Q= p(fa,s)

Observamos que los levantamientos Fy, . verifican que

Foc(0)=a €[0,1).
Por la Proposicion 2.7, tenemos que para cada t € R p(F,t) € [0, 1], de donde p(f) = p(F,t) si
p(F,t) <1y p(f) =0sip(F,t) =1. Asi, para estudiar el comportamiento de py consideraremos

la aplicacién

5:00,1) — [0,1]
a— p(Fue,t)

La funcién p coincidira con pg para todos los valores de o € [0, 1) salvo para aquellos en los que
p(a) = 1, pues en estos casos po(a) = 0. Nuestro objetivo es comprobar que j es una escalera
del diablo, concepto que definimos a continuacion, considerando la definicion de [5]. Se trata de

la referencia principal que seguiremos en esta seccion, ademas de [3] y [4].

Definicién 3.2. Sea ¢ : [0,1) — [0, 1] una funcién continua y mondtona. Supongamos que
existe {I;};e; una familia de intervalos cerrados disjuntos contenidos en [0,1] de longitud no

nula verificando

(a) La unioén de intervalos es densa en [0, 1), esto es

m: 0,1)

jed

(b) Para cada j € J, existe t; € [0, 1] verificando ¢(t) = t; para todo t € I;, y ademas t; # t;,
para todo j, k € J tales que j # k.

Entonces, ¢ se denomina escalera del diablo.

Ejemplo 3.1 Se puede construir una escalera del diablo a partir del conjunto ternario de Cantor.
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Consideramos x € C'y su expresion en base 3 introducida en el primer capitulo.

(o.)
x = E an3™",
n=1

con ay, € {0,2}. Definimos la aplicacion

Se comprueba (ver [5]) que f(x) € [0, 1] para todo z € C'y que f es suprayectiva y no decreciente.

Escalera del diablo

09}

0.8}

06

03} .

0.2 7

01f 7

0 1 1 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1

X

Figura 3.3: Escalera del diablo a partir del conjunto ternario de Cantor

Ademas, los dos extremos de un intervalo eliminado se asignan al mismo valor. Podemos extender
entonces f a una aplicacion continua g no decreciente en [0, 1], toméndola constante en cada
intervalo eliminado e igual al valor comun de f en los extremos para cada uno de estos intervalos.
Obtenemos de esta forma una escalera del diablo, que a menudo también se conoce como funcion

de Cantor. La funcién g esta representada en la Figura 3.3.
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3.1.1. Continuidad de la aplicacién naimero de rotaciéon

Denotamos Hom(S!) el conjunto de homeomorfismos de la circunferencia unidad y nuestro obje-
tivo a continuacion es estudiar la continuidad de la aplicacién niimero de rotaciéon p : Hom(S!) —
[0, 1); como referencia para toda esta parte hemos utilizado |5]. Para empezar, tenemos que definir

un espacio topologico en Hom(S!).

Dado f € Hom(S!), sabemos que cada levantamiento de f pertenece al conjunto de funciones
reales y continuas, que denotamos C(R). Ahora bien, por las propiedades de la Proposicion 2.3, el
comportamiento de F' esta determinado por su restriccion al intervalo [0, 1]. Por tanto, podemos

considerar la norma del maximo en C([0,1]) dada por

|

c(o,1]) = max{|F(t)| : t € [0,1]}.

El problema es que, dado f € Hom(S'), los levantamientos de f no son tnicos. Sin embargo,
en la Observacion 2.5 vimos que existe un tnico levantamiento F' de f tal que p(F,t) = p(f).

Consideramos entonces la distancia en Hom(S') dada por

ditomsty(f59) = |IF = Glleqo,1)) = max{|F(t) — G(t)| : t € [0, 1]},

con F un levantamiento de f y G un levantamiento de g tales que p(F,t) = p(f), p(G,t) = p(g)
para todo ¢ € [0, 1].

Comenzamos probando un lema que utilizaremos en muchas ocasiones a lo largo del capitulo.

Lema 3.2. Sea f un homeomorfismo que conserva la orientacion y F el levantamiento de f

tal que p(F,t) para todo t € R. Sea t € R y consideremos r',r € Q tales que ' < p(F,t) < r.

Supongamos que r = g, r' = 2—:, conp,q,p,q €7, q,q # 0. Entonces, se verifica que

F]q(t) —t< ]p)
FI9(t) —t > jp.

para todo j € N.

Demostracion. Supongamos que
Fi(t) > t+p. (3.2)

Por induccién, veamos que entonces (F9)7 > t + jp para todo j € N. Para j = 1, es (3.2).
Utilizando (3.2) y las propiedades de F' demostradas en la Proposicion 2.3,

(F(8) = FUFWD(8) > FI(t + (= Dp)) = FI(8) + (G~ Up > ¢+ p
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Entonces, .

o VOt in

J—oo J J
es decir, p(F'9,t) > p. Por la Observacion 2.6, tenemos entonces que p(F,t) > g lo cual contradice
la hipotesis p(F,t) < g. Por lo tanto, hemos probado que F9(t) —t — p < 0. Ahora bien, por el
Corolario 2.10 sabemos que, si F9(t) —t = p, entonces p(F,t) = 7Y habiamos tomado p, g tales

que p(F,t) < . Por tanto, se tiene que
Fi(t) —t <p. (3.3)

Veamos entonces que F74(t) —t < jp para todo n € N. Para j = 1, es la ecuacién (3.3).

Suponiendo el resultado cierto hasta j — 1 y utilizando la Proposiciéon 2.3,
(F9I () = FUUD(t)) < FI(t + (j — 1)p)) = FU(t) + (j — Dp < t + jp.

De forma analoga se demuestra que F7¢' (t) —t > jp' para todo j € N. O

Teorema 3.3. La aplicacion

p: Hom(S') — [0,1)
f=p(f)

que a cada homeomorfismo f de la circunferencia unidad que conserva orientacion le asigna su

numero de rotacion es continua.

Demostracion. Sean ¢ > 0, f € Hom(S'). Como Q es denso en R, existen r,7’ € Q tales que
" < p(fo) <r, con

Ir —1r'| <e,

es decir, [r/,r] es un intervalo de longitud menor que e. Supongamos que r = 2 ¢/ = *;i/, con
»,0.q,qd €Z,q#0,q # 0. De esta forma,
p/

?<P(f)<

p

q

Sea F' un levantamiento de f que verifica que p(f) = p(F,t) para todo t € R. Dado ¢ € [0, 1],
por el Lema 3.2, sabemos que

Fi(t) —t < p.

Como la funciéon F'? — Id es continua, alcanza un valor maximo en el intervalo [0, 1]. Entonces,
existe § > 0 de manera que
Fi(t)—t<p—90
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para todo t € [0,1]. Sea g € Hom(S!) y G el levantamiento de g que verifica que p(g) = p(G, t)
para todo t € R. Si tomamos f, g arbitrariamente cerca, podemos suponer F'¢,G? también tan

cercanas como queramos. Tomamos g tal que
q q ‘ q q g
1E9 = Glleo,y) = méx{|F(t) — GU(t)] : t € [0, 1]} < 5.
Supongamos que existe ¢y € [0, 1] de forma que

0
Gi(tg) >to+p— 3

Como F9(tg) < to+p—0 <ty+p— 3§ < GI(ty), obtenemos

N S

|F(to) — GY(to)| = GY(to) — F(to) > (to +p— g) — (to+p—10) ==,

lo cual contradice haber tomado G, F' tales que [|[F'? — G|¢o,1)) < g. En consecuencia,
)
G(t) §t+p—§ <t+p

para todo t € [0,1] y, por tanto, por el Lema 3.2, G/9(t) < t + jp. Asi, dado t € [0, 1] arbitrario,

se tiene que

G™(t)—t G (t) —t t+jp—t
p(Git) =g tim =t GOttt
n—o0 n J—00 ] J—00 ]
de donde p(G,t) < 2 = r. Con un razonamiento anélogo, se obtiene que p(G,t) > LA

q q
Tenemos entonces que p(f), p(g) € [r’, 7], con [r’,r] un intervalo de longitud menor que e. Por lo

tanto,

Ip(f) —p(9)| <e,

es decir, p es continua. O

Notamos que en el resultado anterior hemos probado la continuidad del ntimero de rotaciéon
de los homeomorfismos de la circunferencia unidad a partir de una norma definida para sus

levantamientos. Definimos el conjunto

Levio,1) = {Fjjo,1) : [0,1] — R : existe f € Hom(S') tal que
F es el levantamiento de f con F(0) € [0,1)},
donde Fjj 1) denota la restriccion de la funcion real F' en el intervalo [0, 1]. Como los levantamien-

tos son funciones continuas, tenemos que LeV\[o,l] C CJ[0,1]. Asi, como consecuencia inmediata

del Teorema 3.3, obtenemos el siguiente resultado.
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Corolario 3.4. Sea t € R arbitrario. La aplicacion

pr : Levigq — [0,1]
F — p(F,t)

es continua.

Estamos en condiciones de demostrar la continuidad de la aplicacién p.

Proposicion 3.5. Sean e € [0,1] y t € R, cualesquiera pero fijos.

(a) La aplicacion

G:[0,1) >R
a— Fo.(t)
es continua.
(b) La aplicacion
7:10,1) = [0,1]
o= p(Fa,év t)

es continua.

Demostracion. (a) Sean ag € [0,1), g9 > 0 arbitrarios. Tomamos § = ¢p y «a € [0,1) tal que
la —ap] <9
Entonces, se verifica que
g0 . go .
|Foe(t) — Fapet) = [t +a+ o sin(2wt) — (t +a+ o 5111(271'15))’ = |la — a| < €o.
(b) En primer lugar, veamos que la aplicacion

R: [0, 1) — LeV|[0,1]

o Fope,

con Faﬁ la restriccion de Fy, - en el intervalo [0, 1] es continua. Esté bien definida porque Fy, -(0) =
0 para todo a € [0,1) y para todo € € [0, 1]. Veamos que la aplicacion R es continua. De nuevo,

consideramos €9 > 0, o € [0,1) arbitrarios, y tomamos « tal que | — ap| < g9. Para cada
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t € [0, 1] sabemos por el apartado (a) que

En consecuencia,
||Fa78 - Fao,aHG([O,l}) = méx{\ﬁmg(t) - Fao,a(t)‘ 1t e€[0,1]} < eo.

Es decir, la aplicacion R es continua. Notamos que p = p o R. Por el Corolario 3.3, sabemos que

la aplicacién

pr + Levigq — [0,1]
F — p(F,t)

es continua. Por lo tanto, p es composicién de aplicaciones continuas, y en definitiva continua. [

3.1.2. Monotonia de la aplicacién niimero de rotaciéon

Una vez hemos demostrado que p es una funcién continua verificamos que es monétona, en

particular, no decreciente.

Proposicion 3.6. Sean € € [0,1] y t € R arbitrario. Entonces,

(a) Para cada o € [0,1) y para cada B > 0 tal que o+ B € [0,1) se verifica que
F&Jrﬁ),s(t) 2 Fg,s(t) + 5
para todo n € N.
(b) FZ(t) es estrictamente creciente en o para todo n € N.
(¢) La aplicacion

5:[0,1) = [0,1)
a— p(Fue,t)

es no decreciente.

Demostracion. (a) Lo probaremos por inducciéon. Para n = 1, es claro que

Flozme(t) = t+ (a+B) + % sin(2rt) = Foo(t) + 8
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Supongamos el resultado cierto hasta n — 1 € N. Por la Proposicién 2.3, sabemos que Fy, ((t) es

estrictamente creciente en t para todo ¢ € R. En consecuencia,

oy (D) = Fla) e (FL (D) = Faspe(F2Z' (1) 2 Fac(FLZN0) + B = FL(t) + 8

(b) Es inmediato por el apartado anterior. Consideramos ai,as € [0,1) tales que a; < as.

Entonces, f = as — a1 > 0. En consecuencia,
Fo, () = F& 5. (8) = F (8) + 6> F (2).

para todo n € N.

(c¢) Consideremos de nuevo aq, ay € [0,1) tales que a1 < . Entonces,

O Fr, () —t O Fr, () —t
p(Fayert) = lim —==m— < lim —=22 e = p(Fay o 1),
por lo que p es no decreciente en «. O

Sabemos que p es no decreciente para todo a € [0,1). A continuacién, veremos que p es estricta-
mente creciente cuando toma valores irracionales. Como referencia para esta proposiciéon hemos
utilizado [3].

Proposiciéon 3.7. Sean ¢ € [0,1], t € R y ag € [0,1) tal que p(fay,e) € R\Q. Entonces, la

aplicacion

5:[0,1) = [0,1)
a— p(Fue,t)

es estrictamente creciente en o = .

Demostracion. Sea o € [0,1) tal que a@ € ap. Queremos probar que entonces p(ag) < pla).

Denotamos By = o — ag > 0.

Como p(fag,e) es irracional y Fy, . es una funcion de clase €2, por el Primer Teorema de Denjoy
(Teorema 2.16) tenemos que f; o, €s conjugada a la rotacion rigida de angulo 275 con 5 € R\Q.

Por tanto, todas las o6rbitas son densas en S'.

En consecuencia, dado x € S' arbitrario, podemos encontrar sucesiones con las que aproximar-
nos a x por ambos lados de z en la circunferencia. Es decir, existen dos sucesiones {ng}ren v

{m}ren C N tales que ny y my, tienden a oo cuando k tiende a oo y, ademas,

3 Nk
lim fik.
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klingo oTzr(l)Ifs(x) =7,

con d(x, fik (x)) = I([x, fi* (2)]) v d(z, fork(z)) = I([fark-(x), ]) para todo k € N. Sea t tal

que II(¢) = x. Se sigue la existencia de una sucesion {px}reny C N verificando que

ok (t) < t+ pi (3.4)
y
lim (F7%(t) —t + pg) = 0. (3.5)

k—o0

Por (3.4)y (3.5), existe k € N de manera que

0<t+py— F* (t) < Bo.

ap,E

Denotamos 8 =t + p — Fj'k.(t). Por la Proposicién 3.6 tenemos que

FI () > FI (1) + B

En consecuencia,

Fg§+t+pk—F$)k (t))ys(t) > Fole(t) + 1+ pr — Fogle(t) =t + .

Por lo tanto, se verifica que

my mp
Fao’g(t) <ttpes F(Cto-*-ff-i-m—l!‘ﬂorz?)}C (t)),f(t).

Por el Teorema de los Valores Intermedios, existe ax € [ag, ag +t + pp — Foik(1)] tal que
Fak,a(t) = t +pk7

de donde
plao) < plaw) < plao + B) < ()

Por el Corolario 2.10, tenemos que p(cy) € Q y sabemos que p(cop) € R\Q. Entonces,
plao) < plok) < plao + B) < plao + PBo) < pla).

De forma analoga se demuestra que si a < ayg, entonces p(a) < p(ag) y concluimos asi que p es

estrictamente creciente en ay. O
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3.1.3. Intervalos de frequency locking

Sabemos que p es una aplicaciéon continua y no decreciente en «. Ademas, hemos caracterizado
el comportamiento de p cuando p(«) es irracional. Ahora bien, para comprobar que p es una
escalera del diablo, necesitamos ademas encontrar un conjunto de intervalos cerrados {I;}cs

disjuntos contenidos en [0, 1] de longitud no nula verificando:

(a) La unioén de intervalos es densa en [0, 1), esto es

U L=l00.

jed

b) Para cada j € J, existe t; € |0, 1] verificando ¢(t) = t; para todo t € I;, y ademas t; # tj
J J J J
para todo j, k € J tales que j # k.

Para determinar los intervalos {I;};c , estudiamos el comportamiento de p en a € [0,1) cuando

p(a) € Q. Como referencia para el siguiente teorema hemos utilizado [1].

Teorema 3.8. Seane € [0,1] y ag € [0,1) tal que p(fa,,c) =17 € Q. Entonces, existe un intervalo
I C R no trivial tal que o9 € I y p(fa,e) =1 para todo o € I.
Demostracion. Supongamos que p(fae) =7 = %, con p,q € Z, q # 0. Por el Corolario 2.10,

P(fage) = % si y solo si existe g € R de forma que
Fi (to) = to +p, (3.6)

es decir, la grafica de F, . corta a la recta dada por la gréafica de la funcién ¢(t) = t + p para

t =ty y a= aq. Si se verifica que
8FO(5107€

ot

entonces la intersecciéon es transversal y, por lo tanto, el corte persiste para valores de « suficien-

(to) # 1,

temente préoximos a . En caso contrario, es decir, si

OFd, -
ot

(to) =1,

entonces hemos de tener en cuenta la analiticidad de Fg, .. En efecto, para ¢t en un entorno de

to podemos escribir

donde hemos denotado
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para todo j € NU {0}. Observamos que

q o (g ©)
F,e(0) = 0(0) = F(t0) + 2222 )0 — 1) + 3 P20~ 1) — (1)
7=2

o

Fg tO (.7) )
= (to +p) + (t — to) — t+pA+§: 0. (t —to)?

Q

Supongamos que
(F2, )Y (ko) =0

aQ,€

para todo j > 2. Entonces, F, - es un polinomio de grado 1. En particular, tenemos que
F(t) =t+p,

y por tanto F&, . es un levantamiento de una rotacion rigida; es decir, nos encontramos en el

caso € = (0. Como estamos suponiendo € > 0, sabemos que existe [ € N con [ > 2 de forma que

(F2, )Y (t0) # 0.

Sea ¢ > 2 el menor de los 6rdenes de derivacion para los que la derivada parcial no se anula.

Entonces,
Bl o) = 000)+ (¢ o) (Z5o2 10) + O~ ) )

Si i es impar, entonces F, -(t) — ¢(t) cambia de signo en t = tg y por lo tanto persiste un punto

de corte en las graficas de ambas funciones para « suficientemente proximo a «y.

En el caso de que ¢ sea par, las gréaficas tienen un contacto tangencial en ¢t = ¢, de forma que la
grafica de Fd, -(t) es una funcion concava, pudiendo ser concava hacia arriba o hacia abajo. No

podemos garantizar que el punto de corte persista para valores de a proximos a ag.

Sin embargo, como por la Proposicién 3.6 sabemos que Fy . es mon6tona respecto a a, podemos
concluir que las graficas se cortan para algin valor o bien a > ag o bien para a < «g, segin la

concavidad sea hacia arriba o hacia abajo.

En cualquier caso obtenemos un intervalo I, de manera que para cada « € I/, existe t € R
verificando que
F(t) =t+p.

Por el Corolario 2.10, tenemos que p(fac) = % para todo « € I,.. O]
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Hemos demostrado entonces que para cada ¢ > 0 y para cada r € QN [0, 1) existe un intervalo
I, C [0,1) tal que p(fa,e) = r para todo « € I,; este fendmeno se conoce como frequency locking

y estudiaremos su importancia con méas detalle en la siguiente seccion.

Notamos que p(fq,c) no coincide exactamente con p(c) para todo a € [0,1), pues puede ocurrir
que p(fae) = 0y p(a) = 1, pero en ambos casos tenemos que 0,1 € Q, por lo que podemos
aplicar el Teorema 3.8 para afirmar que p presenta intervalos de frequency locking cuando toma

valores racionales.

Estamos en condiciones de demostrar que p es una escalera del diablo.

Teorema 3.9. Sean € € [0,1] y t € R arbitrario. La aplicacion

p:10,1) — [0,1)
a— p(Fue,t)

es una escalera del diablo.

Demostracion. Por las Proposiciones 3.5 y 3.6 sabemos que p es una funcién continua y mono-

tona, en particular, no decreciente. Para cada r € [0,1) U Q, definimos el conjunto
I, ={a€[0,1): p(Foe,t) =1}

Por el Teorema 3.8, sabemos los intervalos I, son no triviales. Ademés, para cada r € Q, I, =
p~1({r}) con j una funcién continua y {r} C [0, 1] un conjunto cerrado, por lo que I, es cerrado.

Veamos que su unién es densa en [0, 1).

Consideramos « € [0,1) y > 0 cualesquiera. Como p es una aplicacion continua y (o — 9, v+ 9)

es un conjunto conexo, tenemos que
p(a—6,a+0))

es un conjunto conexo en [0,1] C R, y por tanto, un intervalo. Como los racionales son densos
en R, existe s € QU [0, 1] tal que s € p((a — d, ¢ + 0)). Sea ag € (a — 0, + 9) tal que

plas) = s € Q.

Entonces,
s€(a—=6,a+d0)N U I,
reQ

y, en definitiva,

a € UI’”

re@Q
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por lo que o
Uz =11
reQ
Finalmente, p toma valores constantes en I, para todo r € Q y distintos para cada r # s, por
definicion de los intervalos {I, },cg. Concluimos entonces que p es una escalera del diablo. [
thaci(?n rigiga

. Escalera del diablo para € = 0.5

0 0.1
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0.7

0.8
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« «
(a) Representacion de p(Fy ¢, t) en funciéon de «
para la rotacion rigida, € = 0.

(b) Representacion de p(Fy ., t) en funcion de «
para € = 3.

Figura 3.4: Comparacion de p(Fy,t) para rotacion rigida y € = %
En las Figuras 3.4 y 3.5 podemos observar como pasamos de una linea recta en la rotaciéon rigida

correspondiente a € = 0 a graficas que presentan intervalos de frequency locking al aumentar el

valor de «.

) Escalera del diablo parae=1

T +
0.9 -
0.8
0.7 -

0.6 -

05

()

04 -

0.2 -

0.1

0.9 1

Figura 3.5: Representacion de p(F,,t) en funcion de a para e = 1.
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La Figura 3.5, caso € = 1, recuerda a la escalera del diablo asociada al conjunto ternario de
Cantor que introdujimos en el Ejemplo 3.1 y que esta representada en la Figura 3.3. En la
Figura 3.5 se aprecia especialmente el fenémeno de frequency locking y en consecuencia algunos
autores la denominan escalera del diablo completa (ver [3]). Como veremos a continuacion, para

cada € > 0, el conjunto

C ={a€[0,1): p es estrictamente creciente en a}
es un conjunto de Cantor, y por lo tanto homeomorfo al conjunto ternario de Cantor.
Teorema 3.10. Sea ¢ € (0,1]. El conjunto

C={a€[0,1):p es estrictamente creciente en o}

es un conjunto de Cantor.

Demostracion. Como C C R, para probar que es un conjunto de Cantor debemos probar que es

un conjunto no vacio, compacto, perfecto y denso en ninguna parte.
En primer lugar, veamos que es un conjunto no vacio. Por la Proposicién 3.5, sabemos que para

cada t € R la aplicaciéon

5:00,1) = [0,1)
a— p(Fue,t)
es continua. Como p es continua y [0,1) es conexo, p([0,1)) es un conjunto conexo contenido en

R. Por lo tanto, es un intervalo. Los irracionales son densos en R, de donde 5([0,1)) NR\Q # @.

Asi, existe a € [0,1) de manera que
pla) € [0,1) NR\Q.
Por los Teoremas 3.7 y 3.8, sabemos que
C={a€[0,1): p es estrictamente creciente en a} = {a € [0,1] : p(fae) € [0,1) NR\Q}.

En consecuencia, o € C, y por tanto C' # @. A continuaciéon, probaremos que C es cerrado,
equivalentemente, que C' = C. Sea a € C' y supongamos que o ¢ C. Entonces, p(a) = r € Q.

Por el Teorema 3.7, existe I, un intervalo no trivial de manera que « € I,.

Pero como o € C, tenemos que C' N I, # @, lo cual es una contradiccién con la definiciéon de C.
Asi, a € C'y por tanto, C' es cerrado. Ademas, C' C [0, 1), por lo que es claro que ademas C' es

acotado y en definitiva, compacto.
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Para probar que C' es un conjunto perfecto, debemos probar ademés que todos sus puntos son

de acumulacion. Sea ag € C' arbitrario. Queremos probar que para cada d > 0
(Cm — 9, a0 + 5)\{040} NC # @.

Es claro que
(g — 6,00 + )\ {aw} = (o — 9, ap) U (xg, g + 9).

Como (ap—9, ap) es un conjunto conexo y p es una funcion continua, p((co—9d, ap)) es un conjunto
conexo en R, y por tanto un intervalo. Como R\Q es denso en R, p((ap — J, a0+ 9)) "NR\Q # @.

Es decir, existe a € (g — d, ap) de manera que
pla) € R\Q.
Por lo tanto, a € C' y en definitiva,
a€(ag—0,a0+0)\{ao}NC # .

Tenemos entonces que C' es un conjunto cerrado y todos sus puntos son de acumulacién, por
lo que es perfecto. Por dltimo, demostraremos que C' es denso en ninguna parte. Como C' es
cerrado, es claro que C = C. Supongamos que Int C' # @. Entonces, existen ag € C'y § > 0 de
manera que

(g — b, 00+ 0) C C.

De nuevo, como (g — d, g + 0) es conexo y p es continua, p((ag — 0, a9 + d)) es un intervalo.
Por lo tanto, como Q es denso en R, existe r € Q de manera que r € p((ap —d, o +6)) N Q. Asi,
existe a € (ap — d, 9 + 0) tal que

pla) =1 €Q.

Por el Teorema 3.8, p es constante con valor r en cierto intervalo que contiene a «, lo cual
contradice
a€ (ag—9d,ap+9) CC.

Obtenemos entonces que Int C' = @, esto es, C' es denso en ninguna parte. Es decir, C C R es un
conjunto no vacio, compacto, perfecto y denso en ninguna parte. Por lo tanto, C' es un conjunto
de Cantor. 0

3.2. Interpretacion del frequency locking

Los resultados obtenidos en la seccién anterior sobre la dependencia del niimero de rotacién
p(fa,e) en funcion del parametro a también nos proporcionan informacion acerca de los flujos en

el toro 2-dimensional. Discutiremos cualitativamente algunos resultados que podemos extraer del
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estudio de la familia de Arnold para el estudio de sistemas de osciladores acoplados, utilizando
como referencia |2, [5] y [3]. Comenzamos estudiando la interpretacion en el toro del fen6meno

frequency locking.

3.2.1. Sistema de osciladores acoplados

El frequency locking ocurre cuando la interacciéon de los dos osciladores no lineales hace que se
sincronicen de forma que sus frecuencias bésicas se vuelven conmesurables (lo cual implica una
orbita periodica) y se mantienen de esta forma para un intervalo de parametros. Recordemos

que estamos estudiando un sistema de osciladores acoplados dado por el campo (3.1)

0
% =wi + le(92 — 91) (3.7)

B2 = wy + caf (61 — 62),
y la aplicacién de Poincaré

Pwl,w2,81,62 PN =X

T = Pw17w27017€2($) = exp(27m(t + Oé) + Zg(ta OZ,E)),

con ¢(t,a,e) = esin(2nt). Supongamos que w; = wy = w. En ese caso, 01(t) = 02(t) = wt es una

solucion de (3.1) para cualquier valor de ¢; y c2. Ademas, o = i—; =1, y es claro que si ademas

c1 = co = 0, entonces la aplicacién de Poincaré es la identidad.

Para (c1,c2) # (0,0) y para valores pequenios de ws —w; estamos considerando a = g—; ~ 1. Porel
Teorema 3.8, sabemos que existe § > 0 de forma que para cada t € R se tiene que p(Foc,t) =1
para todo @ € (1 — 4,1], y en este caso f,. presenta orbitas de periodo 1, es decir, puntos
fijos. Ademaés, todos las orbitas son asintoticas a puntos fijos. Por lo tanto, los dos osciladores se

sincronizan siempre que sus frecuencias naturales estén suficientemente cerca una de la otra.

En general, para cada par wi,ws, sin pérdida de generalidad, podemos considerar we # 0 y
a = z—; € [0,1). Por el Teorema 3.8 para cada r € QU [0,1) con r = %, p,q € Z, q # 0,
existe 6, > 0 de forma que si @ = 22 € (a, — §, + &;), entonces p(fa,) = %, y por lo tanto
todas las soluciones correspondientes de (3.1) son todas asintoticas a una soluciéon periddica con

frecuencias iguales o al menos conmesurables.

Ahora bien, sabemos que para cada ¢ € [0, 1] el conjunto
C={aec[0,1]: p(fae) €[0,1) NR\Q}.

verifica que C' # @, por lo que existen valores de w1, ws para los que el sistema (3.1) no presenta un

comportamiento periédico o asintéticamente periddico. Los levantamientos de F,, . son de clase
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C?, por lo que en el caso p(fa,e) € R\Q podemos aplicar los Teoremas de Denjoy y concluir que
fa,e es conjugada a una rotacion rigida. Es claro ademas que para cualquier circunferencia inscrita
en el toro obtenemos esencialmente la misma aplicacién de Poincaré salvo por una constante
aditiva en los levantamientos correspondientes. Asi, cuando o = z—f € R\Q, el sistema (3.1) es

cuasiperi6dico.

3.2.2. Lenguas de Arnold

Las lenguas de Arnold son una representacién méas detallada del fendmeno de frequency locking
en el espacio paramétrico, teniendo en cuenta no solo la dependencia del nimero de rotacién con
respecto a « sino la variacién de la longitud de los intervalos de frequency locking en funciéon de
¢. En esta seccion, estudiaremos graficamente el comportamiento del nimero de rotacion p(fa,c)

al variar tanto el pardmetro a como el parametro €. Como referencia, utilizamos [3].

Notamos que, en la rotacion rigida, teniamos que p(f,) = a. Asi, el conjunto de valores de
a € [0,1) para los que existen Orbitas periddicas en el sistema (3.1) coincide con [0,1) NQ, y por

tanto es un conjunto de medida de Lebesgue nula. Si € > 0, denotamos

Ca = {a € [07 1] : p(foa@) € [07 1) N R\Q}

Entonces, dado t € R arbitrario,

oy =Cul|JLe],
reQ

donde I, . denota el conjunto
I,e ={a€[0,1) : p(Fue,t) =1},

que, por el Teorema 3.8, es un intervalo no trivial. Consideremos (I, .) la longitud de cada

intervalo y denotamos

S(E) = Z Z(Ir,e)a
reQ

que es la medida de Lebesgue del conjunto de valores de « para los cuales el sistema presenta

orbitas periédicas. Es claro entonces que
T(e) = m(Ce)

con 1 la medida de Lebesgue en R es la medida del los valores de « para los que el sistema (3.1)

presenta Orbitas cuasiperiddicas.

Arnold demuestra (ver [1]) que, asi como para ¢ = 0 tenemos que S(e =0) =0y T(¢ =0) =1,
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para cada € > 0 tenemos que S(¢),T(¢) € (0,1), es decir, ambos conjuntos tienen medida no
nula. Para ¢ = 1, se tiene que S(e =0) =1y T(e = 1) = 0, es decir, el conjunto de valores de
a para los que el flujo es cuasiperiodico tiene medida nula, y por lo tanto para cada o € [0,1)
excepto para un conjunto de medida 0, los dos osciladores se acoplan y el sistema presenta érbitas
periodicas. Ademas, S es creciente en ¢ y T es decreciente en e. Sea r € [0,1) UQ. Consideramos
el conjunto

L, ={(e,) €10,1] x [0,1) : p(Fue,t) =7}

Nuestro objetivo es caracterizar la forma de los conjuntos L, en el espacio (g, a) € [0,1] x [0,1).
Para empezar, fijado €, notamos que si r es irracional, entonces por el Teorema 3.7 existe un

tnico a € [0, 1) tal que p(fq,) = r. Por lo tanto, si r es irracional, L, es una curva.

Lenguas de Arnold

1
0.9
0.8
0.7
0.6
w 0.5
0.4
0.3
Lengua 0
0.2 Lengua 1/2
Lengua 1/3
Lengua 2/3
01 Lengua 1
0 1 Il Il 1
0.4 0.6 0.8 1

(a4

Figura 3.6: Representacion de las lenguas de Arnold

Supongamos ahora que r es racional. En el caso ¢ = 0, tenemos las rotaciones rigidas fa, y
sabemos que p(f,) = 7 si y solo si @ = r. Sin embargo, si ¢ € (0, 1] sabemos por el Teorema 3.8

que existe un intervalo I, . de forma que
p(F =D t) =r

para todo a € I, .. Ademas, se puede demostrar que, para cada r € [0,1) N Q, la longitud de
los intervalos I, es creciente en ¢ (ver Figura 3.6). Por lo tanto, los conjuntos L, presentan
una forma caracteristica que se suele denominar lengua de Arnold. Finalmente, notamos que
los conjuntos L, tienen interseccion vacia entre si porque fo . es un homeomorfismo para todo

e €[0,1],a € [0,1) y por tanto su ntmero de rotacion esta bien definido.



Conclusiones

El enfoque principal de este Trabajo Fin de Grado ha sido explorar la dindmica de los homeomor-
fismos en la circunferencia unidad a partir del concepto de nimero de rotaciéon. Este parametro,
fundamental en el estudio de sistemas dindmicos en una dimension, nos ha permitido caracterizar

el comportamiento promedio de las 6rbitas bajo la accién de diversas aplicaciones.

A pesar de ser un concepto bien establecido, realizar una demostraciéon formal y completa de
la existencia y unicidad del nimero de rotaciéon resultd todo un desafio. Una vez obtenido este
resultado fundamental, fuimos capaces ademas de estudiar a grandes rasgos cuales son las posibles
dindmicas que puede presentar un homeomorfismo de la circunferencia unidad en funcién de su

nimero de rotacion, y en particular, de su caracter racional o irracional.

Sin embargo, nuestro analisis dej6é fuera algunos resultados importantes, cuyo estudio en pro-
fundidad queda para futuras exploraciones. En particular, los teoremas de Poincaré y Denjoy
caracterizan la dindmica de de homeomorfismos de niimero de rotacién irracional. También ha-
bria sido interesante analizar con mas profundidad las posibles érbitas no periédicas que puede

presentar un homeomorfismo con ntmero de rotacién racional.

Por 1ltimo, aplicamos los resultados obtenidos para homeomorfismos de la circunferencia unidad
a la familia de aplicaciones estandar de Arnold. El interés en estudiar esta familia radica en la
aparicién de fendémenos como el frequency locking, las escaleras del diablo y las lenguas de Arnold.
Se trata de fendmenos observables en una amplia gama de sistemas naturales y artificiales. En
especial, la exploraciéon de las lenguas de Arnold, que introdujimos el Capitulo 3, abre la puerta
a un analisis més profundo de cuestiones relacionadas con el caos, los sistemas hamiltonianos y

la aplicaciéon estandar de Chirikov.

En definitiva, aunque hemos establecido una base en el estudio de los homeomorfismos en la
circunferencia unidad y, en particular, de la familia de aplicaciones estandar de Arnold, el campo

sigue ofreciendo numerosas oportunidades para futuros proyectos.
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