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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de la historia las estrellas han sido seguramente los cuerpos celestes que mas han
asombrado al ser humano, idealizando siempre su capacidad de irradiar luz o aprovechando su valor
como faros capaces de guiar en la nocturnidad de la noche. Fue pasado el tiempo, con el avance
y desarrollo de la ciencia, cuando se comenzé a prestar atencién al mds conocido dentro de esta
categoria y principal astro de nuestro sistema solar: el Sol. Una vez abierta la veda, la humanidad se
embarcd en el estudio de todo tipo de cuerpos celestes, dando cuenta de sus caracteristicas y también
las leyes que los rigen, drea que ha dado pie al desarrollo de este trabajo.

En esta memoria se tratardn las leyes que gobiernan el equilibrio estelar desde un punto teérico,
partiendo en el capitulo 2 con una visién mas simplificada del problema, representada por el analisis
Newtoniano, para seguir posteriormente con un enfoque mas realista a partir del uso de relatividad
general. En éste capitulo se obtendran algunos resultados conocidos por su relevancia, como el agujero
negro de Schwarzschild, u otros mas complejos como la derivacién de la ecuaciéon TOV, que describe
el equilibrio hidrostatico presente en objetos compactos como estrellas. Una vez vista esta ecuacién
se hallardn, mediante la asuncién de hipétesis, varios resultados complementarios que detallan las
caracteristicas de distintos tipos de estrellas, asi como sus limites fisicos.

Una vez terminado, el tercer capitulo dard pie a un cuarto en el cual se considerara estar en pre-
sencia de un mundo con d dimensiones y, por tanto, se extenderan dimensionalmente los resultados
obtenidos en el capitulo anterior. Esto, mds que un ejercicio de célculo, es util para comprender la ma-
nera en la que se generalizan conceptos en el caso de tener dimensiones fisicas adicionales, ademas
de permitir ver cdmo algunos resultados conocidos dejan de ser validos al realizar dicha extension.

Por otro lado, la consideracion de dimensiones superiores es un drea muy estudiada hoy en dia debido



al gran interés en teorias que buscan la unificacién de las fuerzas fundamentales como, por ejemplo,
la teoria de cuerdas.

El cuarto capitulo tratard sobre una metodologia implementada por S. Rahman y M. Visser para el
estudio de estrellas simétricamente esféricas que presentan isotropia caracterizado por la presencia de
una funcién generatriz que, a partir de su determinacion, trivializard la obtencién de soluciones para
estrellas de este tipo.

Para finalizar, a modo de conclusiones, se presentardn de forma resumida los resultados de ma-
yor importancia obtenidos a lo largo del trabajo, asi como un breve andlisis personal valorando las

aptitudes extraidas de la realizacion del mismo.



Capitulo 2

Estrellas en gravedad Newtoniana

Primeramente derivaremos la ecuacion que rige una estrella en fisica Newtoniana, conocida como
ecuacién de estructura de una estrella. Esta ecuacion procede del anélisis entre el equilibrio presente
entre las fuerzas de expansion nucleares del interior de la estrella y la compresion dada por la fuerza
gravitatoria debido a la presencia de masa. Una vez hecho esto, se resolverd dicha ecuacién para el
caso de una estrella con densidad de masa constante a lo largo de la misma. Finalmente se considerara
el caso d-dimensional para deducir una ecuacién de estructura mas general y se repetird a partir de

ella el caso de densidad de masa constante.

2.1. Ecuacion de estructura de una estrella en 4d

Consideramos una estrella con simetria esférica con fuerza neta nula en su interior que, por tanto,
no presenta internamente aceleracién de ningin tipo. Buscamos asi una ecuacién que formalice el
equilibrio existente en el interior de la estrella, que supondremos formada por una material isétropo.
En cuanto a las fuerzas presentes en el exterior estelar, el potencial gravitatorio ®(r) creado por la

estrella en un punto exterior a la misma es:

M.
@@):—Gﬁ)* Vr>R, 2.1

Donde se ha denotado la constante de gravitacién universal de Newton como Gy y la masa y radio
estelar como Mg y R, respectivamente. Por otro lado, la fuerza gravitatoria asociada al potencial ®(r)

a una distancia r del centro estelar es:

. - M, 7
G vo— GNMT o R 2.2)

r2 r

3



Siendo G el campo gravitatorio generado por la estrella.

En el interior de la estrella la fuerza gravitatoria creada por la misma es compensada por una
presién P(r) que evita por tanto su colapso, ya que una diferencia entre estas fuerzas de caracter
compresivo y expansivo provocarian una compresion o expansion de la estrella, fendmenos que no se
tendrén en cuenta en este trabajo.

La masa contenida en una esfera de radio » < R, se puede expresar en funcion de la densidad de

masa de la estrella p(r):
dM(r) = 4wp(r)r?dr Yr <R, — M(r)= 47r/ p(r)yridr , M(R,) =M, (2.3)
0

Considerando ahora un elemento diferencial de superficie sobre la esfera de radio r contenida en la
estrella, la fuerza gravitatoria ejercida sobre el mismo es:

GNM,

r2

gp(r)dr = p(r) =25 dr 2.4)

Las fuerzas de presion expansivas presentes en la parte interna de la estrella van creciendo con el radio
de la misma, por tanto se tiene que la presion neta hacia fuera de ella es: —%dr. De esta forma, del
equilibrio entre ambas se obtiene la ecuacién del movimiento:

d*r . dP  GnM(r)

e = )i = =S - T o) 25)

p(r) dr r

Debido al equilibrio entre fuerzas se tiene * = 0 y por tanto se obtiene la ecuacidn de estructura:

P GyM
P _ _GyM@) ) (2.6)

dr r
Sustituyendo entonces por la expresion para M (r) hallada en (2.3), se puede hallar una versién mas
explicita de la misma:

dP 4G T
ik WrQNp(r)/o p(r)ridr 2.7)

Como tanto la densidad de masa p como la masa M son cantidades positivas, se tiene que la presién
es una funcién mondtona decreciente respecto a la distancia al centro de la estrella. Esto concuerda
con el hecho de que la presion sea producida por las reacciones nucleares de fusiéon que se dan en las
capas més internas de la estrella y que, por tanto, va decreciendo hasta hacerse nula a la distancia del
radio estelar R,. De esta manera se ha encontrado una caracterizacion para el radio de la estrella, el

cual queda definido como el valor de r € R™ tal que:
P(r=Ry)=0 (2.8)

4



Se podria razonar también como una consecuencia de la continuidad de la presién como funcién del

radio ya que, como a partir del radio estelar se encuentra el vacio!

, hecesariamente la presidn es cero
y por tanto ha de anularse en la frontera de la estrella, esto es R,.

Pese a la aparente simplicidad de la ecuacién diferencial, cabe recordar que la masa M (r) se
define como una integral de la densidad de la estrella, y que es el producto de ambas el que aparece en
la ecuacidn de estructura. Se precisa por tanto de més informacion para poder obtener una expresion
de dicha ecuacidn, y para ello se contemplan dos métodos: partir de una hipétesis sobre la densidad
de masa p(r) de la estrella, o utilizar una posible ecuacion de estado de la materia constituyente de

la estrella que relacione la densidad de masa y la presion. Se resolverd a continuacidn el primer caso

propuesto.

2.1.1. Caso: p(r) = py constante

Se obtendr4 la ecuacion de estructura en un caso particular, aquel en el que la distribucién de masa
es uniforme y por tanto la densidad de masa es constante en toda la estrella. Usando la ecuacion (2.3)

se tiene:
4mpo
3

Con lo que resulta una relacion entre la densidad de masa y las caracteristicas de nuestra estrella:

4
_ 2TPo -3

3 , 0<r <Ry, — M, =

M(r) R? (2.9)

_ 3M,
C 4TR3

. (2.10)

Sustituyendo esta ultima expresion de la masa en funcién del radio y el ansatz de densidad de masa

constante en la ecuacion de estructura:

_ 2rGNpR 2

P(r)— V= 3

@2.11)

Donde ¥ es una constante de integracién cuyo valor viene dado por la presién en el nicleo estelar
¥ = P(r = 0), que inicialmente es desconocido, pero se puede obtener imponiendo la condicién

P(R,) = 0. Luego, la dependencia de la presion con r resulta:

_ 27TGN,0(2)

Pir) =

(R2 —1?) (2.12)

Donde se ha sustituido el valor de la constante de integracion:

_ QWGNp%
3

"Por tanto una regién espacial con densidad de masa nula.

v R? (2.13)




Definiendo la presién en el nicleo de la estrella como P. = P(r = 0), de la ecuacién (2.11) se deduce

que:
_ 27TGNp(2)
B 3

De este resultado es importante notar que no se obtiene una cota superior para el valor de la presion

P.=VU R? (2.14)

en el centro de la estrella, sino que es mayor cuanto mayor es el radio estelar, en contraposicién con

lo que se obtendrd cuando se haga un desarrollo mds preciso con cdlculos de relatividad general.

2.2. Ecuacion de estructura: Generalizacion d-dimensional

La primera pregunta que puede surgir al plantear este problema es cdmo se puede encontrar una
expresion para la gravedad en dimensiones superiores de las que se tiene acceso. Este problema se
solventa utilizando el Teorema de Gauss, enunciado en el apéndice E. Considerando entonces un
volumen V C R? de frontera 9V, el campo gravitatorio, G, generado por la masa en el volumen m(V")
es:

/ G.dS = Hf V-GdV = —Gym(V)Vig) = —47Gym(V) (2.15)
av %
Donde en el dltimo paso se ha utilizado el valor del volumen de una 2-esfera de radio 1 (véase el

apéndice D). Podemos tomar ahora un volumen V C R%~! en un universo d-dimensional con (d — 1)
dimensiones espaciales, de forma que utilizando una generalizacién del teorema de la divergencia en
estas dimensiones:

G-dS = / V- GdViyy = =G @aym(V)Vin (2.16)
aS |4

Donde G4) es una generalizacion de la conocida constante de gravitacion universal de Newton a d

dimensiones. Consecuentemente, notar que:
[G(d)] =md 1. kg7! s7? = [G4] = [GN] = m3 kg ! s72 (2.17)

Asumiendo una generalizacién de la Ley de Newton para la gravitacién a una regién del espacio
en este universo, la expresién del campo gravitatorio generado por una estrella (d-1)-dimensional de

radio R, y masa M,:
G(d)M* f’
r(d=2) r

Utilizando que el campo gravitatorio se calcula a partir del gradiente del potencial gravitatorio, se

Vr>R,: G=

(2.18)

obtiene una expresion analitica para el mismo resolviendo una ecuacién diferencial ordinaria sencilla:

G=-Vd — &=— (2.19)



Para obtener la ecuacién de estructura d-dimensional se procede de forma andloga al método
expuesto en el apartado 2.1 adaptado al nimero de dimensiones presente. En esta linea, la masa

contenida en una esfera de radio 7 y centro el origen® es:

M(r) = Vg /0 Tp(r)err (2.20)

Considerando el equilibrio hidrostético entre las presiones de cardcter expansivo y la compresion dada

por la fuerza gravitatoria, procediendo de forma anéloga a la seccién anterior, se obtiene:

dP G(d)

dr — rd—2

M (r)p(r) .21)

Y, sustituyendo la expresion de la masa estelar dada por (2.20), se deduce la ecuacién de estructura
generalizada:

GayVia- r
ar e O o) 2)p(r)/ p(r)rd=2dr (2.22)
0

dr rd—2

Una vez encontrada, se podria utilizar cualquiera de los métodos mencionados anteriormente para
encontrar una expresion explicita de la presiéon como funcién de la coordenada radial. Se resolveré a

continuacion en el caso de una estrella con densidad constante de masa.

2.2.1. Caso: p(r) = py constante

Dada la hipétesis de que la densidad de la estrella es una funcién constante, la masa de la estrella

en funcidn del radio es:
Via-2P0 41

M(r) = 11 (2.23)
De forma que la masa total de la estrella viene dada por:
Vid—2)p0 4
M, = S22 R (2.24)

Siendo R, el radio de la estrella. Utilizando ahora tanto la expresion de M (1) como la hip6tesis sobre
la densidad en la ecuacidn de estructura e integrando, se obtiene una expresion sobre la variacién de

la presion:
Gy Via-25 »

PO =-—a -1

+ v (2.25)

2Considerando el origen como el punto donde se encuentra el centro estelar, al estar considerando estrellas con simetria

esférica.
3La derivacién del volumen de una esfera n-dimensional con simbolo Vin) esté hecho en el apéndice D.



Con U una constante de integracidn, cuyo valor se fija imponiendo la condicién de continuidad de la

presion en el borde estelar:

_ GaVa-2PiRs

P(R,) =0 = ¥ 2.26
(B 2(d — 1) (2-26)
Luego la presion en la estrella varia con la coordenada radial como sigue:
Ga)Via—2)0?
P(r) = D120 (g2 2 2.27)

2(d—1)
Finalmente, definiendo la presion en el centro de la estrella P, = P(r = 0) y atendiendo a la ecuacion
(2.25), se halla claramente que:
Gy Vid—2)P%

P— = 2 2.28

Por lo que se concluye que estrellas en dimensiones superiores no presentan ninguna cota superior
para la presién en el nicleo estelar segtiin la mecdnica Newtoniana, al igual que se obtuvo en 4 di-
mensiones. Esto permitiria la existencia de estrellas con presion central infinita, lo que se traduce en
estrellas infinitamente grandes y sin limite ninguno sobre la masa maxima que pueden llegar a tener.
Es evidente que la existencia de estrellas de este tipo plantea muchas inconsistencias y, pese a que la
hipétesis de partida sobre densidad de masa constante es poco realista, abre la puerta a la necesidad de
rehacer los calculos por medio de métodos mas sofisticados, como la relatividad general. Es por ello
que en el capitulo siguiente se buscard hallar una descripcién mads realista y detallada de estos objetos

astronomicos.



Capitulo 3

Estrellas en Relatividad General. Caso

4-dimensional

En este apartado se modelard la situacion en la cual se tiene una region del espacio donde reside
una estrella masiva. A continuacion, se resolveran las ecuaciones de campo de Einstein en dos casos
distintos: primeramente en el exterior de la estrella y posteriormente en el interior de la misma. En la
dltima parte, se aunardn los resultados obtenidos en la resolucién de las ecuaciones de Einstein en el
exterior estelar junto con la condicidn de isotropia de la estrella para obtener nuevos resultados.

El andlisis del primer caso se debe a la importancia histérica del resultado obtenido en el exterior
de la estrella, ya que se deben resolver las ecuaciones de Einstein en el vacio, recuperdndose los
resultados obtenidos por K. Schwarzschild en 1917. En el segundo escenario planteado, se llegara a
la Ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff y se resolvera en dos casos particulares. Finalmente, a
partir de la condicion de tener una estrella isotrpica se obtiene, siguiendo los pasos de Edward C.
Tolman, la Ecuacion de Tolman cuya resolubilidad analitica fue hallada por el propio autor en unos
casos determinados. En el capitulo 5 se vera como Rahman y Visser trivializan dicha ecuacién a partir
de una funcién que parametriza las soluciones en todos los casos.

La base desde la que se comenzard son las ecuaciones de campo de Einstein, que son:

_ 8nGN

Guw = Ty (3.1)

T, es el tensor de energia-momento y G, es el tensor de Einstein, que se define como:

1
G/u/ = Rul/ - QQ}UJR (3.2)



Donde R, hace referencia al tensor de Ricci y R al escalar de curvatura de Ricci. De este modo,
claramente se obtiene la siguiente igualdad:

1 8GN
R,uz/ - 7gMI/R =

5 TTW (3.3)

Equivalentemente, en algunos casos se hard uso de su version alternativa:

87TGN 1
R/“/ = CT(TMV - §Tg/“/) (34)

Para continuar, es necesario definir una métrica que describa la geometria espacio-temporal del sis-
tema a estudiar. A partir de ella, se calculardn los simbolos de Christoffel y con ellos el tensor de
Riemann. Una contraccion en particular de los indices del tensor de Riemann dara lugar al tensor de
Ricci y consecuentemente, calculando su traza, el escalar de curvatura. Por otro lado es necesario ob-
tener una expresion analitica de partida para el otro miembro de la ecuacidn, que se reduce a encontrar
una expresion para el tensor de energia-momento, el cual vendrd determinado por el tipo de materia
que componga la estrella.

Considerando las restricciones de simetria esférica y el hecho de ser estdtica impuestas sobre la estre-

Ila, resulta natural considerar una métrica con simetria esférica e independiente del tiempo:
ds? = —2e*Ad® + *Bdr® + r2hijdyidyj 3.5)

Donde A = A(r) y B = B(r) son funciones de la coordenada radial. Por otro lado h%/ representa la

métrica de una 2-esfera, que tomaremos en coordenadas esféricas como:
R dy;dy; = d6? + sen®(0)dg? (3.6)

Es importante notar que una 2-esfera presenta invariancia bajo rotaciones, luego esto junto al hecho
de que la métrica depende solamente de la coordenada radial implica que la estrella serd también
isétropa. Por otro lado, como se desconoce lo que hay en el interior de la estrella que se modeliza, se

supone la presencia de un fluido perfecto cuya expresion del tensor energia-momento es la que sigue:
Ty = Py + (P + pc®)uyu, (3.7)

Manteniendo la notacién con respecto al capitulo 2, P representa la presion, p la densidad de masa
y u, la cuadrivelocidad del fluido. Teniendo en cuenta que la cuadrivelocidad del fluido en el marco
comovil (en el cual el fluido perfecto estd estdtico) es 4 = (—1, 6), se deriva que las componentes no

nulas del tensor de energia momento tienen la siguiente forma:
Ty = —p’g  Tor =Py Tij=Pgy 4,j€6,¢ (3.8)

10



3.1. Solucion exterior: el agujero negro de Schwarzschild

Se buscardn las soluciones a la ecuacion de Einstein en el vacio, es decir, cuando 7}, = 0. De esta
forma se replicaran los resultados obtenidos por K. Schwarzschild, quien en 1917 fue el primero en
obtener soluciones no triviales a las ecuaciones de Einstein en el vacio con una geometria distinta del
espacio-tiempo plano de Minkowski cuadridimensional, Mink 3. Para ello, considerd la siguiente
métrica:

Ar”

7 (:) + 1r2(d6? + sen*(0)dp?) (3.9)

De forma que, comparandola con la métrica (3.5) se identifican: e*4 = f(r)y €28 = f(r)~L.

ds* = =2 f(r)dt* +

Imponiendo la condicién del vacio sobre el tensor de energia- momento y atendiendo a la ecuacién
(3.3) se tiene:

Ry, =0 = R=0 (3.10)

Por tanto, se deben resolver las ecuaciones: R, = 0. Sean las entradas del tensor de Ricci! con

respecto a la métrica (3.20):
Ry = 2 eAiBar(eAfB&«A) + %eQ(AfB)a,,A
Rep = —c5740,(c"P0,4) + 20, 3.11)
Rij=[re?P0,(B—A)+1—e P hy ; Vije 0,9

De esta forma considerando las ecuaciones dadas por las entradas tt y rr, se tiene:

Or (e P, A) + geA—Ba,A =0 (3.12)
T

—eP=10,(eA7 B0, A) + E&B = —9,(e* B0, A) + 2eA*BaTB =0 (3.13)
T T

Sumando ambas ecuaciones, se encuentra:
2
ZeAB9(A+B) =0 = A=-B+U(t) (3.14)
r

Se obtiene por tanto una relacién entre las funciones A y B, donde aparece una constante de inte-
graciéon U(t) que puede considerarse nula a través de una redefincion de t. Utilizando esto en las
ecuaciones I?;; se obtiene:

e 2B _1

—2re 289, B+1-e?P =0 — 0,B= — (3.15)
T

"Los célculos explicitos se incluyen en el apéndice B.1

11



Por otro lado, operando en R, = 0:

2 2
Op(e72B9,A) == ?B9, B — 9,B==-¢*0,(e7?P0,A) (3.16)

r r
Igualando ambas ecuaciones y utilizando que 0, A = —0, B resulta una ecuacion diferencial ordinaria:
ro(1—e 2By =1—¢28 (3.17)

Denotando f(r) = 1 — e~ 25 se tiene que: 70, (f(r)) = f(r) = rf’ = f. Operando entonces:

a _ dr _2¢

= f (3.18)
f r r
Con lo que se obtienen las soluciones buscadas:
2
e A 2C (3.19)
T

Donde C' es una constante de integracion que ha de estar ligada a la masa del objeto M. Ahora se
puede reescribir la métrica (3.20) sustituyendo los valores de e24 y e =25 obteniendo asi la métrica de
Schwarzschild:

2 20\ !
ds? = —¢? (1 — f) dt® + <1 — f) dr® + 12(d6* + sen?(0)d¢?) (3.20)

Esta métrica describe el campo gravitatorio fuera de una esfera masiva, sin carga eléctrica y sin mo-
mento angular. Para hallar el valor de la constante de integracién C' serd de utilidad el limite a bajas
velocidades de las geodésicas” que arroja una relacién entre el potencial gravitatorio y la entrada gy

de la métrica:

gt = N — 2¢ = —(c + 2¢) (3.21)
2
=12 — 9= [ -1 (3.22)

Lo cual, sustituyendo el potencial gravitatorio segtn la expresion dada en (2.1), permite hallar una

relacion entre la constante de integracion y la masa M:

MG N 02
C = = M= 3.23
c2 CGn (3.23)
Volviendo ahora sobre la nueva expresion de la entrada tiempo-tiempo de la métrica:
2MGN
g = —c? (1 - ) (3.24)

Desarrollo hecho en el apéndice B.2
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Es sabido que esta componente representa la dilatacidn o contraccién temporal provocada por la pre-
sencia de un campo gravitatorio. Un valor de esta componente superior o inferior a 1 supondra una
dilatacion o contraccion en el tiempo, siempre desde el punto de vista de un observador externo al
campo. De esta forma es posible calcular el punto en el cual el valor de dicha componente se hace
cero, es decir, calcular donde tedricamente el tiempo sufre una contraccién tan grande que parece
pararse 3. Este fendmeno de aparente detencién temporal segiin un observador asintético representa
la altisima dilatacién temporal sufrida por el objeto que se encuentra en el campo gravitatorio, para el
cual el tiempo continda transcurriendo como de costumbre.

Es sencillo obtener el cero de esta funcion, dado por:

_ 2MGy

- (3.25)

TH
c

El denominado radio del horizonte de sucesos, también conocido como el radio de Schwarzschild,
que se corresponde con el radio de un agujero negro de masa M. Segtn el Teorema de unicidad de
agujeros negros [1], enunciado por W. Israel, 1a Gnica solucién a las ecuaciones de campo de Einstein
un espacio-tiempo vacio y estatico es el agujero negro de Schwarzschild. Este resultado tiene como
consecuencia que, si se tiene una estrella de masa M, y de radio R, y satisface que R, < rp,
entonces la estrella es, en realidad, un agujero negro de Schwarzschild. Se define por tanto el radio de
Schwarzschild de una estrella de masa M como el radio por debajo del cual una estrella se convierte
en un agujero negro. Con esto, una vez definido rg, se encuentra que la métrica (3.20) se puede
escribir en funcién del mismo como:

—1
ds? = —c (1 - TTH) dt? + (1 - TTH) dr? +1%(d0* + sen®(0)de?) (3.26)

Considerando ahora esta métrica, supongase la presencia de un fotdn en una drbita estable de
radio r alrededor de la singularidad, lo que implica dr = 0. Dado que se trata de un fotén que viaja
a la velocidad de la luz se tiene que ds = 0 y adicionalmente, debido a la simetria esférica, para
cualquier oOrbita considerada del fotén siempre es posible realizar un cambio de coordenadas fijando
la coordenada angular § = 0, con lo que df = 0. Con esto, la igualdad dada por la métrica anterior se
reduce a:

(1 - LH) 2dt? = r2sen?(0)dg? (3.27)

r

3Siempre desde el marco de referencia de un observador asintético: aquel que se encuentra a una distancia asinttica-

mente infinita y que por tanto no estd bajo los efectos del campo gravitatorio
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Luego se tiene por un lado:

do c TH
— = \J1—— 3.28
dr  rsenb r ( )

Por otro lado, se obtendra la derivada de la coordenada ¢ con respecto al tiempo propio considerando
la ecuacidn de las geodésicas (B.1) y tomando la parte radial, dada por:

d*r ,dxt dx”

& p rdtdzt 32
dr? M dr dr 0 (3.29)

Calculando los simbolos de Christoffel pertinentes y teniendo en cuenta que con las simplificaciones

asumidas previamente, se tiene que g—: = % = 0, con lo que se deduce:
2 2
doNT_ _crm (3.30)
dr 2r3sen?6 i

Igualando esta ecuacion con el cuadrado de (3.28) y simplificando términos, resulta:
R,=— (3.31)

Con lo que se concluye que existe una distancia del centro del agujero negro igual a 1.5 veces el radio
de Schwarzschild en la cual es posible tener fotones viajando en 6rbitas circulares estables alrededor
del mismo. Esto define lo que se conoce como esfera de fotones, un limite inferior a partir del cual
no es posible tener fotones en Orbitas circulares estables, ya que a partir de ella la el intenso cam-
po gravitatorio presente provoca su caida hacia la singularidad. Para tener una representacién visual
aproximada se ha introducido la imagen 3.1 que representa el esquema tedrico de un agujero negro
de Schwarzschild, donde la singularidad es representada por una pequefia esfera interior, rodeada por
otra esfera que denota el horizonte de sucesos a una distancia igual al radio de Schwarzschild, y en

dltima instancia se tiene la esfera de fotones a 1.5 7z del centro del agujero negro.
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Esfera de fotones
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Figura 3.1: Esquema del agujero negro de Schwarzschild, produccion propia con Geogebra.

Adicionalmente, aprovechando de nuevo el concepto de radio de Schwarzschild de una estrella,

es posible definir una nueva propiedad para una estrella, la compacidad, definida como:

1 r H
@ — 3 E (3.32)
Que da una idea de cudn cercana o distante se encuentra la estrella en cuestion de ser un agujero negro,
tomando valores en (0, %) y siendo mayor cudnto mds cercano sea el valor a %
A modo de ejemplo, considerando la masa y radio solar* My = 1,989 x 10%° kg y Rs = 6,96 x
10® m, se muestran, en la tabla siguiente, los valores de compacidad de una lista de estrellas, indicando

también el tipo estelar al que pertenecen’:

“Los valores de masa y radio solar han sido tomados de: masa de [2] y radio de [3].

5La ausencia de las incertidumbres en los valores de masa, radio y compacidad se deben a que el objetivo de la tabla es

simplemente mostrar algunos ejemplos sobre los érdenes de magnitud de las compacidades de cada tipo estelar, no realizar

un estudio exhaustivo de los mismos.
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Nombre Tipo estelar Masa (M) | Radio (Rg) ¢

El Sol Estrella de Secuencia Principal | 1,0 1,0 2,12 x 1076
Sirio B Enana Blanca 1,0 8,4x 1073 | 2,66 x 1073
Aldebaran Gigante Roja 1,6 44 7,72 x 1078
Beltegeuse Supergigante Roja 19,0 640 6,30 x 1078
Rigel Supergigante azul 21,0 79 5,65 x 1077
PSR J0348+0432 | Estrella de neutrones 2,0 1,8 x 107 0,24

Delta Cephei Cefeida 4,5 45 2,12 x 1077
Proxima Centauri | Enana Roja 12x107!1 | 1,5x 107" | 1,70 x 1076

Cuadro 3.1: Tabla con la compacidad de distintas estrellas especificando su clasificacion estelar

Se listan a continuacion las referencias de donde se han tomado los radios y masas de las estrellas

recogidos en la tabla 3.1. La innegable longitud de las fuentes utilizadas se debe principalmente a que

misiones actuales de cardcter astrofisico, como GAIA dirigida por la Agencia Espacial Europea, se

utilizan para medir magnitudes observables de estrellas. Sin embargo la masa y el radio de las mismas

no son cantidades observables y, por tanto, han de ser inferidos teéricamente por lo que para hallar

dichos valores relativos a estrella suele ser necesario consultar un articulo especializado. Con esto se

sigue la enumeracion: la masa de Sirio B de [4] y su radio de [5], la masa de Aldebaran de [6] y radio

de [7], la masa de Beltegeuse en [8] y su radio de [9], la masa de Rigel de [10] y su radio de [11],

la masa de PSR J0348+0432de [12] y su radio de [13], ambas magnitudes de Delta Cephei de [14] y

finalmente ambas magnitudes de Proxima Centauri de [15].

A partir de los datos dados en la tabla anterior, para una mejor compresion y posterior analisis de

los mismos se considera la siguiente representacién grafica:
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Compacidad vs clasificacion estelar

-‘-
Tipo Estelar
lo—l 4
—— Agujero negro: ¥ = 0.5
10—2 4
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.‘.
T T T T T T T T
3 » Fd g 3 =3 3
F & Jbé{‘ & 4 . & ] o }\é" &e@ &
3
p é‘a & dp? u@@ b@@ b‘z"é &
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Figura 3.2: Compacidad de estrellas pertenecientes a distintos tipos estelares. Produccion propia a

partir de los datos de la tabla 3.1

Se observa que el valor mds cercano a la cota superior °, y por tanto el tipo de estrella més cercano
al colapso gravitacional, es el relativo a la estrella de neutrones PSR J0348+0432. Esto concuerda
con la teoria actual que establece que la creacién de agujeros negros se da tras Supernovas de tipo 17
cuando la masa total del nicleo remanente tras la explosion es superior a 2,3M, limite denominado
limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff teorizado por primera vez en [16]. Por otro lado la estrella
con menor compacidad es la supergigante roja Beltegeuse, principalmente debido a su inmenso radio,
de casi 900 veces el radio solar, de donde se deduce la razén del nombre asociado a su tipo estelar.
Como tltima observacion cabe destacar que el valor de la masa de la enana blanca Sirio B es me-
nor de 1,44 M, respetando por tanto el conocido como limite de Chandrasekhar enunciado por S.

Chandrasekhar en 1931 y sobre el que se puede obtener més informacion en la referencia [17].

®Reflejado por la linea horizontal roja
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3.2. Solucién interior: Ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Se obtendrd una ecuacién de estructura para objetos masivos que presentan simetria esférica com-
puestos por un material isétropo en el marco de la Relatividad General. Se estudiardn soluciones
particulares de la ecuacién TOV como son las estrellas de Buchdahl o las estrellas formadas por ma-
teria conforme. Finalmente se derivard la ecuacion de Tolman y se resolverd alguna de sus soluciones

particulares.

Se hard a continuacién la derivacién de la ecuaciéon TOV siguiendo el método presente en la
referencia [18]. De acuerdo con el Teorema de Birkhoff y el Teorema de unicidad de W. Israel, dados
en [19, 1] respectivamente, el agujero negro de Schwarzschild es la soluciéon mas general que describe
la geometria espacio-temporal en el exterior de una estrella estdtica que presenta simetria esférica.
Sin embargo, para encontrar una ecuacion de estructura en el interior estelar, se debe considerar una
métrica mas general:

9 -1
ds? = —c2e**Mat? + <1 - GNm(r)) dr? +r?(d6? + sen®0d¢?) (3.33)

rc2
Se supone el interior estelar compuesto de un fluido perfecto, por tanto el tensor de energia-momento
viene dado por la expresion (3.7). El método a seguir serd, a partir de la métrica anterior y del tensor
de energia momento, resolver la igualdad (3.4) y obtener la ecuacién de estructura de la estrella.

Las entradas del tensor de Ricci’ para la métrica del interior estelar es:

2 2rc? — - !
Ry, — 2 [ (@ + (')2) < GNm> +<I>’( rc 3GNr2rL Gnrm >]
r
—1 /
R — (1 B 2G1\2m> [ N(2+ 7“<I>2 §7‘m — m)] e (@) (3.34)
rc cr
1 2G G Gym/
sen?0 c c*r c

Luego el escalar de curvatura:

/ /
R=2 [GNm + C;P 5 (Grrm! +3Gym — 2r?) — (B 4 (9')?) (1 - 2GNm)} (3.35)

c2r2 rc?

Ahora ya se esta en disposicion de obtener las entradas del tensor de Einstein:

Gm ] (3.36)

! 2
—_— . —_ /
Gtt - 7'2 € ) Grr r [q) 02 — 2Gym
T

"Célculos explicitos incluidos en el apéndice B.3
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Recordando que las entradas del tensor 7" son las dadas en (3.8), se obtienen dos ecuaciones diferen-

ciales:
2Gym/
8p71'G'Ne2<I> = ]\;m 2 —= /= 4p7TT2 (3.37)
r
9 G Gym + 4G N Pr3
Cr=" |0~ A0 | = o= (3.38)
r ¢? — =N r(r — =5")

Finalmente, para encontrar la ecuacion se necesita obtener una ecuacion diferencial que involucre
la presién. Para ello se utilizara la Identidad de Bianchi/conservacion de la energia, que implica que
la divergencia del tensor de Einstein es nula, luego se tiene que también ha de ser nula la divergencia

del tensor de energia-momento:
0=V,T" =0,7T" + T, ‘TP +T,,"TH (3.39)

Notando que en los casos 4t =ty i = ¢ la identidad se satisface trivialmente, y considerando . = r

para encontrar la variacion de la presion respecto del radio:
0=0T" 4+T1,,"T +T,"T"" (3.40)

Se llega a:

rc2

92 —1
0= (1— GNm) (P + P2pd + P®') = P' = —&'(P+ ?p) (3.41)

Y se obtiene, finalmente la ecuacién de Tolman-Oppenheimer- Volkoff:
e P drr3 P 2Gym
= = p+—|m+ s 1 2oNm (3.42)
dr r2 2 c? rc?

Donde considerando el limite no relativista, es decir: ¢ — oo, se recupera el resultado obtenido

trabajando con gravedad Newtoniana (2.6).

3.2.1. Estrellas de Buchdahl. Teorema de Buchdahl

El término Estrellas de Buchdahl se utiliza para referirse a aquellas estrellas que presentan una
densidad de masa constante p = pg. Pese a que fue Schwarzschild el primero en resolver su métrica
para el interior estelar, tomando para ello el caso de densidad de masa constante, se denotan dichas
estrellas por el nombre de Buchdahl ya que fue W. Buchdahl quien partié de esta suposicién para
derivar su conocido Teorema de Buchdahl. La hipétesis de tener una estrella con densidad de masa

constante es bien sabido que es una aproximacion bastante poco realista, aunque permite no tener la
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necesidad de especificar una ecuacién de estado que rija el interior estelar.

Partiendo de la asuncién hecha por Schwarzschild y utilizando la relacién (3.37) entre la masa de
la estrella y la distancia radial hasta el centro de la misma, obtenida en la derivacién de la ecuacién
TOV, se obtiene facilmente una expresién de la masa estelar:

4
m(r) = %p 03 (3.43)

Para continuar se deberd resolver la ya mencionada ecuaciéon TOV. Para ello se consideraran los si-

guientes cambios de variable, los cuales se simplificardn en gran medida los calculos posteriores:

P 8mpoG 2
u=—s , o= —PCIN_ EPC (3.44)
PoC 3¢ 3
De donde claramente P’ = poc?u’. Trabajando con (3.42), se puede escribir:
W= — 214w (14 3u)— (3.45)
) 1—ar? '

Esta ecuacion diferencial se resuelve facilmente, para dar lugar a:

Lt3u _ e T ar? (3.46)

1+u

Siendo B una constante de integracion, cuyo valor puede ser fijado suponiendo que la presion en el

14+3uc

centro de la estrella es P(r = 0) = P.. De esta forma se obtiene que B = 3 T

y por tanto la

expresion anterior resulta:

1—&—311,:1—i-3uC T a2 (3.47)

1+u 14 u,

Donde se ha introducido la notacién u. = P./(poc?) y se sigue que en esta aproximacién con mecéni-
ca relativista la presion en el centro de la estrella no crece indefinidamente con el radio estelar, mien-
tras que en mecdnica Newtoniana se encontraba una divergencia para dicho valor, hallado en la seccién
2.1.1. Exigiendo ahora la continuidad de la presién en el limite entre el interior estelar y el espacio
exterior vacio, se introduce la restriccion P(r = R,) = 0 a partir de la cual se halla la siguiente

expresion para el radio estelar:
WR? duc(1 + 2u)
* (1 + 3uc)?

Que permite el célculo del radio de una estrella a partir de u,, es decir, un término proporcional

(3.48)

al cociente entre la presion en el centro de la estrella y la densidad constante de masa pg. Luego el

valor maximo de R, se obtiene en el limite % — 00 = P. — oo. Sin embargo, sabemos que
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este limite de presion infinita en el nicleo estelar esta relacionado con la posibilidad de que la estrella
en cuestion se transforme en un agujero negro. Para estudiar si en este caso el fenémeno es posible

recuérdese la definicion de la compacidad de una estrella dada en (3.32), y notar que:

o = 87Tp0GN - 2GNp04jii o 2GNPOE o 2GNM o rg

= = = — 3.49
302 2 3. 2 BB R (349
Luego:
2uc(l+2u.) 1, TH
Y R = = 3.50
1+3u)?z 29"~ 2R, (3-50)
Asi, tomando el limite expuesto anteriormente:
, 4 1

Se concluye por tanto que una estrella de Buchdahl nunca podra convertirse en un agujero negro.
De hecho, como fue expuesto por Buchdahl en el conocido como Teorema de Buchdahl en la referen-
cia [20], el limite € < % resulta ser una desigualdad estricta en el caso de tratar con cualquier estrella
estética, istropa que presente simetria esférica, y esta condicidn por tanto establece que no pueden

existir estrellas® tales que:
9 Gy M,
4 2

R, > (3.52)

Del mismo modo, considerando la igualdad estricta dada por el teorema, despejando la masa M, se

encuentra una cota superior para la misma dada por:

4 R,c?

M _
*<gGN

(3.53)

Ahora, recordando la definicién de compacidad y de la esfera de fotones, se puede definir una
nueva compacidad que haga referencia a la accesibilidad a dicha esfera de fotones. De esta forma,
para una estrella se puede expresar la compacidad en funcién del radio de la esfera de fotones como

sigue:
1Ry 4
3R, 79

Donde %, estd definida como la compacidad accesible de la estrella, englobando los valores de

C = Cuce = (3.54)

compacidad para los cuales la esfera de fotones se encuentra por encima de la superficie de la estrella.
Pero teniendo en cuenta que la esfera de fotones no es mds que una 6rbita estable de los mismos,

claramente para que estos fotones sean accesibles desde el exterior de la estrella, se debe cumplir:

8¢l limite dado por el Teorema de Buchdahl es general para toda estrella que satisfaga las condiciones previamente

mencionadas.
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R, > R,. En el caso que la compacidad de la estrella toma su valor maximo ¢ < 4/9, se tiene que

rg < 8R,./9, de donde claramente se deduce
4
R, = §R* > R, (3.55)

Con lo que la 6rbita de los fotones se encuentra por encima de la superficie de la estrella, y por
tanto la esfera de fotones serd accesible. Por otro lado, si la compacidad fuese ¢ = 1/3, el radio de

Schwarzschild resulta i = 2R, /3, con lo que se obtiene:
R, =R, (3.56)

Con lo que se deduce que en este caso, al estar la esfera la fotones a la altura de la superficie estelar,

la esfera de fotones no serd accesible. Con todo esto se concluye que la esfera de fotones siempre

14
379

serd accesible para toda estrella con una compacidad € = %45 € ( } Considerando los valores
de compacidad para las estrellas recogidas en la tabla 3.1 se deduce que dicho fenémeno no estaréd
presente en ninguna de ellas, ya que ni siquiera la estrella de neutrones elegida consigue presentar una
compacidad mayor del limite 1/3.

La hipétesis de Schwarzschild sobre la presencia de una estrella con densidad de masa constante
no deja de ser una idealizacién, ya que dicha magnitud suele ser descrita por una funcién con depen-
dencia radial cominmente denominada como el perfil de densidad de una estrella, el cual nunca es
constante, con lo que no se han observado estrellas de este tipo presentes en la naturaleza. Sin em-
bargo, la importancia del resultado de Buchdahl radica en probar la existencia de un limite superior
para la compacidad de una estrella antes de colapsar gravitacionalmente, teniendo en cuenta todos los

efectos relativistas asociados de forma que la existencia de este limite puede ser extendido a otro tipo

de estrellas con propiedades mds generales.

3.2.2. Estrellas de materia conforme

En este apartado se resolverd uno de los ejercicios presentes en el capitulo 10 de la referencia [18],
en concreto serd el ejercicio 16 planteado en la pagina 279. Antes de comenzar es importante clarificar
que se empleard el término estrellas conformes para referirse a aquellas estrellas hechas de materia
conforme, englobando este dltimo concepto a todo tipo de materia cuyo tensor de energia momento
tenga traza nula T' = (0. Ademads, en general, para este tipo de estrellas es conocida una ecuacién de

estado la cual serd la hip6tesis de la que se partird para la resolucion de la ecuacién TOV. En este caso
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la ecuacion de estado sera:

3P = pc? (3.57)

Un modelo estelar construido a partir de esta ecuacidn de estado, debido a restricciones dimensionales,
ha de satisfacer dos relaciones de proporcionalidad: la masa debe ser proporcional al radio m « r'y
la densidad debe ser inversamente proporcional al cuadrado del mismo p oc r~2. Considerando que la
masa en funcién del radio es:

m(r) = pc*r (3.58)

Siendo p una constante, se halla una expresion para la densidad que satisface la condicién supuesta,

utilizando (3.43) con p = p(r) # po:
2
c
plr) = - (3.59)

 4qr2

En este caso, ya que se deduce la relacién directamente proporcional entre la presion y la densidad

de masa de la ecuacién de estado 3.57, se tiene que tanto la densidad de la estrella como la presién
ejercida por la misma decrece con 7 hasta su valor maximo R,, pero nunca se anula. Esto no significa
mas que la materia conforme es un tipo de materia con comportamiento gaseoso, de forma que la
densidad y la presion decaen con el radio hasta valores no nulos ya que el fluido que compone la
estrella busca ocupar la mayor cantidad de espacio posible. A partir de estas hipétesis y utilizando
(3.42), se encuentra el valor de la constante de proporcionalidad:

3
- 14Gy

i (3.60)

Analizando la fisica subyacente a las condiciones impuestas en este apartado, al trabajar con la ecua-
cion de estado (3.57) se trataria de una estrella para la cual no existe un radio R, en el que la presion se
anule. Esto significa que nunca se llegaria a poder imponer la condicién de continuidad de la presion
en el borde estelar y, por tanto, no es posible que exista una estrella hecha de materia conforme de
tamafio finito.

Es evidente ademads, como se prueba a continuacion, que este mismo argumento se puede repetir

siempre que se tenga una estrella que presente una ecuacion de estado de tipo lineal:
P=ap? YaecR" (3.61)

Razonando de la misma forma que como hecho anteriormente y considerando las mismas parametri-
zaciones dadas por (3.58) y (3.59) se puede obtener, por medio de la ecuacién TOV:

2a

= 3.62
a Gn(a? +6a+1) (3.62)
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Claramente para recuperar (3.60) basta tomar o = 1/3.

3.2.3. Ecuacion de Tolman. Soluciones de Tolman: I, IIT y IV.

En 1939 Richard C. Tolman a partir de observaciones sobre el tensor de energia-momento de un
fluido perfecto e isétropo, de iguales caracteristicas que el modelado en (3.8), derivé en [21] lo que hoy
en dia se conoce como la Ecuacion de Tolman. Esta ecuacién permite, utilizando las observaciones
previamente mencionadas, simplificar las ecuaciones de campo de Einstein y resolverlas de forma
exacta, soluciones que reciben el nombre de Solucion de Tolman roma-numérico.

La primera observacion que hizo notar Tolman fue que en (3.8) se tiene Ty? = T¢¢ =17, 1o
que mediante las ecuaciones de Einstein (3.1) implica Gy = G¢¢ = @,". Esta condicion sobre el
tensor de energia-momento tiene un claro cardcter geométrico y lo que refleja es que, una estrella
conformada por un fluido que presente esta condicion de isotropia, es decir una estrella isétropa,
posee la misma distribucién de energia, momento y presion en todas las direcciones espaciales. Esta
condicién se traslada como se ha mencionado al tensor de Einstein, lo que significa que la solucién a
las ecuaciones también ha de presentar dicha caracteristica.

Se pueden aprovechar ahora estas relaciones e involucrar los distintos términos de la métrica
(3.5). Efectivamente, por un lado se tiene que P = T, = e~ 28T}, y por otro lado se conoce que
P =T Vie {0, ¢} luego es vilida la expresién 2P = T = r~2h%T;;. Esto permite obtener la
siguiente relacion:

2r2e T, = KTy, (3.63)
Que, por las ecuaciones de Einstein:

2r2e 8@, = K Gy, (3.64)
Por definicion del tensor de Einstein (3.2):

1 y 1
orle 2B [RM — ngR} = h¥ [Rij — Qgin] (3.65)

Considerando las entradas de la métrica g, = 2Py g;; = r?h;; se obtiene:
2r’e 2B R,, = hR;; (3.66)

Con lo cual resulta ser una observacion muy ventajosa, al llegar a una expresion simplificada en la

que se ha anulado el escalar de curvatura R. A partir de la expresién anterior, multiplicando ambos
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miembros por r y considerando las entradas del tensor de Ricci dadas en (3.11), se pueden hacer
arreglos en la expresion de forma que se obtiene la conocida Ecuacion de Tolman:

9B —2B 24
0=20, <67421> + 0, <e7487~A> + 6—2(A+B)ar (e&fl) (3.67)

r

Llegado a este punto, es razonable introducir el siguiente comentario acerca de la constante cos-
moldgica. En ningin momento en este trabajo, cuyo objetivo principal es la descripcion de modelos
estelares bajo simetria esférica, se ha trabajado considerando la constante cosmoldgica A y, por tanto,
se han considerado las ecuaciones de Einstein como las dadas por (3.1). La razén detrds de la omi-
sion de la constante cosmoldgica es que no juega un papel importante al estudiar, por ejemplo, las
condiciones de contorno del borde estelar las cuales son dominadas por la fuerza gravitatoria y la pre-
sién interna, ademds de simplificar ampliamente las soluciones y los calculos hechos en el proceso.

Teniendo ahora en cuenta esta constante, las ecuaciones de Einstein resultan ser”:

Guv = —Agu + KT, (3.68)

Lo cual visiblemente se reduce a G, = —Ag,,,, en casos en los que T}, = 0, es decir, cuando no
hay fuente alguna de gravedad y es esta misma razén lo que da verdadera importancia al concepto de
la constante cosmoldgica, ya que permite que haya curvatura espacio-temporal pese a no haber una
fuente de la misma.

Se haré a continuacién una breve introduccién al concepto de la constante cosmolégica con el fin
de dejar clara su importancia en cuanto a su propia presencia en las ecuaciones de Einstein. El primero
en introducirla fue mismamente Einstein en [22] como una modificacién a sus ecuaciones de campo
originales de forma que se pudiese obtener como solucién un universo estitico, como se creia en la
época, introduciendo un efecto de fuerza repulsiva que compensase las fuerzas gravitatorias presentes.
Esta creencia cambi6 en la década de 1920 cuando E. Hubble en [23] presentd, a partir del estudio de
las distancias entre galaxias, que las galaxias més lejanas se alejaban entre si a velocidades mayores
que las mas cercanas, lo que resultaba una prueba empirica de la expansion del universo. Con esto se
habia probado que el universo no era realmente estitico como se venia pensando, con lo que Einstein
reconocio su error y se dejo durante décadas de considerar dicha constante, tomando A = 0.

No fue hasta finales de la década de 1990 cuando se demostré gracias al trabajo conjunto de dos

grupos de investigacion, el Supernova Cosmology Project y el High-Z Supernova, con sus estudios

9Siendo k la constante definida en (C.15)
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[24, 25] sobre el corrimiento al rojo presente en supernovas, la expansién acelerada del universo. Este
hallazgo volvié a dar sentido a la posible presencia de A en las ecuaciones de Einstein, en este caso
con un valor positivo. Sin entrar en mucho més detalle, dependiendo del valor considerado para la
constante cosmoldgica, se dice estar trabajando en un universo de De Sitter si se considera A > 0 o
en un universo anti-De Sitter si A < 0, todo ello debido al modelo cosmolégico presentado por W. de
Sitter en su articulo [26] en 1917.

Una vez visto esto, partiendo de (3.68) y utilizando la condicién de isotropia (3.64), se cancela
la constante cosmoldgica y se recupera la ecuacion de Tolman, lo que significa que de esta ecuacién
también se obtienen estrellas simétricamente esféricas al considerar A # 0.

Dada una solucién a la ecuacién de Tolman, utilizando los valores de las entradas de 7),*, vistas
en el primer parrafo de esta seccién, y considerando en las 'nuevas’ ecuaciones de Einstein (3.68) el

hecho A = 0 se encuentran las siguientes dos relaciones con la presién Py la densidad p'°:

Kp = %2& [r(1— 6_23)] (3.69)

1 1
kP = — (e72P —1) + —e 247289,¢24 (3.70)
r
Y, considerando P, la presion en el centro de la estrella, de la condicion P(r = 0) = kP..
En el articulo original [21] Tolman estudi6 8 casos en los que su ecuacion era resoluble analitica-
mente y que por tanto daban lugar a soluciones exactas, que anteriormente nombramos como solucio-
nes de Tolman roma-numérico. En este caso se resolverdn los casos I, II y IV, considerados de mayor

importancia, por lo que se deja como posible extension a este trabajo el tratamiento y explicacion de

los casos restantes.

Solucion de Tolman I

Esta solucion se basa en la hipdtesis A = 0, que es equivalente a eliminar de la métrica (3.5) el
coeficiente tiempo-tiempo, por lo que en este caso se considera que no hay presente ni dilatacion ni

contraccién temporal. Imponiendo la hipétesis en (3.67) se obtiene:

e 2B — 14 pp? (3.71)

19Se consideraran en los dos casos particulares que siguen que el valor de la velocidad de la luz es ¢ = 1. Esto se
argumenta puesto que lo interesante es encontrar el tipo de dependencias que siguen la densidad (de masa o de energia, ya

que ahora son equivalentes) de la estrella y la presion a lo largo de la misma.
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Donde ¥ es una constante de integracién. Ahora considerando las ’nuevas’ ecuaciones de Einstein

(3.68), se encuentran las siguientes dos igualdades:

kp=—N—30
(3.72)
kP=A+T

Imponiendo condiciones naturales para exigir que efectivamente se trate de un fluido, como que la
presion y la densidad de masa han de ser positivas, se concluye que la constante de integracion ha de
ser negativa W < 0, mientas que el valor de la constante cosmoldgica ha de ser mayor que cero A > 0,

es decir, de tipo De Sitter.

Por otro lado, considerando la constante de integracién como ¥ = —1/R?, se encuentra la rela-
cion:
1 3
V<A< 30 — ﬁ<A<ﬁ (3.73)
Con lo que las expresiones de densidad de masa y presion (3.72) se convierten en:
3
Kp= 3~ A
1 (3.74)
kP =A— ﬁ

Con lo que se concluye que ambas son constantes. Se puede ver ademads que, al hacer tender a infinito
el radio R, resultarian las siguientes igualdades sobre la presion y densidad: P = A/x = —p, siendo
A > 0 de tipo De Sitter. Esto podria dar lugar a densidades negativas lo cual es imposible en cualquier
tipo de materia ordinaria, sin embargo, aplicando el limite a las cotas de A dadas de 3.73 se tiene
claramente que A H=%0 0 con lo que se recupera la consistencia al tener presion y densidad nulas,
es decir espacio vacio.

Finalmente notar que, tras la imposicién anterior de la constante de integracién, la métrica resulta:

2
ds* = —dt* + <1 - ;2) dr® + r?dS? (3.75)

Que, tras una redefinicion de la coordenada radial como » = Rsenf:

ds* = —dt* + R*d6* + R*sen®(0)dS? (3.76)
ds® = —dt* + R? (d6* + sen?(0)dS?) (3.77)

O, equivalentemente:
ds® = —dt* + R*dS® (3.78)
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Siendo d.S® 1a métrica de una 3-esfera. La métrica resultante describe el espacio-tiempo como R x S%
y recibe el nombre de Universo de Einstein. Esto se debe a que fue hallada por Einstein buscando

soluciones cosmoldgicas estdticas y simétricamente esféricas para el mismo.

Solucion de Tolman III

En este caso la asuncidn hecha se basa en tomar que la entrada radial-radial de la métrica tiene la
forma que sigue:

e 2B =1 +N¢? (3.79)

Donde RN es una constante. Introduciendo este ansatz en la ecuacion de Tolman (3.67) claramente se
tiene que el primer término se anula. Ademas, utilizando la ecuacién (3.69) obtenida para la densidad

de energia, se determina el valor de la constante & como:

Kp
N=_——F 3.80
3 (3.80)

De donde trivialmente se deduce que la densidad de la estrella en la solucién de Tolman III es constan-
te, por lo que se deberian recuperar los resultados de la seccién 3.2.1, luego por analogia se utilizard
la notacién p = pyg.

Recuperando la notacion original empleada por Tolman, se reescribird la condicién simplificadora
como sigue a continuacion:

2B 1~ onder — — [P0 (3.81)

R? 3
Ahora existen dos caminos distintos a seguir para la resolucion de este caso: se puede utilizar la

forma para la presion hallada en 3.2.1 y resolver para A, o utilizar directamente la ecuacién de Tolman.

Se optard por la segunda opcién y para el desarrollo del método, al conocer e =25, se introducir4 una
coordenada y = y(r) con dependencia radial de forma que:
e 2B =y (3.82)

Siendo ~ una constante a determinar. La pregunta que surge es como determinar dicha constante sin
utilizar atajos como: valerse de un programa de célculo para que resuelva la ecuacién de Tolman,
observar la dependencia de la presién hallada en 3.2.1 en funcidn de la coordenada y o nutrirse de

buenas ideas en el articulo original de Tolman. Para ello la forma correcta es observar que la ecuacion
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de Tolman bajo estas coordenadas daria lugar a términos disipativos del tipo y”0, A, siendo p una po-
tencia cualquiera, y términos no lineales de la forma (8yA)2. Se ve entonces que el término disipativo

desaparece cuando v = 2, por lo que considerando este caso:

2 R? 1
y:e—B:,/l_% = 0=, (3.83)

Situacién bajo la cual la ecuacién de Tolman se reduce a:
2
0=0,A +09,40,A (3.84)
Donde se puede hacer uso del siguiente truco para evitar la presencia del término cuadrético:
0ZA + 0,A0,A = e "02e" (3.85)
De forma que la ecuacién (3.84) resulta:
0= e_AaseA (3.86)

Integrando a mabos lados de la igualdad se obtiene:
2
24 _ [ r?
e = + ¢4/1— o2 (3.87)
Siendo ¥ y ( dos constantes de integracion.
where h and f are the two integration constants.
Calculando ahora la presién sustituyendo las relaciones encontradas en la ecuacion (3.70), se llega

a que:
_ 1 ¥+3¢y
 KR2 U+ (y

Una vez hallada la presion, la determinacion de las constantes de integracion ¥ y ( se realiza simple-

(3.88)

mente identificando con la ecuacién (3.47) de la seccién 3.2.1. Entonces:

14 u,

U =— 3.89

14 3uc ¢ ( )

Fijando el valor de { = —1, lo cual siempre es posible ya que basta para ello redefinir el tiempo t, se

deduce:

14 u,

U =3 3.90

1+ 3u, ( )

Introduciendo una nueva coordenada x y haciendo una redefincion de  dada por: r = Rsen(x),
o equivalentemente: y = cos(x), como r € [0, R,] se debe cumplir que x € [0, x4] con x, el dngulo

que satisface la condicion R, = Rsen(xy)
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Prestando atencién a la ecuacién (3.88) se nota que el radio de la estrella R, se encuentra en el
valor y,, que es tal que:

U =3y, =3 cos(xx) (3.91)

Aunando todos los resultados obtenidos e introduciéndolos en la métrica, se obtiene la solucion de
Tolman III:
ds? = — [3cos(x) — cos(x)]? dt* + R? [dx2 + Senz(x)dsa] (3.92)

Que no es mds que el sistema de coordenadas original en el que Schwarzschild eligi6é representar
su solucidn al interior estelar, de donde se concluye que la tercera solucién de Tolman es la métrica
interior de Schwarzschild.

Una vez visto esto, se pueden hacer algunas observaciones destacables: pese a que la parte espacial
de la métrica parece la representacion habitual de la métrica de una 3-esfera S3, no llega a recubrir
la esfera completa, ya que para ello se necesitaria que y. = 7 0 que cos(xx) = 0. No obstante,

atendiendo a las ecuaciones que determinan la constante W se satisface:

1+ u. 1
COS(X*) = m S |:3, 1:| (393)

Con esto se concluye que la solucidén de Tolman III nunca podra recubrir por completo la 3-esfera.
Como observacion adicional, destaca que no existe ningtin valor de x € [0, x,] para el cual se anule la
entrada tiempo-tiempo de la métrica, g;; = 0, por lo que no hay ningiin horizonte de sucesos posible

para estrellas de este tipo.

Solucion de Tolman IV

En este caso la hipétesis asumida es d,e = ar, cuyo significado fisico radica en la existencia de
una relacién entre la tasa de cambio en la deformacién temporal, ya que la funcién e” estd presente

en la coordenada g;; de la métrica, como proporcional a la coordenada radial r.

A partir de la hipétesis se deduce una expresién para €24, que puede ser reescrita como:

7“2
¥A21+;§ (3.94)

De forma que despejando se encuentra también:

A = . (3.95)



A partir de las relaciones anteriores y considerando la ecuacién de Tolman (3.67), se obtuvo la solu-

cién restante utilizando el programa!! de cilculo simbélico Maple:

2
1+20
2B — L (3.96)
(1-vz)(1+ %)

Luego, sustituyendo en (3.70), se tiene que la presion:

1—4— 32,
WP = — (3.97)
72 (1+25)
De donde, imponiendo la continuidad de la presion en el borde estelar P(R,) = 0, se puede obtener
el radio de la estrella:
2
7 (1—9)
R=-—— 3.98
* 30 (3.98)

Y claramente, tomando la coordenada radial por su valor en el origen, se encuentra que la presién en

el nucleo estelar es:

_1-9

Po=gr (3.99)

Que, exigiendo que sea estrictamente positiva, conduce a la restriccién ¢ < 1. Por otro lado, conside-

rando la ecuacién (3.69) se puede deducir la densidad de energia de la estrella:

2 2
[ 14301+ 5) 21+%

v 1+ 5 <1 n % )
De forma que la densidad de masa en el centro de la estrella es:
3(1+
pe = (72@ (3.101)
Ky

Ademds, a partir de las expresiones halladas para la densidad y presién estelares, es posible en-
contrar una ecuacion de estado que relacione ambas magnitudes. Esta misma es dada como sigue:

(P—P.)?

— =5(P - P, 8
(p = pe) ( e) + e — P,

(3.102)

Esta ecuacidn de estado revela informacion sobre el comportamiento relativo entre la densidad y la
presién en distintas partes de la estrella. De este modo, cerca del nicleo estelar la presion tiene una
dependencia lineal con la presién, mientras que en zonas mds externas dicha dependencia se vuelve

cuadratica.

"El mimso resultado fue obtenido por Tolman de forma analitica.
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Ahora, sabiendo el radio de la estrella dado por (3.98) y la densidad (3.100), se puede hallar la
masa de la estrella M, integrando desde el centro hasta R, la superficie de la misma 4mpr2, dato
a partir del cual lo que se puede determinar el radio de Schwarzschild. Con esto, se obtiene que la
compacidad de la estrella es:

|

= — 1
4 3 (3.103)

Como el valor de la compacidad ha de ser estrictamente positivo, se tiene que v < 1. A su vez, de la
expresion anterior también se deduce que la compacidad serd menor que 1/2, y con ello la estrella no

sufrird colapso gravitacional, si se cumple la condicién:

1 1
v > 5 = Y€ [—2,1) (3.104)

O, equivalentemente, si la constante satisface y < —% la estrella se convertird en un agujero negro.
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Capitulo 4

Estrellas en Relatividad General. Caso

d-dimensional

Ahora se procederd a generalizar los resultados vistos en el capitulo 3 en el caso de tener un
Universo d—dimensional, donde se recuerda que el niimero d hace referencia al nimero de dimen-
siones total, por lo que el nimero de dimensiones espaciales seria d — 1 teniendo en consideracién
la dimension temporal. Esta extension de los resultados comenzard por estudiar el agujero negro de
Tangherlini, el cual no es mas que la generalizacion del agujero negro de Schwarzschild a dimensio-
nes superiores. Posteriormente se tendrd un apartado en el que se hard una rederivacién de la ecuacién
TOV, adaptada en este caso al nuevo universo, y a partir de la cual: se obtendra una versién general
del Teorema de Buchdahl, se estudiard cémo cambia la constante de proporcionalidad hallada en 3.2.2
para estrellas conformes y se llegard a la extensién de la ecuacién de Tolman, volviendo a hallar las

soluciones vistas en el caso 4-dimensional.

Se trabajard ahora con una generalizacion de la métrica (3.5), dada como sigue:
ds? = =2 dt® + *Bar? + T2hijdy¢dyj “4.1)

Donde ahora los indices corren como i,5 € {1,...,d — 2} representando h* la métrica de una
(d — 2)-esfera, es decir dS?2 = h¥J dy;dy;, mientras que A y B siguen siendo funciones que de-
penden solamente de la coordenada radial. Con respecto al tensor de energia-momento, se continuara

considerando una estrella formada por un fluido perfecto y, por tanto, en las entradas del tensor no
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hay ningtin cambio con respecto a las dadas en (3.8).!

4.1. Solucion exterior: el agujero negro de Tangherlini

De nuevo, esta primera seccion tratard de recrear los resultados obtenidos por F. Tangherlini en
1963 publicados en [27] el cual generalizé lo previamente expuesto por Schwarzschild a d dimensio-
nes, lo que significa que se propuso hallar las soluciones a las ecuaciones de Einstein en el exterior de
la estrella, es decir cuando 7),,, = 0. Al igual que en el capitulo anterior, atendiendo a las ecuaciones
de Einstein (3.1), se deberd resolver 12, = 0y para ello es necesario hallar primeramente las nuevas
expresiones de las entradas del tensor de Ricci para la nueva métrica (4.1) considerando las nuevas
dimensiones adicionales.

Prestando atencidn a (4.1) es relevante mencionar que se ha escrito la métrica de esa forma en
particular, primeramente para dotar a la expresion de generalidad, al no tener que escribir la métrica
explicita de la (d — 2)-esfera con la que se esté trabajando, pero también porque resulta ventajoso y
permite aprovechar gran parte de los calculos hechos en el caso 4-dimensional. Con esa estructura las
entradas del tensor de Ricci serdn practicamente iguales a las halladas en (3.11), salvo por la aparicién
de unos coeficientes (d — 2) relativos a la dimensi6n de la actual (d — 2)-esfera® y un término R;; que

representara el tensor de Ricci de la (d — 2)-esfera. Con todo esto, se tiene:

Ry = ¢ eA_Bar(eA_BarA) 4 MGQ(A—B)@A

r
R,y = —eP740,(e17 80, 4) + (Cl;2)8TB 4.2)
Rij = Rij + [re 2P0,(B — A) — (d — 3)e "] hyy

Sin embargo, para continuar es necesario conocer explicitamente la expresion para }fm Se puede
obtener de forma sencilla aplicando que cuando no haya materia, habiendo entonces un espacio tiempo
de Minkowski, se tendrd que A = B = 0y las entradas del tensor de Ricci serdn nulas al no haber
curvatura. Aplicando estas condiciones sobre las condiciones anteriores, se consigue la expresién
deseada:

Rij = (d—=3)hy “.3)

'Salvo que ahora T}; = Pgi; V¥ 4,5 € {1,...,d — 2}
"Donde previamente se tenfa un 2, ya que en el caso 4-dimensional la métrica h*/ representa la de una 2-esfera.
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Sustituyendo, se encuentran las entradas del tensor de Ricci buscadas:

( (d—2)

Ry = ¢ |88, (eA7 B8, 4) + TeQM—B)asz
Rrr — 7eB—Aar(6A—BarA) + (d B 2) 8TB (44)
T
\Rij == [T€_2B8T(B - A) + (d - 3) (1 - 6_2B)] hij

Utilizando la condicion de vacio R;; = 0, se llega a unas expresiones equivalentes a las dos

primeras de (4.4), dadas a continuacién:

-2
0=0,(e""P9.4) + (dr)eA_B&A (4.5)

0=—0,(eA B9 A) + (dr_2)eABE)TB (4.6)

Sumando ambas ecuaciones se llega a la condiciéon 0 = @eA*Bar(A +B) =0,(A+ B) =0,
de donde se deduce que la suma de ambas funciones no tiene dependencia radial, por lo que se puede
entender como una constante respecto a r. Mediante una redefincién temporal se puede absorber
dicha constante para alcanzar asf la condicién A = —B, que aplicada en la expresion de R;; en (4.4),

y retocando la ecuacidn resulta:
79 (e72P —1) = —(d—3) (e P — 1) 4.7)

Una sencilla ecuacién diferencial ordinaria cuyo resultado, incluyendo una constante de integracidn

C, es el que sigue:

_ 2C
24 = ¢ 23:1_7@7*3 (4.8)

Donde el valor de la constante C' debe fijarse estableciendo una relacion con la masa M, de la es-
trella. Esta solucidn se conoce como el agujero negro de Tangherlini, o solucién de Schwarzschild
d-dimensional, ya que se obtiene bajo las mismas condiciones en un mundo con un nimero superior
de dimensiones, ademads de tener una significativa relacion con la solucién de Schwarzschild original
(3.19).

Repitiendo el razonamiento utilizado en la seccién 3.1, considerando el limite a bajas velocidades

de las geodésicas, se obtiene la siguiente expresion para el potencial de Newton:

2 C
® = % (4 —1) = & =—¢ i (4.9)
Pero la extension d-dimensional del mismo viene dada por:
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Con lo que se llega a la expresion buscada de la constante de integracién:

N

4.11)

Por otro lado, es sabido que la expresion de G4y con respecto a la constante de Newton habitual G v
cambia segtin el nimero de dimensiones. Esta variacién influirfa en la forma de las ecuaciones de
Einstein segtin las dimensiones consideradas por lo que, de acuerdo con lo expuesto en el apéndice C,
se deriva una ecuacion que relaciona ambas constantes en un caso general. Sustituyendo ahora G g)

por la expresion dada en (C.14):

SOy M kM, @7 2DVenC (4.12)
2 (d=2Wg2 (d—2)Va 9 Kc? .

C

Una vez conocida la relacion entre C'y la masa M, segtin los argumentos expuestos en la seccion
3.1, igualar a cero la entrada tiempo-tiempo de la métrica devolvera la localizacién del horizonte de

sucesos del agujero negro de Tagherlini. Para ello, basta con expresar (4.8) como:

(d-3)
24— 1 (LH> (4.13)
r
Donde claramente se ha definido 7’?{3 = 2C, y por ende la distancia del horizonte de sucesos con

respecto al centro estelar es:
(d—3) 2 kM
’["H = —_—
d—2 V(d_g)

(4.14)

Al igual que al tratar con 4 dimensiones, el radio de una estrella R, ha de ser mayor que el radio de
Schwarzschild de un agujero negro de masa M = M,, la masa de la estrella en cuestidn, o de otra

forma la estrella colapsara en un agujero negro. Con esto, a partir de la solucién (4.13) y sabiendo que

e24 = ¢72B 1a métrica (4.1) resulta:
(d—3) (d—3)1 1 3
ds* = —c? [1 — (r—H) ] dt* + [1 — (r—H) ] dr? + r2h" dy,dy, (4.15)
r r

Finalmente, como mera generalizacién de los conceptos tratados en la seccién andloga a esta del
capitulo anterior, en presencia de d dimensiones se define la compacidad de una estrella de masa M,

y radio R, como sigue:

g\
= (R*) <3 (4.16)

De nuevo, pese a esta redefincién, compacidad representa cudn cerca se encuentra una estrella de

colapsar sobre si misma en un agujero negro, pudiendo asi tomar valores en el intervalo (0, 1/2).
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Finalmente es importante mencionar que, cuando se realiza esta extension dimensional, se pier-
de cualquier tipo de resultado sobre la unicidad del agujero negro, en contraposicién al caso en 4
dimensiones donde se hizo referencia al articulo publicado por W. Israel. Esto quiere decir que en
dimensiones superiores no se satisface la hipétesis de que cualquier agujero negro estatico y asintéti-
camente plano ha de ser la solucién encontrada por Tangherlini, ya que se han encontrado multiples
soluciones adicionales bajo las mismas condiciones. Un ejemplo es el caso 5-dimensional, en el que
se tiene el agujero negro de Myers-Perry, persentado en 1986 en [28], asi como la solucién encontrada
en 2002 por R. Emparan'y H. S. Reall en [29]. Sin embargo si que se recupera tal unicidad si se exige
la condicién adicional de que el agujero negro presente simetria esférica, de acuerdo con el articulo
publicado también en 2002 por G. W. Gibbons,D. Ida y T. Shiromizu en [30]. Con ello se concluye
que la solucién de Tangherlini es la tnica existente en el caso de un agujero estatico, asintéticamente

plano y simétricamente esférico obtenido como solucién en el vacio.

4.2. Solucion interior: Generalizacion de la ecuacion TOV

En esta seccion se derivard la nueva expresion de la ecuacién TOV viélida en el caso d-dimensional.
Posteriormente, se utilizard en los subapartados sucesivos para estudiar estrellas con distintas propie-
dades fisicas.

Se parte de la métrica (4.1) y del tensor de energia-momento de un fluido perfecto, cuyas entradas
estin en (3.8). En esta derivacion el punto de partida serd la identidad de Bianchi, dada en (3.39), para

lo que sera til escribir la forma covariante de las entradas del tensor:
T = pe=24 ; T = Pe 2B . T = pg¥ (4.17)
Los casos v =t y ¥ = ¢ no dan informacién alguna, sin embargo tomando v = r se obtiene:
0= 0,(Pe ?B) + (T, + T )T + Ty " T 4+ Ty;9 T (4.18)
Que, sustituyendo el valor de los coeficientes de Christoffel, da lugar a:
d—2 d

- -2
0=08,Pe*P—2Pe 289, B+(8,A420,B+——)Pe 2P 4 pc?e 289, A———Pe 2?8 (4.19)
r r

De donde se deduce:

dpP
o= —(P + pc?)d, A (4.20)
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Que, visto que es una expresion sobre la variacioén de la presion con el radio estelar, serd la ecuacién
que, una vez conocido 0, A, determine la ecuacion TOV d-dimensional. Asimismo, ahora se utilizaran
las ecuaciones de Einstein para encontrar dos relaciones que serdn de utilidad més adelante. En esta

linea se considera primero la igualdad Gy = kT3 y, en consecuencia, se tiene que:
2
G = —kpc™gu 4.21)

Pero dadas las componentes del tensor de Ricci (4.4), se puede hallar una expresion para el escalar de

curvatura:
R 2d4=2) Lpy L (d-2)(d-3)

r 72

(1—e2P) (4.22)

A partir del cual se halla la entrada correspondiente del tensor de Einstein:

d—2 .
Git = 51y [P —1)] gy (4.23)

De manera que igualando ambas ecuaciones resulta:
(d—3) 2B 26¢° (o9
o, [7‘ 1-e )} - or (4.24)

La masa de la estrella d-dimensional se puede escribir en funcién del radio como:

'8 /
m(r) = Vig-s /0 H D pdy = p @) = A7) (4.25)

Via-2)

Donde se recuerda que el término V{4_) hace referencia al volumen de una esfera (d—2)-dimensional.

2B

Sustituyendo esta ultima expresion en (4.24) y despejando el término e~ 7, se obtiene la igualdad que

sigue:
2B _ 1 _ 2Kc? m(r)
(d—=2)V(gg) r(d=3)

Una vez hallada la relacién anterior, se considera a continuacion la ecuacion de Einstein de acuerdo a

e (4.26)

la entrada rr, es decir G-, = k1. Procediendo de forma andloga al caso tt, sustituyendo la expresion
de T resulta:

Grr = kPe?B (4.27)

Calculando en este caso la entrada rr del tensor de Einstein:

d—2 (d—2)(d—-3) , 55
Grr = Ta’"A Bl a— (e*” —1) (4.28)
Igualando las identidades anteriores:
—9 —N(d —
125 4= |ep 12223 (1—¢€%) (4.29)

r 272
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Sustituyendo (4.26), se encuentra la dltima de las relaciones necesarias para la derivacion de la TOV:

1 2k m(r)
(d— 2)‘/(d—2) r(d=3)

_ 2 V., oyr(d=1)
(=3 [ Vaar®Vp
(d—2)Vig_grid=2 d—3 ¢

-1
oA = ) 4.30)

Finalmente, sustituyendo esta expresion en (4.20) y simplificando, se encuentra:

252 m(r) -
(1— @2V r(d3)> (4.31)

P, (d—3) P

b _ 4= m(r) rld=1) p
ar . ° (d —2)r(d=2) P

Viga) d-3¢c2

)

c2

Que se trata de la ecuacion TOV generalizada a d-dimensiones.

4.2.1. Estrellas de Buchdahl d-dimensionales. Generalizacion del Teorema de Buch-

dahl

La generalizacidn del concepto de estrella de Buchdahl dado en 3.2.1 es inmediato, siendo aquellas
estrellas en un mundo d-dimensional que presentan una densidad de masa constante p = pg, luego
independiente de la coordenada radial. Imponiendo semejante condicién y considerando la ecuacién
(4.25) obtenida en la deduccidn de la ecuacion de TOV en esta misma seccidn, se obtiene facilmente

que la masa de la estrella varia con r como:

Via—
_ (d 2)p0T(d_1)

m(r) -0 (4.32)

Considerando ahora la relaciéon anterior, se puede resolver la ecuacién TOV (4.31). Se procedera
siguiendo el mismo método que en el capitulo anterior, con lo que primeramente se realizardn los

siguientes cambios de variable:

P 2Kp0C2
=—  a=— ——— 4.33
YT d T2 ) 39
Con todo esto, (4.31) resulta:
1 (d—-1) 2ar
"= —=(d-3)(1 1 4.34
u 4( ) —|—u)[ +(d—3)u]1—ar2 (434)
Agrupando y resolviendo la ecuacion diferencial resultante, se obtiene:
1+ (dil)u
% = BV1 - 2ar? (4.35)
u

Sea entonces P, la presion en el centro de la estrella, por ende u. = P,/ (poCQ), e imponiendo la

condicion de contorno P(r = 0) = P, se fija el valor de la constante de integracion:

(d—1) (d—1) (d—1)
1+ +—=u 1+ U 1+ +—=u
(d—3) 7¢ (d—3) (d—3) ¢ B
= = 1-2 4.
B T+ = T+ u T+ 0 2V ar (4.36)
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Imponiendo ahora la condicién de continuidad de la presién en el borde de la estrella P(r = Ry) = 0,
se halla una expresion del radio estelar en funcién de u.:
s _ Auc[(d—3) + (d— 2)u]
T @d=3) 4+ (d - u?

Que es, al igual que el resultado derivado en el capitulo 3.2.1, una funcién monétonamente creciente

4.37)

con u, que presenta ademds una cota superior. Para hallarla, basta considerar el limite u, — o0 =
P. — o0. No obstante este limite de presion infinita implica el colapso gravitacional de la estrella,
por lo que para ver si es posible este fendémeno se estudia la compacidad de la estrella. Teniendo en

cuenta el ya demostrado hecho de que’ %aRz =%:

, 1
Cgméx - Pclgnoo iaRz -

2(d — 2)
(d—1)2

Fécilmente se encuentra que Gpax < % V d > 4, por lo que se concluye que una estrella de Buchdahl

(4.38)

d-dimensional nunca podra colapsar en un agujero negro, extendiendo asi a dimensiones superiores el
resultado encontrado en el capitulo anterior.

El comportamiento de la presién en funcién del radio y su cambio segin el niimero de dimen-
siones temporales se puede vislumbrar en el grafico presente en la figura 4.1. Para su realizacion
se considerd una estrella de Buchdahl, tomando como valor de densidad la densidad media del sol
1408 kg - m~@=1), y como presién central fue utilizada la presién en el nicleo solar siendo ésta de
2,477 x 10'® Pa, ambos datos tomados de [31]. Se decidi6 ademds utilizar para la representacion
la presion normalizada, de forma que el valor 1 en el eje de ordenadas representa la presion central
obtenida de la referencia anteriormente mencionada. El gréfico 4.1 sirve para ilustrar y verificar la
validez del modelo, obteniéndose que la presion se hace cero en el borde de la estrella. Se observa
c6mo el radio de la estrella va incrementando su valor al aumentar la dimensién, como se podia haber
intuido atendiendo a la férmula (4.37), y es caracteristico que la linea de tendencia respectivaa d = 5

se superpone a la relativa a d = 4 debido a la pequefia diferencia entre los radios de la estrella.

4.2.2. Estrellas conformes d-dimensionales.

Se procede en este caso a extender el resultado referente a las estrellas formadas por materia
conforme. En diferencia respecto al caso 4-dimensional, en este caso la ecuacién de estado que rige

el comportamiento de la materia estelar es la dada a continuacion:

(d—1)P = pc? (4.39)

3Visto en la seccién 3.2.1.
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Presion vs radio

1.0 4 dimensiones
— d=4
d=5
d=6
0.8 - d=7
d=8
d=9
3
N
= 0.6
1]
§ R..s=6.673e+09
= R..5=6.674e+09
S 044 |R.5=7.035e+09
a R.,7=7.462e+09
N R.,5=7.898e + 09
R.,s=8.325e+09
0.2 1
0.0 -
T T T T T
0e9 2e9 4e9 6e9 8e9
R.

Figura 4.1: Variacién de la presién en una esfera de Buchdahl segiin la dimensién d.

De forma andloga a lo expuesto en 3.2.2, un modelo estelar basado en esta ecuacion de estado satis-

face: m oc r(@=3) y p o< 2. En esta linea se consideran:

_ 2
m = uc2r(d_3) , p= M (4.40)
Via-2)7

Utilizando este ansatz en la ecuacién TOV (4.31) y la relacién entre P y p dada por la ecuacion de
estado, se obtiene una expresion para la constante de proporcionalidad:

2 2(d - 1)V(al72)
e = A= 27 +3(d—2) + 4] (4.41)

Donde considerando d = 4 se recupera el valor obtenido en el capitulo anterior. Sea ahora (4.39) una

ecuacioén de estado genérica, de la forma:
P = ach 4.42)

Se obtiene una relacién més general, vélida para cualquier ecuacidn de estado como la anterior:

,  20(d—2)Vi o)
© k[(d = 3)(a+1)2 + 4a]

ue 4.43)
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Pese a la mayor complejidad de las expresiones para la constante de proporcionalidad pc? se
obtiene, al igual que en el caso 4-dimensional, que la presién y la densidad de masa no se anulan para
ningtn valor de 7. Con esto se concluye que esta materia continda presentando un comportamiento
gaseoso en dimensiones superiores, y que no serd posible la existencia de estrellas de este tipo de

tamafio finito.

4.2.3. Ecuacion de Tolman d-dimensional.

Se parte de la misma observacion hecha por Tolman a cerca de la isotropia del tensor de energia-
momento 7' = T, Vi € {1,...,d — 2}. En este caso al estar en una regién con d — 2 dimensiones
fisicas ademds de la radial, se tiene que (d — 2)P = T = r~2h%T;;, ademds de mantenerse P =
T." = e 2BT,.. Asi se deduce:

(d —2)r?e BT, = hIT; (4.44)

De forma andloga a lo estudiado en el caso cuadridimensional, la condicién de isotropia es hereda-
da por G a través de las ecuaciones de Einstein, deduciéndose asi la existencia de soluciones que

presentardn dicha caracteristica:
(d — 2)7“26_2BGM = hile'j (4-45)

Que sigue siendo vdlido en todas las direcciones i,j € {1,...,d — 2}. Descomponiendo el tensor
de Einstein segtn (3.2) y considerando las entradas g,, = e?B y gij = 7“2hz-j correspondientes a la
métrica (4.1), se obtiene:

27“2672BR7,T = hinZ‘j (4.46)

Introduciendo las correspondientes entradas del tensor de Ricci y masajeando la expresion, se llega a

la expresion d-dimensional de la ecuacion de Tolman:

—2B 1 —2B A 2A A
0=(d—3)d, (67&) +0, [era} + e 2B+A)g, [ef] (4.47)

Estableciendo una comparativa entre la ecuacion (3.67) encontrada para 4d y esta extension dimen-
sional, resulta notable destacar que la Unica variacién presente es el coeficiente d — 3 que multiplica

al primer término de la ecuacidn.
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Ahora considerando una solucién €24, ¢28

a la ecuacién de Tolman y utilizando las ecuaciones
de Einstein (3.68)* con A = 0, se pueden relacionar dichas soluciones con las distintas entradas del
tensor de energia-momento, con lo que se deducen las siguientes expresiones para la presion y la

densidad?:

_d=2 d-3/1 _ _—2B
Kp= 5 9 Or [r (1—e )} (4.48)
wp = =D =3) (e7?P —1)+ 022 —2a-2mp 2 (4.49)

2r2 2r

A continuacién se resolveran tres de los ocho casos en los que Tolman supo resolver su ecuacién
de forma analitica, estando cada una asociada a una condicién que simplificard (4.47). Tras haber
encontrado las soluciones pertinentes, se usaran (4.48) y (4.49) para hallar las dependencias de la

densidad y presién de la estrella.

Solucion de Tolman I

De nuevo, se repite el procedimiento en dimensiones superiores en el caso de la primera solucién
exacta de la ecuacion de Tolman, caracterizada por la condicion A = 0. Entonces, de forma directa a
partir de (4.47):

e 2P =1+w? (4.50)

Utilizando la versién de las ecuaciones de Einstein que considera una constante cosmolégica no nula

(3.68), se obtienen las siguientes relaciones de p y P:

p = % —A = (d— 1)9]

mP:%[A+(d—3)\II]

4.51)

Imponiendo que la presién y la densidad de energia sean positivas, se encuentra que la constante

cosmoldgica debe ser de tipo De Sitter A > 0 mientras que ¥ < 0. Se encuentra ademds una cota

“Notar que estas ecuaciones, pese a haber sido introducidas en el caso 4-dimensional, pueden ser utilizadas en la exten-
sién d-dimensional gracias a la generalizacién de las mismas por medio de una correcta definicién de la constante £ como

es explicado en el apéndice C
>Equivalentemente densidad de energia o de masa, debido a la consideracién: ¢ = 1.
®Siguiendo el convenio tomado en el apartado analogo del caso en 4 dimensiones, se consideran unidades naturales de

forma que ¢ = 1 con el objetivo de aligerar cdlculos y simplificar las expresiones finales.
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para los posibles valores de A en funciéon de ¥ y, considerando la constante de integracion como
U = —1/R? se deduce:
d—3 d—1
—(d=3)W <A< —-(d-1)T¥ <= ?<A<— 72

Que claramente en el caso d = 4 se reduce al resultado hallado en el capitulo 2.

(4.52)

Finalmente, sustituyendo (4.51) en la métrica y procediendo de forma andloga al caso 4-dimensional,

se encuentra que en este caso la métrica resulta:
ds? = —dt® + R?dS%! (4.53)

Con lo que se concluye que la generalizacién del denominado Universo de Einstein es una (d-1)-esfera

de radio R, luego se define el Universo de Einstein d-dimensional a R x Sj‘lgl.

Solucion de Tolman III

La condicién de simplificacién vuelve a ser tal que elimina el primer término de la ecuacién de
Tolman d-dimensional (4.47). Sin embargo, en dicha ecuacidn es el primer término el tnico que pre-
senta dependencia con la dimensionalidad del mundo considerado, por lo que los resultados obtenidos
serdn andlogos a los del caso cuadridimensional, hechos en la seccién 3.2.3. Por tanto en este apartado
de la extensién dimensional simplemente se generalizardn las expresiones encontradas para la presion
de la densidad de energia y la presion de la estrella.

Tomando como punto de partida el ansatz asociado a la tercera solucién de Tolman y la solucién

encontrada para e?4 en 3.2.3, se utilizard por analogia la notacién dada por el autor en el articulo
original:
2B 2 r?
e :1+N7‘:1—ﬁ (4.54)
2
S Y 4.55
e = - ) (4.55)

Haciendo uso ahora de la ecuacion (4.48), se encuentra de nuevo que la densidad de energia de la

estrella es constante p = pg, y se puede fijar el valor de la constante ¥ a través de ella:

N 20 _ 1
(d-2)(d—-1) — R?

Por otro lado, a partir de la ecuacién (4.49) e introduciendo la coordenada x € [0, x,] dada por

(4.56)

X = Rsen(x), se deduce que la presion viene dada por la relacién que sigue:

_d=2(d—3)¥ —(d—1)cos(x)
b= 2k R? U — cos(x) (4.57)
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Definiendo de nuevo el radio de la estrella como R, = Rsen(x4), imponiendo la continuidad de
la presién en el borde de la estrella en la ecuacién anterior se tiene:

n—+1
n—1

U = cos(Xx) (4.58)

Introduciendo todas las soluciones en la métrica, se concluye que la tercera solucién de Tolman d-
dimensional viene dada por:

d—1

ds* = —
° d—3

2
cos(xx) — cos(x)] dt* + R? [dx2 + sen2(x)d5’d_2] (4.59)

Que claramente se reduce a la métrica (3.92) en el caso d = 4, por lo que se trata de una extension de
la métrica para el interior estelar de Schwarzschild. Para establecer una conexion entre los resultados
obtenidos en esta seccion y la 4.2.1 se puede notar que, cuando r = 0 se tiene que xy = 0, de manera
que de la ecuacién para la presién dada en (4.57) se deduce la relacién siguiente:

d—1’

1 1
U= n -+ + Ue — COS(X*) —_
n—11+95u. 1+ hue

(4.60)

Donde de nuevo se concluye que, andlogamente a lo encontrado para el caso cuadridimensional, la

solucion de Tolman IIT nunca podra recubrir por completo la (d — 1)—esfera.

Solucion de Tolman IV

Se parte de la ecuacién de Tolman d-dimensional (4.47) haciendo la observacion de que en ella
en dos de los tres términos hay dos derivadas totales con respecto a la coordenada radial r, mientras
que en el dltimo no es asi. De esta forma, se considera una hipétesis que simplifique la dificultad
de la ecuacién, que en este caso resultard por anular el dltimo término tomando: €249, A = ar. Se
encuentra entonces la primera de las dos soluciones a la ecuacion de Tolman, que es reescrita como a

continuacion:

7“2
4 =a (1 + 72) (4.61)

A partir de esta solucion y teniendo en cuenta que la derivada del dltimo término es nula, el resto se

puede integrar para obtener la segunda solucién:
d—2 r?
1 + a—3 3 ~2

(o) (1)
Ahora, sustituyendo los resultados obtenidos en (4.49) se encuentra que la presién varia como:
2
d—21—(d=3)p—(d—1)p%

2%k 1+ 425

623

(4.62)

(4.63)

N N
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Sabiendo que la presién es una funcién que decrece con r y que su valor ha de anularse en el borde
estelar para ser una funcion continua, a partir de la condicion P(R,) = 0 se encuentra el radio de la
estrella d-dimensional:
R? = 7’ [1 —(d— 3)} (4.64)
d—1 |9

Como el factor d — 1 es inherentemente positivo, al requerir que el valor del radio no sea un niimero

complejo se debe satisfacer:

1 1
E_(d_3)>0 = w<—d_3 (4.65)

Fijando por tanto una cota superior para el valor de la constante ).

Por otro lado, se obtiene de forma andloga una expresion para la densidad de energia:

d_21+(d—1)¢(1+%) d—2 1—¢;—§ 4.66)
P= 92 d—2 12 T3 ) :
Que de esta forma toma valores siempre positivos.
Calculando a continuacion los valores de presion y densidad en el nicleo estelar como:
d—2
(d—2)(d—-1)
pe = p(r=0) Pe = 5= 397n [1—( )Yl (4.68)

Donde es posible en este caso hallar una relacién entre la densidad de energia y la presion en el centro

de la estrella, dada por:
d—1
= P,
pC (d _ 3) (&

(4.69)

Estableciendo una comparacion entre ambas magnitudes, ya que al considerar unidades naturales las
dos presentan unidades de densidad de energia, se encuentra que la presion del nicleo estelar es menor
que la densidad de energia en el centro de la estrella solamente en el caso de un espacio-tiempo de 4
dimensiones, mientras que es mayor en el caso d > 4.

A partir de las magnitudes p, p., P y P, previamente calculadas y haciendo uso del software
Maple, desarrollando el término (p — pg)c? se encuentra una relacién entre la presion y la densidad

de energia de la estrella, es decir, la siguiente ecuacion de estado:

d+1
o= (P_-P,
p—p d_3( )+

A(d—2) (P - P)°
(d_ 3)2 pc+Pc

(4.70)
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Siguiendo el mismo procedimiento que el expuesto en 3.2.3, se sigue que la compacidad de la estrella

es:
1—(d—-3)y

=

4.71)

Imponiendo que la compacidad sea estrictamente positiva se sigue que v < d—ig. Por otro lado, para
evitar el colapso gravitacional de la estrella, se encuentra que se debe satisfacer que v > —%. En

consecuencia, se concluye que para que la estrella sea estable el pardmetro v deberd encontrarse en el

1 1

Mientras que si el pardmetro cae por debajo de la cota inferior, colapsard, transformdndose asi en un

rango:

agujero negro.
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Capitulo 5

Estrellas isotropicas

En 2001 S. Rahman y M. Visser propusieron una forma alternativa a la idea de Tolman para estu-
diar la configuracién de estrellas is6tropas!. Para ello, en la referencia [32], consideraron un sistema
coordenado 4-dimensional que ya presentase dicha condicidn de isotropia, con lo que la métrica re-

sultante® generalizada es:
ds® = —e2Xdt? + ® |dr? + 7'2de*2} (5.1)

Siendo tanto X como Y funciones tinicamente de la coordenada radial, con lo que esta métrica recibe
el nombre de métrica del sistema de coordenadas isétropo. De esta forma debido a la simetria esférica
inducida por la métrica se tendra para el tensor de Einstein que Gy = G4, pero imponiendo ademads
la condici6n de isotropia resulta adicionalmente la igualdad: G, = Ggg = G-

Considerando el tensor de energia-momento de un fluido perfecto y la métrica anterior se tie-
ne que, procediendo anidlogamente a los apartados relativos a ecuacién de Tolman, en este caso la
condicién de isotropia resulta:

(d—2)r*R,, = Y R;; (5.2)

"En el articulo original, Rahman y Visser realizaron todos los célculos que se verdn a continuacién para d = 4, los cuales

fueron en este trabajo extendidos a d dimensiones

2Se consideran unidades naturales, es decir: c = 1 = k = 871Gy por (C.15)
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A partir del cdlculo de las entradas del tensor de Ricci® en esta nueva métrica:

Ry = €X7Y87= (eXfYarx) + geQXfSYaTXaT (T_€Y)

r

=25 ro,v) (53)

r

Rij = —hi {e*X*(d*i”)YraT [6X+(d—4)Y8r (r@Y)} + (d — 3)r8,,Y}

Ry =—e" %0, (X7 09,X) -

De su sustitucién y simplificacion se obtiene una nueva versién de la condicién de isotropia:
1
0=X"+(d-2)Y"—=[X'+(d-3)Y']+ (X)? -2X'Y' — (d - 2)Y’ (5.4)
r

Donde se ha denotado con’ la derivada con respecto a la coordenada radial. Para simplificar ain més

la expresion y darle una forma mas compacta se contempla el siguiente cambio de variables:

X=—-d-3)R, Y=nV+R (5.5)
De forma que (5.4) se reduce a:
12 N2 Vv 1"
(R)" =@d-2) (V) +to =V (5.6)

Una vez visto esto, Rahman y Visser comprueban la existencia de una funcién Z(r) que caracterice la
clase entera de métricas para fluidos perfectos estaticos, lo cual permite parametrizar la nueva variable
V' respecto a esta nueva funcién como se muestra a continuacion:

2 rZ

r_
V=i 21-0z 7
Con lo que se sigue:
2 !
T4
R=+0"u7 8

Donde el simbolo 4 deberd ser determinado mediante la imposicién de alguna condicién adicional.
Igualmente, se encuentra que tanto para R como para V' se tiene una dependencia mondtonamente
decreciente respecto a la coordenada radial. Las expresiones (5.7) y (5.8) son de gran importancia, ya
que son las que trivializan la ecuacién de Tolman dependiendo tinicamente de la funcién generatriz
Z. Con esto el problema se ha reducido a encontrar una forma explicita de esta funcién que satisfaga
ciertas caracteristicas de regularidad.

Aplicando la conservacién de la energia sobre el tensor de energia-momento se deduce la ecuacién
de estructura de la estrella:

dpP

o =@=3)(p+P)R (5.9)

3La obtencién de las entradas del tensor para esta métrica se encuentran recopiladas en el apéndice B.4.
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Para extraer una expresion explicita de P es claramente necesario tener informacién adicional sobre
Z(r). No obstante, tal y como indican los autores en el articulo, se encuentra que la presién puede ser

relacionada con la entrada rr del tensor de Einstein a través de P = G,../(rc*), con lo que resulta:

_ (d—3) —ov g [ 2(d-2)
P= = o, |22 (5.10)

5.1. Condiciones de regularidad de un fluido.

Se comienza imponiendo que la métrica en el interior de la estrella sea regular, para lo cual segin
[32], es necesario imponer sobre la parametrizacién que Z(0) y Z’(0) sean ambos finitos. Bajo estas

condiciones, la presion en el centro de la estrella r = 0 es:
P.=2(d—-2)(d-3) Z(0) (5.11)

Pero esta presion ha de ser evidentemente positiva con lo que, en concreto se debe satisfacer Z(0) > 0.

Por otro lado, se busca obtener la densidad de energia en el centro estelar. De forma andloga
al resultado obtenido para la presién, se encuentra la siguiente relacion p = % — 3P de la
densidad de energia en funcién de las entradas del tensor de Einstein. Sustituyendo, la expresion

anterior resulta:

/
2 2 / 2 !
2|1 (" ,/——d_QTZ 2Zr —d_2rZ d—1
=—|= - P 5.12
P | 1—Zr? + (d—2)(1— Zr2)? d—3 12)

Que, teniendo en cuenta los cambios de variable anteriormente definidos, se reduce a:

2 1 2 N/ ! 1/ d - 1
=—|= (rR VR| ———=P 5.13
P=% {7‘2 (rR) + d—3 (>.13)
De forma que, considerando la coordenada radial » = 0:
2, [2R'(0) " d—1

Donde se ha utilizado el hecho de que V/(0) = 0. La forma de la expresién anterior en la que se hace
presente el limite tiene razén de ser ya que, como la densidad en el centro estelar ha de ser finita, es
necesario imponer la condicién R’(0) = 0 para que no diverja. Esta condicién entonces se traduce en

exigir que Z'(0) = 0, con lo cual:

T P=—R'(0) (5.15)



Que directamente da lugar a:

d—1 2
Pec+ d7—3PC = ?;\/_2(d_2)2”(0) (5.16)

Es claro que la funcién Z(r) debe cumplir que Z”(0) < 0 para que la raiz sea real. Ademds, al tener
que ser la presion y la densidad de energia estrictamente positivas, se concluye que en la definicién de
R’ dada en (5.8) se debe tomar el signo negativo, de modo que se compense en esta ttlima expresion
y se obtenga que las cantidades anteriormente especificadas son realmente positivas. Aunando todas

las condiciones obtenidas mediante la exigencia de regularidad del fluido, se concluye:

5 Z(0)>0
, ETZ/ N I
R = 27 Z(r): R — R talque: ¢ Z’(0) =0 (5.17)
7Z"(0) <0

5.2. El agujero negro de Tangherlini

En este apartado se reobtendra la solucidn vista el en capitulo 4 como el agujero negro de Tangher-
lini, pero en este caso partiendo de una métrica en coordenadas isotrépicas. La analogia con dicho
resultado se debe a que se encuentra planteando el estudio de la solucion exterior a la estrella, al igual
que se hizo en el capitulo anterior en dicha seccién.

A partir de la entrada tiempo-tiempo del tensor de Ricci dada en (5.3), se obtiene la entrada

correspondiente al tensor de Einstein:

Gy = 7?62()(_1/)37” (e—YaT (reY)) _ WQQ(X—Y) {6_21/ [8r(rey)]2 B 1}

2r2
(5.18)
Que se puede simplificar para llegar a la expresion:
2(d — 2 _d+1 _ d—3
G = _(d(—?))r)"eQX SV, [r120,e 7| (5.19)

Calculando la solucidn exterior, es decir la asociada a Gy = 0, integrando y manejando términos
resulta:

_4
e?' =H{? | donde: Hy=1+—= (5.20)
r

Siendo ¢ una constante que debe estar relacionada con la masa del agujero negro. Para encontrar la

solucidn restante basta considerar la condicion:
eXX2YRy + Ry =0 (5.21)
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Operando con las entradas del tensor de Ricci calculadas en (5.3), se obtiene la siguiente ecuacioén:
0r X = 0Orlog[1 + 0,Y] (5.22)

Que, al ser resuelta, depende de una constante W la cual imponiendo que la métrica sea asintéticamente

plana (X LN 0) fija el valor de la misma a ¥ = 0. Con todo esto, se deduce:
eX =1+0,Y (5.23)

De donde, utilizando la solucién (5.20) previamente encontrada , se tiene:

H_\? ¢
2X _ ) _
et = ( +> ,donde: H_=1-— a3 (5.24)

Una vez determinadas completamente las soluciones, la métrica isétropa (5.1) se reduce a:

H \? 4
ds? = — <H> dt* + H |dr? + r?dS42 (5.25)
+

Con lo que queda totalmente definida la métrica del agujero negro de Tangherlini, salvo una constante

(. Para hallar el valor de dicha constante, se puede hacer el cambio a coordenadas de Schwarzschild,

con lo que se considerard el cambio de variable dado por:

d—3
r _y+1 o 4¢
c _ﬂ , con: Y= 1_7cd—3 (5.26)
Con lo que la métrica anterior se puede escribir bajo una funcién f(7):
2 N 742 N 7.2 4 A2 70d—2 A 4¢
ds* = —f(r)dt” + f(7)dr* + 7°dS , f(R)=1- =5 (5.27)
7

Comparando esta métrica con la obtenida para el agujero negro de Tangherlini en 4 dimensiones
(4.15), se encuentra que ( = 2C), siendo C' la constante determinada en dicha seccién. Con esto se

concluye que el valor de la constante ¢ viene dado por:

K
A — 7 5.28
- 2)V(a—2) 629

Para finalizar esta seccidn, se encontrard una expresion para la funcién Z(r) a partir de la cual
se obtenga la solucion de Tangherlini. Partiendo de la ecuacién (5.10) para la presion, y teniendo en
cuenta que la solucion de Tangherlini es una solucién exterior, se tiene que la presion es cero con lo

cual:

Z(r) = ——— (5.29)



Donde ¥ es una constante cuyo valor deberd ser fijado. Por otro lado, teniendo que de (5.24) se deduce

X =logH_ — logH ., operando y sustituyendo en (5.5) se encuentra la siguiente expresion para R':

-1
R = 20 <1 CQ) (5.30)

T pd—2 ~ 2(d-3)

Pero, utilizando la expresién de Z(r) encontrada anteriormente y sustituyéndola en la ecuacion (5.8)

de forma que se cumplan las condiciones de regularidad®, resulta:

VA, v o\t
R = f(l—rz()) (5.31)

pd—2 d—3

Comparando ambas expresiones, se identifica directamente que ¥ = (2, con lo que se concluye:

2
Z(r) = &

= ) (5.32)

Que es la forma explicita de Z(r) que da como resultado el agujero negro de Tangherlini, segiin la

parametrizacién tomada por Rahman y Visser.

5.3. Clase de soluciones del tipo Rahman-Visser

Este apartado trata una de las soluciones encontradas por S. Rahman y M. Visser en el articulo

[32]. En este caso, consideran como hipdtesis de partida la siguiente expresion para Z(r):

Al—&TQ

tal que: Z(0)>0, Z"(0)<0 (5.33)

Donde a partir de la primera condicidn en el origen se obtiene que f > 0y, por otro lado, la segunda
implica que 4 + 7 > 0.

El método de integracion directa de Z(r) para obtener las expresiones de Ry V, con las que
posteriormente hallar e2X, e2Y, representa un verdadero ejercicio de cilculo ademds de dar lugar a

resultados poco manejables. Alternativamente los autores optaron por considerar 3 parametros v,7 y

¢ y escribir la métrica como:

1 2\ —(d—3)¢ 1 2\ §—V/1+(d—2)€2 2 2 7ad—2
d52:—< +'yr> +< —|—’y7‘> dr® +r4dS (5.34)

1 nr? 14 (1 +7r2) (1 +nr?)
Que se trata de una solucién de un fluido perfecto para valores arbitrarios de los pardmetros.
Esta expresion con cierta complejidad podria ser sospechosa de carecer de sentido fisico, sin

embargo, observa que si se toma el caso 4 dimensional (d = 4) y se fija el valor de la constante

“Es decir, tomando el signo —.
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Esehw = 2 se recupera la que es conocida como métrica interior de Schwarzschild. Alternativamente,

de fijar la constante £gy,,, = —2 resulta una solucién conocida bajo el nombre de métrica de Stewart.
Dada esta métrica, utilizando las ecuaciones de Einstein para relacionar la presién y densidad de

energia presentes en las entradas del tensor de energia momento y recordando la condicién de isotropia

sobre el tensor de Eintein se tiene:

poGrm _Gw_Guw  _ Gu (5.35)
K K K K

Las expresiones explicitas son altamente complicadas y no requieren mencién especial ya que la
informacidn relevante se encuentra en los valores en el niicleo de la estrella, por lo que no se daran sus
versiones explicitas, las cuales pueden ser encontradas en el capitulo 4.5 de la referencia [32]. Asi, la

expresion general de la presion en el centro estelar es:
FPe=(d=2)(d=3)(V1+(d=2)-1)(n—") (5.36)
Mientras que la de la densidad de energia del mismo:

pe=(d=2(@d—1) [n(e+1-VIT([@-2€) —1(E-1-VI+([@-28)| (37

5.3.1. Métrica de Schwarzschild generalizada para el interior estelar

Para obtener una generalizacién a d dimensiones de la métrica interior de Schwarzschild, hay
que considerar el valor del pardmetro £ = 2/(d — 3). Con este pardmetro se tiene que la potencia
E—\/1+(d—-2)¢§=-1VdeN, d>4conloque la métrica anteriormente dada se convierte en:

PR 14 r? _2+ 14 yr? -1 dr? + r2dSd-2 (5.38)
1+nr2 1+ nr? (1 +~r2)(1 +nr?) '

Operando se simplifica a la métrica:

1 2
ds? = — < i STy (5.39)

2
1+ ’YTQ) (147r2)?
Con lo que es posible obtener una generalizacién de dicha métrica.
Con respecto a la densidad de energia y la presién, como se ve en el apartado 4.7 de [32], las

expresiones para la presion y densidad de energia resultan en este caso:

2(d —2
— A - -2~ (@27 - 1) (540
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Habiendo introducido el cambio de variable 77 = 7/~. Ademas la densidad de energia de la estrella se

encuentra que es constante, con valor:

2d(d -1
p=py=220210 (5.41)

Y que por tanto seré el valor que tome en el centro de la misma. Esto puede verse como una primera
pista para intuir que el resultado que se obtendra serd una estrella regida por la métrica del interior de

Schwarzschild. De igual forma, la presion en el nicleo de la estrella se deduce que es:

2d=2)y

P.= 77— (d— 2)] (5.42)

Luego, imponiendo que ambas sean estrictamente positivas se deduce:
vy>0, n>d—-2 (5.43)

Visto que ambas son estrictamente positivas, la condicion de la positividad de la presién y dada la
expresion (5.42), se tiene que el limite  — oo provoca una divergencia de la presion del nicleo y por
tanto el colapso gravitacional de la estrella. Ademds, imponiendo la continuidad de la presién en el

borde de la estrella se halla el radio estelar:

1 7-(d—2)
Ri=——"7+—7=- 5.44
Ty (d-2)7-1 O
Ahora se puede intentar relacionar estos resultados con los ya encontrados para la métrica interior

de Schwarzschild. Para ello, serd necesario definir las siguientes coordenadas:

tan (x/2) 2 n+1 d-1
= = — _— * 4
VA R N A R i Rt (5:49)
Utilizando estas coordenadas en la métrica (5.38), ésta se convierte en:
d—1 2 1
ds® = — 73 o (xx) — cos(x)] ar* + ™ dx? + sen?(x) dS*2 (5.46)

Que es basicamente la solucién (4.59) encontrada al resolver el caso Tolman III en d-dimensiones,
por lo que se acaba de verificar que efectivamente esa solucién d-dimensional es una generalizacion
d-dimensional de la métrica de Schwarzschild para el interior estelar.

5.3.2. Métrica de Stewart generalizada

Andlogamente al apartado anterior, se puede obtener una generalizacion de la métrica de Stewart

considerando el valor del parametro { = —2/(d — 3). Se observa entonces que:
1 —~r? 2 (1-— UT2)4/(d_3)
2 _ 9 .
a5 = <1 - nr2> di" + (1 — 72)2d-1)/(d=3) dZg—1 (5.47)
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Donde se han tomado las constantes 7,7 con signo contrario con respecto a las consideradas en el
apartado de Schwarzschild por conveniencia futura. As{, la relacion entre constantes serfa: ygy, =
—YSchw, NStw = —NSchw- Las expresiones generales para la presion y densidad de energia, tomadas

en este caso del capitulo 4.8 de [32], son:

p=202 0 s ) B {2yt - -2y G48)
- W(l — )T (L =) {2 = (d =1y~ [y (= 2} (549)

Luego, en el centro de la estrella se tiene que la presién y la densidad de masa:

P, = 2(dﬂ—2) [(d —2)y —mn] (5.50)
_2(d-2)(d-1)

Pe= - 3) 27— (d—1)] (5.51)

Imponiendo como de costumbre las condiciones de regularidad asociadas a ambas funciones se en-

cuentra siguiente acotacion sobre «y en funcién de 7:

n 2n
— = 52
5 <V<77 (5.52)

Y, finalmente, por la continuidad de la presién en el borde de la estrella se halla que el radio de la

misma es:

_1d-=2)y—n
= @

e (5.53)
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Capitulo 6

Conclusiones

La primera conclusién no puede ser otra que remarcar la superioridad de utilizar la relatividad ge-
neral en vez de la mecédnica Newtoniana para estudiar fendmenos en los que los efectos gravitatorios
predominan sobre el resto de fuerzas fundamentales. Asi, como se ha podido ir viendo, el uso de célcu-
los més sofisticados por medio de la mecanica relativista y el tener en cuenta la geometria del espacio
tiempo establece limites sobre magnitudes como el radio y masa de una estrella, en contraposicién a
lo que se obtenia en el caso Newtoniano.

A partir de la repeticion de los resultados obtenidos por Schwarzschild, se realiz6 una represen-
tacién gréfica tridimensional para dar una mejor comprensién de la estructura de un agujero negro
de Schwarzschild y la relacién entre el horizonte de sucesos y la esfera de fotones. Con la definicién
del concepto de compacidad se pudo establecer una comparativa sobre la compacidad de estrellas
pertenecientes a distintos tipos estelares, tomando los datos de la tabla 3.1 que fueron posteriormente
representados en la figura 3.2. Analizando dichos resultados se concluye que las estrellas de neutro-
nes son aquellas que se encuentran mas cercanas al colapso gravitatorio y a convertirse, por tanto, en
agujeros negros, siendo las supergigantes rojas las mds estables de la clasificacion.

Por otro lado se obtuvo la ecuacién TOV, una ecuacidn de estructura que permite conocer el com-
portamiento de la presion en distintas partes de la estrella, observandose ademds que se trata de una
generalizacion de la encontrada en el caso Newtoniano al reducirse a la misma al tomar el limite clasi-
co. A partir de este resultado se obtuvieron soluciones para estrellas con densidad de masa constante,
o estrellas de Buchdahl, y con una ecuacién de estado lineal, o estrellas de materia conforme. En el
caso de las estrellas de Buchdahl se determind que son intrinsecamente estables, y por tanto en ningtin

caso se observard el colapso de las mismas, ademds de encontrar que la presion en el nicleo toma un
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valor finito, en contraposicién al obtenido en el andlisis Newtoniano. Ademas se menciond el Teore-
ma de Buchdahl, un resultado que establece una cota superior de compacidad para cualquier estrella
estdtica con simetria esférica, por el cual no alcanzan a ser agujeros negros. Este limite, ademas de
su importancia tedrica, también nos permite hallar un rango de compacidad para el que una estrella
presenta una esfera de fotones accesible. Con respecto a las llamadas estrellas de materia conforme,
se dedujo que dicha materia conforme tiene un comportamiento de tipo gaseoso y busca ocupar la
mayor cantidad de espacio posible, haciendo que su posible extension sea infinita. También se hallé
la ecuacién de Tolman y se resolvieron tres de sus 8 casos particulares, siendo el caso Tolman I en el
cual se recupera la métrica conocida como el Universo de Einstein, el caso Tolman III la solucién de
Schwarzschild para el interior estelar, mientras que en Tolman IV se deducen las propiedades de una
estrella para la cual llega a obtenerse un valor critico de un pardmetro que delimita la estabilidad o
colapso gravitacional del sistema.

En cuanto a la extension dimensional de los resultados hecha en el capitulo 3, permite ver cuanto
cambian las ecuaciones al considerar dimensiones superiores y, una vez obtenidas, comprobar que
éstas son constistentes y se reducen a las encontradas en el capitulo anterior. El caso del agujero
negro de Tangherlini no es mds que una generalizacién de la solucidn exterior de Schwarzschild, no
obstante, destaca que se pierde el resultado de W. Israel sobre la unicidad de agujeros negros estaticos
y asintéticamente planos. Como prueba de ello fueron mencionados los contragjemplos encontrados
por Myers y Perry o R. Emparan y H.S. Reall, sin embargo, se encontr6é que exigiendo la condicion
adicional de simetria esférica para el agujero negro se recupera tal unicidad, segin W. Gibbons, D. Ida
y T. Shiromizu.

En el ultimo capitulo se siguid la idea de Rahman y Visser para la descripcion de estrellas estiticas
con simétria esférica e isdtropas, para lo que se realizé un cambio de coordenadas a un sistema que
presentase dicha isotropia. Partiendo de la nueva forma de la métrica se presenté la metodologia uti-
lizada por los autores para el cdlculo de soluciones explicitas por medio de la parametrizacion de una
funcién Z(r), cuya expresion varia en cada caso a resolver, pero a partir de la cual se pueden encontrar
todas las soluciones para este tipo de estrellas. Se realiz6 el cdlculo de la solucién exterior, es decir, el
andlogo a la solucion del agujero negro de Tangherlini y se obtuvo la expresion de Z(r) que da lugar
a la misma. En la dltima seccién del capitulo, se utiliza una expresién propuesta por los autores de la
funcién generadora Z(r) para obtener una métrica generalizada dependiente de tres pardmetros que

permite encontrar, bajo ciertos valores de dichos pardmetros, una versién generalizada de la métrica
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de Schwarzschild para el interior de una estrella y la métrica de Stewart en d-dimensiones.
Finalmente, desde un punto de vista mds personal, la eleccion de este trabajo se debié a que no
queria terminar el grado sin haber aprendido nada sobre la teoria de la relatividad general. Adicio-
nalmente, este trabajo me ha permitido trabajar y realizar calculos sobre estructuras cosmolédgicas
tan interesantes como estrellas y agujeros negros, las cuales siempre han llamado mi atencién por
su complejidad y caracteristicas. Ahora, terminada esta memoria, puedo afirmar que este objetivo ha
sido cumplido por encima de mis propias expectativas, habiendo pasado de no saber nada hace unos
meses a nivel universitario sobre este drea, a ser capaz ahora de realizar cdlculos como determinar
la geometria del espacio-tiempo o concluir las circunstancias bajo las cuales se produce el colapso
gravitatorio. La realizacién del mismo me ha permitido también ponerme en el papel de la piel de
un investigador, habiendo invertido numerosas horas en el proceso de lectura articulos y teniendo,
en varias ocasiones, que dedicar mds tiempo del debido para intentar comprender minimamente la
fugacidad de las ideas subyacentes que han llevado a tales resultados. Con esto me gustaria agradecer
al lector que haya dedicado su tiempo a la lectura de esta memoria y, al igual que yo, espero que le

hayan parecido interesantes los conceptos, ideas y resultados aqui tratados.
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Apéndice A
Apéndice: Convenios

A.1. Convenios: Relatividad General

Se usardn los convenios utilizados por el profesor J.A. Guarino Almeida en su curso de Relativi-

dad General impartido en la Universidad de Oviedo. Sus notas se encuentran el la referencia [33].

Primeramente, respecto a la métrica, se usara el convenio mayoritariamente positivo, lo que sig-

nifica que una métrica como la de Minkowski resultaria como sigue:
ds* = —cdt* + d7-dz.

El segundo simbolo de Christoffel se calcula:

1

Fuup = 5 gp)\ [8ugu)\ + 81/9#)\ - 8)\gw/] ,

Por tanto la derivada covariante viene dada por la expresion:

Vugrp=0

V.V, = 8,V — T, Wy V.V = 9, VY + TV,

El tensor de Riemann se define como sigue:

[v;u vu] | Ruup)\v)\ — RMVP)\ = auru/\p - 8VP,LL)\p + P,quFV)\T - PVTPF/J)\T .

Luego, contrayendo el primer y el tercer indice, se obtiene que el tensor de Ricci es:

A »  Ricci scalar
R,uu = R)\u v = Ru)\u —_—

_ u
R = R,/
El tensor de einstein se define como:

Guw = Ru — % gy satisface VFG,, = 0.
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Y las ecuaciones de campo de Einstein se escriben:

Gm/ = 87;& T/,LZ/ . (A7)

Asumiendo que las ecuaciones de Einstein (A.7) se mantienen en todas las dimensiones, tomando

el limite cldsico nos permite fijar:

8t d—3
Gy = —G A8
(d) ‘/Y(d_Q) d -9 N > ( )
where G4 es la constante de Newton d-dimensonal. Notar que claramente: [G y] = [G(qg)].

Una breve mencién acerca de las unidades: se consideran las coordenadas x* cada una con uni-
dades de metro [z#] = m. Como el elemento diferencial de linea, ds, es una distancia se tiene que:
[ds] = m. Esto directamente implica que [g,,,] = 1. Ademds, como una derivada parcial con respecto

a una coordenada espacial z# tiene unidades [9,,] = m ™!, se tiene que:
T’ = m™ = [Ruw) = m™> = [Ru] = [R =m? = [Gu] = m?. (A9)

A partir de la Ley de Gauss, también conocido como el Teorema de la divergencia, se obtienen las

unidades de la constante de Newton d-dimensional:

87TGN
cd

[Gy] = de_Q/g2 luego [ ] = md_3/E, (A.10)

donde E hacen referencia a las unidades de energia. De esta forma, las ecuaciones de Einstein (A.7)
muestran que:

[Tw] = B/m*, (A.11)

Esto significa que con respecto al sistema de coordenadas dado por x*, el tensor de energia-momento
tiene unidades de densidad de energia en (d — 1) dimensiones espaciales. Finalmente, consideremos
las presion P: en 3 dimensiones fisicas. La presion es la fuerza ejercida por unidad de superficie
perpendicular a la fuerza , luego en un espacio-tiempo 4-dimensional sus unidades en el sistema
internacional son: N m~2. Pero como: E = N - m, equivalentemente se tiene: [P] = Nmm™3 =

E/m?3. Extendiendo la presién a (d — 1) dimensiones espaciales, entonces la superficie perpendicular

a la fuerza es (d — 2) espacio-dimensional,luego:
[P] = N/m?? = E/m? !, (A.12)
Por tanto se concluye que en d dimensiones la presion tiene unidades de densidad de energfia.
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Considérese u* como el vector de cuadrivelocidad de un fluido perfecto, con: u,u¥ = —1. Se
tiene entonces:

Ty = Pguw + (pc® + P) uyu, (A.13)

Donde P es la presion y p es la densidad de masa. Obsérvese que: T}, ut'u” = pc?, que es la densidad

de energia en la direccién de la velocidad del fluido.
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Apéndice B
Apéndice: Desarrollos

Se incluyen en este apéndice los célculos tedricos realizados a lo largo del trabajo.

B.1. Calculos: métrica de Schwarzschild

Se considera la métrica de Schwarzschild:

—1
ds? = —c2 <1 _ 20) dt® + <1 — 20) dr® + 12(d6* + sen*(0)d¢?)

T T

Célculo de la entrada ¢t del tensor de Ricci
Ry = Rp”s = 0pl'1t? — Ol pt” + T prT™ — TP "

=0,y + T, Ty" — 2T, Ty = 0,Tw" + (Fprp - 2Ftrt) Iy"
Calculando los simbolos de Christoffel para la métrica 3.20:

T,.” = 0,(A— B) + % Tyt = 0,4 3 Ty A
Luego:

Ry=¢? [262<AB>8T(A — B3, A+ *AB)g A+ XA B)g A <8T(A +B) + i)]
=2 [eA_Bé?T (eA_BG,«A) + %eQ(A_B)&aA

Calculo de la entrada rr del tensor de Ricci:

Ry = Ryl = 9,0y, — 8,T,,” + 10 1T, — T2 T7

pT T rT- pr

= aTF:r - aT‘ - 8TFZ7" + (FZT - F:r) F:r - Fitrir - Ffﬂrgr - F?@ﬁrir
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Calculando de nuevo los simbolos de Christoffel:
2
Fm"p =0A+0,B+~ ; I =0,B ; Frtt =0 A ; Ptrt = 0,A
T
Entonces:

2 2 1 1
R, = 0pB — 0ppA— 0B + - + (&A + T) OB — (0,A) — - -

= —0A+ <6TA + i) 0,B — (8,A)?
= —eP710, (170, 4) + %&B
Célculo de la entrada 66 del tensor de Ricci:
Rog = Rpoly = 0pT96” — 0L po” + Tpr’Tog” — T T po"
= 0,T9p" — 0pT'46” + (T " — 209, )Tgg" — Tpp?T 3p?
Calculando de nuevo los simbolos de Christoffel:

1
_ C Tos® = cotalB) : Tas" — —re 2B . 1,0 - =
sen2(6) v 09 cotg(f) 5 Ty re i Lo .

Typ? =

Se obtiene:

Rgp = —¢ 28 1 2re 289, B + 867’112(9) + (&A + 0B + % - i) (—r)e 2B — SZZZ((Z))
—re 289, (B—A)+1—¢28
Finalmente, la entrada ¢¢ del tensor de Ricci:
Ryp = Rpsly = 0pLps” + Tpr"Tpy” — LorTpg”
= 0, D" + 096" + TprPTg™ + LT’ — Tgr®Tpg” — Dg®Tps” — T Trg? — LpT?
= 0, Tgs" + 0pLgs” + (Tpr” — 20 0" + (Tpo” — 2046 ) T’
uso del siguiente simbolo de Christoffel:
Lye" = —rsenQ(Q)G_QB ; F¢¢0 = —senfcost ; F¢9¢ =T',9” = cotgh
Luego se obtiene:
Ryp = —sen?(0)e P + 2rsen?(0)e 289, B — cos®(0) + sen?(0)
+(0,A+0,.B + % - %)(—r)senQ(Q)eﬁB + (cotgh — 2cotgl)(—send)cosd
= —sen?(0)e 28 + rsen?(0)e 2P0,(B — A) — cos*(0) + sen*(6) + cos*(0)

= [re_QBar(B —A)+1- 6_23] sen?(0)
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Luego es claro que, considerando h;; la métrica de la 2-esfera, es vilida la siguiente formula

general:

Rij = [re ?P0,(B — A) +1 - ¢ *P| iy ; Vij € [0,9]

B.2. Limite a bajas velocidades de las geodésicas

Se parte de la ecuacién de las Geodésicas:

A2z dzP dx°
+ w7
dr? T dr dr

=0 (B.1)

. . . . % t ., P
En el limite a bajas velocidades, se tiene que: % < ‘%, luego la ecuacién de las geodésicas se

reduce a:

d2zH " dzt dzt
+ — —
dr2 % dr dr

A partir del célculo del simbolo de Christoffel:

1
Iyt =— 59’”&/9&

A partir de la suposicion de estar en presencia de un campo gravitacional débil, esto es que la métrica

se puede expresar como la métrica de Minkowski més una perturbacion:
G = N + by 5 Ty <1 (B.2)
Sustituyendo esta aproximacion de la métrica se tiene:
1 v 2
Iyt = —577“ Oyhi + O(h?)

Y se obtienen 4 ecuaciones:

d’zt 1 dt\”
T h _ = O
arz 2T vt <d7’>

Analizando la primera ecuacién, dada por la coordenada temporal z# = t, se tiene que n'* = 1

luego:

1
a7 =0
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A partir de la hipdtesis dada en el limite Newtoniano de tener una métrica estatica: 0;g,, = 0 =
Othyy = 0y ast:

d*t

P 0 (B.3)

Analizando ahora el resto de ecuaciones, dadas por las coordenadas espaciales:

2zt 1. dt\?
N VA L R
dr? 2(S 0 tt(dT) 0

dr\? d?z* 1 .. 1
<dt> Az iéwaﬂ'htt = 5 0ihu B4

Por un lado:

Er a4 (] R R ar’
dr?2  dr dr dr |dr dt |  dt dr? dt?2 \ dr

Utilizando el resultado obtenido en la ecuacién B.3 correspondiente a la coordenada temporal, se llega

Pt Pl (dt\?
dr? — dt2 \dr

Sustituyendo este ultimo resultado en la ecuacién B.4, se obtiene:

a la siguiente relacion:

d2zt

1
az = g0l

d2xt
dt2

Analizando este resultado, claramente a la aceleracion en una determinada direccién espacial.

La Ley de Newton dice que: a = —%81@ donde @ es el potencial gravitatorio. De este modo, para que
concuerden la Ley de Newton y el cdlculo hecho usando relatividad general es necesario que se de la
igualdad:

hy = —C—QCD (B.5)

Se concluye por tanto:

2
gt ~ Nt + hy = —1 — C*Z‘I)
2
gt ~ _(1 + g@)
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B.3. Calculos: métrica del interior estelar

Para tratar el caso de la métrica en el interior de una estrella, es necesario considerar una version

mads precisa de la misma que la usada en el apartado anterior. La métrica considerada es:

5 -1
ds? = 2202 4 (1 - W) 0% 1 (46 + sen®0ds?) (B6)

Calculo de la entrada ¢t del tensor de Ricci:

Ry = Ry = 0,0y + Tpp Tt — Ty Tp”
=0,y + T, Ty" — Dy Tt — Ty Ty
=0.I'y" + (Fprp - 2Ftrt) Iy”

= 0,Ty" + (F T O m) Ty

Calculando los simbolos de Christoffel para la métrica 3.33:

2

c’r — 2G Nm 1
LTy = SI TSN 2 Pt T f =Tyt = -
2Gyrm! — 22 T Y r 9”5 I =¢' 5 To o Ty

r.r— Gn(m —rm)

Y se obtiene:

2¢
Ry = —% [3GNm¢' — (" + (¢)%) — 2¢%r¢) + 2GNnrm (9" + (¢')%) + GNrm’qs’]

= —¢2 {qﬁ’ (3G,m —2rc® + Gyrmd) + (6" + (¢)?) (QG;Vm - czﬂ

_ 2 [(¢// n ((b,)Q) <02 B 2G:nvm) b <2r02 —3GNym — G;wvn’)}

r2

Calculo de la entrada rr del tensor de Ricci:

Rrr - Rp'r'rp - 8pF'r"'rp + Fprprr'rr - FerFprT
= _arrtrt - arrl%e - arrdwd) + Fprprrrr - (FT‘TT)2 - (Frtt)Q - (PBTG)Q - (F¢T¢)2

= _87"Ptrt - arrere - arrdwd) + (Frtt + FOTH + F¢>T¢)Fr7"r - (P9T9)2 - (P¢r¢)2
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En este caso no es necesario el cdlculo de simbolos de Christoffel adicionales, por lo que

Rrr = =o' = (@ + (¢4 2) g =)

2Gnrm — 212
" N2 (2 —+ T¢I)GN( —rm )
—¢" —(¢')° + 2G N 2m — 23
_ " N2 (2+ rgb’)(rm' —m) Gn
=—¢" — (&) + [ 2,3 ] (1 B 2G£\rm>
_ 2Gnym -1 GN(Q + T‘QZ),)(TW/ - m) " /2
- (1- 2y [ ] (g

Calculo de la entrada 060 del tensor de Ricci:

Rog = Rpe” = 9,T09” — 9T 3p® + Ty Tg" — 9 T "

= 0, Tgg" — 0L pp? + (Dpi’ + o™ + Tp.0 + T2 09" — 209" Tp,? — (Dg4?)?

Sabiendo que:

2G

F¢9¢ =cotgl ; Ty" ];[m —r

c

Se obtiene:
1 Gy(m—rm’) 2] [2Gym cos’0 2 (2Gym
=1 - / AVANTTR T T _ _ _ 2=
Fos t3 29 * [¢ * 2GnTrm — ?r? Ty c? " sen?0 c? "

—rm)+2 QGNm_ _g 2GNm—7"
ZGNrm —c2r2 c? "
ZGNm GN( —rm/)
=¢ —02

r

!
_ (QGNm r) +GNm_FGNm

c2r c?

Finalmente, para la componente ¢¢ se encuentra la siguiente relacién con respecto a la entrada
anterior:

Rys = Rog - sen’0
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El escalar de Ricci resulta:

2GZ\7 2G ! ,G
m 2 Nm (z) N
rc

R=4@%ﬂ@%@—

c2p2 c2r2

/ 29" (2G
+ f2(3GNm+Grm'—2rc2)+¢< Nm—l)
Ar r

c2r2 + W(ijm’ + 2GNym + Gyrm/ — 2rc?)

=4wﬁu@%0—

<;5’4GNm 2(]5/
— e T

2GNm> 22GNm’ /

rc2

r2c? r

2G nTm + 6GNm — 47’02)

2G M 2G M’ /
= —2(¢" + (¢)%) (1 i~ ) 2= Tl

=2 [G;ZJTZL, + CQ;(GNrm/ + 3GNym — 2rc?) — (¢ + (0)?) (1 - 2Cj]c\72m>]
B.4. Calculos: métrica isotropa.
Se considera la métrica:
ds? = —e2Xdi? + ¢ [dr? + 124" (B.7)
La entrada ¢t del tensor de Ricci:
Ry = 0,y + Fp)\prtt/\ - Ft,\prt)‘ (B.8)
=0,y + T, Ty" — 204 Ty (B.9)

= [eQ(X_Y)&«X} + 22Xy, [@r(X F(n—1)Y)+ g} — 222 XY)(9,X)? (B.10)
Esta tltima expresion se puede simplificar para obtener:
Ry = c? [eX_Y(?T (eX_YaTX) + gegX_SY&«XBT (rey)] (B.11)
Respecto a la entrada rr, se tiene:

Ryp = 0,0y — 0,0 " + Ty PTry” = Dp’T ! =TTy = Tif Ty (B.12)
=0p [Or” = Tp?] 4+ (Dpp” = Ty Ty = Ty Ty’ — T (B.13)
= 0,[0,Y — 9p(X + (n+ 1)V — %)] — Y [ary —0(X +(n+1)Y)— % (B.14)
—(0,X)% — ndplog(re¥)d,log(re¥) (B.15)

Con lo que:

Ry = —¥ %0, (XY 8,X) — %@ (ro,Y) (B.16)
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Lo cual puede ser reformulado de la siguiente forma equivalente:
Rpr = =" %0, (X7 0,X) — 20, [e Y 0,(re")]
T
Finalmente, la entrada ¢ del tensor de Ricci:

Rz’j - 8“F¢j“ - (%Fuju + I‘#p“Fij” - FiV“I‘M”

= Rij + O, T, Tij" — 20, T;"
Desarrollando los simbolos de Christoffel presentes, se encuentra:

R;j = Rij —r0, [e—Yar (rey)] hij —rd, (X + (n—1)Y) e Yo, (T@Y) hij

—(n—1)eY0, ('rey) hi;

Siendo Rij la entrada 75 del tensor de Ricci asociado a la (d-2)-esfera, el cual satisface:

~

Ri; = (d — 3)hy;
Con esto, se concluye:

Rij = —hi [67X+(n72)Yrar (ex“d*“)yc?r (reY)> + (d — 3)@1/]
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Apéndice C

Apéndice: Relacion dimensional entre

constantes de Newton

Se hard un breve estudio para hallar una relacién entre las contantes de Newton en distintas di-
mensiones. Los razonamientos expuestos a continuacién son una adaptacion de los expuestos en el
capitulo 8 de [18].

Primeramente la teoria de la relatividad general, en presencia de campos gravitatorios débiles y
velocidades v < ¢, ha de reducirse a la Ley de Gravitacion de Newton y por tanto las ecuaciones de

campo de Einstein deben reducirse a la ecuacién de Poisson:
V2P = 4Gy p (C.1)

Por otro lado, las ecuaciones de campo de Einstein considerando un universo con constante cos-

moldgica A = 0 se reducen a la expresion:
G =k TH (C.2)

Donde & es la constante a hallar la cual ha de depender del nimero de dimensiones en los que se
esté utilizando y, como se ha comentado anteriormente, debe estar fijada en el caso d = 3 para que
concuerde con la ecuacién de Poisson (C.1).

Considerando el limite a bajas velocidades de la ecuacion de las geodésicas y expandiendo la métrica
como la métrica de Minkowski mds una perturbacién, como en (B.2), se halla la relacién (B.5) entre

la componente temporal de la perturbacién y el potencial gravitatorio. Considerando en este caso la
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velocidad de la luz sin estar en unidades naturales, la expresion anterior se puede reescribir como:

2
O =——hy (C.3)

2
Para continuar, hemos de centrar nuestra atencion en el tensor de Einstein. Sabemos por la defi-
nicion del tensor de Einstein, dada en la ecuacion (3.2), que se escribe a partir del tensor de Ricci y
del escalar de curvatura. El escalar de curvatura se calcula como la traza del tensor de Ricci, siendo
éste una contraccion del primer y tercer indice del tensor de Riemann. Considerando la definicién del
tensor de Riemann dada en (A.4), sabiendo que los coeficientes de Christoffel dependen de primeras
derivadas de la métrica y teniendo en cuenta la aproximacion de campo gravitatorio débil, solamente
contribuiran al tensor de Riemann aquellos términos lineales en I'. En esta linea se obtiene la siguiente

expresion para el tensor de Riemann:
1
R,u,/p)\ = B (3Maghﬂ)\ + 8Vaahgu + 8V85hw — 8Maah5,,) (C4)

La anterior expresion es invariante bajo transformaciones de gauge, es decir bajo pequeiias trans-
formaciones de coordenadas, ya que como las propias coordenadas h son pequefias de por si al repre-
sentar una perturbacién no se producen cambios en la expresion (C.4) bajo este tipo de transforma-

ciones.

Considerando ahora un nuevo tensor definido como:

— 1
h,uu = h;w - 57);“/71 (C.5)

Y a partir de la expresion (C.4), se obtiene la siguiente expresion del tensor de Einstein:
1,/ — _ _ _
G = —3 (O = BuDR” = 0,050 + 1002067 ) (C.6)

Donde O representa el operador D’Alembertiano, la generalizacién 4-dimensional del laplaciano.

Atendiendo a la ecuacién anterior, claramente se simplificaria en gran medida si se diese la condicién:
—pA
ouh" =0 (C.7)

Teniendo en cuenta que siempre es posible elegir un gauge que satisfaga la condicién anterior, se
impone bajo el nombre de condicion del gauge de Lorentz. De esta forma, trabajando en lo que se

conoce como el gauge de Lorentz, el tensor de Einstein resulta:

G = =50y = —~V?hu (C.8)



Donde se ha simplificado al uso del laplaciano aplicando la independencia temporal de la perturbacién
de la métrica.

Consideramos ahora la inversa de la transformacién hecha en (C.5) en un universo d-dimensional:

— 1
h/ﬂ/ - h,u,y - mnuuh (C9)

Ahora al estar considerando el limite Newtoniano, esto es un entorno de bajas velocidades, se tie-
ne que las componentes del tensor energia-momento estdn jerarquizadas por la siguiente relacion:

Ty > Ti; > T luego considerando (C.8) y (C.2) es traduce en: hee > hy > ﬁij. A partir de esta

aproximacion, la traza es h = n''hy; = —hy y sustituyendo en (C.9) se tiene:
d—3 — — d—2 2d—2
ht=——hy = hy=——"hyuy=—5—""-9° C.10
=5 hu =5 hu 24_3 (C.10)

Donde en la dltima igualdad se ha utilizado la ecuacién (C.3) para introducir el potencial de Newton.
Recordando que la componente tiempo-tiempo del tensor de energia-momento es Ty = c2p, siendo p
la densidad de masa, y sustituyendo la expresién (C.10) para h resulta:

- d—
V2¢J:mc4d_§

p (C.11)

Considerando la ecuacion de Poisson en d dimensiones, es decir una extension dimensional de la
ecuacién (C.1):

V20 = V(,) G (a)p(2) (C.12)
Comparando (C.11) y (C.12) se obtiene una expresion para la constante «, que viene dada por:

_d=2VnGw

R

(C.13)

Sin embargo a simple vista se ve que de tener la constante x esta forma, las ecuaciones de Einstein
cambiarfan su expresion dependiendo de la dimension, ya que los términos V(,,) G4y presentan expre-
siones distintas atendiendo a la dimensién considerada. Este problema se evita definiendo la expresion

de la constante de newton d-dimensional como:
G(d) =———Gn (C.14)

De forma que es posible considerar una expresion universal de «, dada por:

_ 8GN

K
ct

(C.15)
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Apéndice D

Apéndice: Derivacion del volumen de una

esfera d-dimensional

El punto de partida es la observacién de que, en R? se cumple:

o0 2
/ e 2y = [/ e_mgdaz] (D.1)
R2 —00

Considerando el cambio de variable a coordenadas polares de la integral en dos dimensiones, se tiene:

2 e’} 00
L 1
/ e 2y = / dgzﬁ/ pefpzdp = 27r2/ e tdt = —me M =7 (D.2)
R2 0 0 0

Asi, comparando esta igualdad con la dada por la ecuacién (D.1) se encuentra que:
> 2
/ e de =1 (D.3)
—0o0

Al hacer el cambio a coordenadas polares, el cambio equivalente en términos de métrica es:
dsgs = dZ - dF = dp® + p*d¢? (D.4)

De esta forma la coordenada ¢ parametriza todos los puntos de R? que se encuentran a una distancia
p del origen. Esto es equivalente a decir que la coordenada angular parametriza el subespacio dado
por la siguiente condicién de ligadura:

2= p? (D.5)

La cual es la ecuacién de un circulo de radio p. No obstante, el pardmetro p se vuelve irrelevante una
vez que se satisface que p > 0, por lo que no se pierde generalidad al considerar el circulo de radio

unidad, cuya circunferencia tiene una longitud de 27.
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Tratemos ahora de generalizarlo a esferas d-dimensonales: una d-esfera de radio r es el subespacio

de R¥*! caracterizado por la condicién:

i =r? (D.6)

Por d-esfera se entenderd una d-esfera de radio » = 1, denotando al subespacio correspondiente
54 c RIHL es decir:

RI+1 DSd:{fGRdH |:)?-:E’:1} (D.7)

Con la anterior defincién, un circulo serfa una 1-esfera S, mientras que lo que cominmente denomi-
namos como un esfera serfa una 2-esfera S2.

La métrica del espacio euclideo R se puede expresar entonces como:
dsgar1 = dr® + r°hjdy'dy’ (D.8)

Donde las coordenadas 3, i € 1,...,d son aquellas que parametrizan la esfera S¢, siendo hi; la
métrica sobre dicha esfera. Aplicando la ecuacién (D.8) a los ejemplos cotidianos anteriormente men-
cionados se tiene:

1-esfera: Se identifica que

hijdy'dy’ = d¢? (D.9)
La longitud de la circunferencia de S* es:
/d¢ = /\/ﬁd¢ =27 (D.10)
2-esfera:La métrica de R? es:
ds* = dr? 4+ r* (d6? + sen®(0)d¢?) (D.11)
Con lo que la métrica de la 2-esfera:
hijdy'dy’ = d6* + sen®(0)d¢? (D.12)
Y el 4rea de la 2-esfera es el angulo sélido:
. Vhd?y = / sen(0)d0d¢p = A (D.13)
Asi, en general el volumen de una d-esfera se define como sigue:

Vig) = / dyv'h (D.14)
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Una pregunta interesante seria si es posible calcular dicho volumen sin la necesidad de introducir
angulos, ya que como bien es sabido las intuiciones geométricas desparecen por encima de las 3
dimensiones. La respuesta es que si es posible, extendiendo la derivacion de la integral a una gaussiana
a mds dimensiones.

Se considera entonces la integral de la siguiente gaussiana en R4+

d+1

)
/ dH e " = H
Rt i=1

Introduciendo un cambio de variable a coordenadas esféricas en R4t! se tiene que la métrica

/ e_xlzdxi — (D.15)

coincide con la dada en (D.8). Ademads, teniendo en cuenta que el determinante de la métrica euclidea

satsiface que /g = 1:
/dde = /dd+1x\/§ = /ddy\/ﬁr”e_rgdr (D.16)
De forma que se puede sustituir el miembro de la izquierda de la ecuacién (D.15), resultando:
/ddy\/ﬁrde_TZdr — (D.17)

Como el integrando no depende de ¥, y utilizando la definicién del volumen de una esfera d-dimensional

(D.14), se observa:
00 1 oo _
7'('% = ‘/(d)/ ,rde—Tsz, = 2‘/(d)/ y%e_ydy (D18)
0 0

Recordando ahora la definicion de la funcion Gamma de Euler:

I'(z) = / t# e tat (D.19)
0
Se halla que:
1
T = SVl (%) (D.20)

T 2

P(4h)

(D.21)

Con esto, se puede estudiar la variacion del volumen de una esfera de radio unitario con respecto

a la dimension d:
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Variacién del volumen de 5°

Méximo Via
Volumen maximo: d= 6, valor=3.31e+01

301

251

[a]
[=]

15 1

Volumen 59

10 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Sd

Figura D.1: Produccién propia de un grifico que muestra la variacién del volumen de una esfera d-

dimensional.

Donde se concluye que que el volumen maximo de la misma se alcanza para una 6-esfera, presente

en un espacio de 7 dimensiones espaciales, siendo el valor! de éste de 33,1.

"Notar por la expresién (D.21) que se trata de un valor adimensional.
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Apéndice E

Apéndice: Enunciado del Teorema de

Gauss

A continuacion se enunciari el teorema de Gauss en d dimensiones, el cual ha sido tomado de la

referencia [34].

Teorema 1 Teorema de Gauss, version d-dimensional
Sea Q0 C R% un conjunto abierto y acotado y supongamos que su frontera, 0), es una curva diferen-

ciable y continua. Sea F : 00 — R% un campo vectorial diferenciable y continuo. Entonces:

/ F(z) - n(x)dS(z) = / VF(z)da (E.1)
o0 Q

donde n : 9Q — R? representa el vector normal unitario a la frontera 9.
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