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Resumen

Este trabajo de fin de grado ofrece una introducciéon a la teoria cuantica de
campos (QFT), las teorias conformes (CFT), y la aproximacién de gran carga. El
principal objetivo es explorar la utilidad de la expansién de gran carga en el contexto
de las CFTs, por lo que se proporciona una visién agil y basada en ejemplos de los
principios fundamentales de QFT y CFT, culminando en un calculo concreto usando
la aproximacion de gran carga con contribuciones originales.

El capitulo 1 abarca los fundamentos de QFT. Se inicia con el grupo de Poincaré y
sus implicaciones en la estructura de la teoria, para posteriormente introducir desde el
marco de la cuantizacién candnica los correladores, la matriz S, la formula de reducciéon
LSZ y el teorema de Wick, y desde el punto de vista de la integral de caminos los
diagramas de Feynman. Finalmente se ejemplifica la renormalizacién en las teorias ¢*
en 4d y O(N) en 6d.

En el capitulo 2 se tratan las CFT, explicando las diferencias en el grupo de
simetria entre d = 2 y d > 2. En el segundo caso se explora la cinematica y dindmica
de la teoria, introduciendo la correspondencia estado-operador, la cuantizacién radial,
las funciones a 2, 3 y 4 puntos, la OPE y la simetria de cruce.

Finalmente, el capitulo 3 se centra en la aproximacion de gran carga, presentando
una aproximacién semiclésica al punto fijo de Wilson-Fisher en la teoria ¢* con simetria
global O(2) en d = 4 — €. Se calcula la funcién a dos puntos (¢™(x)¢™(0)) tanto de
manera diagramatica como con un saddle-point. También se inserta un tensor energia-

momento y se estudia la invarianza de escala del bulk a través de las Ward Identities.

Palabras claves: Teoria Cuantica de Campos, QFT, teorias conformes, CFT,
aproximaciéon de gran carga, cuantizacion candnica, operadores compuestos, integral de
camino, renormalizacién, simetria conforme, OPE, crossing symmetry, Ward Identities,

invarianza de escala



Abstract

This bachelor’s thesis offers an introduction to Quantum Field Theory (QFT),
Conformal Field Theories (CFT), and the large charge approximation. The main ob-
jective is to explore the utility of the large charge expansion in the context of CFTs,
providing a clear and example-based overview of the fundamental principles of QFT
and CFT, culminating in a concrete calculation using the large charge approximation
with original contributions.

Chapter 1 covers the fundamentals of QFT. It begins with the Poincaré group and
its implications on the structure of the theory. Following this, the canonical quantiza-
tion framework serves to introduce correlators, the S-matrix, the LSZ reduction formula
and Wick’s theorem, while the path integral perspective leads to Feynman diagrams.
Finally, renormalization is exemplified in the ¢? theory in 4d and O(N) theory in 6d.

Chapter 2 deals with CFTs, explaining the differences in the symmetry group
between d = 2 and d > 2. In the latter case, the kinematics and dynamics of the theory
are explored, introducing the state-operator correspondence, radial quantization, 2-, 3-,
and 4-point functions, the Operator Product Expansion (OPE), and crossing symmetry.

Finally, Chapter 3 focuses on the large charge approximation, presenting a semi-
classical approach to the Wilson-Fisher fixed point in the ¢* theory with global O(2)
symmetry in d = 4 — €. The two-point function (¢"(z)¢™(0)) is calculated both dia-
grammatically and using a saddle-point approximation. An energy-momentum tensor

is also inserted, and the scale invariance of the bulk is studied through Ward Identities.

Keywords: Quantum Field Theory, QFT, Conformal Field Theories, CF'T, lar-
ge charge approximation, canonical quantization, composite operators, path integral,
renormalization, conformal symmetry, OPE, crossing symmetry, Ward Identities, scale

invariance.
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Introduccion

La Teoria Cuéntica de Campos (QFT, por sus siglas en inglés), y en concreto
las Teorias Conformes (CFT) son marcos fundamentales en la fisica tedrica moderna.
Resultan esenciales en la descripcion de las interacciones entre las particulas elementales
y en la comprension de las profundas simetrias de la naturaleza: el modelo estandar de
la fisica de particulas es una QFT. Ademas, las teorias conformes surgen de un modo
muy natural, pues cuando QFT se considera sobre un continuo resulta estar repleta
de infinitos, y estos esconden una dependencia con respecto a una escala de energia.
Al variar dicha escala, los parametros de la teoria fluyen segtin el llamado grupo de
renormalizacion, y los puntos fijos de este flujo son CF'Ts. Es por esta invarianza de
escala que las CF'Ts modelan transiciones de fase de segundo orden y algunos objetos
en teoria de cuerdas.

Este trabajo tiene como objetivo introducir los conceptos clave en el estudio de
QFT y CFT, para posteriormente centrarse en la técnica de expansién de gran carga,
que ha emergido en los tltimos anos como una herramienta muy potente para simplificar

ciertos calculos y acceder a nueva informacién de las teorias.

Teoria Cuantica de Campos (QFT)

La Teoria Cuantica de Campos es un marco tedrico que une los principios de
la mecéanica cuantica con los de la relatividad especial, llevando inevitablemente al
concepto de campo como medio por el que se propaga la informaciéon a velocidad finita.
A diferencia de las teorias de campos clasicas, en QFT los campos tienen propiedades
que vienen de la mecanica cuantica, por lo que en lugar de funciones continuas se tratan
como operadores que actuian sobre un espacio de Hilbert de estados, permitiendo la
creacion y aniquilacién de particulas. Las particulas se ven como excitaciones de dichos

campos subyacentes. Por ejemplo, las excitaciones del campo electromagnético son los



fotones.

Las simetrias juegan un papel central en QFT. Segun el teorema de Noether, a ni-
vel clasico, cada simetria continua corresponde a una ley de conservacion. Por ejemplo,
la invariancia de las leyes fisicas bajo la traslacion en el tiempo conduce a la conser-
vacion de la energia. De manera similar, la simetria rotacional implica la conservacion
del momento angular. Este concepto se transforma a nivel cuantico, dando lugar a las
identidades de Ward, pero su importancia es incluso mayor, puesto que la simetria y
las leyes de transformacion de los campos bajo sus transformaciones restringen fuer-
temente la forma que pueden tener las teorias. De hecho, la diferencia entre QFT y
CF'T es sencillamente el grupo de simetria: Poincaré en QFT, y su extension al grupo
conforme en CFT.

QFT es tremendamente compleja y dar una descripcién exacta y completa no sue-
le ser una opcién, por lo que la teoria de perturbaciones es un ingrediente fundamental.
Se utiliza para dar resultados aproximados expandiendo en un pequefio parametro, ti-
picamente la constante de acoplamiento. Los diagramas de Feynman proporcionan una
representacion visual de los términos en esta expansion, ilustrando las interacciones en-
tre particulas y facilitando el calculo de amplitudes de scattering y secciones eficaces.

Ademas, QFT tiene una particularidad, y es que gran parte de los calculos que se
realizan dan un resultado infinito: las integrales suelen diverger. La informacion fisica
de las teorias esta escondida como coeficientes o contribuciones finitas a estos infinitos,
por lo que es tremendamente importante desarrollar un procedimiento que permita
controlar estos infinitos. De ello se encarga la renormalizacion, que absorbe sisteméa-
ticamente los infinitos en la redefinicién de algunos parametros, para poder trabajar
de manera formal con cantidades que son en realidad infinito. No es sorprendente que
este procedimiento tenga que ver con la propia estructura interna del marco tedrico,
y un andlisis cuidadoso lleva al grupo de renormalizaciéon, que permite entender cémo
la escala de energia influye en las teorfas, y como estas fluyen desde una CFT en el

ultravioleta (UV) a otra CFT en el infrarrojo (IR).

Teorias Conformes (CFT)

Como comentabamos, las CFTs son QFTs con un grupo de simetria extendido,

que ademéas de traslaciones, rotaciones y boosts, contiene dilataciones y transforma-
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ciones conformes especiales, que preservan angulos pero no necesariamente distancias.
Esta simetria extendida impone restricciones estrictas sobre la estructura de la teo-
ria, facilitando en muchas ocasiones los calculos de magnitudes de interés. Ademas,
las CF'T son los puntos fijos del flujo del grupo de renormalizacion, siendo capaces de
proporcionar informacion sobre otras QFTs a través de dicho flujo.

En CFT, los correladores entre operadores locales estan altamente restringidos
por la simetria conforme, siendo algunos de ellos determinados por completo. En esta
linea, la Operator Product Expansion (OPE) es un formalismo que expresa el producto
de dos operadores locales como una suma de operadores locales, y en CFT adquiere una
importancia especial: los coeficientes en esta expansion, conocidos como coeficientes de
estructura, codifican la informacién sobre la dindmica de la teoria. Estas ideas hacen
que el estudio de las CFTs se realice de una forma mucho mas abstracta que las de las
QFTs en general, dando lugar a programas como bootstrap, que tratan de reconstruir
la mayor informacién posible utilizando argumentos de simetria.

Mas alla de su riqueza formal, las CFT desempefian un papel vital en la descrip-
cién de los fendémenos criticos en la mecanica estadistica, donde los sistemas exhiben
invariancia de escala en las transiciones de fase. Ademas, son fundamentales en gran
parte de las ideas modernas en Fisica Tedrica, por ejemplo en la formulacion de la
teoria de cuerdas, puesto que una perspectiva efectiva de la teoria viene de considerar
CFTs sobre el rastro que dejan las cuerdas al recorrer el espacio-tiempo (la worldsheet).
También son cruciales en el contexto de la correspondencia AdS/CFT, que postula una
dualidad entre una CFT definida en la frontera de un espacio Anti de Sitter (AdS) y

una teoria gravitacional (cudntica) en el espacio-tiempo completo, el bulk.

Aproximacién de gran carga

La aproximacion de gran carga es un enfoque novedoso en el estudio de algunas
CFT, que se centra en estados u operadores con grandes ntimeros cuanticos, normal-
mente la carga con respecto a una simetria global U(1). Este método suele proporcionar
una aproximacion semiclasica de las teorias que ofrece nuevas perspectivas y posibili-
dades de calculo: al considerar estados con grandes niimeros cuanticos la dindmica de
la teoria se vuelve mas manejable.

Este enfoque puede llevar a soluciones analiticas en regimenes donde los métodos
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perturbativos convencionales fallan, extendiendo asi el alcance de las predicciones teo-
ricas. Esto es particularmente 1til para entender fenémenos no perturbativos como el

confinamiento y la ruptura espontanea de simetria.

Estructura del trabajo

Dada la extension de los temas que se tratan en este texto y el gran ntimero de
excepcionales referencias disponibles para su estudio, el autor ha optado por no tratar
de imitarlas, y tomar un enfoque diferente, menos preciso pero mas agil. Buena parte
de los conceptos se enuncian sin una derivacion, o directamente se pasan por alto, para
conseguir a cambio una exposicion en la que se tocan un gran ntimero de conceptos
en pocas paginas, y estos se ilustran con ejemplos en los que se aplican las ideas para
realizar un calculo real.

Este formato conecta con el objetivo principal, que es explorar la utilidad de la
expansion de gran carga dentro del contexto de las CFTs. Es por ello que el texto
proporciona una vision general de los principios fundamentales de QFT y CFT, para
posteriormente pasar a un calculo concreto en la aproximacién de gran carga (con
alguna nueva contribucién original), en el que se estudia un limite semicldsico del
punto fijo de Wilson-Fisher en d =4 — e.

El Capitulo 1 presenta los aspectos fundamentales de QFT. El punto de partida
es el grupo de Poincaré y las restricciones que este impone en la estructura de las
teoria. Usamos lo aprendido para calcular desde una perspectiva clasica el propagador
y el tensor energia-momento del campo escalar. Después pasamos a la cuantizacion
canonica, introduciendo los correladores, la matriz .S, la férmula de reduccion LSZ y el
teorema de Wick, que empleamos para calcular funciones a dos puntos de operadores
compuestos. Desde el otro punto de vista, introducimos la integral de caminos y los
diagramas de Feynman, realizando un par de calculos de amplitudes en QED. También
exploramos brevemente las complejidades de los spinores, calculando la fase de Berry y
la anomalia de paridad en 3d, y por otro lado ilustramos el teorema 6ptico. Finalmente,
presentamos la renormalizacién a través del ejemplo en dos teorfas: ¢* en 4d y O(N)
en 6d.

El Capitulo 2 introduce brevemente los conceptos fundamentales en CFT. En

primer lugar, se calculan las transformaciones conformes y se encuentran sus genera-
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dores infinitesimales, haciendo énfasis en las diferencias entre d = 2 y d > 2. Poste-
riormente, centrandose en el caso d > 2, se introducen las principales ideas sobre la
cinematica y dinamica de las teorias: correspondencia estado-operador, cuantizacion
radial, funciones a 2-, 3- y 4-puntos, OPE y crossing symmetry.

El Capitulo 3 se enfoca en la aproximacion de gran carga, presentando calculos
detallados y argumentos de simetria en una aproximacion semicldsica al punto fijo de
Wilson-Fisher en la teoria ¢* con simetria global O(2) en d = 4 — €. Esto ilustra las
posibilidades y la utilidad del enfoque de la aproximacion de gran carga para extraer
nueva informaciéon de las teorias. En particular, se comienza calculando la funcién
a dos puntos (¢"(z)¢"(0)) para los operadores compuestos de gran carga n bajo la
simetria global U(1). Este célculo se realiza de dos formas distintas: diagramaticamente
y con una aproximacién saddle-point. Una generalizacién a una métrica g% arbitraria
permite insertar el tensor energia-momento en los correladores a través de una derivada
funcional, y esto a su vez permite comprobar la verificacion de las identidades de Ward.
Un analisis cuidadoso de la simetria de escala conecta con la anomalia conforme en

teorias con métrica curva.



Teoria Cuantica de Campos

En determinados puntos de la discusién posterior nos restringimos a teorias en 4
dimensiones, 3 espaciales y una temporal. La generalizaciéon de los argumentos a una

dimensionalidad arbitraria se realiza sin dificultad.

1.1. Grupo de Poincaré

El universo parece tener un conjunto de simetrias que querriamos que fueran
preservadas por cualquier teoria fisica que describiera la realidad. Es por ello que la
construccion de una Teoria Cudntica de Campos debe tener como uno de sus pilares
fundamentales el grupo de Poincaré.

Las leyes fisicas son las mismas independientemente de déonde, cuando o en qué
direccién miremos, por lo tanto el grupo de Poincaré debe contener las traslaciones
espaciotemporales y las rotaciones espaciales. Ademés, dos objetos moviéndose a ve-
locidades distintas también perciben las mismas leyes fisicas, y la relatividad especial
nos dice que la forma correcta de implementar esta simetria es a través de los boosts
relativistas, que junto con las rotaciones espaciales forman las transformaciones de Lo-
rentz. Asi, podemos decir que el grupo de Poincaré esta formado por las traslaciones
espaciotemporales y las transformaciones de Lorentz. De forma mas matematica, es el

grupo de isometrias del espacio de Minkowski, que se suele denotar ISO(1, 3).

1.1.1. Representaciones y particulas

Al incluir en nuestra teoria una formulacién cudntica, se presupone que los objetos
con los que se trabaja seran estados de un espacio de Hilbert H, que denotaremos como

kets en la notaciéon de Dirac, 1)) por ejemplo. Este espacio de Hilbert tendra una base
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{|1s) | ¢ € I}, con I un conjunto de indices que puede ser finito (spin arriba y abajo),
numerable (niveles de energia del oscilador arménico), o no numerable (posiciones en
un continuo). También nos interesan las transformaciones lineales de este espacio, que
forman un grupo que denotamos GL(H).

De esta forma, dado un estado |[¢)) € H y una transformacién del grupo de
Poincaré P € ISO(1, 3), decimos que P actiia sobre |1)) a través de una representacion
p : 1SO(1, 3) — GL(H) llevandolo a otro estado que denotamos p(P) |¢). La funcién p
debe ser un homomorfismo de grupos para poder llamarse representacion, y asigna a
cada elemento del grupo de Poincaré una transformacion lineal del espacio de Hilbert
de estados. La representacion depende explicitamente del espacio de Hilbert con el que
se trabaje, pues va al grupo de transformaciones lineales del mismo, que no coincide
con el de otro Hilbert distinto. Es por ello que en la literatura fisica suele utilizarse el
término representacion para designar tanto el espacio de estados como la regla bajo la
que transforman, haciendo incluso mas énfasis en el propio espacio.

La forma de reducir los espacios de estados a sus componentes fundamentales y asi
construir teorias de interés es a través de las representaciones irreducibles. Decimos que
una representacion p : ISO(1,3) — GL(H) es irreducible si no existe ningin subespacio
V < H (maés alld del trivial y el total) tal que p(P) |) € V para todo P € ISO(1, 3)
y |) € V. Es decir, si no existe ningtin subespacio invariante bajo la accién del grupo
de Poincaré a través de la representacion.

Con todo esto podriamos pensar que tenemos suficiente para describir qué enten-
demos como particula desde este punto de vista y comenzar a clasificarlas. Sin embargo,
nos falta una pieza mas, pues los observables fisicos que la teoria deberia predecir son
nimeros reales, no estados. En concreto, se miden brakets de la forma (y|¢), y estos

deben ser invariantes bajo el grupo de Poincaré, de manera que se debe cumplir’:

(W] p(P)!p(P) |6} = (¥]¢) (1.1)

Es decir, debemos exigir que la representacion p satisfaga p(P)Tp(P) = 1 para
cualquier transformacion P del grupo de Poincaré. En ese caso diremos que la repre-

sentacion es unitaria. Ahora si, decimos que una particula es un conjunto de estados

'En realidad el observable es | (1) |?, por lo que también se admiten representaciones antiunitarias,
con p(P)ip(P) = —1.
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(un espacio de Hilbert) que transforma bajo una representacion irreducible unitaria del
grupo de Poincaré. Hecho esto solo queda clasificar esta clase de representaciones.
Daremos directamente la respuesta a esta cuestion. Todas las representaciones
irreducibles unitarias del grupo de Poincaré actian sobre espacios de dimensién infinita,
cuyos estados estan asociados a los campos cuanticos. Existen un ntimero infinito de
estas representaciones, que se pueden identificar a través de su masa m, un real no
negativo, y su spin J, un semientero no negativo. Dada una representacion concreta
pm.J, €l espacio de estados sobre el que actiia incluye a todos los de la forma |p, s),
donde p es un 4-vector satisfaciendo p?> = m? (on-shell), y si m > 0 entonces s €

{-J,—=J+1,...,J —1,J}; si m =0, entonces s € {+,—}.

1.1.2. Lagrangianos y campos clasicos

Para trabajar con campos (por el momento clésicos), el lagrangiano L de la me-
canica clasica ordinaria se generaliza a una densidad lagrangiana £ que depende de los

campos y sus derivadas. La accion en este contexto es

Slei] = /d4:17 L(bi, 0ui) (1.2)

El principio de minima accién establece que la configuracion que presentaran los
campos fisicos son aquellas que minimizan la accién (o que en general la hacen esta-
cionaria). Para encontrar las ecuaciones de movimiento que satisfacen este principio,
se consideran variaciones en los campos d¢; tales que la de la acciéon sea .5 = 0. Esto

conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL
o) 0o L

Campo escalar (spin 0)

Para un campo escalar ¢ con una masa m, el lagrangiano de una teoria libre, esto

es, sin interacciones, es

1 1
L= éﬁugb@“qb — §m2¢2 (14)

La ecuacion de Euler-Lagrange aplicada a este lagrangiano resulta en la ecuacion



de Klein-Gordon:
(0* +m*)¢p =0 (1.5)

donde % = 9,0

Bosones vectoriales (spin 1)

El campo vectorial asociada a las particulas de spin 1 es A, y el lagrangiano
correcto es

L= _inwFW + %QANA“ (1.6)

donde F,, = 0,A, — 0, A,. Este lagrangiano es valido tanto para particulas masivas

como sin masa. Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:
Or9,A” — (0> +m*)A* =0 (1.7)

De este tratamiento surge autométicamente un conflicto: el campo A, tiene 4
componentes, pero la representaciéon de spin 1 masiva tiene 3 polarizaciones, y la sin
masa 2. La resolucion estd implicita. Si derivamos en la ecuacion del movimiento ob-
tenemos

m?9,A" = 0 (1.8)

por lo que en el caso m > 0, autométicamente tenemos 9,A* = 0, lo cual resta un

grado de libertad y deja las ecuaciones del movimiento en la forma
(0* + m*)A* =0 (1.9)

El caso m = 0 es mas sutil, y la solucién se encuentra en la invarianza gauge del
lagrangiano. Esto significa que existen diferentes configuraciones del campo que llevan
al mismo lagrangiano, y por tanto a la misma accién. Las transformaciones que dejan

el lagrangiano invariante en el caso m = 0 son
A (z) = Ay(x) + 0,0(x) (1.10)

donde « es una funcién cualquiera que depende de la posicién espacio-temporal. Se dice
que el lagrangiano es invariante bajo transformaciones locales del campo. Es sencillo ver

como esta libertad en la eleccién de A, permite eliminar 2 de los 4 grados de libertad.
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Fermiones (spin 1/2)

El lagrangiano para una particula de espin 1/2 con masa m, como por ejemplo
un electrén, se describe a través de un spinor ¢ (de manera efectiva un vector complejo

de 4 componentes) con lagrangiano
£ — (98, — m) (1.11)
donde ¥* son las matrices de Dirac v ¢ = ¢+, Las matrices v* satisfacen:

{97} =20 (1.12)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange aplicadas a este lagrangiano producen la ecua-
cion de Dirac:

(iv"0, —m)yp =0 (1.13)

Este lagrangiano también es invariante bajo ciertas transformaciones, pero esta

vez de forma global, a través de las transformaciones

V() — eY(z) (1.14)

donde o € R y es claro que la contribucién de esta transformaciéon se cancela entre ¢

y .

Sin embargo, podriamos no quedarnos satisfechos con esto, y tomar como inspi-
racion el campo electromagnético para exigir que esta invarianza sea también gauge
local. Esto nos lleva directamente a la descripcién correcta de las interacciones entre

fotones y electrones.

Electrodindmica

Si aplicamos la siguiente transformacion

Y(x) = e @y(z) (1.15)
al lagrangiano de Dirac obtenemos

L — L+ id,a)y" (1.16)
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de manera que no tenemos invarianza gauge.
Dado que el trozo que sobra contiene la derivada de una funcién «, podemos apro-
vechar la invarianza gauge del campo electromagnético para compensarla. Si exigimos

al campo A, la transformacién
1
Ay(z) = Ayu(x) — Eaﬂa(x) (1.17)

donde ya adelantamos que e representa la carga del electrén, entonces se cumple la

siguiente regla de transformacion

ety A — ey A b — i0,0nhyM (1.18)

Podemos compactar la notacién utilizando derivadas covariantes (tienen una in-

terpretacion geométrica muy relevante que no trataremos aqui) en la forma
D, =0, +ieA, (1.19)
de manera que el lagrangiano
Iy (7 AM 1 v
L =YD, —m) — ZF’WF (1.20)

contiene la dindmica de un campo sin masa de spin 1 y la de un campo masivo de
spin 1/2 y es invariante gauge localmente. Esta exigencia ha introducido un término

de interaccién entre ambos campos en la forma
L = iey" A (1.21)

Este lagrangiano describe correctamente la propagacion e interacciones de los fo-
tones, electrones y positrones. Es muy destacable la capacidad que tiene la simetria de
guiar los argumentos matematicos hacia las teorias fisicas correctas, siendo el lagran-
giano fruto de elegir las representaciones del grupo de Poincaré del spin adecuado y de

imponer la simetria gauge local.
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1.2. Propagador del campo escalar

Las funciones a 2-puntos, o propagadores, son un elemento crucial de gran utilidad
en QFT. Clasicamente equivalen a la funcién de Green asociada a las ecuaciones del
movimiento de los campos, por lo que como ejemplo vamos a calcular el propagador

de un campo escalar libre en signatura euclidea. Este serd la solucion de
(V? —m?) G(Z) = —0%(Z) (1.22)

donde §(Z) es la delta de Dirac en d dimensiones, esto es
647 = (1.23)

de forma que

/ Az F () 6%(Z) = F(0) (1.24)

Vamos a aprovechar la transformada de Fourier para calcular la solucién a (1.22)

de manera que multiplicamos por el factor exponencial e integramos para obtener
/ A7 T (V2 —m?) G(F) = — (> + m?) / Az e G(7) (1.25)
donde hemos integrado por partes. En el lado derecho sencillamente tenemos
- / A4z ? 54(7) = —1 (1.26)
Denotando a la transformada de Fourier de G(x) como
G(R) = / 4z ¢F7 () (1.27)

la ecuacion se convierte en

1
k2 4+ m2

—(F+m?)Gk) = -1 < G(k) = (1.28)
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(1.29)

con lo que volviendo a posiciones
—ik-&

o ddl; e
o= | 2 T

Vamos a aprovechar ahora la relacion
(1.30)

1 [oe)
— :/ dte ™
z 0

e / " et Em)
0

(1.31)

para escribir
k%2 +m?2

que sustituido en la expresion de G(x) nos da
4
A"k ot (R +m?)—ik-F _
2m)d

aazlw@/(

oo d oo
/ dt e*th H / %e—tkf—lkjél?]

1
e it | =

0 d
dt e=tm* (
[ (s

)2 Jo

(1.32)

donde hemos utilizado que la siguiente integral (a > 0) se puede reducir a
2
’ (1.33)

o
dze 2

/‘OO dz efaz2+bz — /
(1.34)

y la gaussiana se calcula segtin
: - :
(/ d?z e‘zl2> = (71'/ dr 2r e_TQ) =7
R2 0

25

oo
/ dze”
—00
Denotando a partir de ahora x = |Z| y usando la expresién integral de la funcién

(1.35)

de Bessel modificada de segundo tipo
1 <z>l’/°°dtt_(u+1)6—t—i
0

2

KV(Z) - 2
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concluimos que

d—2 o0 maz)?
=T [t
(4m)2 Jo

_2m (l)g_l Ko\ (ma) = (1.36)

(47r)% mx

1 (ﬂ) 2t Kgfl(m:c)

~ 27 \2mz
donde en la primera linea hemos hecho el cambio de variable t — tm?.
Podemos analizar el comportamiento de este propagador en distintos regimenes.
Por un lado, teniendo en cuenta que cuando z — 0 la funcién de Bessel se comporta

segun

K, (2) ~ LW (i) 20 (1.37)

2 mx

el limite sin masa m — 0 de la funciéon de Green calculada es

G(T) ~ Lz —1) ( m >g_1 (if_l _MG-no (1.38)

A 2x mx Aps pd—2"

[\

que tiene las dimensiones correctas, puesto que en la ecuacion (1.22) leemos [G(Z)] =
d—2.
Por otro lado, cuando z — oo la funcién de Bessel es

K,(z) ~ Ze’Z Z — 00 (1.39)

con lo que en el limite x > 1/m la funcién de Green es
d—1

1 ymN\s! [« 1 /m\% 1
Gy~ L () T e L () e s L g
(I) 27 \27x mee 2m \27x € T > m ( )

Este ltimo resultado conlleva la existencia de una distancia caracteristica 1/m
debida a la masa del campo escalar, a partir de la cual la propagacion se ve suprimida.
El resultado analogo para bosones de spin 1 es el motivo por el que la interaccion débil,
que esta mediada por bosones W y Z, ambos con masas muy grandes, solo opera a

distancias muy pequenas, del orden del tamafio del ntcleo de los atomos.
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1.2.1. Aplicaciéon de la aproximacion WKB

Llegados a este punto, antes de pasar a la siguiente seccién, podemos ejemplificar
el uso de la aproximacion WKB aplicandola a la funcién de Green para x # 0y m > 1.
Nos bastara con quedarnos a orden o(1), de manera que solo necesitamos dos términos

en la expansion

G(F) = o Fo () +F1(Z)+o(m ™) (1.41)
A partir de ahora omitimos la dependencia explicita en Z. El laplaciano es

VQG :81 (m@lFo + &Fl + O(m_l)) G =
(1.42)

= [m28iFoaiF0 +m (V2F() + 28,F061F1) + 0(1)} G

Exigiendo que se satisfaga la ecuacién (1.22) con x # 0, llegamos al sistema de

ecuaciones
aiFoaiFo =1
(1.43)
V2F() + 282F081F1 - O
Es facil ver que Fy = —x cumple
T T
y también
V2F0 = —&-@Fo == —8i (x—) - — T + T 21' - — (145)
x x x x
de manera que la segunda ecuaciéon se convierte en
d— 1+ 2z;0;F
x
con lo que concluimos
1—d

condicién satisfecha por

Fy = 5 d logx + log C (1.48)
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Asi, obtenemos la aproximaciéon

G@y:c(l>2amx (1.49)

Tomando como constante

- (ﬂ) = (1.50)
2m \27
reproducimos la expresion obtenida desde la solucién exacta en la ecuacién (1.40).
Notar que estamos introduciendo el parametro de la expansion m en C, lo cual
podria parecer problemético. Sin embargo, en el desarrollo solo intervienen las derivadas
de Fi en las que C' no aparece, por lo que no es relevante. Esto deriva de que la

aproximaciéon WKB es insensible al factor de normalizacion.

1.3. Tensor energia-momento del campo escalar

Vamos a trabajar en la teoria de un campo escalar en d dimensiones, introduciendo

una unica interaccion arbitraria
d 1 2 n
S=[d% 5(8(;5) — Ao (1.51)
El tensor de energia-momento es el generador de las transformaciones de Poincaré,

y clasicamente se puede computar segin

v __ oL v v
W‘_m@@8¢ L (1.52)

En la teoria que nos interesa toma la forma

1
T = 0" 600 — S (00)° + M " (1.53)
Gracias al Teorema de Noether, el tensor energia-momento es una corriente que
se conserva on-shell. Podemos comprobar esto usando la ecuaciéon de movimiento del

campo escalar de la teoria

Pp+ng" ' =0 (1.54)
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para calcular la derivada
0T = ¢d" ¢ + 0" 0" 0,9 — 0" 0,00" ¢ + nAd" 1 0"¢ =0 (1.55)

Podemos extraer el 4-vector momento conservado realizando la integracion espa-

cial de las componentes T,
P, = /ddleMO (1.56)

Por otro lado, el momento canénico asociado al campo es m = 0y¢ de manera que

podemos relacionarlos segiin
d—1 1 2 = \2 n
Poz/d x[§<7r+(v¢))+/\¢}

(1.57)
P, = / At o

Notar que Fy es el hamiltoniano de la teoria, ya que se corresponde con la cantidad
conservada asociada a las traslaciones temporales.

Recordamos la definicién del bracket de Poisson

0AO0B 0BO0A
ABy=""92 770 L
{4, B} ¢ Or  0¢ O (1.58)
de manera que la accion clasica del momento sobre ¢ es
d—1 apﬂ d—1
A7 T, 0} = {Bu ot = —5 7=~ [ 47209 (1.59)

con lo que, como ya habiamos mencionado, 7},y genera las traslaciones espaciotempo-
rales del campo escalar.

La mayor parte de QFTs contienen un tensor energia-momento, y esto hace el
estudio de su traza muy relevante, pues es un escalar de Lorentz, y podemos leer
directamente de la definicion que el tensor tiene dimension d. Es decir, la traza T, *
es una magnitud dimensional presente en practicamente todas las teorias cuanticas
de campos. Son centrales en el estudio de QFT las teorias conformes, que entre otras
cosas, tienen invarianza de escala, esto es, no tienen magnitudes dimensionales. Es por

ello que la condicion T),# = 0 es necesaria para poder tener una CFT.
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En el caso del campo escalar se tiene

TH=0= —%(8@2 + dA\g" (1.60)

0

que en general no se anula. Sin embargo, podemos ir méas alla, puesto que el tensor de
energia momento no es mas que la corriente conservada asociada al grupo de Poincaré.
Esto conlleva que podamos tunear la teoria de manera que el tensor se vea modificado

por una corriente conservada off-shell. Es decir, el nuevo tensor energia-momento sera
TH =TH + e (1.61)

donde se satisface 9,0"” = 0 off-shell, es decir, para cualquier configuracién del campo
satisfaciendo o no las ecuaciones del movimiento.

Una eleccién natural para esta nueva contribucion es

O = = (P — ") (1.62)

con a € R. El d — 1 en el denominador hace que se obtenga
_ 2 m
0,/ =ad¢ (1.63)
y ademas se conserva puesto que
O (N P¢* — 0407 ¢?) = 0"0%¢* — 0°0"¢* = 0 (1.64)

Podemos finalmente calcular la traza del nuevo tensor energia momento

T -t22 5 2(06)% + dAg" + adPg™ (1.65)

“w
Si queremos que esta se anule necesitamos eliminar la contribucién de (9¢)?, para
lo que la tnica eleccion posible es m = 2. De esta manera se cumple que

d—2 d—2

—T(8¢)2 + ad?*¢? = (2a - T) (09)? + 2a00%p (1.66)

Necesitamos que se anule el coeficiente de (9¢)?, lo cual determina « en términos
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de la dimensién d de la teoria, resultando en la contribucién?

uvo__ d—2 n _ auAv

y hace que la traza sea
ne1, =25 5

Si ahora imponemos las ecuaciones del movimiento llegamos a

2d —n(d — 2
T 20 d=2)y (1.69)
2
y se anula solo si
2d
= — 1.
n=-— (1.70)

Si exigimos que tanto la dimension de la teoria como el exponente de la interaccién
sean numeros naturales llegamos a que solo existen tres teorias de este tipo que puedan
anular la traza tensor energia-momento y por tanto aspirar a ser conformes. Para ver
esto, basta notar que, dado d natural, se tiene d — 2 < %d y por lo tanto la condiciéon
de que d — 2 divida a 2d implica que d — 2 < %‘i, pero esto nos lleva a d < 6.

Asi, podemos comprobar los 6 valores de d de uno en uno, para concluir que
solo funcionan los siguientes valores de (d,n): (3,6), (4,4) y (6,3). De esta manera, las
tinicas teorias que pueden aspirar a ser conformes con acoplo débil son ¢% en 3d, ¢* en
4d y ¢ en 6d.

Poseer invarianza de escala a nivel cuantico y con acoplo fuerte es mas sutil que
la simple anulacion de la traza del tensor energia-momento, pero hemos obtenido tres
candidatas con las que trabajar. Destacamos la aparicién de ¢* en d = 4, este es uno

de los motivos por los que histéricamente ha sido el juguete mas estudiado en QFT.

2El tensor energia-momento 7, con esta contribucién es exactamente el que se obtiene para la
teoria de un campo escalar conforme minimalmente acoplado a una métrica g*”. Explicitamente,

Lion epgtagn) g2 05
5_/@<2<a¢> ER¢ A¢>, T = = e Saw @,

y precisamente la condiciéon necesaria para que la traza sea nula es £ = %.
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1.4. Cuantizacion candnica

En esta seccion vamos a utilizar el campo escalar para ejemplificar el procedi-
miento de la cuantizacién candnica. Esta nos permite pasar de una teoria clasica de
campos a una cuantica, donde los campos se convierten en operadores que actiian sobre
un espacio de Hilbert.

Consideremos un campo escalar ¢ en un espacio-tiempo de Minkowski. La accién

esta dada por

S[¢] = / d?z (%Q@a“(b— %m2¢2) (1.71)

y definimos el momento canénico conjugado del campo como

oL
9(009)

m =

= =¢ (1.72)

Para cuantizar el campo promovemos ¢ y su momento conjugado m a opera-
dores en un espacio de Hilbert, imponiendo las siguientes relaciones de conmutacion

(separamos las coordenadas x en espacio Z y tiempo t)
[6(Z,1),0(7,1)] = [7(Z, 1), 7(§,1)] = 0 (1.74)

Es conveniente expresar ¢ en términos de sus modos de Fourier

. dd_llZ 1 i(k-F—wrt) t o —i(k-Z—w:t)
(1) = —<2 )d—l —2 (a,;e k) 4 aze k ) (1.75)
)= wg

donde w; = V k%4 m? es la energia de una particula con momento k y se han in-
troducido los operadores aj y a%. De esta forma el momento conjugado 7 se expresa

Ccomo

. dd_llg w,; 7o T
2 _ = — ik Z—wzt) T —i(k-T—wrt)
T(Ft) = (&, 1) = Z/ e %5 (age e — ale D) (1T6)

y para que se satisfagan las relaciones de conmutacion de los campos, los modos aL y

ax deben satisfacer por su parte las relaciones

lag, al) = 0*(k — p) (1.77)
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lag, ap] = [al, af] = 0 (1.78)

Estas relaciones de conmutacion sugieren que los operadores aj y aTE son respec-

tivamente, operadores de aniquilacién y creacion correspondientes a cada momento k.

Para ilustrar esto mejor es ttil escribir el hamiltoniano

H= /dd—lx <%n2 + %(w)? + %m2¢2> (1.79)

que al pasar al espacio de momentos se convierte en

1
H= /dd‘lkw,; <aTEa,;—|— 5) (1.80)

Este hamiltoniano describe un conjunto de osciladores armoénicos cuanticos inde-
pendientes, uno por cada modo l;, lo que corrobora nuestra sospecha sobre la naturales
de aniquilacién y creaciéon de los operadores.

Por ello, lo siguiente a considerar es qué crean y sobre qué. Para responder es
esencial considerar el estado que es invariante bajo todo el grupo de Poincaré, o equi-
valentemente, el que es aniquilado por todos los operadores aj. Lo llamamos vacio y lo

denotamos [€2). Cumple
braketQ =1, az|Q) =0 VkeR® (1.81)

Naturalmente, el siguiente paso es considerar los estados que se construyen apli-

cando los operadores de creacion al vacio

F) = /2wal(2) (1.82)

donde el coeficiente se fija por conveniencia.

Fijandonos en la expresion del campo en términos de sus modos de Fourier,
podemos afirmar que el estado |l§> tiene energia wy, lo que corresponde a una particula
de masa m y momento k. Por tanto, concluimos que los operadores de creacién dan
lugar a estados cuanticos que se comportan como particulas on-shell. Podemos crear

multiples particulas aplicando operadores en sucesion

Fry o k) =y f2wgal o 2wy al 19) (1.83)
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1.4.1. Correladores

Las complicaciones comienzan cuando queremos describir teorias con interaccio-
nes. Por ello vamos a desarrollar las herramientas con las que calcular de manera
efectiva.

Veremos que los correladores o funciones a n-puntos recogen practicamente toda
la informacion de la teoria. Para introducirlos comenzamos con el operador de ordena-
ciéon temporal T', pues es fundamental para definir productos de operadores. Resulta
necesario porque en principio los operadores no conmutan entre si, incluso el propio
campo escalar libre no lo hace cuando se evalua en distintos tiempos. Esto supone una
ambigiiedad que se resuelve como

O1(x1)Os(z2) si ¥ > 2
T{O1(21)Oz(z2)} = (#1)Os(2) ~ (1.84)

02(152)01(.7)1) si ZEg > ZL'(I)

donde 2 es la componente temporal de la coordenada espacio-temporal x y O; Oy son

cualesquiera operadores de nuestra QFT. Puede reescribirse la expresién anterior como
T{O1(21)Oz(2)} = (2] — 25)O1(21)Oa(w2) + 0wy — 27) Oa(w2) O1 (1) (1.85)
donde 6 es la funcién escalén de Heaviside, definida como

o<1 S0 (1.86)

0 sit<O

Esto nos permite dar una extensién a mas de dos campos

T{O:(x1)...Onlzn)} =Y [1:[ (201 — 200) | O1(@or) - - On(To(my)  (1.87)

=1

o

donde la suma se realiza sobre todas las permutaciones o del conjunto {1,...,n}. Esta
ordenacién garantiza que todos los operadores de campo estén ordenados de acuerdo
con sus tiempos, con el mayor tiempo a la izquierda y el menor tiempo a la derecha.
Utilizando este operador para resolver los problemas de ordenaciéon podemos de-
finir las funciones de correlacién, que se definen como los valores esperados (respecto al

vacio) de productos ordenados temporalmente de operadores. Por ejemplo, la funcién
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de dos puntos entre dos operadores O; y Oy en posiciones espacio-temporales x; y xo
es

(O1(21)Oz(22)) = (QT{O1(21)Oa(22) }|2) (1.88)

En general, una funcién a n-puntos entre n operadores O; en posiciones x; esta

dada sencillamente por
(O1(@1) ... On(wn)) = (QT{O1(21) . . . On(20) }<2) (1.89)

Como veremos en la siguiente seccion, estos correladores contienen toda la infor-
macién necesaria para calcular las amplitudes de scattering y otras propiedades fisicas

de la teoria.

1.4.2. La matriz S y la férmula LSZ

La idea detras de la matriz S es que las interacciones en QFT son locales (dado
que la velocidad de propagacion de la informacion es finita), y por lo tanto, si quere-
mos describir un proceso de transicién de un estado inicial |7) a uno final |f), podemos
hacerlo suponiendo que estos estados son asintoticamente libres, es decir, se correspon-
den con configuraciones de campos de una teorfa libre en el limite infinito del pasado

y futuro. Vamos a escribir la amplitud de scattering entre ambos estados como
Sy = (f15]2) (1.90)

donde S es la matriz S. Para concretar, podemos considerar un hamiltoniano H que

codifique la dinamica de la teoria y separarlo en sus partes libre y de interaccién
H(t) = Hy(t) + H;(t) (1.91)

de manera que el operador de evoluciéon temporal puede escribirse mediante una serie

de Dyson

Ult,to) = T exp (-i / t dTHI(T)) (1.92)

to

donde T es el operador de ordenacién temporal.

Nos interesa que los estados iniciales y finales sean asintdticos, por lo que su
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amplitud de scattering vendra dada por

t1——00 ta—00

de manera que podemos identificar la matriz S con

S= lm lim U(ty,ty) =T exp (—2/ dTHI(T)> (1.94)

t1——00 tg—00 00

El conocimiento de las funciones a n-puntos nos permite computar las amplitudes
de scattering Sy; a través de la formula LSZ. Vamos a restringirnos a procesos de
scattering usuales, en los que consideramos un estado inicial formado por 2 particulas.

Para ejemplificar, consideramos el campo escalar y tomamos los estados

- - (1.95)
) = ks, k) = /2wy, .. 2w,—§-nat3(oo) . ..a%ﬁ(oo) Q)

donde se han introducido la dependencia temporal de los operadores de creacién en

una teoria con interaccién y se ha hecho que los estados sean asintéticos.

La féormula LSZ se escribe entonces en la forma

Spi = H [z / d%z; e F (92, +m2)] (p(21) ... d(xy)) (1.96)

i=1

donde el +; denota — sii =1,2y + si i =3,...,n. Las componentes k? estédn fijadas
por la condicion de que las particulas estén on-shell.

Podriamos pensar que la férmula anterior no tiene sentido, puesto que estamos
introduciendo la ecuaciéon del movimiento de los campos, y por lo tanto el resultado
seria nulo. Sin embargo, que la férmula LSZ sea correcta lo que refleja es que la matriz
S tiene polos asociados a las configuraciones on-shell de los campos, y de hecho lo que
nos dice es que las amplitudes de scattering estan codificadas como los residuos de

estos polos.

1.4.3. Teorema de Wick

Dado que estamos trabajando con operadores de creacion y aniquilaciéon es con-

veniente definir el ordenado normal de un producto de operadores. Si escribimos dichos
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operadores en términos de los campos, y estos en términos de sus modos de creacién
y destruccion, el ordenado normal consiste en mover todos los operadores de creacion
a la izquierda de los de aniquilacion sin alterar méas alla el orden en el que aparecen.
De esta manera el valor esperado sobre el vacio de cualquier producto ordenado nor-
malmente es 0. Denotamos que un producto de operadores esta ordenado normalmente
escribiéndolo entre un par de dos puntos.

En este contexto surge el teorema de Wick, que permite simplificar el célculo de
correladores y amplitudes en las teorias libres, pues permite reducir los productos de
multiples operadores a una suma de términos mas manejables.

Ademas del ordenado normal necesitamos otro ingrediente: las contracciones. De-

finimos una contraccién entre dos operadores como
A(AB) =T{AB}—: AB: (1.97)

de forma que

(QIA(AB)|Q) = (AB) (1.98)

El teorema de Wick establece que el producto ordenado temporalmente de un
numero arbitrario de operadores es igual a la suma de los productos ordenados normal-
mente de todas las expresiones que se pueden obtener realizando contracciones entre
los operadores.

Una consecuencia directa del teorema de Wick se obtiene al tomar el valor espera-

do en el vacio a ambos lados, dando una expresion para el correlador de los operadores.

1.5. Integral de caminos

La integral de caminos (path integral) en teoria cuantica de campos es una exten-
sion del formalismo de Feynman para la mecanica cuantica. En este caso en lugar de
sumar todas las posibles trayectorias, la suma se realiza para todas las configuraciones
de los campos.

La formulacion de QFT en estos términos presenta numerosas ventajas y ter-
mina siendo mas efectiva. Ademas de ofrecer mas posibilidades a la hora de calcular

amplitudes y funciones de correlacion, sobre todo en teorias con interacciones y con
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simetria gauge, es una formulaciéon basada en el lagrangiano, y por lo tanto es automéa-
ticamente covariante al no introducir una distincién entre espacio y tiempo como hace
el hamiltoniano.

También resulta relevante por la sencillez con la que permite definir las teorias
en métricas arbitrarias (estudiar QFT en espacio-tiempos curvos) e incluso acoplarlas
a gravedad. Por otra parte, en ocasiones permite entender fendémenos no perturbativos
que dificilmente son accesibles desde otra perspectiva.

Para un campo escalar ¢ en un espacio-tiempo d-dimensional definimos

7 = /queiSW (1.99)

donde D¢ representa que estamos sumando para todas las posibles configuraciones del

campo, y S[¢] es la accién, definida como la integral del lagrangiano

Sl] = / d £(6(x), 0,6(x)) (1.100)

Para calcular los correladores basta con insertar los operadores de interés en la

integral de caminos
(Oy(21) ... Op(a)) = 2! /ch Ov(x1) ... O ()5 (1.101)

Para poder extraer los correladores de una manera sencilla se introduce una fuente

externa J a la integral de caminos y se define la siguiente funciéon de particién
217 = / Dep i1+ At J(@)o(a) (1.102)

de forma que las funciones de correlacién se pueden calcular a través de derivadas

funcionales
oz J]
6J(x1) ... 00 (zn) |,

(@(x1)... d(xn)) = (i"2) " (1.103)

Sin embargo, en QFTs con interacciones la integral de camino (y en consecuencia
la funcién de particién) rara vez se puede evaluar exactamente. Normalmente se rea-
liza un desarrollo perturbativo en algin pardametro pequeno, para lo cual es necesario

separar los términos de la teoria libre (la cinemdtica de los campos), de los términos
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de interaccién

S8l = Sol@] + Sins¢] (1.104)

Con esta notacion, denotando Zy[J] a la funcién de particion de la teoria libre,

podemos escribir para la teoria completa

Z1J] = exp <—z’Sim {—Z%D ZolJ] (1.105)

Para ejemplificarlo vamos a considerar la teoria ¢*, con lagrangiano

3¢4 (1.106)

_ L o2~ Lz —

y funciéon de particion

Z17] = exp (—@' / dly % . J54 ) ZolJ] (1.107)

Dado que tenemos una estructura de la forma e*(), si \ es pequeno podemos
realizar la expansion en serie de Taylor de la exponencial y quedarnos con una apro-
ximacién conformada por un nimero finito de términos. Estas contribuciones suelen
representarse graficamente mediante diagramas de Feynman, que facilitan el calculo de
las amplitudes.

Otra técnica 1til para obtener una aproximacién en cierto regimen es el método
del punto de silla (saddle-point). Este suele denominarse limite semicldsico, por sumar
una contribucién de orden A a la solucién clasica. También puede aplicarse este método
a sistemas con un gran nimero de grados de libertad, como en la aproximacion de gran
carga que tratamos mas adelante.

El método consiste en aproximar la integral de camino por la contribuciéon domi-
nante cerca del punto donde la accién es estacionaria (minimo o saddle-point). Para
una accion S[¢|, se considera el campo clésico ¢y que satisface las ecuaciones del mo-

vimiento

5S
—| =0 1.108
5|, (1.108)

y se le anade una fluctuacion cudntica de orden A, que denotamos por x

¢ =¢o+x (1.109)
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Asi, la accion se expresa como

629

5o |, Y1) O o

Si6) = Slan] + 5 [ 'z d'yx(o)

®o0

El altimo paso consiste en integrar las fluctuaciones y al orden cuadrético

| . 528
7, = ¢iSlgol /DX exp (%/ddx d%y x(z) m

X(y)> (1.111)
o)

Por ultimo, no entraremos en detalle, pero es importante tratar la integral de
caminos con cuidado en las teorias con simetria gauge, debido a la redundancia en
los grados de libertad. Normalmente se recurre al formalismo de Faddeev-Popov, que
introduce unos campos ficticios que no satisfacen spin-estadistica denominados ghosts.

Un ejemplo sencillo de las consecuencias que puede tener estd cuestion en la
integral de caminos es que la accion de la electrodindmica que describimos en la seccion
1.1.2 no se puede introducir directamente, sino que debe corregirse con un término que
fija el gauge. Usando el usual gauge parametrizado por &, la version cuantica de la
accion de la electrodindmica es

Sqep = / 'z (—EF,“,FW - %@AM)? + iy D, — m)¢) (1.112)

1.6. Diagramas y reglas de Feynman

Normalmente, las QFTs se tratan perturbativamente, y las diferentes contribucio-
nes a las amplitudes de scattering se organizan graficamente en diagramas de Feynman.
Estos diagramas constan de tantas lineas exteriores como particulas iniciales y finales
haya en la amplitud a calcular, y deben conectarse en un grafo conexo siguiendo las
reglas que marque la teoria. Una vez identificados los diagramas relevantes, las reglas
de Feynman, derivables a partir de la funciéon de particién, convierten el diagrama en
una expresion matematica.

Vamos a ejemplificar el uso de la integral de caminos para calcular las reglas de

Feynman. Para ello vamos a considerar a teorfa ¢*, con acciéon

(6] = [ ate (@0 - yuet - 50" (1.113)
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Ya hemos visto que podemos escribir la funcién de particiéon como

ZJ) = Zo|J] - %/d% iﬁgﬂ + 0(\?) (1.114)

Ademas, la funcion de particion libre es una gaussiana y se puede calcular exac-

tamente. La accién libre con una fuente se puede reescribir integrando por partes como

Soo, J] = %/qb(—@Q —m?) ¢+/J¢ (1.115)

2

de manera que denotando O = —9? — m? obtenemos

Solé, J] = %/(¢O¢+2J¢) (1.116)

Si completamos el cuadrado llegamos a la siguiente expresion

Solop, J] = % / [(p+O07NO(@+0O71T)—JO 1] (1.117)

por lo que haciendo una traslacion en el campo ¢ obtenemos

ZolJ) = Zyexp (—%/d% d*y J(:ﬂ)(’)_l(x,y)J(y)) (1.118)

De aqui es sencillo concluir que el propagador libre del campo escalar es

Ap(z,y) = (¢(2)o(y))o = 1O~ (z,y) (1.119)

e invertir el operador O es sencillo pasando al espacio de momentos, obteniéndose

0

Ar(p) = (1.120)

p? —m?2 + e

donde la parte imaginaria que se ha anadido es una prescripcién que recupera la orde-
nacion temporal al volver a posiciones (debe entenderse € — 0).

Estamos en condiciones de calcular la funcién a 4-puntos (para la que podemos
aprovechar el Teorema de Wick) y utilizar la férmula LSZ. No hacemos aqui el desa-

rrollo, pero concluimos dando las reglas de Feynman en el espacio de momentos:
= El momento se conserva en todos los vértices.

» Una linea interna (propagador) con momento p contribuye con Ap(p).
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= Un vértice de interaccién contribuye con —i\.
» Cada loop (bucle en el grafo) contribuye con una integracion % asociada al

momento que corre por el loop.

Por ejemplo, podemos ver el tree level (sin loops) de un scattering 3 a 3, que

viene dado por el siguiente diagrama

cuya expresion utilizando las reglas de Feynman serian

_7)\2
iM = A , (1.121)
(p1 + p2 + p3)? — m? + ie

donde hemos escrito los momentos iniciales como py, p2 ¥ ps3.

1.6.1. Ejemplos en QED

Para ejemplificar el uso de diagramas de Feynman en un caso mas realista vamos
a emplear QED en tree level. Recopilamos aqui las reglas relevantes (en el gauge de

Feynman):
» Fermion entrante: u(p)
» Fermién saliente: u(p)
» Antifermién entrante: v(p)
» Antifermién saliente: v(p)
» Foton entrante/saliente: €, (k)

» Vértice: —iey*

o i(gm)
= Propagador de fermion: e
—imhv

k2+ie

= Propagador de foton:



31

Vamos a calcular la amplitud no polarizada de un scattering e”e™ — p™ ™~ en un
gauge con pardametro £ genérico (por lo que el propagador del fotén se ve modificado)
para ver como el resultado final no depende de este. El diagrama de Feynman a calcular

€s

Denotamos por p; v ps al momento de los electrones y por ki y ko al de los

muones. El momento del fotén interno es ¢ = p; + pso. El elemento de matriz es

i (1 -

iM = (—ie)*v(p2)y"u(p1) 7 (k)" v (k) (1.122)
donde hemos omitido el ze.
Podemos emplear las ecuaciones del movimiento
poulp) = meu(pr), V(p2)p, = —0(p2)me (1.123)
para ver que
0(p2)7 u(p1)qu = 0(p2) (P, + p,)ulpr) = 0(p2)(me — me)u(pr) =0 (1.124)

con lo que el elemento de matriz no depende del parametro de gauge y se escribe como

M= St atoak o k) (1.125)

donde hemos usado la variable de Mandelstam s. La definicién de estas variables es

s = (p1+p)° (1.126)
t=(p1 — k1)? (1.127)

u=(p1 — ki) (1.128)
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Usando las relaciones

(1.129)

> ulp)

spins

> w(p)vlp) =p—m (1.130)

gl
S
I
=
_I_
3

(k) u(p)]" = u(p)y*o(k) (1.131)

y teniendo en cuenta la propiedad ciclica de la traza y las propiedades de las matrices

gamma en 4d

Tr[y*] = (1.132)
Tr[y#4"] = 4n* (1.133)
Tr[y"y"+] =0 (1.134)
Tr[y#y"vP7°] = 4 ("'nP7 — 0" + n'n"*) (1.135)
se obtiene que la amplitud inclusiva no polarizada es
1 2 64 H v
T D0 IME = T [, e, — e T [+ ) = m)r? | =
spins
Set )
=2 [(pl ko) (p2 - kr) + (p1- k1) (2 - ko) +mZ2 ky - ke
+ M1 pa + 2m§mﬂ =
2¢ 2 22 2 2 2 2
= [2(m? +my)” +2(mg +my)(s —t —u) +t" +u ]
(1.136)

Por otro lado, vamos a calcular ahora la amplitud no polarizada de scattering de
un electréon contra un ntcleo estatico sin spin, modelizado como una corriente J# =
Q04 , la conocida como férmula de Mott. Denotamos por p; y py al momento inicial y
final del electrén y por E; y Ey a su energia. El elemento de matriz es

—iJ* ie@)

M= =y ulp) [ = g s TR0 (p) (1.137)
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de forma que su amplitud toma la forma

1 €2Q2
SN IMP = T [ | 0 0} -
€2Q2
= 2E;E; — pi - py +m? (1.138)
2(m2_pi‘pf)2( f f )
€2Q2
= E;Es — |p;||p¢| cos @ + m?
Q(mz—pi-pf)Q( f | || f| )

spins

donde 6 es el angulo de salida del electron respecto a la incidencia.

1.7. Seleccion de calculos de interés en QFT

Introducidos algunos de los conceptos fundamentales de las teorias cuanticas de
campos, en esta seccién vamos a presentar algunos calculos especificos para ejemplificar
el uso de la teoria desarrollada en distintos contextos y llevarnos alguna lecciéon por el
camino.

Comenzamos calculando funciones a dos puntos de operadores compuestos, esto
es, productos ordenados normalmente de campos evaluados en un mismo punto. Des-
pués trabajaremos con spinores en 3d para ver algunas de sus peculiaridades (conexién

de Berry, anomalia de paridad), y finalmente daremos un ejemplo del teorema 6ptico.

1.7.1. Funcién a dos puntos de operadores compuestos

Vamos a calcular en la teoria de un campo escalar libre la funcién a dos puntos

del operador compuesto ¢?, definido segin

¢*(x) = lim : $(2)e(y) : (1.139)

Yy—x

Usamos la notacién D,, para el propagador (¢(x)¢(y)) y la relacién

L o(x)o(y) = T{o(2)o(y)} — Day (1.140)
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Asi, tenemos que el producto de dos operadores toma la forma

¢*(2)¢*(y) = lim = o(2)d(2) 1 d(y)p(w) :

(z;w)=(z,y)

= i (T{o(0)o(NT{dW)é(w)} — DeT{sw)é(w)}  (1141)

— Dy T{¢(2)$(2)} + DuzDyus)

y usando el teorema de Wick tenemos que la funcién a dos puntos es

(@*(2)¢*(y)) = ltm  ((¢(2)¢(2)(y)d(w)) — Dy.Dy) =

(zw)—=(2,y)

= lim (szDyw + DacyDzw + D:cwDyz - Dzszw) - (1142)
(zw)—=(2,y)

= lim  (DuyDey + DyuDye) = 202
(zw)=(z,y)

Es posible interpretar diagramaticamente el resultado de la siguiente forma:

T Yy T Yy

G =+ a><y — 202, (1.143)

*——o

de manera que el resultado extiende a

(¢"(2)9"(y)) = n! Dy, (1.144)

ya que es la suma de todos los posibles diagramas que conectan n vértices x con n
vértices y a través de n lineas.
Vamos a calcular la representacion en el espacio de momentos de estas funciones

a dos puntos. Para ello, usamos que la expresion en momentos es
(7" P) = [dTPH @) =t [dFTDY  (115)

Consideramos un campo escalar ¢ sin masa en una teoria libre con signatura
euclidea, de forma que el propagador D, viene dado en espacio de posiciones por la
expresion calculada en la ecuacién (1.38). Asi, usando la notacién z = |Z| para &y

también otros vectores, obtenemos

o WD — 1) [ P
(¢"(=p)¢" (P)) = j—m/ddﬂf Ty (1.146)

nogo
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Empleamos ahora la transformada de Fourier

1 (4m)2T (2 - a) / A’k ik (1.147)
12 4O‘F<C\{) (27T)d fd—2a ’
que sustituida en el correlador con a = n(4 — 1) da
T4 —1)"T(n—(n—1)4%) [ d%k L., ¢FPF
"(—p)o" = dY———— 1.148
6o = e S | e e 019

Notamos que en el lado derecho aparece la transformada de la delta de Dirac
(2m) 0% — F) = / izl (1.149)

de forma que las integrales se realizan trivialmente y obtenemos

n!T(¢ —1)"T'(n—(n—1)%) 1

(¢"(—p)¢" (D)) = (47?)(”_1)%F(n(§ _ 1>) p2n—(n—1)d

(1.150)

La segunda I' en el numerador diverge en d = 4, por lo que vamos a extraer la
informacion de interés regularizando en d = 4 — €. Esto supone realizar la expansion
en serie con € — 0, queddndonos a primer orden en €. Este procedimiento altera la
dimension de reescalado del campo de manera implicita (relacionado con la renorma-
lizacién), y una forma sencilla de recuperar esta dependencia con la escala de energia
it es introduciéndola a mano donde sea necesaria para hacer las expresiones dimen-
sionalmente correctas. Normalmente esto equivale a realizar una de las sustituciones
siguientes, dependiendo de si se trabaja en posiciones o momentos

2
log z* — log pi*x?, logp? — log p_2 (1.151)
1

Solo estamos interesados a como dependen las funciones a dos puntos de la escala,
por lo que ademds de recoger la divergencia a orden o(¢~!) y despreciar a orden o(e),
vamos a escribir explicitamente solo el término que acompaiie a logp a o(1). De esta

forma tenemos que

() np?=? (2 —n — 150
(6" (=" () = Gy

1.152
p(n—l)e ( )
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y podemos aprovechar las propiedades de la funcién Gamma para escribir

(n—1)e  T(ep(p — 2ol

“wn ()

donde hemos despreciado términos de orden o(1).

(1.153)

Finalmente, realizando la expansién en serie en € nos queda

n(_mnioy _ _(=D)np?? 2 P’
(6D = ey (o o) (1159)

Podemos calcular ahora la dependencia fisica del correlador con respecto a la

escala derivando con respecto a log i, de forma que?

d " N -1 n2np2(n—2) .
u@@b (=p)o"(p)) = (TE_ ;)!(4@2(”1) = C(n) p*"? (1.155)
Volviendo al espacio de posiciones obtenemos
d (7 AT dd_’ 2(n—2) —zp:t
u@w ()¢"(0)) = C(n) m)dp (1.156)

de forma que la dependencia con la escala viene dada por términos de contacto, expre-
sables en términos de funciones delta y sus derivadas. Por ejemplo, en n = 2 nos queda

sencillamente

@) = 29 (1.157)

y en n = 3, expresando la integral como

dd_' —z"f dpz —z T dp —z T
/(27T 2 P Z (/ 2 Pi- ZH\/ ) Pj- J) (1158)

=1

3Esta dependencia con respecto a una escala de energia estaba escondida en los infinitos, pues la
teorfa libre sin masa es clasicamente conforme (la esperariamos invariante respecto a cualquier escala).
Es por tanto una manifestacién de una anomalia (ruptura en la teorfa cudntica de una simetria global
de la teorfa cldsica), en este caso conforme, que se presenta a través de términos de contacto. En este
caso la anomalia no es universal y puede resolverse reabsorbiéndose a través de un contratérmino local
(un término extra en el lagrangiano).
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y notando que se cumple

/ dzd” (z)e* = —p? (1.159)

[e.o]

donde se ha integrado dos veces por partes, se obtiene como resultado

I dﬂ<¢3(f)¢3 gy Z <5”(xi) 11 5(%)) (1.160)

i=1 ji

1.7.2. Spinores en 3d

Para ejemplificar la complejidad inherente a los spinores (que distan bastante de
ser simples vectores) y ver como su forma depende mucho de la dimensién en la que
vivan vamos a realizar algunos célculos en d = 3.

En primer lugar, vamos a calcular las soluciones de la ecuacion de Dirac en 3d.

Recordamos que la ecuacion toma la forma
(i — m)y(x) =0 (1.161)
con J = v#4,. Las matrices gamma satisfacen

{7} =20 (1.162)

es decir, forman un algebra de Clifford.

En 3d, existen representaciones irreducibles (irreps) del algebra de Clifford bi-
dimensionales. De hecho, en cualquier dimensién impar d = 2m + 1, existen 2 irreps
inequivalentes de dimension 2.

Las matrices de Pauli son
o1 = , 09 = , 03 = (1163)

y cumplen

{O’i,O'j} = 2(5” (1164)
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por lo que dos elecciones sencillas de matrices gamma que cumplen (1.162) son

=03, 4 =0y, Y =ioy (1.165)

W =0y, v =0y, ¥2 = —ioy (1.166)

ademas, se puede comprobar que dan lugar a irreps inequivalentes, por lo que toda la

informacion fisica de la ecuacion de Dirac en 3d puede extraerse empleando tan solo

estos dos conjuntos de matrices. Vamos a centrarnos en la primera irrep y comentar
las diferencias que se hubieran obtenido de haber utilizado la otra.

Introduciendo en la ecuacién de Dirac un ansatz 14 (x) = u(p)eT?*, donde u(p) es

un spinor de dos componentes y p es un cuadrimomento on-shell de masa m, obtenemos

la ecuacion (pFm)u(p) = 0. Resolviendo el sistema de ecuaciones y normalizando segtin

iy =1 se obtienen soluciones:

1 4
dile) = /2| e (1.167)
2p0 w1—p2

m+po
__ipitp2

b (2) = (P T | giee (1.168)
2po 1

En caso de utilizar la otra irrep las soluciones hubieran sido

~ Po +m 1 —ip
= wr 1.169
w—i_ ({B) 2]?[) ip1+p2 ¢ ( )
m+po

_ ip1—p2
b (z) = /pOQﬂ mipo | gipe (1.170)
Po 1

que de manera natural tienen el signo en p, cambiado, al tener la matriz ¥? el signo

opuesto en esta irrep.

1.7.3. Conexion de Berry

Puede ocurrir en sistemas electromagnéticos que el campo A,, sea no nulo, pero
que aun asi se anulen los campos E y B. En principio podriamos pensar que A, no
es fisico, pues si no hay campos eléctrico y magnético la fuerza es nula y no podemos

detectarlo. Normalmente esto es cierto, pero en sistemas que no son topolégicamente
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triviales las particulas pueden adquirir fases dependientes de su trayectoria debidas a
A,,. Esto conlleva que experimentos de interferencia sean capaces de medir el valor del
campo A,. A la fase adquirida se le denomina fase de Berry.

Este fenémeno puede parecer exético, pero vamos a ver como ocurre de manera
natural, sin falta de obstrucciones topoldgicas, con los spinores en 3d. La conexién de

Berry en este caso se define por

00
A; * 1.171
v o (1171)
la curvatura como
0A;  0A;
Fo=—"—— 1.172
" Ipa op1 ( )
y finalmente la fase de Berry es
1
¢ = Q_/dpldp2 Fis (1.173)
T

Después de derivar y realizar multiples manipulaciones se obtiene, con el signo

superior para la primera irrep y el inferior para la segunda, el resultado

bi, 1pi + (ip1 £ p2)(i01; F 02;)

A =1+ 1.174
po 2 mpo + pg ( )
de forma que
A=t~ ( py L P2 ) (1.175)
=+ — — )
' Do o 2m + po
1 1 P1
Ay =y+ — t+ - 1.176
o=yt () (1.176)
con lo que
. 1 2 2
Jop—— <p1+p2—m tpo) (1.177)
2 po(m + po) \'m + po I

y realizando la integral en un cuadrado centrado en el origen de lado 2A la fase es

A A A A
27T¢:/dp1dp2 (%—%) =2A(z —y)xi / 5 - dp> :
P2 P —Am?+ A+ p3 4+ my/m? + A%+ p3

A Ad
-/ n —2A(z—y)
—a m? 4 A% 4 pt +my/m? + A2 + p}

(1.178)

Esta alteracién de la fase da informacion sobre la topologia del espacio de mo-
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mentos y tiene una estrecha relacién con que en 3d existe un término topologico de

Chern-Simons, una teorfa que aparece en la descripcion efectiva de fermiones masivos?.

1.7.4. Anomalia de paridad

Vamos a calcular el coeficiente del término proporcional a p,e#? en la autoenergia
del fotén en QED en 3d a 1-loop. Se va a trabajar en la irrep del algebra de Clifford
dada por (1.165). El diagrama a calcular es

k—p

que tiene como elemento de matriz

oy [ K y ME—ptm) , i(k+m)
I = —(te) /WTI [7 (k—p2—m?+ic K¥—m’+ie (1.179)

Para calcular la traza es necesario conocer las propiedades de traza de las matrices

gamma en 3d. La traza de un niimero par de matrices tiene la misma forma en todas
las dimensiones debido a la definicion del algebra de Clifford, la de una sola matriz se
obtiene de la definicién en términos de las matrices de Pauli y la de tres matrices se

obtiene a partir de la relacién Tr|o;0,0%] = 2ie; i, de forma que

Tr[y*] = 0 (1.180)
Tr[y#~"] = 2™ (1.181)
Tr[yl?P] = —2ihve (1.182)
Te[yy" "] = 2 (0" — o7 + 0t 7y”) (1.183)

4Chern-Simons se escribe en términos de la conexién A de un grupo gauge G' como
k 2
S=— tr| ANdA+ - ANANA
47 M 3

y su ecuacién del movimiento es F' = 0, donde F = dA + A A A es la curvatura. Por tanto, las
soluciones cldsicas son las conexiones planas (curvatura nula), que estdn en correspondencia con las
clases de equivalencia de homomorfismos del grupo fundamental de M a G, de ahi que sea una teoria
topoldgica.
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Asi, computando solo los términos que contienen una traza de tres matrices se

obtiene:
i1 = 2ime’p E“Vp/ A ! ! (1.184)
c P (27m)3 (k — p)?2 — m? + ie k? —m? + ie
Para resolver la integral usamos parametros de Feynman
1 ! 1

—_— = d 1.185
AB /0 “TA+ (B - Au]? (1.185)

y la férmula obtenida mediante una rotacién de Wick

4’k 1 i 4—d\ 1

= r 1.186
/ (2m)? (k2 — A +ie)* (472 < 2 >A2—§ ( )

Teniendo en cuenta que la integral converge en d = 3, realizamos directamente el

calculo para obtener

1 3
i = 2ime’p 5’“’”/ d:c/ 4k L =
c P 0 (27)3 [k2 — m2(2? — x + 1) + ic]?

2

log 3 2
4 7P

o 1 (1.187)
= — —ppg’“’p/ do(2* —z +1)”
0

LS pwp
|m| 47 c

N|=

= —sgn(m)

En la otra irrep inequivalente, la féormula (1.182) tiene el signo opuesto, por lo
que el resultado final también. Es decir, partiendo de QED, que clasicamente tiene
una simetria de paridad (la transformacién z — —x deja invariante la accién), hemos

obtenido un término que cambia de signo al cambiar la paridad?.

1.7.5. Teorema o6ptico

Un resultado interesante en QFT es el Teorema 6ptico, pues da una relacion entre
una amplitud de scattering a tree level y otra con 1 loop. Este teorema (entre otras
muchas pistas) nos sugiere que QFT no es una coleccion de ideas sueltas, si no que
tiene mucha estructura y consistencia interna, aunque esta no siempre sea visible.

En lugar de escribir el teorema 6ptico con todos sus detalles vamos a cefiirnos a

5De hecho, en relacién al apartado anterior, en presencia de un fermién masivo y a escalas de
energia inferiores a su masa, es esta anomalia la que genera la descripcién efectiva del fotén a través
de un término de Chern-Simons.
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ilustrar su cumplimiento en una teoria concreta. Trabajamos en

S = / d%% [(09)> + (0v)* — M?¢* — m*y* — Ap*] (1.188)

y vamos a verificar el cumplimiento del teorema 6ptico a orden A\? en el caso particular

1
Im My = 5 / drps (27)*0* (P — Panal) [ Muy—es|’ (1.189)

donde el factor de volumen es

d’py &’py 1
(271')3 (271')3 4E1E2

A1 ps = (1.190)

Para la parte derecha de la ecuacion, solo necesitamos calcular el diagrama de
interaccion en tree-level, por lo que es trivial obtener | M, _,4s|* = A%, Trabajamos en

el centro de masas de la colision, por lo que los cuadrimomentos son

Py = (m,ﬁ)
Doy = (E@ﬁ) (1.191)
Pg, = (E¢>7 _ﬁj

donde ya hemos tenido en cuenta que vamos a utilizar inmediatamente la parte espacial

de la delta de Dirac de la ecuacion. Asi, la parte derecha de la ecuaciéon toma la forma

)\2 [e%¢] p2

= [ dQ dp——5(m — 2E

327r2/ /0 e 2Ee
S AM?
327 m2

o) =5 [ s 20 -

O(m —2M)

(1.192)

donde se ha considerado [ d2 = 27 al ya haber tenido en cuenta la simetria de las
particulas.
Vamos a calcular ahora la parte imaginaria del propagador del v, corregido a

1-loop por su interaccién con ¢. El diagrama a calcular es

k—p
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donde la linea curva es un v y la recta un ¢, y se considera que los v estan on-shell con
masa m. El elemento de matriz es (usando los pardmetros de Feynman de la ecuacién

(1.185):

1 d*k i i
. _ = .)\2
M= 5N /(27r)4(k—p)2—M2—i—i6k2—M2+z’€

A2 [ Ak 1
- 3/0 d‘”/ (2m)* [k — (M2 — m2a(1 — 2)) + ie]?

Usando el método de regularizacién de Pauli-Villars con una escala de cutoff A

(1.193)

se obtiene la féormula de integraciéon

d*k 1 i A —ic
= — 1 1.194
/ Qi —A i 16m2 0 A2 (1.194)

que aplicada a este caso resulta en

P M? —m?z(1 — x) —ie
= — 1 1.1
M 327r2/0 dz log Az (1.195)

Observamos que si M? —m?z(1 —x) > 0, la integral es real y la parte imaginaria
de M es nula, por lo que podemos introducir un escalén a la integral y utilizar la
expresion

log(—A —ie) =log(A) —im, A>0 (1.196)

de forma que

2

1
ImM = 3)\—/ dz (m*x(1 — x) — M?) =
0

2

22 4M?
AT Il
327 m2

O(m —2M)  (1.197)

verificando el teorema éptico.

1.8. Renormalizacion

En esta seccion tratamos lo que hasta ahora habiamos escondido bajo la alfombra,
y es que QFT esta repleta de infinitos. Comentamos al calcular las funciones a 2-puntos
de los operadores compuestos del campo a escalar en el espacio de momentos que la
integral divergia, por lo que era necesario regularizar y que eso introducia una depen-

dencia con la escala p en la teoria. Todas estas ideas se enmarcan en la renormalizacion

de QFT.
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No indagaremos aqui en el tratamiento general de los infinitos y su correcta re-
normalizacion, pues el tema es tremendamente denso y esté lleno de matices y detalles.
Nos referimos a cualquiera de las excelentes referencias de la bibliografia para ello. Sin
embargo, vamos a aplicar aqui las lecciones de estas referencias para renormalizar dos
teorfas: la cldsica ¢* y una teorfa un poco mas peculiar con simetria O(N) y un limite

large N interesante.

1.8.1. ¢* en 4d

Vamos a renormalizar a 1-loop la teoria ¢* en d = 4 — ¢ y vamos a calcular la

dimension anémala de ¢"(x). La accién es (notar que trabajamos en el euclideo)
a (1 2, 9 4
S=[d% 5(8@5) + Z¢ (1.198)

Vamos a considerar la versién masiva de esta teoria (tomando el limite sin masa si
en algun caso es necesario), pues la masa funciona de manera natural como regulador,

simplificando la renormalizacién, de manera que la acciéon pasa a ser
i (1 2 M 5 g 4
S= | d% 5(8(;5) + 7¢ + Egb (1.199)

Introducimos constantes de renormalizacién Z; = 1 4+ §; que relacionan los cam-
pos y constantes de acoplo renormalizadas con las presentes en la accion de la teoria

(denotadas a partir de ahora por un superindice °) en la forma

00 =/ Zop, m° = Zum, g° = Zy*~g (1.200)

donde la escala u se introduce para hacer g adimensional. Ademas, introducimos tam-

bién la notacion

Zy =2} 2y, Zy = 247} (1.201)

de forma que a primer orden se tienen las relaciones

Las reglas de Feynman son:
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1

Propagador ¢¢p: ——
pag ol e

Vértice ¢*: —pfg

Contratérmino ¢¢: —(d4p* + 01m?)

Contratérmino ¢*: —ufgd,

El diagrama del propagador a 1-loop es

y su elemento de matriz (usando (1.223)) es

[ A% 1 gm? . om? 1
— g/ (27) k2 + m? = _3271'2F< -1+ 5) +0o(1) = 62z ~+o(1) (1.203)

Asi, se tienen los contratérminos

g 1

Gy = olg?), b = 75

(1.204)

y la primera correcciéon en ¢ se obtiene a 2-loops, lo que significa que la dimensién
andémala de ¢ aparece a 2-loops. Veremos que no es asi para los operadores compuestos
¢"(x), con n > 1.

Uno de los diagramas de interaccién ¢* a 1-loop es

k

k—p

y su elemento de matriz es

1262/ k1 1
oM Ak 2k
2 m)* (k—p)* k

(2
1 1
2,u K / dx/ k2 + x(1 — z)p?)? B (1.205)

g° g 1
_ r(< 1 1
3972 (2)““ Tomzz Tl
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Los otros dos diagramas se obtienen permutando las patas externas (diagramas
de scattering s, t y u), y dan el mismo resultado, de forma que se multiplica el anterior

por 3 y el contratérmino es

3g 1
09 = - 1.206
7 16m2e ( )
Obtenemos asi las correcciones a la masa y a la constante de acoplo:
51 q 1 3g 1
Opp = — = —>——, 0, =0y = - 1.207
2 32r2e’ Y P 16nle (1.207)

La introduccion de la escala p se realiza de forma arbitraria: es una ambigiiedad
en la descripcion de la teoria. Por tanto, las constante de acoplo y la masa que aparecen
en el lagrangiano de la teoria no pueden depender de u. Asi, las funciones § de m y g

se obtienen a partir de

dg° pdéy By
= u-L =7 el ] 1.2
" gug(€+ngM+g (1.208)
dm? 5 9 i ddy B
— 0 g o 1 Cm | Tm 1.2
0=p 1 “m 7 du +m2 (1.209)

con lo que a primer orden en ¢

3g°
bo = =20+ 143
g T (1.210)
fm = 1672

El flujo del grupo de renormalizacion se puede observar en la Figura 1.1, donde

se observan la recta repulsora g = 0 y los puntos fijos (m, g) trivial (0,0) y no trivial

1 2

Definimos la renormalizacién de ¢(z)" (n > 1) como

(@) = Zend" (@), Zon = 1+ 5 (1.211)

y su dimensién anémala (a primer orden) como

= - 1.212
L eyl (1.212)

1
Podemos introducir al lagrangiano un término de la forma ——'ngS", entendiendo
n!

o como un campo escalar, de forma que introducimos un nuevo vértice con constante
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Figura 1.1: Flujo del grupo de renormalizacién en ¢* con e =1 (d = 3).

de acoplo 1 y contratérmino dgn.
Tendriamos asi en el caso n = 2 el siguiente diagrama de correcciéon al vértice

introducido con 1-loop (la linea curvada representa a o):

k

k—p

que tiene elemento de matriz (calculado inmediatamente por su similitud al vértice de

cuatro patas ya computado):
g 1
My =—"—-+0(1) (1.213)

La generalizacion a n arbitrario es automatica, pues simplemente hay que elegir
2 de las n patas para incluir el loop y dejar las otras n — 2 libres, de forma que el

elemento de matriz es

_ n! _n(n—1) B g
M, = 2(n — 2>!M2 =T My = EET I +o(1) (1.214)

Asi, los contratérminos son
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y la dimensién anémala (a primer orden)

n(n—l)@:n(n—l)

3072 3072 Y (1.216)

Yn = —

que en el punto fijo no trivial toma la forma

o= 20D, (1.217)
6
y en concreto en € = 1 (d = 3):
-1
by = M=) (1.218)
6
1.8.2. O(N) en 6d
Consideramos la teoria en d = 6 — ¢ dimensiones con accién
1, - 1 -
S = /dd:v (5(8@2 + 5(80)2 + %ang + %03) (1.219)

con gg un vector N-dimensional. Es claro que por la estructura de las interacciones esta
teorfa tiene simetria O(/N). Vamos a calcular a primer orden las funciones  de ¢1 y go
y los puntos fijos del grupo de renormalizacién.

Introducimos constantes de renormalizacién Z; = 1 + §; que relacionan los cam-
pos y constantes de acoplo renormalizadas con las presentes en la accion de la teoria

(denotadas a partir de ahora por un superindice °) en la forma

6—d
=26, 0° =250, 6} = Zy,1i'T g1, 98 = Zypii"* g5 (1.220)

donde la escala p se introduce para hacer g; y go adimensionales y la normalizacion
se realiza sobre ¢ y no sobre sus componentes para respetar la simetria interna de la

teoria. Ademas, introducimos también la notacion
= Zg L\ L, Zy = Ly Zx\ Iy, (1.221)
de forma que a primer orden se tienen las relaciones

591 :51—(5¢——U, (592 :52—— (1222)
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Las reglas de Feynman son:

51

» Propagador ¢!¢’: >
p

= Propagador oo I%
» Vértice ¢p'¢?o: =112 1

» Vértice coo: —p g,

» Contratérmino ¢'¢”7: —d;;p%ds

» Contratérmino oo: —p?é,

» Contratérmino ¢'¢”o: _6[J/,L%gl(51

, . £
» Contratérmino ooo: —puzgodo

Vamos a calcular los contratérminos. Para ello, vamos a calcular en primer lugar
la correcciéon al propagador de un ¢ de cuadrimomento p a través de la interaccién con

un o virtual. El diagrama es (las lineas rectas representan ¢ y las curvas o)

y su elemento de matriz se obtiene usando los parametros de Feynman y la formula de

/ (gwl;d E ; Ap ?@V) (ﬁ> () -

integracion

de forma que es

o a/ld / d%k 1
_ x -
g | (2m)d [k2 + 2(1 — z)p?]? (1.224)
01795D° /1 °
_ L-o)I(—145)+ol) =
6473 J, d$$( .73) ( + 2) +0( )
2,2
1
_51J91p L (1)
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Usando la correccion al propagador del contratérmino para anular la divergencia

se obtiene

2
97 1
5y = — - 1.225
¢ 19273 & ( )

El célculo de la correccion al propagador del o es idéntico, salvo por que el loop
puede estar formado por ¢, lo que contribuye con (d;791)> = Ng?, o por o, lo que
contribuye g5. Ademés, ambos diagramas tienen un factor de simetria 2, de forma que

el contratérmino es
Ngi + g3 5¢ _Ngi+g31

O0p =
2 g 384m3 ¢

(1.226)

Vamos ahora a calcular las correcciones de los vértices a 1-loop. Uno de los dia-

gramas para ¢'¢’c es

y4!

k + po

D2

y el elemento de matriz se obtiene usando dobles pardmetros de Feynman

1
e =), YT Ao

(1.227)

y la formula (1.223), de forma que es

s 3/ % 1 11
PEZIC T @y (k- p1>2<k+pz>2k2‘

1
1
= —O1n% g} dw/ dy/ = (1.228)
0

(pia? + p3y?)]3
61793 Srgs 1
)=ttt
T 1878 \2 6ams = Tl

Hay otro diagrama en el que el loop pasa a tener dos ¢ a la izquierda y un ¢ a la
derecha, de forma que el resultado es el mismo multiplicado por go/g;. Asi, anulando
la divergencia con el contratérmino se obtiene

5 9t + 91921
= it 921

1.22
6413 ¢ ( 9)
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El vértice formado solo por ¢ tiene la misma estructura a 1-loop, con dicho loop
formado completamente por o (contribuyendo g3) o por ¢ (contribuyendo Ng3), de
forma que el contratérmino es

_Ngt+g} & Ngigy'+g51

1) -
2 g g1+ 19 6473 €

(1.230)

Recuperando a partir de los contratérminos calculados la expresion de las desvia-

ciones asociadas a las constantes de acoplo segin (1.222) tenemos

3(N — 2 1247 1 g?goN — 4g3N — 343
gl( 8) + 9192 g1g27 592 — _glg2 gl 3g2 (1231)

1
cgr 76873 0o 25673

591 =

Las funciones S de las constantes de acoplo se obtienen a partir de la invarianza

de escala de las constantes de la accién

dg c (pds e pdg
e [2g (Zidu+2+gidu (1.232)
de donde a primer orden en ¢
By, Wy = 9 e, T 95 gﬁglagl 95, " (1.233)
con lo que finalmente
e gl (N =8)+gqig5 — 12g79n
/Bgl - __gl + 3
2 681 (1.234)
B = gy 992N — 491N = 39,
92 = T2 25673

El flujo del grupo de renormalizacién tiene dos comportamientos diferentes, de-
pendiendo del valor de N. El primero de ellos ocurre para N < 1039, situacién en
la que hay dos puntos fijos, el trivial atractor en (0,0) y un punto de silla. Se puede
observar este flujo en la Figura 1.3.

El otro régimen ocurre para N > 1039, situacién en la que ademés de los puntos
fijos del anterior, aparecen cuatro nuevos, dos puntos de silla y dos repulsores. Se

presenta el flujo en la Figura 1.3.
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Figura 1.3:

(d = 5).
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Flujo del grupo de renormalizacion en la teoria con N = 5000, ¢ = 1



Teorias Conformes

Pasamos ahora a trabajar en una cierta clase de QFTs de interés. Estas son las
teorias conformes, en las que el grupo de simetria se ve mejorado, pasando del grupo
de Poincaré al grupo conforme.

La renormalizaciéon hace evidente su importancia, pues hemos visto como los
infinitos esconden una dependencia con respecto a una escala de energia, y que las fun-
ciones 3 controlan esta dependencia, dando lugar a teorias que no depende de escalas
en los puntos fijos del flujo asociado a estas funciones. El punto de vista wilsoniano con-
sidera una descripcion efectiva a energia p de una teoria que tiene modos de momento
mayor que i cuya descripcion microscopica se desconoce. Desde esta perspectiva, la re-
normalizacion consiste en estudiar el flujo desde una teoria conforme en el ultravioleta
(altas energias, teorfa microscépica) a otra en el infrarrojo (bajas energias, descripcion

efectiva).

2.1. Transformaciones conformes

El primer paso es describir el grupo conforme, e igual que se hizo con Poincaré,
sus representaciones irreducibles. Decimos que una transformaciéon de las coordenadas

es conforme si el tensor métrico cambia como
= = QP (2.1)

donde €2 es una funciéon que reescala la métrica de Minkowski localmente.

Podemos deducir la forma explicita de las transformaciones conformes infinitesi-
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males en d dimensiones tomando el ansatz
o' =t + M (x) (2.2)

y exigiendo que se cumpla n’** = Q?n* a primer orden en e¥.
Damos primero la conclusion, y la justificamos en lo que sigue. En dimensién

d > 2 existen 4 tipos de transformaciones conformes infinitesimales:

Traslaciones: €,(z) = a,

Transformaciones de Lorentz: €,(z) = wu”, wy = —wy,

Dilataciones: €,(z) = ax,,

2

Transformaciones conformes especiales: ¢,(x) = 2(b- z)z, — b,

Las traslaciones y las transformaciones de Lorentz tienen Q? = 1: son transformaciones
de Poincaré. Las dilataciones tienen Q2 = 1 + 2a y las transformaciones conformes
especiales tienen Q(z)? = 1 4 4b,a*, restringiendo los posibles valores de « y b, para
que 2 sea positivo definido.

Vamos a ver la veracidad de estas afirmaciones. El tensor métrico se transforma
como (considerando que &* es infinitesimal y omitiendo la dependencia de las coorde-
nadas para mayor claridad)

ox'™ oz’

 OxP Ox°

iy

W7 = (T + D) (3 + 0 )T = 4 D+, (23)
e imponiendo 7" = %n* llegamos a
Ovep + Oue, = (2 = 1) (2.4)

Tomando la traza de la dltima ecuacién, es decir, multiplicando ambos lados por

n*, obtenemos 29,e" = d (2* — 1), lo que implica
2 2
Q% (x) =1+ a@,ﬁ“(ﬂc’) : (2.5)

2
Ovey + Ouey = E&,s"nw . (2.6)
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Derivando (2.6) respecto a z* y permutando indices, obtenemos las siguientes tres

expresiones
2 g
0,0,€, + 0,0,6, = Eﬁp&,e Ny
2
0,0, + 0,056, = Ed,&,&t"npﬂ (2.7)

0,0,6, + 0,06, = zﬁ,ﬁgeamp
y sumando las dos primeras y restando la tercera
20,0,¢,, = 2 (0,056 Ny + 0,05 Ny — 0,06 M,) (2.8)
donde, multiplicando por n*”, obtenemos
dd’s, = (2 — d)0,0,&° (2.9)
Derivando ahora respecto a x¥
do, 0%, = (2 — d)0,0,0,£7 (2.10)
y tomando la traza multiplicando n*”
2(d — 1)9%9,e" =0 (2.11)

Si d # 1 llegamos a 9*9,e* = 0. Usando esto en (2.6) tras aplicar 9* a ambos

lados

do? (8,6, + 0ue,) = 20°0,71,, = 0, (2.12)
y sustituyendo (2.10) en el lado izquierdo obtenemos
2(2—d)0,0,0,e” =0 (2.13)

y usando d > 2, 0,,0,0,¢ = 0. Esto implica que 0,7 estd restringido a ser de la forma
A+ B,z", con constantes Ay B,,.
Recuperando (2.8) y usando esta nueva informacion

1
0,06, = pi (BN + Bunpy — Bunwp) = 0,0,0,, =0, (2.14)
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lo que significa que las transformaciones infinitesimales son de la forma €, = a,+c, 2"+
bupr”x?, donde las constantes a,, ¢, ¥ b, pueden tener que satisfacer restricciones
adicionales. A simple vista, podemos forzar que b,,, sea simétrico respecto a vy p,
porque el producto de su parte antisimétrica y el tensor simétrico x”x” es 0.

Antes de verificar las restricciones, podemos usar (2.5) para calcular Q% a partir
de la forma general de €,,. Primero, d,e" = ¢, + V" a” +b", x”, y usando simetria y

definiendo da = ¢#, y db, = V", ,e" = da + 2db,x", que finalmente se convierte en:

)

Q*(x) = 1+ 2a + 4b,2" (2.15)

Ahora, volviendo a las restricciones, podemos observar a,, ¢,, ¥y b, indepen-

dientemente:

» £, = a,: Hasta ahora, cada ecuacién involucra derivadas de la forma d,¢,, lo que

significa automaticamente que esta transformacién es vélida, con Q?(x) = 1.

» ¢, = ¢, 2" Usando la ecuacién de primer orden (2.6) y la definicion anterior de
a, podemos ver que este factor estd restringido como ¢, + ¢, = 2am,,, lo que
significa que la parte simétrica de ¢, es una traza y su parte antisimétrica no
estd restringida. Esto lleva a la descomposicion ¢, = an, + wu (W = —wiy),

de modo que tenemos dos tipos de transformaciones:

e, =ax,, con P(z)=1+2a, vy (2.16)

ep =W’ (W = —w,,), con Q(z) =1 (2.17)

» £, = by,,x"z”: Usando la ecuacion de segundo orden (2.8) y la definicién anterior
de b, podemos ver que este factor esta restringido como (teniendo en cuenta la

simetria de b, respecto a vy p):
40pCuvot” = 4 (0pbo” Ny + 0o MNpp — Oubo™Nup) = Cup = bpTuw 00—y,
y sustituyendo de vuelta en ¢,:

e = b’ z? + bynpa”a? — byny,x’x? = 2(b- x)x, — b“x2,
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finalmente obteniendo Q*(z) = 1 + 4b,z".

Para el caso de 2 dimensiones, tenemos un resultado fundamentalmente diferente

debido a que (2.6) se reduce a:
Ovep + 0uey = 0p€’ Ny (2.18)

Existe una biyeccion entre el conjunto de transformaciones conformes infinitesi-
males en dimension d = 2 y el conjunto de funciones holomorfas del plano complejo.

Podemos reescribir (2.18) como 0,71, + 0,1, = 0,6°n,,, para ver explicita-
mente el significado de las tres ecuaciones (una componente no es independiente debido

a la simetria):
s p=v=0:05"00 + 0’00 = (0o + 1" ) oo == e’ = D1’

» u=0, v=1:00+ de'n =0 = 9" = —@8061
oo

m U=V = 1: 81517]11 + 81517711 = (8050 + 8181) m1 = 8050 = 8181

Para ver la correspondencia nos interesa considerar una métrica euclidea, de manera

que haciendo la rotacion de Wick obtenemos

00’ = 01, (2.19)

01e% = —0pet, (2.20)
que son exactamente las ecuaciones de Cauchy-Riemann, lo que significa que, dada una

transformacién conforme en d = 2 (£°(t,z),e(t,z)) podemos construir una funcién

holomorfa compleja como f(z = it + z) = ie%(t, x) + &' (¢, x).

2.2. Generadores infinitesimales

Teniendo la forma explicita de las transformaciones infinitesimales, ahora pode-
mos buscar los generadores de dichas transformaciones. En particular, estamos tratando
de encontrar algtin tensor G, que pueda ser contraido con los factores que aparecen en

€, (nos referiremos a esta contraccién como € - G) y que satisfaga

et = gt 4 et + O(?) => iz Gat =" (2.21)
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Vamos a empezar suponiendo que d > 2. En este caso los generadores de las
transformaciones conformes infinitesimales pueden ser construidos explicitamente como

operadores diferenciales en la forma:
» Traslaciones: P, = —i0,.
» Lorentz: M, =i(z,0, — x,0,).
» Dilatacion: D = —iz*0,.
» Conformes especiales: K, = —i (2x,2"0, — 2*0,,)
Vamos a usar (2.21) para comprobarlo:

= Traslaciones: ia" P,x” = a”, lo que automdticamente implica iP,z” = ¢}/, lo cual

se logra si P, = —i0,.

= Lorentz: iw", M, "zf = w’ a”, lo que significa que 1M, "z” = 6z, lo cual se
puede lograr si M,” = —ix”0,. También es importante tener en cuenta que,
siendo w,,, antisimétrica, la parte simétrica de M, no contribuye a la contraccion.
Como consecuencia, es preferible definir M, =i (z,0, — x,0,), como un tensor

antisimétrico.

» Dilataciéon: iaDx* = ax*, donde la eleccién mas sencilla seria D = —i. Sin
embargo, queremos hacer explicita su naturaleza diferencial y su invariancia de

Lorentz como un escalar. Hacemos D = —iz*d,, logrando el mismo resultado.

» Conformaciones especiales: ib* K, z" = 2btz,z" — 2?b”, lo que implica iK, 2" =

22" — 04a?, lo cual se logra si K, = —i (2,270, — 2°0),).

Teniendo una realizacién explicita de los generadores de las transformaciones con-
formes infinitesimales, ahora podemos calcular las relaciones de conmutacion entre ellos
para obtener la estructura del dlgebra de Lie de la simetria conforme, abstrayéndonos
de la situacion fisica de las transformaciones del espacio-tiempo.

Esto es una simple cuestién de calculo (teniendo en cuenta que [z, z,| = [P, P,] =

0y [z, P)] = i), por lo que recogemos aqui el resultado. El algebra de Lie de las
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transformaciones conformes infinitesimales en dimensiones d > 2 tiene (d+2)(d+1)/2

generadores con las siguientes relaciones de conmutacién no nulas:

[D, P,] = iP, (2.22)
[D, K,] = —iK, (2.23)
[Kys )] = 2i (10, D — M) (2.24)
[Bp, Myw] = i (ol — 0o Pu) (2.25)
(K, M) = i (o Sy — M K ) (2.26)
(M, Mpo] = i (pMyuo + o Mup = NupMuo — 0o M) (2.27)

El grupo conforme generado por este algebra de Lie es isomorfo a SO(p+1, ¢+1), donde
Py q son, respectivamente, el nimero de coordenadas de tipo tiempo y de tipo espacio.
Para verificar el isomorfismo se puede obtener una representaciéon matricial de cada
generador Gy comprobar que e®®¢ estd efectivamente contenido en SO(p +1,q + 1).

Volvemos ahora al caso d = 2 en el que habiamos visto que las transformaciones
infinitesimales podian ser vistas como funciones holomorfas del plano complejo. Asi,
nos olvidamos de la notaciéon anterior y empezar a trabajar con transformaciones del

plano complejo del tipo

z— f(2), z— f(2) (2.28)

donde z es una variable compleja y f es una funciéon holomorfa. Escribimos explicita-
mente la segunda ecuacién porque es interesante ver el sistema como dos copias del
plano complejo, de modo que tenemos coordenadas z que se transforman bajo funciones
holomorfas f y coordenadas independientes Z que se transforman bajo funciones anti-
holomorfas f. Con esta configuracién, podemos forzar en cualquier momento que Z sea
el conjugado complejo de z, recuperando la estructura isomorfa de las transformaciones
conformes.

Vamos a generalizar atin mas nuestra construccién permitiendo que las funciones
sean meromorfas en lugar de holomorfas. De esta manera, podemos usar la forma

general de la expansion en serie de Laurent

F2) =)z, f(2)=) a," (2.29)

nez neL
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lo que nos permite estudiar transformaciones infinitesimales en la forma
2= z2+en(z), Z—Z+E,(2) (2.30)

con €,(2) = —apy 12", E,(2) = —@p 12" y coeficientes infinitesimales a,41 Y Gpy1-
Podemos encontrar generadores usando la ecuacion (2.21). En particular, estamos
tratando de encontrar [, tal que [,z = —z""!, donde hemos omitido los coeficientes

numéricos por conveniencia. Claramente, los generadores son
_ +1 T =ntl
L,=-2""0,, L,=-2z""0; (2.31)

Vamos a calcular los conmutadores de los generadores del lado holomorfo:

LyL, =2"70,(2"10,) = (n+ 1)z"" 19, + 2292 —
(2.32)
= [Lp, L] = (n —m)2™" 10, = (m —n)Lpyn
La parte antiholomorfa es analoga, dando como resultado exactamente el mismo
conmutador y es claro que [L,,, L,] = 0. De esta manera podemos afirmar que el algebra
de Lie de las transformaciones holomorfas y antiholomorfas en C x C es A @ A, donde

tanto A como A son isomorfas al dlgebra de Witt y conmutan entre si. El algebra de

Witt tiene base {L, |n € Z} y relaciones de conmutacién
(Lon, L] = (m — 1) L (2.33)

A continuacién vamos a probar un resultado crucial para la cuantizacién de las
teorias conformes en 2d: la tnica extension central del dlgebra de Witt (esto es, la
adicién no trivial de un generador que conmute con el resto) es el dlgebra de Virasoro,
con base {L, |n € Z} U {1} y relaciones (c € R es la carga central)

1,L,]=0

. (2.34)

[Lpy, Lin] = (n —m) Ly + E(n —Dn(n+ 1)0pymol

Vamos a denotar el conmutador del algebra de Witt como |, ], y el conmutador

del dlgebra de Virasoro como [, ]. El dlgebra de Virasoro V, siendo una extension central
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del dlgebra de Witt A, va a tener la forma V = A@®c1, con carga central ¢, y relaciones

[1,L,]=0
(2.35)
[Lm Lm] - [Lnu Lm]w + f(Ln, Lm) cl
donde f es una funcién a determinar.

Debido a las propiedades de los conmutadores, f debe ser bilineal y antisimétrica

f(Lyn, L) = —f(Lm, Ly), y satisfacer la siguiente identidad de tipo Jacobi

f(Ls [Lony Lyplw) + f(Lp, [Lny LinJw) + (L, [Lp, Linw) = 0. (2.36)
Usando estas propiedades llegamos a:

f(L()v [LmaLn]w) + f(an [LOa Lm]ﬂf) + f(Lma [Lna LO]w) =
= (n—m)f(Lo, Limyn) + (M +n) (L, L) =0 = (2.37)

n—m

= f(Lm, Ly) = m+nf(L0,Lm+n), sim+n#0

Empleando esta informacién podemos construir para cualquier k£ # 0 una nueva

funciéon
9(Ly) = W (2.38)
de modo que f(Ly,, Ly) = —g([Lm, Ly]) para cualesquiera m + n # 0.
También definimos
oLg) = L) (2.39)

con lo que podemos definir para cualquier n y m la funcion h(L,, L,,) = f(Ln, Lm) +

9([Ln, Lin)).
De la definicién de h obtenemos automaticamente que h(L,, L,,) = 0 siempre

que m +n # 0, de modo que
h(Ly, L) = h(Ly, L_p,)0m1n0 (2.40)
Ademaés, h(L,, L_,) puede determinarse por induccién, dando el resultado
h(L,,L_,) =Xn—1)n(n+1) (2.41)

donde M\ es una constante arbitraria.
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El dltimo paso (que es puramente algebraico y no probamos aqui) consiste en ver
que si en la definicién del dlgebra (2.35) se reemplaza f por h, se obtiene un algebra
isomorfa, de manera que (absorbiendo A en la definicién de c) se obtiene el dlgebra de

Virasoro.

2.3. Operadores y campos

Las CFTs se estudian de una manera mucho mas abstracta que las QF Ts genéricas
debido a las restricciones impuestas por la simetrias. Vamos a exponer las principales
ideas, sin entrar en excesivo detalle ni en derivaciones, y restringiéndonos al caso d > 2.

En primer lugar, se definen los operadores primarios como aquellos que transfor-
man de manera sencilla bajo las transformaciones conformes. En concreto, un operador
primario O(x) de dimensién conforme A y spin s estd definido por las siguientes rela-

ciones de conmutacién

[D,0(x)] = (A +z-0)O(x) (2.42)
[Py, O(2)] = 0,0(x) (2.43)
[K,,O(z)] = (2°0, — 2x,2 - 0 + 21,A)O(x) (2.44)

(M, O(2)] = (2,0, — 2,0, + Sy) O() (2.45)

donde S, estd asociado al spin interno del operador.

Los operadores secundarios se obtienen actuando con los generadores de trans-
formaciones conformes sobre los operadores primarios.

Ademas, en las CFTs los operadores locales O(z) estén intrinsecamente relacio-
nados con los estados del espacio de Hilbert de la teoria. A esta relacién se le denomina

correspondencia operador-estado. Dado un operador O(z) podemos asociarle un estado

|0) = 0(0)|0) (2.46)

donde |0) es el vacio de la teoria (el estado que es invariante bajo todo el grupo con-
forme). Este estado |O) se interpreta como el creado por la insercion del operador O
en el origen.

Dada la invariancia traslacional, podemos generalizar esto para un punto z arbi-
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trario:

O(x)) = O()[0) (2.47)

El proceso puede invertirse. Dado un estado, es posible identificarlo con la inser-
cion de un operador local en algin punto del espacio-tiempo.

Esta idea puede entenderse matizarse mejor mediante la cuantizacion radial: apro-
vechando la invariancia conforme puede transformarse el problema en el espacio-tiempo
usual a uno en el que la coordenada temporal se identifica con una coordenada radial
y las espaciales con sus asociadas coordenadas angulares.

De esta forma el operador de dilatacion D, que se encarga de las transformaciones
que escalan las coordenadas, pasa a ser el analogo al generador de las traslaciones

temporales en QFT ordinaria, ya que su actuacion
Dat = \at (2.48)
se convierte en términos de la coordenada radial r en
Dr = Ar (2.49)

y deciamos que la coordenada radial se identificaba con el tiempo en el espacio-tiempo
de Minkowski. Es por esto que D cumple el rol del hamiltoniano, y en lugar de etiquetar
los estados por su energia, lo hacemos a través de su dimensién conforme A, esto es,

el autovalor con respecto al que escalan bajo la actuacién de D, especificamente
D|A) = A|A) (2.50)

Desde este punto de vista, dado un estado |O) preparado sobre la esfera S%—1,
puede evolucionarse con D hasta que el radio tienda a 0, y de esa forma identificarse

con la inserciéon de un operador local en el origen, definiendo asi el operador O(0).

2.4. Correladores, OPE y simetria de cruce

Los correladores de las CFTs estan muy restringidos por la simetria. De hecho,
si hablamos de operadores escalares (sin spin), las funciones a 2- y 3-puntos estan

completamente determinadas por la dimensién conforme de los operadores (a falta de



64

constantes de normalizacién y estructura).
La funcién a 2-puntos para dos operadores escalares primarios O; de dimensiones

escalares A; esta dada por

(0i@)0, ) = — s, (2.51)

R

donde N, es una constante que depende de la normalizacién de los operadores.
Que la dependencia en posiciones se reduzca a |x—y| es sencillamente consecuencia
de la simetria Poincaré, pero la proporcionalidad especifica viene determinada por la
simetria conforme. Esto se debe a que si realizamos una transformacion de escala
r — Az, la distancia |z — y| escala como A|x — y|, y la funcién de correlacién se

transforma como

(0i(A2)0;(My)) = XA™*2(0i(2)O;(y)) (2.52)

lo cual es consistente con las dimensiones conformes de los operadores y la actuacion
del generador de las dilataciones D.
Si consideramos operadores con spin, el correlador incluye estructuras tensoriales

adicionales. Explicitamente, para un operador con spin s tenemos

Noly,pgn-v, (T —y
(O 0100 (1)) = Ot ) (2.53)

donde I, .., ., (x — y) es una estructura tensorial que depende de la separaciéon
(x — y) y respeta las simetrias del espin del operador.
De la misma forma, dados tres operadores primarios O; con dimensiones 4;, la

funcién a 3-puntos toma la forma

0123
<Ol(33)02(y)03(2)> = |$ _ y|A1+A2,A3’y _ Z|A2+A3*A1’Z _ $‘A3+A1*A2

(2.54)

donde Cj;i, son los coeficientes de estructura de la teoria. Son constantes funda-
mentales que caracterizan la teoria y determinan la amplitud de las interacciones.

Estos coeficientes estan muy relacionados con la expansion del producto de ope-
radores (operator product expansion, OPE), que es una herramienta fundamental en el

estudio de las CFTs, pues permite expresar el producto de dos operadores locales como
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una suma de operadores locales, dotando al dlgebra de operadores de estructura!l.
Formalmente escribimos la OPE entre dos operadores locales O;(z) y O;(y) (cuan-

do la separacion entre z e y tiende a 0) como
O;(z Z CE(z — y)Ok(y) (2.55)

donde Cjji(x — y) son los coeficientes de la OPE, que dependen de la separacién = —y
y Ok(y) son otros operadores locales de la teoria.

Los coeficientes de la OPE C’fj (x—y) contienen informacién sobre las dimensiones
escalares de los operadores y la estructura conforme de la teoria. En concreto, para

operadores escalares primarios los coeficientes tienen la forma

Cijik
Cijr(z —y) = EEpyr Yy (2.56)

donde Cjj;, son los coeficientes de estructura.

La OPE es 1util para estudiar correladores, simplificAndolos en términos de fun-
ciones a menos puntos. El ejemplo mas sencillo consiste en considerar una funcion a
3-puntos (O;(2)O;(y)Ok(2)) y Usando la OPE, podemos expandir el producto de O;(z)
y O;(y) alrededor del punto y. El correlador se convierte asi en una suma de funciones

a 2-puntos

(0i(2)0;(y)O Z%z (@ = y)(Oi(y)Ok(2)) (2.57)

La funciones a cuatro puntos adquieren cierta libertad, pero se puede expresar

de forma compacta en términos de los ratios u y v

2 .2 2 .2
_ T1aT3y _ T1aTa3 (2.58)
Cxal,’ a2l '
13724 13724

donde z;; = z; — x;. Estos ratios son invariantes bajo transformaciones conformes y
capturan toda la informacion sobre las 4 posiciones que no es borrada bajo transfor-
maciones.

Dados cuatro operadores primarios escalares O; con dimensiones A;, la funcién

!También se utiliza en QFT. Las teorfas cudnticas de campos (o parte de ellas) pueden entenderse
desde un punto de vista abstracto, como una teoria algebraica de operadores. Los campos y sus
derivadas serian elementos de un algebra y la OPE serfa la regla de multiplicacién de la misma. En
CFT la simetria conforme establece restricciones sobre la forma que puede tener este producto, y por
tanto simplifica la OPE.
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a 4-puntos toma la forma

G(u,v)
Ol T (92 i) 03 x3 04 Ty)) = NEY
(O1(21)Os(2) O3 (23) Os (4)) )T (g2 )

(2.59)

Az+Ay

donde G(u,v) es una funcién que solo depende de los ratios u y v.

La simetria adicional de las CFTs se manifiesta también a través de la simetria
de cruce (crossing symmetry), que es el hecho de las funciones a 4-puntos deben ser
invariantes bajo las permutaciones de los puntos de insercion. Esto da lugar a las
siguientes ecuaciones de simetria
u 1
- =
v v

G(u,v) =G ( ) = 2RI G (v, u) (2.60)

que restringen severamente la forma de G(u,v).



Sector de gran carga en el punto fijo
de Wilson Fisher de O(2)

Consideramos la teoria de N campos escalares con simetria global O(N) en d =

4 — € con accion
1 m? g
S= [ d" @ |0g]* — =8> — ==|o[* 3.1
[ ata (Gloor - o - £ (3.)
Calculamos en (1.210) que estd teoria en el caso N = 1 tiene un punto fijo de

Wilson-Fisher en m =0y

16 167> 3272 3272

IWE= 13 T 79 T N+s©

(3.2)

Realizando el calculo andlogo en N arbitrario es sencillo comprobar que la féormula
anterior se cumple para cualquier N, no solo para N = 1.

Ademads, de nuevo en O(1) habiamos comprobado en (1.216) que la dimension
anémala de ¢" iba como y4n ~ gn?. Esto sigue cumpliéndose en O(N) arbitrario, y

esto sugiere la existencia de un limite doble al estilo 't Hooft
g—0, n— o0, \A=gn=cte (3.3)
Vamos a trabajar en la teorfa O(2) en el limite sin masa, explicitamente en
5= [t (9005 - 4007 (3.4)

Nos interesa calcular correladores a dos puntos de la forma (¢™(x)¢™(0)). Estos
operadores tienen simetria U(1), y llevan asociada una carga n y m, por lo que son

automaticamente ortogonales para n # m.
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3.1. Funcién a dos puntos (¢"(x)¢"(0))

El primer método es diagraméatico, pues gracias al limite es posible determinar
los diagramas dominantes y resumarlos.

En primer lugar, notamos que el diagrama de burbuja

se anula, puesto que tiene dimensién 2 y ninguna dependencia de momentos exteriores,
de manera que deberia ser proporcional a m?, que en la teorfa critica es 0. Esto implica
que podemos ignorar cualquier diagrama en el que aparezca una burbuja.

Como g — 0, vamos a estudiar los diagramas orden a orden empezando por o(g),
puesto que a orden o(1) simplemente tenemos los dos puntos de insercién conectados
por n propagadores ¢¢.

A orden g, el diagrama a considerar es el siguiente:

Observamos que simplemente se ha insertado una interaccién ¢>¢? tomando dos
propagadores desde la insercién izquierda y dos desde la derecha. A este orden no hay
mas posibilidades. Notar que el factor de simetria del diagrama es n!’;—;, donde k es
el nimero de propagadores sin interacciéon, en este caso k = n — 2, de manera que el
factor es nln(n —1).

Pensemos ahora en o(g?). Existen cuatro diagramas, dependiendo de la forma
en la que se conecten los propagadores con las dos interacciones. Sin embargo, basta
razonar que en el limite n — oo dominaré el diagrama que tenga un menor k, es decir,
el que méas propagadores vea involucrados en las interacciones. Es sencillo argumentar
que este valor de k es n — 4, y que hay un tnico diagrama que lo satisface, siendo este

el que ya vimos para orden o(g), con la estructura del vértice inferior apareciendo dos

veces en lugar de una.
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Este argumento generaliza a o(g™), siendo el tnico diagrama dominante el que
reproduce la estructura inferior m veces, con un valor k = n — 2m.

Vamos a denotar por K,, a la expresion del diagrama dominante de orden o(g™)
obviando factores de interacciéon y simetria. Asi, en el espacio de configuracién podemos
escribir

Km:G(O,x)"( L / d4zG(0,z)2G(z,x)2>m (3.5)

G(0, )

de manera que podemos escribir K, = G(0,x)"K™, donde denotamos

1 4 2 2
K= W/d 2G(0,2)°G(z, x) (3.6)

Con todo, podemos escribir explicitamente el correlador sumando todos los dia-

gramas dominantes

n/2
(@50 =l Y (i) e K (3.7

Los factores de simetria son los siguientes:

= (n!)? por la permutacién de los n correladores a cada lado.

1/(n —2m)! por la equivalencia al intercambiar los propagadores sin interaccién.

1/(2™)? por la equivalencia al intercambiar los pares de propagadores que conec-

tan a un vértice de interaccion.

1/m! por la equivalencia al intercambiar entre si los vértices de interaccion.

Usando la féormula de Stirling

|
" a8
n—o0 \/21mn (n/e)

se comprueba que en el limite n — oo se satisface

n! 9
— 3.9

(n —2m)! (3:9)
de manera que podemos escribir el correlador en la forma

-

)m (@) (O K (3.10)

(6" (@)8"(0)) = (6" (2)6"(0))o D — ( —

S| < —IinAK
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donde hemos escrito el correlador de la teoria libre que trivialmente es

(¢"(x)d"(0))o = n!G(0, z)" (3.11)

Ya calculamos en (1.38) que el propagador del campo escalar en la teorfa critica

sin masa es
1

G2 = Gy o

(3.12)

de manera que sustituyendo en K obtenemos la siguiente expresién integral (tras rotar

a signatura euclidea)

—ix? d*z
K= 3.13
1674 / 2z — 2)* (3:13)

Para regularizar la integral y extraer la divergencia logaritmica vamos a integrar

por partes tras usar que en d = 4

2A2
1 _iaﬂ (—logz A ) (3.14)

24 22

Para comprobar esta formula basta notar que dada una funciéon f que solo de-

pende de z? se cumple (notar que 9z =2z y que 0-z2 =4 en d = 4)
O*f =20 (2f) = 4(2f + 22f") (3.15)

y ademas, en el caso que nos interesa

_ log 22A?

1 — log 22A2
!
s =

4

1

f , 22 = =~ 2f (3.16)

z

De esta forma podemos expresar

d*z 1 4 1 , (log 22 A*
]0_/24(x—z)4__é_l/dz(x—z)4a ( 22 >_
1 1 log 22A? log 22A?
e N P O L
JEL <<x—z>4> 2 JRES

donde hemos tenido en cuenta que la férmula (3.15) también aplica a funciones que

(3.17)

solo dependen de (z — 2)2.

La divergencia logaritmica de la ultima integral es la asociada a z = 0. El desarro-
llo analogo puede hacerse también para extraer la divergencia de z = x, obteniéndose

el mismo resultado, de manera que basta con calcular el coeficiente del logaritmo en I
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y multiplicarlo por dos.

Reescribiendo en polares se obtiene

00 ™ c 02
Iy :—87r/ dzzlongAz/ ( sin” 0o =
0 0

22 + 22 — 2r2c080)3
* 2 log 22A?
= — 81° de—>"——
7 ), S

(3.18)

de donde podemos extraer la divergencia en z = 0 notando que el limite en z — 0 de

la primitiva es

1 2A2 21 2A2
—8n? (— h'm/dzz o8 ) _ T 08T +o(1) (3.19)

250 |22 — 223 o
Asi, teniendo en cuenta todas las consideraciones anteriores obtenemos

_ —iz* 27% log 2 A\?
1674 xt

+o(l) = 8_—7:2 log 22A2 + o(1) (3.20)

y finalmente podemos escribir el correlador como

n n _ n n _"7)\2 logz2A2 1
(¢"(2)9"(0)) = (¢"(2)9"(0))oe ™ 52r2 = m (3.21)
de donde extraemos que el operador ¢" adquiere la dimensién anémala
Apm=n|1+ A (3.22)
o =T B ‘

Se ha omitido la escala de energia A, pues simplemente refleja el cambio en la
dimensionalidad del operador al pasar de la teoria libre a la teoria con interaccion. Esto

se puede entender recuperando la escala en los correladores y trabajando de manera

adimensional
(bn(x) &n(o) (bn(x) (En(o) — A Jog 52 A2 1
<AA¢n B > — ( A An >0€ 322 ©8 — (47r2)2”x2A¢"A2A¢" (3.23)

3.1.1. Caélculo en métrica ¢""(zr) arbitraria

Vamos a generalizar ahora el calculo anterior a una geometria espacio-temporal
arbitraria con métrica euclidea ¢"". Esto nos permitird mas adelante considerar in-

serciones del tensor energia-momento sin mas que tomando una derivada funcional
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respecto de la métrica. De esta forma, la teoria tiene ahora acciéon euclidea

mn n n [
5= [ V|97 030, + €6+ 5 307 (321
Se toma & tal que la teoria con acoplo g sea conforme. El escalar de Ricci viene dado
por
R=—g™ [Finnrflfk - ankrfn} — 0Oy [gmnrﬁzk - gmkF:m} (3.25)
donde los simbolos de Christoffel son
U = 59 (O1gmr + Ok Gmi + OmGr) (3.26)

Utilizando la integral de caminos podemos escribir

@ @) = 5 [ 6@ e (327)

de manera que podemos reescribir el correlador como

- 1 _ g9
@@ = [ (3.28)
donde empleamos una accion efectiva en la que anadimos la contribucion de los opera-
dores restando log ¢"(z) y log ¢"(0). Teniendo en cuenta que podemos utilizar la delta

de Dirac para escribir la identidad f(y) = f(z)d(x — y) obtenemos

_ _ _ 5 - 5
Sy = /\/§ [gmn i @On® + ERPP + %(qbqb)z — n% logp —n ) log | (3.29)

donde hemos denotado por 6, a la delta de Dirac que se anula en todos los puntos
distintos de y.

Tomamos el siguiente reescalado del campo y de la constante de acoplo

O =+/np, gn=>\ (3.30)
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obteniendo la accién efectiva

Sefr = n( —logn + / \/E{gm" Ot + ERYY
(3.31)

Aegne_ 00 o &
+ 300 — = log —r(@lng

Vamos a considerar de nuevo el limite de tipo 't Hooft ¢ — 0, n — oo manteniendo
A fijo. De esta forma, dado que el correlador tiene la forma [ e~"), podemos aplicar
la aproximacién del punto de silla para dar un resultado en este régimen. Ademas,
consideramos que A es pequeno y podemos realizar un andlisis perturbativo, en el
que a primer orden despreciamos el término de interacciéon. Asi, podemos escribir las

ecuaciones del movimiento aproximadas

Oz

(0 —ER)Y = — . (9 —€ER)Y = — (3.32)
! 9(0) ’ 9(x)
donde 83 es el laplaciano en la métrica g.
Si suponemos conocida la funciéon de Green G9(z,y), solucién de
Sl —
(02 — ER)G(,y) = — 20— (3.33)
g(x)

entonces podemos escribir a través de ella las soluciones de las ecuaciones de movimiento

GOy sy W) (3.34)

N T O G50, )

ya que entonces se tiene

S5~ i) = ~ BT = - T (539

y andlogamente para la otra ecuacion.

Sustituyendo en la expresién de la accion efectiva, teniendo en cuenta que dy log 1) =
d:logy = $1og G(0, ) y que bajo la integral /g(g™" Ot + ERYn)) coincide con
—/9¥ (07 — £R)1, obtenemos el resultado

A
5 — —n(logn —1+1ogG?(0,2) — 1 /Cg) (3.36)
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donde el superindice sc indica que consideramos la acciéon semiclasica y definimos

9 — 1 9\2 g\2
K= G [ VaeRE (337

donde hemos denotado por G a la funcion GY9(-,y), y la integracion es directamente
euclidea.
Recordamos la aproximaciéon de Stirling logn! = nlogn —n+ o(logn), de manera

que en la aproximacion del punto de silla escribimos

1

(@"(2)6"(0))? = / e (¢ (2)gn(0))F e T (3.38)

donde hemos escrito el correlador de la teoria libre (A = 0), que es sencillamente
(0" (2)¢™(0))§ = n! G*(0, 2)" (3.39)

Tras tener en cuenta los factores asociados a la rotacion de Wick desde una sig-
natura espacio-temporal a una euclidea, observamos exactamente la misma estructura
que en el calculo diagramatico realizado en el espacio tiempo plano. De hecho recupe-
ramos el resultado al tomar ¢ = 6 y tener en cuenta que K = —ik?, por la rotacién de

Wick del primero.

3.2. Funcién a tres puntos (7% (z)¢"(z)¢"(0))

Gracias a haber considerado una métrica arbitraria podemos obtener una inser-

cién del tensor energia-momento en la integral de caminos derivando con respecto a la

2 595(2) (% / e—S"’)’g:6 - % / T (z)e5 (3.40)

donde hemos omitido el factor /g en el denominador al ser 1 cuando se fija g = 9.

métrica

De esta forma obtenemos que el correlador con el tensor energia-momento en la

teoria con un espacio-tiempo plano se puede escribir como

(T9(2)6" (@)6"(0)) = ~2:"— ((¢"(@)a"(0)?)

590 (2) (3.41)

g=0
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En primer lugar, notar que

(6(2)9(0))§ = G*(0, ) (3.42)

y por lo tanto la derivada funcional de la funcién de Green inserta el tensor energia-

momento

_ dG9(0,x)
4 95 (2)

Por otra parte, por ahora vamos a denotar a la derivada funcional de IC como

(T (2)$(x)$(0))o = (3.43)

g=9

dK9(0,x)

DY(z,2,0) = —2 59 (2)
ij

(3.44)

g=0
A partir de ahora siempre que se omita la g como subindice o superindice en cualquiera

de las expresiones que estabamos manejando significard que g = 9.

En la teoria libre obtenemos

(26 @) 0 = 25" (107 0)s) T
=1 (6"(0)5" (O T g 2 |
de manera que podemos escribir la relacién
MY (2, 2,0) = nMY (2, 2,0) (3.46)
donde hemos denotado
MU (z,2,0) = <Tiz'((;32b;;gfn)¢£>(0)> (3.47)

y anadido el subindice 0 para indicar que nos referimos a la teoria libre.

Comentamos con anterioridad como (en la métrica plana) el diagrama de burbuja
se anula al estar trabajando en la teorfa critica en la que m? = 0. Sin embargo, el
propagador de la teoria con interacciéon obtiene correcciones al renormalizar de orden
€2 ~ g% = A\?/n*. Podrfamos pensar que al estar derivando con respecto a la métrica
este propagador para obtener el correlador (T%(z)¢(x)$(0)) este también tendra la
primera correcciéon a un orden alto en la expansion en n — co. Sin embargo, lo que

se deriva son los propagadores en una métrica arbitraria y aqui la situacion puede ser
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distinta (el escalar de Ricci tiene dimensién 2 y en cierto sentido actia como una masa,
dando nuevas autocorrecciones). Veremos como no ser cautelosos con esto (por ahora)
nos pasara factura.

Hecha esta pequena discusion pasamos ahora a la teoria con interaccion

(T 0) =~ (0 @a e )| =
= ({98 @3 O~ DV 06 @O ) = (3)
— (6@ 0) (My(er0.0) - 3 D er0))
de manera que encontramos la relacion
ij _ if A pii(s .
M (z,2,0) =n (MLO(Z,JI,O) 4D (z, ,0)) (3.49)

Podemos continuar expresando D% en términos de los correladores introduciendo

la expresion explicita de K9 y aplicando la derivada funcional. Obtenemos

G(0,2)*G(z,1)?

DY(z,x,0) = —2K Mi{o(z,x, 0) — 6% 5 +

) ) G(O 7) (3.50)
+ W /d4y ( le,O(Z7 x, y) + M?LJ,O(’% Y, 0)) G(07 y)QG(yv I)Q
donde hemos usado que
0g g
=gg"”d, 3.51
69i(2) (3:51)
Asi, nos queda el resultado completo
g A iy py 1 0
anj(zﬁva) =n|{1+K ZIJO(vaao) t5A0 e —G(O,Z)QG(Z,ZE)Q

2 ’ 2G(0,2)%\ 2 (3.52)

= [ dty (Mo, + Mio(z0.0) G(O’”QG@’@Q)]

3.2.1. Comprobaciéon de las identidades de Ward

Es interesante comprobar si el resultado obtenido satisface las identidades de
Ward asociadas a las simetrias del grupo conforme. Para ello vamos a suponer que
./\/llf o las satisface, al ser el ratio de correladores de la teoria libre.

En primer lugar comprobaremos la identidad de Ward asociada a la simetria de
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escala. Suponemos que se cumple en la teoria libre
(51-]-./\/1"1];0(2, X1, T9) = Ag[&(z —21) +0(z —x2)] = [0(2 — 21) + (2 — x2)] (3.53)

donde Aj = 1 es la dimensién libre de ¢.
Con esto es facil ver que se cumple también dicha identidad de Ward para los

operadores de gran carga en la teoria libre
;Mo (2,11, 2) = A [0(2 — 21) + 0(2 — 23))] (3.54)

donde Agn = n es la dimension libre de ¢".

Deberia cumplirse en la teoria con interaccion que

61 MY (2,21, 72) < Apn[d(z —x1) + (2 —22)] =n (1 + A ) [0(2 — 1) + (2 — x2)]

32m?
(3.55)
Computando explicitamente obtenemos que
i A
8 ;M (2,21, 29) =1 {(1 + §IC> [0(z — x1) + 0(z — xa)|+
+ é;(2G(x 2)2G(z, 2)*+
2 G(z1,72)? v e (3.56)

= [ty e =) + 60z — ) + 26— ) G(xl,yfc:(y,xz)?ﬂ -
=n[d(z — x1) + (2 — x2)]

Podemos ver que no se cumple la identidad de Ward. Recuperamos la parte libre
de la dimensién de ¢™, pero la parte anémala no aparece.
Veamos antes que ocurre con la identidad de Ward asociada a las traslaciones,

que aceptamos en la teoria libre en la forma

aiz/\/llf;o(z, w1, 22) =D (2,21, 22) log((21)P(x2))0 = (3.57)

:Dj(z, x1, To) log G(z1, x2)

donde hemos denotado
D (z,21,22) = 6(z — 21)0), + 0(z — 12)07, (3.58)

Automaticamente se satisface para los operadores de gran carga en la teoria libre,
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puesto que

;M (2,21, 120) =nD? (2,21, 22) log(p(21)d(22))o = D7 (2, 21, T2) log(d" (21)d" (22))o
(3.59)

al ser (¢"(z1)¢"(w2))o idéntico a (¢ (x1)d(x2))2 salvo un factor n! que no contribuye al
derivar.

Deberia cumplirse en la teoria con interaccion que

07 MU (2,11, 13) = DI (2, 01, 25) log (6" (1) " (2)) =

— (82’./\/110 2,21, Tg) — %Dj(z,xl,xQ)IC) =
= |:<1+ K)ale O(Z xl;xQ)

/ Aty Glar, y)2Cly, 22D (2, 21, 22) log | Ger, )Gy, 22)]

2 m
(3.60)
Por un lado obtenemos
—8][G(x1, 2)%G(z,72)%] = G(w1,2)*G (2, 29)*0 log [G(z, 21)G (2, x2)] (3.61)
y por otra parte
01 (MY o(z,21,y) + Mo (2,9, 22)) =D (2, 21, 22) og[G (21, y) Gy, )]+ (3.62)

+6(z — )3 log [G(y, 1) G (y, x2)]

lo que nos lleva a

8§ /d41/ (Mi{o(za T1,Y) + Mlﬁo(Zaya l’z)) G(x17y)2G(3/75C2)2 =
:/d4yG($1ay)zG(ya@)QDj(Zaxl,@)IOg[G(xh?J)G(%@)]“‘ (3'63)
—8J[G(x1, 2)°G(z,22)°]

Juntandolo todo concluimos que se satisface exactamente la identidad de Ward

de traslacion.
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3.3. dend=3—c¢

Todos los argumentos anteriores se han realizado para ¢* O(2) en d = 4 — €. Se

pueden realizar de manera andloga en su hermana ¢® O(2) en d = 3 — ¢ con accién
S = / R (a¢aq3 _ %(gb&)?’) (3.64)
El limite que vamos a estudiar es
g—0, n— 00, A=gn?®=cte (3.65)

Notar en primer lugar que la doble burbuja

se anula por la ausencia de escala en la teoria. Asi, el diagrama dominante a o(g) en

este caso es

y la estructura de propagadores del dominante a orden o(g™) puede escribirse

m

K, = G(0,2)" (ﬁ / &2 G(0, Z)BG(z,x>3) (3.66)

0,x)
de manera que podemos escribir K, = G(0,x)"K™, donde denotamos

1 3 3 3
K= coa7 / &2 G0, 2)°G (2, 7) (3.67)

Y asi, tras introducir los factores de simetria y de los vértices podemos escribir
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explicitamente el correlador en la forma

n/2
n' — -
n n | _ n n —1 22 C
(0" (2)6"(0)) = n! Z —ig)" gy = (0" (@) (0))oe ™S (3.68)
El calculo de IC puede realizarse utilizando esta vez la expresion
1 1 2 + log 22A\?
— =0 = 3.69
23 2 ( z (3:69)
y teniendo en cuenta que el propagador es
Gly,z) = — (3.70)
PE T mly — ] ‘
de forma que (omitiendo los mdédulos) se obtiene
Ko /d3 ! ! Jog 2?A% + o1) (3.71)
e VA = xr 0] .
6473 2y —2)3  8n? &
y concluimos
n n n n /\2 logz2A2 1
(6"(@)6"(0)) = (" (@) Opoe 7 =N = e (372)
donde
Agn = 1+ A (3.73)
o =T 2482 ‘
El calculo en una métrica euclidea arbitraria se realiza con la accién
59 [ Vi[5 0m00,0 + eRbo+ Lb0)] (3.74)
y realizando el mismo procedimiento que en ¢* con las sustituciones
6= i, gn® =) (3.75)
llegamos a
A
i=-n <10gn—1+logG9(O x)—%ng> (3.76)
donde

9 — 1 9\3 g\3
K= G [ VaeRe (37



81

y la aproximacion del punto de silla nos lleva a

(0" (2)$"(0))? = (¢"(x)F"(0))§e 50K (3.78)

con el correlador libre

(@"(2)¢"(0))§ = nlG?(0,2)" (3.79)

Tenemos la misma estructura que en ¢*, por lo que es sencillo argumentar que se

cumplen las relaciones

MY (2, 2,0) = nMY (2, 2,0) (3.80)
M (z,2,0) =n ( Po(z,2,0) — %D”(z, x, O)) (3.81)

donde
G(0,2)2G(z,x)3

D¥(z,x,0) = —3K /\/llﬁo(z,z, 0) — 6% s+
5 G0, z) (3.82)
4 ij ij 3 3
+ G(Tx)g /d Y ( 1],0(27%9) +M1J,o(z7y70)) G(an) G(?/,ff)
de forma que obtenemos
. A i A 1 5%
i — s 1) AN 3 3
M (z,x,0) n[ (1+ 12/C> Yo(z,2,0) + 15 G(O,x)3( 3 G(0,2)°G(z,x) -

_ /d4y (Mi{o(z,x,y) + M’EO(Z,y,O)) G(07y)3G(y,x)3)1

3.4. Estudio de la simetria de escala

Volviendo a ¢?*, en esta seccién vamos a hacer un analisis més cuidadoso de la
simetria conforme de la teorfa y de la identidad de Ward asociada a la invarianza de
escala, dando varias ideas sobre la posible justificacion e interpretacion del no cumpli-
miento de la identidad a través del método que hemos desarrollado. Este es un trabajo
novedoso y en progreso, por lo que aun no se ha llegado a una conclusién concreta.

En primer lugar, hay que ser cautelosos en la dimension en la que se regulariza la
teoria, puesto que el punto fijo de Wilson Fisher esta presente solo en d = 4 — ¢ cuando
g ~ € con una proporcionalidad concreta, que depende del valor de N en O(N) y de
los convenios escogidos al escribir la accion de la teoria.

Ademas, estamos considerando el limite doble en el que ¢ — 0, n — co mante-
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niendo A = gn constante. Esto implica que también ¢ — 0. Sin embargo, considerar
directamente la teoria en d = 4 es un error, pues entonces la teoria conforme es la libre,
e introducir la interacciéon rompe la simetria. Para ser mds claros (entendiendo que
siempre que aparezca una g la sustituimos por ¢ = A\/n), regularizando en d = 4 — ¢
podriamos estar tentados de despreciar los términos proporcionales a €, pero lo que
deberiamos hacer es utilizar € ~ A/n y despreciarlo solo si no es dominante en la
expansion en n.

Dado que la aparicion de otro término a primer orden puede ser sutil, vamos a
realizar primero un analisis general. Comenzamos suponiendo la forma de la expresion
de los correladores de interés para ver a donde nos lleva la identidad de Ward. En el

caso del propagador suponemos que en la teoria plana tenemos

(¢9) = Graexp (—7, log 23,A?) (3.84)

donde para mantener una notaciéon sencilla, hemos omitido las dependencias de ¢ en
x1y de q; en o y denotamos Gi2 = G(z1,22) al propagador libre, 7, a la dimensién
anémala de ¢ y x19 = |71 — X2

En la teoria en un espacio tiempo arbitrario escribimos
(96)7 = Gpe™HHH ] (3.85)

donde las A9 es una funcién de los puntos de insercién x; y o que solo depende de A,
es decir, es o(1) en la expansién en n.

La consistencia entre las dos expresiones anteriores implica la relacion
A’ +o(n™t) = v, log 22, A (3.86)

En este punto podemos hacer uso de que 74 ~ € ~ \?/n?. Es decir, la dimensién
anémala de ¢ es o(n~?), lo que supone que A’ = 0. Es importante destacar que esto
no significa que AY sea nulo en general.

Vamos a escribir ahora los correladores para los operadores compuestos. En la

métrica plana tenemos

<¢n€5n> = n!GT, exp (_%b" log $%2A2) (3.87)
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y en una arbitraria

(6"6")7 = nl(Gy)e B o) (3.58)

donde empleamos una funcién B9 de los puntos de insercion z; y x5 que es o(1) en la

expansion en n. Ya sabemos por el limite semiclasico que
A 2
B9 = Zng + o(A\%) (3.89)

En lo sucesivo omitiremos las contribuciones de orden o(n™!).
Con esta notacion las identidad de Ward para la insercion en la funcion a 2 puntos

puede escribirse simplemente como

(To¢) = (1+75)(3:1 + 0:2)(¢0) (3.90)

y en el correlador de los operadores compuestos

(T6"6") = (n + 7) (321 + 022) (0" ") (3.91)

donde hemos denotado a las deltas de Dirac como 6,; = d(z — x;), y T denota la traza
del tensor energia-momento evaluada en z.

Para continuar vamos a definir la siguiente notacién compacta

)= 95,00
D(-) = —24;; 500 (2) . (3.92)
de manera que
(Tod) = D(¢pg)?, (T¢"¢") =D(¢"d") (3.93)

Calculando la derivada funcional de la funcién a dos puntos obtenemos
D(p9)? = (¢9) [D (log Gi,) — D(A?)] (3.94)
y usando la identidad de Ward podemos extraer la siguiente expresion
D (log GY5) = (1 4 7¢) (021 + 6.2) + D(AY) (3.95)

Calculando ahora en el correlador con los operadores compuestos y sustituyendo
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la anterior identidad

D(¢"¢")? =n (¢"¢") [D (log G*) — D(BY)] =

_ (3.96)
=1 (¢"¢") [(1+74) (021 + 022) + D(A? — B)]
con lo que podemos emplear la identidad de Ward para expresar
(Ygr — 176) (021 + 0:2) = n D(A? — BY) (3.97)

Esta relacién se satisface en cualquier teoria cuyos correladores vengas dados
por expresiones de la forma (3.85) y (3.88) y que satisfaga las identidades de Ward
asociadas a la simetria de escala (3.90) y (3.91).

Particularizando ahora a nuestro caso, podemos aprovecharnos de la expansion
en n (usando € ~ g = A\/n) para extraer informacién de la expresién anterior. Notando

que Yo es o(n) y que v, es o(n~?), inmediatamente podemos concluir que

A
D(A9 — BY) = 3.7 (6.1 + 0.9) + 0o(A\?) (3.98)

Una posible resolucion al dilema de la identidad de Ward de escala viene enton-
ces de que en el desarrollo de las anteriores secciones no estabamos considerando la
existencia de A9, debido a que no tiene analogo plano por ser A’ = 0. Esto supondria
la existencia de una correccion al propagador en teorias con métrica curva, que a pesar
de anularse en la teoria plana, es relevante para que se satisfaga la identidad de Ward
de escala. Esto puede parecer un poco extrano, y quizas no sea correcto, pero de todas

formas vamos a calcular cudl seria esta contribucién.

3.4.1. Posible correccién al propagador {(¢(x)¢(0))9

Vamos a aprovechar la simetria conforme de la teoria plana para calcular cudl

deberia ser la correccion A9 al propagador (¢(z)p(0))? en el limite doble.

Utilizamos que en la teoria plana los correladores a dos y tres puntos estan fijados
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por la simetria para escribir

(6(2)$(0)) =Ny ™22 (3:99)

(6" (2)0"(0)) =Nr 2728 (8-100)
(T(2)$(2)9(0)) =Cryg x> W (2, 2,0) (3.101)
(T9(2)8" (@)6"(0)) =Crrgnge a™%" WH(2,,0) (8.102)

donde W (z,z,0) solo depende de los puntos de insercién y de la dimensién de la
teorfa. No es necesario especificar la forma de los factores de normalizacion Ny y Nyn.

Si sera necesario computar los coeficientes de las funciones a 3 puntos, cosa que
podemos hacer en general aprovechando la siguiente forma de la identidad de Ward

para una transformacion infinitesimal € y una region acotada B

/ A5 (TR0 ) - Onlen))? — (T (O(0) . Onlam)] =

= Z {el(xk)ﬁf" + %Viei(xk) (O1(x1) ... O ()

xR €EB

(3.103)

que restringiendo a ¢ = 4, B la bola de centro 0 y radio r < |z|, €(2) = Az’ una

dilatacién infinitesimal y los operadores O(z) y O(0) se convierte en

% /| i A2 22, (T (2)O (1) O(0)) = —%w(x)@(o» (3.104)

Gracias a que la simetria de escala fija las funciones a dos y tres puntos podemos
escribir

CTO@ / dd—lz ZZ'ZjWij(Z, Z, O) = _ENOAO (3105)
|z|=r

que se tiene que cumplir para cualquier eleccién de r < |x|, por lo que podemos hacer

r — 0, limite en el que a primer orden se tiene

. d—1
2iziW' (z,2,0) ~ g > |zl =r =0 (3.106)

con lo que la integral es trivial y saca un factor r*~1S;_;, donde el area de la esfera

Sa1 es
27Td/2
Sd—l - W (3107)
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Asi, el coeficiente nos queda

Croo = ng_Alo Sdll (3.108)
Gracias a esto podemos escribir

(T9(2)p(2)0(0)) Ay W9(z,2,0)
G@o) A1 Sa (3109

(T (2)¢"(x)¢"(0)) _  Agn WY(z,2,0)
@) A1 S (8:110)

y concluir - - - -

(T5(2)6" (2)8"(0)) _ Age (TY(:)5(x)5(0)) i)

(on(@)on(0) Ay (d(x)e(0)
Si ahora confiamos en el calculo semiclasico que realizamos anteriormente, pode-

mos escribir (omitiendo a partir de ahora la dependencia en los puntos de insercion)
(¢"dm)9 = nl (G9) e~ & K (3.112)

donde la expansiéon en n — oo en la exponencial solo es fiable hasta o(1).

Utilizando la notacién compacta

3 5 ()
DY ()= -2 3.113
) 09ij(2) [ 4—s (8:113)
podemos calcular
(965) = DI = (e ) [DogC) — 3DV | (310
y usando (3.111) recuperar
L L nA¢ _ . A
DY {(pp)? = (T o) = A (9p9) | DY (log GY) — ZD” (K9) (3.115)
d)‘fl
Recordando ahora que Ay = 1+ o(n™?) y que
Agpn=n |1+ A +o(1) (3.116)
o= 3272 ¢ '
obtenemos )
nlg A _1
A <1+ 327r2> +o(n™") (3.117)
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de forma que podemos escribir

T ) g A
DY {pp)? = <¢—¢Z DY (log GY) — —D"(KY) (3.118)
1+ 5 4
donde hemos despreciado las contribuciones de orden o(n~!). Para ser consistentes con
lo anterior deberiamos quedarnos a primer orden en A, por lo que el denominador se
expande y despreciando o(\?) resulta

DY {p9)? = (¢9) [D"j (log G¥) — %Dij (K9) — 2 Dii(log GQ)} (3.119)

3272

Podemos recuperar este resultado si admitimos la siguiente forma del correlador

en la métrica arbitraria

(p)? = G exp (—2/69 — 1og(aG9)) (3.120)

3272

donde « es independiente de g y desaparece al derivar.

En términos de la notacion de la seccion anterior, este resultado se corresponde

con
A
9=_K9 g 2\ _ 139 ; )
A= K+ o5 5 log(alG) +0(M) = B + oS log(aGT) +0(X) - (3.121)
de manera que obtenemos
A7 = B = 5 1og(aG) + o(\) 122

3272

y la identidad de Ward de escala, expresada en la seccién anterior mediante (3.98) se

satisface a orden o(\) si

D(log G?) = 6.1 + 0,2+ 0o(N) (3.123)

lo cual se satisface por (3.95) al notar que v4 — 0 cuando n — 0o y que A es o(\).

Recordamos también que en la seccién anterior razonamos que A = 0. Podemos
utilizar esta condicion para determinar «, ya que conocemos la forma explicita de G y
K en la métrica plana. Obtenemos

1 1 949 o}
0=K+ o) log(aG) = 2 log z°A” + log (Wﬂ (3.124)
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por lo que basta con tomar

4 2
o= % (3.125)

El propagador dependiente de la métrica nos quedaria bajo estas hipdtesis en la

forma

(p(2)p(0))? = GY(x,0) exp {—EICQ(:U,O) — 3; lo <i2 GY(x, 0))} (3.126)

Para poner en contexto el resultado recordamos que estamos considerando la

teoria con accion euclidea

50 = [ Vi[9 0nd0n0 + R0 + 460y (3.127

bajo el limite doble n — 0o, g — 0 con A\ = gn constante. Hemos definido

K= ——= T (:z: 0)? /ddy\/ VGY(x,y)*G(y, 0)? (3.128)

donde GY(z,y) es solucién de

(05 — ER)G (2, y) = — (3.129)

3.4.2. Posibles términos de contacto

La resoluciéon del apartado anterior puede no ser correcta, pues podriamos ar-
gumentar heuristicamente que en el limite doble el propagador del campo escalar no
deberia recibir correcciones de orden o(\), estemos trabajando en la teoria plana o
en una métrica g, debido a que estdn suprimidas por n. Son los correladores de los
operadores de gran carga los que (precisamente por tener una carga comparable a n)
reciben estas correciones.

Esto nos lleva a buscar alternativas, y una que ha aparecido mas veces en la
literatura es la de una anomalia conforme que se manifiesta a través de términos de
contacto. En todo el desarrollo previo se ha considerado que los correladores solo te-
nian contribuciones con soporte en todo el espacio de configuracién, pues solo estas se
recuperan a través de la aproximacion del punto de silla y la derivacion funcional. Sin

embargo, en ocasiones la simetria conforme depende de contribuciones que tienen su
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soporte restringido a regiones restringidas del espacio de configuracién, normalmente a
través de la presencia de deltas de Dirac. Estos términos pueden denominarse locales,
de contacto o seagull, dependiendo del contexto.

Vamos a ver como las funciones a 3-puntos que estamos considerando admiten
este tipo de contribuciones, y como su adicién resuelve la ruptura de la identidad de
Ward conforme.

Pensando en esta identidad, la estructura de deltas que nos interesaria en el

término de contacto es
<02($2)03<$3)>[5(3§'1 — 1’2) + (5(1’1 — 1'3)] (3130)

y esta contribucion se puede recuperar en el formalismo de la integral de camino deri-

vando con respecto a las fuentes J* si se afaden a la accién los términos

3
Sy=Y_ / J'O; — c/ JH(J2O0, + JP0;) (3.131)
i=1

donde ¢ es un coeficiente arbitrario, ya que de esta manera se obtiene

B 6 [eo —(O1(21)Oy(2) O3 (3))+
6N (21)0J?(22)0. 3 (23) (3.132)

+ ¢ (O2(22)O3(23)) [0 (21 — 22) + 0(21 — 23)]

es decir, recuperamos lo que usualmente llamamos funcién a 3-puntos mas una contri-
bucién de la forma que necesitamos.

Para que este procedimiento sea valido necesitamos que la dimensionalidad de los
integrandos que hemos anadido sea d. Evidentemente tenemos que A ;i + Ap, = d, lo
que hace que la segunda contribucién lleve a A1 = 0, es decir, Ap, = d.

En nuestro caso, O; se corresponde con el tensor energia-momento, que efectiva-
mente tiene dimension d, lo que nos da un motivo para tomar en serio la adiciéon de
términos con deltas.

Vamos a sumar otra perspectiva con la que ganar mas confianza. Anadamos ahora

los términos

3
f] = Z/JlOl — / Jl (63J203 + CQJBOQ) (3133)
=1
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de forma que derivando funcionalmente se obtiene

B &% [ e
5J1($1)6J2($2)5J3($3)

=(01(21)O2(72)O3(3))+

CgNg

C2N 2

+ - - -
(z — x5)20

5(561 — 5133)

donde hemos usado que las funciones a 2-puntos de Oy y O3 estan fijadas por la simetria
conforme salvo factores de normalizacién Ny y Nj.
Realizando el mismo andlisis dimensional que antes obtenemos
Ap—Aop, +Ap, =0
(3.135)
Ap — Ao, +Ap, =0
de donde concluimos otra vez que A ;i = 0, pero ahora ademas la consistencia requiere
Ap, = Ap,. Esto conlleva (con una eleccién adecuada de cs y ¢3) que el correlador
obtenido a partir de S’; sea el mismo que a partir de 5.
En términos de la funciéon a 3-puntos que estamos estudiando en el limite doble,
O, v O se corresponden con ¢" y ¢", de manera que las dimensiones coinciden, y
tenemos aun mas motivacién para considerar la contribucion del término con deltas.
Si retomamos ahora el calculo que hicimos para comprobar la identidad de Ward
conforme en (3.56), y denotamos a la funcién a 3-puntos que calculamos en (3.52) con

un subindice ¢, tenemos que
0y (T (2)¢" (21)9" (w2))e = 1 [0(2 — 21) + (2 — 22)] (@"(21)9" (22)) (3136)

mientras que la identidad de Ward incluye la dimensién anémala
0 (T ()9 (21)9" (w2)) = (n+ Y4n) [0(2 — 1) + 0(2 — 22)] (¢" (21)" (22))  (3.137)

Podemos satisfacer esta relacion si anadimos a la funcién a 3-puntos una contri-

buciéon como las que hemos estudiado en esta seccién

(T(2)¢" (1) " (w2)) =(T (2)¢" (21)" (22))+
+ 9 [0(2 — 1) 4+ 0(2 — 2)] (" (1) 9" (2))

(3.138)



91

Es necesario seguir trabajando en esta direcciéon para obtener una resolucién e
interpretacion satisfactoria, pero en principio esta anomalia conforme puede reabsor-
berse a través de un contratérmino local en el lagrangiano. Esto hace que se pueda
reescribir la teoria de forma que sea explicitamente conforme, sin necesidad de una
adicion artificial de términos de contacto en algunos correladores. Seria interesante ver

como se comporta este contratérmino bajo el limite doble y en otros contextos.



Conclusion

Este trabajo ofrece una introduccién a las ideas fundamentales de Teoria Cuan-
tica de Campos (QFT) y Teorias Conformes (CFT), con un enfoque particular en la
expansion de gran carga. Esta arroja luz sobre cémo las simetrias de las teorias pueden
aprovecharse para obtener nuevas perspectivas y métodos de célculo.

En esta linea, el trabajo presenta un calculo original de la funcién a tres puntos
(T (2)¢™(2)$"™(0) en el limite semicldsico g — 0, n — oo con gn constante de la teorfa
¢* con simetria global O(2) en punto fijo de Wilson-Fisher de d = 4—¢. La expansion de
gran carga permite obtener estos correladores, que son inaccesibles mediante técnicas
perturbativas estandar. Ademas, la posibilidad de insertar el tensor energia-momento
conecta directamente con la estructura interna de la teoria, dando lugar a comproba-
ciones no triviales de la simetria conforme y sus anomalias. Un andlisis mas detallado
y cuidadoso podria revelar de una forma mas profunda el comportamiento del la teoria
cuantica bajo este limite doble, dando nueva informacién sobre teorias conformes.

Por otro lado, es relevante la incorporacién de correcciones de orden superior en
la expansion de gran carga. Refinando las aproximaciones e incorporando correcciones
mas detalladas, los estudios futuros podrian mejorar significativamente la precision de
las predicciones y proporcionar perspectivas mas detalladas sobre el comportamiento
de los puntos criticos de los sistemas fisicos. Otra generalizacion natural es extender
el calculo a los denominados correladores no extremales. También es prometedora la
aplicacion de la expansion de gran carga a otros grupos de simetria més alld de O(2).
Investigar modelos con diferentes simetrias podria revelar nuevos fenémenos universales
y profundizar nuestra comprension en la interconexién existente entre el grupo conforme
y el resto de simetrias globales de la teoria.

La metodologia general de la aproximacion de gran carga tiene una gran apli-

cabilidad y cabe preguntarse las implicaciones que tendria en otras teorias y campos,
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por ejemplo en el contexto de la cosmologia del universo temprano o en el estudio
de agujeros negros. La aproximacién de gran carga es capaz de describir efectos no
perturbativos, por lo que encontrar un marco adecuado para su uso podria dar una
comprension mas profunda de fenémenos como el confinamiento, los solitones y las
instantones.

Conectar la perspectiva de teorias de campos en la lattice y las simulaciones
numéricas con la expansion de gran carga podria ser otra direccion fructifera de in-
vestigacion. Quizas sea una via por la que seguir refinando nuestra comprension de
QCD. También podria extenderse para explorar conexiones con la gravedad cuantica y
la holografia. Entender como operan las expansiones de gran carga en el contexto de la
correspondencia AdS/CFT u otras dualidades hologréficas podria terminar ofreciendo

nuevas perspectivas sobre la naturaleza del espacio-tiempo y la gravedad.
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