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Capitulo 1

Introduccion

La estadistica clasica es la disciplina encargada del estudio de variables aleatorias, de recoger,
analizar e interpretar los datos procedentes de estas. Sin embargo, existen ciertos tipos de datos
cuyas caracteristicas son algo particulares y es necesario el desarrollo o la modificaciéon de
algunas herramientas estadisticas de forma que se ajusten a estas propiedades.

Este es el caso de los datos circulares, que son aquellos datos que pueden ser representados
como puntos en una circunferencia de radio unidad o como un vector unitario en el plano, es
decir, un angulo. Del estudio de estos se encarga la estadistica circular.

Algunas de las principales caracteristicas de este tipo de datos ya fueron explotadas en
siglos anteriores en distintos ambitos. Los primeros andlisis de estadistica circular datan del
siglo XVIII, cuando el reverendo John Mitchell estudié la separacién angular de las estrellas y
vio que habia demasiadas parejas cercanas como para considerar correcta la hipétesis de que las
direcciones en las que se encontraban estas estrellas estuviesen uniformemente distribuidas. De
esta forma, concluyé que estas parejas de estrellas debian estar enlazadas mediante atraccion
gravitatoria. Anos después, la idea de que este tipo de datos debian ser estudiados de forma
diferente a los lineales fue introducida por John Playfair (Fisher, 1993).

Posteriormente, durante la Guerra de Crimea (1853-1856), Florence Nightingale, jefa de
enfermeria de la armada britdnica, se dio cuenta de que se podrian haber salvado muchas vidas
mejorando las condiciones sanitarias en hospitales y barracones. Para demostrar su estudio,
utilizé argumentos gréficos, desarrollando lo que denominé como diagrama de drea polar (polar
area diagram). Esta es una representacién grafica especialmente disenada para datos circulares,
muy similar al diagrama de rosa que estudiaremos al final del capitulo 3. Este diagrama de
area polar es el que puede verse en la figura 1.1. En él se muestran las muertes producidas
por distintas enfermedades en cada mes (sector) de un ano concreto: en azul se representan

las muertes por enfermedades contagiosas; en rojo, las causadas por heridas y, en negro, las



producidas por otras causas (Fisher, 1993). En esta imagen se representan dos de los diagramas
mencionados: el de la derecha se corresponde con las muertes producidas entre abril de 1854
y marzo de 1855, mientras que el de la izquierda con las producidas entre abril de 1855 y
marzo de 1856. Florence Nightingale construyé el primero de ellos cuando llegd a la region
donde iba a ejercer de enfermera y vio que la mayor parte de las muertes eran provocadas
por enfermedades contagiosas (sectores azules), debidas a las malas condiciones sanitarias del
momento, en lugar de por heridas de guerra (sectores rojos). Las malas condiciones sanitarias
del momento contribufan a la propagaciéon de las infecciones, por lo que introdujo algunas
mejoras en el hospital y en los procedimientos utilizados en el cuidado de los pacientes. Tras
estas modificaciones, Nightingale volvié a realizar su estudio y representd el segundo de los
graficos mencionados. En este podemos ver cémo a medida que avanzan los meses del ano 1855,
las muertes producidas por enfermedades contagiosas se reducen considerablemente. Por ello,
su estudio fue revolucionario.
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Figura 1.1: En la imagen de la izquierda puede verse el diagrama de area polar ideado por
Florence Nightingale durante la Guerra de Crimea. A la derecha se tiene una fotografia de la

propia Florence Nightingale.

Ademds de en Astronomia y Medicina, la estadistica circular tiene especial importancia
en otras dreas como pueden ser la Biologia (como el estudio de la direccién de migracion de
las aves) o en Ecologia (como la direccién del aire que transporta sustancias contaminantes),
entre otras. Algunos de estos estudios de estadistica circular en biologia pueden verse en las
obras como Batschelet (1981). Otros ejemplos de aplicaciones en medicina se encuentran en
Jammalamadaka y SenGupta (2001), entre otros.

Con lo mencionado hasta ahora, se hace latente la gran utilidad de la estadistica circular en

diversas materias. Sin embargo, las caracteristicas especificas de los datos circulares haran que



surjan ciertos problemas que no existen en la estadistica convencional.

El principal objetivo de este proyecto es presentar las propiedades mas importantes de los
datos circulares, asi como proporcionar soluciones a las complicaciones que surgen en el estudio
de los mismos. Ademaés, compararemos las diferencias y similitudes entre los nuevos resultados
obtenidos con los ya conocidos de la estadistica clasica. De esta forma, veremos si es posible
heredar, adaptar o extender algunos de los procedimientos empleados en esta tultima y definir
unos nuevos, si no lo es. Entre los primeros métodos que veremos si se pueden emplear o es
necesario adaptarlos, se encuentran los relacionados con la estadistica descriptiva. También
introduciremos modelos paramétricos ideados para ajustar la distribuciéon de estos datos y
proporcionaremos herramientas para estimar la funcion de densidad de aquellos que parecen no
seguir estos modelos. Todo ello serd aplicado finalmente a dos bases de datos reales.

Para este fin, comenzaremos el capitulo 2 con una introduccién a los conceptos béasicos de la
estadistica cldsica, seguida de la extensién al caso circular. Ademés, se motivara su necesidad con
algunos ejemplos donde los métodos estadisticos clasicos claramente no proporcionan resultados
correctos en este contexto. Presentaremos las funciones de distribucién, de densidad (en el caso
de variables aleatorias continuas) y su funcién caracteristica asociada apropiadas en estadistica
circular, comentado también sus propiedades.

Seguiremos con el capitulo 3 destinado a la estadistica descriptiva circular, en el que obten-
dremos algunas medidas de posicién y dispersion. Serd necesario presentar nuevas definiciones
de los pardmetros usuales, tales como la media, la mediana o la varianza; y definir algunos con-
ceptos nuevos como los parametros de concentracién. Por otro lado, mostraremos las principales
formas de representar graficamente los datos circulares.

Posteriormente, dedicaremos el capitulo 4 a introducir las distribuciones circulares més co-
munes. Algunas de ellas no tienen equivalente en la estadistica no circular, es decir, se desarrollan
especificamente para este tipo datos, mientras que otras se obtienen a partir de adaptaciones
de distribuciones conocidas de la estadistica clasica.

Continuaremos el estudio hablando de la estimacién no paramétrica de la funcién de densidad
(capitulo 5), cuyo objetivo consiste en modelar la tendencia de una serie de datos de los que se
desconoce su distribucién. Veremos primero una introduccion a la estimacién no paramétrica
en el caso lineal y seguiremos con un analisis para el caso circular. En ambos casos nos vamos
a encontrar con las mismas dificultades: seleccionar un parametro de suavizado adecuado para
obtener una buena estimacién de las funciones de densidad. Mediante simulaciones, ilustraremos
el comportamiento del estimador utilizando distintos pardmetros de suavizado.

En el capitulo 6, aplicaremos todos los métodos estudiados a dos bases de datos reales para



conocer mejor y modelar el comportamiento de dichos fenémenos. La primera de ellas consta
de un conjunto de medidas de las direcciones de la salida de las particulas resultantes de la
colisién de protones en el LHC (Large Hadron Collider). La segunda muestra estd formada por
observaciones de la direccién de las corrientes marinas en el Cabo de Penas. Para todas las
simulaciones y andlisis de datos se utiliza el software R (R Core Team, 2022).

Finalizaremos con el capitulo 7 en el que expondremos las conclusiones que se pueden extraer
de este analisis y mencionaremos algunas posibles ampliaciones del estudio realizado.

Los cédigos empleados en las simulaciones mostradas a lo largo del trabajo se pueden ver

en el anexo A tras este ultimo capitulo.



Capitulo 2

Conceptos basicos

Para poder interpretar de forma adecuada los nuevos resultados relacionados con los datos
circulares, es conveniente hacer una pequena introduccién a la estadistica clasica para recordar
sus principales caracteristicas. De esta forma, sera mas sencillo hacer una comparacion entre
sus propiedades y las de la estadistica circular.

Tras este recordatorio, comenzaremos con el estudio propiamente dicho de los datos circulares

definiendo los conceptos necesarios para el posterior analisis.

2.1. Estadistica clasica

Una variable aleatoria lineal asociada a un experimento aleatorio se define como una aplica-
cion X : Q — R, es decir, asigna a cada posible resultado del experimento del espacio muestral
2 un valor en la recta real (Gorgas et al., 2011). Se puede estudiar el comportamiento de X a

través de su funcién de distribucion F.

Definicion 2.1. Sea X una variable aleatoria lineal. Se define su funcion de distribucion como
una funcion F : R — R tal que F(x) = P(X < x), es decir, la probabilidad de que X tome

valores menores o iguales x. Ademds, F debe satisfacer las siguientes propiedades:

1. La funcion de densidad toma valores entre cero y uno, de forma que

lim F(z) =1, lim F(x)=0. (2.1)

T—00 r—r—00
2. F(x) es no decreciente, es decir, Vx,y € R con x <y, se tiene que F(z) < F(y).

3. F(x) es continua por la derecha, esto es, Vxg € R:

.F(xg) = lim F(z) = F(zo).

+
ﬁ‘)xo



En el caso de que X pueda tomar una cantidad numerable de valores {z1, ..., Ty, ...}, diremos

que es una variable aleatoria discreta y podemos definir su funcién de probabilidad.

Definicién 2.2. Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores {x1,...,xy,...}. Deno-
tando por p; = P(X = x;) Vi € N, el conjunto de estas probabilidad {p1, ..., pp, ...} se denomina
funcién de probabilidad. Para garantizar que se verifica la propiedad (2.1) de la funcion de

distribucion se debe cumplir que

1. p; >0VieN,

2. Zz?ilpi = 1

Asi, podemos reescribir dicha distribucién como sigue:

i€N| z; <z

Por otro lado, X es una variable aleatoria continua si su funcién de distribucién es absolu-

tamente continua y se puede definir su funcién de densidad.

Definicion 2.3. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de distribucion F. Se define

la funcion de densidad de X como aquella f: R — R tal que

Fz) = / D d e f(x):%}'(x).

—0o0

Ademds, ha de verificar que
1. f(t) > 0,Vt € R,

2. [ f(t)dt =1.

En ambos casos podemos definir unos pardmetros representativos de la variable aleatoria
X, como son las medidas de posicién y dispersién. Como ejemplo de las primeras tenemos la

esperanza o media poblacional, que se define como
Yo wiP(r = ;) si X es discreta con valores x;

E(X) =
75 a f(z)da si X es continua con funcién de densidad f(x).

Como medidas de dispersién caben mencionar la varianza y la desviacién tipica. Dada una

variable aleatoria X su varianza se obtiene mediante la expresion
Var(X) = E([X - E(X)P?) = E(X2) — (E(X)) (2.2)
A partir de la esta se define la desviacién tipica como
o=/ Var(X).

Para finalizar esta seccién, introducimos a continuacién el concepto de funcion caracteristica.



Definicion 2.4. Dada una variable aleatoria X se define su funcion caracteristica para cierto
t € R como
g(t) = E(™), (2.3)

donde i es la unidad imaginaria.

Notemos que la derivada k-ésima de esta funcién caracteristica es
g () = E[(iX)ke].
Asi, evaluando esta ecuacién en el punto t = 0, se obtienen los momentos:
E(X*) = i~Fg®)(0). (2.4)

Es posible obtener medidas de posicién empleando los momentos obtenidos en (2.4) para valores

de k € N. Por ejemplo, cuando k = 1, obtenemos la expresién de la media poblacional.

2.2. Estadistica circular

Comencemos recordando que hemos definido los datos circulares como aquellos que se pueden
ver como puntos en la circunferencia de radio uno o una direcciéon o vector unitario en el plano
(Mardia y Jupp, 2000).

Este tipo de datos tiene algunas caracteristicas especiales que no poseen los datos lineales’,
entendiendo estos ultimos como aquellos que toman valores en la recta real. En primer lugar, al
poder representarse los primeros como un vector o un angulo, es posible que dicha representacion
no sea unica. Para ello, se ha de elegir una direccion preferencial, denominada direcciéon cero
(que se denotara de ahora en adelante como angulo 0), y un sentido de rotacién, que fija el
sentido de lectura de los datos.

En la figura 2.1 se muestra un ejemplo de lo explicado: si se toma como direcciéon cero el
norte (N) y el sentido de rotacién horario (azul), el dato circular indicado con el vector unitario
se corresponderia con un angulo de 30°. Sin embargo, al elegir el este (E) como direccién cero
y el sentido de rotacién antihorario (verde), este dato se corresponde con un éngulo de 60°.

Es importante mencionar que la eleccién de la direccién cero y del sentido de rotacion para

el analisis de los datos no debe influir en los resultados que se obtengan. Puntualicemos que, si

LCon el fin de simplificar notacién, utilizaremos “datos lineales” para referirnos a los no circulares.



30°/60°

)

Figura 2.1: Ejemplo de la no unicidad de representacién numérica de los datos circulares. Se
representa el angulo sefialado con la flecha correspondiente al tomar la direccién cero en el norte

y sentido horario en azul y al tomar la direccién cero el este y sentido antihorario en verde.

no se indica lo contrario, se tomara el origen 0 en el este, el sentido de rotacién antihorario y
los angulos estardn medidos en radianes.

Ademsds, debido a la representacién angular de los datos, es claro que las medidas son
periédicas. Obviamente el principio de la circunferencia coincide con su final, es decir, 0° = 360°
0, lo que es equivalente, 0 rad = 27 rad. Por tanto, si a un dato le corresponde un dngulo 6,
entonces también se puede expresar como 0 = 6 + 27wk con k € Z.

Por todas estas razones son necesarios nuevos métodos estadisticos para el estudio de los da-
tos circulares. Las definiciones usuales para la media, la mediana, la varianza, etc. en estadistica
lineal, algunas de ellas vistas en la seccién 2.1, no son correctas en el caso circular. Por tanto,
es necesario redefinir estos conceptos, asi como modificar las distribuciones ya conocidas para
datos lineales como puede ser la distribuciéon normal.

A continuacién se muestra un ejemplo de cémo las técnicas habituales en estadistica lineal
no sirven para datos circulares. Como se puede ver en la figura 2.2, tomamos tres datos medidos
desde dos direcciones iniciales diferentes y en sentidos de rotacién distintos. Asi, aunque se trate
de las mismas medidas, al tomar distintos origenes y sentidos de rotacién, estos datos toman
valores diferentes sobre la circunferencia. Esta es otra clara diferencia entre los datos circulares
v los lineales, que ademds se puede observar las rectas representadas en las figuras 2.2a y 2.2b.

Dada una muestra aleatoria simple (X7,...,X,) con n € N de una variable aleatoria lineal X,
un estimador de la media poblacional definida en la seccién 2.1 se corresponde con la expresion

siguiente:
1 <&
X =- g X;. (2.5)
n
i=1

Si ahora realizamos este cdlculo con cada uno de los datos que se muestran en las figuras

2.2a y 2.2b se tiene que: T, = 185° y T, = 145°. Se observa que al representar estos valores en



la circunferencia con sus respectivas referencias, la direccion de las medias no coincide. Como
veremos mas adelante, la definicién de la media muestral para los datos circulares hace que
esta direccion si coincida en ambos casos. Por tanto, la media muestral calculada mediante

la expresion anterior depende claramente de la direccion cero elegida, ademés del sentido de

rotacion.
Ejemplo (a) Ejemplo (b)
W 1see
\ 300°
90° o
01‘1)
315° Xp=145°
135°
S
N
- X — as— .
0°(s)  90° 150 315° 360 0° (E) 135° 3000 360°
(a) Direccién cero: Sur. Sentido antihorario. (b) Direccién cero: Este. Sentido horario.

Figura 2.2: Ejemplo de tres datos circulares medidos desde direcciones y en sentidos diferentes:
en el ejemplo (a) tomamos el sur como direccién cero y el sentido antihorario, mientras que en
el ejemplo (b) el este es la direccién cero y el sentido es horario. En las dos circunferencias se
representan los mismos datos sefialados mediantes flechas, el origen y sentido de cada ejemplo
en azul y sus respectivas medias muestrales, calculadas mediante la ecuacién (2.5), en verde.
En las rectas inferiores se representan estos datos (puntos negros) en sendas rectas reales junto

con sus medias (en verde).

Tras este ejemplo es evidente la necesidad de nuevos métodos para el estudio de los datos
circulares. En las secciones 3.1 y 3.3 se introducen medidas de posicién y dispersién especificas

para el caso circular. En particular, se muestra cémo corregir el problema anterior de la media.



2.3. Funciones esenciales de la estadistica circular

En el siguiente capitulo definiremos los parametros poblacionales mas relevantes en el estudio
de variables circulares. Para ello, serd necesario conocer su funcién de distribucion, asi como su
funcién de probabilidad (en caso de que sea discreta) o de densidad (si es continua).

Asi pues, en esta seccién se introducirdn las definiciones y las caracteristicas generales de

dichas funciones, junto con la funcién caracteristica asociada.

Definicién 2.5. (Pewsey y Ruxton, 2013) Sea © wuna variable aleatoria circular medida en

radianes. Su funcion de distribucion, F, es una funcion dada por:

F(0)=P(0<O©<0), VYoelo,2m), (2.6)

F@+2r)—F@) =1, —oo0<6<o0, (2.7)

donde P(0 < © < #) denota la probabilidad de que la variable aleatoria © tome valores entre 0
y 0.

Ademas, la funcién de distribucién cumple que F(0) = 0y F(27) = 1, por definicién, y es
continua por la derecha.

Esta definicién presenta diferencias importantes con la que se tiene para variables lineales
(definicién 2.1). La expresién (2.6) no es totalmente andloga al caso de variables lineales: la
funcién de distribucion de estas tiltimas representa la probabilidad de que tomen valores menores
o iguales a uno concreto, mientras que para circulares, se corresponde con la probabilidad de
que la variable tome un valor entre el origen fijado y un angulo 6 dado.

Por otro lado, la condicién (2.7) se impone para garantizar la periodicidad de las distribu-
ciones circulares. Ademads, este término puede entenderse como que la probabilidad de que la
variable aleatoria © tome un valor 6 en cualquier intervalo de longitud 27 es 1. Esto ultimo
recuerda a la condicién (2.1) de la definicién de funcién de distribucién lineal 2.1. Sin embargo,
para variables aleatorias circulares se tiene que:

lim F(f)=—-oc0 y lim F(#) = cc.

60— —o00 60— 00

Esto implica que los valores que toma F'(f) no sean probabilidades en general, aunque si lo
son en el intervalo [0,27), como se muestra en la definicién 2.5, que es el que nos interesa. Por

tanto, para dos valores a 'y 3 tales que 0 < a < 6 < 8 < 27 se tiene que

B
Pla<© <p)=F(p)—F(a) = / dF ().

10



Si la funcién de distribucién es absolutamente continua, implica que la variable © es continua
y es posible definir una funciéon de densidad. En el caso de que O sea discreta, se obtendria una

funcién de probabilidad. Sin embargo, en este trabajo nos centraremos en el caso continuo.

Definicién 2.6. (Jammalamadaka y SenGupta, 2001) Sea © una variable aleatoria circular
continua medida en radianes y definida en el soporte [0,21). La funcion de densidad, f, es una

funcion que verifica:
1. f(0) >0, V0 €/0,2r),
2. [27 f(0)do =1,

3. f(0) = f(0+27k) con k € Z, V0 €]0,2r ).

Analicemos cada punto de la definicién anterior para observar las diferencias y similitudes
entre la funcién de densidad para variables circulares y no circulares. El primer punto indica
que esta debe ser positiva en todo el soporte. Esta caracteristica es comin a ambos tipos de
variables como se puede ver al comparar esta con la definicién 2.3 para variables aleatorias
lineales. Asi mismo, también comparten el segundo punto de que ambas integran uno en sus
respectivos soportes. Sin embargo, la tercera propiedad, que explica que la funciéon de densidad
es 2m-periddica, solo se impone para variables circulares.

Ademas, al igual que en el caso de variables lineales (definicién 2.3), si F' y f son las
correspondientes funciones de distribucién y densidad de una variable aleatoria circular continua
©, respectivamente, entonces dado 6 € [0, 27) se tiene que:

0
10)= GFO) — FO) = [ rea

Hablaremos de estas variables continuas en el capitulo 4, que dedicaremos a estudiar las
distribuciones circulares mas importantes.

Definimos por ultimo la funcién caracteristica en el caso circular.

Definicién 2.7. (Jammalamadaka y SenGupta, 2001) Sea © una variable aleatoria circular

medida en radianes y con soporte [0,2r). Se define la funcidn caracteristica, para t € R, como
©g(t) = E(e®) (2.8)

Notemos que esta definicién para variables circulares no difiere dada por la expresién (2.3)
para variables lineales. Sin embargo, para que se verifique la propiedad 3 de la definicion 2.6 de
la funcién de densidad circular, la funcién caracteristica para este tipo de datos debe cumplir
ademas que

©o (t) — E(eit@) _ E(eit(®+2ﬂ')) _ eit(27rk) ©o (t),
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lo que ocurre cuando py(t) =00t € Z.

Esto hace que solo utilicemos la funcién caracteristica cuando ¢t € Z, a diferencia de lo que
sucede en el caso lineal en el que t puede tomar cualquier valor real.

De esta forma, cuando t € Z, podemos definir los momentos trigonométricos como sigue:

2 2 2
og(k) = E(e*®) = / e £(0)do = /0 cos (k0)f(0)do + i /0 sen (k6) f(0)do

0 (2.9)

= E(cos (kO)) + iE(sen (k©)),

para todo k € Z.

Estos momentos seran ttiles en el capitulo 3 para definir nuevas medidas de posicion.
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Capitulo 3

Estadistica descriptiva circular

La estadistica descriptiva trata de representar o resumir las caracteristicas mas importantes
de los datos muestrales tomados. Para ello se requiere la utilizacién de graficos y ciertas medidas
que recogen la informacién principal que contienen dichos datos (Mendenhall et al., 2010).
Estas medidas pretenden concentrar la informacién de las observaciones en unos pocos valores
representativos y nos permiten tener una idea general de como se distribuyen los datos (Gorgas
et al., 2011).

Las medidas de posicién determinan valores que ocupan ciertas localizaciones (centrales o
no) en la muestra. Para saber si estos son realmente representativos en la muestra, se utilizan
las medidas de escala que indican la dispersion, es decir, la variabilidad de los datos observados
en torno a dichos valores.

Asi, queda patente la importancia de estos parametros. En lo que sigue veremos cémo
calcular algunas medidas de posicion y escala basicas en estadistica circular. En particular, en
la seccion 3.1, se definird la media, ademéas de explicar brevemente la mediana, la moda y los
cuantiles (epigrafe 3.2), como ejemplos de las primeras. Aquellas que sustituyen a la varianza y
a la desviacion tipica en el caso de datos circulares, como ejemplos de las segundas, se veran en
la seccién 3.3. Por iltimo, en 3.4, se mostraran algunas representaciones graficas validas para
este tipo de datos.

En relacion a los resultados tedricos que se introducen a continuacién, se sigue denotando la
direccién cero por 0 y se asume que las variables angulares se miden en radianes. En cambio, en
los ejemplos propuestos, si no se especifica otra cosa, trabajamos con muestras en grados (para
facilitar la interpretacién visual), fijamos la direccién cero en el este y el sentido de lectura de

los datos antihorario.
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3.1. Medidas de posicién: la media

En esta seccion daremos la definicién de media poblacional de una variable aleatoria circular.
Ademas, también se introduce una estimacién de la misma que proporciona resultados adecuados
en el contexto circular.

Aplicaremos esta tltima definicién al ejemplo de la figura 2.2 para comprobar que, en efecto,
se han corregido los resultados erréneos que habiamos obtenido, consiguiendo ahora unicidad

en la estimacion sin depender del origen o sentido de giro.

3.1.1. Definicién de la media poblacional

Comencemos observando que si © es una variable aleatoria circular continua, medida en
radianes y que toma valores en el soporte [0,27) sobre el circulo unidad, parece mas sencillo
utilizar coordenadas polares o representar las observaciones como puntos en el plano complejo,
pudiendo utilizar entonces su forma exponencial'. Asi pues, la esperanza o media poblacional

de O se obtiene del siguiente modo:

2T 2T 27
E(©) = E(e®) = / e’ £(0)do = /0 cos f(6)df + i /0 sin 0.f(0)do

0 (3.1)
= E(cos ©) + iE(sin ©).

Si denotamos por:
S :=E(sin©) C = E(cos 9), (3.2)

entonces la direccién media poblacional se corresponde con la siguiente expresion (Pewsey y

Ruxton, 2013):

arctan(S/C) si C>0,8>0,
arctan(S/C) +m  si C <0,
E(O) = arctan* g _ arctan(S/C) + 2x sz: C>0,5<0, (3.3)
/2 si C=0,5>0,
3m/2 si C=0,5<0,
indefinido si C=0,5=0.

La definiciéon 3.3 se hace algo complicada debido a que la inversa de la funcién tangente

(denotada en la definicién anterior como “arctan”) se debe definir en un cuadrante especifico.

Yz e C, z=Re" = R(cos(8) + isin(#)), donde R >0, la coordenada radial, toma el valor 1 pues se trabaja

en el circulo unidad y 0 es el dngulo correspondiente a cada observacién.

14



En este caso, habfamos elegido [0,27). Si se hubiese escogido otro intervalo, la definicién anterior
cambiaria.

Notemos que aunque estamos asumiendo que la variable aleatoria © es continua, también
es posible definir la esperanza en el caso discreto a partir de la funcién caracteristica dada en la

definicién 2.8. Evaluando la expresion de esta dada en dicha definicién en ¢ = 1 obtendriamos

po(1) = E(e’©),

es decir, la direccién media de la variable ©.

3.1.2. Construccién de la media muestral

Sea © una variable aleatoria circular medida en radianes y (61,...,0,,) una muestra de ob-
servaciones de © de tamano n€ N. Para cada j = 1,...,n, 0; representa un dngulo en el inter-
valo [0,27) sobre el circulo unidad, que se pueden considerar un punto en el plano complejo
e%i = cos 6; + isinf;, como se ha mencionado en la seccién 3.1.1 anterior.

Definimos entonces las siguientes magnitudes:
1< 1<
S == 0, C:== 0; 3.4
- ]E_l sen §; - ]2_1 cos 0; (3.4)

Definicién 3.1. La direccion media muestral se define en Jammalamadaka y SenGupta (2001)

como © = arg{C +iS}? o equivalentemente como:

arctan(S/C) si C>0,8>0,
arctan(S/C) + 7 si C<0
5 — arctan® E _ arctan(S/C) + 2r  si ? > O,? <0, (3.5)
¢ /2 si C=0,8>0,
37/2 si C=0,8<0,
indefinido si C=0,S=0.

Una interpretacién algo més intuitiva de este valor es que el operador arctan® asigna al par
(S, C) el dngulo que forma el vector que une el origen de coordenadas con el punto del circulo
(S, C) con el eje de abscisas. Es decir, este 4ngulo es la direccién media muestral.

Volvamos ahora al ejemplo de la figura 2.2 y calculemos nuevamente la media muestral, esta

vez utilizando la ecuacién (3.5):

2Hemos denotado por “arg” al argumento o 4ngulo con el que se define un niimero complejo en su forma polar.
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a. C =—-0.053, S =0.264 = 6, = 101.334°

b.

Q

=0.264, S = —0.053 = 0, = 348.666°

Aunque estas medias puedan parecer diferentes, en realidad se trata del mismo angulo, ya que se
debe tener en cuenta que estos se miden desde direcciones cero y sentidos de rotacién distintos
(véase figura 3.1). Recordemos que esto no fue lo que obtuvimos cuando calculamos la media
muestral de estos datos utilizando la definicién para muestras lineales: en la imagen 2.2 veiamos,
al igual que ahora, medias distintas, pero no coincidian sus direcciones sobre la circunferencia.

El motivo de que esta nueva definicién proporcione resultados adecuados es que la forma
en que estd construida la media muestral hace que sea invariante ante translaciones de las
observaciones recogidas. Esto también incluye los cambios en el sentido de lectura de los datos

(Jammalamadaka y SenGupta, 2001).

150°
300°

0,=101.3"

90° “| =348.6°

“'ic)

315°

S 135°
S

Figura 3.1: Correccién de la media muestral para los datos de la figura 2.2. En las dos imagenes
se representan dichos datos senalados mediantes flechas, el origen y sentido de cada ejemplo en

azul y sus respectivas medias, calculadas mediante la ecuacién (3.1), en verde.

3.2. Otras medidas de posicién

Aligual que para variables no circulares, también se pueden definir otras medidas de posicién
como pueden ser la mediana, los cuantiles y la moda. Por tanto, en esta seccion vamos a
introducir las definiciones de estas medidas para el caso circular.

Si X es una variable aleatoria lineal definida en un soporte € con funcién de distribucién
F, la mediana poblacional es un valor € R tal que F(z) = P(X < z) > 0.5. Es decir, es el
punto del soporte en el que se acumula, al menos, el 50 % de la probabilidad. Sin embargo, en

el caso de variables circulares, la mediana se define de una forma un tanto diferente.
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Definicién 3.2. (Pewsey y Ruxton, 2013) Sea © una variable aleatoria circular medida en
radianes y que toma valores en el soporte [0,21). La mediana poblacional para variables cir-
culares se define como aquel dngulo ¢ que acumula la mitad de la probabilidad en el intervalo

[+ m) mod 2r y, ademds, minimiza E(r — |7 — |© —1||).

Notemos que para definir la mediana en el caso circular no basta inicamente con garantizar
la acumulacién del 50 % de la probabilidad, sino que se debe anadir una condicién en la que
se busca asegurar que la distancia de los puntos a la mediana sea minima. Entendemos por
distancia entre dos puntos como la longitud del arco que los une, esto es, dados dos angulos
a, f € 10,27), la expresién

m—|m o= B

devuelve la distancia entre ellos.

Por otro lado, se puede estudiar la mediana muestral. Esta fue introducida por primera vez
en Mardia (1972) y se puede ver también en Fisher (1993). Se trata de aquel angulo 8 que deja
la mitad de los datos en el arco [5,5 + 7) y minimiza la siguiente expresion:

n

> {m— | —16; —6l[}. (3.6)

=1

1

n

d(9)

De esta forma, como se puede ver en Pewsey y Ruxton (2013), podemos encontrar una
definicién de la mediana muestral equivalente a la anterior y algo mas practica. Se trata de
sustituir el hecho de tomar el dngulo 6 que minimiza (3.6) por la exigencia de que la mayoria
de las observaciones estén mas cerca de 6 que de 6 4+ 7 (la antimediana).

Si la muestra (61, ...,0,) es de tamano n € N impar, la mediana coincidirda con uno de los
puntos de esta, mientras que si n es par, se situard entre dos dngulos de la muestra. Ademaés, la
ecuacién (3.6) nos asegura que este pardmetro es tnico para datos unimodales (Fisher, 1993),
tal y como se observa en los ejemplos 3.2a y 3.2b, para muestras de tamano n =4 y n = 5,
respectivamente. En estas figuras se verifica también las observaciones muestrales se encuentran
mas cerca de sus respectivas medianas que de el dngulo diametralmente opuesto a esta.

Sin embargo, no podemos garantizar la unicidad si la muestra es multimodal o isotrépica?.
Un ejemplo de este tltimo caso puede verse en la figura 3.2c donde, efectivamente, se tienen

tres medianas distintas.

3Una muestra es isotrépica cuando sus datos se distribuyen de forma equidistante en torno al circulo.
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Esto 1ltimo es una clara diferencia con la mediana muestral definida para muestras proce-
dentes de variables aleatorias lineales. Ya que, aunque su calculo también depende del ntimero
de datos considerado, n: tras ordenar la muestra, la mediana sera el valor central si n es impar

y un valor en medio de los dos valores centrales si n es par; siendo siempre este valor Unico.

(a) La mediana muestral es uni-  (b) La mediana muestral es ini-  (c) La mediana muestral no es

ca (datos pares unimodales). ca (datos impares unimodales).  tnica (datos isotrépicos).

Figura 3.2: Ejemplo de la unicidad y no unicidad de la mediana muestral en datos circulares.
Se representan con puntos verdes las observaciones muestrales; en azul, la direccién cero y el

sentido de lectura de los datos y en naranja, las medianas muestrales.

También se podria dar una definicién general para los cuantiles de una distribucién circular.

Definicién 3.3. (Pewsey y Ruxton, 2013) Sea © wuna variable aleatoria circular medida en
radianes con funcion de distribucion F'. Se define su funcion cuantil Q, para todo 0 < p < 1,

Q(p) = inf{0 : F(0) > p},

i.e., el valor minimo de 6 € [0,27) tal que F(#) = P(0 < © < 0) > p.
Asi mismo, en el caso de que © sea continua, se puede obtener el cuantil de ordenp (0 <p<1)
utilizando la funcion densidad f (Fisher, 1993) como el valor g, tal que
ap
o f(0)do = p, (3.7)

donde 0 es la mediana poblacional.

Es decir, el cuantil de orden p es aquel valor ¢, que hace que el arco de extremos 0—m Y @
acumule una probabilidad p. Como la mediana 6 no es necesariamente tnica, gp tampoco tiene
por qué serlo.

Cabe mencionar que no se dispone de una forma concreta para estimar los cuantiles mues-

trales, al contrario de lo que ocurre en el caso lineal. Una posible manera de obtenerlos podria
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ser estimando la funcién de distribucién (o de densidad en el caso continuo) de los datos y
trabajar empleando dicha estimacién.
Atendiendo a esta tiltima definicién (3.7) y teniendo en cuenta que la mediana 6 es el cuantil

0.5, en el caso continuo, esta se puede expresar como

4
F(6)do = 0.5.

0—m

En cuanto a la moda poblacional 6 de una variable aleatoria circular ©, esta serd el dngulo
de mayor probabilidad, si es discreta, o el maximo de su funciéon de densidad si © es continua.
Es claro que la unicidad de la moda no esta garantizada ya que podrian existir angulos distintos
con la misma probabilidad, en el primer caso, o funciones de densidad con varios maximos, en
el segundo. Notemos que esto también ocurre en variables aleatorias lineales.

Por otro lado, no resulta sencillo obtener una expresién de la moda muestral. Una forma
de calcularla seria determinar una estimacion de la funcién de densidad y maximizarla (Fisher,
1993). Esta dificultad también estd presente principalmente en variables lineales continuas,
cuando no se conoce ni su funciéon de densidad ni el niimero de modas de la distribucién.

También es posible definir otras medidas de posiciéon partiendo de los momentos trigo-
nomeétricos definidos en la seccién 2.3. Fijémonos en que al tomar & = 1 en la expresién de estos
momentos trigonométricos (2.9) recuperamos la ecuacién (3.1), es decir, la media poblacional.
Ademas, al fijar k = 2, tenemos goéz) = E(e?9) = E(6?); con k = 3, (cpég) = E(e39) = E(63),
etc. De forma general, (p(gk) = E(e*®) = E(6F), con k € Z.

3.3. Medidas de dispersion

Al igual que sucede con las medidas de posicién, debemos buscar nuevas formas de definir
medidas de dispersién vélidas para variables circulares. Esto se debe a que las técnicas utilizadas
en el contexto lineal a las que estamos acostumbrados vuelven a proporcionar resultados con
poco sentido para el caso circular. Veamos esto en el ejemplo que sigue.

Volvamos a retomar el ejemplo de la figura 2.2 (seccién 2.2) y veamos qué sucede si calcu-

lamos la varianza y la desviacién tipica muestrales para variables lineales. Obtenemos

i=1 =1
respectivamente, donde (X7,...,X,,) es una muestra aleatoria simple de tamano ne N de una
variable aleatoria X.
Recordemos que las dos muestras con las que trabajamos venian dadas por los valores

0, = (90°,150°,315°) y 6, = (0°,135°,300°), con sus respectivas medias 6, = 101.334° y
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0, = 348.666°. Aplicando las férmulas vistas para el caso lineal se obtienen los siguientes valores

de la varianza y desviacién tipica muestrales:
a. 62 = 9050, 6, = 95.131
b. 6% = 15050, 63, = 122.678.

Se observa que los resultados obtenidos al variar la direcciéon cero y el sentido de lectura
de los datos no son los mismos. Comentamos al principio del documento que un estimador
adecuado en el caso circular no debe depender de estas elecciones. El ejemplo relacionado con
la media muestral visto en el capitulo 2 dejaba constancia de este hecho. En este nuevo ejemplo
se observa que, para los mismos datos pero medidos con diferentes direccion cero y sentido
de giro, se obtienen distintos valores de dispersién. De esta forma, se tiene que el uso de los
estimadores de la dispersién lineales no son adecuados para el caso circular, ya que no se verifica

la independencia de los resultados con dicho origen y sentido.

3.3.1. La longitud media resultante y la varianza circular poblacionales

Al igual que se define una direccién media o angulo medio, se puede definir la longitud media

del vector resultante poblacional R como se muestra en Jammalamadaka y SenGupta (2001):
R=(C,8) = R:=|R|=VC?+ 52, (3.8)

con C'y S dados en (3.2). Es claro que R € [0, 1].

Esta es una medida de concentracién, es decir, mide cémo de condensada estd la probabilidad
en torno a la direccién media. Cuando R = 1, se trata de una distribucién degenerada, esto es,
toda la probabilidad estd concentrada en la direccién media. Por otra parte, si R = 0, estaremos
en el caso de una distribuciéon uniforme en todas las direcciones.

Por tanto, hablar de concentracién lleva a la idea de ver como de alejada estd la distribucién
de los datos con respecto a la uniforme. Es interesante este hecho pues proporciona informacién
sobre si dicha distribucién posee o no una direccién que acumula mayor probabilidad o si, por
el contrario, todas las direcciones son igualmente probables. Asi, un valor de R cercano a uno
implica una baja dispersién, es decir, que existe una cierta acumulacién de dichos datos en torno
a la direcciéon media y no estan uniformemente distribuidos a lo largo de la circunferencia. Por

ello, segin Fisher (1993), se define la varianza circular de la siguiente forma
V=1-R. (3.9)

Asi, cuando la concentracién es alta, la varianza sera pequenia. Como 0 < R < 1, se sigue

que V € [0,1]. Esta medida de dispersién se introduce con el objetivo de poder hacer una
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comparaciéon con el caso lineal , ya que también ocurre que cuando la varianza (dada por la
expresién 2.2) es pequena, hay una cierta acumulacién de la probabilidad en torno a la media
de la distribucién.

Al igual que ocurre con las variables aleatorias lineales, se define la desviacién tipica circu-
lar utilizando la varianza. Sin embargo, en Mardia y Jupp (2000), se muestra que esta no se

considera de la forma vV, sino como

o =+/—2log(1-V) = /—2log R. (3.10)

El motivo de que esta sea la forma de definir la desviacién tipica es que, asf definida, la o2
resultante coincide con la varianza de una distribucién circular especifica, la distribucién normal
enrollada WA (u, p) (Mardia y Jupp, 2000). Sin embargo, aunque esta sea la motivacién de esta
definicién, es valida para todas las muestras de datos, no solo aquellos que siguen la distribucién
citada, la cual estudiaremos mas adelante en el capitulo 4.

Como veremos en la siguiente seccion, existen varias definiciones para la version muestral
de la varianza y, consecuentemente, para la desviacién tipica asociada. Por ello, las medidas de
dispersién pueden resultar algo ambiguas. Es por esto que las medidas de concentracién son
mas utilizadas ya que estan bien definidas e indican de cierta forma si los datos estdn o no

agrupados, pues si lo estan, su distribucién no sera uniforme.

3.3.2. La longitud resultante media y la varianza circular muestrales

Se puede definir la versién muestral de la longitud del vector resultante de forma andloga al

apartado anterior a través de los coeficientes S y C' dados en (3.4). Es decir,
R=(C,8) — R=|R|=V58 +C" (3.11)

Es obvio que 0 < R < 1. Ademds, la interpretacién sobre qué ocurre cuando R = 1 o
R = 0 es andloga a la que se ha visto en el apartado anterior para el pardmetro poblacional:
cuando R = 1 tenfamos una distribuciéon degenerada, mientras si R = 0 la distribucién serd
uniforme. Sin embargo, aunque el valor que proporciona R es una estimacién del pardmetro R,
es complicado establecer un limite en el que poder decir que la distribucién de los datos estd lo
suficientemente alejada de la uniforme, es decir, cudnto se debe alejar el valor R de cero para
que consideremos que los datos no se distribuyen uniformemente en torno a la circunferencia.

Para comprobar si podemos rechazar la uniformidad de los datos existen tests de uniformi-
dad, como puede ser el test de Kuiper (Stephens, 1970), el cual utilizaremos en el capitulo 6 al

aplicarlo a dos muestras reales, pero cuyos detalles superan los objetivos de este trabajo.
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Ademds, del hecho de que R = (C,S) y © = arg{C + iS}, se obtiene que C = Rcos©®
y S = Rsin ©. Esto relaciona los pardmetros introducidos en (3.4) para la construccién de la
media muestral con la concentracion.

Asi pues, se define un primer estimador de la varianza circular muestral como:

V:=1-R. (3.12)

La expresion anterior también se puede obtener utilizando la distancia coseno: si ¢ y ¥ son
dos angulos, se define su distancia coseno como 1—cos (¢ — ). Asi, si © es una variable aleatoria
circular y (64, ...,0,) una muestra de esta, se puede definir una nueva medida de dispersién de

los datos con respecto a un angulo ¢ de la siguiente forma:

SRS

D(&) ==Y (1 — cos(f; — ). (3.13)
=1

Cuando & = 6, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1. (Jammalamadaka y SenGupta, 2001) Si 0 es la direccién media muestral de

(01, ...,0,), entonces

> sin(6; —0) =0 (3.14)

L 2 o8 (0; —0) = R. (3.15)

Dem:

Z(sin 0; cos § — cosf;sinf) = n.S cos + nC'sin §
i=1 i=1

=n(Rsinfcosf — Rcosfsinf) = 0.

)]

@.
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Del mismo modo,

n n
Z cos (6; — 0) = Z(cos 0; cos 0 + sin 6; sin @) = nC cos § + nS sin
i=1 i=1

= n(Rcos?0 + Rsin?0) = nR.

En ambos desarrollos hemos utilizado que S = Rsinf y C = Rcosf. |
Por tanto, evaluando (3.13) en 6 y utilizando (3.15), se obtiene que:

D) = ;zn:u —cos(Bi—B) =1-R=T,
=1
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siendo n el tamano muestral. Esto es, asi como en el caso lineal disponemos de un estimador de la
varianza que consiste en calcular el promedio de las distancias a la media muestral, la expresién
anterior representa una idea similar para datos circulares utilizando la distancia coseno.

A través del estimador proporcionado en la expresion (3.12) para la varianza, podemos intro-
ducir una versién de la desviacion tipica muestral asociada, de forma andloga a la poblacional.

Esto es

7 :=1/—2log(1 - V) =1/—2logR. (3.16)
v v

Puede verse que & €]0,00) y solo se anulard cuando todas las observaciones muestrales coincidan,
lo que se traduce en una distribucién degenerada. Este hecho también ocurre en el caso lineal.
En conclusion, este estimador asi definido refleja propiedades del estimador lineal.

No obstante, existen otras formas de definir la varianza en el caso circular. Por ejemplo, en

Batschelet (1981), se define la varianza circular muestral como

V =2(1-R), (3.17)
que es asintéticamente equivalente a la varianza muestral para variables lineales. Esto es sencillo
de ver a partir de la ecuacién (3.15) y teniendo en cuenta ademds que, para angulos ¢ pequenos,

o ‘
cos ¢ ~ 1 — 5. Asf pues,

n n M2 n B
2(1—R):22(1—005(9,-—9)):22(1—1—1—(9129))zlz(ei—9)2:62,

=1 =1 =1

con 2(1 — R) ~ 6% € [0,2] (Jammalamadaka y SenGupta, 2001).

Parece mas intuitivo utilizar la primera definicién (3.12) pues toma valores entre 0 y 1,
mientras que esta iltima los toma entre 0 y 2 y se introduce por las propiedades asintéticas que
acabamos de ver. Por otro lado, ninguna de las dos se asemeja a los casos no circulares en los
que la varianza toma valores mayores o iguales que cero en toda la recta real.

Esta nueva idea de varianza permite dar una nueva definicién de la desviacion tipica muestral
para el caso circular utilizando la expresién (3.17), de forma que también sea asintéticamente

equivalente a la lineal. Esto es, simplemente, tomando la raiz cuadrada de la varianza:
7=VV =1/201 - R). (3.18)

La diferencia mas significativa que se aprecia entre esta nueva propuesta, y la vista en la
ecuacién (3.16), es que esta primera toma valores entre 0 y V2, mientras que la segunda toma
valores mayores o iguales a cero, siendo no acotada. Por tanto, la versién mostrada en (3.16)

comparte soporte con la desviacion tipica en el caso lineal.
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Veamos pues si estos nuevos pardmetros muestrales nos proporcionan los resultados espera-
dos de varianza (utilizando la definicién introducida en (3.12)) y desviacién tipica (definicién

dada en (3.16)) para el ejemplo que estamos tratando (véase la figura 3.1):
a. 0, = (90°,150°,315°) = R, = 0.269, V, = 0.730, 7, = 1.619.
b. 6, = (0°,135°,300°) = R, = 0.269, V}, = 0.730, 7 = 1.619.

Atendiendo a los resultados anteriores, queda claro que se han solucionado los problemas que
teniamos al utilizar las expresiones de la varianza y desviacion tipica ya conocidas para variables
aleatorias lineales: para los mismos datos medidos desde direcciones cero y sentidos distintos,
dichos pardmetros deben ser iguales. También hemos calculado R en ambos casos y, ademds
de confirmar que son idénticos, vemos que las observaciones no estan demasiado concentradas
en torno a la direccién media, ya que R no tiene un valor cercano a 1. Cabe mencionar que,
por la forma en que estdn definidas la varianza y la desviacién (ecuaciones (3.12) y (3.16),
respectivamente), en la que la primera toma valores entre cero y uno y la segunda involucra el
logaritmo de 1 — V' (que también serd un valor entre cero y uno), es normal que ocurra que la
desviacion resulte ser mayor que la varianza.

Por otro lado, bien podriamos haber calculado la varianza y la desviacién tipica utilizando

la definicién (3.17) y la expresion (3.18) respectivamente. De esta forma se obtendria:

a. Vo = 1461, 5, = 1.209.
b. Vi = 1.461, 73, = 1.209.

Las definiciones alternativas de la varianza y la desviacién tipica dadas por las expresiones
(3.17) y (3.18), respectivamente, proporcionan resultados que tampoco dependen de la direccién
cero o el sentido de lectura de los datos escogidos. Sin embargo, al comparar los valores obtenidos
ahora con los anteriores, vemos que la varianza se duplica con respecto a estos, mientras que
la desviacién es menor. Ademads, en este caso en este caso el resultado de la varianza es mayor
que el de la desviacién, que es lo contrario de lo que ocurre en el otro ejemplo. Esto se debe a
que V = 2V v a las muy distintas definiciones de las respectivas desviaciones tipicas.

Veamos ahora qué sucede cuando tenemos una muestra en la que las observaciones estan
lo més alejadas posible unas de otras y otra muestra en la que estan juntas. Esto es lo que se
observa en las imédgenes 3.3a y 3.3b, respectivamente. Calculemos en estos casos los parametros

de concentracién y dispersién definidos.
a. 0, = (60°,180°,300°) = R, =0, V, =1, 5, = 8.603.
b. 6, = (0°,20°,340°) = 6, = 360° = 0°, R, = 0.960, V;, = 0.040, 7, = 0.286.
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Con esto observamos que cuando las observaciones muestrales estan préximas, R tiende a
uno, mientras que la varianza lo hace a cero. Los datos estdn concentrados en torno a la media

muestral. Ocurre lo contrario cuando los datos son equidistantes y ademas, atendiendo a la

definicién 3.5, como S, = C, = 0, la media muestral no estd definida.
60°
20°
180° E ) 5o E)
340°
300°

(a) (b)

Figura 3.3: Ejemplos de dos muestras donde (a) los datos estédn lo méas alejados posible unos de

otros y (b) los datos se encuentran cerca.

3.4. Representaciones graficas de los datos circulares

Las representaciones graficas de los datos muestrales son una potente herramienta descrip-
tiva, muy util como estudio preliminar al andlisis detallado de los datos. Nos permiten resumir
informacién compleja y hacerla méas accesible y comprensible. Ademaés, nos permiten conocer en
qué rango de valores se mueven las observaciones y de qué forma, permitiendo observar a simple
vista caracteristicas importantes de la muestra, como la existencia o no de modas, o intuir la
distribucién que podrian seguir los datos.

Al igual que hemos adaptado las definiciones de las medidas de posicién y dispersiéon po-
blacionales o muestrales, es necesario adecuar los gréaficos a las variables circulares, pues hemos
visto que estas se representan sobre la circunferencia de radio unidad. Aunque en los ejemplos
expuestos anteriormente ya se han utilizado algunas de las representaciones que explicaremos a
continuacién, vamos a ver cuatro tipos de representaciones. Algunas de ellas tienen una andloga

para variables lineales.
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3.4.1. Diagramas de puntos

Es una representacién bastante sencilla en la que cada observacion se representa con un punto
sobre la circunferencia unidad. Sin embargo, permiten observar de forma mas clara que otros
graficos algunas propiedades de los datos, como detectar pequenos grupos de puntos aislados o
algun punto solitario de especial interés (Fisher, 1993).

Esta es la representacion utilizada en el ejemplo donde se explicaba la unicidad de la mediana
muestral (ver figura 3.2). A continuacién veremos un grafico con més datos y en el que se pueda

apreciar su utilidad.
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(a) Diagrama de puntos lineal. (b) Diagrama de puntos circular.

Figura 3.4: Representacion de la base de datos “wind” del paquete “circular” de R (Agostinelli
y Lund, 2023) (a) sin tener en cuenta que son datos circulares y (b) empleando el diagrama de

puntos circular.

En la figura 3.4 vemos dos graficos en los que se representa la direccién del viento medida
en radianes en sentido horario y con el norte como direcciéon cero. Claramente, al representar
la muestra como si fuesen observaciones de una variable aleatoria lineal (diagrama 3.4a), la
interpretacion de los resultados se presenta complicada. Sin embargo, el diagrama de puntos
circular 3.4b facilita en gran parte el estudio de los datos, observandose una clara tendencia del

viento hacia el norte.

3.4.2. Histogramas circulares

Los histogramas resultan muy ttiles para analizar observaciones de datos lineales continuos.
Por ello, parece logico intentar adaptar este tipo de graficos al caso circular. Como se muestra en

Mardia y Jupp (2000), una forma de obtenerlo es representar un histograma lineal y “envolverlo”
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alrededor de la circunferencia unidad (véase la figura 3.5). Las barras se construyen tomando
un conjunto de datos como puntos medios de estas y su altura es proporcional al nimero de
observaciones en cada intervalo [xg — h,z¢ + h|, donde x es el punto medio de cada barra y
h > 0, un pardmetro ventana. La construcciéon del histograma y su interpretaciéon no paramétrica
se explican en profundidad en la seccién 5.1. Pueden ser ttiles, pero también pueden llevar a
resultados erréneos o confusos si no se escogen adecuadamente los cortes considerados en el
circulo. Estos se pueden apreciar en la imagen 3.5b. Por ejemplo, cuando la moda es tinica, una
mala disposicién de dichos cortes puede hacer que parezca que la distribuciéon es multimodal.
Esto mismo ocurre en el caso lineal cuando el histograma no posee suficientes barras. Por
el contrario, si se consideran demasiadas barras podemos hacer que aparezcan modas que en
realidad no hay. Esto estd relacionado con la eleccion del pardmetro de ventana h cuyo efecto

estudiaremos también en la seccién 5.1.

Number of birds

1
140° 180° 270 o° 90° 140°

(a) Histograma lineal. (b) Histograma circular.

Figura 3.5: Ejemplos de (a) histograma lineal y (b) circular que representan la direccién de

vuelo de un grupo de pajaros (Mardia y Jupp, 2000).

3.4.3. Diagramas de rosa

Otro tipo de representacién similar al histograma circular es el diagrama de rosa, en el
se sustituyen las barras por sectores circulares. Algunos autores, como Mardia y Jupp (2000),
toman el drea de cada sector proporcional a la frecuencia del grupo de datos que representa y
el radio, a la raiz cuadrada de la frecuencia relativa de dichos datos, aunque no todos siguen
este convenio. Al igual que sucede con los histogramas lineales en los que es importante hacer
una buena eleccién de la anchura de las barras, también lo es elegir correctamente el arco de los

sectores circulares (normalmente se utiliza 10° o 20°). En caso contrario, la informacién podria
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ser malinterpretada ocultando grupos de datos relevantes. El arco de los sectores depende del
parametro de suavizado v, que estudiaremos en profundidad en la seccién 5.2 y veremos varios

métodos para obtener un valor adecuado de este.

(a) Diagrama de rosa con 10 sectores. (b) Diagrama de rosa con 20 sectores.

Figura 3.6: Para este ejemplo de diagrama de rosa se ha utilizado la base de datos “wind”
disponible en la librerfa “circular” de R y hemos empleado (a) 10 sectores circulares y (b) 20

sectores circulares.

Utilicemos los datos de la figura 3.4 y el diagrama de puntos circular para representar
los diagramas de rosa de la imagen 3.6. En esta se observan dos graficos que tnicamente se
diferencian en el nimero de sectores circulares que resumen la informacién de la muestra: en
3.6a se utilizan 10 y el 3.6b, 20. Estos muestran claramente el hecho de que si no se utilizan
suficientes sectores, puede que algunos grupos de datos queden ocultos debido a que sus vecinos
son mas frecuentes como ocurre con los puntos situados en la zona noreste.

Representemos ahora el histograma que utilizariamos en el caso lineal. Esto es el que tenemos
en la figura 3.7. Comparando este grafico con los de la figura 3.6, vemos que con el primero
perdemos parte de la informacion en el sentido de que no sabemos cudl es la direccién cero ni el
sentido de lectura de los datos. Ademas, ya no se ve a simple vista que estos son periédicos, pues
los extremos del histograma no estan unidos, como si ocurre en el diagrama de rosa. Ademads,
en el histograma lineal podria parecer que tenemos dos grupos modales: el primero en 0° y el
segundo en 360°. Sin embargo, se trata de un tinico grupo, tal y como se muestra en el diagrama

de rosa debido a la periodicidad.
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Figura 3.7: Histograma de la direccién que toma el viento entre 0° y 360.

3.4.4. Diagramas de caja

La construccién de una diagrama de cajas para datos circulares resulta algo compleja. No
obstante, nosotros veremos la explicaciéon dada en Buttarazzi et al. (2018) que se basa en la idea
del diagrama de cajas para datos lineales de Tukey (Tukey, 1977). Esta opcién utiliza rangos*
y el concepto de profundidades.

Lo primero que se debe hacer para obtener el diagrama de cajas de una muestra de datos
circulares es obtener su mediana. Como ya hemos visto en la secciéon 3.2, esta no tiene por
qué ser tunica, por ello, se utilizard aquella que minimice (3.6). Posteriormente, se localiza la
antimediana, es decir, el punto mds alejado de la mediana en el circulo (el que forma 180° con
ella). De esta forma, el eje que forman ambas divide los datos en dos.

Tras esto, establecemos los rangos de los datos partiendo de la antimediana en sentido horario
y en sentido antihorario (véanse las figuras 3.8a y 3.8b, respectivamente). A continuacién, se
calcula la profundidad de cada observacion tomando el minimo de ambos rangos, como se puede
ver en la imagen 3.8c.

Si la antimediana es un punto de la muestra, los rangos se empiezan a contar a partir de
esta. Por ello, la profundidad no estd definida para este dato, pero se le da el valor cero.

A partir de estos rangos y profundidades se definen los distintos parametros (H., Hee, W,

4 . . L,
Definimos el rango de una observacién muestral como la posiciéon que ocupa en la muestra ordenada
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(a) Rangos (horario) (b) Rangos (antihorario) (¢) Profundidad

Figura 3.8: En las dos primeras imagenes vemos los rangos muestrales tomados desde la antime-
diana (flecha verde) en sentido (a) horario y (b) antihorario, respectivamente. En la figura (c)
tenemos las profundidades asociadas a los datos. La fecha azul representa la mediana muestral

que minimiza 3.6.

(a) MF 6ptimo (b) MF=0.7

Figura 3.9: Representacién de dos diagramas de cajas para los mismos datos. Se toma el valor

del pardmetro (a) M F éptimo y (b) M F=0.7.

Wee) que estan representados en la figura 3.9a. Los coeficientes H, y H. se corresponden con

5 1+L(1-2HL)/2J

el valor , con n el tamano muestral, al obtener los rangos en sentido horario y

®Denotamos por |z] a la parte entera de x, Vz € R.
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antihorario, respectivamente. La caja se define en el arco que une ambos puntos. Por otro lado,

los “bigotes”, W. y W, se obtienen mediante
WC:HC_MF(HCC_HC) y ch: CC+MF(HCC_HC)7

respectivamente; donde M F' es un factor de multiplicidad que garantiza que la probabilidad de
que uno de los datos esté fuera de los limites que marcan W, y We. sea 0.7 %. Estos puntos
estan representados en las figuras 3.9a y 3.9b con el simbolo *. En el caso lineal se fija M F=1.5
pero, en el circular, M F' depende de la concentraciéon de los datos, es decir, esta relacionado
con la longitud media resultante R (3.8). En el apéndice de Buttarazzi et al. (2018) se puede
ver un ejemplo de cdlculo del valor 6ptimo de este coeficiente para el caso de la distribucién de
Von-Mises (distribucién que veremos en el capitulo siguiente).

Al representar el diagrama de cajas de datos circulares usando el software R, este toma por
defecto el pardmetro M F' éptimo, que es lo que vemos en la figura 3.9a. Sin embargo, se puede
fijar cualquier otro valor. Al tomar M F'=0.7 obtenemos el diagrama 3.9b. En ambos observamos
la mediana muestral, dibujada en azul. Sin embargo, el “bigote” W, de la imagen de la derecha

es notablemente mas corto, lo que hace que haya més observaciones fuera del diagrama.
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Capitulo 4

Distribuciones circulares

Tras estudiar los principales pardmetros estadisticos y las representaciones gréaficas mas
utiles, veremos ahora las distribuciones de probabilidad definidas para variables aleatorias cir-
culares mas importantes.

Por un lado, existen algunas que se desarrollan especificamente para variables circulares.
Las més destacadas son la distribucién uniforme circular, la cardioide y la de Von-Mises.

Sin embargo, también se pueden adaptar las distribuciones para variables lineales para que
sean validas en el caso circular. Asi, estas se pueden “enrollar” alrededor de la circunferencia
unidad o, en el caso de que tengamos un vector aleatorio bidimensional, se transforma en su
componente angular. Como ejemplo de las primeras veremos la distribucién normal enrollada
(Wrapped Normal) y la Cauchy enrollada ( Wrapped Cauchy) y, en relacién a las segundas, la
normal proyectada. Por ltimo, estudiaremos la normal asimétrica (wrapped skew Normal) y

las mixturas de Von-Mises como ejemplos de modelos asimétricos y/o multimodales.

4.1. Distribuciones circulares propias

4.1.1. Distribucion uniforme circular

Esta es la distribucion maés sencilla. Una variable aleatoria continua circular © medida en

radianes sigue una distribucién uniforme circular si su funcién de densidad viene dada por
1
f(0)=—, 0<0<2m, (4.1)

cuya representacion grafica puede verse en la figura 4.1 y cuya funcién de distribucién tiene la
expresion

F(@):i 0<6 <2
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Se tiene que todas las direcciones acumulan la misma probabilidad y por tanto, no existe un

angulo medio:

2m 2w
C =E(cosO) = f(H)costl/ cosf =0
0 21 Jo

27 27
S =E(sin®) = f(@)sin@zzl/ sinf = 0.
0

0 T

Asi, por la definicién (3.3), la direccién media no esta definida. Por otro lado, la longitud media
del vector resultante es R=0 y su desviacion tipica es 0 = co. Vemos ahora el sentido de definir
un parametro que mida la concentracién en lugar de la desviacion ya que de esta forma habria
informacién de si existe o no una direccién que acumule méas datos. En el caso de no haberla,
estariamos ante la distribucién uniforme. Fijémonos en la importancia de esta ya que lo que
estamos haciendo es comparar cada distribuciéon con la uniforme a través del parametro R.
Veremos una aplicacion a un caso real en la seccion 6.

Por otra parte, es la tnica distribucién circular invariante bajo rotaciones y reflexiones

(Pewsey y Ruxton, 2013).

Funcién de densidad

Figura 4.1: Funcién de densidad de la distribucién uniforme circular.

Podemos fijarnos también que las funciones de distribuciéon y densidad dadas por las ex-
presiones (4.1.1) y (4.1), respectivamente, coinciden con las de una variable aleatoria lineal que

sigue un distribucién uniforme en el intervalo [0,27).

4.1.2. Distribucién cardioide

Una variable aleatoria continua circular ©, medida en radianes y que toma valores en el
soporte [0,27), sigue una distribucién cardioide de pardmetros p y p, C(p, p), si su funcién de

densidad es
£(6) = 5= {1+ 2pcos (0 — ), (4.2)

y, por tanto, su funcién de distribucion es

) 0
F(0) = gsm(e — ) + 5
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con 0 < p < 2m, 0 < p <  (Fisher, 1993).

La principal idea para introducir esta distribucion es conseguir una que sea adecuada para
datos con una moda, de forma que sea posible que aparezcan rangos de dngulos que apenas
tengan probabilidad pero haciendo que aquellos intervalos mas probables acumulen la mayor
parte de esta. De esta forma, se obtiene una distribucién unimodal y simétrica sin alejarse
demasiado de la uniforme.

Por ello, se obtiene anadiendo una perturbacién en forma de funcién coseno a la distribucién
uniforme circular: cuando p = 0, la cardioide se reduce a esta tltima. Ademas, p se corresponde
con la longitud media del vector resultante y pu, con la direccién media, la mediana y la Unica
moda. Estas caracteristicas se pueden apreciar en las figuras 4.2a y 4.2b.

En 4.2a vemos como al aumentar p, hay una mayor concentraciéon de la probabilidad en
torno a u, alejandose de la distribucion uniforme, lo que concuerda con el hecho de que p sea
la longitud media resultante y p sea su media. Ademds, notemos que la distribucién también
se desplaza haciendo que haya puntos de la circunferencia que casi no acumulen probabilidad:
los dngulos localizados en la parte baja del circulo en la curva representada en rojo en 4.2a
tienen menos probabilidad que sus puntos antipodales. Por otro lado, en 4.2b, observamos que
al cambiar su media la funcién de densidad no varia de forma, pero si cambia su orientacion
haciendo que el maximo de la curva esté dirigido hacia el angulo wu.

Otra caracteristica importante, que se puede apreciar en estas dos figuras, es que esta dis-

tribucién es simétrica con respecto a p.

Funcién de densidad Funcién de densidad

— p=mii2
u=3m/2

(a) C(5,p) (b) C(u,0.49)
Figura 4.2: Representaciones de la funcién de densidad de la distribucién cardioide variando los

parametros (a) py (b) u.

Por tltimo, cabe mencionar que las variables aleatorias circulares que siguen esta distribucion
son reproductivas con respecto a ambos parametros, es decir, si O1 ~ C(u1,p1) y O2 ~ C(uz, p2),

con ©; y ©2 independientes, entonces ©1 + O2 ~ C(u1 + u2, p1p2) (Mardia y Jupp, 2000).
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4.1.3. Distribucion de Von-Mises

Una variable aleatoria circular ©, medida en radianes y definida en el soporte [0,27), sigue
una distribucién de Von-Mises de pardmetros p y k, M(u, k), si su funcién de densidad es

1 ehi cos (0—p) (43)

f(e):m ;

donde 0 < p < 27 es la direccién media, k >0 se conoce como parametro de concentraciéon, y
Iy = 5 fo% ercosfdp = 5 ﬁ(%)% es la funcién de Bessel modificada de primera especie
y orden cero. La longitud media del vector resultante se define en Mardia y Jupp (2000) como

R= ggz;, con I (k) la funcién de Bessel modificada de primera especie y orden uno.

Surgen dificultades a la hora de calcular la funcién de distribucién debido a la problemética
que surge de integrar la funcién de densidad (4.3) debido a las funciones de Bessel. Por tanto,
se recurre a métodos numéricos para evaluarla y estos valores estan tabulados para 0< « < 10,
como ocurre con la distribucién normal estdndar para variables aleatorias lineales. Sin embargo,
para valores de x suficientemente grandes, se puede obtener una aproximacién de la funcién de
distribucién de Von-Mises a través de la de la normal. Para ver esto, tomamos & = '/2(6 — p)

y, utilizando (4.3), vemos que la funcién de densidad de £ es proporcional a

exp (—r(1 — cos (v7/%€))) = exp (~1/2¢%),

donde también hemos utilizado que cosz ~ 1 — 2 cyando © — 0 y, por tanto, 1 —

2
cos (k1/2€) ~ 1/2€%5 " cuando k — oo. Asf, & ~ N(0,1).
Resumiendo, si © ~ M(u, %), 5~ /2(0 — p) ~ N(0,1), cuando & es suficientemente grande.
De esta forma, es posible aproximar la funciéon de distribuciéon de Von-Mises con la de una
normal estandar. Se puede encontrar més informacién sobre este hecho en Mardia (1972).
Ademas, teniendo en cuenta que Ip(k) es una funcién par y que cos (a4 7) = —cosa, es
claro que M(p+ 7, k) = M(p, —kK).
Al igual que la distribucién cardioide, esta también es unimodal y simétrica con respecto
a u. Esto ultimo se aprecia claramente en la imagen 4.3a, en la que se representa en azul la
funcién de densidad de la distribucién M(u,2), para pp = § y p = m. Ademads, p se corresponde
también con la mediana y la moda. Podemos comparar las representaciones de la figura 4.3b,
para confirma que la concentracién depende de x (hemos visto que la longitud resultante media
dependia de k): al aumentar este parametro también lo hace la concentracién de la probabilidad

a la media (que en este caso es 0).

Asi mismo, fijémonos en que distribuciones cardiode y de Von-Mises estan relacionadas ya
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que, teniendo en cuenta que e* ~ 1 4+ x cuando z — 0, tomando x — O:

Fatu (0) = e ) 2 {14 008 (0= 1) = fegune
En la figura 4.3c, se comparan las funciones de densidad de estas dos distribuciones con u = 7
y k = 0.75, observando que, efectivamente, se asemejan.
Por otro lado, si k=0, se observa que la distribucién de Von-Mises coincide con la uniforme

circular dada por la expresién (4.1).

Funcion de densidad Funcion de densidad

thn

T
=
=" =X
Inon
RO

(a) M(p,2) (b) M(0, %)

Funcién de densidad

— Von Mises

/_\ Cardioide
2

(¢) M(r,0.75) ~ C(,0.375)

Figura 4.3: Representaciones de la funcién de densidad de la distribuciéon de Von Mises variando
los pardmetros (a) py (b) k (superior derecha). En la imagen (c) vemos una comparacién de

las funciones de densidad de esta y de la cardioide para s pequeno.
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4.2. Distribuciones enrolladas

En esta seccién se presenta un método para obtener distribuciones apropiadas para variables
aleatorias circulares a partir de las ya conocidas para variables aleatorias lineales, sin mas que
“enrollarlas” alrededor del soporte de la circunferencia.

Consideramos X una variable aleatoria lineal. Entonces se puede obtener una variable alea-
toria circular ® medida en radianes mediante la transformacién: ® = X méd 2.

La funciones de distribucién F'(#) y de densidad f(f) de O se calculan a partir de las de X,

que denotamos por F(z) y f(z) respectivamente, de la siguiente forma:

F(6) = i (F(0 + 2kn) — F(2kn)}, (4.4)
k=—o0
£(0) = i £(6 + 2k). (4.5)
k=—0o0

Este tipo de distribuciones presentan una serie de caracteristicas importantes dignas de

mencién (Mardia y Jupp, 2000):
I. Si X e Y son variables aleatorias lineales se tiene que

(X+Y) méd2r =X méd 2r+Y méd 2, (4.6)

es decir, no importa si primero sumamos las variables y después, las “enrollamos” o si por

el contrario, se “enrollan” primero y luego se suman.

1. Si ¢(t) = E(e"X) es la funcién caracteristica de una variable aleatoria lineal X y conside-
ramos © = X (méd 27), su n-ésimo momento trigonométrico goén) coincide con ¢(n):

o

2(k+1)m 0o
> / ¢ £(0)do = / e f(z)dr = ¢(n).

2k —00

2
o= [ e o) -

0 k=—00

1. Si la funcién ¢(t) del punto anterior es integrable, entonces la funcién de densidad de ©

puede expresarse como una expansion en serie de potencias de la siguiente forma

£(6) = % {1 +23 (G cos (n0) + S sen (ne))}, (4.7)

n=1
donde C,, = E(cos (nX)) y S,, = E(sin (nX)), de forma que ¢(n) = Cy, + iS,,. Esta forma

de representar la funcién de densidad de © puede simplificar la expresion (4.5).

A continuacién se presentan un par de ejemplos de distribuciones obtenidas mediante este

método: la normal enrollada y la Cauchy enrollada.
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4.2.1. Distribucion Normal enrollada

Una variable aleatoria X ~ N (u, o) tiene funcién de densidad

1 _(a—p)?

prd (& 202
oV 2T

Por lo tanto, la variable aleatoria circular definida por © = X mod 27 seguird una distribucién

f(x)

normal enrollada WN (u, p), y su funcién de densidad vendra dada por

JO) = L 3 e @ 2T (4.8)

Asi, 4 moéd 27 serd la direccién mediade © y p = e~/ 2 lalongitud media del vector resultante.
En la figura 4.4b vemos cémo al aumentar p (disminuir o) la probabilidad estd mas concentrada
entorno a y méd 27 = 47 méd 27w = 0.

Sin embargo, también se podria obtener otra representacién de la funcién anterior a partir
de (4.7). La funcién caracterfstica de X es ¢(n) = einn=n°0%/2 = ¢inkyn® v € Ny por tanto,
S, = p"sin(np) y Cp = p™ cos (ny). Finalmente, sustituyendo en (4.7) y reordenando los

términos, obtenemos que

f(0) = % {1—#22:/)”2 cosn(@—u)}.

n=1

En este caso, esta tltima expresién no simplifica mucho la que hemos definido primero (4.8).

La distribucién normal enrollada también es simétrica y unimodal, con moda g mod 2.
Podemos observar esto en la figura 4.4a, en la que las funciones de densidad representadas son
simétricas con respecto a 0 (curva azul) y & (curva verde).

Es interesante observar que las funciones de densidad representadas en 4.3b y 4.4b son
bastante similares. Sin embargo, el ligero inconveniente que se encuentra en la distribucion
que estudiamos ahora con respecto a la Von-Mises es que una pequena variacién de p provoca
grandes cambios en la forma de la funcién de densidad. Claro que esto puede deberse a que los
parametros de concentracién de cada una de ellas pueden tomar valores en soportes distintos.
Otra dificultad que puede hacer méas conveniente trabajar con la distribucién de Von-Mises es
la expresién de su densidad, pues es mas sencillo trabajar con una expresién reducida en lugar

de con una suma infinita de términos.

Asi mismo, podemos encontrar alguna relacién entre esta distribucion y las que hemos visto

1

5-, que es la funcién de densidad (4.1) de la

en el epigrafe anterior. Cuando p — 0, f(0) —
uniforme circular. Por otro lado, fijémonos en que si p — 1, teniendo en cuenta que p = e’/ 2,

se tiene que o — 0, por lo que la distribucién normal NV (i, o) de partida serd en realidad una
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Funcién de densidad Funcion de densidad

— p=0.
p=exp(-1/2)
— p=09

(a) WA (,0.8) (b) WA (4m, p)

Figura 4.4: Representaciones de la funcion de densidad de la distribucién normal enrollada

variando los pardametros (a) py (b) p.

distribucién degenerada en el punto p y la WA (u, p) asociada serd una distribucién degenerada
en y moéd 2.
Ademds, de (4.6), se verifica que si ©1 ~ WN (u1,p1) y ©2 ~ WN (uz, p2) son dos variables

aleatorias circulares independientes, entonces ©1 + Qg ~ WN (1 + a2, p1p2)-

4.2.2. Distribucién de Cauchy enrollada

Una variable aleatoria lineal X sigue una distribucién de Cauchy, C(u, o), si su funcién de

densidad de probabilidad es

con z, u € (—oo,00) y o > 0.
Asi, la correspondiente variable aleatoria circular O, definida como © = X mdd 27, tendra

una distribucién de Cauchy enrollada WC(u, p) con funcién de densidad

1 o
10) = Z 702+ (0 — p+ 2km)?

k=—00
A pesar de que la media de X no estéd definida para el caso lineal, la de © es 4 méd 27 y
la longitud media es R=p=¢"7.
Sin embargo, en este caso si que es posible simplificar la expresién anterior utilizando (4.7).

Teniendo en cuenta que la funcién caracteristica de X es ¢(n) = e~ onF = pei™ (n € N) y

que, por tanto, S, = psin (nu) y Cp, = pcos (nu), obtenemos la siguiente funcién de densidad

f(H)zi{l%—QZp”cosn(@—,u)}. (4.9)

n=1
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Ahora bien, si nos fijamos, la suma que aparece en esta expresién converge a una funcién més

sencilla ya que
Z COSTl 0 Z n zn O—p) | _ Re pei(G—u) o p(COS (0 - M) - p)
4 2 e B 1—peil@=n) | 14 p2—2pcos (0 — )’

donde hemos utilizado que la suma que aparece tras la primera igualdad es la de una serie

geométrica de razén menor que 1. Finalmente, sustituyendo este resultado en (4.9) y reor-
denando los términos, se consigue una representacién mucho mas compacta de la funcién de
densidad de © dada por

1 1—p?

f(e)zﬁl—i-pQ—Qpcos(ﬁ—,u)'

(4.10)

Notemos que cuando p — 0 recuperamos la distribucién uniforme circular, mientras que
cuando p — 1 tenemos una distribuciéon degenerada en el punto u méd 27w. También en este
caso tenemos una distribuciéon unimodal y simétrica respecto a dicho punto, tal y como se puede
apreciar en 4.5a: al variar el parametro p (sin hacerlo p) no cambia la forma de la curva si no
Unicamente la orientacién de esta, de forma que el maximo de la funcién de densidad coincide
con el angulo medio. En las funciones de densidad representadas en la figura 4.5b podemos ver el
hecho de que p es el pardmetro que se corresponde con la longitud media, ya que, cudnto aumenta
este valor, mas se aleja la distribucién Cauchy enrollada de la uniforme circular. Fijémonos en
que la forma de campana de esta distribucion es algo diferente a las que hemos visto hasta
ahora ya que, aunque si que observamos que cuando crece p mas concentraciéon de probabilidad
hay en torno a u (como ocurre con las anteriores), en este caso, el maximo de la curva es mas

pronunciado, es decir, la probabilidad estd atin més concentrada que en los otros ejemplos vistos.

Funcion de densidad Funcion de densidad

(a) WC(11,0.6) (b) WC(3,p)

Figura 4.5: Representaciéon de la funciéon de densidad de la distribuciéon Cauchy enrollada va-

riando los pardmetros (a) uy (b) p.
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4.3. Distribuciones proyectadas

Otra forma de obtener distribuciones apropiadas para variables aleatorias circulares es “pro-
yectando” las funciones de distribucién de vectores aleatorios lineales bidimensionales.

Sea el vector aleatorio (X,Y) con funcién de densidad f(z,y). Mediante un cambio de
variable, podemos obtener su representacién en coordenadas polares f(r,6) (con r la variable
radial y 6, la angular). Asi una variable aleatoria circular © serd aquella que tiene por funcién

de densidad la funcién de densidad marginada f(0), es decir,

£(0) = /0  f(r, 0)rdr. (4.11)

Como ejemplo de este tipo de distribuciones veamos la normal proyectada NP (i, ) que se
obtiene a la partir de una distribucién normal bivariante Na(fi, ) de un vector aleatorio lineal
(X1, X2), donde ji = (1, o) es el vector de medias y 3, la matriz de covarianzas, siendo p el
coeficiente de correlacién de X1 y X, y 07 y 03 sus respectivas varianzas. En Jammalamadaka

y SenGupta (2001) se puede ver la funcién de densidad de © ~ N'P(ji, X) es

1(6) = CEQ) {¢2<u1,u2> + aD(0)D[D(9))6 <“(’“ sin HC‘( - cos ”) } RNVRD)

con

1
a =
27

a107/1— 2
C(0) = a*(03 cos?0 — poioasin20 + oisen?d) y

a2

D(9) = W[mag(ag cosf — poysiné) + pgo (o1 sin@ — pog cos )],

donde ¢3(-, ) es la funcién de densidad de N5(0,X), y ¢(-) y ®(-), las funciones de densidad y

distribucién de N (0, 1), respectivamente.

Al considerar el caso en que i =0y oy = 0y = 1, la expresién (4.12) se simplifica a

1— p?
27(1 — psin20)°

f0) =

Es obvio que, en este caso, cuando p = 0, recuperamos la funcién de densidad de la distribucion
uniforme circular (4.1). En las imédgenes de la figura 4.6 tenemos la representacién de la funcién
de densidad introducida en (4.12) para distintos pardmetros, para los que se obtienen distribu-
ciones unimodales y simétricas. En la de la izquierda (figura 4.6a), vemos como a pesar de que
ambas distribuciones tienen el mismo pardmetro 3, parece que la curva verde posee una mayor
concentracién de probabilidad en torno a la media que la azul. Sin embargo, a la derecha (figura

4.6b), donde hemos tomado dos ¥ distintos pero diagonales, se tiene que esta concentracién
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disminuye al aumentar las varianzas en las distribuciones normales bivariantes lineales de las

que proceden estas normales proyectadas.

Funcion de densidad Funcién de densidad

— — 31
u2 32

(a) p1 = (=1,0), u2 = (1,1), ¥ = ((13(1))

Figura 4.6: Representacion de la funcién de densidad de la distribucién normal proyectada
variando los pardmetros p (a) y 3 (b), de forma que se obtienen distribuciones unimodales y

simétricas.

Por otro lado, a diferencia de las distribuciones anteriores, esta puede ser también bimodal o
asimétrica. Esto es lo que observamos en las imagenes 4.7a y 4.7b respectivamente. Observemos

que ahora los pardmetros ¥ utilizados no tienen por qué ser matrices diagonales, sino simétricas.

Funcion de densidad Funcion de densidad

— 31 — 1, 31
u2, 32

(a‘) H = (070)7 Y= ((%8)7

Figura 4.7: Representacion de la funcién de densidad de la distribucién normal proyectada
variando los pardmetros p y 3, de forma que se obtienen distribuciones (a) bimodales o (b)

asimétricas.

Antes de explicar los tltimos ejemplos de distribuciones, cabe hacer una comparacién entre
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las que hemos visto hasta ahora. Esto es lo que tenemos en la figura 4.8 en la que hemos intentado
que las distribuciones tuviesen parametros similares. Llama la atencion que la Cauchy enrollada,
junto con la norma proyectada, son las que tienen una mayor concentracién de la probabilidad
en torno a la media. Por otro lado, podemos ver que la cardioide y la normal enrollada son

bastante similares.

Comparacion de funciones de densidad

— Uniforme
Cardioide

— Von Mises

— Normal enrollada
Cauchy enrollada

— Normal proyectada

Figura 4.8: Comparacién de las funciones de densidad de las distribuciones vistas anteriormente:
circular uniforme, cardioide, Von-Mises, normal enrollada, Cauchy enrollada y normal proyec-
tada. Excepto esta ultima, todas ellas tienen como pardmetros p =0y p = 0.5 (k = 0.5, en el

caso de la distribucién de Von-Mises). Los pardmetro de la normal proyectada son u = (1,0) y

= (39).

4.4. Distribuciones asimétricas y multimodales

Ademsds de las distribuciones vistas hasta ahora, existen otro modelos para variables alea-
torias circulares asimétricas, como puede ser la normal enrollada asimétrica o wrapped skew
normal. Por otro lado, también es necesaria alguna distribuciéon para variables multimodales
en el caso circular, como las mixturas de Von-Mises. A continuacién, se presentaran estos dos

ejemplos mostrando sus ventajas.

4.4.1. Distribucion normal enrollada asimétrica

Esta distribucién es 1til cuando las variable aleatoria circular © que tenemos no es simétri-
ca. Se denota por WSN (i, k,\) y su correspondiente funcién de densidad viene dada por la

siguiente expresion:

f(H):% = ¢<9—27;7‘—/L>(I)<>\<9+27;T—,u,>>’
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donde ¢(:) y ®(-) denotan la funciones de densidad y de distribucién de la normal estandar,
respectivamente. El coeficiente p € [0, 27) es un pardmetro de localizacién, £ > 0, un pardmetro
de escala, y A > 0, un pardmetro de asimetria (Oliveira, 2014). En la figura 4.9 en la que podemos
ver como varia la simetria de la funcién de densidad en relacion al valor de A: al aumentar esta

cantidad, la simetria disminuye.

Funcion de densidad

TR
R N R
[==}

Figura 4.9: Representaciéon de la funcién de densidad de la distribucion normal enrollada

asimétrica, con = my k = 1, variando el pardmetro de asimetria .

4.4.2. Mixtura de Von-Mises

También se puede obtener una nueva distribucién como “mezcla” de otras distribuciones.
En este caso, la funcién de densidad de la variable aleatoria circular © se escribe como suma

de funciones de densidad de Von-Mises (4.3) de la siguiente forma

k k
1 1
f(6) ;1 pifva(0; pi, ki) = o ;1 Pt € , (4.13)

con k > 2. Los coeficientes p; son los pesos de cada componente y deben cumplir: p; > 0y
Zlepizl. Ademsds, recordemos que p; € [0,27) y k; > 0, Vi € {1, ..., k} (Mardia y Jupp, 2000).
De esta forma obtenemos una distribucién multimodal y que ademads, puede ser asimétrica.
Podemos observar las representaciones de esta funcién de densidad para diferentes combi-
naciones de sumas de distribuciones de Von-Mises en las figuras de 4.10. En la de la izquierda
(4.10a), tenemos la suma de tres de ellas, lo que resulta en una distribucién con tres modas, que
se corresponden con el pardmetro u de cada Von-Mises de la suma, y es simétrica con respecto
a cada una de ellas. Por otro lado, en la imagen de la derecha (4.10b), se han sumado cinco
funciones de densidad de Von-Mises y, en este caso, la resultante no es simétrica y tiene varios

maximos, ubicados en torno a la circunferencia de forma la distribucién es no simétrica.
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Funcion de densidad

Funcion de densidad

(a) VM(%,6) + 2VM(m,6) + 2VM(3F,6) (b) 2VM(2,3)+2VM(4,3)+5VM(3.5,50)+
ZVM(4,50) + ZVM(4.5,50)

Figura 4.10: Representaciones de esta funcién de densidad para diferentes combinaciones de

sumas de distribuciones de Von-Mises (Oliveira, 2014).
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Capitulo 5

Estimacion no paramétrica

En el capitulo 2 hemos analizado las propiedades que deben verificar las funciones de densi-
dad tanto en el caso lineal como circular. Asi podemos asegurar que esta caracteriza inequivoca-
mente una variable aleatoria. De ahi la importancia de obtener una estimacién de esta a partir
de una muestra de dicha variable aleatoria. Esta estimacién puede plantearse de dos maneras:
de forma paramétrica o no paramétrica. Hemos introducido modelos paramétricos en el capitulo
anterior, por ello, en este nos vamos a centrar en la estimacién no paramétrica.

La estimacién paramétrica se utiliza cuando conocemos la distribucién que sigue la variable
en cuestién, pero no los pardametros de esta. Por ejemplo, si tenemos © ~ M (u, k), sabemos
que O sigue una distribucion de Von-Mises pero desconocemos su media p y su parametro de
concentracién k. De esta forma, a través de una muestra de la poblacién, se obtendria una
estimacion de la funciéon de densidad f de © a partir de la estimacion de estos coeficientes.

El problema de este tipo de estimacién radica en la necesidad de asumir que la variable en
cuestiéon sigue una cierta distribucién. Es decir, cuando no es posible conocer la distribucion de
la variable a priori, no se puede emplear el enfoque paramétrico. Los métodos no paramétricos
son una alternativa que soluciona este problema, ya que permiten estimar f sin hacer ninguna
suposicién previa sobre la distribucién de la variable. Esta ganancia en flexibilidad se traduce
en cierta complejidad en la practica.

En este capitulo nos centraremos en la estimacion no paramétrica de la funcién de densidad
en el caso de variables aleatorias circulares, pero antes haremos una pequena introduccién de
los conceptos basicos de este campo en el caso lineal. En particular, utilizaremos la estimacién

de la funcién de densidad a través de estimadores tipo kernel.
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5.1. Introduccién a la estimacién no paramétrica lineal de la

funcion de densidad

Para comenzar, veremos que es posible estimar la funciéon de densidad de una muestra
a través del histograma. Como se muestra en Scott (2015), seleccionado un origen t; y una
constante h > 0 (denominada pardametro de ventana), un histograma define un funcién constante
a trozos en los intervalos {By = [tg,tg+1) : tk = to + kh,k € Z}, denominados bins. El valor
de esta funcién en cada B} se corresponde con el nimero de observaciones muestrales dentro
de cada uno de estos intervalos. De esta forma, el histograma en un punto x se puede expresar
como

. 1 &
fH(:U;thh> = %Zl{X@EBk:zEBk}? (51)
=1

donde X1, ..., X,, con n € N, es una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria lineal X.
Si denotamos por v el nimero de observaciones en cada By, la expresion anterior es equivalente

a

fH(:z; to,h) = U—Z, si x € By, para algin k € Z. (5.2)
n

Notemos que la variable aleatoria “nimero de observaciones v en cada bin del histograma”
sigue una binominal B(n,py), con py = P(X € By) = ka f(t)dt, donde f(t) es la funcién de
densidad de la variable X (continua). Por el Teorema del valor medio, py = hf (& 5) para algin

Ekh € (th,tgt1). Asi, paraun k € Z y un = € By, dados, se tiene que

E[fu(w;to, h)] = % = f(&k,n);
Var{fi(:to,h)) = "PU 2 _ Jka)(1 =1 G

Por tanto, cuando h — 0, f(&kn) — f(x) y E[fr(x;t0,h)] — f(z), lo que hace de la fun-
ci6n dada por 5.2 un estimador asintéticamente insesgado de f(x). No obstante, si h — 0,
Var[fH(x; to, h)] — oo, por lo que es necesario que nh — oo (Scott, 2015).

Cabe preguntarse cémo varia el histograma y, por tanto, el estimador (5.2) con el pardmetro
de ventana h y con ty. Tomamos una muestra de tamano n = 100 de una distribuciéon uniforme
U(0,1) lineal y representamos su histograma tomando h = 0.05, h = 0.1 y h = 0.25 con tg =0
(véanse 5.1a, 5.1b y 5.1c, respectivamente). Claramente, lo que estamos haciendo es cambiar en
numero de bins del histograma y vemos que los grupos modales varian de uno a otro. De esta
forma, al utilizar un h demasiado pequeno, podrian aparece modas que en realidad no hay y si h
es demasiado grande, podrian no verse algunos grupos modales que si existen. Ya comentabamos

en el capitulo 3, cuando estudiamos los histogramas circulares y los diagramas de rosa, que esto
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podria suceder si no se selecciona un parametro de ventana, y consecuentemente un nimero de

bins, adecuados. Esto es el efecto de la eleccion de la ventana.

Histograma U(0,1) Histograma U(0,1)

Frecuencia
Frecuencia

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) h = 0.05 (b) h=0.1

Histograma U(0,1)

Frecuencia

10 15 20 25 30
I

5
1

[¢]
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(¢) h=0.25

Figura 5.1: Histogramas correspondientes a una muestra de una distribucién uniforme U (0, 1)
lineal de tamano n = 100 con pardmetro tp = 0 y pardmetros de ventana (a) h = 0.05, (b)

h=0.1y (c) h=0.25.

Por otra parte, en la figuras 5.2a y 5.2b hemos representado los histogramas de la muestra
anterior para tg = 0y tg = —0.1 (respectivamente), con pardmetro de ventana h = 0.2. Vemos
como no solo varia la forma del histograma, sino que también lo hace el nimero de bins de este.

Para evitar esta dependencia se utiliza el histograma madvil, en el que se utiliza la frecuencia
relativa en intervalos de la forma (z — h,z + h) para estimar la densidad de z. De esta forma,
se obtiene otro estimador de la funcién de densidad cuya expresién viene dada por la funcién

constante a trozos

~

1 n
In(zsh) = nh Z; 1{:p—h<Xi<x+h}7 (5.3)

con X1, ..., X;, una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria lineal X (Scott, 2015).
Nuevamente tenemos que, al tratar fN(x; h) como una variable aleatoria, esta sigue una

binominal B(n,pgp), con pyp = P(t —h < X <x+h)=F(x+h)— F(z —h) y Fla funcién
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Histograma U(0,1) Histograma U(0,1)
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Frecuencia
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Frecuencia

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) to =0 (b) to =—-0.1

Figura 5.2: Histogramas correspondientes a una muestra de tamano n = 100 de una distribuciéon

uniforme U(0, 1) lineal con pardmetro de ventana h = 0.2y (a) to =0y (b) to = —0.1.

de distribucién de X. De esta forma, se tiene que

Blfy (o) = DO H@ ),

f r — - T — F(x—h))2
Vorlfu(e ) = TN =T = ) (Hlee ) =R = bE

Asi, cuando h — 0, tenemos que E[fy(z; h)] — f(x) y Var[fx(z;h)] = oo, lo que implica que
fn (z; h) es también un estimador asintéticamente insesgado de f(z) y es necesario que nh — oo
si h — 0, de forma que la varianza no diverja.

Fijémonos en que la expresién (5.3) se puede reescribir de la siguiente forma

. 1 — 1 <1 1 & r—X;
fn(@sh) = M;I{x—h<x~;<x+h} = ; Fliicm=Xi gy = nh;K ( . ) , (54)

donde usado la notaciéon K(z) = %1{,1< 2<1}»> que es la funcién de densidad de la distribucién
uniforme U(—1,1). Por lo que cada X3, ..., X,, tiene el mismo peso.

Como podemos ver en Parzen (1962), se posible generalizar la expresién (5.4) sustituyendo
K por la funcién de densidad de una distribucién simétrica y unimodal en el cero, como puede
ser una normal estandar. De esta forma, K se denomina kernel y se define el estimador kernel

de la funcién de densidad como
N 1 & z— X;
‘h) = — K .
fasm =5 K (7)) (5.5

También es frecuente utilizar la funcién kernel reescalada Kj(u) = %K (#)- De esta forma la

ecuacién (5.5) se transforma en

flash) =~ _Z Kp(z — X;). (5.6)



Sin embargo, aunque la eleccién del kernel es importante, lo es atin méas la del parametro de
ventana h. Ya hemos comentado esto en el caso de los histogramas, pero veamos un ejemplo
donde utilizamos un kernel no uniforme: en las figuras 5.3a y 5.3b, tenemos las representaciones
de la funcién de densidad la normal estandar y las estimaciones de estas para cinco muestras
de tamano 200 procedentes de esta distribucién. En ambas utilizamos un kernel gaussiano, en
la primera h = 0.5, mientras que en la segunda, h = 1. Notamos claramente que para h = 0.5

se obtiene, en general, una mejor estimacion de las funciones de densidad de cada muestra.

Densidad N(0,1)
0.2 0.3
1
0.3

Densidad N(0,1)
0.2
|

0.1

0.0
|
0.0

(a) h =05 b) h=1

Figura 5.3: Representaciones de la funcién de densidad la normal estdndar (curvas negras) y
las estimaciones de estas para cinco muestras de tamainio 200 procedentes de esta distribucion

(curvas azules), para los pardmetros de ventana (a) h = 0.5y (b) h =1y kernel gaussiano.

Existen varios métodos para obtener un parametro de ventana adecuado, algunos de los
cuales introducimos brevemente a continuaciéon. Para ello, denotemos por f a la funcién de
densidad de una variable aleatoria lineal X y sea f un estimador suyo.

Los primeros métodos se corresponden con criterios basados en minimizar algunos errores.
Se utilizan el error cuadratico medio integrado, que denotaremos por MISE(h) (del inglés mean

integrated squared error) que viene dado por

MISE(h) = E [ / (F(z:h) — F())2dz] (5.7)

y su versién asintética AMISE (asymtotic mean integrated squared error), cuya expresion se
puede ver en Marron y Wand (1992).

El problema reside en que para minimizar las expresiones de estos errores es necesario
conocer la funcién de densidad f, la cual queremos estimar y, por tanto, desconocemos.

Una posible solucién, que utilizan las denominadas reglas plug-in, es asumir que f es la
funcién de densidad de una distribucién N (p, ). Al emplear al mismo tiempo un kernel gaus-

siano, se obtiene un caso particular de método plug-in llamado regla del pulgar (véase Silverman
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(1986)). En cualquier caso, el pardmetro de ventana h éptimo depende de la desviacién tipica
o de la Normal, por lo que se sustituye por su estimador de méxima verosimilitud &.

Los métodos de validacién cruzada se basan en desarrollar la expresién del MISE (5.7) y mi-
nimizar aquellos términos que dependen del parametro de ventana h. De esta forma se obtienen
dos métodos: validacién cruzada por minimos cuadrados o LSCV (least squares cross validation)
y validacién cruzada por verosimilitud o LCV (likelihood cross validation). La expresiones de
estos pueden encontrarse en Scott (2015).

Vemos que la estimacién no paramétrica tiene ciertas ventajas frente a la paramétrica ya que
no necesitamos conocer a priori la distribucién de los datos. Sin embargo, tener una distribucién
conocida permite obtener méas informacién acerca de los datos que estamos estudiando.

Por otro lado, en ambos modelos surge el problema de qué método emplear. La desventaja
que surge en el caso no paramétrico es que los pardmetros de ventana que resultan de los
diversos métodos nos pueden llevar a las distribuciones de los datos muy distintas. Esto no
sucede en el otro caso pues, aunque las distintas técnicas proporcionen parametros distintos de

la distribucion que suponemos que siguen los datos, si conocemos el tipo de distribucién.

5.2. Estimacion no paramétrica de la funcién de densidad en el

caso circular

Es claro que estos estimadores vistos para el caso lineal en la seccién anterior (5.5 y 5.6) no
son apropiados para variables circulares pues en primer lugar su funcién de densidad debe ser
periédica. En Hall et al. (1987) se muestran dos modificaciones de estos que si son validos para
este tipo de variables. Uno de ellos esta basado en la distancia angular entre dos vectores, pero
nosotros nos centraremos en el que se define de forma més o menos anédloga a 5.6.

Consideremos 0y, ..., 0, una muestra aleatoria simple de una variable circular ©, definida

en el soporte [0,27). El estimador kernel f de su funcién de densidad f viene dado por
. 1 <&
ik)=—Y K,(0—0,), .
flen) = K0 -0) 6

donde 6 € [0, 27). La funcién kernel circular K, se sustituye por una funcién de densidad circular
unimodal y simétrica con pardmetro de concentracién v. Este coeficiente v, que se denomina
parametro de suavizado, sustituye al pardmetro de ventana h que teniamos en el caso lineal. De
esta forma se mantiene la periodicidad de la funcién de densidad.

Sin embargo, fijar un valor de v adecuado es muy importante a la hora de obtener una buena

estimacion también en este caso. Veamos un ejemplo donde se puede ver esto: en las figuras
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5.4ay 5.4b tenemos la representacion de la funcién de densidad de una distribucién WN (0, 0.7)
(curva negra), mientras que las curvas azules son las estimaciones de esta funcién de densidad
utilizando en (5.8) la distribucién normal enrollada con pardmetro de suavizado v = 0.5 y
v = 0.9, respectivamente, para cinco muestras distintas procedentes de una WAN(0,0.7). Vemos
claramente que la estimacién varia en funcién de v, de hecho, la primera se queda bastante
por debajo de la funcién real, mientras que la segunda hace un mejor estimacién. Aqui esta la
importancia de una buena eleccion del parametro de suavizado. Notemos que en el ejemplo que
mostramos para el caso de muestral procedentes de una N (0,1) (5.3) también obtenfamos una
mejor estimacion para un parametro de ventana més pequeno. Sin embargo, un valor se reduce

demasiado es posible que tampoco se obtengan resultados satisfactorios.

(a) v=105 (b) »=0.9

Figura 5.4: Representacién de la funcién de densidad de una distribucion WAN(0,0.7) (curva
negra) y de las estimaciones de esta funcién de densidad (curvas azules) utilizando en 5.8 la
distribucién normal enrollada con pardmetro de suavizado (a) v = 0.5y (b) v = 0.9, para cinco

muestras distintas de tamafio 200 procedentes de una WAN(0,0.7).

Sin embargo, al igual que sucede con h cuando se trata de variables lineales, resulta compli-
cado fijar el valor de v apropiado. Existen varios métodos con los que proceder, aunque sigue
siendo un problema abierto. En Hall et al. (1987) se presentan dos técnicas, la primera se basa
en minimizar el valor esperado de la divergencia de Kullback-Leibler del estimador kernel de la
funcién de densidad que viene dado por

(o) — Ozwf(g)E []og (f{ééi))] do,

que mide la cantidad de informacién que hay en la diferencia de f(6) y f(6;v). No obstan-
te, nosotros estudiaremos el segundo método en el que se minimiza, al igual que en el caso

lineal, el error cuadratico medio integrado del estimador kernel de la funcién de densidad, que
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denotaremos ahora por MISE(v) y cuya expresion para variables circulares es
se() =& [ [0 - 10)%0] = [T e [0 - 107 a
= [T E[i@07+ 07 - 25010
o . . . 2 . 2
-/ | (E[F007] + 102 - 25100 [f( >} E [f6:0)] - [jo:0)] ) ao
T . . 2
:/0 (B[f6:0)] - r®) d20+ 2| —E[f(6:)] )de

2
:/0 [sesgo(f(ﬂ;y))}2d0+ Var(f(e v))do

0
Sin embargo, también en el caso circular, se utiliza normalmente la versién asintética de
este AMISE. Su expresién explicita se puede encontrar en Di Marcio et al. (2009) y es similar a
la que se puede ver en Hall et al. (1987). En la primera de estas referencia se tiene la expresién
del AMISE para la distribucién de Von-Mises, esta es

)\ 2 (2" v
AMISE() = 116 (1_28) /0 (f”(e))2d9+2mf() (5.9)

donde I;(v) es la funcién de Bessel modificada de primera especie y orden j, con j = 0,2, y n
el tamano muestral. Tengamos en cuenta que la expresién del AMISE (5.9) es tal si v — o0,
% — 0y f” es continua y de cuadrado integrable.

Ahora bien, teniendo en cuenta que lo que necesitamos el minimizar (5.9) para obtener el
valor éptimo de v y conseguir la mejor estimacion de la funcién de densidad f, la dificultad que
se presenta es obvia: la ecuacién a minimizar depende de la segunda derivada de f, es decir, de
la funcién que queremos estimar, la cual no conocemos.

Cabria pensar que es posible adaptar la regla del pulgar desarrollada para variables lineales
al caso de circulares. Esta nocion es la que se explica en Taylor (2008): suponemos que los datos
siguen una distribucién de Von-Mises. En esta referencia se muestra que el AMISE para este
caso es

3%212(2,%) ﬁ
32m2lh(k)2  2n4/T’

AMISE(v) =

donde k es el parametro de concentracion de la distribucién de Von-Mises que hemos supuesto
que siguen los datos y n, el tamano muestral. Asi el pardmetro de suavizado éptimo que se

obtiene para el criterio de minimizacién del AMISE es

nk?
VAMISE = (i\fﬁ(@)g) ; (5.10)

donde hemos denotado por & al estimador de méaxima verosimilitud de «.
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Aunque los resultados que obtenemos por este método son buenos cuando los datos son
unimodales, no proporciona un valor adecuado cuando estamos ante datos bimodales o con
distribuciones asimétricas. Esto se debe a que en este tipo de muestras la estimacién de x es
cercana a cero y, por tanto, el valor de v también, debido a la relacién mostrada en (5.10). Como
consecuencia, f = %, es decir, tendriamos una distribucién uniforme que no se corresponde con
la de la muestra. A pesar de ello, existen algunas modificaciones de este procedimiento que
llevan a mejores estimaciones de f. Dos de ellas pueden encontrarse en Taylor (2008) y Oliveira
et al. (2013).

Otra técnica, basada también en minimizar el AMISE (5.9), se obtiene al suponer que los
datos tienen como distribucién una mixtura de Von-Mises. Este método plug-in se explica en
Oliveira (2014) y se resume como sigue: se elige el nimero de distribuciones de Von-Mises k
que conforma la mixtura y se estiman sus pardmetros, es decir, u;, k; y p; Vi = 1,....;k. Se
introducen estas estimaciones en (4.13) y se calcula su derivada segunda, la cual hara el papel
de f en (5.9). De esta forma se obtiene un estimador del AMISE que se minimiza para obtener
el pardmetro de suavizado v 6ptimo.

El método de validacion cruzada es otro de los procedimientos que hemos visto para el
caso lineal que se puede adaptar para estimar el parametro de suavizado v. Esta adaptacion de
este al caso de variables circulares estd propuesto en Hall et al. (1987). Sin embargo, nosotros
utilizaremos las ideas dadas en Oliveira (2014).

Comenzamos introduciendo el error cuadratico integrado del estimador kernel (5.8), que

denotamos por ISE(v) (integrated squared error),:

2 27
FO;v)F0)d0+ | f(6)2d0.
0

2 2
SE() = [ (f(650) ~ @)Rds = [ f(oivyas -2
0 0 0
(5.11)
Para obtener el pardametro v que proporcione una mejor estimacién de f, también se debe
minimizar esta expresién (5.11). Notemos que, como la minimizacién se hace con respecto al

parametro v y el tltimo término no depende de este, basta con hacerlo para

%fwwfw—2 %fwwﬁwm& (5.12)
0 0

También en este caso la ecuaciéon a minimizar depende de la funcién de densidad f que

queremos estimar y, por tanto, no conocemos. Sin embargo, fijémonos en que
2

F(O0;v) £(0)d0 = E(f(6;v)).

0
Cabria pensar que se podria aproximar E( f (0;v)), a través de un estimador suyo de la forma
— 1 < -
E(f(0;0) ==Y f(8:5v)),

n -
=1
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donde 6; denota la observacién i-ésima de la muestra y n, el tamano muestral. Sin embargo,
estarfamos utilizando esta muestra en dos ocasiones: esta tltima y la estimacién de f. Por esta

razén, se emplea otro estimador de E(f(0;v)), que viene dado por
- IR
E(f(03v)) = > f7(0sv)),
i=1

donde f~' es el estimador kernel circular mostrado en (5.8) y calculado utilizando todas las
observaciones muestrales excepto la i-ésima.

En este punto, podemos obtener el pardametro de suavizado v por medio de dos métodos
de validacién cruzada. El primero se sigue directamente de lo visto hasta ahora para este pro-
cedimiento y se trata de la validacién cruzada por minimos cuadrados (LSCV), en el que se

minimiza
2 ) ) L
visov = | fOv)%d0 — =3 [7H(0;v). (5.13)
0 i=1

Por otra parte, también podemos utilizar la validacién cruzada por verosimilitud (LCV) en
la que se maximiza la expresion
n
prov = argmin [ [ F77(85v)), (5.14)
Vo=t
con n el tamano muestral.
En Di Marzio et al. (2011) se muestra que la validacién cruzada por verosimilitud es maés
estable asintoticamente. Ademds, también se puede encontrar en esta referencia otro procedi-

miento para obtener v basado en métodos bootstrap.

5.3. Estudio de la estimacion no paramétrica circular mediante

simulaciones

Ahora que ya conocemos algunos métodos para obtener un parametro de suavizado adecua-
do, apliquémoslos a distintas muestras de distintos tamafios para algunas de las distribuciones
vista en el capitulo 4.

Comencemos analizando una distribuciéon unimodal y simétrica. En este caso, vamos a uti-
lizar dos muestras, una de tamano n=>50 y otra de n=200, de la distribuciéon de Von-Mises de
parametros u = 0 y k = 3. También vamos a obtener el pardmetro de suavizado mediante tres
métodos: la regla del pulgar, la regla plug-in, validacién cruzada LCV y LSCV. Esta situacion
es la que tenemos en la figuras 5.5a y 5.5b, respectivamente. Las diferencias entre las estima-

ciones de la funcién de densidad que se obtienen en ambos casos son evidentes. Mientras que
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en la primera tenemos estimaciones distintas para cada método utilizado para calcular v, en la

segunda apenas se diferencian. A continuacién mostramos los resultados de v obtenidos:
= Muestra de tamano 50: vpp=13.322, vp;=99.965, v;cy=23.266, vrscv=35.481.
= Muestra de tamano 200: vrp=22.680, vpr=25.917, vr,cy=28.288, v;scy=24.633.

Notemos que mientas que los pardmetros de suavizado obtenidos para n=>50 son también muy
distintos entre si, los de n=200 son similares.

Concluimos, por tanto, que el tamano muestral n influye en la estimacion de la funcién de
densidad de la variable aleatoria de la que proceden los datos, de forma que esta mejora al
aumentar n. Esto es lo que cabria esperar ya que tendremos mas informacién de la muestra y

también ocurre en el caso lineal.

— F.densidad
Regla pulgar
— plug-in
— LCV
Lscv

— F.densidad
Regla pulgar
— plug-in
— LCV
LSCV

(b) n = 200

Figura 5.5: Representacién de la funcién de densidad de una distribucién VM (0, 3) (curva negra)
y de las estimaciones de esta obtenidas con distintos parametros de suavizado. Se utiliza una

muestra de tamano (a) n =50y (b) n = 200.

Ahora bien, como hemos comentado anteriormente, todos los métodos propuestos de célculo
de v funcionan méas o menos bien para el caso de distribuciones unimodales y simétricas, como
en el ejemplo anterior. Seria interesante analizar qué sucede al aplicar estos procedimientos para
distribuciones multimodales o asimétricas.

Asi, tomemos dos muestras una de tamano 50 y otra de 200 de la mixtura de Von-Mises que
vefamos en la figura 4.10a (funcién simétrica y multimodal) y tratemos de estimar su funcién
de densidad. Esto es lo que muestra en las figuras 5.6a y 5.6b, en las que nuevamente notamos
la diferencia entre las estimaciones al utilizar tamanos muestrales distintos: se obtiene una mas
apropiada al aumentar n. Estas diferencias también se aprecian en los valores de los pardmetro

de suavizado:

= Muestra de tamano 50: vgp=0.120, vp;=20.779, vicv=14.419, v,5c1v=10.306.
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s Muestra de tamano 200: vrp=0.192, vp;=38.117, v,y =43.915, v5cv=38.160.

Vemos que, tal y como mencionamos al principio, al tratarse de una distribucién multimodal,
el pardmetro de suavizado calculado mediante la regla del pulgar es muy pequeno para ambos
tamanos muestrales y por ello, la estimacion obtenida es similar a la funcién de densidad de una
uniforme circular. Con respecto a los otros métodos, estos devuelven valores de v que originan

densidades més parecidas a la real, recogiendo mejor el comportamiento de los datos.

— F._densidad — F.densidad
Regla pulgar Regla pulgar

— plug-in — plug-in

— - LCv —- LCcv
LSCV LSCV

(b) n = 200

Figura 5.6: Representacion de la funciéon de densidad de una distribucién mixtura de Von-Mises
(curva negra) y de las estimaciones de esta obtenidas con distintos pardmetros de suavizado. Se

utiliza una muestra de tamano (a) n = 50 y (b) n = 200.

Por otro lado, al calcular las estimaciones de dos muestras de tamafio 50 y 200 de una
distribucién normal enrollada asimétrica de parametros WSN (,1,20) vista en la figura 4.9,
obtenemos las representaciones 5.7a y 5.7b, respectivamente. Volvemos a ver la clara diferencia
entre las estimaciones obtenidas para cada tamano muestral y vemos de nuevo que al aumentar
este, la estimacién mejora. En este caso, es el método plug-in el que proporciona una peor
estimacién, mientras que las otras son muy parecidas entre si. Los pardmetros de suavizado en

este caso son:
= Muestra de tamano 50: vpp=17.346, vp;=99.934, v;cy=34.118, vrscv=23.345.
= Muestra de tamano 200: vrp=24.356, vpr=99.935, vr.cy=49.996, v;scy=49.995.

Como curiosidad, notemos que los métodos de validacién cruzada LSCV (5.13) y LCV (5.14)

no tienen por qué proporcionar valores de v similares.
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— F.densidad
Regla pulgar
— plug-in
— LCV
LSCV

— F.densidad
e T Regla pulgar
g b - — plug-in

2 N\ — Lev

LSCV

(b) n = 200

Figura 5.7: Representaciéon de la funciéon de densidad de una distribucién normal enrollada

asimétrica (curva negra) y de las estimaciones de esta obtenidas con distintos pardmetros de

suavizado. Se utiliza una muestra de tamano (a) n =50 y (b) n = 200.
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Capitulo 6

Aplicacién a datos reales

En este capitulo vamos a aplicar los resultados vistos a algunos datos reales con el fin de
poner el practica los resultados que hemos introducido a lo largo del trabajo.

Para ello, hemos tomado dos muestras con alrededor de 300 observaciones de dos bases
de datos distintas. En la primera estudiaremos la direccién de salida de las particulas que se
producen en el LHC (Large Hadron Collider), mientras que en la segunda analizaremos la
direccién de las corrientes marinas en Cabo de Penas.

Comenzaremos con un andlisis descriptivo de los datos para conocer sus principales carac-
teristicas y observar la forma que podria tener su distribucién. Posteriormente, estimaremos su
funcién de densidad utilizando los métodos aprendidos en capitulo anterior y la compararemos

con las distribuciones conocidas.

6.1. Direccion de las particulas que se producen tras la colision

en el LHC

El LHC (Large Hadron Collider) es el mayor acelerador de particulas hasta el momento.
Esta en funcionamiento desde septiembre de 2008 y se encuentra en el CERN, en la frontera
entre Francia y Suiza. Esta formado por una circunferencia de 27 kilémetros de longitud y se
ubica a 100 metros bajo tierra. El objetivo de esta instalacion es propulsar a las particulas a una
gran velocidad para, posteriormente, hacerlas colisionar: adquieren dicha velocidad a través de
distintos aceleradores para después pasar al LHC y hacer que colisionen en puntos especificos

donde se encuentran los detectores, que recogen los rastros de las particulas resultantes. En
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la figura! 6.1 se observa un dibujo esquematico de los distintos aceleradores y detectores que
forman el CERN, en particular se pueden ver los del LHC. La toma de los datos utilizados para

este estudie se hace en CMS (Compact Muon Solenoid).

The CERN accelerator complex
Complexe des accélérateurs du CERN

Neutrino
Platform

LHC

TT42

- AWAKE
HiRadMat
[ 2011 | TT66
i MEDICIS
AD
ISOLDE
e mmaaaaan .
e REX/HIE- i EastArea !
o ISOLDE : H
e
n_TOF vy :
[ 2001 | PS H H
"""""""""" !
LINAC 4
> CLEAR
nc LEIR ——
“lons ‘
1994
P H™ (hydrogen anions) ) ions ) RIBs (Radioactive lon Beams) P n (neutrons) » p (antiprotons) ) e (electrons) P p (muons)

LHC - Large Hadron Collider // SPS - Super Proton Synchrotron # PS - Proton Synchrotron // AD - Antiproton Decelerator // CLEAR - CERN Linear
Electron Accelerator for Research // AWAKE - Advanced WAKefield Experiment // ISOLDE - Isotope Separator OnLine // REX/HIE-ISOLDE - Radioactive
EXperiment/High Intensity and Energy ISOLDE // MEDICIS // LEIR - Low Energy lon Ring // LINAC - LINear ACcelerator //
n_TOF - Neutrons Time Of Flight // HiRadMat - High-Radiation to Materials // Neutrino Platform

Figura 6.1: Esquema que muestra los distintos aceleradores y detectores que forman el complejo

del CERN.

El producto de dicha colisién es un gran nimero de particulas entre las que se podrian
encontrar algunas no conocidas hasta ahora. Es claro que esto no es lo comin, pero este expe-
rimento también sirve para conocer mejor los procesos que ocurren a escalas de la materia muy
pequenas, asi como tener mayor informacién acerca de las particulas fundamentales (como los

electrones, los muones, etc.).

Tmagen extraida de la pdgina web del CERN: https://home.cern/science/accelerators/

accelerator-complex
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En el LHC se hacen colisionar haces de protones principalmente, produciéndose, como hemos
dicho, distintas particulas que salen impulsadas en diferentes direcciones entorno al eje en el
que se produce la colisién. A este angulo de salida, medido en radianes, se le denota como ¢
y toma valores en el intervalo [0,27). Esta es la variable del proceso que vamos a estudiar.
Para comprender mejor cémo se toma este dngulo, podemos ver en la figura 6.2 el sistema de
referencia utilizado en estas mediciones: representamos en verde el eje de colisién de los protones;
en azul, los vectores de las distintas componentes del momento y en rojo, los distintos angulos
utilizados (en la imagen 6.2b la variable ¢ que vamos a analizar). Vamos a tomar como direccién
cero el este geografico y el sentido de giro antihorario. La muestra de tamano 296 utilizada se
ha tomado de la base de datos disponible en el Departamento de Fisica Experimental de Altas

Energias de la Universidad de Oviedo?.

Y YJ\

(a) (b)

Figura 6.2: Sistema de referencia utilizado para hacer las mediciones en el experimento CMS del
LHC. Vemos el eje de colisién de los protones representado en verde. Ademas, en (a) se observa
en azul el vector del momento de una particula producida tras la colisién y en rojo, en angulo 6
que forma este con el eje Z, y en (b) los vectores de las componentes del momento en el eje X
e Y, junto con el momento transverso (pr = /p2 + pg ), en azul y el dngulo ¢ que forma este

dltimo con el eje X, en rojo.

Este estudio nos puede servir para confirmar que el experimento o el instrumental no tie-
ne fallos pues cabria esperar que no exista una direccién preferencial, es decir, que todas las
direcciones sean igualmente probables. Por tanto, si se encontrase una direccién en la que se
concentrasen los dngulos de salida, podria existir un error de calibracién en el sistema.

Empezamos representado el diagrama de rosa y de cajas de la muestra para observar la

2Pégina web del grupo de Fisica Experimental de Altas Energfa de la Universidad de Oviedo: https://www.

hep.uniovi.es/
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forma de los datos. Atendiendo a dicho diagrama de rosa (véase la figura 6.3a) ya podemos
intuir que los datos siguen una distribucién uniforme circular, ya que, aunque hay direcciones
con mayor nimero de observaciones, ninguna sobresale demasiado. Por otro lado, en la figura
6.3b vemos que la mediana (representada en azul) estd cerca del centro de la caja, lo que nos
lleva a pensar que la distribucién de los datos puede ser simétrica, lo que nos proporciona
mas indicios a favor de la distribucién uniforme. Sin embargo, recordemos que, en el caso de
estar ante una distribucién uniforme, este tipo de diagramas de caja no serian apropiados para

representar estos datos.

Figura 6.3: Diagramas de rosa (izquierda) y de cajas (derecha) asociados a la muestra de la

direccién de salida de las particulas resultantes de la colisiéon en el LHC.

Continuemos obteniendo algunos de los pardmetros de localizacion muestrales. Aplicando
las férmulas de las medias de los senos y los cosenos muestrales dadas en (3.4), tenemos que
S = 0.059 y C = —0.015. Notemos que ambos coeficientes son cercanos a cero, por lo que
cabria pensar que estamos cerca del iltimo caso de la definicién de la media muestral dada
por la expresion (3.5). Esto ultimo podria ser otra evidencia de que los datos se distribuyen
uniformemente en torno a la circunferencia. No obstante, utilizando la tltima ecuacién, tenemos
que la media muestral es ¢ = 1.828 rad, que estd cerca de la mediana muestral QNS = 1.863 rad,
que hemos calculado mediante el software R.

Por otro lado, al utilizar la ecuacién de la longitud media resultante muestral (3.11), obte-
nemos que nuestro parametro de concentracién es R = 0.061. Este resultado nos indica que las
observaciones muestrales estdn muy cerca de encontrarse uniformemente distribuidas en torno
a la circunferencia, ya que R tiene un valor cercano a cero.

Por dltimo, vamos a utilizar los métodos no paramétricos para obtener una estimacién
de la funciéon de densidad de la muestra f y compararla con la de la distribucién uniforme.

Esto es lo que podemos ver en la figura 6.4, donde apenas observamos diferencias entre las
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estimaciones y la funcién de densidad de la uniforme. Notemos que, como en este caso parece que
tenemos una distribucién simétrica, el pardmetro de suavizado calculado mediante la regla del
pulgar proporciona un resultado de f adecuado. De hecho, excepto la regla plug-in, los métodos
empleados para obtener v devuelven resultados similares de este: vgp = 0.180, vp; = 2.916,
vroy = 0.756, vrsov = 0.947.

Fijémonos también en que los pardmetros de suavizado obtenidos para esta muestra son
bastante méas pequenos. Esto concuerda con el hecho de que v es un parametro de concentracion
que hemos mencionado en el capitulo 5, ya que parece que tenemos una distribucién uniforme,

los datos no estan concentrados en torno a ningin punto (v menor).

— funiforme
Regla pulgar

— plug-in

— LCV
LSCV

Figura 6.4: Comparacién entre la funcién de densidad de una distribucién uniforme y las esti-
maciones de la funcién de densidad de la que procede la muestra de la direcciéon de salida de

las particulas resultantes de la colision en el LHC.

Para poder confirmar que realmente las observaciones se distribuyen uniformemente, no
basta con lo visto hasta ahora, sino que es necesario realizar un test de bondad de ajuste. Esto
es, un test que indique si los datos siguen una distribucién uniforme. Asi, nuestras hipdtesis

nula y alternativa seran respectivamente:

Hy: los datos siguen una distribucién uniforme,

H;: los datos no siguen una distribucién uniforme.

En este caso vamos a utilizar el test de Kuiper, cuya informacién se puede consultar en

Stephens (1970), que se trata de un test de uniformidad en el circulo para una muestra. Fijamos

3

el nivel de significaciéon® a = 0.05 y realizamos este test a la muestra mediante el software R, en

3El nivel de significacién es una cota superior del error de tipo I, es decir, de rechazar la hipétesis nula (los

datos siguen una distribucién uniforme) cuando esta es cierta.
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el que se obtiene que no se rechaza la hipétesis nula. Por tanto, efectivamente, los datos siguen
una distribucién uniforme.

Con todo lo visto en esta seccién podemos concluir que las particulas resultantes de las
colisiones en el LCH no se dispensan formando un angulo concreto, sino que lo hacen aleatoria
y uniformemente en todas las direcciones. Esto concuerda con lo esperado ya que en la fisica de

este proceso no existe una direccion preferencial.

6.2. Direccion de las corrientes marinas en el Cabo de Penas

En este segundo ejemplo vamos a estudiar la direccién de las corrientes marinas en el Cabo
de Penas (Asturias) entre los dias 13 y 25 de marzo de 2024. La muestra estd formada por 311
observaciones que se han tomado de la pagina oficial de Puertos del Estado® y se miden desde
una boya 2242 ubicada al norte del Cabo de Penas a 615 m de la costa, como se puede ver en
la figura® 6.5. La frecuencia de muestreo es de una observacién por hora, es decir, cada dato se
corresponde con una hora de los dias mencionados. Estdn medidos en grados y se toma como
direccién cero el norte geografico y el sentido de giro horario.

Comenzamos con un andlisis exploratorio de la muestra. En las figura 6.6a y 6.6b, vemos el
diagrama de rosa y el de cajas asociado a esta, respectivamente. Atendiendo al primero parece
que los datos no proceden de una distribucién simétrica, pero este hecho se puede apreciar mejor
en el segundo ya que la mediana (representada en azul) no coincide con el centro de la caja.
También tenemos una mayor concentracion de datos en el tramo 270° - 360°, aunque en torno a
los 90° parece haber otro grupo modal, menor que el anterior. Esto sugiere que la moda puede
no ser unica en este caso.

Calculamos ahora los distintos pardmetros muestrales para obtener algo més de informacién
de las corrientes en Cabo de Penas.

Utilizando las férmulas de las medias de los senos y los cosenos muestrales dadas en (3.4),
obtenemos que S = —0.146 y C' = 0.269. Asi, la media muestral es § = 331.51° (representado
con un punto rojo en la figura 6.6a) y el pardmetro de concentracién, R = 0.306, que resultan

de aplicar las expresiones de la media muestral y la longitud resultante muestral, (3.5) y (3.11),

4Esta informacién ha sido sacada de la pigina web de Puertos del Estado perteneciente al Gobierno de Espaiia

https://www.puertos.es/es-es/oceanografia/Paginas/portus.aspx

®Imagen obtenida de la pagina web de Puertos del estado.
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Figura 6.5: Ubicacién de la boya (rodeada con un circulo negro) desde la que se han tomado los

datos de este estudio.

(a) (b)

Figura 6.6: Diagramas de rosa (izquierda) y de cajas (derecha) asociados a la muestra de direc-
cion de las corrientes marinas en Cabo de Penas. En el primero sefialamos con un punto rojo la

direccién media y en el segundo, la mediana con una flecha azul.

respectivamente. Observamos que @ se encuentra cerca del rango de dngulos donde vefamos
que habia mayor nimero de observaciones, pero se ve claramente influenciada por la posible
existencia de otra moda, cayendo la media entre ambas modas. Por otra parte, la mediana si
parece coincidir con la mayor de las dos modas. Ademés, el valor de R nos indica que parece
que los datos no estdn uniformemente distribuidos en torno a la circunferencia.

Sin embargo, como el valor de R tampoco es cercano a uno, que es el caso en el que la

distribucién de los datos se alejaria mucho de la uniforme, conviene realizar un test de unifor-
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midad, al igual que en el ejemplo anterior. Fijando también el nivel de significaciéon o = 0.05 y
pasando el test de Kuiper a muestra, se rechaza la hipétesis de que la distribucién de los datos
sea uniforme.

Podemos plantearnos ahora buscar una estimacion de una funciéon de densidad apropiada
para estos datos y también para ver si estos métodos detectan una o dos modas. En la figura
6.7 tenemos varias de estas estimaciones f calculadas utilizando los distintos parametros de
suavizado vistos en el capitulo 5, que resultan: vgp = 2.558, vpr = 99.961, vroy = 35.414,
vrsov = 49.995.

Claramente, la f obtenida mediante la regla del pulgar es bastante diferente a las demés.
De hecho, es el tinico método que no refleja la existencia de un segunda moda cerca de los 90°.
Ya hemos mencionado anteriormente que cuando tenemos una muestra que no procede de una
distribucién unimodal y simétrica, la regla del pulgar puede no proporcionar una estimacién
acertada. Ademads, este efecto se acentiia atin mds cuando tenemos una muestra bimodal con
modas antipodales. Aunque esto no ocurre en la muestra que estamos estudiando, si que hemos
visto que cerca del punto de la circunferencia opuesto a la moda hay un pequeno grupo modal,
lo que puede afectar del mismo modo a la estimacion.

Por otro lado, las funciones de densidad estimadas utilizando la regla plug-in, LSCV y LCV
son bastante similares. Todas ellas muestran que la distribucién posee dos grupos modales, uno
con mayor probabilidad situado cerca de 270° y otro menor en torno a 90°. Sin embargo, la
posicién de estos en la circunferencia hace que la distribucién no sea simétrica. También se puede
ver que en la parte baja de la circunferencia, donde vefamos en 6.6a que habia menor cantidad
de observaciones, apenas hay densidad de probabilidad. Esto es lo que cabria esperar ya que,
observando el mapa de la figura 6.5, tenemos que al sur de la boya esta la costa cantabrica lo

que dificulta q haya corrientes procedentes de esta direccién.

Regla pulgar
— plug-in
—- LCV

LSCV

Figura 6.7: Representacion de las estimaciones de la funciéon de densidad de la que procede la

muestra de las direcciones de las corrientes marinas en Cabo de Penas.
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Por tanto, podemos concluir que en Cabo de Penas se producen corrientes en todas direc-
ciones, aunque llegan un mayor nimero de ellas en el noroeste y en el este, aunque en menor
medida. Por otro lado, también podemos decir que en la zona costera (al sur) es donde se ori-
ginan menos corrientes. Como se puede ver en el estudio Ruiz-Villarreal et al. (2004) sobre las
corrientes marinas en el mar Cantdbrico, aproximadamente de marzo a julio las corrientes son
ecuatoriales y en sentido noroeste. La fecha en las que han sido tomados los datos que estamos
estudiando coinciden con esta época del ano, asi como las conclusiones obtenidas. Otra posible
explicacién de estos resultados podria ser que la boya desde la que se estdn tomando los datos
se localiza en una zona maritima algo mas profunda, denominada Canén de Avilés, tal y como
se aprecia en la figura 6.5.

También podemos ver en este estudio que de octubre a enero las corrientes son polares y
mas orientadas hacia el este, lo que podria explicar el pequeno grupo modal observado en esta

direccién.
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Capitulo 7

Conclusiones

A lo largo de todo este trabajo hemos estudiado en profundidad las principales caracteristicas
de los datos circulares, asi como algunos de los métodos estadisticos utilizados en su analisis.
Hemos visto como ha sido posible adaptar varias de las definiciones utilizadas en la estadistica
clésica al caso circular. Este es el caso de las funciones de distribucién y densidad (vistas en el
capitulo 2), entre otras, cuyas definiciones en ambas ramas poseen propiedades comunes, pero
a las que se les debe imponer algunas nuevas en el caso circular (como la periodicidad).

En cambio, los estimadores derivados de la estadistica no circular no son apropiados en
este nuevo contexto, ya que no tienen en cuenta las particularidades de los datos que estamos
estudiando. Por ello, en el capitulo 3, se muestran nuevos métodos considerando dichas carac-
teristicas y se muestra su buen funcionamiento a través de varios ejemplos. Concretamente,
la necesidad de una correcta definiciéon de la media queda patente en el ejemplo 2.2, donde
se observa que para la misma muestra, simplemente variando la direccién cero y el sentido de
rotacion, la direccién media cambia, lo que no es légico en un contexto circular. Una expresion
adecuada de esta para datos circulares fue introducida en la seccién 3.1.1. Con respecto a las
medidas de posicion, también hemos estudiado otros pardmetros como la mediana, que es Unica
cuando se le impone el cumplimiento algunas propiedades, o los cuantiles, complicados de definir
e identificar y para los cuales todavia no existe una forma concreta de estimarlos.

Por otro lado, la medida de dispersién maés utilizada en este tipo de datos es el pardmetro
de concentraciéon R (introducido en la seccién 3.3), en lugar de la varianza o la desviacién tipica
empleadas mas en estadistica cldsica. Este parametro de concentracién, que mide cuanto se aleja
la distribucién de los datos de la uniforme, toma mas en consideracion las caracteristicas propias
de las muestras circulares. Aun asi, también se han definido medidas similares a la varianza y
desviacion tipica al caso circular, teniendo en cuenta las particularidades de este. La definicién de

esta medida de concentracién hace que la distribucién uniforme adquiera una importancia que no
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posee en estadistica no circular, ya que siempre se compara la distribucion de los datos con ella
a través de este pardmetro. Cuando estamos ante datos uniformemente distribuidos, no existe
ninguna direccién que acumule mas probabilidad, su media no esta definida y no existe ninguna
moda y no podemos extraer mas informacién sobre la muestra. Sin embargo, al rechazar la
uniformidad de los datos podemos hacer un estudio méas completo de ellos obteniendo el ntimero
de modas que posee la muestra, su media, su parametro de concentracion, su distribucién, etc.

En el capitulo 4 también hemos considerado otros modelos apropiados en el contexto circular.
Hemos visto que las distribuciones utilizadas en la estadistica cldsica tampoco son adecuadas en
el caso que estamos estudiado ya que, por ejemplo, estas no respetan la periodicidad de los datos.
Algunos de los nuevos modelos introducidos se definen especificamente para variables circulares,
como la Von-Mises o la cardioide, mientras que otras se obtienen a partir de algunas funciones
de densidad de desarrolladas para variables lineales, como la normal o Cauchy enrolladas. Ob-
servamos que todas estas distribuciones tienen en comun la caracteristica de ser unimodales y
simétricas y, por ello, surge la necesidad de incluir otras que puedan ser ttiles cuando las mues-
tras son multimodales o asimétricas. Asi, se introducen distribuciones proyectadas, la normal
enrollada asimétrica y las mixturas de Von-Mises.

La funcién de densidad caracteriza inequivocamente el comportamiento de una variable
aleatoria, por lo que cuando estamos ante una muestra de la cual no conocemos distribucién,
es inevitable tener que estimarla a través de métodos no paramétricos. Asi, en el capitulo 5
estudiamos estos métodos. Sin embargo, hemos visto que obtener una buena estimaciéon no
es sencillo, ya que el estimador utilizado depende de un parametro de suavizado que se debe
calcular. El problema reside en escoger un valor adecuado de este. En el proceso de bisqueda
de un valor 6ptimo de dicho parametro suele estar involucrada la propia funciéon de densidad
de los datos, que al ser desconocida complica el calculo. Una opcién en este punto es introducir
la densidad de Von-Mises en lugar de la de los datos. Los diferentes métodos proporcionan
diferentes parametros de suavizado y algunos de ellos no con apropiados en algunos casos, como
la regla del pulgar cuando estamos ante una muestra multimodal o asimétrica.

La utilidad de todos los resultados mostrados a lo largo del trabajo se muestra en el capitulo
6, donde ponemos en préctica estos resultados con dos ejemplos de muestras reales muy dife-
rentes entre si. La primera de las muestras consta datos procedentes del experimento CMS del
CERN. M3s concretamente, son angulos de salida de 300 particulas producidas en las colisio-
nes de protones en el LHC. Observamos que los datos seguian una distribucién uniforme, de
forma que no existia una direccién de salida preferencial de dichas particulas, tal y como cabria

esperar. Comprobamos asi que, efectivamente, el experimento estd bien calibrado y funciona
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adecuadamente, sin defectos que lleven a resultados fisicos erréneos.

Con la segunda muestra estudiamos las direcciones de corrientes marinas en el Cabo de Penas
producidas en doce dias del pasado mes de marzo. Estos datos se recogen en una boya situada al
norte de la costa asturiana con una frecuencia de una observacién por hora y, a través de ellos,
queremos analizar si existe algin punto geografico donde se concentre una mayor densidad
de corrientes. Aplicando un andlisis no paramétrico fuimos capaces de estimar la funcién de
densidad de esta muestra y observar una moda notoria y la posibilidad de una segunda mas
pequena. La existencia de estas modas implica que se producen ma&s corrientes en el noroeste
lo que coincide con lo observado en Ruiz-Villarreal et al. (2004) en la época del ano en la
que se han tomado los datos (marzo). Sin embargo, no hemos tenido en cuenta otras variables
que pueden afectar a la corrientes marinas como podrian ser los vientos, el mapa mundial de
corrientes procedentes de otro mares u océanos o, como ya hemos mencionado, el periodo del
ano en el que se tomen los datos. La incorporacién de mas de una variable de estudio y su
andlisis conjunto nos llevaria a hablar de regresién con datos circulares, que se puede ver en Yu
et al. (2014).

Otro aspecto que no hemos considerado es que las corrientes no solo se producen en la
superficie del mar, si no también en zonas més profundas. Por tanto, seria conveniente realizar
un estudio de estas en las tres dimensiones del espacio. En este caso, estariamos ante datos
esféricos o, mas generalmente, datos direccionales, los cuales se estudian en Mardia y Jupp
(2000).

El estudio de la regresién con datos circulares o de dichos datos direccionales serian unas po-
sibles vias de ampliacién de este trabajo. También son interesantes los modelos de distribuciones
circulares multivariantes como las que se muestran en Kim et al. (2016) junto con algunas de
sus aplicaciones. Estos serian ttiles, por ejemplo, si tuviésemos en cuenta variables atmosféricas

ademas de la direccion, lo que nos lleva nuevamente a modelos de regresion.
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Apéndice A
Cddigo implementado

En este apéndice se recogen los cédigos (en el lenguaje de programacién R) utilizados en las
simulaciones en las que nos hemos apoyado para realizar los analisis mostrados en el trabajo. Se
han empleado varias librerfas del software R, estas son: “Circular” (Agostinelli y Lund, 2023),
“bpDir” (Buttarazzi, 2021) y “NPCirc” (Oliveira et al., 2014).

El apéndice consta de cuatro secciones que se corresponden con las simulaciones de los

andlisis realizados en los capitulo 3, 4, 5 y 6, respectivamente.

A.1. Estadistica descriptiva circular

= Cilculo de las medidas de posicion y dispersiéon de las muestras de datos vistas en la figura

3.1.

1 #Muetras de datos

a<-c(90,150,315)
3 b<-c(0,135,300)

5 #Parametros C y S de cada muestra
6 Ca=1/3*sum(cos(a*xpi/180))
7 Sa=1/3*sum(sin(a*pi/180))
8 Cb=1/3*sum(cos (b*pi/180))
9 Sb=1/3*sum(sin(b*pi/180))

11 #Direccién media de cada muestra
12 Ma<-(atan(Sa/Ca)+pi)*180/pi

13 Mb<-(atan(Sb/Cb)+2*pi)*180/pi

15 #Parametro de concentracidn

16 Ra<-sqrt(Ca"2+Sa"2)
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Rb<-sqrt (Cb~2+Sb"~2)

#Varianza y desviacién tipica de cada muestra
Va<-1-Ra

Vb<-1-Rb

dsa<-sqrt (-2*log(Ra))

dsb<-sqrt (-2*1log(Rb))

#Varianza y desviacién tipica con la definicién alterna de cada muestra

; VaB<-2x*Va

VbB<-2*Vb
dsaB<-sqrt (VaB)
dsbB<-sqrt (VbB)

Calculo de las medidas de posicién y dispersion de las muestras de datos vistas en la figura

3.3.

#Muetras de datos
a<-c(60,180,300)
b<-c(0,20,340)

#Parametros C y S de las muestras
Ca=1/3+*sum(cos (axpi/180))
Sa=1/3*sum(sin(a*pi/180))
Cb=1/3*sum(cos (bxpi/180))
Sb=1/3*sum(sin(b*pi/180))

#Direccidén media de las muestras
Ma<-(atan(Sa/Ca)+pi)*180/pi
Mb<-(atan(Sb/Cb)+2xpi)*180/pi

#Parametro de concentracién de las muestras
Ra<-sqrt(Ca~2+Sa"2)
Rb<-sqrt (Cb~2+Sb"~2)

#Varianza y desviacién tipica de cada muestra
Va<-1-Ra

Vb<-1-Rb

dsa<-sqrt (-2xlog(Ra))

dsb<-sqrt (-2*1log(Rb))
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= Diagrama de puntos lineal y circular representados en la figura 3.4.

library(circular)

aire<-circular (wind*180/pi, type=’angles’,units=’degrees’,zero=pi/2,rotation = ’clock’)

plot(wind, xlab=’Numero de observaciones’, ylab=’Direccién del viento (rad)’,pch=20)

w

plot(aire, cex=1.5, bin=720, stack=TRUE, sep=0.035, shrink=1.3,pch=20)

= Diagramas de rosa representados en la figura 3.6

-

library(circular)

aire<-circular(wind*180/pi, type=’angles’,units=’degrees’,zero=pi/2,rotation = ’clock’)

rose.diag(aire, bins=10, cex=1.5, prop=1.3,add=T) #10 sectores

wt

rose.diag(aire, bins=20, cex=1.5, prop=1.3,add=T) #20 sectores

= Histograma lineal representado en la figura 3.7.

hist(wind*180/pi,breaks=20,ylab=’Frecuencia’,xlab=’Direccién del viento (2)’,main=’’)

= Rangos representados en la figura 3.8.

library(circular)

N

x<-rcircularuniform(11)

4 plot(x)
5 arrows.circular (median.circular(x),add=T,col=’Blue’)

6 arrows.circular(median.circular(x)-pi,add=T,col=’Green3’)

= Diagramas de cajas representados en la figura 3.9.

I library(circular)

2 library(bpDir)

i x<-rcircularuniform(11)

o

CircularBoxplot(x,template=’radians’,units=’radians’)

CircularBoxplot(x,template=’radians’,units=’radians’,constant=0.7)

A.2. Distribuciones circulares

Funcién de densidad de la distribucién uniforme representada en la figura 4.1.

1 library(circular)
2
3 curve.circular(dcircularuniform, join=TRUE, ylim=c(-1.05, 1.05), lwd=2,col=’blue’)

1 title(main=’Funcién de densidad’)
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Funciones de densidad de la distribucién cardioide variando el pardmetro p representadas

en la figura 4.2a.

library(circular)

mu=circular(pi/2)

rho1=0.1

rho2=0.3

rho3=0.49

x<-seq(0,2*pi,length.out=1000)

x<-circular (x)

curve.circular(dcardioid(x,mu,rhol), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), 1lwd=2,col=’blue’)

curve.circular(dcardioid(x,mu,rho2), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, add=T,
col="springgreen’)

curve.circular(dcardioid(x,mu,rho3), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, add=T,
col="red’)

legend(x = "topright",legend = c(’rho=0.1",’rho=0.3’,°rho=0.49"),1ty = c(1,1,1),
col=c(’blue’,’springgreen’,’red’), lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Funciones de densidad de la distribucién cardioide variando el parametro p representadas

en la figura 4.2b.

library(circular)

mul<-circular(pi/2)
mu2<-circular (3*pi/2)

rho<-0.49

; curve.circular(dcardioid(x,mul,rho), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, col=’blue’)

curve.circular(dcardioid(x,mu2,rho), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, add=T,
col="springgreen’)

legend(x = "topright",legend = c(’mu=pi/2’,’mu=3pi/2’),1lty = c(1, 1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’), lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Funciones de densidad de la distribucién de Von-Mises variando el pardmetro p represen-
tadas en la figura 4.3a.

library(circular)

mul<-circular (pi/4)
mu2<-circular(pi)
kappa<-2

curve.circular(dvonmises(x,mul,kappa), join=TRUE, ylim=c(-1.3, 1.3), lwd=2, col=’blue’)
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curve.circular(dvonmises(x,mu2,kappa), join=TRUE, ylim=c(-1.3, 1.3), lwd=2, add=T,
col=’springgreen’)

; legend(x = "topright",legend = c(’mu=pi/4’,’mu=pi’),lty = c(1, 1, 1)

,col=c(’blue’,’springgreen’),lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Funciones de densidad de la distribucion de Von-Mises variando el pardametro x represen-

tadas en la figura 4.3b.

library(circular)

mu<-circular(0)

kappal<-0.5

kappa2<-1.5

kappa3<-4

x<-seq(0,2*pi,length.out=1000)

;. x<-circular(x)

curve.circular(dvonmises(x,mu,kappal), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2,col=’blue’)

curve.circular(dvonmises(x,mu,kappa2), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2),
lwd=2,add=T,col=’springgreen’)

curve.circular(dvonmises(x,mu,kappa3), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2),
1lwd=2,add=T,col="red’)

legend(x = "topright",legend = c(’kappa=0.5’,’kappa=1.5’, kappa=4’),lty = c(1, 1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’,’red’),lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Ejemplo de la elacién entre la distribucién de Von Mises y la cardioide (figura 4.3c).

library(circular)

mu<-circular(pi)

kappa<-0.75

x<-seq(0,2*pi,length.out=1000)

x<-circular (x)

curve.circular(dvonmises(x,mu,kappa), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2,col=’blue’)

curve.circular(dcardioid(x,mu,kappa/2), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, add=T,
col="green’)

legend(x = "topright",legend = c(’Von Mises’,’Cardioide’),lty = c(1, 1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’),lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)
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Funciones de densidad de la distribuciéon normal enrollada variando el parametro p repre-

sentadas en la figura 4.4a.

library(circular)

mul<-circular(0)

mu2<-circular(pi/6)

rho<-0.8

curve.circular (dwrappednormal (x ,mul,rho), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, col=’blue’)

curve.circular(dwrappednormal (x ,mu2,rho), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), 1lwd=2, add=T,
col=’springgreen’)

legend(x = "topright",legend = c(’mu=0’,’mu=pi/6°’),1lty = c(1, 1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’), lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Funciones de densidad de la distribucién normal enrollada variando el parametro p repre-

sentadas en la figura 4.4b.

library(circular)

mu<-circular (4*pi)

rho1<-0.2

rho2<-exp(-1/2)

rho3<-0.9

x<-seq(0,2*pi,length.out=1000)

x<-circular (x)

curve.circular (dwrappednormal (x,mu,rhol), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), 1lwd=2, col=’blue’)

curve.circular (dwrappednormal (x ,mu,rho2), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, add=T,
col="springgreen’)

curve.circular(dwrappednormal (x ,mu,rho3), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, add=T,
col="red’)

legend(x = "topright",legend = c(’rho=0.2’, rho=exp(-1/2)’,’rho=0.9’),1ty = c(1, 1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’,’red’), lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Funciones de densidad de la distribucién Cauchy enrollada variando el parametro u re-
presentadas en la figura 4.5a.

library(circular)

mul<-circular(0)
mu2<-circular (7*pi/6)
rho<-0.6

curve.circular (dwrappedcauchy (x,mul,rho), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2,col=’blue’)
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curve.circular (dwrappedcauchy (x,mu2,rho), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, add=T,
col=’springgreen’)

legend(x = "topright",legend = c(’mu=0’,’mu=7pi/6°),1ty = c(1, 1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’), lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Funciones de densidad de la distribucién Cauchy enrollada variando el parametro p repre-

sentadas en la figura 4.5b.

library(circular)

mu<-circular(pi/2)

rho1<-0.2

rho2<-0.5

rho3<-0.8

x<-seq(0,2*pi,length.out=1000)

x<-circular (x)

curve.circular (dwrappedcauchy (x,mu,rhol), join=TRUE,ylim=c(-2.15, 2.15), 1lwd=2,
col="blue’)

curve.circular (dwrappedcauchy (x,mu,rho2), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, add=T,
col="springgreen’)

curve.circular (dwrappedcauchy (x,mu,rho3), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, add=T,
col="red’)

legend(x = "topright",legend = c(’rho=0.2’,°rho=0.5’,’rho=0.8"),1ty = c(1, 1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’,’red’), lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Funciones de densidad de la distribucién normal proyectada variando el parametro u

representadas en la figura 4.6a.

library(circular)

mul<-c(-1,0)
mu2<-c(1,1)

sigma<-matrix(c(1,0,0,1),2)

; curve.circular (dpnorm(x,mul,sigma),join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, col=’blue’)

curve.circular (dpnorm(x,mu2,sigma) , join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, add=T,
col=’springgreen’)

legend(x = "topright",legend = c(’mul’,’mu2’),lty = c(1, 1), col=c(’blue’,’springgreen’),
lud = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)
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Funciones de densidad de la distribucién normal proyectada variando el pardmetro X

representadas en la figura 4.6b.

library(circular)

mu<-c(1,1)
sigmai<-matrix(c(2,0,0,2),2)
sigma2<-matrix(c(6,0,0,6),2)

curve.circular (dpnorm(x,mu,sigmal) , join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2,col=’blue’)

curve.circular(dpnorm(x,mu,sigma2), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), 1lwd=2, add=T,

col=’springgreen’)

legend(x = "topright",legend = c(’sigmal’,’sigma2’),lty = c(1, 1),

col=c(’blue’,’springgreen’), lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Funciones de densidad de la distribucién normal proyectada bimodales y simétricas repre-

sentadas en la figura 4.7a.

library(circular)

mu<-c(0,0)
sigmal<-matrix(c(2,0,0,6),2)

sigma2<-matrix(c(1,0.5,0.5,1),2)

curve.circular (dpnorm(x,mu,sigmal) , join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, col=’blue’)

curve.circular (dpnorm(x,mu,sigma2), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), 1lwd=2, add=T,

col=’springgreen’)

; legend(x = "topright",legend = c(’sigmal’,’sigma2’),lty = c(1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’), lwd = 2)

title(main=’Funcién de densidad’)

Funciones de densidad de la distribuciéon normal proyectada asimétricas representadas en

-

o

la figura 4.7.

library(circular)

mul<-c(-1,0)
sigmail<-matrix(c(1,0.9,0.9,1),2)
mu2<-c(3,2)

sigma2<-matrix(c(4,0.3,0.3,1),2)

curve.circular(dpnorm(x,mul,sigmal), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), 1lwd=2, col=’blue’)

curve.circular (dpnorm(x,mu2,sigma2) , join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, add=T,

col=’springgreen’)

legend(x = "topright",legend = c(’mul, sigmal’,’mu2, sigma2’), 1lty = c(1, 1),

col=c(’blue’,’springgreen’), lwd = 2)
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title(main=’Funcién de densidad’)

Comparacion de funciones de densidad representadas en la figura 4.8.

library(circular)

mu<-0
rho<-0.5

kappa<-0.5

; mu2<-c(1,0)

sigma<-matrix(c(1,0,0,1),2)

curve.circular(dcircularuniform, join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, col=’blue’)

curve.circular(dcardioid(x,mu,rho), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, add=T,

col=’springgreen’)

curve.circular(dvonmises(x,mu,kappa), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, add=T,

col=’red’)

curve.circular(dwrappednormal (x,mu,rho), join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2), lwd=2, add=T,

col=’purple’)

curve.circular(dwrappedcauchy(x,mu,rho), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, add=T,

col=’darkorangel’)

curve.circular (dpnorm(x,mu2,sigma), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), 1lwd=2,add=T, col=’177’)

legend(x = "topleft",legend = c(’Uniforme’,’Cardioide’,’Von Mises’,’Normal enrollada’,
’Cauchy enrollada’, ’Normal proyectada’), lty = c(1, 1, 1, 1, 1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’,’red’,’purple’,’orange’, ’177’), lwd = 2)

title(main=’Comparacién de funciones de densidad’)

Funciones de densidad de la distribucién normal enrollada asimétrica variando el parame-

tro A representadas en la figura 4.9.

N
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library(circular)

library(NPCirc)

mu<-pi
kappa<-1
lambda1<-0

lambda2<-5

lambda3<-20

curve.circular(dwsn(x,mu,kappa,lambdal), join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, col=’blue’)

curve.circular (dwsn(x,mu,kappa,lambda2) ,join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, add=T,
col="springgreen’)

curve.circular(dwsn(x,mu,kappa,lambda3),join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, add=T,

col="red’)
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legend(x = "topright",legend = c(’lambda=2’,’lambda=5’,’lambda=20’),lty = c(1, 1, 1),
col=c(’blue’,’springgreen’,’red’),lwd = 2)

13 title(main=’Funcién de densidad’)

= Mixturas de Von-Mises representadas en la figura 4.10.

1 library(circular)

3 fi<-function(theta) {1/3*dvonmises(theta,pi/3,6) + 1/3*dvonmises(theta,pi,6) +
1/3*dvonmises (theta,5*pi/3,6)}
i curve.circular(f1(x),join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, col=’blue’)

5 title(main=’Funcién de densidad’)

7 f2<-function(theta) {4/9*dvonmises(theta,2,3) + 5/36*dvonmises(theta,4,3) +
5/36*dvonmises (theta,3.5,50)+

8 5/36*dvonmises (theta,4,50) + 5/36*dvonmises(theta,4.5,50)}

9 curve.circular(£2(x),join=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), lwd=2, col=’blue’)

10 title(main=’Funcién de densidad’)

A.3. Estimacién no paramétrica

» Histogramas lineales que muestran el efecto de la eleccién del parametro de ventana h

representados en la figura 5.1.

1 #Muestra uniforme

> u<-runif (100)

1 #Bins del histograma

5 Bk1<-seq(0, 1, by=0.05) #h=0.05
6 Bk2<-seq(0, 1, by=0.1) #h=0.1
7 Bk3<-seq(0, 1, by=0.25) #h=0.25

9 #Representacién de los histogramas
10 hist(u, breaks=Bk1l,main=’Histograma U(0,1)’,xlab=’’,ylab=’Frecuencia’)
11 hist(u, breaks=Bk2,main=’Histograma U(0,1)’,xlab=’’,ylab=’Frecuencia’)

12 hist(u, breaks=Bk3,main=’Histograma U(0,1)’,xlab=’’,ylab=’Frecuencia’)
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Histogramas lineales que muestran el efecto de la eleccién del parametro ty representados

en la figura 5.2.

#Muestra uniforme

u<-runif (100)

#Bins del histograma
Bk1<-seq(0, 1, by=0.2) #t0=0
Bk2<-seq(-0.1,1.1, by=0.2) #t0=-0.1

#Representacién de los histogramas
hist(u, breaks=Bkl,main=’Histograma U(0,1)’,xlab=’’,ylab=’Frecuencia’)

hist(u, breaks=Bk2,main=’Histograma U(0,1)’,xlab=’’,ylab=’Frecuencia’)

Representaciones de las estimaciones de la funciéon de densidad de una normal estandar
para distintas elecciones del pardmetro de ventana h representadas en la figura 5.3.

#Muestras procedentes de una normal estandar
m1<-rnorm(200)
m2<-rnorm(200)
m3<-rnorm(200)
m4<-rnorm(200)

m5<-rnorm(200)

3 #Parametros de ventana

bwi<-1
bw2<-0.5

#Estimaciones de la funcidén de densidad para bw=1
plot(dnorm,from=-4,to=4,col="black’,lwd=3,ylab=’"Densidad N(0,1)’)
lines(density(ml,bw=bwl) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’blue’)
lines(density(m2,bw=bwl) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’deepskyblue’)
5 lines(density(m3,bw=bwl) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’cyan3’)

7 lines(density(m4,bw=bwl) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’blue3’)

2 lines(density(m5,bw=bwl) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’blued’)

#Estimaciones de la funcién de densidad para bw=0.5

plot (dnorm,from=-4,to=4,col="black’,lwd=3,ylab=’Densidad N(0,1)’)
lines(density(ml,bw=bw2) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’blue’)
lines(density(m2,bw=bw2) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’deepskyblue’)
lines(density(m3,bw=bw2) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’cyan3’)
lines(density(m4,bw=bw2) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’blue3’)

lines(density(m5,bw=bw2) ,kernel=’gaussian’,lwd=2, col=’blued’)
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Representaciones de las estimaciones de la funcién de densidad de una normal enrollada

WAN(0,0.7) para distintas elecciones del pardmetro de suavizado v representadas en la

figura 5.4.

library(circular)
library(NPCirc)

set.seed (1)

#Muestras procedentes de una distribucién normal enrollada de media O y parametro

; #de concentracién 0.7

mi<-rwrappednormal (200,0,0.7)
m2<-rwrappednormal (200,0,0.7)
m3<-rwrappednormal (200,0,0.7)
m4<-rwrappednormal (200,0,0.7)
m5<-rwrappednormal (200,0,0.7)

#Parametros de suavizado
bwl=0.5
bw2=0.9

curve.circular (dwrappednormal (x ,mu=circular(0) ,rho=0.7),join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2),

1wd=3,col="black’)

lines(density.circular(x=ml,bw=bwl,kernel=’wrappednormal’),
lines(density.circular (x=m2,bw=bwl,kernel=’wrappednormal’),
lines(density.circular(x=m3,bw=bwl,kernel=’wrappednormal’),
lines(density.circular (x=m4,bw=bwl,kernel=’wrappednormal’),

lines(density.circular(x=m5,bw=bwl,kernel=’wrappednormal’),

#Estimaciones de la funcién de densidad para bw=0.9

curve.circular (dwrappednormal (x ,mu=circular(0) ,rho=0.7),join=TRUE, ylim=c(-1.2, 1.2),

1wd=3,col=’black’)

lines(density.circular(x=ml,bw=bw2,kernel=’wrappednormal’),

7 #Estimaciones de la funcién de densidad para bw=0.5

col=’blue’)
col=’deepskyblue’)
col=’cyan3’)
col=’blue3’)

col="blued’)

col="blue’)

lines(density.circular(x=m2,bw=bw2,kernel=’wrappednormal’), lwd=1.5, col=’deepskyblue’)
lines(density.circular(x=m3,bw=bw2,kernel="wrappednormal’), lwd=1.5, col=’cyan3’)
lines(density.circular(x=m4,bw=bw2,kernel=’wrappednormal’), lwd=1.5, col=’blue3’)

lines(density.circular(x=m5,bw=bw2,kernel="wrappednormal’), lwd=1.5, col=’blue4’)
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Estimaciones de la funcién de densidad de la distribucién de Von-Mises VM (0,3) ob-
tenidas a partir de los parametros de suavizado que resultan de los distintos métodos
estudiados utilizando distintos tamanos muestrales representadas en la figura 5.5.

library(circular)

library(NPCirc)

set.seed (1)

mu<-circular (0)

; kappa<-3

#Muestra Von-Mises de tamafio 50

mcl<-rvonmises(50,mu,kappa)

#Parametros de suavizado

psi<-bw.rt(mcl) #Regla del pulgar

ps2<-bw.pi(mcl) #Regla plug-in

ps3<-bw.CV(mcl,method="LCV’) #Validacién cruzada por verosimilitud

ps4<-bw.CV(mcl,method="LSCV’) #Validacién cruzada por mininimos cuadrados
5 plot(mcl)

#Estimaciones de la funcién de densidad
curve.circular(dvonmises (x,mu,kappa) ,add=TRUE,1lwd=3)
lines(density.circular(x=mcl,bw=psl,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’orange’, add=TRUE)
lines(density.circular(x=mcl,bw=ps2,kernel="vonmises’),lwd=3,col="blue’, add=TRUE)
lines(density.circular(x=mcl,bw=ps3,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="red’, add=TRUE)
lines(density.circular(x=mcl,bw=ps4,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’springgreen’, add=TRUE)
legend(x = "topleft",legend = c(’F. densidad’,’Regla pulgar’,’plug-in’,’LCV’, ’LSCV’),

1ty = c(1, 1, 1, 1, 1), col=c(’black’,’orange’,’blue’,’red’,’springgreen’), lwd = 2)

#Muestra Von-Mises de tamailo 200

mc2<-rvonmises (200 ,mu,kappa)

#Parametros de suavizado

psb<-bw.rt (mc2) #Regla del pulgar

ps6<-bw.pi(mc2) #Regla plug-in

ps7<-bw.CV(mc2,method="LCV’) #Validacién cruzada por verosimilitud
ps8<-bw.CV(mc2,method="LSCV’) #Validacién cruzada por mininimos cuadrados

; #Estimaciones de la funcién de densidad

plot(mc2)

curve.circular(dvonmises (x,mu,kappa) ,add=TRUE,1lwd=3)
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lines(density.circular(x=mc2,bw=ps5,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="orange’, add=TRUE)
lines(density.circular(x=mc2,bw=ps6,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="blue’, add=TRUE)
lines(density.circular(x=mc2,bw=ps7,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="red’, add=TRUE)
lines(density.circular(x=mc2,bw=ps8,kernel="vonmises’),lwd=3,col=’springgreen’, add=TRUE)
legend(x = "topleft",legend = c(’F. densidad’,’Regla pulgar’,’plug-in’,’LCV’, ’LSCV’),

1ty = c(1, 1, 1, 1, 1), col=c(’black’,’orange’,’blue’,’red’,’springgreen’), lwd = 2)

Estimaciones de la funcién de densidad de la distribuciéon de una mixtura de Von-Mises
obtenidas a partir de los pardmetros de suavizado que resultan de los distintos métodos
estudiados utilizando distintos tamanos muestrales representadas en la figura 5.6.

library(circular)
library(NPCirc)

set.seed (1)

#Muestra mixtura de Von-Mises de tamafio 50

mm<-rcircmix (50,model=11)

#Parametros de suavizado

psi<-bw.rt (mm) #Regla del pulgar

ps2<-bw.pi (mm) #Regla plug-in

ps3<-bw.CV(mm,method="LCV’) #Validacién cruzada por verosimilitud
ps4<-bw.CV(mm,method="LSCV’) #Validacién cruzada por mininimos cuadrados

plot(mm,ylim=c(-1.2, 1.2))

#Estimaciones de la funcién de densidad

curve.circular(dcircmix(x,model=11) ,add=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), 1lwd=3,col=’black’)

lines(density.circular(x=mm,bw=psl,kernel=’vonmises’),1lwd=3,col=’orange’, add=TRUE)

lines(density.circular(x=mm,bw=ps2,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="blue’, add=TRUE)

lines(density.circular (x=mm,bw=ps3,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="red’, add=TRUE, lty=’aa’)

lines(density.circular (x=mm,bw=ps4,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’springgreen’, add=TRUE,
1ty=3)

legend(x = "topright",legend = c(’F. densidad’,’Regla pulgar’,’plug-in’,’LCV’, °LSCV’),

1ty = c(1, 1, 1, 5, 3), col=c(’black’,’orange’,’blue’,’red’,’springgreen’), lwd = 2)

#Muestra mixtura de Von-Mises de tamaiio 200

mm<-rcircmix(200,model=11)

#Parametros de suavizado

psi<-bw.rt (mm) #Regla del pulgar
ps2<-bw.pi (mm) #Regla plug-in
ps3<-bw.CV(mm,method="LCV’) #Validacién cruzada por verosimilitud
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psé4<-bw.CV(mm,method="LSCV’) #Validacién cruzada por mininimos cuadrados

#Estimaciones de la funcidén de densidad
plot (mm,ylim=c(-1.2, 1.2))

curve.circular(dcircmix(x,model=11) ,add=TRUE,ylim=c(-1.5, 1.5), 1lwd=3,col=’black’)

; lines(density.circular(x=mm,bw=psl,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’orange’,add=TRUE)

7 lines(density.circular (x=mm,bw=ps2,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’blue’,add=TRUE)

lines(density.circular(x=mm,bw=ps3,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="red’,add=TRUE,1lty=’aa’)
lines(density.circular (x=mm,bw=ps4,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’springgreen’,add=TRUE,1ty=3)
legend(x = "topright",legend = c(’F. densidad’,’Regla pulgar’,’plug-in’,’LCV’,

’LSCV’),1ty = c(1, 1, 1, 5,

3),col=c(’black’,’orange’,’blue’,’red’,’springgreen’),lud = 2)

Estimaciones de la funcién de densidad de la distribuciéon normal enrollada asimétrica
obtenidas a partir de los parametros de suavizado que resultan de los distintos métodos

estudiados utilizando distintos tamanos muestrales representadas en la figura 5.6.

library(circular)

library(NPCirc)

mu<-circular(pi)

kappa<-1

; lambda<-20

#Muestra normal enrollada asimétrica de tamafio 50
set.seed (1)

ms<-rwsn(50,mu,kappa,lambda)

#Parametros de suavizado

psi<-bw.rt (ms) #Regla del pulgar

ps2<-bw.pi(ms) #Regla plug-in

ps3<-bw.CV(ms,method="LCV’) #Validacién cruzada por verosimilitud
ps4<-bw.CV(ms,method=’"LSCV’) #Validacién cruzada por mininimos cuadrados

7 plot(ms,ylim=c(-1.2, 1.2))

#Estimaciones de la funcién de densidad

curve.circular(dwsn(x,mu,kappa,lambda) ,add=TRUE,ylim=c(-1.3, 1.3), lwd=3,col=’black’)
lines(density.circular(x=ms,bw=psl,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’orange’,add=TRUE)
lines(density.circular(x=ms,bw=ps2,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="blue’,add=TRUE)
lines(density.circular(x=ms,bw=ps3,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="red’, add=TRUE)
lines(density.circular(x=ms,bw=ps4,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’springgreen’, add=TRUE,

lty=’aa’)
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legend(x = "topleft",legend = c(’F. densidad’,’Regla pulgar’,’plug-in’,’LCV’, ’LSCV’),

1ty = c(1, 1, 1, 1, 5), col=c(’black’,’orange’,’blue’,’red’,’springgreen’), lwd = 2)

28 #Muestra normal enrollada asimétrica de tamafio 200
20 set.seed(1)

30 ms<-rwsn(200,mu,kappa,lambda)

32 #Parametros de suavizado

33 psl<-bw.rt(ms) #Regla del pulgar

314 ps2<-bw.pi(ms) #Regla plug-in

35 ps3<-bw.CV(ms,method="LCV’) #Validacién cruzada por verosimilitud

36 ps4<-bw.CV(ms,method="LSCV’) #Validacién cruzada por mininimos cuadrados

38 #Estimaciones de la funcién de densidad

30 plot(ms,ylim=c(-1.2, 1.2))

10 curve.circular (dwsn(x,mu,kappa,lambda),add=TRUE,ylim=c(-1.3, 1.3), lwd=3,col=’black’)

11 lines(density.circular (x=ms,bw=psl,kernel=’vonmises’) ,lwd=3,col=’orange’,add=TRUE)

12 lines(density.circular(x=ms,bw=ps2,kernel=’vonmises’),lwd=3,col="blue’,add=TRUE)

13 lines(density.circular (x=ms,bw=ps3,kernel=’vonmises’) ,lwd=3,col="red’ ,add=TRUE)

14 lines(density.circular (x=ms,bw=ps4,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’springgreen’, add=TRUE,
lty=’aa’)

15 legend(x = "topleft",legend = c(’F. densidad’,’Regla pulgar’,’plug-in’,’LCV’, °LSCV’),

1ty = c(1, 1, 1, 1, 5), col=c(’black’,’orange’,’blue’,’red’,’springgreen’), lwd = 2)

4. Aplicacién a datos reales

= Diagramas de rosa y de cajas de la muestra de la direccién de salida de las particulas re-
sultantes de la colision en el LHC representados en la figura 6.3. Célculo de los pardmetros

de localizacion y concentracion de estos datos.

library(bpDir)

N

library(circular)

#Cargamos los datos

w

datos<-read.csv(’Particulas.csv’,sep=’;’)

; datos2<-as.numeric(datos$10.f)

-~

datosc<-circular(datos2+pi, units = ’radians’, zero=0, rotation=’counter’)

9 #Diagrama de rosa

plot(datosc,alpha=0.5)

rose.diag(datosc,bins=11,add=T)
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#Diagrama de cajas

CircularBoxplot(datosc,template = ’radians’)

#Parametros muestrales

i n<-length(datosc) #Tamafio muestral

S<-1/n*sum(sin(datosc))

C<-1/n*sum(cos (datosc))

Media<-(atan(S/C)+pi) #Direccién media muestral
R<-sqrt(S°2+C"2) #Parametro de concentracién muestral

Mediana<-median.circular(datosc) #Mediana muestral

Estimaciones de la funcién de densidad de a muestra de la direccién de salida de las
particulas resultantes de la colisién en el LHC obtenidas a partir de los pardmetros de
suavizado que resultan de los distintos métodos estudiados representadas en la figura 6.4.

Aplicacién del test de Kuiper a estos datos.

library(circular)

library(NPCirc)

#Cargamos los datos
datos<-read.csv(’Particulas.csv’,sep=’;’)
datos2<-as.numeric(datos$10.f)

datosc<-circular(datos2+pi, units = ’radians’, zero=0, rotation=’counter’)

#Parametros de suavizado

psi<-bw.rt(datosc) #Regla del pulgar

ps2<-bw.pi(datosc) #Regla plug-in
ps3<-bw.CV(datosc,method="LCV’) #Validacién cruzada por verosimilitud
ps4<-bw.CV(datosc,method="LSCV’) #Validacién cruzada por minimos cuadrados

#Estimacién de la funcién de densidad

plot(datosc,ylim=c(-1.3, 1.3))

curve.circular(dcircularuniform, join=TRUE, ylim=c(-1.05, 1.05), 1lwd=10,col=’black’,
add=TRUE)

lines(density.circular(x=datosc,bw=psl,kernel=’vonmises’),lwd=2,col=’orange’,add=TRUE)

lines(density.circular(x=datosc,bw=ps2,kernel=’vonmises’),lwd=2,col="blue’,add=TRUE)

lines(density.circular(x=datosc,bw=ps3,kernel=’vonmises’),lwd=2,col="red’,add=TRUE)

lines(density.circular(x=datosc,bw=ps4,kernel=’vonmises’),lwd=2,col=’springgreen’,
add=TRUE)

legend(x = "topright",legend = c(’f uniforme’, ’Regla pulgar’,’plug-in’,’LCV’,’LSCV’),

1ty = c(1, 1, 1, 1, 1), col=c(’black’,’orange’,’blue’,’red’,’springgreen’), lwd = 2)
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#Test de bondad de ajuste a una uniforme (test de Kuiper)

kuiper.test (datosc,alpha=0.05)

Diagramas de rosa y de cajas de la muestra de la direccién de las corrientes marinas en el
cabo de Penas representados en la figura 6.6. Calculo de los parametros de localizacién y
concentracién de estos datos.

library(bpDir)

library(circular)

#Cargamos los datos

datos<-read.delim(’Puertos.csv’)

; datos2<-as.numeric(datos$X.1[8283:8593])

datosc<-circular(datos2, units = ’degrees’, zero=pi/2, rotation=’clock’)

#Diagrama de rosa

plot(datosc)
points.circular(mean.circular(datosc),col=’red’,cex=2,add=T)
rose.diag(datosc,bins=15,add=T)

#Diagrama de cajas

CircularBoxplot(datosc,template = ’geographics’)

#Parametros muestrales

» n<-length(datosc) #Tamafio muestral

S<-1/n*sum(sin(datosc*pi/180))

C<-1/n*sum(cos(datosc*pi/180))

Media<-(atan(S/C)+2*pi)*180/pi #Direccién media muestral
R<-sqrt(S°2+C~2) #Parametro de concentracién muestral

Mediana<-median.circular (datosc) #Mediana muestral

Estimaciones de la funcién de densidad de a muestra de la direccion las corrientes marinas
en el Cabo de Pefias obtenidas a partir de los pardametros de suavizado que resultan de los
distintos métodos estudiados representadas en la figura 6.7. Aplicacién del test de Kuiper

a estos datos.

library(circular)

library(NPCirc)

#Cargamos los datos
datos<-read.delim(’Puertos.csv’)
datos2<-as.numeric(datos$X.1[8283:8593])

datosc<-circular(datos2, units = ’degrees’, zero=pi/2, rotation=’clock’)
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#Parametros de suavizado

psi<-bw.rt(datosc) #Regla del pulgar

ps2<-bw.pi(datosc) #Regla plug-in
ps3<-bw.CV(datosc,method="LCV’) #Validacién cruzada por verosimilitud
ps4<-bw.CV(datosc,method="LSCV’) #Validacién cruzada por minimos cuadrados

#Estimacion de la funcidén de densidad

; plot(datosc,ylim=c(-1.3, 1.3))

lines(density.circular(x=datosc,bw=psl,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’orange’,add=TRUE)

lines(density.circular(x=datosc,bw=ps2,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’blue’,add=TRUE)

lines(density.circular(x=datosc,bw=ps3,kernel=’vonmises’),1lwd=3,col="red’,add=TRUE, 1lty=5)

lines(density.circular(x=datosc,bw=ps4,kernel=’vonmises’),lwd=3,col=’springgreen’,
add=TRUE, 1lty=3)

legend(x = "topright",legend = c(’Regla pulgar’,’plug-in’,’LCV’, ’LSCV’), 1ty = c(1, 1,

5, 3), col=c(’orange’,’blue’,’red’,’springgreen’), lwd = 2)

#Test de bondad de ajuste a una uniforme (test de Kuiper)

kuiper.test(datosc,alpha=0.05)
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