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1.4.4. Álgebras de Clifford . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.5. Campos gauge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.5.1. El campo de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.5.2. El campo de Yang-Mills . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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4.3. Reducción dimensional: obteniendo teoŕıas a partir de D = 11 SUGRA . . . . . . 68
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A. Geometŕıa diferencial: la clave para entender el espacio-tiempo 76

A.1. Variedades diferenciables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

A.1.1. Definiciones previas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

A.1.2. Espacios tangente y cotangente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

A.1.3. Tensores: el lenguaje de la relatividad general . . . . . . . . . . . . . . . . 81

A.2. Conexiones y curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

A.2.1. La derivada covariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

A.2.2. Los tensores de la relatividad general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

B. El espacio interno de los campos escalares: geometŕıa compleja 91

B.1. Variedades complejas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

B.2. Variedades de Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

B.2.1. Curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

B.2.2. Vectores de Killing holomorfos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

C. Espacios coset: el v́ınculo entre la geometŕıa y el álgebra 95
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de matemáticas online Mathcha.

v

http://www.mathcha.io


Introducción

Contexto histórico

La f́ısica teórica de mediados del siglo XX estaba dividida en dos grandes teoŕıas: el modelo

estándar, que unificaba tres de las cuatro interacciones fundamentales (la electromagnética, la

débil y la fuerte), y la teoŕıa de la relatividad general, que describ́ıa la interacción gravitatoria en

términos de la geometŕıa y el contenido del universo. Los experimentos demostraban la eficacia

de ambas teoŕıas por separado, por lo que se consideraban como los pilares fundamentales

en la descripción del universo. Sin embargo, hab́ıa un problema, el modelo estándar es una

teoŕıa cuántica, mientras que la relatividad general es clásica e incompatible con un tratamiento

cuántico debido a la imposibilidad de renormalizarla. Este problema se hace más notorio en

ciertas situaciones donde se requiere de ambas teoŕıas, como es el caso de los agujeros negros. Por

esta razón, desde mediados del siglo pasado, la f́ısica teórica se ha centrado en formular una teoŕıa

de gravedad cuántica que, para ser consistente con la relatividad general, deb́ıa contener una

part́ıcula de esṕın 2 encargada de mediar las interacciones gravitatorias, el aclamado gravitón.

El modelo estándar está formulado en el marco de las teoŕıas gauge, cuyo fundamento son

las simetŕıas gauge, un tipo de simetŕıas locales. Sin embargo, a pesar de describir de manera

precisa el comportamiento de las part́ıculas elementales y sus interacciones, el modelo estándar

no proporciona una explicación para ciertos fenómenos observados en la naturaleza, como la

existencia de materia oscura fŕıa en el universo, la masa de los neutrinos o el hecho de que el

universo cuente con una mucho mayor cantidad de materia que de antimateria. Surge aśı en

1974 la supersimetŕıa, una teoŕıa cuyo objetivo era extender el modelo estándar con la finalidad

de solventar estos problemas.

Las simetŕıas han constituido siempre un papel esencial en la f́ısica, por ejemplo, el modelo

estándar establece que las part́ıculas fundamentales poseen una simetŕıa gauge bajo el grupo

SU(3)×SU(2)×U(1). Como se deduce de su propio nombre, la supersimetŕıa no iba a ser dife-

rente, añadiendo aśı nuevas simetŕıas al modelo estándar. Estas simetŕıas no son simetŕıas gauge,

sino que son globales, y establecen una relación directa entre bosones y fermiones, agrupándo-

los en parejas (bosón, fermión) denominadas supermultipletes. De esta manera, cada part́ıcula

elemental tiene su compañero supersimétrico con el que comparte ciertas propiedades.

Debido a la importancia de las teoŕıas gauge en la f́ısica del siglo XX, resultó natural proponer

una variante de la supersimetŕıa que tratase esta nueva simetŕıa de manera local, obteniendo aśı
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una teoŕıa gauge de supersimetŕıa local. Lo realmente grandioso de esta teoŕıa es que daba lugar

de manera natural a la gravedad. Se plantea aśı en 1976 por Freedman, van Nieuwenhuizen y

Ferrara [5], la primera teoŕıa de supergravedad, la cual postulaba la existencia de un multiplete

(2, 3/2) formado por el gravitón y su compañero supersimétrico, el gravitino.

La teoŕıa inicial de supergravedad estaba formulada en dimensión cuatro y con una única su-

persimetŕıa o gravitino1 (N = 1), aunque poco después fueron surgiendo teoŕıas en dimensiones

mayores y con un mayor número de supersimetŕıas. Más concretamente, la teoŕıa formulada en

dimensión 11 resultó ser esencial pues, además de tratarse de una teoŕıa única (no posee varian-

tes), a partir de ella se pueden obtener el resto de teoŕıas utilizando un procedimiento conocido

como reducción dimensional. Además, D = 11 es la dimensión máxima permitida sin involucrar

part́ıculas de esṕın mayor que 2, las cuales no interaccionan.

Sin embargo, las teoŕıas de supergravedad presentaban también algunos problemas, por lo que,

sin dejarlas de lado por completo, se tuvo que continuar con la búsqueda de una teoŕıa de grave-

dad cuántica apropiada. Se comenzó aśı a desarrollar la teoŕıa de cuerdas, una teoŕıa formulada

en 26 dimensiones que pasa de describir las part́ıculas como objetos puntuales a describirlas

como objetos unidimensionales denominados cuerdas. De esta manera, las diversas part́ıculas

conocidas se correspondeŕıan con diferentes vibraciones de una misma cuerda. A finales de siglo,

tuvo lugar la primera revolución de las teoŕıas de supercuerdas, las cuales inclúıan la supersi-

metŕıa en las previas teoŕıas de cuerdas para obtener una teoŕıa en 10 dimensiones. Sin embargo,

se trata de cinco teoŕıas diferentes: las de tipo I, IIA y IIB y dos denominadas heteróticas. Las

tres primeras encuentran sus ĺımites de bajas enerǵıas2 en teoŕıas de supergravedad con D = 10.

Motivado por esta equivalencia y con la finalidad de unificar todas estas teoŕıas en lo que cual-

quier f́ısico teórico deseaŕıa, una teoŕıa del todo, Edward Witten postuló en 1995 la existencia

de una teoŕıa 11-dimensional a la que denominó teoŕıa M que unificaŕıa a todas las teoŕıas

de cuerdas y cuyo ĺımite de bajas enerǵıas se correspondeŕıa precisamente con la teoŕıa única

de supergravedad en dimensión 11. Por estas razones, la supergravedad junto con la teoŕıa de

supercuerdas y la teoŕıa M conforman una parte esencial de la investigación actual en el área de

la f́ısica teórica.

Estructura del trabajo

El objetivo principal de este trabajo es introducir la supergravedad y plantear las teoŕıas más

destacadas de la misma. Como ya se ha mencionado, la supergravedad requiere de conceptos

como la teoŕıa de campos, la relatividad general o la supersimetŕıa, lo que hace que sea un tema

avanzado dentro de la f́ısica teórica. Por esta razón, previo a una formulación de la supergrave-

dad, se debe proporcionar una base sobre la que sustentar las ideas y el formalismo a utilizar.

El trabajo se divide en tres grandes bloques, cada uno con unos objetivos diferentes. Los dos

primeros caṕıtulos buscan sentar las bases sobre las que poder construir una teoŕıa de super-

gravedad, para lo que se abordan conceptos como las teoŕıas de campos en el espacio-tiempo

1El número de supersimetŕıas de la teoŕıa indica cuántos gravitinos hay, pues cada supersimetŕıa transforma
el gravitón en uno de ellos.

2En realidad, la acepción correcta seŕıa no tan altas enerǵıas como en las teoŕıas de cuerdas.
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de Minkowski o la teoŕıa de la relatividad general. Por otro lado, los dos siguientes caṕıtulos

se dedican a introducir la supergravedad y estudiar algunas de sus variantes. El último bloque

estaŕıa formado por el anexo, el cual tiene un contenido más matemático y cuyo objetivo es

introducir conceptos avanzados cuya comprensión resulta esencial en algún punto del trabajo.

Cabe mencionar que, a pesar de que la supergravedad requiera de una gran cantidad de cono-

cimientos en diversos áreas de la f́ısica teórica y las matemáticas, en este trabajo se ha tratado

de construir el concepto desde el inicio, realizando aśı un desarrollo autocontenido. Además, el

tratamiento de este trabajo es en todo momento clásico, pues no se hace uso de operadores o

estados cuánticos. Se habla indistintamente de campos y de part́ıculas, aunque se debe tener

presente que las part́ıculas se obtienen al cuantizar los campos.

Unidades

A lo largo de todo el trabajo se van a utilizar las unidades naturales ℏ = c = 1.
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Caṕıtulo 1

Teoŕıa de campos relativistas

Las simetŕıas juegan un papel importante en la f́ısica en general y, más concretamente, en

la teoŕıa de supergravedad. Por esta razón, como primer objetivo he establecido el describir y

conocer las diferentes simetŕıas y poder utilizarlas para obtener cantidades conservadas mediante

el teorema de Noether. Además de esto, en este caṕıtulo se hará un análisis de los campos f́ısicos

más sencillos con la finalidad de familiarizarse con las teoŕıas de campos, que se estarán utilizando

a lo largo de todo el trabajo. A la hora de estudiar los distintos sistemas, se procederá de la

manera usual en f́ısica teórica, donde se presenta la acción del sistema

S[ψ] =

∫
dDxL(ψ, ∂µψ) (1.1)

y se calculan las ecuaciones del movimiento mediante el principio de mı́nima acción, que con-

siste en igualar a cero las variaciones de la acción: δS = 0. Cabe mencionar que en este caṕıtu-

lo se trabajará siempre en un espacio-tiempo de Minkowski de D dimensiones, es decir, un

espacio-tiempo plano ausente de campo gravitatorio. El convenio utilizado para la métrica de

Minkowski es ηµν = diag(−1,+1,+1, ...,+1). Este caṕıtulo está basado en los caṕıtulos 1 a 4 de

[6].

1.1. Transformaciones de simetŕıa

Primero debemos entender a lo que nos referimos cuando hablamos de una simetŕıa del sistema.

Una simetŕıa de un sistema que posee una acción dependiente de un campo1 S[ψ] se define

como una transformación del campo ψ(x) → ψ′(x) que verifica que, si ψ(x) es una solución

a las ecuaciones del movimiento, entonces ψ′(x) también lo es. En algunos casos buscaremos

las simetŕıas como transformaciones que dejan invariante la acción, es decir, que verifican que

S[ψ] = S[ψ′]. Distinguiremos entre dos tipos de simetŕıas, las simetŕıas internas y las simetŕıas

espacio-temporales. Dentro de estas simetŕıas también se puede distinguir entre continuas y

discretas o globales y locales.

1El desarrollo se hace para un campo genérico que denotaremos por ψ, no necesariamente se trata del campo
escalar.
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1.1.1. Simetŕıas internas

Las simetŕıas internas son las transformaciones que afectan únicamente a los campos y no al

espacio-tiempo, se relacionan por tanto con los grados de libertad que pueda tener el campo

de manera intŕınseca. La actuación de una simetŕıa viene dada por un grupo de Lie G2 y

su correspondiente álgebra de Lie g. Los distintos álgebras de Lie están determinados por las

constantes de estructura f C
AB que definen las relaciones de conmutación de los generadores3

{tA : A = 1, ..., dimG}:
[tA, tB] = f C

AB tC , (1.2)

las cuales, además, satisfacen la identidad de Jacobi

f E
AD f D

BC + f E
BD f D

CA + f E
CD f D

AB = 0 . (1.3)

La elección de los generadores no es única y cada una de ellas determina una representación del

álgebra de Lie, es más, cada álgebra de Lie posee una infinidad de representaciones diferentes

entre las que se debe elegir la adecuada en función del campo que se vaya a estudiar. En este

trabajo consideraremos siempre representaciones matriciales, es decir, los elementos tA serán

matrices.

Una vez elegida la representación, un elemento cualquiera del álgebra Θ ∈ g vendrá dado por

Θ = θAtA con θA ∈ R y, a partir de él, se puede obtener un elemento del grupo como

U [Θ] = e−Θ ∈ G . (1.4)

Por tanto, podemos definir una simetŕıa a partir de un grupo de Lie G como la transformación

ψ(x) → ψ′(x) = U [Θ]ψ(x) = e−θ
AtAψ(x) , (1.5)

donde ψ(x) representa el campo que estemos estudiando. Para obtener la transformación infini-

tesimal basta truncar la exponencial a orden uno para obtener

δψ = −θAtAψ . (1.6)

1.1.2. Simetŕıas espacio-temporales

Las simetŕıas espacio-temporales son las simetŕıas que se obtienen al realizar transformaciones

de las coordenadas que definen el espacio-tiempo. La manera de definir como actúan estas

transformaciones es, a rasgos generales, similar a la anterior, aunque se deben tener en cuenta

las diferencias ya que en las transformaciones espacio-temporales los generadores tA no tienen

por qué ser matrices.

2Un grupo de Lie es un grupo (algebraico) que además posee estructura de variedad diferenciable.
3Un álgebra de Lie tiene estructura de espacio vectorial, por lo que se puede encontrar una base, a cuyos

elementos denominamos generadores del álgebra.
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Estas transformaciones se componen de otras dos transformaciones más simples: las transforma-

ciones de Lorentz y las traslaciones, formando aśı el grupo de Poincaré. Veremos cada caso por

separado antes de estudiar la transformación más general.

El grupo de Lorentz

Las transformaciones de Lorentz se obtienen a partir de un grupo de Lie conocido como el grupo

de Lorentz G = O(D − 1, 1) cuya dimensión es dimG = 1
2D(D − 1). Los elementos del grupo

se definen como las transformaciones lineales de las coordenadas que preservan la norma de

Minkowski, es decir, dadas unas coordenadas xµ, una transformación de Lorentz actúa como

xµ → x′µ = Λµ
ν x

ν , (1.7)

donde Λ debe satisfacer Λρ
µ ηρσ Λ

σ
ν = ηµν .

Veamos como construir un elemento del grupo de Lorentz a partir de su álgebra. Los generadores

del álgebra de Lorentz se indexan siempre utilizando dos sub́ındices en vez de uno, es decir, la

base será {M[µν] : µ, ν = 0, 1, ..., D−1}. En este caso tenemos D2 generadores, aunque no todos

ellos son independientes. Las siguientes restricciones nos aseguran que el número de generadores

linealmente independientes coincide con la dimensión del grupo4:

M[µµ] = 0 .

M[µν] = −M[νµ] .

Las relaciones de conmutación que determinan este álgebra son

[M[µν],M[ρσ]] = ηνρM[µσ] − ηµρM[νσ] − ηνσM[µρ] + ηµσM[νρ] (1.8)

y un elemento cualquiera del grupo vendrá dado por

U [Λ] = e
1
2
λρσM[ρσ] , (1.9)

donde los λµν son números reales que verifican λµν = −λνµ. Los elementos M[µν] son los ge-

neradores del álgebra y tienen distintas representaciones según el campo sobre el que se quiera

hacer la transformación. En las secciones posteriores veremos las representaciones utilizadas en

los casos más comunes, comenzando por el más sencillo, el campo escalar.

En resumen, una transformación del grupo de Lorentz actúa como

ψ(x) → ψ′(x) = U [Λ]ψ(x) = e
1
2
λρσM[ρσ]ψ(x) , (1.10)

donde la elección de los generadores M[µν] depende del campo ψ. Veamos qué representación se

utiliza en el caso más simple, es decir, cuando U [Λ] = Λ:

(M[ρσ])
µ
ν ≡ δµρ ηνσ − δµσηρν =⇒ Λµ

ν = eλ
µ
ν . (1.11)

4La dimensión del grupo y la del álgebra coinciden.
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Traslaciones

Una traslación del espacio-tiempo consiste en sumarle una constante a las coordenadas iniciales:

xa → x′µ = xµ + cµ . (1.12)

Por lo que la transformación de un campo cualquiera ψ vendrá dada por

ψ(x) → ψ′(x) = ψ(x− c) . (1.13)

En este caso tenemos un grupo de Lie de dimensión D cuyos generadores del álgebra son los

operadores derivada parcial, resultando aśı en la siguiente transformación:

ψ(x) → ψ′(x) = U [c]ψ(x) = e−c
µPµψ(x) , (1.14)

siendo Pµ = ∂µ.

El grupo de Poincaré

Consideramos ahora el grupo de Poincaré que, al ser la unión5 del grupo de Lorentz junto con

el grupo de traslaciones, obtenemos un grupo de Lie de dimensión dimG = 1
2D(D + 1) cuyos

generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutación:

[M[µν],M[ρσ]] = ηνρM[µσ] − ηµρM[νσ] − ηνσM[µρ] + ηµσM[νσ] ,

[M[ρσ], Pµ] = Pρησµ − Pσηρµ ,

[Pµ, Pν ] = 0 .

(1.15)

Una vez vista la naturaleza de las transformaciones de Lorentz y las traslaciones basta considerar

una transformación que incluya a ambas para obtener la forma más general en la que actúa

un transformación espacio-temporal. Consideramos un elemento del grupo de Poincaré como

U [c,Λ] = U [Λ]U [c], el cual proporciona la transformación

ψ(x) → ψ′(x) = U [c,Λ]ψ(x) = e
1
2
λρσM[ρσ]e−c

µPµψ(x) , (1.16)

cuya variación correspondiente es

δψ =

(
1

2
λρσM[ρσ] − cµPµ

)
ψ . (1.17)

5Matemáticamente, el grupo de Poincaré es el producto semidirecto del grupo de Lorentz y el grupo de
traslaciones.

7



1.2. Corrientes de Noether

Una vez vistas las diferentes simetŕıas, veamos como construir cantidades conservadas a partir

de ellas. El teorema de Noether postula que, para cada simetŕıa continua que posee un sistema

f́ısico, se puede obtener una cantidad f́ısica conservada. Para obtener dicha cantidad conservada

calcularemos primero una corriente conservada mediante el siguiente método.

Como vimos en la sección anterior, podemos expresar una variación de un campo debida a una

transformación de simetŕıa genérica como

δψ = ϵA∆Aψ , (1.18)

donde ϵA son constantes y los ∆A dependen de la transformación. Puesto que la acción es inva-

riante bajo una transformación de simetŕıa y la acción viene dada por la integral del lagrangiano,

se tiene que

δS =

∫
dDx δL = 0 , (1.19)

lo que nos indica que, bajo una transformación de simetŕıa, la variación del lagrangiano debe

ser una divergencia, es decir,

δL = ϵA∂µK
µ
A . (1.20)

Esta deducción se realiza a partir del teorema de Stokes, que nos indica que la integral de una

divergencia en un volumen es igual a la integral sobre la frontera, en la cual se puede hacer

tender a cero la función, es por esto por lo que se afirma que la integral de una divergencia

se anula. Este es un resultado que se estará utilizando en lo que resta de trabajo cuando sea

necesario eliminar o añadir términos dentro de una acción.

Por otro lado, la expresión expĺıcita de la variación de un lagrangiano que depende del campo y

de sus derivadas primeras viene dada por

δL =
δL

δ(∂µψ)
δ(∂µψ) +

δL

δψ
δψ . (1.21)

Si suponemos que se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange,

∂µ
δL

δ(∂µψ)
− δL

δψ
= 0 , (1.22)

se puede reescribir (1.21) para obtener

δL = ∂µ

[
δL

δ(∂µψ)
δψ

]
= ϵA∂µ

[
δL

δ(∂µψ)
∆Aψ

]
. (1.23)

Finalmente, igualando las ecuaciones (1.20) y (1.23) se obtiene

∂µ

[
Kµ

A − δL

δ(∂µψ)
∆Aψ

]
= 0 , (1.24)
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lo cual nos indica que

Jµ
A = − δL

δ(∂µψ)
∆Aψ +Kµ

A (1.25)

es la corriente conservada (o corriente de Noether) que estábamos buscando, es decir, verifica

∂µJ
µ
A = 0 cuando se satisfacen las ecuaciones del movimiento. Se debe tener en cuenta que

esta corriente no esta determinada de manera exacta, sino que se pueden añadir términos cuya

divergencia sea nula. Para que esto ocurra, estos términos deben ser divergencias de tensores

antisimétricos, es decir, se puede realizar el cambio

Jµ
A → Jµ

A + ∂ρS
ρµ

A , (1.26)

donde Sρµ
A = −Sµρ

A y esta nueva corriente seguirá siendo una corriente conservada. La posibi-

lidad de poder añadir estos términos nos permite modificar la corriente conservada para que se

satisfagan ciertas condiciones necesarias, ya sean de simetŕıa6 o, como se verá mas adelante, de

invarianza gauge.

Una vez calculada la corriente de Noether, se puede obtener su cantidad conservada correspon-

diente integrando la componente temporal de la corriente en un volumen espacial V :

QA =

∫
V
dxD−1J0

A . (1.27)

De esta manera, se obtiene una cantidad QA, directamente relacionada con la corriente Jµ
A, que

se mantiene constante a lo largo del tiempo. Un ejemplo de corriente conservada es el tensor

de enerǵıa momento, el cual resulta de la simetŕıa traslacional y cuya cantidad conservada

correspondiente son la enerǵıa (A = ν = 0) y el momento (A = ν = 1, 2, ..., D − 1).

1.3. El campo escalar

El sistema más sencillo a estudiar en teoŕıa de campos es el campo escalar, representado por una

función real7 ϕ(x) que depende de las coordenadas del espacio-tiempo. F́ısicamente, un campo

escalar se utiliza para representar part́ıculas de esṕın nulo, como es el caso del bosón de Higgs.

El objetivo de esta sección es estudiar las simetŕıas que posee un campo escalar y las corrientes

conservadas que generan.

El sistema que se va a estudiar estará formado por un conjunto de n campos escalares reales ϕi(x)

(i = 1, ..., n) que viven en un espacio-tiempo de Minkowski de D dimensiones con coordenadas

xµ (µ = 0, ..., D − 1). La acción que gobierna el sistema es

S =

∫
dDx

[
−1

2
δijη

µν∂µϕ
i ∂νϕ

j − V (ϕi)

]
, (1.28)

donde V es un potencial genérico dependiente de los campos. A partir de la acción se obtienen

6Como veremos más adelante, en relatividad general el tensor de enerǵıa momento debe ser simétrico.
7También puede representarse mediante una función compleja, cuyos resultados son muy similares a los del

caso real. La diferencia principal es que se obtiene una simetŕıa interna más, la del grupo U(1).
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las ecuaciones del movimiento

□ϕi − ∂V

∂ϕi
= 0 , (1.29)

donde el d’alembertiano es □ ≡ ηµν∂µ∂ν . Como ejemplo de un potencial comúnmente utilizado

se tiene V (ϕi) = 1
2m

2ϕiϕi, el cual da lugar a la ecuación de Klein-Gordon:

□ϕi(x) = m2ϕi(x) . (1.30)

1.3.1. Simetŕıas

La acción de simetŕıa más simple consiste en realizar una “rotación” de los n campos, la cual se

implementa como una simetŕıa interna que actúa mediante el grupo especial ortogonal SO(n),

cuya dimensión es 1
2n(n− 1). Los elementos de este grupo son matrices n× n que verifican

RTR = 1l y detR = 1 . (1.31)

La expresión expĺıcita de la transformación viene dada por

ϕi(x) → ϕ′
i
(x) = Ri

jϕ
j(x) , (1.32)

la cual, bajo la condición de que δV = 0, deja invariante el lagrangiano y, por tanto, la acción.

Para esta simetŕıa se está considerando un espacio en el que viven los n campos y se están

haciendo rotaciones sobre ese espacio, por lo que se considerarán los generadores que determinan

las rotaciones sobre los planos de dicho espacio. Para el plano determinado por los ejes ab se

tiene la matriz

(r[ab])
i
j = δiaδ

j
b − δibδ

j
a , (1.33)

cuya corriente conservada viene dada por

Jµ
[ab] = −∂µϕi(r[ab])ijϕj = ϕa∂

µϕb − ϕb∂
µϕa . (1.34)

Nota. Los ı́ndices del campo ϕi se “suben” y se “bajan” con la delta de Kroenecker, es decir,

ϕi = δijϕ
j .

Respecto a las simetŕıas espacio-temporales, las transformaciones de Lorentz deben satisfacer

ϕ(x) → ϕ′(x) = ϕ(Λ−1x) (1.35)

para que se verifique ϕ(x) = ϕ′(x′), que es la condición de invarianza de los escalares bajo

transformaciones de Lorentz. Se comprueba en este caso que, utilizando la representación dada

por los operadores diferenciales

M[ρσ] = L[ρσ] ≡ xρ∂σ − xσ∂ρ (1.36)
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se obtiene la transformación buscada:

ϕ(x) → ϕ′(x) = U [Λ]ϕ(x) = ϕ(Λ−1x) , (1.37)

donde U [Λ] se halló en (1.9). Añadiendo ahora las traslaciones, las variaciones infinitesimales

del campo son las obtenidas en (1.17):

δϕi =

(
1

2
λρσL[ρσ] − cµ∂µ

)
ϕi . (1.38)

Como ya se mencionó, la corriente de Noether correspondiente a la simetŕıa bajo traslaciones

es el tensor de enerǵıa-momento, cuya expresión para el campo escalar se calcula mediante la

ecuación (1.25) y viene dado por

Tµ
ν = ∂µϕi∂νϕ

i + δµνL . (1.39)

Se comprueba fácilmente que se trata de un tensor simétrico, luego no será necesario añadir

términos del tipo Sρµ
A. Por otro lado, al calcular la corriente conservada correspondiente a las

transformaciones de Lorentz se obtiene el tensor antisimétrico

Mµ
[ρσ] = xρT

µ
σ − xσT

µ
ρ , (1.40)

el cual, efectivamente, se conserva (∂µM
µ
[ρσ] = 0) debido a que el tensor de enerǵıa-momento

Tµ
ν se conserva y es simétrico, razón por la cual Tµ

ν debe ser simétrico, entre otras.

1.4. El campo de Dirac

Como se acaba de comprobar, el estudio de las part́ıculas de esṕın nulo no requiere de mucho

trabajo. En esta sección se introducirá una estructura más compleja: las part́ıculas masivas de

esṕın 1/2. En dimensión 4, estas part́ıculas se representan mediante el campo de Dirac, un vector

columna Ψα(x) de dimensión 4 cuyas entradas son funciones complejas. Matemáticamente, este

campo representa una part́ıcula que transforma bajo representaciones espinoriales del grupo

de Lorentz. Como primer paso en el estudio de este campo veremos de qué se tratan estas

representaciones espinoriales para poder entender la f́ısica que hay tras el campo de Dirac.

1.4.1. Representaciones espinoriales

Como se mencionó en la sección 1.1.2, el grupo de Lorentz posee diversas representaciones, en

este caso nos centraremos en un tipo de representaciones que se basan en el hecho de que el

álgebra de Lie del grupo propio8 de Lorentz en D = 4 verifica: so(3, 1) ∼= su(2) ⊕ su(2). Estas

representaciones se denotan mediante el par de enteros o semienteros (j, j′)9 y su dimensión

8El grupo de Lorentz, al ser un grupo de Lie, tiene estructura de variedad diferenciable y, por tanto, topológica.
De esta manera, se divide en cuatro componentes conexas, una de las cuales es el grupo propio de Lorentz, que
viene determinado por las matrices Λ ∈ O(D − 1, 1) tales que detΛ = 1 y Λ0

0 ≥ 1.
9Siempre que j ̸= j′, las representaciones (j, j′) y (j′, j) no son equivalentes. Dichas representaciones se

denominan conjugadas.
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es (2j + 1)(2j′ + 1). Aśı, las representaciones de dimensión menor (dim = 2), denominadas

representaciones fundamentales, son (12 , 0) y (0, 12) y es importante comenzar estudiándolas antes

de continuar con las de dimensión 4.

Representaciones fundamentales

A partir de las matrices de Pauli

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
y σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(1.41)

se definen los siguientes vectores cuyas entradas son matrices 2× 2 (conocidas como matrices de

Weyl):

σµ = σ̄µ = (−1, σi) , σ̄µ = σµ = (1, σi) . (1.42)

De esta manera, los generadores del álgebra en las representaciones fundamentales (12 , 0) y (0, 12)

son

σµν =
1

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ) ,

σ̄µν =
1

4
(σ̄µσν − σ̄νσµ) .

(1.43)

Fermiones de Weyl

Antes de comenzar con el estudio del campo de Dirac veremos que existen campos más simples,

los campos de Weyl ψL(x) y ψR(x). Estos campos transforman bajo las representaciones (12 , 0) y

(0, 12), respectivamente, y son, por tanto, vectores columna de dimensión 2 con entradas comple-

jas. Los campos de Weyl ψL(x) y ψR(x) describen part́ıculas sin masa y con esṕın 1
2 , cada uno

con una helicidad10 determinada y se denominan fermiones de Weyl. Inicialmente, los neutrinos

eran considerados fermiones de Weyl, pues se pensaba que no teńıan masa, sin embargo, tras

años de experimentos se descubrió que esto no era cierto y se descartó la idea inicial. En la

actualidad no se conoce la existencia de ninguna part́ıcula fundamental que sea un fermión de

Weyl.

La acción que describe el comportamiento de los fermiones de Weyl es:

S[ψL] = −
∫
d4x iψ†Lσ̄

µ∂µψL ,

S[ψR] = −
∫
d4x iψ†Rσ

µ∂µψR ,

(1.44)

que da lugar a las ecuaciones

σ̄µ∂µψL(x) = 0 ,

σµ∂µψR(x) = 0 .
(1.45)

10La helicidad es la proyección del esṕın en la dirección del movimiento.
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Las transformaciones de simetŕıa de los fermiones de Weyl se obtienen a partir de los generadores

del álgebra en las representaciones fundamentales como en la ecuación 1.9:

ψL(x) → ψ′L(x) = e
1
2
λµνσµν ψL(Λ

−1x) ,

ψR(x) → ψ′R(x) = e
1
2
λµν σ̄µν ψR(Λ

−1x) .
(1.46)

Representación (12 ,
1
2)

Veamos ahora cómo se construye la representación de dimensión 4, que es la que se utilizará

para el campo de Dirac. Las matrices que se emplean en esta representación son aquellas que

satisfacen la relación del álgebra de Clifford asociado al grupo de Lorentz:

{γµ, γν} = 2ηµν1l . (1.47)

Las matrices que satisfacen el álgebra de Clifford existen para cualquier valor de D, además,

siempre existe una representación bajo la cual γ0 es anti-hermı́tica y γi (i = 1, ..., D − 1) es

hermı́tica, denominada representación hermı́tica. La representación que vamos a utilizar es una

representación hermı́tica en D = 4 denominada representación de Weyl, puesto que se utilizan

las matrices de Weyl. Definimos aśı las matrices

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
(1.48)

y los generadores del álgebra de Lorentz

Σ[µν] =
1

4
[γµ, γν ] . (1.49)

Nota. Por construcción de las matrices gamma y, puesto que las matrices σµ son vectores, se

subirán y bajarán los ı́ndices de las matrices gamma de la manera usual: γµ = ηµνγ
ν .

En esta representación, un elemento del grupo de lorentz viene dado por

S[Λ] = e
1
2
λµνΣ[µν] (1.50)

y satisface la identidad

Λµ
νS[Λ]γ

νS[Λ]−1 = γµ . (1.51)

Puesto que γµ es una matriz, en realidad tiene tres ı́ndices (γµ) β
α . Teniendo esto en cuenta, esta

identidad nos está diciendo que la matriz-vector gamma es invariante bajo transformaciones

en sus tres ı́ndices al considerar el lado izquierdo de la ecuación como la matriz obtenida al

transformar γµ.

1.4.2. Fermiones de Dirac

El campo de Dirac describe las part́ıculas denominadas fermiones de Dirac, también de esṕın 1
2 ,

aunque estos śı que poseen masa. Además, estas part́ıculas son diferentes a su antipart́ıcula. En
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caso contrario, se trataŕıa de fermiones de Majorana, el último tipo de fermiones. De manera

más precisa, al cuantizar esta teoŕıa se obtienen los estados de los pares part́ıcula antipart́ıcula

con misma masa y esṕın 1/2. Todos los fermiones del modelo estándar son fermiones de Dirac

a excepción de los neutrinos, los cuales aún no se ha confirmado si son fermiones de Dirac o de

Majorana.

La acción para el campo de Dirac es

S[Ψ] = −
∫
d4x Ψ̄[γµ∂µ −m]Ψ , (1.52)

donde se ha introducido el adjunto de Dirac Ψ̄ = Ψ†iγ0 para que la acción sea invariante

Lorentz. Al aplicar el principio de mı́nima acción se obtienen dos ecuaciones como resultado de

la independencia de las variaciones de Ψ y Ψ̄:

(γµ∂µ −m)Ψ = 0 ,

Ψ̄(γµ
←
∂ µ +m) = 0 ,

(1.53)

donde la derivada parcial
←
∂ µ actúa como una derivada parcial común, pero sobre el término a

su izquierda. A la primera de las ecuaciones se la conoce como la ecuación de Dirac.

Nota. A menudo γµ∂µ se denota por /∂ y se denomina operador de Dirac. Podemos reescribir

entonces la ecuación de Dirac como:

/∂Ψ(x) = mΨ(x) . (1.54)

Aplicando de nuevo el operador de Dirac nos damos cuenta de que, por la propiedad del álgebra

de Clifford (1.47), se obtiene que /∂
2
= □1l y, por tanto, cada una de las componentes del campo

de Dirac satisface la ecuación de Klein-Gordon, teniendo aśı como soluciones ondas planas.

Por último, cabe mencionar que a pesar de que el campo de Weyl describe part́ıculas sin masa y

el campo de Dirac con masa, se puede construir un campo de Dirac a partir de los dos campos

de Weyl como

Ψ(x) =

(
ψL(x)

ψR(x)

)
(1.55)

dando lugar a las ecuaciones

σ̄µ∂µψL(x) = mψR(x) ,

σµ∂µψR(x) = mψL(x) ,
(1.56)

en las cuales se acoplan ambos campos para poder describir el fermión masivo.

1.4.3. Simetŕıas

El grupo que genera las simetŕıas internas para el campo de Dirac es U(1) mediante la transfor-

mación Ψ(x) → Ψ′(x) = eiθΨ(x), puesto que en la acción, la exponencial de Ψ se cancela con la
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de Ψ̄. Este grupo tiene dimensión uno, por lo que, considerando como único generador ∆A = i,

la corriente conservada es el vector

Jµ = iΨ̄γµΨ . (1.57)

Utilizando que (γ0)−1 = −γ0, se tiene que la componente temporal es J0 = Ψ†Ψ > 0, dando

lugar a la cantidad conservada Q =
∫
V dx

3Ψ†Ψ, que representa la carga eléctrica contenida en

el volumen V .

Al calcular el tensor de enerǵıa momento como la corriente conservada generada por la simetŕıa

traslacional se obtiene

Tµν = Ψ̄γµ∂νΨ+ ηµνL , (1.58)

el cual no es simétrico, por lo que se deberá modificar. Antes de aplicar el método mencionado

en la sección 1.2, reescribiremos el larangiano de manera que la acción no se vea afectada, para

lo que se hace el cambio L̃ = L + 1
2∂µ(Ψ̄γ

µΨ). Reagrupando términos y utilizando el operador

derivada antisimétrica

A
↔
∂ µB = A∂µB −A

←
∂ µB (1.59)

la acción se reduce a

S[Ψ] = −
∫
d4x

(
1

2
Ψ̄γµ

↔
∂ µΨ−mΨ̄Ψ

)
. (1.60)

La ventaja de esta manipulación es que este nuevo lagrangiano es hermı́tico. El tensor de enerǵıa-

momento que nos proporciona esta acción es

T̃µν =
1

2
Ψ̄γµ

↔
∂ νΨ+ ηµνL̃ , (1.61)

el cual sigue sin ser simétrico, por lo que le añadiremos la divergencia del término antisimétrico

Sρµν = 1
4Ψ̄{Σρµ, γν}Ψ. El tensor final obtenido es

T̂µν =
1

4
Ψ̄

(
γµ
↔
∂ ν + γν

↔
∂ µ

)
Ψ+ ηµνL̃ , (1.62)

el cual śı que es simétrico y además se conserva en sus dos ı́ndices.

Veamos por último como actúan las simetŕıas del grupo de Lorentz. El campo de Dirac, al no

contar con ı́ndices tensoriales, es similar en cierta manera al campo escalar, sin embargo, debido

a que transforma bajo representaciones espinoriales del grupo de Lorentz, veremos que hay un

término más en su transformación de simetŕıa, más concretamente el obtenido en (1.50). De esta

manera, la transformación resultante es

Ψ(x) → Ψ′(x) = S[Λ]Ψ
(
Λ−1x

)
= e

1
2
λµνΣ[µν]Ψ

(
Λ−1x

)
. (1.63)

Utilizando la relación (1.51) se comprueba que si Ψ(x) es una solución a la ecuación de Dirac,

entonces Ψ′(x) también lo será. Además, al calcular su corriente conservada se obtiene la misma

expresión que en (1.40).
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1.4.4. Álgebras de Clifford

Antes de concluir con esta sección cabe mencionar que, aunque este desarrollo se haya hecho

expĺıcitamente para dimensiónD = 4, el álgebra de Clifford tiene representaciones para cualquier

valor de D y las ecuaciones y relaciones obtenidas seŕıan equivalentes. Para dimensión genérica

D, las matrices del álgebra en la representación utilizada tienen dimensión 2[D/2] × 2[D/2] 11 y,

por tanto, los espinores están representados por vectores de dimensión 2[D/2].

En esta sección veremos algunas ideas y definiciones que serán de utilidad más adelante. Co-

menzamos definiendo los elementos del álgebra de Clifford de rango r como los productos anti-

simétricos

γµ1...µr = γ[µ1 ...γµr] . (1.64)

Mediante esta fórmula obtenemos la expresión expĺıcita de los elementos de rangos dos y tres:

γµν =
1

2
[γµ, γν ] ,

γµνρ =
1

4
(γµγνγρ − γµγργν + γνγργµ − γργνγµ) ,

(1.65)

y a partir de los elementos de rango dos obtenemos una representación del álgebra de Lie del

grupo SO(D−1, 1) tomando Σ[µν] =
1
2γµν , que es la manera en la que obtuvimos los generadores

(1.49). Los elementos de rango tres cobrarán importancia en la sección 3.1 junto con la definición

de un nuevo campo espinorial.

1.5. Campos gauge

En la sección anterior hemos comprobado que el campo de Dirac posee una simetŕıa interna

bajo el grupo U(1), el cual añade una fase al campo que deja invariante la acción. Esta simetŕıa

es una simetŕıa global, es decir, si realizamos una transformación bajo dicho grupo, la estamos

realizando de la misma manera en todos los puntos del espacio-tiempo. A ráız de esto, podemos

plantearnos qué ocurre si modificamos dicha transformación para que deje de ser una transfor-

mación global y pase a ser local, es decir, que en cada punto del espacio-tiempo tengamos un

cambio de fase distinto. Este planteamiento da lugar a una serie de nuevos conceptos que se de-

ben introducir para que la teoŕıa se mantenga invariante, entre los cuales se encuentra un campo

vectorial Aµ(x), que resulta ser el campo que representa los fotones en el electromagnetismo.

De esta manera, la nueva teoŕıa que hemos obtenido no está describiendo únicamente fermiones

sino que también incluye a los fotones. Esta teoŕıa es el ejemplo más básico de una teoŕıa gauge

y se conoce como electrodinámica.

La manera de proceder descrita en el párrafo anterior no es arbitraria, tiene una base matemática

que hace uso de estructuras complejas como los haces fibrados, y es de gran importancia en f́ısica

teórica ya que es el fundamento sobre el que se sustenta la formulación del modelo estándar de

las part́ıculas elementales.

11Dado un número x ∈ R, [x] denota la parte entera de x.
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Tenemos por tanto un tipo de teoŕıas, denominadas teoŕıas gauge, cuyo objetivo es modificar

una simetŕıa interna global de un sistema para que pase a actuar de manera local. A estas nuevas

simetŕıas locales se las conoce como simetŕıas gauge y los campos que se deben introducir para

mantener la invarianza se denominan campos gauge. Estos campos describen part́ıculas sin masa

y con esṕın entero (bosones, razón por la que también se los conoce como bosones gauge) y

se necesitarán tantos como dimensión tenga el grupo que describe la simetŕıa interna. De esta

manera, una teoria gauge debe tener unos campos gauge que medien la simetŕıa y unos campos

que describan part́ıculas con masa, los cuales sufran la simetŕıa global inicial. Por otro lado,

dentro de las teoŕıas gauge distinguimos entre teoŕıas gauge abelianas y no abelianas en función

de si el grupo que describe la simetŕıa interna es o no abeliano. A continuación se presentan los

ejemplos más notorios para ambos casos.

1.5.1. El campo de Maxwell

Comenzamos estudiando la teoŕıa gauge del grupo abeliano U(1), la electrodinámica, mediante

la cual se describe la interacción entre las part́ıculas con carga12 eléctrica y los fotones. Nuestro

punto de partida es la simetŕıa interna generada por el grupo U(1) en el campo de Dirac. Puesto

que buscamos modificar la simetŕıa para que actúe de manera local, el parámetro θ pasará a ser

una función de las coordenadas, dando lugar a la transformación

Ψ(x) → Ψ′(x) = eieqθ(x)Ψ(x) , (1.66)

donde se ha añadido el parámetro q ∈ Q, de modo que si e es la carga del electrón, entonces el

número eq representa la carga eléctrica del campo. Bajo este cambio, se comprueba que Ψ′(x)

no satisface las ecuaciones del movimiento, por lo que deberán ser modificadas para mantener

la invarianza. Se introduce aśı el campo gauge de Maxwell o potencial vector Aµ(x) como un

campo vectorial cuya transformación viene dada por

Aµ(x) → Aµ(x) +
1

e
∂µθ(x) , (1.67)

donde e, la carga del electrón, representa la constante de acoplo electromagnética. El campo

de Maxwell describe un bosón sin masa el cual juega el papel de mediador en las interacciones

electromagnéticas, es decir, un fotón. Este campo cobra importancia a la hora de definir un

nuevo operador, denominado derivada covariante:

Dµ = ∂µ − ieqAµ(x) , (1.68)

el cual utilizamos para escribir la versión invariante gauge de la ecuación de Dirac:

(γµDµ −m)Ψ(x) = 0 . (1.69)

12Las interacciones mediadas por un campo tienen lugar entre part́ıculas que posean la carga correspondiente
a ese campo. En este caso, el campo de Dirac representa part́ıculas cargadas eléctricamente.
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Consideremos ahora un fotón aislado cuya evolución satisface las ecuaciones del movimiento

∂µFµν = 0 y la identidad de Bianchi

∂µFνρ + ∂ρFµν + ∂νFρµ = 0 , (1.70)

que en conjunto forman las ecuaciones de Maxwell en notación relativista. El tensor de Faraday

Fµν se obtiene a partir del cálculo del conmutador de las derivadas covariantes: [Dµ, Dν ]Ψ =

−ieqFµνΨ, dando lugar al tensor antisimétrico

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (1.71)

Observamos que, al tomar la divergencia de las ecuaciones del movimiento: ∂ν∂µFµν = 0, se

obtiene una relación entre las D ecuaciones, por lo que únicamente se tienen D − 1 ecuaciones

independientes. La relación anterior se denomina identidad de Noether y surge cuando el lagran-

giano presenta degeneración, es decir, cuando no se pueden obtener sus soluciones de manera

exacta. En este caso, esto es debido a la simetŕıa gauge del lagrangiano. Para solventar este pro-

blema se realiza lo que se conoce como fijar el gauge, que consiste en imponer una relación sobre

las componentes de Aµ para eliminar la ambigüedad. Se pueden imponer diferentes relaciones

sobre el campo gauge, un ejemplo es la condición de Coulomb ∂iAi = 0, la cual no es covariante.

En caso de querer obtener una condición covariante, se puede utilizar la condición de Lorenz

∂µAµ = 0, aunque esta no fija el gauge por completo, ya que se sigue teniendo invarianza gauge

para las funciones θ(x) que verifiquen la ecuación de ondas □θ(x) = 0.

Para concluir con el campo de Maxwell, veamos cuál es la acción que describe la electrodinámica,

para lo que consideraremos un sistema en el que los fotones interaccionan con el campo de Dirac.

Sumando ambas contribuciones a la acción se obtiene

S[Aµ,Ψ] =

∫
dDx

[
−1

4
FµνFµν − Ψ̄(γµDµ −m)Ψ

]
, (1.72)

cuyas variaciones dan lugar a la ecuación de Dirac (1.69) (y su versión conjugada) y a la ecuación

∂µFµν + ieqΨ̄γνΨ = 0 . (1.73)

Utilizando la corriente conservada obtenida para la simetŕıa interna global del campo de Dirac

(1.57) podemos reescribir esta ecuación como ∂µFµν = −eqJν , donde observamos que, efec-

tivamente, las fuentes del campo electromagnético son las part́ıculas cargadas eléctricamente

descritas mediante el campo de Dirac.

Al calcular el tensor de enerǵıa-momento nos encontramos en una situación similar al campo

de Dirac, donde nuestro tensor no era simétrico. Para solventar este problema se procede de

manera equivalente al caso mencionado; modificando el lagrangiano y añadiendo términos del

tipo ∂ρSρµν . Como resultado se obtiene el tensor simétrico

T̂µν = ηρσFµρFνσ +
1

4
Ψ̄

(
γµ
↔
Dν + γν

↔
Dµ

)
Ψ+ ηµνL̃ , (1.74)
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donde L̃ es la versión invariante gauge del lagrangiano modificado utilizado para el campo de

Dirac (1.60) más el término electromagnético −1
4F

µνFµν :

L̃ = −1

4
FµνFµν −

1

2
Ψ̄γµ

↔
DµΨ+mΨ̄Ψ . (1.75)

1.5.2. El campo de Yang-Mills

De manera muy similar, aunque más general, al caso anterior, se tienen las teoŕıas gauge no

abelianas, cuyos grupos de simetŕıa están determinados por las constantes de estructura de los

generadores del álgebra (1.2), las cuales en el caso abeliano son simplemente nulas. Al aplicar

estas teoŕıas para generalizar el caso anterior a grupos de Lie simples y compactos se obtiene la

Teoŕıa de Yang-Mills.

Como primer paso, dado un grupo de Lie simple y compacto cualquiera G con generadores

{tA : A = 1, ..., dimG}, vamos a obtener las variaciones infinitesimales que sufren el campo de

Dirac, su adjunto y un conjunto de dimG campos (no necesariamente escalares) ϕA. La elección

de estudiar estas variaciones concretas cobrará sentido más adelante. Para los dos primeros

campos vamos a considerar que transforman bajo una cierta representación R de g, por lo

que formarán dos tuplas Ψi, Ψ̄i con i = 1, ..., dimR. Además, la representación deberá ser

compleja, antihermı́tica y con traza nula, es decir, (tA)
† = −tA y tr(tA) = 0. Por otro lado,

el campo ϕA transformará bajo una representación real conocida como representación adjunta,

cuya dimensión es igual a la del grupo y satisface (tA)
B
C = f B

AC . Teniendo esto en cuenta y

utilizando la ecuación (1.6) obtenemos:

δΨ = −θAtAΨ ,

δΨ̄ = Ψ̄ θAtA ,

δϕA = θCf A
BC ϕB .

(1.76)

Nota. Se están omitiendo los ı́ndices de Ψ por simplicidad, de otra manera escribiŕıamos δΨi =

−θA(tA)ijΨj .

Siguiendo el mismo procedimiento que para el campo de Maxwell, establecemos que los paráme-

tros sean funciones de las coordenadas θA(x) y que, para A = 1, ..., dimG, los campos gauge

transformen como

δAA
µ (x) =

1

g
∂µθ

A(x) + f A
BC AB

µ (x) θ
C(x) , (1.77)

donde la constante de acoplo de Yang-Mills g mide la fuerza de las interacciones (es el análogo

a la carga eléctrica e utilizada en caso abeliano). Continuando con el objetivo de encontrar unas

ecuaciones del movimiento y una acción invariantes gauge introducimos la derivada covariante
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actuando sobre los diversos campos:

DµΨ
i = (∂µ + g tAA

A
µ )Ψ

i ,

DµΨ̄i = Ψ̄i(
←
∂ µ − g tAA

A
µ ) ,

Dµϕ
A = ∂µϕ

A + gf A
BC AB

µ ϕ
C ,

(1.78)

mediante la cual calculamos el tensor de enerǵıa momento como [Dµ, Dν ]Ψ
i = gFA

µνtAΨ
i, obte-

niendo aśı

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νA

A
µ + g f A

BC AB
µA

C
ν . (1.79)

Se comprueba que se trata de un tensor antisimétrico, sin embargo, al contrario que para el caso

abeliano, este tensor no es invariante gauge, lo que presenta la primera de las diferencias entre

ambas teoŕıas. Debido a esto, podemos calcular su variación bajo las transformaciones gauge:

δFA
µν = θCf A

BC FA
µν . (1.80)

Comparándolo con la última ecuación de (1.76), observamos que el conjunto de campos FA
µν (A =

1, ..., dimG) transforma bajo la representación adjunta.

Por último, debemos determinar la contribución al lagrangiano del término cinético de los campos

gauge AA
µ , el cual viene dado por

−1

4
KABF

AµνFB
µν , (1.81)

donde KAB = f D
AC f C

BD es la métrica de Killing-Cartan, la cual utilizamos para subir y bajar

ı́ndices referidos al grupo de Lie. Para que la teoŕıa funcione y no de lugar a enerǵıas negativas,

la matriz KAB debe ser definida positiva, además, buscamos también que no haya términos

mezclados, por lo que resulta que KAB = δAB. Estas condiciones se satisfacen debido a la

condición inicial de que el grupo de simetŕıa sea simple y compacto. También es importante

notar que no podemos añadir términos de masa del tipo mδABA
A
µA

Bµ debido a que éstos no son

invariantes gauge, lo que nos confirma que los bosones gauge representan part́ıculas sin masa

como ya se hab́ıa comentado anteriormente.

Una vez conocidos todos los términos del lagrangiano, presentamos la acción de Yang-Mills como

SYM [AA
µ ,Ψ] =

∫
dDx

[
−1

4
FA
µνF

µν
A − Ψ̄i(γ

µDµ −m)Ψi

]
, (1.82)

la cual da lugar a las siguientes ecuaciones del movimiento:

(γµDµ −m)Ψi = 0 ,

DµFA
µν = −J A

ν .
(1.83)

donde la corriente J A
ν = ηνµδ

ABJµ
B se halla a partir de la versión no abeliana de (1.57):

Jµ
A = −Ψ̄γµtAΨ, y la derivada covariante de FA

µν viene dada por la última ecuación de (1.78)

debido a que este transforma bajo la representación adjunta.
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Una vez hecho el desarrollo y puesto que la teoŕıa de Yang-Mills busca ser una generalización

de la electrodinámica, resulta interesante comprobar que, efectivamente, al tomar G = U(1) y

tA = −i recuperamos las expresiones presentadas en la sección anterior.

Caso G = SU(N)

Vamos a concluir nuestro estudio de la teoŕıa de Yang-Mills examinando su caso más represen-

tativo, el grupo SU(N). Este grupo tiene dimensión N2 − 1 y está compuesto por las matrices

N ×N unitarias con determinante igual a 1. La representación que utilizamos para el álgebra de

Lie es la denominada representación fundamental y es aquella en la que los generadores matri-

ciales tA tienen la menor menor dimensión posible, en este caso N ×N . Estos generadores están

determinados excepto por un factor de normalización, el cual fijamos imponiendo la condición

tr(tAtB) = −1

2
δAB . (1.84)

Si denotamos una matriz del grupo por U ∈ SU(N), la matriz de la transformación gauge U(x)

determinará una matriz U diferente en cada punto del espacio-tiempo, obteniendo aśı:

Ψ(x) → U(x)Ψ(x) ,

Ψ̄(x) → Ψ̄(x)U−1(x) .
(1.85)

La notación utilizada para este caso consiste en agrupar los campos en un único elemento (que

será una matriz) de la siguiente manera:

Φ = ϕAtA ,

Aµ = AA
µ tA ,

(1.86)

de donde se obtiene el tensor de Faraday

Fµν = FA
µνtA = ∂µAν − ∂νAµ + g[Aµ, Aν ] . (1.87)

Las transformaciones gauge de estos nuevos campos vienen dadas por:

Φ → UΦU−1 ,

Aµ → UAµU
−1 +

1

g
U∂µU

−1 .
(1.88)

Además, Fµν transforma bajo la representación adjunta, es decir, de forma análoga al campo

Φ, como ya se hab́ıa comprobado. Las derivadas covariantes se obtienen a partir de (1.78) y

resultan en:

DµΨ = (∂µ + gAµ)Ψ ,

DµΨ̄ = Ψ̄(
←
∂ µ − gAµ) ,

DµΦ = ∂µΦ+ g[Aµ,Φ] .

(1.89)
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Finalmente, la expresión de la acción se escribe de manera muy similar a (1.82), salvo por el

factor de normalización (1.84), obteniendo aśı:

SYM [Aµ,Ψ] =

∫
dDx

[
1

2
tr(FµνFµν)− Ψ̄(γµDµ −m)Ψ

]
. (1.90)

Esta acción es la que se utiliza para describir la contribución correspondiente a las interacciones

fundamentales en el modelo estándar: la interacción electromagnética, la interacción débil y la

interacción fuerte. Las part́ıculas que interaccionan son los fermiones y las cargas correspon-

dientes a cada interacción son la carga eléctrica, el sabor y el color, respectivamente, cada una

con su familia de bosones que media las interacciones: el fotón, los bosones W+,W−, Z y ocho

gluones. Para describir de manera simultánea las tres interacciones el modelo estándar utiliza el

grupo de Lie

G = SU(3)× SU(2)× U(1) , (1.91)

donde SU(3) describe la interacción fuerte y SU(2)× U(1) la electrodébil.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de la relatividad general

En el primer caṕıtulo hemos trabajado con los campos más básicos y comunes, lo que nos

ha servido para familiarizarnos con las teoŕıas de campos formuladas en el espacio-tiempo de

Minkowski. A ráız de todo este desarrollo previo, podemos hacernos una idea de cuál será el

siguiente objeto de estudio: un campo tensorial gµν , el cual represente una part́ıcula de esṕın 2.

Estamos hablando de nada menos que de la teoŕıa de la relatividad general (RG), la teoŕıa de

campos cuyo fundamento es el tensor métrico gµν , el cual se identifica con el campo gravitacional.

Sin embargo, aunque esta intuición es correcta, el camino que debemos seguir para desarrollar

esta teoŕıa no es tan sencillo. La RG es una teoŕıa que postula que la gravedad se describe en

términos geométricos, es decir, no es una fuerza como se pensaba desde su descubrimiento por

Newton, sino que sus efectos se deben a la geometŕıa variable del espacio-tiempo, estableciendo

aśı una relación entre la curvatura del espacio-tiempo (gravedad) y la materia o radiación pre-

sente en el mismo. Por ende, abandonamos el ya conocido espacio-tiempo de Minkowski para

considerar uno cuya geometŕıa sea no trivial. Para afrontar este nuevo marco teórico debemos

adentrarnos en una rama de las matemáticas conocida como geometŕıa diferencial, la cual será

el formalismo mediante el que describiremos esta teoŕıa. He dedicado el apéndice A para in-

troducir todos estos conceptos matemáticos previos al estudio de la RG con el objetivo de no

entorpecer el desarrollo f́ısico del trabajo. Este caṕıtulo, junto con el apéndice A, está basado

en los caṕıtulos 2 a 4 de [14], las clases de relatividad general impartidas por el profesor Adolfo

Guarino y los caṕıtulos 7 y 8 de [6].

2.1. Postulados de la relatividad general

Comenzaré introduciendo los principios sobre los que se sustenta la teoŕıa. En primer lugar,

el renombrado principio de equivalencia, el cual está fundamentado en la capacidad de, en un

entorno1 de cualquier punto del espacio-tiempo, poder encontrar unas coordenadas cuya métrica

sea la de Minkowski a primer orden (breve formulación matemática en A.1.3).

1Es importante remarcar que esto es únicamente posible de manera local, ya que si no el espacio-tiempo seŕıa
completamente plano.
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Principio de equivalencia. Las leyes f́ısicas descritas por un observador que se en-

cuentra en cáıda libre en un campo gravitatorio son equivalentes a las que describe otro

observador que se encuentra en reposo en ausencia de gravedad. De manera análoga, un

observador en reposo en un campo gravitatorio describe las mismas leyes f́ısicas que otro

observador uniformemente acelerado en ausencia de gravedad.

Este principio nos indica que existe una equivalencia entre aceleración y gravedad, es decir, la

trayectoria que describe una part́ıcula que se encuentra en cáıda libre debido a la fuerza de la

gravedad es equivalente a la que describe una part́ıcula libre2 en un espacio-tiempo curvo. Es

esta relación lo que le dio a Einstein la idea de tratar la gravedad como una variación en la

geometŕıa del espacio-tiempo.

Para poder comprender mejor esta idea se puede realizar el siguiente experimento mental. Con-

sideremos una part́ıcula libre que viaja por el espacio-tiempo a velocidad constante (por lo que

su trayectoria será una ĺınea recta) y que, en un cierto momento, pasará cerca de un cuerpo

muy masivo que genera un campo gravitatorio. Debido a la presencia del campo gravitatorio, la

part́ıcula sufrirá una fuerza externa que alterará su trayectoria y, por tanto, dejará de ser una

ĺınea recta. El principio de equivalencia nos dice que la trayectoria de esta part́ıcula es la misma

que seguiŕıa una part́ıcula libre al considerar el espacio-tiempo curvado debido a la presencia

del objeto masivo, es decir, las “ĺıneas rectas”3 en este espacio-tiempo curvo ya no son ĺıneas

rectas como tal, sino que son curvas denominadas geodésicas.

Una evidencia clara de que el espacio-tiempo es efectivamente curvo es la observación experi-

mental del efecto que tiene la gravedad sobre la luz. Según las leyes de Newton sólo los objetos

con masa sufren el efecto del campo gravitatorio, sin embargo, se ha observado que los haces

de luz que recibimos en la Tierra provenientes de otros puntos del espacio siguen trayectorias

afectadas por la gravedad.

Otro principio fundamental para la RG es el principio de covarianza, el cual nos dicta la manera

en la que se deben escribir las ecuaciones que describen la f́ısica.

Principio de covarianza. Las leyes f́ısicas deben ser escritas en términos de tenso-

res. Aśı, dichas leyes serán equivalentes en cualquier sistema de referencia y, además, la

existencia de las cantidades f́ısicas que describen será independiente de las coordenadas.

Puesto que los tensores4 están definidos sobre la variedad diferenciable que representa el

espacio-tiempo, su existencia es intŕınseca a la variedad y, por lo tanto, independiente de las

coordenadas que utilicemos. Es más, las ecuaciones descritas mediante tensores serán válidas

para cualquier observador, sin importar las coordenadas que emplee dicho observador. Esto se

2Las trayectorias que describen las part́ıculas libres en un espacio-tiempo curvo son las geodésicas. Su definición
matemática se encuentra en A.2.1.

3Considerando ĺınea recta como la trayectoria que describe una part́ıcula libre.
4Se puede ver su definición detallada en A.1.3, de donde resultan evidentes las afirmaciones realizadas en el

principio de covarianza.
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debe a las propiedades de transformación que poseen los tensores bajo cambios generales de

coordenadas (g.c.t. por sus siglas en inglés).

2.2. Entendiendo la gravedad: las ecuaciones de Einstein

Una vez motivada la idea sobre la que se sustenta la RG, se procederá a realizar la correspondiente

deducción matemática de las ecuaciones que describen la gravedad, conocidas como ecuaciones

de Einstein. Se hallarán las ecuaciones de movimiento en diferentes situaciones, comenzando con

la más sencilla, la de un universo vaćıo.

Ecuaciones de Einstein en el vaćıo

Para construir una acción adecuada se deben tener en cuenta ciertos factores, siendo el primero

de ellos que el diferencial de volumen que se ha de utilizar para la integral es el descrito en la

ecuación A.42. Por otro lado, el lagrangiano debe ser invariante bajo cambios de coordenadas,

por lo que debe ser un escalar. El escalar más simple que codifica información sobre la geometŕıa

del universo es el escalar de Ricci R = gµνRµν , por lo que se obtiene aśı la acción de Einstein-

Hilbert

Sg[g] =
1

2κ2

∫
dDx

√
−gR . (2.1)

Le atribuyo el sub́ındice “g”puesto que es la acción debida únicamente a la gravedad o geometŕıa

del universo. La constante κ se define como κ2 = 8πG, siendo G la constante gravitacional de

Newton. La variación de la acción es la siguiente:

δSg =
1

2κ2

∫
dDx

(
δ
√
−gR+

√
−ggµνδRµν +

√
−gRµνδg

µν
)

= (δSg)1 + (δSg)2 + (δSg)3 .

(2.2)

Se tratará cada término por separado y, por simplicidad, se utilizarán las coordenadas del sistema

de referencia inercial local (L.I.F. por sus siglas en inglés). De esta manera los ı́ndices µ, ν pasan

a ser ı́ndices a, b 5. Comenzamos calculando δ
√
−g 6:

δ
√
−g =

−1

2
√
−g

δg
(A)
=

1

2

√
−g gab δgab

(B)
= −1

2

√
−g gab δgab , (2.3)

donde se han utilizado las siguientes identidades:

(A) δ(detM) = detM · tr(A−1δA) .

(B) gµν δgµν = −gµν δgµν .
(2.4)

5Cuando representamos los ı́ndices de un tensor con letras griegas estamos utilizando unas coordenadas cua-
lesquiera, mientras que si los ı́ndices son latinos, quiere decir que las coordenadas utilizadas son las del L.I.F., esto
es para enfatizar que estamos en un sistema de referencia plano a primer orden. Véase la descripción del L.I.F.
en mayor detalle en A.1.3.

6Recordar que g representa el determinante de gµν .
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Aśı, el primer término de la acción resulta en

(δSg)1 =
1

2κ2

∫
dDx

√
−g
(
−1

2

)
Rgab δg

ab . (2.5)

A continuación, calcularemos una expresión para δRab. Sabemos, de la definición del tensor de

Ricci, que Rab = Rc
acb y además, en el L.I.F., las derivadas primeras de la métrica se anulan

(mientras que las segundas no se anulan), de donde deducimos

Ra
bcd = ∂cΓ

a
db − ∂dΓ

a
cb ⇒ Rab = ∂cΓ

c
ba − ∂bΓ

c
ca . (2.6)

Teniendo en cuenta que en el L.I.F. se verifica ∇a = ∂a , podemos expresar la variación del

tensor de Ricci como

δRab = ∇c δΓ
c
ba −∇b δΓ

c
ca . (2.7)

Volviendo al segundo término de la acción:

(δSg)2 =
1

2κ2

∫
dDx

√
−g
[
∇c(g

ab δΓc
ba)−∇b(g

ab δΓc
ca)
]
, (2.8)

donde se ha utilizado el postulado de la métrica ∇ρgµν = 0 para introducir la métrica dentro de

las derivadas covariantes. Observamos que ambos términos son divergencias covariantes, por lo

que, por el teorema de Stokes, son términos de frontera que se anulan si consideramos que las

variaciones del campo tienden a cero en el infinito (frontera).

Juntando de nuevo los términos de la acción se obtiene

δSg =
1

2κ2

∫
dDx

√
−g
(
Rab −

1

2
Rgab

)
δgab , (2.9)

e igualando la ecuación a cero y utilizando que, al ser una ecuación tensorial es válida para

cualquier sistema de referencia (no solo el L.I.F.), obtenemos las ecuaciones de Einstein en el

vaćıo7:

Rµν −
1

2
Rgµν = 0 ⇒ Gµν = 0 , (2.10)

donde Gµν es el tensor de Einstein definido en (A.68). Si multiplicamos esta ecuación por la

inversa de la métrica gµν , obtenemos R = 0 y por tanto, las ecuaciones de Einstein en el vaćıo

se reducen a

Rµν = 0 (2.11)

Esta deducción matemática de las ecuaciones sirve para darnos cuenta de la utilidad del principio

de covarianza, puesto que se ha realizado toda la deducción para las coordenadas del L.I.F., en

las que se trabaja de manera más sencilla, y, finalmente, hemos obtenido una ecuación válida

para cualesquiera coordenadas.

Cabe mencionar que, a pesar de que las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo son

métricas cuyo tensor de Ricci es igual a cero, esto no implica que el tensor de Riemann deba

7Cabe mencionar que esta deducción basada en el principio de mı́nima acción no es la que realizó Einstein
cuando desarrolló la teoŕıa, sino que fue planteada tiempo después por Hilbert.
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ser también nulo. Como consecuencia, observamos que a pesar de que este universo carezca de

materia y de radiación, no tiene por qué ser un universo plano, sino que habrá ciertas soluciones

con una geometŕıa no trivial, además de, obviamente, la solución cuya métrica es la de Minkowski.

Entre las soluciones cuya curvatura es no nula destaca la conocida métrica de Schwarzschild, la

cual veremos en la próxima sección.

Gravitación y constante cosmológica

Como variación al sistema f́ısico anterior, tenemos el caso de un universo vaćıo con una constante

cosmológica que denotamos por Λ. La acción es

Sg[g] =
1

2κ2

∫
dDx

√
−g (R− 2Λ) . (2.12)

Puesto que Λ es una constante, obtenemos de manera sencilla las variaciones de la acción a

partir de los resultados obtenidos en el apartado anterior, obteniendo:

δSg =
1

2κ2

∫
dDx

√
−g (Gµν + Λgµν)δg

µν . (2.13)

Obtenemos aśı las ecuaciones del movimiento:

Gµν + Λgµν = 0 , (2.14)

que, multiplicando por la inversa de la métrica, son equivalentes a

Rµν = Λgµν (2.15)

Como soluciones a esta ecuación tenemos los dos casos más destacados que describen universos

maximalmente simétricos en función del signo de Λ. Para Λ > 0 tenemos los espacios de Sitter,

utilizados para describir nuestro universo debido a la expansión acelerada del mismo, mientras

que para Λ < 0 tenemos los espacios Anti de Sitter (AdS) que, a pesar de que sabemos que

nuestro universo tiene constante cosmológica positiva, cuentan con una amplia gama de aplica-

ciones, entre las cuales destaca la correspondencia AdS/CFT, la cual introduciremos al final del

trabajo.

Gravitación acoplada a materia (campo escalar)

A continuación, añadiremos a nuestro universo una part́ıcula de esṕın s = 0 representada por

un campo escalar ϕ y obtendremos de nuevo las ecuaciones de Einstein. Para ello, se debe sumar

a la acción el término correspondiente al campo escalar en un espacio-tiempo curvo, el cual se

obtiene simplemente teniendo en cuenta el nuevo diferencial de volumen e intercambiando las

derivadas parciales por derivadas covariantes, obteniendo aśı

S[g, ϕ] = Sg[g]+Sϕ[g, ϕ] =
1

2κ2

∫
dDx

√
−gR +

∫
dDx

√
−g
[
−1

2
gµν∇µϕ∇νϕ− V (ϕ)

]
, (2.16)
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que, al tomar variaciones, resulta en

δS =
δS

δgµν
δgµν +

δS

δϕ
δϕ =

[
δSg
δgµν

+
δSϕ
δgµν

]
δgµν +

δSϕ
δϕ

δϕ . (2.17)

El primer término lo hemos calculado en la Ecuación (2.9) y el segundo término lo relacionamos

con el tensor enerǵıa-momento del campo escalar como

δSϕ
δgµν

= −1

2

∫
dDx

√
−g Tϕ

µν . (2.18)

Por otro lado, el resultado de igualar tercer término a cero no es más que la ecuación de mo-

vimiento de un campo escalar sometido a un potencial, que, al encontrarnos en espacio-tiempo

curvo, resulta en la ecuación de Klein-Gordon con las derivadas covariantizadas:

□ϕ− dV

dϕ
= 0 , (2.19)

donde el d’alembertiano covariante es □ = gµν∇µ∇ν .

La otra ecuación se corresponde con las ecuaciones de Einstein en su forma completa

Gµν = 8πGT ϕ
µν (2.20)

El tensor enerǵıa momento se calcula a partir de (2.18) y viene dado por

T ϕ
µν = ∂µϕ∂νϕ+ gµν

[
−1

2
gρσ∂ρϕ∂σϕ− V (ϕ)

]
, (2.21)

que, como podemos comprobar, coincide con el obtenido (1.39) si intercambiamos ηµν por gµν .

Las ecuaciones de Einstein de (2.20) representan un sistema de 16 ecuaciones, sin embargo, la

simetŕıa del tensor de Einstein y la identidad de Bianchi ∇µGµν = 0 provocan que únicamente

sean independientes 6 ecuaciones. Por otro lado, para que las ecuaciones de Einstein sean con-

sistentes, estas dos propiedades las tendrá que verificar también el tensor de enerǵıa-momento.

La simetŕıa se deduce trivialmente de su definición en (2.18). Para comprobar que el tensor de

enerǵıa-momento se conserva vamos a calcular la variación de la acción del campo bajo cambios

infinitesimales de coordenadas8:

δξSϕ =

∫
dDx

√
−g
[
1

2
Tµν
ϕ δξgµν +

δLϕ

δϕ
δξϕ

]
. (2.22)

El segundo término se anula si consideramos que se satisface la ecuación del movimiento del

campo escalar y la variación de la métrica viene dada por su derivada de Lie (A.58). Además,

puesto que hemos construido la acción Sϕ para que sea invariante bajo cambios generales de

coordenadas, la variación (2.22) se anula. Teniendo todo esto en cuenta y utilizando la simetŕıa

de Tµν
ϕ obtenemos:

δξSϕ =

∫
dDx

√
−gTµν

ϕ ∇µξν = 0 , (2.23)

8Se estudian los cambios de coordenadas infinitesimales y las derivadas de Lie en la sección A.1.3.
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que, integrando por partes y utilizando el teorema de Stokes, resulta en la siguiente ley de

conservación:

∇µ T ϕ
µν = 0 , (2.24)

la cual es la extensión covariante de la deducida en la sección 1.2.

Gravitación acoplada a radiación (campo de Maxwell)

En este caso estudiaremos las ecuaciones de movimiento que sigue un fotón en presencia de

gravedad y cómo la presencia del mismo afecta a la curvatura del espacio-tiempo. Como ya

vimos en el caṕıtulo anterior, un fotón es una part́ıcula de esṕın 1 que se representa mediante

el campo gauge Aµ(x), luego se debe añadir a la acción el término cinético del fotón:

S[g,A] = Sg[g] + SA[g,A] =
1

2κ2

∫
dDx

√
−gR +

∫
dDx

√
−g
[
−1

4
FµνF

µν

]
. (2.25)

Se debe tener en cuenta que al estar en un espacio-tiempo curvo, las derivadas del tensor de

Faraday se deben covariantizar9:

Fµν = ∇µAν −∇νAµ = ∂µAν − ∂νAµ , (2.26)

aunque al tratarse de un rotacional y teniendo en cuenta que la torsión es nula, es fácil comprobar

que se da la segunda igualdad.

Procediendo de igual manera que en el caso anterior se obtienen dos ecuaciones, una correspon-

diente al movimiento del fotón:

∇µF
µν = 0 , (2.27)

que es la versión covariante de las ecuaciones de movimiento de un fotón libre en el espacio-tiempo

de Minkowski, y la otra ecuación coincide con la obtenida en (2.20):

Gµν = 8πGTA
µν , (2.28)

excepto por que en este caso el tensor de enerǵıa-momento es el de un fotón, el cual viene dado

por

TA
µν = gρσFµρFνσ − 1

4
gµνF

ρσFρσ . (2.29)

Si lo comparamos con el obtenido en el espacio-tiempo de Minkowski (1.74) (eliminando la

contribución del campo de Dirac), observamos de nuevo que coinciden al intercambiar la métrica

de Minkowski por gµν . Su ley de conservación se deduce de manera análoga a la del campo escalar.

Comprobamos que los resultados obtenidos son muy similares a los del caso escalar, que se

resumen en dos pasos: encontrar el tensor de enerǵıa-momento propio de la part́ıcula estudiada

para introducirlo en las ecuaciones de Einstein y resolver las ecuaciones del movimiento en su

forma covariantizada.

9En este caso nos referimos a la covariantización de la derivada respecto a la conexión de Christoffel utilizada
en RG, no a la covariantización de la teoŕıa gauge del electromagnetismo.
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Las ecuaciones de Einstein en su forma completa nos indican cómo afecta la gravedad a la materia

o radiación presente en el universo, ya que su movimiento se ve afectado por la curvatura que

genera el campo gravitacional. También nos muestran la manera en la que se genera la gravedad

a partir de la materia y de la radiación, es decir, cómo la existencia de las mismas produce

variaciones en la curvatura del espacio-tiempo.

2.3. Soluciones a las ecuaciones de Einstein: agujeros negros

Una vez presentadas las ecuaciones de Einstein en diferentes condiciones, pasamos a estudiar

dos de las soluciones más destacadas de las mismas, ambas correspondientes a agujeros negros.

El agujero negro de Schwarzschild

Como se mencionó en la sección anterior, existen soluciones no triviales a las ecuaciones de

Einstein en el vaćıo. En este caso presentamos el agujero negro de Schwarzschild, descrito por

una métrica estática, isotrópica y asintóticamente plana10, la métrica de Schwarzschild :

ds2 = −
(
1− rS

r

)
dt2 +

(
1− rS

r

)−1
dr2 + r2dΩ2

2 , (2.30)

donde dΩ2
2 = dθ2+sin2θdφ2 es la métrica de la 2-esfera y rS = 2GM es el radio de Schwarzschild,

cuyo valor se obtiene al tomar el ĺımite de gravedad newtoniana. Por tanto, esta métrica está

determinada por un único parámetro M , que interpretamos como la masa puntual del agujero

negro percibida por un observador en el infinito.

Las singularidades de la métrica se obtienen cuando alguna de sus componentes tiende a infinito,

por lo que en este caso tenemos dos: en r = rS y en r = 0. No obstante, se debe tener en cuenta

que estas singularidades pueden depender de las coordenadas. Para comprobar esta dependencia

basta con calcular un escalar (puesto estos no dependen de las coordenadas) y evaluarlo en las

singularidades. Calculamos aśı el escalar de Kretschmann

K = RµνρσR
µνρσ = 12

r2S
r6
, (2.31)

el cual únicamente posee una singularidad en r = 0. Decimos aśı que r = rS es una singularidad

coordenada, es decir, es fruto de la elección de coordenadas y se podŕıa eliminar al hacer un

cambio de las mismas, mientras que la singularidad en r = 0 está siempre presente, por lo que

recibe el nombre de singularidad f́ısica. La singularidad r = rS también se denomina horizonte

de sucesos y posee la caracteŕıstica de que, al emitir un haz de luz en una determinada dirección

hacia el agujero negro, este pareceŕıa tardar un tiempo infinito en alcanzar dicho horizonte. No

obstante, en realidad la luz śı que llega al horizonte; es el observador quien percibe que la luz

nunca lo alcanza, aunque esto no sea aśı.

10Una métrica asintóticamente plana es aquella que, en el ĺımite r → ∞, se obtiene la métrica de Minkowski.
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El agujero negro de Reissner-Nordström

A continuación, veremos una solución a las ecuaciones de Einstein que nos será de utilidad

más adelante a la hora de obtener soluciones de una teoŕıa de supergravedad 11-dimensional.

El agujero negro de Reissner-Nordström es una solución estática e isotrópica de la teoŕıa de

gravedad acoplada a un campo de Maxwell, cuyas ecuaciones del movimiento fueron obtenidas

en (2.27) y (2.28). Por tanto, se trata de una extensión del agujero negro de Schwarzschild en

la que se considera que posee carga eléctrica y magnética, o bien solo una de ellas. La métrica

del agujero negro viene dada por

ds2 = −
(
1− rS

r
+
r2Q
r2

)
dt2 +

(
1− rS

r
+
r2Q
r2

)−1
dr2 + r2dΩ2

2 , (2.32)

donde se ha utilizado la métrica de la 2-esfera dΩ2
2, el radio del agujero negro de Schwarzschild

rS = 2GM y el radio

r2Q = G(Q2
e +Q2

m) , (2.33)

siendo M la masa del agujero negro, Qe su carga eléctrica y Qm su carga magnética11, todas

percibidas por un observador en el infinito. Por otro lado, el campo gauge de la solución es

Aµ = −
(
Qe

r
, 0, 0, Qmcosθ

)
, (2.34)

que da lugar a un tensor de Faraday cuyas componentes no nulas son las correspondientes a los

campos eléctrico y magnético en la dirección radial:

Ftr = −Frt = Er = −Qe

r2
, Fθϕ = −Br = Qmsinθ . (2.35)

En este caso la métrica tiene tres singularidades correspondientes a los valores

r = 0 , r± = GM ±
√

(GM)2 − r2Q , (2.36)

siendo r = 0 una singularidad f́ısica y r = r− y r = r+ dos horizontes, denominados horizonte

interior y horizonte exterior, respectivamente.

A partir de la expresión de r± se deduce la relación

GM2 ≥ Q2
e +Q2

m , (2.37)

ya que en caso contrario no se tendŕıa horizonte, teniendo aśı una singularidad desnuda en r = 0,

lo que no es posible según postula la conjetura de la censura cósmica. Sin embargo, podemos

centrarnos en el caso GM2 = Q2
e + Q2

m, en el que los horizontes coinciden: r+ = r−, teniendo

aśı un agujero negro extremal de Reissner-Nordström. Bajo esta condición podemos expresar la

métrica como

ds2 = −
(
1−

rQ
r

)2
dt2 +

(
1−

rQ
r

)−2
dr2 + r2dΩ2

2 , (2.38)

11Hasta el momento no se han detectado monopolos magnéticos, aunque esto no nos impide considerarlos,
puesto que tienen implicaciones teóricas interesantes.
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Figura 2.1: Agujero negro de Reissner-Nordström.

donde rQ = GM es el horizonte. Haciendo una traslación r → r − rQ obtenemos

ds2 = −
(
1 +

rQ
r

)−2
dt2 +

(
1 +

rQ
r

)2 (
dr2 + r2dΩ2

2

)
, (2.39)

teniendo por tanto el horizonte en la posición r = 0. Veamos qué forma tiene la métrica en un

entorno muy pequeño del horizonte. Para ello, consideramos r → 0, lo que implica que

ds2 ∼ −
( r

rQ

)2
dt2 +

(rQ
r

)2
dr2 + r2QdΩ

2
2 . (2.40)

Los dos primeros términos de esta métrica se agrupan para dar lugar a un espacio-tiempo AdS2

con radio rQ, mientras que el tercer término se corresponde con la métrica de una 2-esfera S2

también de radio rQ, es decir, el espacio-tiempo en un entorno del horizonte es AdS2 × S2.

2.4. Los frames: una formulación alternativa de la relatividad

general

Como hemos podido comprobar en la sección anterior, no hemos tenido ninguna dificultad a la

hora de considerar bosones en RG, esto se debe a que, al tener esṕın entero, estas part́ıculas se

representan mediante tensores, que son las herramientas fundamentales utilizadas en RG. Sin

embargo, el estudio de los fermiones en RG requiere introducir un nuevo formalismo que nos

permita extender la teoŕıa al campo de los espinores. Con este nuevo objetivo introduciremos

una serie de conceptos geométricos que más adelante utilizaremos para estudiar de manera

satisfactoria los fermiones en RG.

2.4.1. La conexión del esṕın

Los espinores son campos que transforman bajo representaciones espinoriales del grupo de Lo-

rentz, por lo que para introducirlos en la RG debemos de alguna manera tener un espacio donde

podamos realizar dichas transformaciones. La clave para poder llevar esto a cabo son los frames

o vielbeins (definidos en el apartado A.1.3), mediante los cuales podemos realizar un cambio

de base en el espacio tangente a la variedad en cada punto para que nuestra métrica sea la de
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Minkowski. Veamos como podemos hacer esto, comenzamos recordando que los frames son unas

matrices eaµ(x) que satisfacen la ecuación:

gµν(x) = eaµ(x) ηab e
b
ν(x) (2.41)

lo que, intuitivamente, podemos interpretar como que los frames son la “ráız cuadrada” de la

métrica. Además, si denotamos e ≡ det eaµ, se tiene que
√
−g = e, por lo que podemos escribir el

diferencial de volumen como dv = dDx e. Las nuevas bases ortonormales de los espacios tangente

y cotangente se obtienen mediante las siguientes ecuaciones:

ea = e µ
a ∂µ ,

θa = eaµdx
µ .

(2.42)

Nota. Se están omitiendo las dependencias de las coordenadas (x) para abreviar la notación.

A partir de (2.42) podemos obtener las coordenadas de los vectores tangentes y cotangentes en

la nueva base ortonormal como:
V a = eaµV

µ ,

Va = e µ
a Vµ ,

(2.43)

sobre las cuales tomaremos derivadas covariantes según una nueva conexión ω a
µ b a la que deno-

minamos conexión del esṕın:

DµV
a = ∂µV

a + ω a
µ bV

b ,

DµVa = ∂µVa − ω b
µ aVb .

(2.44)

Imponiendo la condición

∇µe
a
ν = ∂µe

a
ν + ω a

µ be
b
ν − Γρ

µνe
a
ρ = 0 , (2.45)

la cual denominamos postulado de los vielbeins, obtenemos la relación entre la conexión del esṕın

y los śımbolos de Christoffel:

ω a
µ b = eaνe

ρ
b Γν

µρ − e ν
b ∂µe

a
ν . (2.46)

Nota. La notación que estamos utilizando para las derivadas covariantes es la siguiente:

Dµ denota derivadas covariantes respecto a las conexiones gauge (Yang-Mills) y res-

pecto a la conexión del esṕın.

∇µ agrupa las anteriores junto con las derivadas covariantes respecto al

espacio-tiempo, es decir, respecto la conexión de Christoffel.

Ejemplo: ∇µe
a
ν = Dµe

a
ν − Γρ

µνeaρ.

Teniendo en cuenta que nuestra conexión satisface ∇ρgµν = 0 y utilizando el postulado de

los vielbeins, obtenemos que Dµηab = 0, de donde se deduce que la conexión del esṕın es

antisimétrica en los ı́ndices latinos: ωµab = −ωµba.
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Por último, podemos expresar la métrica en esta nueva base y utilizar la ecuación (2.41) para

obtener

gab = e µ
a gµνe

ν
b = ηab , (2.47)

lo que nos confirma que la métrica que describe esta nueva base es la de Minkowski. De esta mane-

ra, mediante los frames hemos podido construir en cada punto de la variedad un espacio-tiempo

de Minkowski, donde sabemos que los vectores transforman bajo transformaciones del grupo de

Lorentz. Sin embargo, estas transformaciones de Lorentz no son las usuales, sino que tienen algo

de especial: fijándonos en la ecuación (2.41) observamos que cualquier frame e′aµ(x) dado por

e′
a
µ(x) = Λa

b(x)e
b
µ(x) (2.48)

define la misma métrica que eaµ(x), donde Λa
b(x) es una matriz de Lorentz dependiente de las

coordenadas. Por tanto, en este espacio-tiempo de Minkowski construido mediante los frames,

tenemos una simetŕıa bajo transformaciones locales de Lorentz (L.L.T.).

Índices curvos e ı́ndices planos

Tras haber introducido este nuevo formalismo, contamos con dos maneras diferentes de traba-

jar. Si consideramos un vector V 12 viviendo en la variedad que representa nuestro universo,

tendremos las dos siguientes posibilidades:

1. Proyectar el vector V sobre la base coordenada13 {∂µ}D−1µ=0 del espacio tangente de manera

que tenga unas coordenadas V µ que transformen bajo cambios generales de coordenadas:

V ′µ =
∂x′µ

∂xν
V ν . (2.49)

2. Proyectar el vector V sobre la base ortonormal no coordenada {ea}D−1µ=0 del espacio tangente

de manera que tenga unas coordenadas V a que transformen bajo transformaciones locales

de Lorentz:

V ′a = Λa
b(x)V

b , (2.50)

En el primero de los casos tenemos a los bosones, los cuales podemos tratar de la manera usual

en RG sin entrar en nuevos formalismos. Por otro lado, los fermiones serán las part́ıculas que

consideremos en el segundo caso, aunque como sabemos no son vectores V a, sino espinores Ψα.

Teniendo esto en cuenta, recuperamos (1.63)14 para escribir las transformaciones ¡locales! del

grupo de Lorentz como:

Ψ(x) → S[Λ]Ψ
(
Λ−1x

)
= e

1
4
λab(x)γabΨ

(
Λ−1x

)
, (2.51)

12Aunque estemos tomando un vector, esto se puede extrapolar a un tensor de cualquier rango.
13Denominamos base coordenada a aquella que construimos a partir de las coordenadas xµ que estemos uti-

lizando, mientras que una base no coordenada es aquella que construimos sin tener en cuenta las coordenadas,
como es el caso de la base ortonormal de los frames.

14Debemos tener en cuenta que los ı́ndices que en el caṕıtulo 1 denotábamos por letras griegas, en este caso
pasan a ser letras latinas debido a que estábamos trabajando en Minkowski.
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donde esta vez los parámetros λab son dependientes de las coordenadas. De este modo, la derivada

covariante que introducimos actuando sobre el campo de Dirac viene dada por:

DµΨα = ∂µΨα +
1

4
ω ab
µ (γab)

β
α Ψβ . (2.52)

Omitiendo los ı́ndices espinoriales las derivadas covariantes del campo de Dirac y su conjugado

son:

DµΨ = (∂µ +
1

4
ω ab
µ γab)Ψ ,

Ψ̄
←
Dµ = Ψ̄(

←
∂ µ − 1

4
ω ab
µ γab) .

(2.53)

Figura 2.2: Espacio-tiempo de Minkowski obtenido mediante los frames.

Curvatura

Con las derivadas ya covariantizadas y el formalismo de los frames establecido, lo único que nos

falta antes de poder escribir la acción es obtener el resto de tensores en función de los frames.

Comenzando con la curvatura, obtenemos una expresión de sus componentes en esta nueva base

de la misma manera que en (A.63):

[Dµ, Dν ]V
a = R a

µν bV
b , (2.54)

dando como resultado:

R a
µν b = ∂µ ω

a
ν b − ∂ν ω

a
µ b + ω a

µ c ω
c

ν b − ω a
ν c ω

c
µ b . (2.55)

Para obtener el tensor de Ricci debemos contraer el primer ı́ndice con el tercero, aunque se debe

tener en cuenta que uno es curvo y el otro plano, por lo que se contraen mediante los frames,

resultando en: Rνb = e µ
a R a

µν b. Finalmente, para el escalar de Ricci contraemos los ı́ndices del

tensor de Ricci obteniendo R = e ν
b R

b
ν = e ν

b η
bcRνc.
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2.4.2. Espinores en relatividad general

Tras haber introducido esta nueva formulación de la RG, nos encontramos con las herramientas

suficientes para poder dar una acción que describa la gravedad acoplada al campo de Dirac. Esta

acción debe ser invariante bajo transformaciones locales de Lorentz, por lo que debe aparecer la

derivada covariante (2.53) y, además, debe estar descrita en términos de los frames. Presentamos

aśı la acción

S[e,Ψ] = Sg[e] + S1/2[e,Ψ] =

∫
dDx e

[
1

2κ2
eaµebνRµνab −

1

2
Ψ̄γµ

↔
DµΨ

]
(2.56)

donde para la contribución del campo de Dirac hemos partido de la acción modificada (1.60).

Nota. eaµ = ηabe µ
b y γµ = γae µ

a .

Tomando variaciones de la acción respecto a Ψ y Ψ̄ obtenemos las ecuaciones de movimiento del

campo de Dirac en un espacio-tiempo curvo, que se corresponden con la versión covariante15 de

la ecuación de Dirac y su conjugada:

γµDµΨ = 0 ,

Ψ̄γµ
←
Dµ = 0 .

(2.57)

Por otro lado, las variaciones del campo eaµ(x) dan lugar a las ecuaciones de Einstein en el caso

de una part́ıcula de esṕın 1/2:

Gµν = 8πG
1

4
Ψ̄

(
γµ
↔
Dν + γν

↔
Dµ

)
Ψ , (2.58)

donde podemos identificar, al igual que en los casos bosónicos, el tensor de enerǵıa-momento del

campo de Dirac con

Tµν =
1

4
Ψ̄

(
γµ
↔
Dν + γν

↔
Dµ

)
Ψ , (2.59)

que es la versión covariante y sin masa de (1.62)16. Se comprueba fácilmente que se trata de un

tensor simétrico y su ley de conservación se deduce de forma análoga al caso del campo escalar.

2.4.3. Explorando la relatividad general como una teoŕıa gauge

Antes de concluir con este caṕıtulo sobre la teoŕıa de la relatividad general, vamos a dar una

visión alternativa de la teoŕıa. Como se explicó en la sección 1.5, las teoŕıas gauge son teoŕıas

que trabajan con simetŕıas locales, por lo que, la simetŕıa local del grupo de Lorentz que posee

la RG es, en efecto, una simetŕıa gauge. Debido a esto, podemos concebir la RG como una teoŕıa

gauge cuyo grupo de simetŕıa es el grupo de Lorentz y el campo gauge es la conexión del esṕın.

15En este caso, covariante respecto a la conexión del esṕın.
16No aparece el término proporcional al lagrangiano ya que estamos suponiendo que se satisfacen las ecuaciones

del movimiento y, por tanto, es nulo.
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Obteniendo de manera expĺıcita la transformación de la conexión del esṕın:

ω a
µ b → Λa

c ω
c

µ d (Λ
−1)db + Λa

c ∂µ (Λ
−1)cb , (2.60)

y comparándola con la transformación del campo gauge de la teoŕıa de Yang-Mills:

(Aµ)
a
b → Ua

c (Aµ)
c
d (U

−1)db +
1

g
Ua

c ∂µ (U
−1)cb , (2.61)

observamos que son equivalentes al tomar U = Λ ∈ SO(1, 3). Además, podemos comparar

también el tensor de Riemann o curvatura

R a
µν b = ∂µ ω

a
ν b − ∂ν ω

a
µ b + ω a

µ c ω
c

ν b − ω a
ν c ω

c
µ b (2.62)

con el tensor de Faraday por componentes

(Fµν)
a
b = ∂µ(Aν)

a
b − ∂ν(Aµ)

a
b + g(Aµ)

a
c(Aν)

c
b − g(Aν)

a
c(Aµ)

c
b . (2.63)

De nuevo comprobamos que las expresiones son equivalentes utilizando los campos gauge apro-

piados. Como bien sabemos, la RG es una teoŕıa puramente geométrica, ya que los tensores

que utilizamos son herramientas definidas sobre el objeto matemático que representa nuestro

universo, una variedad diferenciable. Por tanto, al hacer esta comparativa con las teoŕıas gauge

y observar que ambas se basan en un formalismo similar, notamos que las teoŕıas gauge también

tienen una naturaleza geométrica inherente. Mientras que la RG se fundamenta en la geometŕıa

del espacio-tiempo, entendido como una variedad diferenciable, las teoŕıas gauge se basan en la

geometŕıa de unas estructuras conocidas como haces fibrados. En estas estructuras matemáticas

también se pueden definir conceptos como la conexión y la curvatura, los cuales resultan ser los

bosones gauge y el tensor de Faraday, respectivamente.
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Caṕıtulo 3

Supergravedad pura

Tras haber dedicado los caṕıtulos anteriores a introducir todas las bases necesarias para la formu-

lación de una teoŕıa de supergravedad, se puede puede proceder con el desarrollo de dicha teoŕıa.

Para ello, será necesaria la introducción de un nuevo campo que resultará de vital importancia,

además de unas breves nociones de espinores de Majorana y de supersimetŕıa que servirán para

motivar algunos pasos del desarrollo. Una vez definida la supergravedad, nos enfocaremos en

estudiar las dos variante más sencillas de la misma. Este caṕıtulo está basado en los caṕıtulos

3, 5, 6, 9 y 10 de [6], los caṕıtulos 2 y 3 de [7] y el caṕıtulo 12 de [2].

3.1. El gravitino

A lo largo del trabajo hemos ido estudiando los diversos campos que utilizamos para representar

part́ıculas de espines 0, 1/2 y 1 en el modelo estándar y de esṕın 2 en relatividad general.

Debido a esto, podemos preguntarnos qué ocurre con el esṕın 3/2: ¿no existe una part́ıcula

fundamental cuyo esṕın sea 3/2? Se sabe que cualquier teoŕıa invariante Lorentz e invariante

gauge que describa una part́ıcula de esṕın mayor que 2 tendrá un lagrangiano trivial, es decir,

no interaccionará con el resto de part́ıculas. Debido a esto, parece poco intuitivo que existan

part́ıculas de todos los espines s ≤ 2 excepto aquella con s = 3/2.

Con el objetivo de dar respuesta a estas dudas y observar las posibles consecuencias que pueda

tener la existencia de una part́ıcula de esṕın 3/2, a la que conocemos como gravitino, intro-

ducimos en esta sección un nuevo campo. En el caṕıtulo 1 vimos que las part́ıculas de esṕın

1 se representan mediante campos vectoriales, mientras que las de esṕın 1/2 mediante campos

espinoriales, de esta manera, considerando el esṕın 3/2 como una composición de los espines 1 y

1/2, representamos este nuevo campo mediante un vector-espinor Ψµα(x) al que, inicialmente,

consideraremos sin masa.

Nota. En general omitiremos los ı́ndices espinoriales, al igual que para el campo de Dirac.
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3.1.1. Espacio-tiempo de Minkowski

A continuación, trataremos de buscar una acción adecuada para este nuevo campo y, como

primer paso, lo haremos en un espacio-tiempo de Minkowski para posteriormente generalizarlo

a un espacio-tiempo curvo. Como cualquier acción en el espacio-tiempo de Minkowski, deberá

ser invariante Lorentz. Además, al tratarse de un fermión, las derivadas deberán ser de primer

orden y el lagrangiano deberá ser hermı́tico para que la ecuación de Ψ̄µ sea la conjugada de la

de Ψµ. De esta manera, buscamos una acción similar a la del campo de Dirac (1.52) donde se

utilizan las matrices del álgebra de Clifford, aunque, en este caso, para contraer todos los ı́ndices

de la ecuación deberemos hacer uso de las matrices de rango tres descritas en (1.65). Con todos

estos ingredientes, la acción resultante es la acción de Rarita-Schwinger [13]:

S3/2[Ψµ] = − 1

2κ2

∫
dDx Ψ̄µγ

µνρ∂νΨρ . (3.1)

Se ha añadido la constante 1/2κ2 para simplificar cálculos posteriores. Las ecuaciones del movi-

miento obtenidas son:

γµνρ∂νΨρ = 0 . (3.2)

Podemos observar que, además de todas las condiciones que le hemos impuesto a la acción, esta

y las ecuaciones del movimiento poseen una caracteŕıstica extra: una simetŕıa bajo la siguiente

transformación gauge:

Ψµα(x) → Ψµα(x) + ∂µϵα(x) . (3.3)

Esta transformación resulta muy similar a la del fotón (1.67), aunque con una ligera modificación,

el parámetro de la transformación, ϵα, ya no es un escalar, sino que se trata de un espinor

1/2. Debido a esto, observamos que el vector-espinor Ψµα posee caracteŕısticas tanto de los

vectores como de los espinores, resultando aśı en un campo muy particular el cual cobrará

mayor importancia a la hora de introducirlo en la relatividad general.

3.1.2. Espacio-tiempo curvo

Con los conocimientos adquiridos en el caṕıtulo anterior a la hora de extender acciones a

espacio-tiempos curvos y acoplar fermiones a la RG junto con la acción presentada en (3.1),

podemos formular sin mayor dificultad una acción para el gravitino en un espacio-tiempo curvo,

resultando en:

S3/2[e,Ψµ] = − 1

2κ2

∫
dDx e Ψ̄µγ

µνρDνΨρ , (3.4)

donde la derivada covariante del gravitino debeŕıa contener la conexión de Christoffel y la cone-

xión del esṕın:

∇µΨνα = ∂µΨνα − Γρ
µνΨρα +

1

4
ω ab
µ (γab)

β
α Ψνβ , (3.5)

sin embargo, al estar contráıda con el elemento de tercer rango del álgebra de Clifford γµνρ,

el cual es completamente antisimétrico, el término espacio-temporal que aporta el śımbolo de
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Christoffel se anula debido a que este es simétrico1, es decir:

γµνρ∇νΨρ = γµνρDνΨρ . (3.6)

Por otro lado, las ecuaciones del movimiento obtenidas son la versión covariante de (3.2):

γµνρDνΨρ = 0 . (3.7)

Ahora, surge la cuestión de si esta acción, al igual que la del espacio-tiempo plano, exhibe una

simetŕıa ante la transformación gauge2

Ψµα(x) → Ψµα(x) +Dµϵα(x) . (3.8)

Para resolver esta cuestión, calcularemos la variación de la acción respecto del parámetro ϵ.

Únicamente tendremos en cuenta los términos a primer orden en Ψµ
3. Debido a la importancia

de este cálculo para el trabajo se realizará detalladamente. Comenzamos calculando

δϵS3/2 =
δS3/2

δe
δϵe+

δS3/2

δΨµ
δϵΨµ +

δS3/2

δΨ̄µ
δϵΨ̄µ

= 2
δS3/2

δΨ̄µ
δϵΨ̄µ + o

(
(Ψµ)

3
)

= − 1

κ2

∫
dDx e δϵΨ̄µγ

µνρDνΨρ

= − 1

κ2

∫
dDx e ϵ̄

←
Dµγ

µνρDνΨρ ,

(3.9)

donde en la segunda igualdad hemos utilizado que el primer término es de orden mayor que

uno en Ψµ y que las variaciones de Ψµ y Ψ̄µ coinciden. Integrando por partes y utilizando la

antisimetŕıa de las matrices γ obtenemos

δϵS3/2 =
1

κ2

∫
dDx e ϵ̄ γµνρDµDνΨρ

=
1

κ2

∫
dDx e ϵ̄ γµνρ

1

2
[Dµ, Dν ]Ψρ .

(3.10)

A continuación, utilizamos la identidad

[Dµ, Dν ]Ψ =
1

4
Rµνabγ

abΨ (3.11)

para obtener

δϵS3/2 =
1

8κ2

∫
dDx e ϵ̄ γµνργabRµνabΨρ . (3.12)

1Recordemos que la conexión del espacio-tiempo que estamos utilizando es la conexión de Levi-Civita, que
tiene torsión nula y, por tanto, es simétrica (A.2.1).

2En este caso se utiliza la derivada covariante respecto a la conexión del esṕın, puesto que el parámetro es un
espinor y el espacio-tiempo es no trivial.

3Se tienen también contribuciones de términos de orden tres en Ψµ que omitiremos por el momento.
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Para continuar, debemos manipular el producto de las matrices gamma de rangos dos y tres,

para lo que utilizamos las propiedades de las mismas. El producto de ambas matrices resulta en:

γµνργab = γµνρab + 6γ
[µν

[bδ
ρ]
a] + 6γ[µδν[bδ

ρ]
a] , (3.13)

luego, contrayendo esta expresión con el tensor de Riemann, obtenemos:

γµνργabRµνab = γµνρabRµνab + 6R
[ρ

µν bγ
µνb]︸ ︷︷ ︸

(2)

+6γ[µR ρν]
µν︸ ︷︷ ︸

(3)

.
(3.14)

El primero de estos términos es cero por la primera identidad de Bianchi (A.64), ya que

γµνρabRµνab = γµνρabR[µνa]b = 0 . (3.15)

Desarrollando (2) haciendo uso de las propiedades de simetŕıa de las matrices γ y del tensor de

Riemann obtenemos:

6R
[ρ

µν bγ
µνb] = 2R ρ

µν bγ
µνb + 4R ρ

µν bγ
νρb

= −2R
ρ

[µνb] γ
µνb + 4Rνbγ

νρb = 0 ,
(3.16)

que se anula pues el primer sumando se anula de nuevo por la identidad de Bianchi y el segundo

por la simetŕıa del tensor de Ricci y la antisimetŕıa de la matriz γ. Finalmente, desarrollando

(3):

6γ[µR ρν]
µν = 4γµR ρν

µν + 2γρR νµ
µν

= 4γµR ρ
µ − 2γρR

= 4γµ(R ρ
µ − 1

2
δ ρ
µ R)

= 4γµG ρ
µ .

(3.17)

Por lo que llegamos a γµνργabRµνab = 4γµG ρ
µ , lo que implica que

δϵS3/2[e,Ψµ] =
1

2κ2

∫
dDx eG ν

µ ϵ̄ γµΨν , (3.18)

donde salta a la vista la aparición del tensor de Einstein. Nos encontramos en el punto más

destacado del trabajo, pues es este cálculo el que da lugar a la idea de la supergravedad. Antes

de continuar, hagamos una pequeña recapitulación del procedimiento realizado. Acabamos de

introducir un nuevo campo con el cual buscamos describir el comportamiento de una part́ıcula

de esṕın 3/2. Para ello, hemos seguido el procedimiento rutinario al imponer condiciones a la

acción y hemos observado que dicha part́ıcula posee una simetŕıa gauge cuyo parámetro es un

espinor. Es más, al considerar un espacio-tiempo curvo y realizar variaciones de la acción, el

resultado que obtenemos es proporcional al tensor de Einstein, que es el tensor obtenido al

realizar variaciones a la acción de Einstein-Hilbert. Como consecuencia, resulta lógico pensar

que este nuevo campo tiene una relación directa con la interacción gravitatoria. Nos encontramos
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ante la idea fundamental de la supergravedad.

3.2. Espinores de Majorana

En el caṕıtulo 1 se comentó la existencia de un tercer tipo de espinor además de los espinores de

Dirac o de Weyl, cuya función es describir aquellos fermiones con la propiedad de ser su propia

antipart́ıcula. En esta sección veremos algunas propiedades que poseen estos espinores y algunas

relaciones que serán de utilidad en futuros desarrollos.

Los espinores de Majorana son espinores de Dirac en dimensión D sobre los que se ha impuesto

una condición extra denominada condición de realidad, la cual es

λ∗ = Bλ , (3.19)

donde B = it0Cγ
0 siendo t0 = ±1 y C una matriz unitaria denominada matriz de conjugación

de carga. La imposición de esta condición resulta en que los espinores de Majorana existan

únicamente en dimensiones D = 2, 3, 4 mód 8. El interés de estos campos radica en que, debido

a la condición (3.19), poseen la mitad de grados de libertad que los campos de Dirac, siendo aśı

más fundamentales. Por esta razón, los campos espinoriales desempeñan un papel esencial en

las teoŕıas de supersimetŕıa y de supergravedad.

A pesar de que en dimensión genérica el conjugado de un espinor de Dirac se define como

ψ̄ = ψTC, debido a la condición de realidad, el conjugado de un espinor de Majorana coincide

con el adjunto de Dirac en dimensión 4, es decir:

λ̄ = λTC = λ†iγ0 . (3.20)

Las relaciones más utilizadas que involucran espinores de Majorana y matrices del álgebra de

Clifford son las siguientes:

λ̄γµ1...µrχ = trχ̄γ
µ1...µrλ ,

(γµ1...µrλ) = t0trλ̄γ
µ1...µr ,

(3.21)

donde λ y χ son unos espinores de Majorana cualesquiera, r determina el rango de las matrices

gamma (se definieron las matrices de rango r en (1.64)) y tr = ±1 dependiendo del rango r. Los

valores de tr vienen completamente determinados por:

t0 = +1, t1 = −1, t2 = −1, t3 = +1, tr+4 = tr. (3.22)

3.3. N = 1, D = 4 SUSY

Antes de proseguir con el estudio del gravitino, es pertinente ofrecer una breve explicación de

la supersimetŕıa (SUSY), ya que servirá para contextualizar y motivar los pasos próximos del

desarrollo. La supersimetŕıa es una teoŕıa desarrollada en el espacio-tiempo de Minkowski que
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establece relaciones entre bosones y fermiones, agrupándolos en parejas denominadas supermul-

tipletes o, simplemente, multipletes, los cuales determinan las transformaciones de simetŕıa. De

manera esquemática se tiene:

δϵ bosón = fermión , δϵ fermión = bosón . (3.23)

La idea fundamental de esta teoŕıa es la adición de unos nuevos generadores a nuestro álgebra de

Poincaré, denominados supercargas, para formar aśı un superálgebra. En general, estos nuevos

generadores son una tupla de N espinores Qi
α (i = 1, ...,N ), aunque en esta descripción nos

centraremos en el caso N = 1. Es este nuevo generador Qα el que, al poseer esṕın 1/2, nos

permite transformar fermiones en bosones y viceversa, teniendo aśı una teoŕıa supersimétrica.

Esta idea se entiende mejor en el formalismo cuántico, donde las supercargas Q son operadores

cuánticos que actúan sobre los estados de ambas part́ıculas:

Q |bosón⟩ = |fermión⟩ , Q |fermión⟩ = |bosón⟩ . (3.24)

Para determinar un superálgebra, al igual que para cualquier álgebra, se deben presentar las

relaciones de conmutación de sus generadores que, en el caso de los generadores fermiónicos, son

relaciones de anticonmutación debido a que son variables de Grassman. En la ecuación (1.15)

vimos las relaciones de conmutación del álgebra de Poincaré que, junto con las relaciones

{Qα, Q̄β} = −1

2
(γµ)

β
α Pµ

[M[µν],Qα] = −1

2
(γµν)

β
α Qβ

[Pµ,Qα] = 0 ,

(3.25)

forman el superálgebra de Poincaré. Otro factor relevante es que los parámetros que determinan

las transformaciones de supersimetŕıa son espinores de Majorana ϵα, los cuales serán constantes

puesto que la teoŕıa que estamos describiendo en esta sección es de supersimetŕıa global.

A continuación, veremos los dos ejemplos más simples de supermultipletes:

Multiplete quiral (ϕ, ψα): Consta de un campo escalar complejo ϕ(x) que describe

el bosón (s = 0) junto con un espinor de Weyl ψα(x) que representa su compañero

fermiónico (s = 1/2) denominado quiralino. Tenemos aśı un sistema bosón-fermión

descrito por la acción

S =

∫
d4x

[
−∂µϕ∗∂µϕ− ψ̄σµ∂µψ

]
. (3.26)

Las relaciones de transformación del multiplete son:
δϵϕ =

1√
2
ϵ̄ ψ

δϵψ =
1√
2
ϵ̄ σµ∂µϕ

(3.27)
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Multiplete gauge (Aµ, λα): Se trata de un caso similar al de la teoŕıa gauge de Maxwell,

solo que en este caso el fermión está descrito por un espinor de Majorana λα(x)

denominado gaugino. La acción que describe el sistema es

S =

∫
d4x

[
−1

4
FµνFµν −

1

2
λ̄γµ∂µλ

]
, (3.28)

donde el factor 1/2 se debe a que los espinores de Majorana tienen la mitad de grados

de libertad de los de Dirac. Además, al ser λα(x) un fermión de Majorana, su carga q y

la de su antipaŕıcula −q coinciden, lo que implica que tiene carga nula. Por esta razón

se utiliza la derivada parcial ∂µ en lugar de la derivada covariante Dµ = ∂µ − iqAµ.

Las transformaciones correspondientes son:
δϵAµ = −1

2
ϵ̄ γµλ

δϵλ =
1

4
ϵ̄ γµνFµν

(3.29)

Dejando de lado por un momento las teoŕıas con N = 1, cabe destacar la teoŕıa de Yang-Mills

supersimétrica con N = 4 4 (N = 4 SYM), la cual forma parte de la formulación inicial de la

correspondencia AdS/CFT como veremos en la sección 4.4.

3.4. La contribución universal de la supergravedad

3.4.1. Acción y variaciones

Ahora que contamos con una ligera noción de supersimetŕıa, podemos abordar el problema

planteado anteriormente con mayor facilidad. Hab́ıamos planteado un sistema en el que un

gravitino —que, por las razones mencionadas en la sección 3.2, consideraremos como un espinor

de Majorana— se encontraba en un espacio-tiempo curvo y tratamos de determinar si exist́ıa

una simetŕıa bajo la transformación gauge

δϵΨµα = Dµϵα , (3.30)

donde el parámetro ϵα(x) de la transformación es un espinor dependiente de las coordenadas.

Como acabamos de ver en la sección anterior, las transformaciones cuyos parámetros son es-

pinores son transformaciones de supersimetŕıa, por lo que este es el primer indicio de que el

sistema que estamos buscando está determinado por un supermultiplete, el cual debe contener

al gravitino. Sin embargo, en la teoŕıa supersimétrica vista anteriormente, los espinores eran

constantes, por lo que deducimos que esta nueva teoŕıa es de supersimetŕıa local. Además, en la

variación de la acción obtenida en (3.18) apareció el tensor de Einstein, lo que nos está diciendo

que la gravedad va a tomar parte en esta nueva teoŕıa. Planteamos aśı un sistema de interacción

gravitatoria entre el gravitino y el gravitón, el cual representamos mediante un supermultiplete

4Este valor de N es el máximo permitido en dimensión 4.
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formado por un vector-espinor Ψµα(x) y los frames eaµ(x). La acción que gobierna el sistema es

S[e,Ψµ] = Sg[e] + S3/2[e,Ψµ] =
1

2κ2

∫
dDx e

[
eaµebνRµνab − Ψ̄µγ

µνρDνΨρ

]
(3.31)

La transformación que sufre el gravitino viene dada por (3.30), mientras que para los frames

debemos postular una transformación adecuada. Esta debe ser proporcional al gravitino, ya

que se trata de una transformación de supersimetŕıa y, para contraer el ı́ndice espinorial del

gravitino debe aparecer un espinor conjugado, el cual será el parámetro ϵ de la transformación.

Finalmente, para mantener la estructura indicial, se requiere de un término que aporte un ı́ndice

plano, para lo que se utiliza la matriz γa. Todas estas consideraciones resultan en las siguientes

transformaciones de supersimetŕıa: {
δϵe

a
µ = c ϵ̄ γaΨµ

δϵΨµ = Dµϵ
(3.32)

donde se ha añadido una constante c ∈ R que fijaremos más adelante. Nuestro objetivo ahora

es calcular las variaciones de la acción (3.31) para comprobar si realmente es invariante bajo las

transformaciones de supersimetŕıa que acabamos de postular. La contribución del término de

la acción del gravitino fue calculada en (3.18), veamos ahora cuál es la variación de la acción

gravitatoria. Recordemos que la acción gravitatoria formulada en términos de la métrica veńıa

dada por

Sg[g] =
1

2κ2

∫
dDx

√
−gR , (3.33)

y, al tomar variaciones respecto de la métrica, hab́ıamos obtenido

δϵSg =
1

2κ2

∫
dDx

√
−g Gµνδϵg

µν . (3.34)

Por tanto, basta calcular δϵg
µν en función de δϵe

a
µ, más concretamente, en función de δϵe

µ
a .

Modificando ligeramente la ecuación que define los frames obtenemos

gµν = e µ
a ηabe ν

b , (3.35)

que resulta en la variación

δϵg
µν = δϵe

µ
a ηabe ν

b + e µ
a ηabδϵe

ν
b . (3.36)

Ahora, utilizando que eaµe
ν

a = δνµ, obtenemos

δϵe
a
µe

ν
a + eaµδϵe

ν
a = 0 =⇒ δϵe

µ
a = −e µ

b e ν
a δϵe

a
µ =⇒ δϵe

µ
a = −cϵ̄γµΨa , (3.37)

que nos proporciona las variaciones de la métrica al introducir esta expresión en (3.36):

δϵg
µν = − cϵ̄γµΨν − cϵ̄γνΨµ . (3.38)
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Al contraer las variaciones de la métrica con el tensor de Einstein Gµν , el cual es simétrico, se

pueden sumar los dos términos, obteniendo aśı:

Gµνδϵg
µν = −2cGµν ϵ̄γ

µΨν . (3.39)

Introduciendo este resultado en (3.34), la variación de la acción gravitatoria respecto al paráme-

tro de supersimetŕıa local ϵ resulta en:

δϵSg = −c 1

κ2

∫
dDx eGµν ϵ̄ γ

µΨν . (3.40)

Finalmente, juntando las contribuciones gravitatoria y del gravitino se obtiene

δϵS =

(
1

2
− c

)
1

κ2

∫
dDx eGµν ϵ̄ γ

µΨν , (3.41)

por lo que, tomando c = 1/2, se tiene que δϵS = 0, como queŕıamos obtener. Concluimos aśı que

la acción (3.31) es invariante bajo las siguientes transformaciones de supersimetŕıa local:

 δϵe
a
µ =

1

2
ϵ̄ γaΨµ

δϵΨµ = Dµϵ
(3.42)

Tras toda esta formulación, observamos que con la simple intención de estudiar una nueva

part́ıcula, el gravitino, hemos acabado obteniendo una teoŕıa de supersimetŕıa local que formula

la gravedad en términos de los frames y su compañero supersimétrico el gravitino.

Supergravedad. La supergravedad (SUGRA) es una extensión supersimétrica de la re-

latividad general en la cual se estudia el supermultiplete gravitón-gravitino, dando lugar

aśı a una teoŕıa de supersimetŕıa local.

De acuerdo a las dimensiones, el contenido de campos y el número de supersimetŕıas conside-

radas, existen diversas teoŕıas de supergravedad. En este caso nos estamos enfocando en una

teoŕıa de supergravedad con N = 1, que indica el número de campos del gravitino utilizados.

Además, nos restringimos al caso de supergravedad pura, el cual únicamente incluye al multiplete

gravitatorio.

Fijémonos ahora en las condiciones que hemos impuesto indirectamente para obtener este resul-

tado. La primera de ellas es que estamos considerando que el gravitino es un espinor de Majorana,

por lo que nos estamos restringiendo a las dimensiones D = 2, 3, 4 mód 8. No obstante, en las

dimensiones restantes se podrá definir una variante de los espinores de Majorana, denomina-

dos espinores de Majorana simplécticos, mediante los cuales se obtendŕıa el mismo resultado.

Además, habrá algunas dimensiones en las que ninguno de estos dos espinores sean irreduci-

bles, por lo que se utilizarán los espinores de Majorana-Weyl o los espinores de Majorana-Weyl
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simplécticos5.

Por otro lado, debemos notar que la acción obtenida en (3.31) no describe completamente la

supergravedad pura en estas dimensiones, sino que se deben tener en cuenta los grados de libertad

de los campos, como veremos en la sección 3.6.1. Sin embargo, śı que se trata de una contribución

universal que aparecerá en la acción de las teoŕıas de supergravedad formuladas en cualquier

dimensión. Únicamente en el caso D = 4 se tiene que la acción está completamente descrita por

esta contribución. También se debe tener en cuenta que estamos omitiendo los términos de orden

superior a uno en Ψµ, por lo que, a priori, no tendremos supergravedad a órdenes mayores. Más

adelante veremos qué ocurre si consideramos los términos de órdenes superiores.

Para concluir, notemos que la solución más simple para la acción (3.31) es aquella en la que el

campo del gravitino se anula y la métrica es la de Minkowski. Consideramos esta solución como

la solución de fondo de la supergravedad pura con N = 1 y D = 4.

3.4.2. Superálgebra local

En el apartado anterior vimos cómo una teoŕıa que incluye al gravitino requiere que dicha

teoŕıa sea además una teoŕıa gravitatoria. Existe una manera alternativa de llegar al mismo

resultado y es mediante el álgebra supersimétrico. En una teoŕıa f́ısica consistente basada en

una serie de trasformaciones de simetŕıa determinadas por un grupo de Lie, el conmutador de

dos transformaciones debe dar lugar a una tercera transformación de simetŕıa del mismo grupo.

Esto es evidente, pues según vimos en la sección 1.1, el conmutador de dos generadores de un

álgebra de Lie resulta en un tercer generador del álgebra y las transformaciones de simetŕıa de

un grupo se implementan mediante dichos generadores.

Para comprobar esto, calcularemos el conmutador de dos transformaciones de supersimetŕıa (de

parámetros ϵ1 y ϵ2) actuando sobre los frames y haciendo uso las transformaciones definidas en

(3.42). El cálculo es el siguiente:

[δϵ1 , δϵ2 ]e
a
µ = δϵ1(

1

2
ϵ̄2γ

aΨµ)− (1 ↔ 2)

=
1

2
ϵ̄2γ

aDµϵ1 − (1 ↔ 2)

=
1

2
(ϵ̄2γ

aDµϵ1 − ϵ̄1γ
aDµϵ2)

(∗)
=

1

2
(ϵ̄2γ

aDµϵ1 + ϵ̄2
←
Dµγ

aϵ1)

=
1

2
Dµ(ϵ̄2γ

aϵ1) .

(3.43)

Nota. El término (1 ↔ 2) se refiere a que dicho término es equivalente al término anterior

cambiando el 1 por el 2. En (∗) se ha utilizado la primera relación de (3.21).

5En la tabla 3.2 de [6] se pueden ver los diversos espinores irreducibles utilizados en cada dimensión.
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Para continuar con el cálculo, consideramos el campo vectorial ξa ≡ 1
2 ϵ̄2γ

aϵ1 y las transforma-

ciones infinitesimales de coordenadas que genera:

xµ → xµ + ξµ . (3.44)

A continuación, obtendremos cómo vaŕıan los frames bajo este cambio de coordenadas infinite-

simal teniendo en cuenta que los frames transforman como campos cotangentes. De acuerdo con

las transformaciones infinitesimales de coordenadas definidas en (A.51) obtenemos:

δξe
a
µ = ξν∂νe

a
µ + eaν∂µξ

ν . (3.45)

Modificaremos esta ecuación utilizando las siguientes relaciones:

∂νe
a
µ = ∇νe

a
µ − ω a

ν be
b
µ + Γρ

νµe
a
ρ ,

∂µξ
ν = ∇µξ

ν − Γν
µρξ

ρ ,
(3.46)

obteniendo aśı:

δξe
a
µ = ξν∇νe

a
µ − ξνω a

ν be
b
µ + ξνΓρ

νµe
a
ρ + eaν∇µξ

ν − eaνΓ
ν
µρξ

ρ

= − ξνω a
ν be

b
µ +Dµξ

a ,
(3.47)

donde en la segunda igualdad se ha utilizado el postulado de los frames, la simetŕıa de los śımbolos

de Christoffel (o lo que es lo mismo, que la torsión es nula) para cancelar el tercer término con el

quinto y que Dµξ
a = eaν∇µξ

ν . Por otro lado, sabemos que los frames transforman bajo L.L.T.

como

eaµ(x) → Λa
b(x)e

b
µ(x) , (3.48)

que, utilizando la representación definida en (1.11), resulta en la siguiente transformación infi-

nitesimal:

δλe
a
µ = λabe

b
µ . (3.49)

De esta manera, podemos definir ξνω a
ν b ≡ λab para obtener:

ξνω a
ν be

b
µ = δλe

a
µ . (3.50)

Finalmente, introduciendo estos resultados en el conmutador de las transformaciones de super-

simetŕıa, tenemos que

[δϵ1 , δϵ2 ]e
a
µ = Dµξ

a = δξe
a
µ + δλe

a
µ , (3.51)

es decir, la transformación obtenida al realizar el conmutador de dos transformaciones infinite-

simales de supersimetŕıa local no es una tercera transformación de supersimetŕıa, sino que es

una combinación de una transformación infinitesimal de las coordenadas junto con una transfor-

mación local infinitesimal de Lorentz. Comprobamos aśı que una teoŕıa de supersimetŕıa local

requiere, además de las supersimetŕıas, simetŕıa bajo transformaciones generales de coordenadas

y bajo transformaciones locales del grupo de Lorentz. Como comprobamos en el caṕıtulo 2, la
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teoŕıa que implementa estas dos últimas simetŕıas es la relatividad general, por lo que concluimos

que una teoŕıa de supersimetŕıa local es también una teoŕıa gravitatoria.

3.4.3. Supergravedad a órdenes superiores en Ψµ

Hemos visto que omitiendo los términos de órdenes superiores a uno en Ψµ al realizar las va-

riaciones de la acción del gravitino, esta se cancelaba con la acción gravitatoria, dando lugar a

la supergravedad. Resulta lógico entonces preguntarse si a cualquier orden se tendrá el mismo

resultado. La respuesta rápida es negativa, sin embargo, en dimensión D = 4 se puede modifi-

car la acción y la transformación de supersimetŕıa del gravitino para obtener supergravedad a

cualquier orden en los fermiones. Estas modificaciones se presentan a continuación:

S3/2[e,Ψµ] = − 1

2κ2

∫
d4x e

{
Ψ̄µγ

µνρDνΨρ −
1

16

[
(Ψ̄ργµΨν)(Ψ̄ργµΨν + 2Ψ̄ργνΨµ)−

−4(Ψ̄µγ
νΨν)(Ψ̄

µγρΨρ)
]} (3.52)


δϵe

a
µ =

1

2
ϵ̄ γaΨµ

δϵΨµ = D̂µϵ ≡ ∂µϵ+
1

4
(ω ab

µ +K ab
µ )γab ϵ

(3.53)

donde se ha definido

Kµνρ = −1

4
(Ψ̄µγρΨν − Ψ̄νγµΨρ + Ψ̄ργνΨµ) . (3.54)

Observamos que la nueva acción es en cierta medida más compleja que la anterior, ya que

contiene varios términos de orden 4 en Ψµ. Además, la nueva derivada covariante D̂µ contiene

un término extra K ab
µ que interpretamos como una torsión inducida por el gravitino en lugar de

por el espacio-tiempo. De aqúı en adelante consideraremos supergravedad únicamente a primer

orden en Ψµ, por lo que la acción y la derivada covariante serán las usuales.

3.5. Supergravedad y constante cosmológica

En la sección anterior se presentó la teoŕıa de supergravedad más simple posible, formada úni-

camente por el supermultiplete gravitón-gravitino (eaµ, Ψµ), sin embargo, se puede ir mas allá

realizando diversas modificaciones al sistema f́ısico. En esta sección se planteará la extensión

más simple considerando una acción gravitatoria con constante cosmológica como se hizo en

(2.12). Cabe mencionar que trabajaremos con la acción universal (3.31) por lo que la dimensión

utilizada será arbitraria. Para que este sistema sea compatible con la supergravedad debemos

hacer unas ligeras modificaciones. La primera de ellas es definir una nueva derivada covariante

D̂µ ≡ Dµ − gγµ (3.55)

que actúe sobre los espinores ϵ y Ψµ. La acción total resultante es:

S[e,Ψµ] = Sg[e] + S3/2[e,Ψµ] =
1

2κ2

∫
dDx e

[
R− 2Λ− Ψ̄µγ

µνρD̂νΨρ

]
. (3.56)
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Al desarrollar la nueva derivada covariante en función de la anterior y utilizando la relación

γµνργν = −(D − 2)γµν , (3.57)

se obtiene un término de masa para el gravitino con m = (D − 2)g, dando lugar a la acción:

S[e,Ψµ] =
1

2κ2

∫
dDx e

[
R− 2Λ− Ψ̄µγ

µνρDνΨρ −mΨ̄µγ
µνΨν

]
(3.58)

Las transformaciones de supersimetŕıa se obtienen a partir del caso Λ = 0 cambiando Dµ por

D̂µ:  δϵe
a
µ =

1

2
ϵ̄ γaΨµ

δϵΨµ = D̂µϵ = Dµϵ− gγµϵ
(3.59)

Vamos a comprobar si la acción propuesta es invariante bajo estas transformaciones. La variación

de la acción gravitatoria se obtiene directamente de (2.13) utilizando el mismo argumento que

en (3.39) para obtener

δϵSg = − 1

2κ2

∫
dDx e (Gµν + Λgµν)ϵ̄γ

µΨν

= − 1

2κ2

∫
dDx eGµν ϵ̄γ

µΨν − Λ

2κ2

∫
dDx e ϵ̄γµΨµ .

(3.60)

Por otro lado, denotaremos a la acción del gravitino por S3/2 = Scin + Sm, donde cada término

representa la contribución cinética usual y el término de masa, respectivamente. Para obtener

la variación del término cinético del gravitino seguimos el mismo procedimiento que en (3.9) al

omitir las contribuciones de órdenes mayor que uno en Ψµ:

δϵScin = − 1

κ2

∫
dDx e δϵΨ̄µγ

µνρDνΨρ

= − 1

κ2

∫
dDx e

(
ϵ̄
←
Dµγ

µνρDνΨρ + gϵ̄γµγ
µνρDνΨρ

)
.

(3.61)

Nota. δϵΨ̄µ = ϵ̄
←
Dµ + gϵ̄γµ utilizando la segunda relación de (3.21).

El primer término es el obtenido en (3.18) y el segundo lo desarrollamos utilizando que la relación

(3.57) también se verifica al invertir el orden de las matrices gamma, obteniendo aśı

δϵScin =
1

2κ2

∫
dDx eGµν ϵ̄γ

µΨν − (D − 2)g

κ2

∫
dDx e ϵ̄γνρDνΨρ . (3.62)
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Por último, calculamos las variaciones del término de masa del gravitino:

δϵSm =
δSm
δe

δϵe+
δSm
δΨµ

δϵΨµ +
δSm
δΨ̄µ

δϵΨ̄µ

= 2
δS3/2

δΨµ
δϵΨµ + o

(
(Ψµ)

3
)

= −m

κ2

∫
dDx e Ψ̄µγ

µνδϵΨν

= −m

κ2

∫
dDx e Ψ̄µγ

µν(Dνϵ− gγνϵ)

=
m

κ2

∫
dDx e Ψ̄µ

←
Dνγ

µνϵ+
(D − 1)mg

κ2

∫
dDx e Ψ̄µγ

µϵ

=
m

κ2

∫
dDx e ϵ̄γµνDµΨν −

(D − 1)mg

κ2

∫
dDx e ϵ̄γµΨµ .

(3.63)

En la penúltima igualdad se ha integrado por partes el primer término y se ha utilizado la

relación γµνγν = (D− 1)γµ en el segundo, mientras que en la última igualdad se ha utilizado la

primera relación de la ecuación (3.21) en ambos términos además de la antismetŕıa de γµν en el

primero.

Tras todos estos cálculos, obtenemos que el primer término de δϵSg se anula con el primero de

δϵScin y que el segundo término de δϵScin se cancela con el primero de δϵSm, por tanto, para

obtener supergravedad, el segundo término de δϵSg se debe anular con el segundo de δϵSm, es

decir, se debe cumplir la relación:

Λ

2κ2
= −(D − 1)mg

κ2
=⇒ Λ = −2(D − 1)mg . (3.64)

Concluimos aśı que

Λ = −2(D − 1)(D − 2)g2 (3.65)

Por consiguiente, la supergravedad es compatible únicamente con una constante cosmológica

Λ ≤ 0. Debido a esto, se pueden plantear sin ningún inconveniente teoŕıas de supergravedad

en espacio-tiempos AdS. Sin embargo, es bien sabido que nuestro universo posee una constante

cosmológica positiva, por lo que, al estudiar supergravedad en el mismo, se observarán rupturas

de la supersimetŕıa.

El interés en el estudio de una constante cosmológica dentro del marco de la supergravedad,

además de las razones previamente mencionadas, radica en el hecho de que los resultados obte-

nidos constituyen una versión simplificada de teoŕıas más complejas, como las que abordaremos

en el próximo caṕıtulo. En términos generales, al introducir nuevas contribuciones a una teoŕıa de

supergravedad pura (como es el caso de la constante cosmológica), se observa que las derivadas

covariantes deben ser modificadas en la acción y en las transformaciones de supersimetŕıa. Asi-

mismo, esto conlleva la aparición de un término de masa para el fermión, el cual está vinculado

con esta nueva contribución de la derivada covariante.
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3.6. D = 11 SUGRA

Tras haber estudiado la contribución universal a la supergravedad y darnos cuenta de que esta

describe completamente la teoŕıa en D = 4, nos centraremos en formular la teoŕıa en una

dimensión mayor, para lo que se necesitarán campos extra. Más concretamente, nos centraremos

en la dimensión D = 11, que es la dimensión máxima sobre la que se pueden formular teoŕıas

de supergravedad.

Para razonar este ĺımite se utiliza la teoŕıa de Kaluza-Klein o reducción dimensional, mediante

la cual se parte de una teoŕıa D′-dimensional que será reformulada en dimensión D < D′ man-

teniendo las caracteŕısticas principales de la misma. Este procedimiento se basa en la suposición

de un universo de dimensión D′ > 4 cuyas D′− 4 dimensiones no sean observables al estar com-

pactificadas en una variedad muy reducida6. De esta manera, el universo estaŕıa representado

por una variedad MD′ = MD×Kd (con d = D′−D), donde MD es el universo observable —por

tanto, no compacto y con poca curvatura— y Kd es una variedad compacta con una extensión

tan reducida que tomaŕıa una enerǵıa desorbitada percibirla en los experimentos. Sin embargo,

esto no significa que no se pueda confirmar la existencia de dicho espacio, pues este puede influir

de manera indirecta sobre el universo observable.

Por ejemplo, un cilindro de radio L se puede expresar como el producto de la recta real por

una circunferencia de radio L: M2 = R× S1
L y, puesto que la circunferencia es finita, se puede

considerar que es muy pequeña tomando L → 0. Aplicando reducción dimensional sobre el

cilindro obtendŕıamos una teoŕıa formulada en un espacio-tiempo representado por la recta real.

Figura 3.1: Compactificación de un cilindro.

La aplicación de este procedimiento al caso de la supergravedad se basa en que, si se considera

una dimensión D′ > 11, el número de gravitinos obtenidos al aplicar la reducción dimensional

sobre un toro seŕıa mayor que ocho, lo que da lugar a una teoŕıa con part́ıculas de esṕın s > 2

que, como ya se mencionó anteriormente, no posee interacciones.

3.6.1. Acción y transformaciones

En la sección 3.4 dedujimos la contribución universal a la acción que describe la supergravedad

pura en dimensión D = 2, 3, 4mód 8. Partiendo desde ese punto, obtendremos los campos extra

necesarios para describir una acción en D = 11.

6Se puede hablar de su extensión pues supondremos que la variedad es finita o periódica.
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En las teoŕıas supersimétricas los grados de libertad de los bosones y de los fermiones de un

mismo multiplete deben coincidir, por lo que, en caso de que no sea aśı, se deberán añadir

campos extra al multiplete. Además, se puede distinguir entre los dos siguientes tipos de grados

de libertad:

on-shell : Se obtienen al tener en cuenta las ecuaciones del movimiento. Coinciden con

los estados de helicidad de la part́ıcula.

off-shell : Son aquellos que se obtienen sin imponer las ecuaciones del movimiento, por

lo que son mayores que los on-shell. Coinciden con el número de componentes del

campo menos el número de transformaciones gauge del mismo.

Los grados de libertad on-shell de los bosones y fermiones de un mismo multiplete deben coin-

cidir siempre, sin embargo, los bosones suelen tener menos grados de libertad off-shell que los

fermiones. Para compensar esto, se introducen campos bosónicos auxiliares en la acción, cuya

contribución es puramente algebraica y no involucra derivadas.

En este caso consideraremos únicamente los grados de libertad on-shell. En dimensión D, el

campo gravitacional tiene D(D − 3)/2 y el gravitino (D − 3)2[(D−2)/2], luego en D = 4 ambos

tienen dos grados de libertad y, por tanto, son los únicos campos que forman el multiplete. Por

otro lado, en D = 11 se tienen 44 grados de libertad para los frames y 128 para el gravitino, luego

se debe introducir un campo bosónico al multiplete que cuente con los 84 grados de libertad

restantes. Geométricamente, los bosones se describen mediante p-formas diferenciales Aµ1...µp ,

las cuales tienen
(
D−2
p

)
grados de libertad, por tanto, podemos describir los grados de libertad

restantes mediante un bosón gauge representado por una 3-forma diferencial Aµνρ. Se tiene por

tanto que esta teoŕıa está descrita por el multiplete

(
eaµ, Aµνρ,Ψµ

)
. (3.66)

A continuación, queremos postular una acción y unas transformaciones de supersimetŕıa ade-

cuadas para esta teoŕıa. La acción contará con el término universal obtenido en (3.31) más otros

términos debidos a la presencia del campo Aµνρ. Primero debemos notar que, al ser una 3-forma

gauge, tenemos las siguientes relaciones7:

δθAµνρ = 3 ∂[µθνρ] ,

Fµνρσ = 4 ∂[µAνρσ] ,

∂[τFµνρσ] = 0 ,

(3.67)

que son, en coordenadas, la transformación del campo Aµνρ respecto al parámetro gauge θνρ

(que es una 2-forma), la definición del tensor de Faraday (que, en este caso es una 4-forma) y la

identidad de Bianchi, respectivamente. Además, el término cinético de este campo gauge vendrá

dado por

SA,cin =
1

2κ2

∫
d11x e

[
− 1

4!
FµνρσFµνρσ

]
, (3.68)

7En la sección A.1.3 del apéndice se encuentra una breve explicación de las bases de esta formulación.
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La acción tendrá por tanto la contribución universal obtenida en (3.31) más el término cinético

(3.68) más términos extra que se deben añadir para mantener la supersimetŕıa. Entre ellos se

encuentra un término de tipo Chern-Simons

SCS = −
√
2

6κ2

∫
F(4) ∧ F(4) ∧A(3) = −

√
2

(144κ)2

∫
d11x ϵµ1...µ11Fµ1...µ4Fµ5...µ8Aµ9µ10µ11 . (3.69)

Se trata además de un término topológico, lo que implica que no se ve afectado por la geometŕıa

del universo, dado que no está vinculado a la métrica. Además, al no depender de esta última,

no contribuye al tensor de enerǵıa-momento, y en consecuencia, solo influye en las ecuaciones de

movimiento de los campos de gauge. Por otro lado, aunque en esta acción aparezca expĺıcitamente

el campo A, esta es invariante bajo la transformación gauge definida en (3.67).

Finalmente, la acción total que gobierna el sistema es

S =
1

2κ2

∫
d11x e

[
R− Ψ̄µγ

µνρDν(ω̂)Ψρ −
1

2 · 4!
FµνρσFµνρσ

−
√
2

192
Ψ̄ν

(
γαβγδνρ + 12γαβgγνgδρ

)
ΨρF̂αβγδ

]
+ SCS

(3.70)

con las transformaciones de supersimetŕıa correspondientes:



δϵe
a
µ =

1

2
ϵ̄ γaΨµ

δϵΨµ = Dµ(ω +K) ϵ+

√
2

288

(
γαβγδµ − 8γβγδδαµ

)
F̂µνρσ ϵ

δϵAµνρ = −3
√
2

4
ϵ̄ γ[µνΨρ]

(3.71)

Se están utilizando las siguientes relaciones:

Kµνρ = −1

4
(Ψ̄µγρΨν − Ψ̄νγµΨρ + Ψ̄ργνΨµ) ,

ω̂µab = ωµab +Kµab +
1

16
Ψ̄νγ

νρ
µabΨρ ,

F̂µνρσ = Fµνρσ +
3
√
2

2
Ψ̄[µγνρΨσ] .

(3.72)

donde la torsión K utilizada coincide con la obtenida en (3.54) cuando consideramos las varia-

ciones a órdenes superiores en Ψµ.

La relevancia de esta teoŕıa reside en varios aspectos. En primer lugar, en esta teoŕıa no es posible

introducir campos de materia como el multiplete quiral o el multiplete gauge, ni tampoco una

constante cosmológica, lo que hace que la teoŕıa esté fijada y no haya variantes. Por otro lado, al

aplicar la reducción dimensional a esta teoŕıa para obtener una teoŕıa en D = 4, resulta que se

recupera la de supergravedad con N = 8, que es el valor máximo de gravitinos permitido en esta

dimensión. Por último, otra razón que hace interesante el estudio de la supergravedad en D = 11
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es el hecho de que esta debe ser el ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa M, una teoŕıa actualmente

desconocida cuyo objetivo es unificar las teoŕıas de cuerdas en una teoŕıa 11-dimensional.

3.6.2. Soluciones clásicas: M2-branas y M5-branas

Como en cualquier teoŕıa f́ısica, al realizar variaciones a la acción, se obtienen las ecuaciones del

movimiento de los diversos campos. En este caso nos centraremos en obtener unas soluciones

denominadas black p-brane solutions, que son soluciones clásicas de las ecuaciones del movimiento

interpretadas como una extensión dimensional de los agujeros negros obtenidos en relatividad

general. Más concretamente, nos centraremos en las extremal p-branes, que son el análogo al

agujero negro extremal de Reissner-Nordström definido en el último apartado de la sección 2.3.

Las branas son objetos utilizados en teoŕıa de cuerdas que sirven para extender el concepto de

part́ıcula puntual, por lo que una p-brana representa un objeto (p+1)-dimensional (p dimensiones

espaciales y una temporal) que se propaga en el espacio-tiempo8. De esta manera, la presencia

de una p-brana en un espacio-tiempo D-dimensional, rompe la simetŕıa del mismo bajo el grupo

de Lorentz SO(D − 1, 1) para dar lugar al grupo de simetŕıa SO(p, 1) × SO(D − p − 1). Esto

se interpreta como una división del espacio-tiempo en dos bloques, un bloque de dimensión

p + 1 con simetŕıa Lorentz correspondiente a las dimensiones donde vive la p-brana y otro de

dimensión D− p− 1 con simetŕıa bajo rotaciones correspondiente a las dimensiones transversas

a la p-brana. Los ejemplos más simples de espacios con estas simetŕıas son el espacio-tiempo de

Minkowski y el espacio eucĺıdeo, respectivamente.

Otra propiedad de las p-branas es que estas se acoplan eléctricamente o magnéticamente a

n-formas definidas en el espacio-tiempo. Para entender esto centrémonos primero en el caso de

una part́ıcula puntual (0-brana) en D = 4. Si consideramos que está cargada bajo la interacción

eléctrica, estará relacionada con un campo gauge A(1), que es una 1-forma. Este campo da lugar

a una 2-forma tensor de Faraday F(2) con componentes temporales9 F0i no nulas (puesto que

es de tipo eléctrico), por lo que su dual F̃(2) = ⋆F(2) será de tipo magnético (con componentes

espaciales Fij no nulas). Si consideramos la 1-forma relacionada con este tensor, Ã(1), tendremos

que la part́ıcula puntual se acopla eléctricamente a la 1-forma A(1) y magnéticamente a la 1-forma

Ã(1). En general, una p-brana en un espacio-tiempo D-dimensional se acoplará eléctricamente

a una (p+ 1)-forma y magnéticamente a una (D − p− 3)-forma. Rećıprocamente, una p-forma

se acopla eléctricamente a una (p− 1)-brana y magnéticamente a una (D − p− 3)-brana, por

lo que en el caso D = 11 SUGRA, el campo Aµνρ se acoplará eléctricamente a una 2-brana y

magnéticamente a una 5-brana.

8Entendemos aśı que una part́ıcula puntual es una 0-brana, una cuerda es una 1-brana y una membrana es
una 2-brana.

9Los ı́ndices i, j, ... denotan las componentes espaciales, es decir, toman valores 1, ..., D − 1.
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Espinores de Killing

Otra caracteŕıstica importante que impondremos a las soluciones es que sean supersimétricas, es

decir, invariantes bajo las transformaciones de supersimetŕıa. De forma esquemática las trans-

formaciones de supersimetŕıa se reducen a las relaciones:

δϵ(bosón) = ϵ(fermión) , δϵ(fermión) = ϵ(bosón) . (3.73)

Denotando por (bosón)0 y (fermión)0 a las soluciones, para que sean supersimétricas se debe

cumplir:

δϵ(bosón)0 = 0 , δϵ(fermión)0 = 0 . (3.74)

La primera de ellas se verifica trivialmente pues en las soluciones clásicas los campos fermiónicos

siempre se anulan, por lo que es la segunda la que contiene toda la información. A los espinores

que permiten que las soluciones sean supersimétricas al satisfacer la segunda ecuación de (3.74)

se les denomina espinores de Killing. En este caso concreto, seŕıan aquellos que verifiquen la

siguiente ecuación diferencial:

Dµ(ω +K) ϵ+

√
2

288

(
γαβγδµ − 8γβγδδαµ

)
F̂µνρσ ϵ = 0 . (3.75)

Los espinores de Killing están determinados por un número finito de constantes e indican super-

simetŕıas globales residuales en las soluciones. Podemos ver esto de forma más clara considerando

un ejemplo simple: el caso de supergravedad pura con N = 1 y D = 4, donde (gµν)0 = ηµν y

(Ψµ)0 = 0 es la solución más simple. En este caso la condición que determina los espinores de

Killing viene dada por la ecuación

Dµϵ = ∂µϵ = 0 , (3.76)

donde en la segunda igualdad se ha utilizado que la conexión del esṕın es nula en el

espacio-tiempo de Minkowski. Por tanto, los espinores de Killing de esta teoŕıa son cuatro espino-

res de Majorana constantes. Como bien sabemos, los parámetros que determinan la supersimetŕıa

global son espinores de Majorana constantes, luego comprobamos aśı que los espinores de Killing

determinan supersimetŕıas globales.

Volviendo al caso 11-dimensional, se tiene que la ecuación (3.75) da lugar a dos soluciones

diferentes, denominadas M2-branas y M5-branas, correspondientes a 2-branas y 5-branas, res-

pectivamente, como ya se hab́ıa mencionado.

M2-branas

En este caso la solución viene dada por la métrica

ds2 = H−2/3ds2M3 +H1/3ds2R8 , (3.77)

donde ds2M3 representa la métrica de Minkowski en las 3 dimensiones sobre las que se encuentra

la brana, ds2R8 representa la métrica eucĺıdea en las 8 dimensiones restantes y H es una función.
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Por otro lado, la 4-forma tensor de Faraday de una M2-brana viene dada por

F = dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dH−1 . (3.78)

Se trata de un tensor de tipo eléctrico ya que las componentes temporales F0ijk no se anulan.

La ecuación de los espinores de Killing (3.75) implica que la funciónH debe satisfacer la ecuación

de Laplace en 8 dimensiones, por lo que una solución asintóticamente plana vendrá dada por la

función armónica

H(r) = 1 +
(r2
r

)6
, (3.79)

donde r es la coordenada radial del espacio eucĺıdeo 8-dimensional R8 y r2 = 32π2N2l
6
p, siendo

N2 el número de M2-branas y lp la longitud de Planck. Se tiene por tanto una singularidad en el

punto r = 0, que es considerado como el horizonte de la M2-brana. En un entorno muy cercano

al horizonte (r → 0) se tiene que

H1/3 ∼
(r2
r

)2
, (3.80)

por lo que, utilizando coordenadas esféricas para la métrica eucĺıdea:

ds2R8 = dr2 + r2dΩ2
7 , (3.81)

la métrica de la M2-brana viene dada por

ds2 ∼
( r
r2

)4
ds2M3 +

(r2
r

)2
dr2 + r22dΩ

2
7 . (3.82)

Esta métrica define un espacio-tiempo AdS4 × S7, donde el radio de cada espacio es r2/2 y r2,

respectivamente. Podemos comprobar que se trata de una analoǵıa del agujero negro extremal

de Reissner-Nordström con carga eléctrica al comparar esta métrica con la obtenida en (2.40),

donde el espacio-tiempo en un entorno del horizonte era AdS2 × S2.

M5-branas

En el caso de la M5-brana, el tensor de Faraday viene dado por

F = ⋆
(
dx0 ∧ ... ∧ dx5 ∧ dH−1

)
, (3.83)

por lo que las componentes magnéticas Fijkl son no nulas, siendo aśı un tensor de tipo magnético.

Por otro lado, la métrica es similar a la del caso anterior:

ds2 = H−1/3ds2M6 +H2/3ds2R5 , (3.84)

donde ds2M6 representa la métrica de Minkowski en las 6 dimensiones sobre las que se encuentra

la brana, ds2R5 representa la métrica eucĺıdea en las 5 dimensiones restantes y H es una función

que, debido a la ecuación de los espinores de Killing, satisface la ecuación de Laplace en 5
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dimensiones. Se puede expresar entonces como una función

H(r) = 1 +
(r5
r

)3
, (3.85)

donde r es la coordenada radial de R5 y r5 = π2N5l
3
p, siendo N5 el número de M5-branas y

lp la longitud de Planck. Observamos de nuevo que se tiene una singularidad en r = 0, dando

lugar al horizonte de la M5-brana. De manera análoga al caso anterior, al estudiar geometŕıa

del espacio-tiempo en un entorno del horizonte se obtiene

ds2 ∼
( r
r5

)
ds2M6 +

(r5
r

)2
dr2 + r25dΩ

2
4 , (3.86)

que es la métrica de un espacio AdS7 × S4, donde el radio de cada espacio es 2r5 y r5, res-

pectivamente. En este caso nos encontramos ante la analoǵıa del agujero negro extremal de

Reissner-Nordström con carga magnética.

Hemos obtenido aśı dos soluciones a la teoŕıa de supergravedad en D = 11 que representan

analoǵıas de agujeros negros con cargas eléctrica y magnética. Sin embargo, mientras que en

relatividad general (D = 4), el agujero negro estaba representado por una part́ıcula puntual con

masaM y carga Q (eléctrica o magnética), en D = 11 SUGRA los agujeros negros se representan

mediante 2-branas con carga eléctrica o 5-branas con carga magnética.

Figura 3.2: Agujero negro extremal de R-N con carga eléctrica en D = 4 y D = 11.
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Caṕıtulo 4

Más allá de supergravedad pura

En el caṕıtulo anterior se introdujo la supergravedad y se estudiaron algunas teoŕıas de supergra-

vedad pura, es decir, teoŕıas que contienen únicamente a los campos del multiplete gravitatorio

(eaµ,Ψµ). Para continuar con el estudio de la supergravedad, introducimos en este caṕıtulo las

teoŕıas de supergravedad acopladas a campos de materia y las teoŕıas de supergravedad con

supersimetŕıa extendida (N > 1). Este caṕıtulo está basado en los caṕıtulos 4 a 8 y 13 y 14 de

[7], los caṕıtulos 11, 12, 18 y 23 de [6] y el caṕıtulo 12 de [2].

4.1. N = 1, D = 4 SUGRA acoplada a campos de materia

Comenzaremos introduciendo a la teoŕıa de supergravedad pura en D = 4 del caṕıtulo anterior

los otros dos supermultipletes mencionados en la sección 3.3. Consideraremos n multipletes

quirales1 (ϕi, ψi) y dimG multipletes gauge (AA
µ , λ

A), representados por la teoŕıa supersimétrica

de Yang-Mills (SYM), donde i = 1, ..., n y A = 1, ...,dimG, siendo G el grupo de Lie de la

teoŕıa de Yang Mills. Ambos constituyen la materia presente en el universo y por esa razón se

denominan también multipletes de materia.

Contando los grados de libertad on-shell de los bosones y de los fermiones se obtiene un valor

de dos estados de helicidad por campo, sin embargo, al contar los grados de libertad off-shell

observamos que los bosones tienen menor cantidad, lo que en nuestro caso resolveremos intro-

duciendo dos campos bosónicos auxiliares. Las contribuciones de estos campos serán puramente

algebraicas y, por tanto, estos no tendrán dinámica, determinando aśı el potencial escalar de la

teoŕıa, como veremos más adelante.

4.1.1. Acción bosónica

Para el planteamiento de esta sección únicamente necesitamos considerar la contribución a la

acción de los campos bosónicos, aunque más adelante se hará algún comentario sobre el resto de

contribuciones. Además, la deducción que haremos de la acción estará menos detallada que en

1Se omiten los ı́ndices espinoriales.
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caṕıtulos anteriores, ya que requiere de un conocimiento profundo de la teoŕıa de supersimetŕıa

global (el procedimiento detallado se puede encontrar en el caṕıtulo 17 de [6]).

Comenzamos por el campo gauge AA
µ , para el que consideramos la misma contribución que en

(1.82) salvo por una cierta matriz simétrica NAB(ϕ) cuyas componentes son funciones complejas

dependientes del campo escalar:

e−1LA = −1

4
(ReNAB)F

A
µνF

µνB . (4.1)

Notemos que la matriz ReNAB debe ser definida positiva, pues proporciona la contribución del

término cinético. No obstante, esta no es la contribución total del campo gauge, sino que se

debe tener en cuenta otro término resultante de considerar la teoŕıa gauge más general posible.

Tenemos entonces:

e−1LA = −1

4

(
ReNAB

)
FA
µνF

µνB +
1

8
e−1 (ImNAB) ϵ

µνρσFA
µνF

B
ρσ , (4.2)

donde ϵµνρσ es el śımbolo de Levi-Civita. Observamos que la métrica no contribuye de ninguna

manera a este nuevo término pues el factor e−1 se cancela y los tensores de Faraday están

contráıdos con el śımbolo de Levi-Civita, por lo que se trata de un término topológico.

Por otro lado tenemos el campo escalar del multiplete quiral. En la acción del campo escalar

introducida en la sección 1.3 se utilizó un término cinético del tipo ∼ δij∂µϕ
i∂µϕj , sin embargo,

esta no es la contribución más general a tener en cuenta. Para ello, se deben utilizar los deno-

minados modelos σ, en los cuales se considera la tupla de los n campos escalares complejos ϕi

y sus conjugados ϕ̄ī como las 2n coordenadas de una variedad de Kähler2 n-dimensional y se

define el término cinético como

e−1Lϕ,cin = −Kij̄Dµϕ
iDµϕ̄j̄ , (4.3)

donde Kij̄ es la métrica de Kähler de este espacio. Como toda métrica de Kähler, está determi-

nada por una función real K(ϕ, ϕ̄), denominada potencial de Kähler, de la siguiente manera:

Kij̄ =
∂2K
∂ϕi∂ϕ̄j̄

. (4.4)

Además, este potencial transforma bajo transformaciones de Kähler δK = θA[rA(ϕ) + r̄A(ϕ̄)].

Veamos ahora cómo deben ser las derivadas covariantes utilizadas en (4.3). Para ello, conside-

raremos que el campo escalar ϕi está cargado bajo la interacción gauge del campo AA
µ , por lo

que su derivada covariante3 viene dada por:

Dµϕ
i = ∂µϕ

i −AA
µ (tA)

i
jϕ

j ≡ ∂µϕ
i −AA

µ k
i

A ,

Dµϕ̄
ī = (Dµϕ

i)∗ ,
(4.5)

2Se explican en mayor detalle las variedades complejas y las variedades de Kähler en el caṕıtulo B del anexo.
3En una teoŕıa gauge general, la derivada covariante de un campo respecto a un campo gauge viene dada por

la derivada parcial del campo menos un factor que se corresponde con la variación que sufre el campo al realizar
una transformación infinitesimal con parámetro de la transformación el campo gauge, es decir: Dµ = ∂µ − δ(AA

µ ).

60



donde se han definido los campos k i
A = (tA)

i
jϕ

j . Imponiendo que la métrica de Kähler sea

invariante bajo transformaciones gauge (δθKij̄ = 0) resulta que los campos k i
A son vectores de

Killing holomorfos. Por tanto, cuando la variedad de Kähler esté descrita por un espacio coset4

GK/H, el grupo gauge G deberá ser un subgrupo de GK : G ≤ GK .

Siguiendo el razonamiento utilizado en la sección B.2.2, existen unas funciones reales PA(ϕ, ϕ̄),

denominadas potenciales de Killing, que se relacionan con los vectores de Killing como:

k i
A = −iKij̄∂j̄PA(ϕ, ϕ̄) (4.6)

y además satisfacen la siguiente ecuación:

rA(ϕ) = k i
A ∂iK(ϕ, ϕ̄) + iPA(ϕ, ϕ̄) . (4.7)

Por otro lado, el potencial del campo escalar viene dado por

V (ϕ, ϕ̄) = eκ
2K
(
Kij̄∇iW∇j̄W − 3κ2|W |2

)
+

1

2
(ReN−1)ABPAPB , (4.8)

donde se ha utilizado el superpotencial W (ϕ), una función holomorfa arbitraria que determina

la interacción. Se definen sus derivadas covariantizadas respecto a la denominada conexión de

Kähler como:

∇iW = ∂iW + κ2(∂iK)W ,

∇īW = ∂īW + κ2(∂īK)W .
(4.9)

A partir de la expresión del potencial escalar definimos los dos siguientes campos bosónicos:

Fi = e
1
2
κ2K∇iW ,

DA = PA ,
(4.10)

y reformulamos entonces el potencial como

V (ϕ, ϕ̄) = −3κ2eκ
2K|W |2 +Kij̄FiF̄j̄ +

1

2
(ReN−1)ABDADB . (4.11)

El primer término es una contribución negativa debida a la supergravedad, es decir, no se tiene

en una teoŕıa de supersimetŕıa global (donde κ→ 0), mientras que el segundo y tercer término

provienen de la teoŕıa de supersimetŕıa global (a excepción de la contribución en el F -término

de la conexión de Kähler) y se corresponden con los campos bosónicos auxiliares mencionados

en la introducción del caṕıtulo.

Finalmente, teniendo en cuenta todas estas contribuciones junto con el término gravitatorio

4Estos espacios son de gran importancia en supergravedad, por lo que se ha dedicado el caṕıtulo C del anexo
a introducir sus fundamentos.
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representado por el escalar de Ricci, obtenemos la siguiente acción para los bosones del sistema:

Sbos =

∫
d4x e

[
1

2κ2
R− 1

4

(
ReNAB

)
FA
µνF

µνB +
1

8
e−1
(
ImNAB

)
ϵµνρσFA

µνF
B
ρσ

−Kij̄Dµϕ
iDµϕ̄j̄ − V (ϕ, ϕ̄)

] (4.12)

A continuación, presentamos las transformaciones de supersimetŕıa que sufren los campos invo-

lucrados. Por un lado tenemos las de los bosones, las cuales no vaŕıan respecto a las transfor-

maciones ya conocidas:

δϵe
a
µ =

1

2
ϵ̄ γaΨµ ,

δϵϕ
i =

1√
2
ϵ̄ ψi ,

δϵA
A
µ = −1

2
ϵ̄ γµλ

A .

(4.13)

Por otro lado, las transformaciones de los fermiones śı que se ven afectadas debido al superpoten-

cialW y los campos auxiliares Fi y DA. Cada uno de ellos contribuye al fermión correspondiente,

resultando aśı en las siguientes transformaciones5:

δϵΨµ = Dµϵ−
1

2
κ2e

1
2
κ2KWγµϵ ,

δϵψ
i =

1√
2
ϵ̄ σµ∂µϕ

i +
1√
2
ϵ̄ F i ,

δϵλ
A =

1

4
ϵ̄ γµνFA

µν +
1

2
i ϵ̄ γ∗(ReN

−1)ABDB ,

(4.14)

donde se ha utilizado el elemento de mayor rango del álgebra de Clifford γ∗ := iγ0γ1γ2γ3.

A pesar de que no estemos considerando los términos fermiónicos, es importante destacar que,

al igual que en el caso de supergravedad con constante cosmológica, el gravitino6 adquiere un

término de masa dado por m = κ2e
1
2
κ2KW . Al comparar la nueva variación del gravitino con la

del caso con constante cosmológica (3.59), identificamos g ≡ 1
2κ

2e
1
2
κ2KW y utilizando la fórmula

para la masa obtenida en la sección 3.5, m = (D − 2)g, observamos que, al sustituir el valor

de g, coincide con la masa presentada anteriormente. Esta observación resalta la similitud entre

ambas teoŕıas de supergravedad, permitiéndonos entender el caso con constante cosmológica

como una simplificación de una teoŕıa en la que interactúan más campos supersimétricos.

Hemos desarrollado aśı una teoŕıa de supergravedad acoplada a campos de materia en los que

el multiplete gauge está descrito por un grupo de Lie no abeliano y bajo el cual están cargados

los campos. Estas teoŕıas se denominan gauged supergravities y nos estamos centrando en el

caso N = 1, D = 4. Debemos notar que la teoŕıa está completamente determinada por el grupo

gauge G, las matrices complejas NAB(ϕ), el superpotencialW (ϕ), el potencial de Kähler K(ϕ, ϕ̄)

5Se están omitiendo los términos que incluyen a los fermiones Ψµ, ψ
i y λA.

6Con el resto de fermiones también ocurre lo mismo, aunque nos centramos en este caso por sus implicaciones
con lo ya estudiado en secciones anteriores.
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y los potenciales de Killing PA(ϕ, ϕ̄). Además, observamos que en esta teoŕıa las variaciones de

la acción de los fermiones tienen términos extra denominados fermion shifts, que contribuyen

también a la acción cuadráticamente mediante un potencial escalar. Finalmente, también se

observan contribuciones a la acción correspondientes a términos de masa para los fermiones.

4.1.2. Soluciones de fondo

Nos centramos ahora en estudiar las soluciones de fondo del sistema, para lo que impondremos

un universo homogéneo e isótropo, esto es, los campos tomarán el mismo valor en cada punto del

espacio-tiempo y no contarán con direcciones preferidas. Por tanto, los campos escalares serán

constantes y todos los campos espinoriales o vectoriales deberán ser nulos, pues en caso contrario

especificaŕıan una dirección privilegiada. Además, las métricas que respetan estas condiciones

son las de los espacios de Minkowski, de Sitter o Anti de Sitter, es decir, los únicos espacios

maximalmente simétricos7. Nos encontramos aśı ante un tipo de soluciones en las que únicamente

los campos escalares y la métrica son distintos de cero.

Además de esto, queremos obtener unas soluciones supersimétricas, por lo que, denotando por

(bosón)0 y (fermión)0 a las soluciones de fondo, se debe cumplir:

δϵ(bosón)0 = 0 , δϵ(fermión)0 = 0 . (4.15)

La primera de ellas se verifica trivialmente pues los campos fermiónicos se anulan. Para el caso

de los fermiones nos fijaremos primero en las transformaciones de los campos ψi y λA de (4.14).

El primer término de cada transformación se anula pues el campo escalar es constante y el

campo AA
µ es nulo luego FA

µν también. Por tanto, para que se verifique la segunda condición de

(4.15) se deben anular los campos bosónicos auxiliares Fi y DA. En caso contrario se tendŕıa

una ruptura espontánea de la supersimetŕıa.

Respecto a las variaciones del gravitino, se debe verificar la ecuación de los espinores de Killing

del sistema:

Dµϵ−
1

2
κ2e

1
2
κ2KWγµϵ = 0 . (4.16)

Por otro lado, bajo las restricciones de unas soluciones de fondo homogéneas, isotrópicas y

supersimétricas, se obtiene que el potencial escalar viene dado por

V (ϕ, ϕ̄) = −3κ2eκ
2K|W |2 ≤ 0 , (4.17)

que es menor o igual que cero según si el gravitino tiene masa o no, respectivamente (esto se debe

a que la masa del gravitino es proporcional a W ). Obtenemos aśı una teoŕıa de supergravedad

con constante cosmológica negativa o nula, que resulta en un espacio-tiempo Anti de Sitter o

Minkowski. Por tanto, en una teoŕıa N = 1, D = 4 de gauged supergravity la solución de fondo

es AdS o Minkowski. Para el caso AdS, obtenemos la relación entre la masa y la constante

7Los espacios maximalmente simétricos son los espacios homogéneos e isótropos. En el contexto de la geometŕıa
diferencial, son aquellos que poseen el máximo número de vectores de Killing que, para una variedad n-dimensional,
es n(n+ 1)/2.
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cosmológica Λ reescribiendo la ecuación (3.65):

Λ = −3m2 ⇒ m2 = −1

3
Λ . (4.18)

Tomando Λ/κ2 = V , se obtiene m = κ2e
1
2
κ2KW , mismo valor que el comentado en la sección

anterior, por lo que todos estos razonamientos concuerdan entre śı.

En caso de observar una ruptura espontánea de la supersimetŕıa (Fi ̸= 0), el gravitino adquiriŕıa

masa mediante un proceso análogo al mecanismo de Higgs denominado supermecanismo de

Higgs. En este proceso, el gravitino se “come” los grados de libertad del Goldstino ψi (el análogo

fermiónico al bosón de Goldstone en el mecanismo de Higgs) y aśı obtiene los grados de libertad

suficientes para describir un gravitino masivo.

4.1.3. Recuperando el caso de supersimetŕıa global

Por último, resulta interesante mencionar que, al “apagar” la gravedad (κ→ 0) en esta teoŕıa de

gauged supergravity, se recupera una teoŕıa gauge con supersimetŕıa global. Para ello, se deben

realizar los cambios gµν −→ ηµν y Ψµ −→ 0, que implican que Fi −→ ∂iW y DA −→ DA. De

esta manera, obtenemos el potencial escalar utilizado en supersimetŕıa global:

V (ϕ, ϕ̄) = Kij̄FiF̄j̄ +
1

2
(ReN−1)ABDADB , (4.19)

el cual es positivo8 siempre que Fi o DA sean no nulos. En este caso, se mantiene la supersimetŕıa

si, y solo si, V = 0 ya que, en caso de que V > 0, necesariamente alguno de los campos auxiliares

seŕıa no nulo, resultando aśı en una ruptura de la supersimetŕıa.

4.2. Una visión general de la supergravedad extendida

Hasta este momento nos hemos dedicado a estudiar teoŕıas de supergravedad con N = 1, es

decir, con un único gravitino, y nos hemos centrado en las dimensiones D = 4 y D = 11 por ser

las más destacadas. Sin embargo, existen teoŕıas de supergravedad en dimensiones 5 ≤ D ≤ 10

y con 2 ≤ N ≤ 8 gravitinos, denominando a estas últimas teoŕıas de supergravedad extendida,

aunque no cualquier combinación de D y N es válida. En la tabla 4.1 se puede ver de manera

esquemática la estructura de las diversas teoŕıas9.

En la casilla superior se encuentra el número de generadores fermiónicos del álgebra (supercar-

gas), indicando el número de supersimetŕıas que posee la teoŕıa. Cada entrada de la tabla indica

la existencia de una teoŕıa con la dimensión y número de supersimetŕıas indicadas, indicando en

cada caso el valor de N de la teoŕıa. En D = 11 la teoŕıa es única y tiene un valor de N = 1,

luego se utiliza una M para referirse a que dicha teoŕıa es la base de la teoŕıa M, mientras que

en D = 10 se tienen tres tipos de teoŕıas: de tipo IIA, IIB o I (las dos primeras con N = 2 y

la última con N = 1), cada una relacionada con su correspondiente teoŕıa de cuerdas. Además,

8Recordemos que las matrices Kij̄ y ReNAB son definidas positivas ya que forman parte de las contribuciones
cinéticas de los campos ϕ y Aµ, respectivamente.

9Se trata de una versión simplificada de la tabla 12.2 de [6].
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D 32 24 20 16 12 8 4

11 M
10 IIA IIB I, ◦
9 N = 2 N = 1, ◦
8 N = 2 N = 1, ◦
7 N = 4 N = 2, ◦
6 N = 4 N = 3 N = 2, ◦, ⋄ N = 1, ◦, ⋆, ⋄
5 N = 8 N = 6 N = 4, ◦ N = 2, ◦, ⋆
4 N = 8 N = 6 N = 5 N = 4, ◦ N = 3, ◦ N = 2, ◦, ⋆ N = 1, ◦, ⋆

Tabla 4.1: Resumen de las teoŕıas de supergravedad.

dentro de una misma columna, se pueden obtener las teoŕıas inferiores mediante reducción di-

mensional, separando los dos tipos en D = 10, pues al aplicar reducción dimensional en D = 11

se obtiene la teoŕıa de supergravedad de tipo IIA. Finalmente, al aplicar reducción dimensional

a estas teoŕıas hasta dimensión D = 4, se obtiene la teoŕıa maximal de N = 8, como ya se hab́ıa

mencionado en la sección 3.6. En la figura 4.1 se encuentra un esquema de cómo se relacionan

las teoŕıas con 32 supercargas entre ellas y con las teoŕıas de cuerdas. No se ha incorporado en

la tabla ninguna teoŕıa con N = 7, ya que su contenido de campos es idéntico al de N = 8. De

hecho, cualquier intento de desarrollar una teoŕıa con N = 7 termina siendo equivalente a una

teoŕıa con N = 8.

Teoría M

Teoría de cuerdas IIA

Compactificación

E
11D SUGRA

10D IIA SUGRA

4D, N=8 SUGRA

Figura 4.1: Esquema de las diversas teoŕıas.

Centrémonos ahora en el contenido de campos que puede tener cada teoŕıa. Como ya sabemos,

además del multiplete gravitatorio existen los multipletes gauge y quiral, aunque también existe

uno similar a este último denominado hipermultiplete y un multiplete conteniendo 2-formas

denominado multiplete tensorial. Tenemos el siguiente resumen sobre los que pueden existir en

cada teoŕıa, indicando en cada caso el valor máximo del esṕın que pueden tener las part́ıculas

del multiplete:

1. Multiplete gravitatorio (smáx = 2): contiene al gravitón y a los N gravitinos, además de

otros campos que pueda requerir la teoŕıa, como en el caso de la supergravedad en D = 11.
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2. Multiplete gauge (smáx = 1): según la teoŕıa contiene un bosón gauge (s = 1), uno o más

gauginos (s = 1/2) y puede contener escalares. Puede ser un único multiplete o tratarse

de dimG multipletes, donde G es el grupo gauge que describe las interacciones. Existe

únicamente cuando se tienen 16 o menos supercargas. En la tabla 4.1 se indica con un

śımbolo ◦.

3. Multiplete quiral o hipermultiplete (smáx = 1/2): el multiplete quiral está formado por

un campo escalar y un fermión y existe para N = 1, mientras que el hipermultiplete está

formado por 4 escalares y 2 fermiones y existe para N = 2. En caso de que en la teoŕıa

haya dimG multipletes gauge descritos por el grupo gauge G, los campos del multiplete

quiral o hipermultiplete pueden estar cargados bajo este grupo. Ambos existen únicamente

cuando hay 8 o menos supercargas. En la tabla 4.1 se indica con un śımbolo ⋆.

4. Multiplete tensorial (smáx = 2): contiene 2-formas Tµν . En la tabla 4.1 se indica con un

śımbolo ⋄.

A cualquier multiplete que no contenga al gravitón se le denomina multiplete de materia.

4.2.1. El contenido de campos de la supergravedad extendida en D = 4

Veamos de manera breve el contenido y la estructura de las teoŕıas de supergravedad extendida

más estudiadas en dimensión 4, que son aquellas que tienen valores N = 2, 4 y 8. De manera

general, el multiplete gravitatorio será del tipo

(
eaµ, Ψ

i=1,...,N
µ , “campos extra”

)
. (4.20)

N = 2, D = 4 SUGRA

Como ya se ha visto, esta teoŕıa tiene 8 supercargas y admite un multiplete gauge y un hiper-

multiplete. Consideramos un conjunto de n = dimG multipletes gauge (siendo G el grupo gauge

bajo el que transforman) y nH hipermultipletes. Veamos el contenido de cada uno:

Multiplete gravitatorio:
(
eaµ, Aµ,Ψ

1,2
µ

)
siendo Aµ el campo extra que se debe añadir y que denominamos gravifotón.

Multipletes gauge: (Aµ, z, λ1,2)
A ≡

(
AA

µ , z
A, λA1,2

)
donde zA son campos escalares complejos, λA1,2 espinores de Majorana y A = 1, ..., n.

Como se vio en la sección anterior, los n campos escalares forman un espacio interno

que es una variedad de Kähler, aunque en este caso es más restrictiva y se denomina

special Kähler manifold.

Hipermultipletes: (q1,...,4, ζ1,2)
i ≡

(
qX , ζA

)
donde qX son campos escalares reales, ζA espinores de Majorana, i = 1, ..., nH , X =

1, ..., 4nH y A = 1, ..., 2nH . De la misma manera que en el multiplete gauge, los

campos escalares forman una variedad de Kähler, en este caso diferente a la anterior,

denominada hyper-Kähler manifold o quaternionic-Kähler manifold.
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Se tiene por tanto que la variedad que forman los escalares de esta teoŕıa es el producto

M = MSK ×MQK , (4.21)

donde MSK es una variedad special Kähler y MQK es una variedad quaternionic-Kähler.

N = 4, D = 4 SUGRA

En este caso se tienen 16 supercargas, luego únicamente se pueden añadir multipletes gauge.

Consideramos un conjunto de n = dimG multipletes gauge siendo G el grupo gauge de las

transformaciones. El contenido de campos es el siguiente:

Multiplete gravitatorio:
(
eaµ, A

1,...,6
µ , τ,Ψ1,...,4

µ , ψ1,...,4
)

los campos extra en este caso son seis vectores A1,...,6
µ , un campo escalar complejo τ y

cuatro fermiones ψ1,...,4. Además, el campo escalar τ junto con su complejo conjugado

τ̄ conforman una variedad de Kähler de dimensión 1 (2 dimensiones reales) que además

se trata de un espacio coset, el espacio SL(2,R)/SO(2).

Multipletes gauge: (Aµ, ϕ1,...,6, λ1,...,4)
A ≡

(
AA

µ , ϕ
X , λI

)
donde ϕX son campos escalares reales, λI espinores de Majorana, A = 1, ..., n, X =

1, ..., 6n e I = 1, ..., 4n. En este caso, la variedad que forma el espacio interno de los

campos escalares es también un espacio coset, el espacio SO(6, n)/SO(6)× SO(n).

De esta manera, la variedad del espacio interno del conjunto de todos los escalares de esta teoŕıa

es el producto

M =
SL(2,R)
SO(2)

× SO(6, n)

SO(6)× SO(n)
. (4.22)

Se verifica que en cualquier teoŕıa de supergravedad con N > 2 el conjunto de los campos

escalares de la teoŕıa forma un espacio coset.

N = 8, D = 4 SUGRA

Finalmente, el caso maximal, en el cual únicamente se tiene el multiplete gravitatorio

(
eaµ, A

1,...,28
µ , ϕ1,...,70,Ψ1,...,8

µ , ψ1,...,56
)
, (4.23)

donde los campos extra son 28 campos vectoriales A1,...,28
µ , 70 campos escalares reales ϕ1,...,70 y

56 fermiones ψ1,...,56. El espacio coset que forman los campos escalares de esta teoŕıa es

M =
E7(7)

SU(8)
. (4.24)
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4.3. Reducción dimensional: obteniendo teoŕıas a partir de

D = 11 SUGRA

Ahora que conocemos el contenido de campos de la teoŕıa maximal N = 8, D = 4, resulta

interesante comprobar cómo, al aplicar reducción dimensional a la teoŕıa 11-dimensional, se

recuperan estos campos. Para ello, hagamos primero una breve introducción a la teoŕıa de

Kaluza-Klein.

4.3.1. La teoŕıa de Kaluza-Klein

Esta teoŕıa ya se introdujo al inicio de la sección 3.6, por lo que ahora nos centraremos en

estudiar cómo se aplica. Supongamos que tenemos una teoŕıa formulada en un espacio-tiempo

representado por una variedad (D + 1)-dimensional MD+1 y que queremos reformularla en

dimensión D al suponer que una de las dimensiones está compactificada en una circunferencia

de radio L, esto es:

MD+1 = MD × S1
L . (4.25)

Un ejemplo sencillo: el campo escalar

Consideramos el ejemplo más simple en el que la teoŕıa contiene únicamente un campo escalar

no masivo ϕ en un espacio-tiempo de Minkowski de D + 1 dimensiones. Las ecuaciones del

movimiento son por tanto las siguientes:

□D+1 ϕ = 0 . (4.26)

Nota. □D+1 se refiere al d’alembertiano en D + 1 dimensiones.

Denotando por (x0, ..., xD−1, y) a las coordenadas y utilizando que la coordenada y debe ser

periódica se puede expandir el campo ϕ en serie de Fourier para obtener:

ϕ(x, y) =
+∞∑

k=−∞
ϕk(x)e

i k
L
y . (4.27)

Introduciendo esta expresión en las ecuaciones del movimiento se obtiene:[
□D − k2

L2

]
ϕk = 0 , (4.28)

que es la ecuación correspondiente a un campo escalar masivo en un espacio-tiempo de D

dimensiones. Por tanto, partiendo de una teoŕıa en dimensión D + 1 con un campo escalar no

masivo ϕ(x, y), hemos obtenido un conjunto infinito de campos escalares ϕk(x) en D dimensiones

cada uno con masa mk = |k|/L. El conjunto de todos estos escalares se dice que es una torre de

modos masiva o torre de Kaluza-Klein. Estamos suponiendo que la dimensión correspondiente a

S1 es no observable, luego tendremos L→ 0, lo que implica que, siempre que k ̸= 0, la masa mk

es muy grande y, por tanto, se requeriŕıan enerǵıas enormes para detectar estos modos masivos.

Por esta razón, el único modo que se considera es el modo con k = 0, denominado modo ligero.
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De esta manera, pasamos de tener un campo ϕ(x, y) dependiente de las D + 1 coordenadas de

la variedad MD+1 a tener un campo ϕ0(x) dependiente únicamente de las D coordenadas de la

variedad MD.

La teoŕıa original de Kaluza-Klein

En la teoŕıa propuesta por Kaluza y Klein se aplicaba este procedimiento a la relatividad general

en 5 dimensiones, a partir de la cual se obteńıa una teoŕıa de la relatividad en 4 dimensiones

acoplada a un fotón y un campo escalar. Para ello, se supone que la métrica en 5 dimensiones

gMN se descompone en una métrica en 4 dimensiones gµν , un campo vectorial Aµ y un campo

escalar ϕ denominado dilatón. Veamos brevemente10 el procedimiento para reducir una teoŕıa

gravitatoria en D + 1 dimensiones a una en D. Para ello, se considera que la métrica en D + 1

dimensiones se puede expresar como

gMN =

(
e2αϕgµν + e2βϕAµAν e2βϕAµ

e2βϕAν e2βϕ

)
, (4.29)

dando lugar al elemento de ĺınea

ds2D+1 = e2αϕds2D + e2βϕ(dxD +Aµdx
µ)(dxD +Aνdx

ν) . (4.30)

Nota. Los ı́ndices M,N, ... se refieren las D + 1 dimensiones del espacio-tiempo, mientras que

µ, ν, ... se refieren a las D dimensiones no compactas.

Bajo esta suposición, la acción

SD+1 =
1

2κ2D+1

∫
dDx

√
−g gMNRMN (4.31)

se reduce a

SD+1 =
1

2κ2D

∫
dDx

√
−g

(
R− 1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

4
e−(D−1)αϕFµνF

µν

)
, (4.32)

con κ2D = κ2D+1/2πL, que es la acción de un fotón y un escalar en relatividad general. Los valores

obtenidos para α y β son

α2 =
1

2(D − 2)(D − 1)
, β = −(D − 2)α . (4.33)

4.3.2. Reducción dimensional sobre S1

Generalizando el procedimiento anterior a cualquier teoŕıa se obtiene la reducción dimensional

mencionada en la sección 3.6. Veamos entonces qué campos obtenemos al reducir la teoŕıa

D + 1 = 11 SUGRA sobre una circunferencia S1. Recordemos que el contenido de campos de

10El cálculo expĺıcito se puede encontrar en el caṕıtulo 8 de [7].
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esta teoŕıa es el multiplete (
gMN , AMNP ,ΨM

)
. (4.34)

Nota. Consideramos que las coordenadas son xM = (x0, ..., xD−1, xD) = (xµ, xD).

Obtendremos los nuevos campos a partir de estos considerándolos como campos en dimensiones

menores. Por ejemplo, de manera similar al ejemplo anterior, la métrica en 11 dimensiones gMN

da lugar a una métrica en 10 dimensiones gµν , a un campo vectorial gµD ≡ Aµ y a un campo

escalar gDD ≡ ϕ. Por otro lado, la 3-forma AMNP da lugar a una 3-forma Aµνρ y a una 2-forma

AµνD ≡ Bµν (no proporciona una 2-forma ni un escalar debido a sus propiedades de antisimetŕıa).

Finalmente, para el gravitino ΨMα se debe tener en cuenta también su estructura espinorial.

Para ello, recordemos11 que en las dimensiones 10 y 11 los espinores de Majorana tienen 32

componentes, sin embargo, mientras que en 11 dimensiones un espinor con 32 componentes es

irreducible, en 10 dimensiones no es aśı, sino que la representación más fundamental es de 16

componentes. Teniendo esto en cuenta, el vector-espinor Ψµα que emerge de ΨMα se puede

considerar como dos espinores irreducibles Ψ1
µ, Ψ

2
µ, por lo que la teoŕıa en dimensión 10 tiene

N = 2. Además, el gravitino en 11 dimensiones también da lugar a un fermión ΨDα ≡ ψα. En

resumen, el contenido de campos de la teoŕıa en 10 dimensiones obtenida de aplicar reducción

dimensional a la teoŕıa en 11 es

(
gµν , Aµνρ, Bµν , Aµ, ϕ,Ψ

1,2
µ , ψ

)
. (4.35)

La teoŕıa obtenida, como ya vimos en la tabla 4.1, se denomina supergravedad de tipo IIA. Existe

otra teoŕıa con N = 2 y D = 10, la supergravedad de tipo IIB, cuyo contenido de campos se

obtiene al intercambiar la 3-forma y el vector de la anterior por una 4-forma, una 2-forma y un

escalar. De manera general, se dice que las teoŕıas de supergravedad de tipo II están descritas

por los campos (
gµν , Bµν , ϕ, C(p),Ψ

1,2
µ , ψ

)
, (4.36)

donde C(p) es una p-forma tal que p = 1, 3 para las de tipo IIA y p = 0, 2, 4 para las de tipo IIB.

4.3.3. Reducción dimensional sobre T 7

Aplicando el procedimiento anterior 7 veces a la teoŕıa 11-dimensional se dice que la teoŕıa se

está compactificando sobre un 7-toro T 7 = S1 × ... × S1. Por tanto, la teoŕıa obtenida tendrá

dimensión 4, veamos su contenido de campos.

Nota. En este caso consideramos las coordenadas xM = (xµ, xi) con µ = 0, ..., 3 e i = 4, ..., 10.

La métrica gMN da lugar a una métrica gµν , a 7 vectores gµi y a 28 escalares gij (son 49

componentes, pero debido a la simetŕıa de la métrica solo 28 son independientes). Para la 3-

forma AMNP es algo más complejo ya que se deben tener en cuenta ciertos factores. El primero

es que la 3-forma Aµνρ no tiene grados de libertad en dimensión 4, luego no se considera. Por

otro lado, el número de vectores Aµij viene dado por el número combinatorio
(
7
2

)
= 21 debido a

la antisimetŕıa de AMNP y, de la misma manera, se tienen
(
7
3

)
= 35 escalares Aijk. Por último, se

11Se vio la dimensión de los espinores en la sección 1.4.4.
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debe tener en cuenta que cada 2-forma Aµνi tiene los mismos grados de libertad que un escalar

debido a la dualidad de Hodge12 de las teoŕıas en D = 4, comportándose aśı como 7 escalares.

Para terminar, los espinores en dimensión 4 tienen 4 componentes, luego las 32 componentes del

gravitino ΨM pasan a ser 8 gravitinos Ψµ y 32 · 7/4 = 56 fermiones Ψi. Considerando todos los

campos mencionados se tiene un total de una métrica, 28 vectores, 70 escalares, 8 gravitinos y

56 fermiones, que es exactamente el contenido de campos de la teoŕıa maximal N = 8, D = 4.

Como comentario final, se debe tener en cuenta que las teoŕıas obtenidas a partir de la reducción

dimensional sobre un toro de la teoŕıa 11-dimensional son siempre ungauged supergravities13,

pues el toro tiene una geometŕıa trivial, es decir, tiene curvatura nula. En el caso de aplicar la

reducción dimensional sobre una variedad con una geometŕıa no trivial, como es el caso de la

esfera, śı que se podŕıan obtener gauged supergravities.

4.4. Una breve introducción a la correspondencia AdS/CFT

Para concluir con el trabajo, se hará mención a uno de los campos más activos de la investiga-

ción actual en f́ısica teórica: la correspondencia AdS/CFT, también conocida como holograf́ıa o

dualidad gauge/gravedad. En su versión más simple, esta correspondencia establece una relación

entre las soluciones a teoŕıas de supergravedad clásica que poseen un factor AdS y las teoŕıas de

campos conformes (CFT). Para entender esto debemos saber que una teoŕıa de campos confor-

mes es una teoŕıa cuántica de campos que posee una simetŕıa bajo transformaciones conformes,

que son aquellas transformaciones que dejan invariantes los ángulos. De esta manera, se están

relacionando dos teoŕıas completamente diferentes ya que por un lado tenemos una teoŕıa clási-

ca de gravedad, es decir, una teoŕıa formulada en un espacio-tiempo curvo, mientras que por

el otro tenemos una teoŕıa cuántica de campos formulada en un espacio-tiempo plano, como es

el caso de la teoŕıa supersimétrica de Yang-Mills. De manera más precisa tenemos la siguiente

definición.

Correspondencia AdS/CFT. Las soluciones del tipo AdSd+1×K, siendo K una varie-

dad compacta, de una teoŕıa de supergravedad clásica, son duales a una teoŕıa de campos

conformes en d dimensiones (CFTd).

Por tanto, las soluciones correspondientes a las M2-branas y M5-branas vistas en la subsección

3.6.2, que en un entorno del horizonte eran AdS4 × S7 y AdS7 × S4, son duales a teoŕıas CFT3

y CFT6, respectivamente. No obstante, la formulación inicial14 de la correspondencia no se

realizó para el caso de D = 11 SUGRA, sino que se basó en soluciones de la teoŕıa D = 10

SUGRA de tipo IIB. De manera similar al caso 11-dimensional, se obtienen soluciones a esta

12En dimensión 4 una 2-forma determina un tensor de Faraday que es una 3-forma, por lo que su dual, el cual
contiene los mismos grados de libertad, es una 1-forma y, por tanto, proviene de una 0-forma, es decir, de un
escalar. Por esta razón, en dimensión 4, una 2-forma tiene los mismos grados de libertad que un escalar.

13Al contrario que las gauged supergravities, el grupo gauge es abeliano y las derivadas de los campos escalares
no están covariantizadas.

14La correspondencia AdS/CFT fue propuesta por Juan M. Maldacena en [10], el paper más citado a d́ıa de
hoy en el campo de la f́ısica teórica.
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teoŕıa correspondientes a p-branas, en este caso denominadas Dp-branas, puesto que provienen

de considerarlas como las condiciones de contorno Dirichlet de las cuerdas utilizadas en teoŕıas

de cuerdas. La principal diferencia entre las soluciones es la presencia de un dilatón ϕ, aunque

este es constante en el caso que vamos a estudiar.

Recordemos que el contenido de campos de D = 10 SUGRA IIB es el descrito en (4.36), por

lo que tendremos soluciones en las que las p-formas se acoplan eléctricamente a D1-branas y

D3-branas, siendo esta última en la que nos vamos a centrar. La métrica en un entorno del

horizonte de una D3-brana es

ds2 ∼
( r
r3

)2
ds2M4 +

(r3
r

)2
dr2 + r23dΩ

2
5 , (4.37)

que es la de un espacio-tiempo AdS5 × S5 en el que ambos espacios tienen radio r3. De esta

manera, se tiene la siguiente correspondencia.

Correspondencia AdS/CFT inicial. Las soluciones correspondientes a un conjunto

de N D3-branas en un entorno del horizonte y tomando N grande son duales a una teoŕıa

supersimétrica de Yang-Mills con N = 4 en dimensión 4 y con grupo gauge SU(N):

D3-branas en SUGRA IIB

AdS5 × S5
≡ N = 4, SYM4, SU(N) (4.38)

Tras la formulación inicial de la correspondencia se han ido estudiando numerosas variantes de

la misma, entre las cuales está el caso de la M2-brana (AdS4 × S7), que es dual a una teoŕıa de

campos conformes en dimensión 3 denominada ABJM [1].

La importancia de esta correspondencia reside en el hecho de que posee una relación de pro-

porcionalidad inversa en las constantes de acoplo, esto es, si la interacción gravitatoria es débil

o fuerte, la constante de acoplo de la teoŕıa cuántica de campos correspondiente será grande o

pequeña, respectivamente. De esta manera, soluciones clásicas a teoŕıas gravitatorias con baja

interacción nos permiten obtener soluciones a teoŕıas cuánticas de campos con constantes de aco-

plo grandes, lo que seŕıa imposible de otra manera al no poder utilizar teoŕıa de perturbaciones.

Por otro lado, soluciones a una teoŕıa cuántica de campos perturbativa dan lugar a soluciones

gravitatorias con una fuerte interacción gravitatoria, lo que tiene una gran complejidad en el

marco de las teoŕıas de gravedad.
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Conclusiones

Este trabajo se ha enfocado en desarrollar el concepto de supergravedad basándose en el nivel

de conocimientos de un grado en f́ısica. Por ende, han sido necesarios dos caṕıtulos puramente

introductorios sobre los que sustentar el resto del trabajo. En el primero de ellos, se ha comenzado

formalizando una idea que se utiliza de manera recurrente en el grado aunque sin entrar en su

trasfondo, las simetŕıas. Debido a la importancia de las mismas en este trabajo y en la f́ısica

teórica en general, ha resultado esencial entender cómo actúan. Además, se ha hecho un repaso de

las teoŕıas de campos más comunes que ha servido para establecer la notación y el procedimiento

general del trabajo. Las teoŕıas gauge es otro concepto introducido en el mismo caṕıtulo y su

comprensión es necesaria, pues constituyen otro pilar esencial para este trabajo.

El segundo caṕıtulo se ha dedicado a la teoŕıa de la relatividad general, otro de los fundamentos

de la supergravedad. En él hemos podido comprender la profunda idea que la subyace: la gra-

vedad no es más que una curvatura en el espacio-tiempo generada por la materia presente en el

mismo. Tras apreciar la simplicidad y belleza de las ecuaciones de Einstein, hemos introducido

el formalismo de los frames, que es el utilizado en supergravedad.

El gravitino y la supersimetŕıa conforman las piezas restantes necesarias para construir el puzle

de la supergravedad, por lo que en el tercer caṕıtulo se ha podido establecer un primer contacto

con la misma. Hemos visto cómo el cálculo variacional y el álgebra supersimétrico constituyen

dos maneras diferentes de comprobar que una teoŕıa de supersimetŕıa local requiere de gravedad.

Tras obtener la contribución universal a la acción de la supergravedad, hemos podido estudiar la

variante con constante cosmológica, dándonos cuenta de que la solución más simple en este caso

es un espacio-tiempo AdS. También hemos estudiado la supergravedad en D = 11, una teoŕıa

única a la que no se pueden acoplar más campos y a partir de la cual se pueden obtener el resto de

teoŕıas de ungauged supergravities aplicando reducción dimensional. Además, hemos presentado

las soluciones de esta teoŕıa correspondientes a las M2-branas y M5-branas, que representan una

generalización del agujero negro de Reissner-Nordström en 11 dimensiones. Cabe destacar que

la supergravedad en D = 11 junto con las M2-branas y las M5-branas conforman la base de la

teoŕıa M.

Al inicio del cuarto caṕıtulo se ha introducido una teoŕıa más compleja por su alto contenido

de campos, se trata de la teoŕıa de N = 1, D = 4 SUGRA acoplada a campos de materia.

En esta teoŕıa, además del multiplete gravitatorio, tenemos también un conjunto de multipletes

quirales y otro de multipletes gauge, siendo aśı el primer ejemplo propuesto de una teoŕıa de
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gauged supergravity. Por la complejidad de la teoŕıa y el tratamiento que se ha hecho de la

misma, no ha sido necesario estudiar la contribución fermiónica, aunque se ha destacado que

los fermiones cuentan con términos de masa. Parte de la importancia del estudio de esta teoŕıa

reside en el hecho de que ha servido para estudiar el espacio interno de los campos que, como

hemos visto, es una variedad de Kähler. Además, hemos observado ciertas similitudes con el

caso de supergravedad pura con constante cosmológica, aún más al considerar las soluciones de

fondo, las cuales han resultado ser también AdS. Por último, cabe destacar que la teoŕıa de

N = 1, D = 4 SUGRA acoplada a campos de materia es la base sobre la que se formula la

supergravedad minimal (mSUGRA) [11], una teoŕıa que busca extender el modelo estándar para

incorporar la supergravedad.

Tras esto, hemos seguido adentrándonos en el resto de teoŕıas de supergravedad al introducir las

teoŕıas de supergravedad extendida, pudiendo relacionarlas con el resto mediante la tabla 4.1.

Esta tabla ha resultado ser de gran utilidad pues nos permite conocer el contenido general de

campos y las teoŕıas relacionadas mediante la reducción dimensional. Más concretamente, hemos

estudiado el contenido expĺıcito de los campos para las teoŕıas de supergravedad extendida más

importantes en D = 4: N = 2, 4 y 8, pudiendo comprobar la importancia de los espacios

cociente en las mismas. También hemos visto de manera general cómo, mediante la reducción

dimensional, la teoŕıa 11-dimensional da lugar a la teoŕıa 10-dimensional de tipo IIA y a la

teoŕıa de supergravedad maximal en dimensión 4, pudiendo aśı entender cómo se realiza este

procedimiento, el cual es de gran importancia en la f́ısica teórica actual debido a la dimensión

empleada en las teoŕıas de cuerdas. Por último, se ha introducido la idea que subyace a la

correspondencia AdS/CFT, pudiendo entenderla de manera general a partir del análisis de las

soluciones de D = 11 SUGRA realizado en el caṕıtulo anterior.

A lo largo del trabajo hemos aprendido una serie de conceptos e ideas fundamentales para el

desarrollo de las teoŕıas f́ısicas. Destacan principalmente las siguientes:

1. Las simetŕıas están implementadas a través de grupos de Lie.

2. Las teoŕıas gauge se basan en simetŕıas locales de los campos, implementadas a través de

los campos gauge y la curvatura o tensor de Faraday.

3. La gravedad se debe entender como una curvatura del espacio-tiempo.

4. La supergravedad es una teoŕıa de supersimetŕıa local.

5. La teoŕıa de supergravedad en dimensión 11 es una teoŕıa única y, por tanto, una firme

candidata para ser el ĺımite de bajas enerǵıas de una teoŕıa del todo, la teoŕıa M.

Para concluir, cabe mencionar las posibles extensiones con las que podŕıa contar este trabajo.

De manera natural, se podŕıa continuar profundizando más en los conceptos introducidos en

el último caṕıtulo, como es el caso de las teoŕıas de supergravedad extendida, la reducción di-

mensional o la correspondencia AdS/CFT. Otra posibilidad seŕıa adentrarse en el formalismo

cuántico mediante el estudio de las teoŕıas de cuerdas y observar cómo se recupera la supergra-

vedad al tomar el ĺımite de bajas enerǵıas de las mismas. En conclusión, este trabajo sienta las
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bases para investigaciones avanzadas en f́ısica teórica, las cuales espero abordar en profundidad

en un futuro cercano.
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Apéndice A

Geometŕıa diferencial: la clave para

entender el espacio-tiempo

En relatividad general (RG) se considera que el espacio-tiempo es una variedad lorentziana y

se estudia cómo vaŕıan sus propiedades geométricas debido a la gravedad. Las variedades son

el objeto principal de estudio de la geometŕıa diferencial, por lo que, para poder entender la

RG, se debe estudiar primero la teoŕıa matemática de dichas estructuras. Otra herramienta

fundamental para la RG son los tensores, de los que se debe saber qué son y cómo se comportan,

ya que serán la base del lenguaje con el que describiremos todas las ecuaciones. Esta sección del

apéndice estará dedicada a realizar una śıntesis de todos estos conceptos que se requieren para

describir la teoŕıa de la relatividad general.

A.1. Variedades diferenciables

Se comienza realizando una introducción a la teoŕıa matemática de las variedades diferenciables,

para lo que se darán una serie de definiciones y propiedades básicas.

A.1.1. Definiciones previas

Nuestro primer objetivo es, a partir de un cierto conjunto M , poder darle unas coordenadas

en Rn a cada punto de dicho conjunto. Estas coordenadas serán las que nos ayuden a trabajar

sobre conjuntos arbitrarios de manera análoga a como lo hacemos en el espacio eucĺıdeo.

Definición A.1. Dado un conjunto M , se define una carta de M como un par (U, ϕ) tal que

ϕ : U ⊆M → Rn es una aplicación biyectiva y ϕ(U) es un abierto de Rn.

Nota. Para abreviar, en algunos casos me referiré a una carta simplemente como la aplicación ϕ.

Esta aplicación nos da unas coordenadas ϕ(p) = (x1(p), ..., xn(p)) para cada p ∈ U , que, ge-

neralmente, abreviaremos por xµ(p). Puede que necesitemos más de una carta para poder dar

coordenadas a todos los puntos del conjunto M , en cuyo caso se debe verificar que las cartas

cuyos dominios intersecan sean compatibles.
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Figura A.1: Esquema de una carta.

Definición A.2. Una variedad diferenciable n-dimensional es un espacio topológico Hausdorff

tal que:

1. Es localmente homeomorfo a Rn, es decir, ∀ p ∈M ∃ (U, ϕ) una carta de M , siendo U un

abierto con x ∈ U , tal que ϕ : U → ϕ(U) es un homeomorfismo.

2. Dados U, V dos abiertos tales que U ∩ V ̸= ∅, las cartas correspondientes ϕ : U → ϕ(U) y

φ : V → φ(V ) deben verificar que la aplicación

φ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → φ(U ∩ V ) , (A.1)

denominada cambio de coordenadas, es un difeomorfismo (biyectiva, diferenciable y con

inversa diferenciable).

El conjunto de todas las cartas de la variedad se denomina atlas.

Nota. En general nos referiremos a una variedad diferenciable n-dimensional simplemente como

variedad.

Figura A.2: Aplicación cambio de coordenadas.

A.1.2. Espacios tangente y cotangente

El próximo objetivo es definir el espacio tangente a una variedad en cada punto. Para ello

buscaremos un conjunto con estructura de espacio vectorial que se pueda construir a partir de

las propiedades de las variedades diferenciables.
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Aplicaciones entre variedades diferenciables

El primer paso consiste en analizar las aplicaciones f : M → R. Para poder estudiarlas de

manera análoga a como lo hacemos en el espacio eucĺıdeo se debe hacer uso de las cartas, por

lo que se define la aplicación

F := f ◦ ϕ−1 : Rn → R , (A.2)

siendo (U, ϕ) una carta de M . A partir de F se pueden definir las derivadas parciales de f y su

diferenciabilidad. Por tanto, diremos que f es diferenciable si F es diferenciable y se definirán

sus derivadas parciales como

∂f

∂xµ

∣∣∣∣
p

:=
∂F

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xµ

∣∣∣∣
ϕ(p)

. (A.3)

Esta cantidad depende claramente de las coordenadas xµ, por lo que, para construir el espacio

tangente, trataremos de buscar elementos que no cuenten con esta dependencia.

Espacio tangente

Nota. Denotaremos por C∞(M) al conjunto de todas las funciones diferenciables f :M → R.

Definición A.3. Dado p ∈ M , se define un vector tangente a M en p como una aplicación

Vp : C
∞(M) → R tal que para todo α, β ∈ R y f, g ∈ C∞(M), verifica las siguientes propiedades:

(1) Vp(αf + βg) = αVp(f) + βVp(g) (R-linealidad).

(2) Vp(fg) = Vp(f)g(p) + f(p)Vp(g) (regla de Leibniz).

El conjunto formado por todos los vectores tangentes a M en p tiene estructura de espacio

vectorial real. Denominaremos a dicho conjunto espacio tangente a M en p y se denotará por

TpM .

Se verifica que las derivadas parciales

∂µ
∣∣
p
:=

∂

∂xµ

∣∣∣∣
p

: C∞(M) → R (A.4)

constituyen una base del espacio tangente, por lo que deducimos que la dimensión de TpM es

la misma que la de la variedad diferenciable y que además podemos expresar cualquier vector

tangente Vp ∈ TpM como

Vp = (Vp)
µ∂µ
∣∣
p
. (A.5)

Campos vectoriales

A continuación, haremos una generalización de los vectores tangentes en un punto a objetos

que actúen sobre toda la variedad diferenciable M , es decir, buscamos campos de vectores. La

siguiente definición nos ayudará a desarrollar esta idea.

Definición A.4. Se define el fibrado tangente de una variedad diferenciable M , denotado por
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TM , como el conjunto formado por la unión disjunta de todos los espacios tangentes a la variedad

en cada punto, es decir,

TM =
⊔
p∈M

TpM =
⋃
p∈M

{p} × TpM . (A.6)

Nota. Para abreviar la notación generalmente nos referiremos a un elemento de TM simplemente

como Vp.

Definición A.5. Se define un campo vectorial sobre M como una aplicación que a cada punto

de la variedad le asigna un vector tangente a la variedad en ese punto:

V :M −→ TM

p 7−→ Vp ,
(A.7)

Además, debe verificar que, para toda función f ∈ C∞(M), la aplicación

V f :M −→ R

p 7−→ (V f)(p) := Vp(f) = (Vp)
µ ∂f

∂xµ

∣∣∣∣
p

(A.8)

sea diferenciable. De esta manera, un campo vectorial V también es una aplicación

V : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ V f .
(A.9)

El conjunto de todos los campos vectoriales sobre una variedad M tiene estructura de espacio

vectorial sobre R y se denota por X(M).

Dada una carta (U, ϕ) de M con coordenadas xµ, podemos expandir un campo vectorial V ∈
X(M) en el abierto U como

V = V µ∂µ . (A.10)

Se debe tener en cuenta que, en este caso, las componentes V µ son elementos de C∞(M).

Además, es evidente que las derivadas parciales ∂µ = ∂/∂xµ dependen de las coordenadas,

luego en otras coordenadas tendremos otros coeficientes V µ. Dada (U ′, ϕ′) otra carta de M con

U ∩ U ′ ̸= ∅ y coordenadas x′µ, obtenemos las nuevas derivadas parciales a partir de la regla de

la cadena como:
∂

∂x′µ
=

∂xν

∂x′µ
∂

∂xν
⇒ ∂′µ =

∂xν

∂x′µ
∂ν . (A.11)

Por otro lado, utilizando que el campo vectorial es independiente de las coordenadas (V ′ = V ),

se deduce que

V ′
µ
=
∂x′µ

∂xν
V ν . (A.12)

Una transformación de este tipo se denomina cambio general de coordenadas (g.c.t. por sus siglas

en inglés).
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El bracket de Lie

Al multiplicar dos campos vectoriales no se obtiene un tercer campo vectorial, sin embargo, se

puede definir una operación entre campos vectoriales que śı resulta ser uno de ellos. Esta idea

se formaliza en la siguiente definición.

Definición A.6. Dados dos campos vectoriales X,Y ∈ X(M), se define el bracket de Lie o

conmutador como la siguiente operación:

[X,Y ] = XY − Y X . (A.13)

Se verifica que el bracket de Lie [X,Y ] es un campo vectorial.

Dados X,Y, Z ∈ X(M), el bracket de Lie satisface las siguientes propiedades:

Antisimetŕıa: [X,Y ] = −[Y,X] .

Bilinealidad: dados α, β ∈ R, se verifica:

[αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y,Z] .

[X,αY + βZ] = α[X,Y ] + β[X,Z] .

Identidad de Jacobi: [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 .

Se deduce entonces que X(M) junto con la operación [·, ·] tiene estructura de Álgebra de Lie.

El espacio dual

A partir del espacio tangente podemos definir un nuevo espacio vectorial como sigue.

Definición A.7. Un vector dual, vector cotangente o vector covariante es una aplicación lineal

ωp : TpM → R. El conjunto de todos los vectores duales constituye un espacio vectorial que se

denomina espacio dual.

De forma análoga a como hicimos con los campos vectoriales podemos definir un campo dual o

1-forma ω como una aplicación que a cada punto de la variedad le asocia un vector dual. Esta

aplicación actuará sobre campos vectoriales como ω : X(M) → C∞(M). El conjunto formado

por todos los campos duales se denota por Λ1(M) y cumple que, dadas xµ unas coordenadas en

M , podemos expandir de manera local un elemento ω ∈ Λ1(M) como

ω = ωµdx
µ . (A.14)

Por tanto, se cumple:

ω(V ) = V (ω) = ωµV
νdxµ∂ν = ωµV

νδµν = ωµV
µ . (A.15)
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Las reglas de transformación resultantes son las siguientes:

dx′
µ
=
∂x′µ

∂xν
dxν , (A.16)

ω′µ =
∂xν

∂x′µ
ων . (A.17)

A.1.3. Tensores: el lenguaje de la relatividad general

Una vez definidos los vectores tangentes y cotangentes se puede proceder con un concepto que

generaliza a dos los anteriores. Se trata de los tensores, que se podŕıan considerar como los

elementos más relevantes en RG ya que aparecerán en todas las ecuaciones.

Definición A.8. Un tensor de rango (k,l) se define como una aplicación multilineal

Tp :

k︷ ︸︸ ︷
T ∗pM × ...× T ∗pM ×

l︷ ︸︸ ︷
TpM × ...× TpM −→ Rn . (A.18)

Comprobamos que un vector tangente es un tensor (1, 0) mientras que un vector dual es un

tensor (0, 1). Podemos definir también un campo tensorial como una aplicación T que a cada

punto de la variedad le asocia un tensor Tp. Por tanto, podemos expresar un campo tensorial T

y sus componentes como

T = Tµ1...µk
ν1...νl

∂µ1 ⊗ ...⊗ ∂µk
⊗ dxν1 ⊗ ...⊗ dxνl , (A.19)

T (dxν1 , ..., dxνk ; ∂µ1 , ..., ∂µl
) = Tµ1...µk

ν1...νl
. (A.20)

Sus componentes transforman bajo g.c.t. de la siguiente manera:

T ′
µ1...µk

ν1...νl
=
∂x′µ1

∂xρ1
· ... · ∂x

′µk

∂xρk
∂xσ1

∂x′ν1
· ... · ∂x

σl

∂x′νl
T ρ1...ρk

σ1...σl
. (A.21)

En este punto comprobamos que cobra sentido el tratamiento de ı́ndices que se ha estado hacien-

do hasta ahora, ya que se reduce simplemente a que las componentes de un tensor transforman

sus entradas correspondientes a supeŕındices como vectores tangentes, mientras que las compo-

nentes correspondientes a sub́ındices transforman como vectores duales.

Nota. En general se denominará tensor a las componentes de un campo tensorial con el objetivo

de abreviar la notación.

Operaciones y propiedades de los tensores

Se pueden definir las siguientes operaciones que involucran uno o más tensores.

Dados dos tensores T, S de rangos (k, l) y (r, s), respectivamente, se define el producto tensorial

T ⊗ S como un tensor de rango (k + r, l + s) de componentes

(T ⊗ S)µ1...µkρ1...ρr
ν1...νlσ1...σs

= Tµ1...µk
ν1...νl

Sρ1...ρr
σ1...σs

. (A.22)
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Una propiedad de los tensores es que se pueden contraer dos de sus ı́ndices para formar un nuevo

tensor de rango (k − 1, l − 1). Por ejemplo, para un tensor (2, 2), se obtendŕıa

Tµν
νρ = Sµ

ρ . (A.23)

Un tensor es simétrico en dos de sus ı́ndices si al intercambiar esos ı́ndices se obtiene el mismo

tensor. Equivalentemente, se define un tensor antisimétrico como un tensor en el que al inter-

cambiar dos de sus ı́ndices obtenemos el tensor cambiado de signo. A partir de estas definiciones

surgen otras dos operaciones importantes. Dado un tensor cualquiera, podemos simetrizarlo o

antisimetrizarlo para obtener un tensor simétrico o antisimétrico a partir de él. Por ejemplo,

dado un tensor cualquiera Tµν , sus tensores simétrico y antisimétrico son, respectivamente:

T (µν) =
1

2
(Tµν + T νµ) ,

T [µν] =
1

2
(Tµν − T νµ) .

(A.24)

Un caso algo más complejo seŕıa, por ejemplo:

T [µνρ] =
1

3!
(Tµνρ − T νµρ + T νρµ − T ρνµ + T ρµν − T ρνµ) (A.25)

El tensor métrico

Definición A.9. Se define la métrica o tensor métrico gµν como un tensor (0, 2) simétrico y no

singular, esto es

gµν = gνµ .

det
(
gµν(p)

)
̸= 0 ∀ p ∈M .

En la variedad M = R1,3 la métrica de Minkowski ηab es un tensor métrico. Para diferenciar de

este caso especial del resto, en una variedad cualquiera la métrica se denota por gµν .

La métrica define un producto escalar entre dos campos vectoriales considerando

g(V,W ) = gµνV
µW ν . (A.26)

Como resultado, se puede definir la norma de un campo vectorial como

∥V ∥2 = g(V, V ) = gµνV
µV ν . (A.27)

Esto nos hace distinguir entre tres tipos de campos vectoriales.

∥V ∥2 > 0 : de tipo tiempo.

∥V ∥2 < 0 : de tipo espacio.

∥V ∥2 = 0 : de tipo luz o nulos.
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A partir de la métrica se obtiene también el elemento de ĺınea

∥dx∥2 = gµνdx
µdxν = ds2 . (A.28)

Como consecuencia de la no singularidad se puede definir la inversa de la métrica, que denota-

remos por gµν y verificará

gµνg
νρ = δρµ . (A.29)

Gracias a estos dos tensores se puede realizar una operación sobre otros tensores conocida como

“bajar o subir ı́ndices”. Por ejemplo, dado un tensor T de rango (2, 2), se pueden realizar las

siguientes operaciones:

gµνT
νρ
σλ = T ρ

µ σλ .

gµνT ρσ
νλ = T ρσµ

λ .

Sistema de referencia inercial local

Puesto que la métrica es una matriz no singular y simétrica, podemos expresarla como

g = eηet , (A.30)

siendo η una matriz diagonal de entradas ±1 y e ∈ O(n). Cuando la métrica sea tal que η = I,
se tendrá una variedad riemanniana, mientras que si η es la métrica de Minkowski, se tendrá

una variedad lorentziana o pseudo-riemanniana, que son las que se consideran en la teoŕıa de la

relatividad general.

Este resultado es válido de manera local, por lo que, podemos asegurar que en cada punto p ∈M ,

la métrica se puede expresar en un entorno de dicho punto como

gµν(x) = eaµ(x)e
b
ν(x)ηab con gµν(p) = ηµν . (A.31)

Las componentes eaµ(x) se denominan vielbeins o frames y nos dan la misma información que la

métrica, es decir, se puede usar tanto uno como otro para describir la geometŕıa de la variedad.

Haciendo uso de los vielbeins podemos definir nuevas bases para los espacios tangente y cotan-

gente, que se denotarán por ea y θa, respectivamente. Se obtienen de la siguiente manera:

ea = e µ
a ∂µ ,

θa = eaµdx
µ ,

(A.32)

siendo e µ
a la inversa traspuesta de eaµ, es decir, e

a
µe

µ
b = δab y eaµe

ν
a = δνµ. Estas nuevas bases

son ortogonales puesto que

ea · eb = gµνe
µ

a e ν
b = ηab . (A.33)
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Además, podemos comprobar fácilmente que son bases duales mediante el cálculo:

θa(eb) = eaµe
µ
b = δab . (A.34)

Los vielbeins no se utilizan en la formulación básica de la relatividad general ya que no ofrecen

ninguna ventaja respecto a la métrica, sin embargo, su uso es imprescindible a la hora de estudiar

part́ıculas fermiónicas en presencia de gravedad.

Se pueden encontrar unas coordenadas ξa que, de manera local, verifiquen dξa = θa. A este

conjunto de coordenadas junto con sus bases correspondientes para los planos tangente y co-

tangente se les denomina sistema de referencia inercial local (L.I.F. por sus siglas en inglés) y

es el correspondiente a un observador que se encuentra en cáıda libre. Esta es la formulación

matemática del Principio de Equivalencia descrito en el caṕıtulo 2.

En estas nuevas coordenadas se verifica las siguientes propiedades:

gµν = ηµν + o(ξ2) =⇒ ∂ρgµν(p) = 0 , ∂ρ∂σgµν(p) ̸= 0 . (A.35)

Finalmente, si reescribimos el elemento de ĺınea en función de la nueva base del espacio cotan-

gente obtenemos

ds2 = gµνdx
µdxν = ηabθ

aθb , (A.36)

lo que nos indica que en un entorno de cada punto podemos encontrar unas coordenadas ξa

mediante las cuales podemos trabajar de manera local como lo haŕıamos en el espacio-tiempo

de Minkowski.

Formas diferenciales

Otro tipo de tensor que resultará de utilidad son las p-formas diferenciales, que se definen como

un tensor (0, p) completamente antisimétrico. El conjunto de todas las p-formas diferenciales se

denota por Λp(M). Hasta ahora hemos tratado con 0-formas (funciones) y 1-formas (campos

duales).

Dadas A ∈ Λp(M) y B ∈ Λq(M) se puede definir el producto exterior de ellas como la

(p+ q)-forma

(ω ∧ η)µ1...µpν1...νq =
(p+ q)!

p! q!
A[µ1...µp

Bν1...νq ] . (A.37)

Se puede obtener aśı una base local del espacio Λp(M) como {dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp}. Además, a

partir de esta operación definimos la derivada exterior de una p-forma cualquiera ω ∈ Λp(M)

como la (p+ 1)-forma

(dω)µν1...νp = (p+ 1)∂[µων1...νp] . (A.38)

Diremos que una p-forma es cerrada si dω = 0 y diremos que es exacta si existe una (p−1)-forma

η tal que dη = ω. Además, por las propiedades de la derivada parcial, se verifica siempre que

d(dω) = 0.
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Densidades tensoriales

En ciertas ocasiones, nos encontraremos con objetos que aparentan ser tensores, pero en realidad

no lo son, ya que transforman como tensores salvo por un factor adicional. Definimos aśı una

densidad tensorial como un objeto que transforma como un tensor, excepto por un factor que es

una potencia del determinante del jacobiano del cambio de coordenadas. El exponente de esta

potencia representa el peso (w) de la densidad tensorial. A continuación, se presentan algunos

ejemplos destacados de densidades tensoriales.

1. El determinante de gµν (w = −2):

g′ =

∣∣∣∣ ∂x∂x′
∣∣∣∣2 g . (A.39)

2. El śımbolo Levi-Civita (w = −1):

ϵ′µνρσ =

∣∣∣∣ ∂x∂x′
∣∣∣∣ ∂x′µ∂xα

∂x′ν

∂xβ
∂x′ρ

∂xγ
∂x′σ

∂xδ
ϵαβγδ . (A.40)

3. El diferencial de volumen (w = 1):

dDx′ =

∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣ dDx . (A.41)

Fijándonos en el caso 3, nos damos cuenta de que debemos definir un nuevo elemento de volumen,

pues este no es invariante bajo g.c.t. De esta manera, en geometŕıa diferencial se define el

elemento de volumen como

dv = dDx
√
±g , (A.42)

donde se toma el signo positivo para variedades riemannianas y el negativo para lorentzianas.

Si este elemento de volumen existe sobre toda la variedad se dice que esta es orientable.

Nota. dDx representa dx1 ∧ ... ∧ dxD.

Operador estrella de Hodge

En una variedad orientable y con métrica se puede definir una operación

⋆ : Λp(M) → Λn−p(M) (A.43)

tal que, dada ω ∈ Λp(M), se tiene que

(⋆ω)µ1...µn−p =
1

p!

√
±g ϵµ1...µn−pν1...νpω

ν1...νp . (A.44)
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Esta aplicación se denomina operador estrella de Hodge y permite definir un producto interno

simétrico en Λp(M) de la siguiente manera:

(ω, η) =

∫
M
ω ∧ ⋆ η . (A.45)

En una formulación geométrica del electromagnetismo se asume que el fotón es una 1-forma A

sobre la variedad y se obtiene el tensor de Faraday como

F = dA . (A.46)

Por tanto, utilizando que el operador derivada exterior verifica que d2 = 0, las transformaciones

gauge de A vienen dadas por una 0-forma (función) de manera que

A→ A′ = A+ dθ . (A.47)

Además, por la definición de F , se tiene que F satisface la identidad de Bianchi

dF = 0 . (A.48)

Finalmente, la acción del sistema es

S = −1

2
(F, F ) = −1

2

∫
M
F ∧ ⋆F = −1

4

∫
M
dDx

√
±g FµνFµν . (A.49)

Esta idea se puede generalizar a campos gauge más generales descritos por p-formas, en cuyos

casos el tensor de Faraday seŕıa una (p+ 1)-forma y el parámetro gauge una (p− 1)-forma.

Cambios de coordenadas infinitesimales

Hemos visto cómo vaŕıan los campos al hacer cambios de coordenadas, sin embargo, resulta útil

estudiar el caso en el que estos cambios de coordenadas son infinitesimales, es decir, son de la

forma:

xµ → xµ + ξµ(x) , (A.50)

con ξµ(x) ≪ 1. Las variaciones infinitesimales producidas por estas transformaciones de coorde-

nadas son las siguientes:

δξϕ = ξµ∂µϕ ≡ Lξϕ ,

δξV
µ = ξρ∂ρV

µ − V ρ∂ρξ
µ = [ξ, V ]µ ≡ LξV

µ ,

δξωµ = ξρ∂ρωµ + ωρ∂µξ
ρ ≡ Lξωµ ,

δξT
µ
ν = ξρ∂ρT

µ
ν − T ρ

ν∂ρξ
µ + Tµ

ρ∂µξ
ρ ≡ LξT

µ
ν ,

(A.51)

donde se ha definido el operador derivada de Lie Lξ a lo largo del campo ξµ. Podemos observar

que para el caso del vector contravariante V µ la derivada de Lie coincide con las componentes

del Bracket de Lie [ξ, V ]. La métrica es un caso especial en el que se puede reescribir su derivada

86



de Lie como

Lξgµν ≡ δξgµν = ∇µξν −∇νξµ . (A.52)

Vectores de Killing

Como consecuencia de la definición anterior surgen un tipo de vectores que ofrecen ciertas

caracteŕısticas sobre la métrica. Se dice que un campo vectorial k(x) es un vector de Killing de

una métrica gµν si la transformación infinitesimal xµ → xµ + kµ deja invariante la métrica, es

decir, si verifica la ecuación de Killing :

δkgµν = ∇µkν −∇νkµ = 0 . (A.53)

A.2. Conexiones y curvatura

Esta sección se dedicará a introducir el resto de conceptos matemáticos necesarios para desarro-

llar la relatividad general. Comenzamos introduciendo la idea de derivada covariante.

A.2.1. La derivada covariante

Al definir el producto tensorial se omitió un caso especial en el que el producto tensorial no

resulta ser un tensor. Este es el caso de las derivadas parciales actuando sobre otro tensor, que,

se puede comprobar que no transforma como un tensor. Como consecuencia, se debe encontrar un

operador diferencial similar la derivada parcial, que, al aplicarlo sobre otros tensores, mantenga la

estructura de tensor. Se define entonces la derivada covariante ∇µ como un operador diferencial

que actúa sobre un tensor (k, l) para dar otro tensor (k, l+1). Le exigiremos que sea un operador

lineal que satisfaga la regla de Leibniz y que verifique ∇µf = ∂µf, ∀ f ∈ C∞(M). Dados

V ∈ X(M) y ω ∈ Λ1(M), el operador ∇µ obtenido actúa de la siguiente manera:

∇µV
ν = ∂µV

ν + Γν
µρV

ρ ,

∇µων = ∂µων − Γρ
µνωρ ,

(A.54)

donde Γρ
µν ∈ C∞(M). De manera más general, actúa sobre un tensor (k, l) como

∇µT
ν1...νk

ρ1...ρl
= ∂µT

ν1...νk
ρ1...ρl

+ Γν1
µλT

λ...νk
ρ1...ρl

+ ...+ Γνk
µλT

ν1...λ
ρ1...ρl

− Γλ
µρ1T

ν1...νk
λ...ρl

− ...− Γλ
µρl
T ν1...νk

ρ1...λ
.

(A.55)

Definiendo ∇µ ≡ ∇∂µ , se puede extender la idea de derivada direccional como ∇X = Xµ∇µ

siendo X ∈ X(M).

Se puede considerar que ∇ es un operador que actúa sobre dos vectores para dar otro vector:

∇(X,Y ) = ∇XY . Visto aśı, el operador ∇ se conoce como conexión de la variedad diferenciable

M y los elementos Γρ
µν se denominan componentes de la conexión.
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La torsión y la conexión de Levi-Civita

A partir de la derivada covariante se construye un tensor (1, 2) conocido como torsión. Se define

como

T (ω;X,Y ) = ω (∇XY −∇XY − [X,Y ]) ⇒ T ρ
µν = Γρ

µν − Γρ
νµ = 2Γρ

[µν] . (A.56)

Nota. Es importante resaltar que las componentes Γρ
µν no son tensores, aunque śı se pueden

construir tensores a partir de ellas, como es el caso de la torsión.

En relatividad general impondremos que la torsión sea nula, por lo que las componentes de la

conexión serán simétricas en sus dos sub́ındices: Γρ
µν = Γρ

νµ. Imponiendo también el postulado

de la métrica: ∇ρgµν = 0, obtenemos, mediante el teorema fundamental de la geometŕıa rieman-

niana, que la conexión resultante es única. Esta conexión se denomina conexión de Levi-Civita y

sus componentes, denominadas śımbolos de Christoffel, se obtienen a partir de la métrica como

Γρ
µν =

1

2
gρσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) . (A.57)

Haciendo uso del postulado de la métrica y de la simetŕıa de las componentes de la conexión

obtenemos la siguiente expresión para la derivada de Lie de la métrica:

Lξgµν = ∇µξν −∇νξµ , (A.58)

la cual resultará útil al estudiar las variaciones de la acción bajo transformaciones infinitesimales

de las coordenadas.

Transporte paralelo y geodésicas

Dados un vector V ∈ X(M) y una curva γ(λ), se dice que se ha hecho un transporte paralelo de

V a lo largo de γ si la derivada covariante a lo largo de la curva es nula, es decir, se verifica la

ecuación
D

Dλ
V µ =

dxν

dλ
∇νV

µ = 0 ⇐⇒ ∇ẋV = 0 . (A.59)

A partir de esta idea definimos una geodésica como una curva que hace un transporte paralelo de

su propio vector tangente1. Esta idea se representa en la siguiente ecuación, la cual se denomina

ecuación geodésica:
d2xµ

dλ2
+ Γµ

νρ

dxν

dλ

dxρ

dλ
= 0 ⇐⇒ ∇ẋẋ = 0 . (A.60)

La interpretación geométrica del transporte paralelo consiste en imaginar una curva en la que

el vector se mantiene constante a lo largo de la misma. Por otra parte, las geodésicas son las

curvas que minimizan o maximizan el elemento de ĺınea. En el contexto de la relatividad general,

dichas curvas representan las trayectorias que siguen las part́ıculas libres.

1El vector tangente a una curva xµ(λ) es V µ = dxµ

dλ
.
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A.2.2. Los tensores de la relatividad general

A partir del concepto de transporte paralelo, es posible formalizar la noción de curvatura, con-

siderándola como la variación que sufre un vector al ser transportado paralelamente a lo largo

de una curva cerrada. En el espacio eucĺıdeo resulta evidente que al transportar paralelamente

un vector sobre una curva cerrada se obtiene el mismo vector, sin embargo, esto no será aśı en

general.

El tensor de Riemann

Comenzamos introduciendo un tensor que formalizará la idea de curvatura mencionada en el

párrafo anterior. Se define el tensor de Riemann R como un tensor de rango (1, 3) tal que

R(ω;X,Y, Z) = ω
(
∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

)
, (A.61)

que en componentes se reduce a

R ρ
µν σ = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ − Γρ

µλΓ
λ
νσ − Γρ

νλΓ
λ
µσ . (A.62)

Otra manera de obtener las componentes del tensor de Riemann es mediante el cálculo del

conmutador de las derivadas covariantes actuando sobre un vector:

[∇µ,∇ν ]V
ρ = R ρ

µν σV
σ . (A.63)

Bajando el primer ı́ndice del tensor de Riemann se comprueba que satisface las siguientes pro-

piedades:

Simetŕıa: Rµνρσ = Rρσµν .

Antisimetŕıa: Rµνρσ = −Rνµρσ = −Rµνσρ.

Ciclicidad: R[µνρ]σ = 0.

Identidades de Bianchi:

Rµνρσ +Rρµνσ +Rνρµσ = 0

∇λRµνρσ +∇νRλµρσ +∇µRνλρσ = 0
(A.64)

El tensor de Ricci

Tomando la traza sobre el primer y el tercer ı́ndice del tensor de Riemann obtenemos un nuevo

tensor conocido como tensor de Ricci :

Rµν = R ρ
ρµ ν = gρσRρµσν . (A.65)

Por la propiedad de simetŕıa del tensor de Riemann resulta evidente que el tensor de Ricci es

un tensor simétrico, es decir, Rµν = Rνµ.
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El escalar de Ricci

Se puede tomar de nuevo la traza, en este caso del tensor de Ricci, para obtener un escalar,

conocido como escalar de Ricci o escalar de curvatura:

R = gµνRµν . (A.66)

El tensor de Einstein

A partir de la identidad de Bianchi del tensor de Riemann se obtiene la siguiente ecuación:

∇µRµν =
1

2
∇νR , (A.67)

la cual motiva la introducción de un nuevo tensor

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν . (A.68)

conocido como tensor de Einstein, cuya divergencia covariante será nula:

∇µGµν = 0 . (A.69)

El hecho de que su divergencia covariante sea nula es esencial para que las ecuaciones de Einstein

sean consistentes, pues en ellas se iguala este tensor al tensor de enerǵıa momento, el cual es

covariantemente conservado.
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Apéndice B

El espacio interno de los campos

escalares: geometŕıa compleja

En este caṕıtulo, basado en los caṕıtulos 2 y 3 de [8] y el caṕıtulo 13 de [6], se presenta una

extensión de las variedades diferenciables descritas en el caṕıtulo anterior al ámbito de los

números complejos. La principal aplicación de las variedades complejas se encuentra en los

campos escalares utilizados en supersimetŕıa, los cuales pueden considerarse como cartas de una

variedad compleja que además será una variedad de Kähler.

B.1. Variedades complejas

La principal caracteŕıstica de una variedad diferenciable M es la posibilidad de, localmente,

poder proporcionar unas coordenadas (un conjunto de dimM funciones reales xµ : M → R) a

cada punto del conjunto de manera que los cambios de coordenadas sean difeomorfismos. De esta

manera, para extender este concepto al campo de los números complejos se ofrece la siguiente

definición.

Definición B.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensión 2n. Se define una carta holo-

morfa de M como un par (U,ψ) tal que ψ : U ⊆M → ψ(U) ⊆ Cn es un homeomorfismo.

Definición B.2. Un atlas holomorfo en una variedad diferenciable M de dimensión 2n es un

conjunto de cartas complejas de M {(Ui, ψi) : i ∈ I} tales que

(1) ∪i∈IUi =M .

(2) ∀ i, j ∈ I tales que Ui ∩ Uj ̸= ∅, se cumple que

(ψj ◦ ψ−1i ) : ψi(Ui ∩ Uj) ⊆ Cn → ψj(Ui ∩ Uj) ⊆ Cn (B.1)

es una aplicación holomorfa. Las cartas que verifican esta propiedad se denominan

cartas compatibles.
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Definición B.3. Una variedad compleja de dimensión n es una variedad diferenciable (real) de

dimensión 2n que posee un atlas holomorfo maximal, es decir, un atlas que contiene a todas las

cartas complejas compatibles.

Observamos aśı que una variedad compleja no es más que intercambiar Rn por Cn y difeomor-

fismo por holomorfa. De esta manera, dadas unas coordenadas reales xi (i = 1, ..., 2n) de una

variedad compleja podemos definir las coordenadas complejas

zα = xα + ixα+n

z̄ᾱ = zα

}
α = 1, ..., n. (B.2)

Definiendo za = (z1, ..., zn, z̄1̄, ..., z̄n̄) tenemos un conjunto de 2n coordenadas complejas. Los

vectores en las nuevas coordenadas vienen dados por la relación usual:

V a =
∂za

∂xi
V i . (B.3)

Además, una métrica expresada en estas coordenadas verificará: gαβ̄ = ḡᾱβ y gαβ = ḡᾱβ̄.

B.2. Variedades de Kähler

Veamos ahora la generalización de las variedades riemannianas al añadir una métrica a las

variedades complejas.

Definición B.4. Una variedad casi compleja es una variedad diferenciable que posee un endo-

morfismo J : TM → TM tal que J2 = −id.

Se verifica que cualquier variedad compleja es también una variedad casi compleja, luego siempre

se puede definir una aplicación J en una variedad compleja. Se definen las componentes de J en

las coordenadas reales como

J
∂

∂xi
= J j

i

∂

∂xj
, (B.4)

siendo J j
i J

k
j = −δki . Por otro lado, en las coordenadas complejas (B.2) se tiene que

J =

(
iδβα 0

0 −iδβ̄ᾱ

)
. (B.5)

Definición B.5. Sea M una variedad compleja. Una métrica riemanniana g se dice que es una

métrica hermı́tica si verifica: g(V,W ) = g(JV, JW ) ∀V,W ∈ X(M).

En coordenadas esta definición se traduce a que g verifique:

J k
i gklJ

l
j = gij , (B.6)

que, en las coordenadas complejas, es equivalente a escribir gαβ = gᾱβ̄ = 0. Por tanto, el elemento
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de ĺınea de una métrica hermı́tica en coordenadas complejas viene dado por

ds2 = 2gαβ̄dz
αdz̄β̄ . (B.7)

Definición B.6. Se define la forma fundamental de una métrica hermı́tica como la aplicación

ω(V,W ) ≡ −g(JV,W ) ∀V,W ∈ X(M). (B.8)

Escribimos la forma fundamental en las coordenadas reales como

ω = −J k
i gkjdx

idxj = −Jijdxidxj , (B.9)

mientras que en las coordenadas complejas tenemos que

ω = −2igαβ̄dz
αdz̄β̄ , (B.10)

de donde deducimos que se trata de una 2-forma real, es decir, ω = ω̄.

Definición B.7. Una variedad compleja con una métrica hermı́tica g se dice que es una variedad

de Kähler si su forma fundamental verifica: dω = 0.

Esta condición equivale a, en coordenadas complejas, escribir

∂γgαβ̄ − ∂αgγβ̄ = 0 , (B.11)

de donde se deduce que, localmente, la métrica de una variedad de Kähler verifica:

gαβ̄ = ∂α∂β̄K(z, z̄) , (B.12)

donde se ha definido el potencial de Kähler K(z, z̄). Este potencial está determinado excepto

por un término δK = r(z) + r̄(z̄), que define las denominadas transformaciones de Kähler.

B.2.1. Curvatura

Veamos ahora qué forma tienen los tensores de Riemann y de Ricci. Para ello, comenzamos

calculando los śımbolos de Christoffel, de los que gran parte son cero debido a las condiciones

impuestas, los términos no nulos son los siguientes:

Γγ
αβ = gγδ̄∂αgβδ̄ , Γγ̄

ᾱβ̄
= gδγ̄∂ᾱgδβ̄ . (B.13)

De manera similar, también se anulan ciertas componentes del tensor de Riemann, escribiendo

únicamente las que no son cero tenemos:

R γ

αβ̄ δ
= −∂β̄Γ

γ
αδ ,

Rαβ̄γδ̄ = ∂γ∂δ̄gαβ̄ − gηϵ̄∂γgαϵ̄∂δ̄gηβ̄ ,
(B.14)
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y las componentes relacionadas:

R γ

αβ̄ δ
= R γ

β̄α δ
= −R γ̄

βᾱ δ̄
= R γ̄

ᾱβ δ̄
,

Rαβ̄γδ̄ = −Rαβ̄δ̄γ = −Rβ̄αγδ̄ = Rβ̄αδ̄γ .
(B.15)

Finalmente, calculamos las componentes no nulas del tensor de Ricci como

Rαβ̄ = Rβ̄α = gγ̄δRαγ̄β̄δ = −∂α∂β̄(log det g) . (B.16)

B.2.2. Vectores de Killing holomorfos

Para concluir con este caṕıtulo, veremos qué nuevas caracteŕısticas tienen los vectores de Killing

de una variedad de Kähler. Exigiremos a estos vectores ki(x) que, además de la definición de los

vectores de Killing en las variedades reales (A.53), verifiquen:

δkJ
j
i = 0 , (B.17)

que en coordenadas complejas implica que los vectores de Killing kα sólo dependen de las coor-

denadas zβ y no de z̄β̄. Estas condiciones junto con la propiedad dω = 0 y el lema de Poincaré

resultan en que existen funciones reales P(z, z̄), denominadas potenciales de Killing, verificando:

kα(z) = −igαβ̄∂β̄P(z, z̄) . (B.18)

de donde se deduce que

∇α∂βP(z, z̄) = 0 . (B.19)

De esta manera, podemos encontrar vectores de Killing en una variedad de Kähler buscando

funciones reales que satisfagan esta ecuación. Por el contrario, si conocemos los vectores de

Killing, podemos hallar los potenciales de Killing como

P(z, z̄) = i[kα∂αK(z, z̄)− r(z)] , (B.20)

siendo δK = r(z) + r̄(z̄).
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Apéndice C

Espacios coset: el v́ınculo entre la

geometŕıa y el álgebra

En las teoŕıas de supergravedad los campos escalares conforman un espacio interno que tiene

estructura de variedad de Kähler. Además, en general, dichos espacios estarán descritos mediante

lo que en matemáticas se denomina espacios cociente, que es el tema que se va a abordar en este

caṕıtulo del anexo. Este caṕıtulo está basado en el caṕıtulo 21 de [9] y el caṕıtulo 4 de [7].

C.1. Grupos cociente

Comenzamos proporcionando unas definiciones básicas que, posteriormente, darán lugar a la

idea de espacio cociente.

Definición C.1. Dado G un grupo, H ◁ G un subgrupo normal suyo y x, y ∈ G, se define la

relación de equivalencia

x ∼ y ⇐⇒ y−1x ∈ H . (C.1)

A partir de esta relación, se define la clase de equivalencia o coset de un elemento x ∈ G como

[x] ≡ xH = {xh : h ∈ H} . (C.2)

Definición C.2. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G. Se define el grupo cociente de

G módulo H como el grupo formado por las clases de equivalencia:

G/H = {[x] : x ∈ G} . (C.3)

C.2. Espacios coset

A continuación vemos de manera informal los conceptos restantes que se requieren para tener

un espacio coset. El desarrollo completo se puede encontrar en [9].
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En una variedad M con una métrica g se definen las isometŕıas de g como aquellos difeomorfis-

mos1 f : M → M que dejan invariante la métrica. Se verifica además que el conjunto de todas

las isometŕıas de una métrica forma un grupo denominado grupo de isometŕıas de la variedad

M . Por ejemplo, el grupo de isometŕıas del espacio-tiempo de Minkowski es el grupo de Poincaré,

mientras que el grupo de isometŕıas de S2 está formado por las rotaciones en el espacio, es decir,

es SO(3).

Además, el grupo de isometŕıas posee un subgrupo denominado grupo de isotroṕıa formado por

aquellas aplicaciones que dejan los puntos invariantes. Por ejemplo, el grupo de isotroṕıa de S2

es SO(2) ya que, fijado un punto p en la esfera, las rotaciones en 2D realizadas sobre el plano

perpendicular a la recta que une el centro de la esfera con el punto p deja invariante dicho punto.

Definición C.3. Sean M una variedad y G un grupo de Lie. Se define una acción diferenciable

de G sobre M como una aplicación

Θ : G×M −→M

(g, p) 7−→ θg(p)
(C.4)

tal que

1. θg :M →M es un difeomorfismo.

2. θg1 ◦ θg2 = θg1g2 .

3. θe = Id :M →M .2

Definición C.4. Sean M una variedad, G un grupo de Lie y Θ una acción diferenciable. Se

dice que M es un espacio homogéneo si

∀ p, q ∈M ∃ g ∈ G tal que θg(p) = q . (C.5)

Con estas definiciones se tiene que el grupo cociente G/H de un grupo de Lie G módulo su

subgrupo de isotroṕıa H tiene estructura de espacio homogéneo y lo denominaremos espacio

coset.

Denotando por g y h a los álgebras de Lie de G y H, respectivamente, utilizando la descompo-

sición de Cartan se tiene que existe un álgebra de Lie m tal que

g = h⊕m . (C.6)

De esta manera, podemos considerar los siguientes generadores de g:

{h1, ..., hdimH︸ ︷︷ ︸
∈h

,m1, ...,mdimG−dimH︸ ︷︷ ︸
∈m

} (C.7)

1Una aplicación entre variedades f : M → N se dice que es un difeomorfismo si es biyectiva, diferenciable y
su inversa es también diferenciable.

2El elemento e ∈ G denota el elemento neutro del grupo.
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que verifican las siguientes propiedades:

[h, h] ⊆ h , [h,m] ⊆ m , [m,m] ⊆ h . (C.8)

La segunda y tercera propiedad se deben a que estamos trabajando con espacios reductivos y

simétricos, respectivamente.

C.3. Métricas en espacios coset

Veamos ahora cómo podemos obtener la métrica de un espacio coset M ≡ G/H a partir de

esta información. Comenzamos construyendo un elemento cualquiera del espacio coset, para ello

consideramos como representante de la clase el elemento

L = eϕ
imi ∈ exp(m) (C.9)

donde ϕi son unas coordenadas de la variedad. Construimos la 1-forma de Cartan Ω ∈ g defi-

niendo sus coordenadas como

Ωi = L−1∂iL

(
∂i =

∂

∂ϕi

)
, (C.10)

que verifican:

Ωi = Qi + Pi , con Q ∈ h y P ∈ m. (C.11)

Además, se cumple que Qi transforma como una conexión, luego se puede definir derivada

covariante correspondiente actuando sobre L como

DiL = ∂iL− LQi , (C.12)

de donde se deduce:

L−1DiL = L−1∂iL− L−1LQi = Pi . (C.13)

Finalmente, la métrica se puede obtener mediante la ecuación:

ds2(ϕ) = Kijdϕ
idϕj = tr(PiP

i) . (C.14)

Por tanto, en un modelo σ en el que se tiene un conjunto de campos escalares complejos ϕi

formando un espacio coset G/H, el término cinético del lagrangiano viene dado por:

e−1Lcin = −Kij̄∂µϕ
i∂µϕ̄j̄ = −tr(PµP

µ) , (C.15)

donde

Pµ =
∂ϕi

∂xµ
Pi , (C.16)

97



siendo xµ las coordenadas del espacio-tiempo. Además, si ψ es otro campo de la teoŕıa que

transforma bajo el grupo H, la derivada covariante (C.12) actúa también sobre él como:

Diψ = ∂iψ +Qiψ . (C.17)
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