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Introduccion

Contexto histérico

La fisica tedrica de mediados del siglo XX estaba dividida en dos grandes teorias: el modelo
estandar, que unificaba tres de las cuatro interacciones fundamentales (la electromagnética, la
débil y la fuerte), y la teoria de la relatividad general, que describia la interaccién gravitatoria en
términos de la geometria y el contenido del universo. Los experimentos demostraban la eficacia
de ambas teorias por separado, por lo que se consideraban como los pilares fundamentales
en la descripciéon del universo. Sin embargo, habia un problema, el modelo estandar es una
teoria cuantica, mientras que la relatividad general es clasica e incompatible con un tratamiento
cuantico debido a la imposibilidad de renormalizarla. Este problema se hace més notorio en
ciertas situaciones donde se requiere de ambas teorias, como es el caso de los agujeros negros. Por
esta razén, desde mediados del siglo pasado, la fisica tedrica se ha centrado en formular una teoria
de gravedad cudntica que, para ser consistente con la relatividad general, debia contener una

particula de espin 2 encargada de mediar las interacciones gravitatorias, el aclamado graviton.

El modelo estandar estd formulado en el marco de las teorias gauge, cuyo fundamento son
las simetrias gauge, un tipo de simetrias locales. Sin embargo, a pesar de describir de manera
precisa el comportamiento de las particulas elementales y sus interacciones, el modelo estandar
no proporciona una explicacién para ciertos fenémenos observados en la naturaleza, como la
existencia de materia oscura fria en el universo, la masa de los neutrinos o el hecho de que el
universo cuente con una mucho mayor cantidad de materia que de antimateria. Surge asi en
1974 la supersimetria, una teoria cuyo objetivo era extender el modelo estandar con la finalidad

de solventar estos problemas.

Las simetrias han constituido siempre un papel esencial en la fisica, por ejemplo, el modelo
estandar establece que las particulas fundamentales poseen una simetria gauge bajo el grupo
SU(3) x SU(2) x U(1). Como se deduce de su propio nombre, la supersimetria no iba a ser dife-
rente, anadiendo asi nuevas simetrias al modelo estandar. Estas simetrias no son simetrias gauge,
sino que son globales, y establecen una relacién directa entre bosones y fermiones, agrupando-
los en parejas (bosén, fermién) denominadas supermultipletes. De esta manera, cada particula

elemental tiene su companero supersimétrico con el que comparte ciertas propiedades.

Debido a la importancia de las teorias gauge en la fisica del siglo XX, resulté natural proponer

una variante de la supersimetria que tratase esta nueva simetria de manera local, obteniendo asi



una teoria gauge de supersimetria local. Lo realmente grandioso de esta teoria es que daba lugar
de manera natural a la gravedad. Se plantea asi en 1976 por Freedman, van Nieuwenhuizen y
Ferrara [5], la primera teoria de supergravedad, la cual postulaba la existencia de un multiplete

(2,3/2) formado por el gravitén y su companero supersimétrico, el gravitino.

La teoria inicial de supergravedad estaba formulada en dimensién cuatro y con una tnica su-
persimetria o gravitino! (N = 1), aunque poco después fueron surgiendo teorfas en dimensiones
mayores y con un mayor numero de supersimetrias. Mds concretamente, la teoria formulada en
dimension 11 resulté ser esencial pues, ademéds de tratarse de una teoria tinica (no posee varian-
tes), a partir de ella se pueden obtener el resto de teorias utilizando un procedimiento conocido
como reduccion dimensional. Ademas, D = 11 es la dimensién méaxima permitida sin involucrar

particulas de espin mayor que 2, las cuales no interaccionan.

Sin embargo, las teorias de supergravedad presentaban también algunos problemas, por lo que,
sin dejarlas de lado por completo, se tuvo que continuar con la biisqueda de una teoria de grave-
dad cuantica apropiada. Se comenz6 asi a desarrollar la teoria de cuerdas, una teoria formulada
en 26 dimensiones que pasa de describir las particulas como objetos puntuales a describirlas
como objetos unidimensionales denominados cuerdas. De esta manera, las diversas particulas
conocidas se corresponderian con diferentes vibraciones de una misma cuerda. A finales de siglo,
tuvo lugar la primera revolucién de las teorias de supercuerdas, las cuales incluian la supersi-
metria en las previas teorias de cuerdas para obtener una teoria en 10 dimensiones. Sin embargo,
se trata de cinco teorias diferentes: las de tipo I, ITA y IIB y dos denominadas heterdticas. Las
tres primeras encuentran sus limites de bajas energias® en teorfas de supergravedad con D = 10.
Motivado por esta equivalencia y con la finalidad de unificar todas estas teorias en lo que cual-
quier fisico tedrico desearia, una teoria del todo, Edward Witten postulé en 1995 la existencia
de una teorfa 11-dimensional a la que denominé teoria M que unificaria a todas las teorias
de cuerdas y cuyo limite de bajas energias se corresponderia precisamente con la teoria tunica
de supergravedad en dimensiéon 11. Por estas razones, la supergravedad junto con la teoria de
supercuerdas y la teoria M conforman una parte esencial de la investigacién actual en el area de

la fisica tedrica.

Estructura del trabajo

El objetivo principal de este trabajo es introducir la supergravedad y plantear las teorias més
destacadas de la misma. Como ya se ha mencionado, la supergravedad requiere de conceptos
como la teoria de campos, la relatividad general o la supersimetria, lo que hace que sea un tema
avanzado dentro de la fisica tedrica. Por esta razén, previo a una formulacién de la supergrave-
dad, se debe proporcionar una base sobre la que sustentar las ideas y el formalismo a utilizar.
El trabajo se divide en tres grandes bloques, cada uno con unos objetivos diferentes. Los dos
primeros capitulos buscan sentar las bases sobre las que poder construir una teoria de super-

gravedad, para lo que se abordan conceptos como las teorias de campos en el espacio-tiempo

'El ntdmero de supersimetrias de la teorfa indica cudntos gravitinos hay, pues cada supersimetria transforma
el graviton en uno de ellos.
2 . .2 . . ;
En realidad, la acepcién correcta seria no tan altas energias como en las teorias de cuerdas.



de Minkowski o la teoria de la relatividad general. Por otro lado, los dos siguientes capitulos
se dedican a introducir la supergravedad y estudiar algunas de sus variantes. El dltimo bloque
estaria formado por el anexo, el cual tiene un contenido mas matematico y cuyo objetivo es

introducir conceptos avanzados cuya comprension resulta esencial en algin punto del trabajo.

Cabe mencionar que, a pesar de que la supergravedad requiera de una gran cantidad de cono-
cimientos en diversos areas de la fisica tedrica y las matematicas, en este trabajo se ha tratado
de construir el concepto desde el inicio, realizando asi un desarrollo autocontenido. Ademas, el
tratamiento de este trabajo es en todo momento clasico, pues no se hace uso de operadores o
estados cudnticos. Se habla indistintamente de campos y de particulas, aunque se debe tener

presente que las particulas se obtienen al cuantizar los campos.

Unidades

A lo largo de todo el trabajo se van a utilizar las unidades naturales h = ¢ = 1.



Capitulo 1

Teoria de campos relativistas

Las simetrias juegan un papel importante en la fisica en general y, mdas concretamente, en
la teoria de supergravedad. Por esta razén, como primer objetivo he establecido el describir y
conocer las diferentes simetrias y poder utilizarlas para obtener cantidades conservadas mediante
el teorema de Noether. Ademas de esto, en este capitulo se hara un analisis de los campos fisicos
mas sencillos con la finalidad de familiarizarse con las teorias de campos, que se estaran utilizando
a lo largo de todo el trabajo. A la hora de estudiar los distintos sistemas, se procedera de la

manera usual en fisica tedrica, donde se presenta la accién del sistema,

Sl = / 0P (3, 0,) (11)

y se calculan las ecuaciones del movimiento mediante el principio de minima accién, que con-
siste en igualar a cero las variaciones de la accién: 65 = 0. Cabe mencionar que en este capitu-
lo se trabajara siempre en un espacio-tiempo de Minkowski de D dimensiones, es decir, un
espacio-tiempo plano ausente de campo gravitatorio. El convenio utilizado para la métrica de
Minkowski es 7, = diag(—1,+1,+1, ...,+1). Este capitulo estd basado en los capitulos 1 a 4 de
[6].

1.1. Transformaciones de simetria

Primero debemos entender a lo que nos referimos cuando hablamos de una simetria del sistema.
Una simetria de un sistema que posee una accién dependiente de un campo® S[t/] se define
como una transformacién del campo ¥ (x) — ¥'(x) que verifica que, si ¥(z) es una solucién
a las ecuaciones del movimiento, entonces ¢'(x) también lo es. En algunos casos buscaremos
las simetrias como transformaciones que dejan invariante la accién, es decir, que verifican que
S[¢] = S[¢']. Distinguiremos entre dos tipos de simetrias, las simetrias internas y las simetrias
espacio-temporales. Dentro de estas simetrias también se puede distinguir entre continuas y

discretas o globales y locales.

LEl desarrollo se hace para un campo genérico que denotaremos por 9, no necesariamente se trata del campo
escalar.



1.1.1. Simetrias internas

Las simetrias internas son las transformaciones que afectan tnicamente a los campos y no al
espacio-tiempo, se relacionan por tanto con los grados de libertad que pueda tener el campo
de manera intrinseca. La actuaciéon de una simetria viene dada por un grupo de Lie G? y
su correspondiente algebra de Lie g. Los distintos dlgebras de Lie estdan determinados por las

constantes de estructura f ABC que definen las relaciones de conmutacién de los generadores®

{ta: A=1,...,dimG}:
[tA7tB} = fABCt07 (1'2)

las cuales, ademds, satisfacen la identidad de Jacobi

fan®fec® + fep®foa® + fop® fap® =0. (1.3)

La eleccién de los generadores no es tinica y cada una de ellas determina una representacion del
algebra de Lie, es mas, cada algebra de Lie posee una infinidad de representaciones diferentes
entre las que se debe elegir la adecuada en funcién del campo que se vaya a estudiar. En este
trabajo consideraremos siempre representaciones matriciales, es decir, los elementos ¢4 seran

matrices.

Una vez elegida la representacién, un elemento cualquiera del algebra © € g vendra dado por

© = 04t4 con 4 € Ry, a partir de él, se puede obtener un elemento del grupo como
Uel=e®cq. (1.4)
Por tanto, podemos definir una simetria a partir de un grupo de Lie G como la transformacién

Y(x) = Y (x) = UBJ(x) = e agp(a) (1.5)

donde ¥ (x) representa el campo que estemos estudiando. Para obtener la transformacién infini-

tesimal basta truncar la exponencial a orden uno para obtener

Sp = —0 400 . (1.6)

1.1.2. Simetrias espacio-temporales

Las simetrias espacio-temporales son las simetrias que se obtienen al realizar transformaciones
de las coordenadas que definen el espacio-tiempo. La manera de definir como actian estas
transformaciones es, a rasgos generales, similar a la anterior, aunque se deben tener en cuenta
las diferencias ya que en las transformaciones espacio-temporales los generadores ¢4 no tienen

por qué ser matrices.

2Un grupo de Lie es un grupo (algebraico) que ademds posee estructura de variedad diferenciable.
3Un 4lgebra de Lie tiene estructura de espacio vectorial, por lo que se puede encontrar una base, a cuyos
elementos denominamos generadores del algebra.



Estas transformaciones se componen de otras dos transformaciones mas simples: las transforma-
ciones de Lorentz y las traslaciones, formando asi el grupo de Poincaré. Veremos cada caso por

separado antes de estudiar la transformacion mas general.

El grupo de Lorentz

Las transformaciones de Lorentz se obtienen a partir de un grupo de Lie conocido como el grupo
de Lorentz G = O(D — 1,1) cuya dimensién es dim G = 1D(D — 1). Los elementos del grupo
se definen como las transformaciones lineales de las coordenadas que preservan la norma de

Minkowski, es decir, dadas unas coordenadas x*, una transformacion de Lorentz actida como
/ 14
at — 't = A" 2", (1.7)

donde A debe satisfacer A”, 1,0 A%, = .

Veamos como construir un elemento del grupo de Lorentz a partir de su algebra. Los generadores
del algebra de Lorentz se indexan siempre utilizando dos subindices en vez de uno, es decir, la
base serd { M,

ellos son independientes. Las siguientes restricciones nos aseguran que el niimero de generadores

:p,v=0,1,...,D—1}. En este caso tenemos D? generadores, aunque no todos

linealmente independientes coincide con la dimensién del grupo*:
= M) =0.
" M) = =My -
Las relaciones de conmutacion que determinan este algebra son
[Mipus Mipol] = oMo} = TlupMivo] = oo Mipp) + s My (1.8)
y un elemento cualquiera del grupo vendrd dado por
U[A] = 2N Mol (1.9)

donde los A" son numeros reales que verifican A" = —\"#'. Los elementos M(,,) son los ge-
neradores del algebra y tienen distintas representaciones segiin el campo sobre el que se quiera
hacer la transformacion. En las secciones posteriores veremos las representaciones utilizadas en

los casos mas comunes, comenzando por el mas sencillo, el campo escalar.

En resumen, una transformacion del grupo de Lorentz actia como
(@) > ¥ (2) = UAJp (@) = 3" Milys(a), (1.10)

donde la eleccion de los generadores M|, depende del campo 9. Veamos qué representacion se

utiliza en el caso més simple, es decir, cuando U[A] = A:

(M[pa])'uz/ = 55771/0 - 55”7,» - Au,, = 6)\”” . (1.11)

4La dimensién del grupo y la del dlgebra coinciden.



Traslaciones

Una traslacion del espacio-tiempo consiste en sumarle una constante a las coordenadas iniciales:
% — o' =t 4 M. (1.12)
Por lo que la transformacién de un campo cualquiera 1) vendra dada por

b(x) = P(x) =Yz — ). (1.13)

En este caso tenemos un grupo de Lie de dimensién D cuyos generadores del algebra son los

operadores derivada parcial, resultando asi en la siguiente transformacion:

P(x) = ¢ () = Ulcjp(x) = e~ Peap(a), (1.14)
siendo P, = 0,,.

El grupo de Poincaré

Consideramos ahora el grupo de Poincaré que, al ser la unién® del grupo de Lorentz junto con
el grupo de traslaciones, obtenemos un grupo de Lie de dimension dim G = %D(D + 1) cuyos

generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion:

[Mi)s Mipoll = Mo Miuo) = MupMive) = ve Mig) + Mo Mol
[M[pa}7p,tt] = Ppnou - Pa"?pu, (115)
[P, P, =0.

Una vez vista la naturaleza de las transformaciones de Lorentz y las traslaciones basta considerar
una transformaciéon que incluya a ambas para obtener la forma més general en la que actia
un transformacién espacio-temporal. Consideramos un elemento del grupo de Poincaré como

Ule,A] = U[A]U]¢], el cual proporciona la transformacién
(@) = ¢/ (x) = Ule, AJu(e) = 2" Mime= Prip(a) (1.16)

cuya variacién correspondiente es

1 g
oY = (2)\’0 M[pa] — CMPH) Y. (1.17)

SMatematicamente, el grupo de Poincaré es el producto semidirecto del grupo de Lorentz y el grupo de
traslaciones.




1.2. Corrientes de Noether

Una vez vistas las diferentes simetrias, veamos como construir cantidades conservadas a partir
de ellas. El teorema de Noether postula que, para cada simetria continua que posee un sistema
fisico, se puede obtener una cantidad fisica conservada. Para obtener dicha cantidad conservada

calcularemos primero una corriente conservada mediante el siguiente método.

Como vimos en la seccion anterior, podemos expresar una variacién de un campo debida a una

transformacion de simetria genérica como
5 = A1), (1.18)

donde ¢ son constantes y los A4 dependen de la transformacién. Puesto que la accién es inva-
riante bajo una transformacién de simetria y la accién viene dada por la integral del lagrangiano,
se tiene que

68 = /de 6L =0, (1.19)

lo que nos indica que, bajo una transformacion de simetria, la variacién del lagrangiano debe
ser una divergencia, es decir,
_ A M
0L =€e"0, K" . (1.20)

Esta deduccion se realiza a partir del teorema de Stokes, que nos indica que la integral de una
divergencia en un volumen es igual a la integral sobre la frontera, en la cual se puede hacer
tender a cero la funcién, es por esto por lo que se afirma que la integral de una divergencia
se anula. Este es un resultado que se estard utilizando en lo que resta de trabajo cuando sea

necesario eliminar o anadir términos dentro de una accion.

Por otro lado, la expresién explicita de la variacién de un lagrangiano que depende del campo y

de sus derivadas primeras viene dada por

0L 0L
0L =——-9(0 + —. 1.21
Si suponemos que se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange,
0L 0L
P L 1.22
“50,0) v 122
se puede reescribir (1.21) para obtener
0L 6L
6L =0y | —a——01p| = 9 [ A } 1.23
samtt] = s 2
Finalmente, igualando las ecuaciones (1.20) y (1.23) se obtiene
6L
o | K"y — ———A }:0, 1.24
[ s 12y



lo cual nos indica que

0L
5(0u)

es la corriente conservada (o corriente de Noether) que estdbamos buscando, es decir, verifica

. J" 4 = 0 cuando se satisfacen las ecuaciones del movimiento. Se debe tener en cuenta que
esta corriente no esta determinada de manera exacta, sino que se pueden anadir términos cuya
divergencia sea nula. Para que esto ocurra, estos términos deben ser divergencias de tensores

antisimétricos, es decir, se puede realizar el cambio
JE = T 40,5, (1.26)

donde S, = —S"”, y esta nueva corriente seguird siendo una corriente conservada. La posibi-
lidad de poder anadir estos términos nos permite modificar la corriente conservada para que se
satisfagan ciertas condiciones necesarias, ya sean de simetria® o, como se verd mas adelante, de

invarianza gauge.

Una vez calculada la corriente de Noether, se puede obtener su cantidad conservada correspon-

diente integrando la componente temporal de la corriente en un volumen espacial V':
Qa= / dzP=1J°, . (1.27)
1%

De esta manera, se obtiene una cantidad @ 4, directamente relacionada con la corriente J* 4» que
se mantiene constante a lo largo del tiempo. Un ejemplo de corriente conservada es el tensor
de energia momento, el cual resulta de la simetria traslacional y cuya cantidad conservada

correspondiente son la energia (A =v =0) y el momento (A=v=1,2,....D —1).

1.3. EIl campo escalar

El sistema mas sencillo a estudiar en teoria de campos es el campo escalar, representado por una
funcién real” ¢(z) que depende de las coordenadas del espacio-tiempo. Fisicamente, un campo
escalar se utiliza para representar particulas de espin nulo, como es el caso del bosén de Higgs.
El objetivo de esta seccién es estudiar las simetrias que posee un campo escalar y las corrientes

conservadas que generan.

El sistema que se va a estudiar estard formado por un conjunto de n campos escalares reales ¢'(x)
(1 =1,...,mn) que viven en un espacio-tiempo de Minkowski de D dimensiones con coordenadas

z# (u=0,..,D —1). La accién que gobierna el sistema es
1 A . .
S = /de [—2 ' 0,8 0,7 — V(9] , (1.28)

donde V' es un potencial genérico dependiente de los campos. A partir de la accién se obtienen

6Como veremos més adelante, en relatividad general el tensor de energia momento debe ser simétrico.
"También puede representarse mediante una funcién compleja, cuyos resultados son muy similares a los del
caso real. La diferencia principal es que se obtiene una simetria interna mds, la del grupo U(1).



las ecuaciones del movimiento

ov

O¢' — —— =0 1.29
¢ 8¢Z ) ( )
donde el d’alembertiano es [0 = n*”9,0,. Como ejemplo de un potencial cominmente utilizado
se tiene V(¢?) = %m2¢i¢i, el cual da lugar a la ecuacion de Klein-Gordon:
O¢i(z) = m?¢'(z). (1.30)

1.3.1. Simetrias

La accién de simetria méas simple consiste en realizar una “rotacién” de los n campos, la cual se

implementa como una simetria interna que actia mediante el grupo especial ortogonal SO(n),

1

cuya dimensién es 5n(n — 1). Los elementos de este grupo son matrices n x n que verifican

RTR=1y detR=1. (1.31)
La expresion explicita de la transformacién viene dada por
¢'(z) = ¢"(x) = R\ (@), (1.32)

la cual, bajo la condicién de que 6V = 0, deja invariante el lagrangiano y, por tanto, la accién.
Para esta simetria se estda considerando un espacio en el que viven los n campos y se estan
haciendo rotaciones sobre ese espacio, por lo que se consideraran los generadores que determinan
las rotaciones sobre los planos de dicho espacio. Para el plano determinado por los ejes ab se

tiene la matriz
(P(ap))’; = 0407 — 0403, (1.33)

cuya corriente conservada viene dada por

Ty = —0"0i(r(an)’ ;¢ = 6a0"d, — Pp0" b (1.34)
Nota. Los indices del campo ¢’ se “suben” y se “bajan” con la delta de Kroenecker, es decir,
bi = 05
Respecto a las simetrias espacio-temporales, las transformaciones de Lorentz deben satisfacer

¢(x) = ¢(z) = (A~ ') (1.35)

para que se verifique ¢(z) = ¢'(2'), que es la condicién de invarianza de los escalares bajo
transformaciones de Lorentz. Se comprueba en este caso que, utilizando la representacion dada

por los operadores diferenciales

Mipo] = Lipo] = 2p06 — 50, (1.36)
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se obtiene la transformacion buscada:

¢(z) = ¢'(z) = U[Alg(z) = 6(A™'2), (1.37)

donde U[A] se hallé en (1.9). Anadiendo ahora las traslaciones, las variaciones infinitesimales

del campo son las obtenidas en (1.17):

5&:(3vnﬁﬂ—w@)w. (1.38)

Como ya se mencioné, la corriente de Noether correspondiente a la simetria bajo traslaciones
es el tensor de energia-momento, cuya expresién para el campo escalar se calcula mediante la

ecuacién (1.25) y viene dado por
T, = 0"¢'0,¢" + 1L . (1.39)

Se comprueba facilmente que se trata de un tensor simétrico, luego no serd necesario anadir

m

términos del tipo S” 4+ Por otro lado, al calcular la corriente conservada correspondiente a las

transformaciones de Lorentz se obtiene el tensor antisimétrico
M“[pa] =z, — xJT“p, (1.40)

el cual, efectivamente, se conserva (0,M " o] = 0) debido a que el tensor de energia-momento

T*", se conserva y es simétrico, razén por la cual 7%, debe ser simétrico, entre otras.

1.4. EIl campo de Dirac

Como se acaba de comprobar, el estudio de las particulas de espin nulo no requiere de mucho
trabajo. En esta seccion se introducird una estructura més compleja: las particulas masivas de
espin 1/2. En dimensién 4, estas particulas se representan mediante el campo de Dirac, un vector
columna ¥, (z) de dimensién 4 cuyas entradas son funciones complejas. Matematicamente, este
campo representa una particula que transforma bajo representaciones espinoriales del grupo
de Lorentz. Como primer paso en el estudio de este campo veremos de qué se tratan estas

representaciones espinoriales para poder entender la fisica que hay tras el campo de Dirac.

1.4.1. Representaciones espinoriales

Como se mencioné en la seccién 1.1.2, el grupo de Lorentz posee diversas representaciones, en
este caso nos centraremos en un tipo de representaciones que se basan en el hecho de que el
algebra de Lie del grupo propio® de Lorentz en D = 4 verifica: 50(3,1) = su(2) ® su(2). Estas

representaciones se denotan mediante el par de enteros o semienteros (4,5')? y su dimensién

8El grupo de Lorentz, al ser un grupo de Lie, tiene estructura de variedad diferenciable y, por tanto, topoldgica.
De esta manera, se divide en cuatro componentes conexas, una de las cuales es el grupo propio de Lorentz, que
viene determinado por las matrices A € O(D — 1,1) tales que det A =1y A% > 1.

9Siempre que j # j', las representaciones (j,5') y (j',j) no son equivalentes. Dichas representaciones se
denominan conjugadas.
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es (27 + 1)(25' + 1). Asi, las representaciones de dimensién menor (dim = 2), denominadas

1

representaciones fundamentales, son (5, 0) y (0, %) y es importante comenzar estudiandolas antes

de continuar con las de dimension 4.
Representaciones fundamentales

A partir de las matrices de Pauli

o1 = (2 (1)> , 02 = (? BZ> y o3 = ((1] _01> (1.41)

se definen los siguientes vectores cuyas entradas son matrices 2 x 2 (conocidas como matrices de
Weyl):

oy=0"=(-1,04), 6, =0"=1,04). (1.42)
De esta manera, los generadores del dlgebra en las representaciones fundamentales (%, 0) y (0, %)
son
1, _
O = Z(O'#O'V —0,0,),
1 (1.43)

O = Z(ﬁua,, —0,0y).

Fermiones de Weyl

Antes de comenzar con el estudio del campo de Dirac veremos que existen campos méds simples,

los campos de Weyl ¢1(z) v ¥r(x). Estos campos transforman bajo las representaciones (%, 0)y
(0, %), respectivamente, y son, por tanto, vectores columna de dimensién 2 con entradas comple-
1

2
con una helicidad!'® determinada y se denominan fermiones de Weyl. Inicialmente, los neutrinos

jas. Los campos de Weyl ¥ 1(x) v ¥r(x) describen particulas sin masa y con espin 5, cada uno

eran considerados fermiones de Weyl, pues se pensaba que no tenian masa, sin embargo, tras
anos de experimentos se descubrié que esto no era cierto y se descarto la idea inicial. En la
actualidad no se conoce la existencia de ninguna particula fundamental que sea un fermién de
Weyl.

La accién que describe el comportamiento de los fermiones de Weyl es:

Sl = — / d*z iy 510,01

(1.44)
Slr] = — / d'zipho"d,0n,
que da lugar a las ecuaciones
ialo) x)=0,
7Oy () (1.45)
a0 pr(x) =0.

1072 helicidad es la proyeccién del espin en la direccién del movimiento.
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Las transformaciones de simetria de los fermiones de Weyl se obtienen a partir de los generadores

del algebra en las representaciones fundamentales como en la ecuacién 1.9:

br(x) = U (x) = eV (A )

) Ly, . (1.46)
Yr(z) = Yp(z) = €2 Yr(A™ z).

Representacion (%, %)

Veamos ahora como se construye la representacion de dimensién 4, que es la que se utilizara
para el campo de Dirac. Las matrices que se emplean en esta representacion son aquellas que

satisfacen la relacion del dlgebra de Clifford asociado al grupo de Lorentz:

{2,727} =2n""1. (1.47)

Las matrices que satisfacen el algebra de Clifford existen para cualquier valor de D, ademas,
siempre existe una representaciéon bajo la cual 4% es anti-hermitica y v* (i = 1,...,D — 1) es
hermitica, denominada representacion hermitica. La representacién que vamos a utilizar es una
representacion hermitica en D = 4 denominada representacién de Weyl, puesto que se utilizan

las matrices de Weyl. Definimos asi las matrices

. ((70# "()“) (1.48)

v los generadores del dlgebra de Lorentz

1
s = FLEREE (1.49)

Nota. Por construccién de las matrices gamma y, puesto que las matrices o son vectores, se

subirdn y bajaran los indices de las matrices gamma de la manera usual: v, = 1,,7".
En esta representacién, un elemento del grupo de lorentz viene dado por
S[A] = 2" Ziw] (1.50)
y satisface la identidad
A* S[A]yYS[A] 7! = ~*. (1.51)

Puesto que v* es una matriz, en realidad tiene tres indices (Wﬂ)aﬁ . Teniendo esto en cuenta, esta
identidad nos esta diciendo que la matriz-vector gamma es invariante bajo transformaciones
en sus tres indices al considerar el lado izquierdo de la ecuacién como la matriz obtenida al

transformar v*.

1.4.2. Fermiones de Dirac

El campo de Dirac describe las particulas denominadas fermiones de Dirac, también de espin %,

aunque estos si que poseen masa. Ademads, estas particulas son diferentes a su antiparticula. En
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caso contrario, se trataria de fermiones de Majorana, el ultimo tipo de fermiones. De manera
mas precisa, al cuantizar esta teoria se obtienen los estados de los pares particula antiparticula
con misma masa y espin 1/2. Todos los fermiones del modelo estandar son fermiones de Dirac
a excepcién de los neutrinos, los cuales atin no se ha confirmado si son fermiones de Dirac o de

Majorana.

La accién para el campo de Dirac es
S[v| = —/d4a: Uy 9, —m]¥, (1.52)

donde se ha introducido el adjunto de Dirac ¥ = ¥fi70 para que la accién sea invariante
Lorentz. Al aplicar el principio de minima accién se obtienen dos ecuaciones como resultado de

la independencia de las variaciones de ¥ y U:

(Y0, —m)¥ =0,
o (1.53)
VU(*9,+m) =0,

<—
donde la derivada parcial 0, actia como una derivada parcial comin, pero sobre el término a
su izquierda. A la primera de las ecuaciones se la conoce como la ecuacién de Dirac.

Nota. A menudo *9,, se denota por @ v se denomina operador de Dirac. Podemos reescribir

entonces la ecuacién de Dirac como:
P (x) = mV(x). (1.54)

Aplicando de nuevo el operador de Dirac nos damos cuenta de que, por la propiedad del algebra
de Clifford (1.47), se obtiene que @2 =1 y, por tanto, cada una de las componentes del campo

de Dirac satisface la ecuacién de Klein-Gordon, teniendo asi como soluciones ondas planas.

Por 1ltimo, cabe mencionar que a pesar de que el campo de Weyl describe particulas sin masa y

el campo de Dirac con masa, se puede construir un campo de Dirac a partir de los dos campos

([ Yu(z)
U(z) = (wR(x)> (1.55)

de Weyl como

dando lugar a las ecuaciones

7" Outr(x) = myr(x),

(1.56)
o0y Yr(x) = myr(z),

en las cuales se acoplan ambos campos para poder describir el fermién masivo.

1.4.3. Simetrias

El grupo que genera las simetrias internas para el campo de Dirac es U(1) mediante la transfor-

macién ¥(z) — ¥ (z) = e (z), puesto que en la accién, la exponencial de ¥ se cancela con la
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de ¥. Este grupo tiene dimensién uno, por lo que, considerando como tinico generador Ay = 1,
la corriente conservada es el vector

JH = iUyt (1.57)

I = _~0 e tiene que la componente temporal es J* = UI¥ > 0, dando

Utilizando que (7°)~
lugar a la cantidad conservada @) = fV daz3 T, que representa la carga eléctrica contenida en

el volumen V.

Al calcular el tensor de energia momento como la corriente conservada generada por la simetria
traslacional se obtiene
Ty = 97,0,9 + 0L, (1.58)

el cual no es simétrico, por lo que se deberd modificar. Antes de aplicar el método mencionado
en la seccién 1.2, reescribiremos el larangiano de manera que la accién no se vea afectada, para
lo que se hace el cambio £L = £ + %8u(\i’7“\11). Reagrupando términos y utilizando el operador
derivada antisimétrica

<~ —
Ad,B=A0,B—A0,B (1.59)

la accién se reduce a

S[0] = —/d%; (;\Iwﬂguqf —mxinI/> : (1.60)

La ventaja de esta manipulacion es que este nuevo lagrangiano es hermitico. El tensor de energia-

momento que nos proporciona esta accién es
1 o
Ty = 5\117#81,\11 + 0L, (1.61)

el cual sigue sin ser simétrico, por lo que le anadiremos la divergencia del término antisimétrico
Spuw = $U{E 4,7 }V. El tensor final obtenido es

. 1- > <~ ~
TNV = 1\:[/ <"}/May + f)/yau> v 4 nlj/VfC 5 (162)

el cual si que es simétrico y ademas se conserva en sus dos indices.

Veamos por iltimo como actdan las simetrias del grupo de Lorentz. El campo de Dirac, al no
contar con indices tensoriales, es similar en cierta manera al campo escalar, sin embargo, debido
a que transforma bajo representaciones espinoriales del grupo de Lorentz, veremos que hay un
término més en su transformacién de simetria, més concretamente el obtenido en (1.50). De esta

manera, la transformacion resultante es
U(z) = U (z) = SIA] W (A'2) = 2Vl W (A~ 1g) . (1.63)

Utilizando la relacién (1.51) se comprueba que si ¥U(z) es una solucién a la ecuacién de Dirac,
entonces ¥'(z) también lo serd. Ademads, al calcular su corriente conservada se obtiene la misma

expresién que en (1.40).
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1.4.4. Algebras de Clifford

Antes de concluir con esta seccién cabe mencionar que, aunque este desarrollo se haya hecho
explicitamente para dimensién D = 4, el dlgebra de Clifford tiene representaciones para cualquier
valor de D y las ecuaciones y relaciones obtenidas serian equivalentes. Para dimension genérica
D, las matrices del algebra en la representacion utilizada tienen dimension 2[D/2]  olD/2] 11 v,

por tanto, los espinores estdn representados por vectores de dimensién 2(P/2.

En esta seccion veremos algunas ideas y definiciones que seran de utilidad més adelante. Co-
menzamos definiendo los elementos del dlgebra de Clifford de rango r como los productos anti-
simétricos

A ’y[‘”...v‘“] : (1.64)

Mediante esta formula obtenemos la expresion explicita de los elementos de rangos dos y tres:

1
= 5[7“,7”] :

. (1.65)
YO = — (Y P — APy AP — APy AR

4

y a partir de los elementos de rango dos obtenemos una representacion del algebra de Lie del
grupo SO(D—1,1) tomando Y] = %%,,, que es la manera en la que obtuvimos los generadores
(1.49). Los elementos de rango tres cobraran importancia en la seccién 3.1 junto con la definicién

de un nuevo campo espinorial.

1.5. Campos gauge

En la seccién anterior hemos comprobado que el campo de Dirac posee una simetria interna
bajo el grupo U(1), el cual anade una fase al campo que deja invariante la accién. Esta simetria
es una simetria global, es decir, si realizamos una transformacién bajo dicho grupo, la estamos
realizando de la misma manera en todos los puntos del espacio-tiempo. A raiz de esto, podemos
plantearnos qué ocurre si modificamos dicha transformacién para que deje de ser una transfor-
macién global y pase a ser local, es decir, que en cada punto del espacio-tiempo tengamos un
cambio de fase distinto. Este planteamiento da lugar a una serie de nuevos conceptos que se de-
ben introducir para que la teoria se mantenga invariante, entre los cuales se encuentra un campo
vectorial A,(z), que resulta ser el campo que representa los fotones en el electromagnetismo.
De esta manera, la nueva teoria que hemos obtenido no estd describiendo tinicamente fermiones
sino que también incluye a los fotones. Esta teoria es el ejemplo méas bésico de una teoria gauge

y se conoce como electrodindmica.

La manera de proceder descrita en el parrafo anterior no es arbitraria, tiene una base matematica
que hace uso de estructuras complejas como los haces fibrados, y es de gran importancia en fisica
tedrica ya que es el fundamento sobre el que se sustenta la formulacién del modelo estandar de

las particulas elementales.

"Dado un nimero z € R, [z] denota la parte entera de x.
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Tenemos por tanto un tipo de teorias, denominadas teorias gauge, cuyo objetivo es modificar
una simetria interna global de un sistema para que pase a actuar de manera local. A estas nuevas
simetrias locales se las conoce como simetrias gauge y los campos que se deben introducir para
mantener la invarianza se denominan campos gauge. Estos campos describen particulas sin masa
y con espin entero (bosones, razén por la que también se los conoce como bosones gauge) y
se necesitaran tantos como dimensién tenga el grupo que describe la simetria interna. De esta
manera, una teoria gauge debe tener unos campos gauge que medien la simetria y unos campos
que describan particulas con masa, los cuales sufran la simetria global inicial. Por otro lado,
dentro de las teorias gauge distinguimos entre teorias gauge abelianas y no abelianas en funcién
de si el grupo que describe la simetria interna es o no abeliano. A continuacién se presentan los

ejemplos mas notorios para ambos casos.

1.5.1. El campo de Maxwell

Comenzamos estudiando la teoria gauge del grupo abeliano U(1), la electrodindmica, mediante
la cual se describe la interaccién entre las particulas con carga'? eléctrica y los fotones. Nuestro
punto de partida es la simetria interna generada por el grupo U(1) en el campo de Dirac. Puesto
que buscamos modificar la simetria para que actie de manera local, el parametro 6 pasard a ser

una funcién de las coordenadas, dando lugar a la transformacién
U(z) = V' (x) = @)@ (z) (1.66)

donde se ha anadido el parametro ¢ € Q, de modo que si e es la carga del electrén, entonces el
nimero eq representa la carga eléctrica del campo. Bajo este cambio, se comprueba que ¥'(x)
no satisface las ecuaciones del movimiento, por lo que deberan ser modificadas para mantener
la invarianza. Se introduce asi el campo gauge de Mazwell o potencial vector A,(x) como un

campo vectorial cuya transformacion viene dada por
1
Ay(z) = Ap(z) + g@,ﬂ(x) , (1.67)

donde e, la carga del electrén, representa la constante de acoplo electromagnética. El campo
de Maxwell describe un bosén sin masa el cual juega el papel de mediador en las interacciones
electromagnéticas, es decir, un fotén. Este campo cobra importancia a la hora de definir un

nuevo operador, denominado derivada covariante:
D, =0, —ieqA,(x), (1.68)
el cual utilizamos para escribir la versién invariante gauge de la ecuaciéon de Dirac:

(D, —m)¥(x) =0. (1.69)

1 . . . . . .
2Las interacciones mediadas por un campo tienen lugar entre particulas que posean la carga correspondiente
a ese campo. En este caso, el campo de Dirac representa particulas cargadas eléctricamente.
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Consideremos ahora un fotén aislado cuya evolucién satisface las ecuaciones del movimiento
O0*F,,, = 0y la identidad de Bianchi

Oulyp+0,F,, +0,F,, =0, (1.70)

que en conjunto forman las ecuaciones de Maxwell en notacién relativista. El tensor de Faraday
F,,, se obtiene a partir del calculo del conmutador de las derivadas covariantes: [D,, D,|¥ =

—ieqF),, ¥, dando lugar al tensor antisimétrico
Fu=0,A, —0,A,. (1.71)

Observamos que, al tomar la divergencia de las ecuaciones del movimiento: 00" F),, = 0, se
obtiene una relacién entre las D ecuaciones, por lo que tinicamente se tienen D — 1 ecuaciones
independientes. La relacién anterior se denomina identidad de Noether y surge cuando el lagran-
giano presenta degeneracion, es decir, cuando no se pueden obtener sus soluciones de manera
exacta. En este caso, esto es debido a la simetria gauge del lagrangiano. Para solventar este pro-
blema se realiza lo que se conoce como fijar el gauge, que consiste en imponer una relacién sobre
las componentes de A, para eliminar la ambigiiedad. Se pueden imponer diferentes relaciones
sobre el campo gauge, un ejemplo es la condicién de Coulomb 9°A4; = 0, la cual no es covariante.
En caso de querer obtener una condicién covariante, se puede utilizar la condiciéon de Lorenz
0" A, = 0, aunque esta no fija el gauge por completo, ya que se sigue teniendo invarianza gauge

para las funciones 6(x) que verifiquen la ecuacién de ondas 06(z) = 0.

Para concluir con el campo de Maxwell, veamos cudl es la accién que describe la electrodindmica,
para lo que consideraremos un sistema en el que los fotones interaccionan con el campo de Dirac.

Sumando ambas contribuciones a la accién se obtiene
S[A,, V] = /d% [—iFWFW ~ V("D —m)¥| | (1.72)
cuyas variaciones dan lugar a la ecuacién de Dirac (1.69) (y su versién conjugada) y a la ecuacién
O'F,, +ieqly, ¥ = 0. (1.73)

Utilizando la corriente conservada obtenida para la simetria interna global del campo de Dirac
(1.57) podemos reescribir esta ecuacién como 0"F),, = —eqJ,, donde observamos que, efec-
tivamente, las fuentes del campo electromagnético son las particulas cargadas eléctricamente

descritas mediante el campo de Dirac.

Al calcular el tensor de energia-momento nos encontramos en una situacién similar al campo
de Dirac, donde nuestro tensor no era simétrico. Para solventar este problema se procede de
manera equivalente al caso mencionado; modificando el lagrangiano y anadiendo términos del
tipo 0”S,,,,. Como resultado se obtiene el tensor simétrico

1. o o .
Ty =" FupFre + 1‘1’ (WDV + %Du> Y+ 0wl , (1.74)
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donde £ es la versién invariante gauge del lagrangiano modificado utilizado para el campo de

Dirac (1.60) més el término electromagnético —1 FH/E),,:

1

f=-
4

1. _
F" Fyy — 509" Dy¥ + mPW (1.75)

1.5.2. El campo de Yang-Mills

De manera muy similar, aunque méas general, al caso anterior, se tienen las teorias gauge no
abelianas, cuyos grupos de simetria estdn determinados por las constantes de estructura de los
generadores del algebra (1.2), las cuales en el caso abeliano son simplemente nulas. Al aplicar
estas teorias para generalizar el caso anterior a grupos de Lie simples y compactos se obtiene la
Teoria de Yang-Mills.

Como primer paso, dado un grupo de Lie simple y compacto cualquiera G con generadores
{ta: A=1,...,dim G}, vamos a obtener las variaciones infinitesimales que sufren el campo de
Dirac, su adjunto y un conjunto de dim G campos (no necesariamente escalares) ¢*. La eleccién
de estudiar estas variaciones concretas cobrard sentido més adelante. Para los dos primeros
campos vamos a considerar que transforman bajo una cierta representacion R de g, por lo
que formardn dos tuplas W W; con i = 1,...,dim R. Ademds, la representacién debers ser
compleja, antihermitica y con traza nula, es decir, (t4)" = —t4 y tr(ta) = 0. Por otro lado,
el campo ¢ transformars bajo una representacién real conocida como representacion adjunta,
cuya dimensién es igual a la del grupo y satisface (¢ A)BC =f ACB . Teniendo esto en cuenta y

utilizando la ecuacién (1.6) obtenemos:

U = —04¢ 0,
o0 = U0, , (1.76)
0t =0 fpe e

Nota. Se estan omitiendo los indices de ¥ por simplicidad, de otra manera escribirfamos 6W! =
—HA(tA)ij\I/j.

Siguiendo el mismo procedimiento que para el campo de Maxwell, establecemos que los pardme-
tros sean funciones de las coordenadas HA(:I:) y que, para A = 1,...,dim G, los campos gauge

transformen como

5AN () = ;8“9A(x) Lo AP (@) 60 (x), (1.77)

donde la constante de acoplo de Yang-Mills g mide la fuerza de las interacciones (es el andlogo
a la carga eléctrica e utilizada en caso abeliano). Continuando con el objetivo de encontrar unas

ecuaciones del movimiento y una accién invariantes gauge introducimos la derivada covariante
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actuando sobre los diversos campos:
DU = (0, + gtad;) U,
_ S A
D,u\I/i = ‘I/i(a,u_gtAAu)> (178)

Du¢™ = 8,0" + gfpc AL

mediante la cual calculamos el tensor de energia momento como [D,,, D,V = gF, Iﬁ,t AW, obte-

niendo asi
F;‘V = 0 A — 0, AL + g fre AL AS . (1.79)

Se comprueba que se trata de un tensor antisimétrico, sin embargo, al contrario que para el caso
abeliano, este tensor no es invariante gauge, lo que presenta la primera de las diferencias entre

ambas teorias. Debido a esto, podemos calcular su variaciéon bajo las transformaciones gauge:
A C A A
6F:U‘V - 9 fBC F/.Ll/ . (180)

Comparandolo con la ultima ecuacién de (1.76), observamos que el conjunto de campos F; ;ﬁ/ (A=

1,...,dim G) transforma bajo la representacién adjunta.

Por ultimo, debemos determinar la contribucién al lagrangiano del término cinético de los campos

gauge AZ‘, el cual viene dado por

1
—ZKABFAWF,EH (1.81)

donde Kap = f ACD fn DC es la métrica de Killing-Cartan, la cual utilizamos para subir y bajar
indices referidos al grupo de Lie. Para que la teoria funcione y no de lugar a energias negativas,
la matriz Kp debe ser definida positiva, ademads, buscamos también que no haya términos
mezclados, por lo que resulta que Kap = dap. Estas condiciones se satisfacen debido a la
condicién inicial de que el grupo de simetria sea simple y compacto. También es importante
notar que no podemos anadir términos de masa del tipo md4 BAZ‘AB“ debido a que éstos no son
invariantes gauge, lo que nos confirma que los bosones gauge representan particulas sin masa

como ya se habia comentado anteriormente.
Una vez conocidos todos los términos del lagrangiano, presentamos la accion de Yang-Mills como

1 _ .
SymlAy, ] = /d% [_4]‘%’1’? = Wi(y* Dy —m)¥'| (1.82)

la cual da lugar a las siguientes ecuaciones del movimiento:

(7M‘DM _m)‘lﬂ = 07

(1.83)
DFFj, = —J,%.

donde la corriente J,4 = n,,648J", se halla a partir de la versién no abeliana de (1.57):
J'y = =0kt W, y la derivada covariante de F;‘V viene dada por la tltima ecuacién de (1.78)

debido a que este transforma bajo la representacién adjunta.
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Una vez hecho el desarrollo y puesto que la teoria de Yang-Mills busca ser una generalizacién
de la electrodindmica, resulta interesante comprobar que, efectivamente, al tomar G = U(1) y

t4 = —i recuperamos las expresiones presentadas en la seccién anterior.

Caso G = SU(N)

Vamos a concluir nuestro estudio de la teoria de Yang-Mills examinando su caso més represen-
tativo, el grupo SU(N). Este grupo tiene dimensién N2 — 1 y estd compuesto por las matrices
N x N unitarias con determinante igual a 1. La representacion que utilizamos para el dlgebra de
Lie es la denominada representacion fundamental y es aquella en la que los generadores matri-
ciales t4 tienen la menor menor dimension posible, en este caso N x N. Estos generadores estan

determinados excepto por un factor de normalizacion, el cual fijamos imponiendo la condicién

1
tr(tatg) = —55,43. (1.84)

Si denotamos una matriz del grupo por U € SU(N), la matriz de la transformacion gauge U (z)

determinard una matriz U diferente en cada punto del espacio-tiempo, obteniendo asi:

U(x) = Uz)¥(z),

_ , (1.85)
U(z) = U (x)U (z).

La notacién utilizada para este caso consiste en agrupar los campos en un unico elemento (que

serd una matriz) de la siguiente manera:

D =gy,
A (1.86)
AM = A# ta,
de donde se obtiene el tensor de Faraday
Fu = Fita=0,A, — 0,A, + glA,, A)]. (1.87)
Las transformaciones gauge de estos nuevos campos vienen dadas por:
o - UPUL,
(1.88)

1
A, —»UA U + EU&)MU*1 :

Ademds, F),, transforma bajo la representacién adjunta, es decir, de forma andloga al campo
®, como ya se habifa comprobado. Las derivadas covariantes se obtienen a partir de (1.78) y

resultan en:

D,V = (0,+ gAY,
<

DU =0(0, — gA,) (1.89)

D,® = 8,9 + g[A,, D].
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Finalmente, la expresién de la accién se escribe de manera muy similar a (1.82), salvo por el

factor de normalizacién (1.84), obteniendo asi:
1 _
Sy m[Ay, V] = / dPz [2tr(FWFW) —U(y"D, —m)¥| . (1.90)

Esta accién es la que se utiliza para describir la contribucién correspondiente a las interacciones
fundamentales en el modelo estandar: la interaccién electromagnética, la interaccién débil y la
interaccién fuerte. Las particulas que interaccionan son los fermiones y las cargas correspon-
dientes a cada interaccion son la carga eléctrica, el sabor y el color, respectivamente, cada una
con su familia de bosones que media las interacciones: el fotén, los bosones W+, W, Z y ocho
gluones. Para describir de manera simultanea las tres interacciones el modelo estandar utiliza el
grupo de Lie

G=SU(@3)xSU((2)xU(1), (1.91)

donde SU (3) describe la interaccién fuerte y SU(2) x U(1) la electrodébil.
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Capitulo 2

Teoria de la relatividad general

En el primer capitulo hemos trabajado con los campos maés basicos y comunes, lo que nos
ha servido para familiarizarnos con las teorias de campos formuladas en el espacio-tiempo de
Minkowski. A raiz de todo este desarrollo previo, podemos hacernos una idea de cudl serd el
siguiente objeto de estudio: un campo tensorial g, el cual represente una particula de espin 2.
Estamos hablando de nada menos que de la teoria de la relatividad general (RG), la teoria de

campos cuyo fundamento es el tensor métrico g,,,, el cual se identifica con el campo gravitacional.

Sin embargo, aunque esta intuicién es correcta, el camino que debemos seguir para desarrollar
esta teoria no es tan sencillo. La RG es una teoria que postula que la gravedad se describe en
términos geométricos, es decir, no es una fuerza como se pensaba desde su descubrimiento por
Newton, sino que sus efectos se deben a la geometria variable del espacio-tiempo, estableciendo
asi una relacién entre la curvatura del espacio-tiempo (gravedad) y la materia o radiacién pre-
sente en el mismo. Por ende, abandonamos el ya conocido espacio-tiempo de Minkowski para
considerar uno cuya geometria sea no trivial. Para afrontar este nuevo marco teérico debemos
adentrarnos en una rama de las matematicas conocida como geometria diferencial, la cual serd
el formalismo mediante el que describiremos esta teoria. He dedicado el apéndice A para in-
troducir todos estos conceptos mateméticos previos al estudio de la RG con el objetivo de no
entorpecer el desarrollo fisico del trabajo. Este capitulo, junto con el apéndice A, estd basado
en los capitulos 2 a 4 de [14], las clases de relatividad general impartidas por el profesor Adolfo

Guarino y los capitulos 7 y 8 de [6].

2.1. Postulados de la relatividad general

Comenzaré introduciendo los principios sobre los que se sustenta la teoria. En primer lugar,
el renombrado principio de equivalencia, el cual estd fundamentado en la capacidad de, en un
entorno’ de cualquier punto del espacio-tiempo, poder encontrar unas coordenadas cuya métrica

sea la de Minkowski a primer orden (breve formulacién matemadtica en A.1.3).

'Es importante remarcar que esto es inicamente posible de manera local, ya que si no el espacio-tiempo serfa
completamente plano.
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Principio de equivalencia. Las leyes fisicas descritas por un observador que se en-
cuentra en caida libre en un campo gravitatorio son equivalentes a las que describe otro
observador que se encuentra en reposo en ausencia de gravedad. De manera analoga, un
observador en reposo en un campo gravitatorio describe las mismas leyes fisicas que otro

observador uniformemente acelerado en ausencia de gravedad.

Este principio nos indica que existe una equivalencia entre aceleracién y gravedad, es decir, la
trayectoria que describe una particula que se encuentra en caida libre debido a la fuerza de la
gravedad es equivalente a la que describe una particula libre? en un espacio-tiempo curvo. Es
esta relacion lo que le dio a Einstein la idea de tratar la gravedad como una variacién en la

geometria del espacio-tiempo.

Para poder comprender mejor esta idea se puede realizar el siguiente experimento mental. Con-
sideremos una particula libre que viaja por el espacio-tiempo a velocidad constante (por lo que
su trayectoria serd una linea recta) y que, en un cierto momento, pasara cerca de un cuerpo
muy masivo que genera un campo gravitatorio. Debido a la presencia del campo gravitatorio, la
particula sufrird una fuerza externa que alterara su trayectoria y, por tanto, dejara de ser una
linea recta. El principio de equivalencia nos dice que la trayectoria de esta particula es la misma
que seguiria una particula libre al considerar el espacio-tiempo curvado debido a la presencia

”3

del objeto masivo, es decir, las “lineas rectas”> en este espacio-tiempo curvo ya no son lineas

rectas como tal, sino que son curvas denominadas geodésicas.

Una evidencia clara de que el espacio-tiempo es efectivamente curvo es la observacién experi-
mental del efecto que tiene la gravedad sobre la luz. Segun las leyes de Newton sélo los objetos
con masa sufren el efecto del campo gravitatorio, sin embargo, se ha observado que los haces
de luz que recibimos en la Tierra provenientes de otros puntos del espacio siguen trayectorias

afectadas por la gravedad.

Otro principio fundamental para la RG es el principio de covarianza, el cual nos dicta la manera

en la que se deben escribir las ecuaciones que describen la fisica.

Principio de covarianza. Las leyes fisicas deben ser escritas en términos de tenso-
res. Asi, dichas leyes seran equivalentes en cualquier sistema de referencia y, ademds, la

existencia de las cantidades fisicas que describen serd independiente de las coordenadas.

4 estan definidos sobre la variedad diferenciable que representa el

Puesto que los tensores
espacio-tiempo, su existencia es intrinseca a la variedad y, por lo tanto, independiente de las
coordenadas que utilicemos. Es mads, las ecuaciones descritas mediante tensores seran vélidas

para cualquier observador, sin importar las coordenadas que emplee dicho observador. Esto se

2Las trayectorias que describen las particulas libres en un espacio-tiempo curvo son las geodésicas. Su definicién
matemadtica se encuentra en A.2.1.

3Considerando linea recta como la trayectoria que describe una particula libre.

4Se puede ver su definicién detallada en A.1.3, de donde resultan evidentes las afirmaciones realizadas en el
principio de covarianza.
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debe a las propiedades de transformacion que poseen los tensores bajo cambios generales de

coordenadas (g.c.t. por sus siglas en inglés).

2.2. Entendiendo la gravedad: las ecuaciones de Einstein

Una vez motivada la idea sobre la que se sustenta la RG, se procedera a realizar la correspondiente
deduccién matematica de las ecuaciones que describen la gravedad, conocidas como ecuaciones
de Finstein. Se hallaran las ecuaciones de movimiento en diferentes situaciones, comenzando con

la més sencilla, la de un universo vacio.

Ecuaciones de Einstein en el vacio

Para construir una accién adecuada se deben tener en cuenta ciertos factores, siendo el primero
de ellos que el diferencial de volumen que se ha de utilizar para la integral es el descrito en la
ecuacion A.42. Por otro lado, el lagrangiano debe ser invariante bajo cambios de coordenadas,
por lo que debe ser un escalar. El escalar més simple que codifica informacioén sobre la geometria
del universo es el escalar de Ricci R = g"”R,,,,, por lo que se obtiene asi la accion de Einstein-
Hilbert

Silo) = 5y [ @Pav=aR. (2.1)

Le atribuyo el subindice “g”puesto que es la accién debida tnicamente a la gravedad o geometria
del universo. La constante s se define como x? = 87 G, siendo G la constante gravitacional de

Newton. La variacion de la accién es la siguiente:

1
559 = - D.’L‘ (5\/ng + v —ggW(SRW + v _gR,ul/(s.gMV)
2K (2.2)

= (65g)1 + (85g)2 + (359)3

Se tratard cada término por separado y, por simplicidad, se utilizaran las coordenadas del sistema
de referencia inercial local (L.I.F. por sus siglas en inglés). De esta manera los indices p, v pasan
a ser indices a, b °. Comenzamos calculando §,/—g :

1 1
o/—g = =3 59 & 5V~ g9 Q—Qv—ggabég“b, (2.3)

F

donde se han utilizado las siguientes identidades:

(A)  O(det M) = det M - tr(A™16A).
(B) ¢" 0w = —Guw dgh”

5Cuando representamos los indices de un tensor con letras griegas estamos utilizando unas coordenadas cua-
lesquiera, mientras que si los indices son latinos, quiere decir que las coordenadas utilizadas son las del L.I.F., esto
es para enfatizar que estamos en un sistema de referencia plano a primer orden. Véase la descripcién del L.I.F.
en mayor detalle en A.1.3.

SRecordar que g representa el determinante de g, .

(2.4)
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Asi, el primer término de la accién resulta en

_ b
1™ 9x2

1
(05g) dPz\/—g (—2> R gap 69° . (2.5)
A continuacién, calcularemos una expresién para dRg,. Sabemos, de la definicién del tensor de
Ricci, que Ry, = R°,, v ademds, en el L.LF., las derivadas primeras de la métrica se anulan

(mientras que las segundas no se anulan), de donde deducimos
Rabcd = (90ng - adrgb = Rab = acrga - 8nga . (26)

Teniendo en cuenta que en el L.ILF. se verifica V, = 0,, podemos expresar la variacién del
tensor de Ricci como
ORup =V, 0y, — Vyole, . (2.7)

Volviendo al segundo término de la accion:

1
(9S0)2 = 5.5 [ dPv/=g |Velg™ 0T%,) = V(g™ oT5,)] . (2.8)

donde se ha utilizado el postulado de la métrica V,g,, = 0 para introducir la métrica dentro de
las derivadas covariantes. Observamos que ambos términos son divergencias covariantes, por lo
que, por el teorema de Stokes, son términos de frontera que se anulan si consideramos que las

variaciones del campo tienden a cero en el infinito (frontera).

Juntando de nuevo los términos de la accién se obtiene

1 1
05 =53 d”z\/=g <Rab - 2Rgab> g™, (2.9)
e igualando la ecuacién a cero y utilizando que, al ser una ecuacion tensorial es valida para
cualquier sistema de referencia (no solo el L.I.F.), obtenemos las ecuaciones de FEinstein en el
7
vacio”:

1
Ruy ~ 5Rguw =0 = Gu =0, (2.10)

donde G, es el tensor de Einstein definido en (A.68). Si multiplicamos esta ecuacién por la

inversa de la métrica g"¥, obtenemos R = 0 y por tanto, las ecuaciones de Einstein en el vacio

@11

Esta deduccién matematica de las ecuaciones sirve para darnos cuenta de la utilidad del principio

se reducen a

de covarianza, puesto que se ha realizado toda la deduccién para las coordenadas del L.I.LF., en
las que se trabaja de manera més sencilla, y, finalmente, hemos obtenido una ecuacién véalida

para cualesquiera coordenadas.

Cabe mencionar que, a pesar de que las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacio son

métricas cuyo tensor de Ricci es igual a cero, esto no implica que el tensor de Riemann deba

"Cabe mencionar que esta deduccién basada en el principio de minima accién no es la que realizé Einstein
cuando desarrollé la teoria, sino que fue planteada tiempo después por Hilbert.
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ser también nulo. Como consecuencia, observamos que a pesar de que este universo carezca de
materia y de radiacién, no tiene por qué ser un universo plano, sino que habra ciertas soluciones
con una geometria no trivial, ademas de, obviamente, la solucién cuya métrica es la de Minkowski.
Entre las soluciones cuya curvatura es no nula destaca la conocida métrica de Schwarzschild, la

cual veremos en la proxima seccién.

Gravitacion y constante cosmolégica

Como variacion al sistema fisico anterior, tenemos el caso de un universo vacio con una constante

cosmologica que denotamos por A. La accién es

Sylg] 1 / dPx/=g (R —2A). (2.12)

= 9k2

Puesto que A es una constante, obtenemos de manera sencilla las variaciones de la accién a

partir de los resultados obtenidos en el apartado anterior, obteniendo:

1
08y = 5.5 [ d”2v/=g (G + Ngu)3g"" . (2.13)

Obtenemos asi las ecuaciones del movimiento:
G;UJ + Aguu = 07 (214)

que, multiplicando por la inversa de la métrica, son equivalentes a

215

Como soluciones a esta ecuacién tenemos los dos casos mas destacados que describen universos
maximalmente simétricos en funcién del signo de A. Para A > 0 tenemos los espacios de Sitter,
utilizados para describir nuestro universo debido a la expansién acelerada del mismo, mientras
que para A < 0 tenemos los espacios Anti de Sitter (AdS) que, a pesar de que sabemos que
nuestro universo tiene constante cosmoldgica positiva, cuentan con una amplia gama de aplica-
ciones, entre las cuales destaca la correspondencia AdS/CFT, la cual introduciremos al final del

trabajo.

Gravitacion acoplada a materia (campo escalar)

A continuacién, anadiremos a nuestro universo una particula de espin s = 0 representada por
un campo escalar ¢ y obtendremos de nuevo las ecuaciones de Einstein. Para ello, se debe sumar
a la accion el término correspondiente al campo escalar en un espacio-tiempo curvo, el cual se
obtiene simplemente teniendo en cuenta el nuevo diferencial de volumen e intercambiando las

derivadas parciales por derivadas covariantes, obteniendo asi

Slg.6) = Sylal +Solg. o = 515 [ Pav=gR + [ dPay=g [—;gﬂ”vmvm— V(). (216)
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que, al tomar variaciones, resulta en

08 =

555W+535¢:[

08 08, .S,
(59“” g 5¢ z + ¢:|5gl“’+¢5¢'

2.1
oghv — oghv 09 (2.17)

El primer término lo hemos calculado en la Ecuacién (2.9) y el segundo término lo relacionamos

con el tensor energia-momento del campo escalar como

55
dghv

- / dPuy/=g TS, . (2.18)

Por otro lado, el resultado de igualar tercer término a cero no es mas que la ecuacién de mo-
vimiento de un campo escalar sometido a un potencial, que, al encontrarnos en espacio-tiempo

curvo, resulta en la ecuacién de Klein-Gordon con las derivadas covariantizadas:
Op——=0, (2.19)

donde el d’alembertiano covariante es U= g""V,V,.

La otra ecuacién se corresponde con las ecuaciones de Einstein en su forma completa

G = 87GTY, (2.20)

El tensor energia momento se calcula a partir de (2.18) y viene dado por

1
TS, = 04 006 + guv | = 50" 000056 = V(9) | . (2.21)

que, como podemos comprobar, coincide con el obtenido (1.39) si intercambiamos 7, por g,

Las ecuaciones de Einstein de (2.20) representan un sistema de 16 ecuaciones, sin embargo, la
simetria del tensor de Einstein y la identidad de Bianchi V#G/,,, = 0 provocan que tinicamente
sean independientes 6 ecuaciones. Por otro lado, para que las ecuaciones de Einstein sean con-
sistentes, estas dos propiedades las tendra que verificar también el tensor de energia-momento.
La simetria se deduce trivialmente de su definicién en (2.18). Para comprobar que el tensor de
energia-momento se conserva vamos a calcular la variacion de la accién del campo bajo cambios

infinitesimales de coordenadas®:

5£5¢—/d%\/ [ T4 S gy + —20¢| - (2.22)

0L

00
El segundo término se anula si consideramos que se satisface la ecuacién del movimiento del
campo escalar y la variacién de la métrica viene dada por su derivada de Lie (A.58). Ademas,
puesto que hemos construido la accién S4 para que sea invariante bajo cambios generales de
coordenadas, la variacién (2.22) se anula. Teniendo todo esto en cuenta y utilizando la simetria

de T q’; ¥ obtenemos:

¢Sy = / dPa\/—gTh "V 16, =0, (2.23)

8Se estudian los cambios de coordenadas infinitesimales y las derivadas de Lie en la seccién A.1.3.
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que, integrando por partes y utilizando el teorema de Stokes, resulta en la siguiente ley de
conservacion:
VAT, =0, (2.24)

la cual es la extension covariante de la deducida en la seccién 1.2.

Gravitacién acoplada a radiacién (campo de Maxwell)

En este caso estudiaremos las ecuaciones de movimiento que sigue un fotén en presencia de
gravedad y cémo la presencia del mismo afecta a la curvatura del espacio-tiempo. Como ya
vimos en el capitulo anterior, un fotén es una particula de espin 1 que se representa mediante

el campo gauge A, (), luego se debe afiadir a la accién el término cinético del fotén:

Slos A) = Sylg) + Salgs A) = 5.5 [ Pav=gR + [ a5 [—iFuyw} @)

Se debe tener en cuenta que al estar en un espacio-tiempo curvo, las derivadas del tensor de

Faraday se deben covariantizar?:

Fo=V,A, —V,A,=0,A, - 0,A,, (2.26)
aunque al tratarse de un rotacional y teniendo en cuenta que la torsién es nula, es facil comprobar
que se da la segunda igualdad.

Procediendo de igual manera que en el caso anterior se obtienen dos ecuaciones, una correspon-
diente al movimiento del fotén:

VM =0, (2.27)

que es la versién covariante de las ecuaciones de movimiento de un fotén libre en el espacio-tiempo

de Minkowski, y la otra ecuacién coincide con la obtenida en (2.20):

G = 87GT}, |, (2.28)

excepto por que en este caso el tensor de energia-momento es el de un fotén, el cual viene dado
por

1
T;ﬁ/ = ngFusz/a - ZQMVFPUFpO' . (2.29)

Si lo comparamos con el obtenido en el espacio-tiempo de Minkowski (1.74) (eliminando la
contribucién del campo de Dirac), observamos de nuevo que coinciden al intercambiar la métrica

de Minkowski por g,,,. Su ley de conservacién se deduce de manera analoga a la del campo escalar.

Comprobamos que los resultados obtenidos son muy similares a los del caso escalar, que se
resumen en dos pasos: encontrar el tensor de energia-momento propio de la particula estudiada
para introducirlo en las ecuaciones de Einstein y resolver las ecuaciones del movimiento en su

forma covariantizada.

9En este caso nos referimos a la covariantizacién de la derivada respecto a la conexién de Christoffel utilizada
en RG, no a la covariantizacién de la teoria gauge del electromagnetismo.
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Las ecuaciones de Einstein en su forma completa nos indican cémo afecta la gravedad a la materia
o radiacién presente en el universo, ya que su movimiento se ve afectado por la curvatura que
genera el campo gravitacional. También nos muestran la manera en la que se genera la gravedad
a partir de la materia y de la radiacién, es decir, como la existencia de las mismas produce

variaciones en la curvatura del espacio-tiempo.

2.3. Soluciones a las ecuaciones de Einstein: agujeros negros

Una vez presentadas las ecuaciones de Einstein en diferentes condiciones, pasamos a estudiar

dos de las soluciones mas destacadas de las mismas, ambas correspondientes a agujeros negros.

El agujero negro de Schwarzschild

Como se menciond en la seccién anterior, existen soluciones no triviales a las ecuaciones de
Einstein en el vacio. En este caso presentamos el agujero negro de Schwarzschild, descrito por

una métrica estatica, isotrépica y asintéticamente plana'®, la métrica de Schwarzschild:
T rg\ 1
ds® = — (1 - i) dt? + (1 - i) dr? + r2d032 (2.30)
r r

donde d23 = df?+sin?0de? es la métrica de la 2-esferay rg = 2GM es el radio de Schwarzschild,
cuyo valor se obtiene al tomar el limite de gravedad newtoniana. Por tanto, esta métrica esta
determinada por un tnico parametro M, que interpretamos como la masa puntual del agujero

negro percibida por un observador en el infinito.

Las singularidades de la métrica se obtienen cuando alguna de sus componentes tiende a infinito,
por lo que en este caso tenemos dos: en r = rg y en r = 0. No obstante, se debe tener en cuenta
que estas singularidades pueden depender de las coordenadas. Para comprobar esta dependencia
basta con calcular un escalar (puesto estos no dependen de las coordenadas) y evaluarlo en las

singularidades. Calculamos asf el escalar de Kretschmann

2
K = Ryypoe RMP = 12:% , (2.31)
el cual inicamente posee una singularidad en r = 0. Decimos asi que r = rg es una singularidad
coordenada, es decir, es fruto de la eleccién de coordenadas y se podria eliminar al hacer un
cambio de las mismas, mientras que la singularidad en r = 0 estd siempre presente, por lo que
recibe el nombre de singularidad fisica. La singularidad r = rg también se denomina horizonte
de sucesos y posee la caracteristica de que, al emitir un haz de luz en una determinada direccién
hacia el agujero negro, este pareceria tardar un tiempo infinito en alcanzar dicho horizonte. No
obstante, en realidad la luz si que llega al horizonte; es el observador quien percibe que la luz

nunca lo alcanza, aunque esto no sea asi.

10Una métrica asintéticamente plana es aquella que, en el limite 7 — oo, se obtiene la métrica de Minkowski.
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El agujero negro de Reissner-Nordstrom

A continuacién, veremos una solucién a las ecuaciones de Einstein que nos serda de utilidad
mas adelante a la hora de obtener soluciones de una teoria de supergravedad 11-dimensional.
El agujero negro de Reissner-Nordstrom es una solucion estéatica e isotrépica de la teoria de
gravedad acoplada a un campo de Maxwell, cuyas ecuaciones del movimiento fueron obtenidas
en (2.27) y (2.28). Por tanto, se trata de una extension del agujero negro de Schwarzschild en
la que se considera que posee carga eléctrica y magnética, o bien solo una de ellas. La métrica

del agujero negro viene dada por

r2 r2N -1
ds® = — <1 Sy ‘j) dt* + <1 _ ISy Cj) dr® 4 r2dQ3 (2.32)
roor roor
donde se ha utilizado la métrica de la 2-esfera d23, el radio del agujero negro de Schwarzschild
rg = 2GM vy el radio
ry =G(Q2+Qn). (2.33)

siendo M la masa del agujero negro, Q. su carga eléctrica y @,, su carga magnética'l, todas

percibidas por un observador en el infinito. Por otro lado, el campo gauge de la solucién es

A, =— <%,0,0, Qm0089> ) (2.34)

que da lugar a un tensor de Faraday cuyas componentes no nulas son las correspondientes a los

campos eléctrico y magnético en la direccion radial:

Qe

Fy=~Fy=E =—"3, Fpy=—B, = Qusind. (2.35)

En este caso la métrica tiene tres singularidades correspondientes a los valores
r=0, ro =GM=£,/(GM)? -1}, (2.36)

siendo r = 0 una singularidad fisica y r = r_ y » = r4 dos horizontes, denominados horizonte

interior y horizonte exterior, respectivamente.

A partir de la expresién de r4+ se deduce la relacién
GM® > Q2 +Qr, (2.37)

ya que en caso contrario no se tendria horizonte, teniendo asi una singularidad desnuda en r = 0,
lo que no es posible segin postula la conjetura de la censura cdsmica. Sin embargo, podemos
centrarnos en el caso GM? = Q? + Q2,, en el que los horizontes coinciden: 7, = r_, teniendo

asi un agujero negro extremal de Reissner-Nordstrom. Bajo esta condicion podemos expresar la

métrica como ) )
ds? = — (1-"2) a2+ (1-22) " ar? + r2a03, (2.38)
r T

11 ”_ . .
Hasta el momento no se han detectado monopolos magnéticos, aunque esto no nos impide considerarlos,
puesto que tienen implicaciones tedricas interesantes.
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Figura 2.1: Agujero negro de Reissner-Nordstrom.

donde rg = GM es el horizonte. Haciendo una traslacién r — r — rg obtenemos
-2 2
ds® = — (1 + T—Q) dt? + (1 + T—Q) (dr? + r2d03) | (2.39)
r r

teniendo por tanto el horizonte en la posicién r = 0. Veamos qué forma tiene la métrica en un

entorno muy pequeno del horizonte. Para ello, consideramos r — 0, lo que implica que

o2 ros 2
ds? ~ —<—) dt* + (—Q> dr® + rédQ%. (2.40)
rQ r
Los dos primeros términos de esta métrica se agrupan para dar lugar a un espacio-tiempo AdSs
con radio g, mientras que el tercer término se corresponde con la métrica de una 2-esfera 5?2

también de radio rq, es decir, el espacio-tiempo en un entorno del horizonte es AdSz x S2.

2.4. Los frames: una formulacion alternativa de la relatividad

general

Como hemos podido comprobar en la secciéon anterior, no hemos tenido ninguna dificultad a la
hora de considerar bosones en RG, esto se debe a que, al tener espin entero, estas particulas se
representan mediante tensores, que son las herramientas fundamentales utilizadas en RG. Sin
embargo, el estudio de los fermiones en RG requiere introducir un nuevo formalismo que nos
permita extender la teoria al campo de los espinores. Con este nuevo objetivo introduciremos
una serie de conceptos geométricos que mas adelante utilizaremos para estudiar de manera

satisfactoria los fermiones en RG.

2.4.1. La conexién del espin

Los espinores son campos que transforman bajo representaciones espinoriales del grupo de Lo-
rentz, por lo que para introducirlos en la RG debemos de alguna manera tener un espacio donde
podamos realizar dichas transformaciones. La clave para poder llevar esto a cabo son los frames
o vielbeins (definidos en el apartado A.1.3), mediante los cuales podemos realizar un cambio

de base en el espacio tangente a la variedad en cada punto para que nuestra métrica sea la de
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Minkowski. Veamos como podemos hacer esto, comenzamos recordando que los frames son unas

matrices e?, () que satisfacen la ecuacién:

g;w(x) = eau(‘r) Nab eby(x) (2.41)

lo que, intuitivamente, podemos interpretar como que los frames son la “raiz cuadrada” de la
métrica. Ademds, si denotamos e = det e, se tiene que /—g = e, por lo que podemos escribir el
diferencial de volumen como dv = d”x e. Las nuevas bases ortonormales de los espacios tangente

y cotangente se obtienen mediante las siguientes ecuaciones:

eq = €,"0y,

(2.42)
0% = e“ud:v“ )

Nota. Se estan omitiendo las dependencias de las coordenadas (x) para abreviar la notacién.

A partir de (2.42) podemos obtener las coordenadas de los vectores tangentes y cotangentes en

la nueva base ortonormal como:
V& =¢e* VH*,
a (2.43)
Va=1¢e"Vy,

sobre las cuales tomaremos derivadas covariantes segiin una nueva conexioén w #ab a la que deno-

minamos conexion del espin:
a __ a a yrb
D,V*= 0,V +w, WV,

, (2.44)
DyVa= 0yVa—w, Vb
Imponiendo la condicién
Ve, = 0uet, + wuabeby —Tfe, =0, (2.45)

la cual denominamos postulado de los vielbeins, obtenemos la relacion entre la conexién del espin

y los simbolos de Christoffel:

wuab = eayebpl“zp — e, 0u€e”, . (2.46)

14

Nota. La notacién que estamos utilizando para las derivadas covariantes es la siguiente:

= D, denota derivadas covariantes respecto a las conexiones gauge (Yang-Mills) y res-

pecto a la conexién del espin.

» V, agrupa las anteriores junto con las derivadas covariantes respecto al

espacio-tiempo, es decir, respecto la conexion de Christoffel.

Ejemplo: V,e%, = Dye®, — Tje,.

Teniendo en cuenta que nuestra conexién satisface V,g,, = 0 y utilizando el postulado de

los vielbeins, obtenemos que D,n, = 0, de donde se deduce que la conexién del espin es

antisimétrica en los indices latinos: wq.p = —Wypa-
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Por tltimo, podemos expresar la métrica en esta nueva base y utilizar la ecuacién (2.41) para

obtener

Gab = ea#guueby = Nab » (2-47)

lo que nos confirma que la métrica que describe esta nueva base es la de Minkowski. De esta mane-
ra, mediante los frames hemos podido construir en cada punto de la variedad un espacio-tiempo
de Minkowski, donde sabemos que los vectores transforman bajo transformaciones del grupo de
Lorentz. Sin embargo, estas transformaciones de Lorentz no son las usuales, sino que tienen algo

de especial: fijandonos en la ecuacién (2.41) observamos que cualquier frame e’ a“(x) dado por
(@) = Ay (2)e, (2) (2.48)
e (x p()e’,(z .

define la misma métrica que e*,(z), donde A% (z) es una matriz de Lorentz dependiente de las
coordenadas. Por tanto, en este espacio-tiempo de Minkowski construido mediante los frames,

tenemos una simetria bajo transformaciones locales de Lorentz (L.L.T.).

Indices curvos e indices planos

Tras haber introducido este nuevo formalismo, contamos con dos maneras diferentes de traba-
jar. Si consideramos un vector V 2 viviendo en la variedad que representa nuestro universo,

tendremos las dos siguientes posibilidades:

1. Proyectar el vector V sobre la base coordenadal!? {8#}5:_01 del espacio tangente de manera
que tenga unas coordenadas V# que transformen bajo cambios generales de coordenadas:
ox'H

Vit = vy, 2.49
D (2.49)

2. Proyectar el vector V sobre la base ortonormal no coordenada {ea}fz_ol del espacio tangente
de manera que tenga unas coordenadas V¢ que transformen bajo transformaciones locales
de Lorentz:

Ve =AY (2)V?, (2.50)

En el primero de los casos tenemos a los bosones, los cuales podemos tratar de la manera usual
en RG sin entrar en nuevos formalismos. Por otro lado, los fermiones seran las particulas que
consideremos en el segundo caso, aunque como sabemos no son vectores V¢, sino espinores V.
Teniendo esto en cuenta, recuperamos (1.63)'* para escribir las transformaciones jlocales! del

grupo de Lorentz como:

l)\ab

U(z) — S[A] W (A 'z) = en? @y (A~ 1g) (2.51)

12 Aunque estemos tomando un vector, esto se puede extrapolar a un tensor de cualquier rango.

3Denominamos base coordenada a aquella que construimos a partir de las coordenadas z* que estemos uti-
lizando, mientras que una base no coordenada es aquella que construimos sin tener en cuenta las coordenadas,
como es el caso de la base ortonormal de los frames.

MDebemos tener en cuenta que los indices que en el capitulo 1 denotdbamos por letras griegas, en este caso
pasan a ser letras latinas debido a que estdbamos trabajando en Minkowski.
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donde esta vez los pardmetros A% son dependientes de las coordenadas. De este modo, la derivada

covariante que introducimos actuando sobre el campo de Dirac viene dada por:
1 ab B
Du\l’a = 8u\1’a + Zw“ (vab)a \Ifﬁ . (2.52)

Omitiendo los indices espinoriales las derivadas covariantes del campo de Dirac y su conjugado

son: )
D,V = (9, + Zwuab’yab)\ll ,
oo (253)
UD,=¥(0, - 1% Yab) -
ds? = n,eet
Figura 2.2: Espacio-tiempo de Minkowski obtenido mediante los frames.
Curvatura

Con las derivadas ya covariantizadas y el formalismo de los frames establecido, lo tinico que nos
falta antes de poder escribir la accién es obtener el resto de tensores en funcién de los frames.
Comenzando con la curvatura, obtenemos una expresion de sus componentes en esta nueva base
de la misma manera que en (A.63):

[Dy, DJV* =R, V", (2.54)

dando como resultado:
a a a a C a C
wa—auwyb—ﬁ,,w#b—i—wu cwW,p—w, w, (2.55)

Para obtener el tensor de Ricci debemos contraer el primer indice con el tercero, aunque se debe

tener en cuenta que uno es curvo y el otro plano, por lo que se contraen mediante los frames,
a . . . , .

resultando en: R, = e, R;w ,- Finalmente, para el escalar de Ricci contraemos los indices del

tensor de Ricci obteniendo R = eb"Ryb = eb”nbch.
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2.4.2. Espinores en relatividad general

Tras haber introducido esta nueva formulacion de la RG, nos encontramos con las herramientas
suficientes para poder dar una accién que describa la gravedad acoplada al campo de Dirac. Esta
accién debe ser invariante bajo transformaciones locales de Lorentz, por lo que debe aparecer la
derivada covariante (2.53) y, ademds, debe estar descrita en términos de los frames. Presentamos

asi la accion

D 1 ap bv 1 ,uH
Sle, V] = Syle] + Siyale,¥] = [ d”ze g3c e ey — 5\117 D,¥ (2.56)

donde para la contribucién del campo de Dirac hemos partido de la accién modificada (1.60).
Nota. e = nabeb“ y YH = vt

Tomando variaciones de la accién respecto a ¥ y ¥ obtenemos las ecuaciones de movimiento del
campo de Dirac en un espacio-tiempo curvo, que se corresponden con la versién covariante!® de

la ecuacién de Dirac y su conjugada:

VD, =0,
e (2.57)
U~ D, =0.

Por otro lado, las variaciones del campo e (z) dan lugar a las ecuaciones de Einstein en el caso

de una particula de espin 1/2:

(2.58)

1_ © <
G = 81G 1\11 <’yﬂDV + ’y,,Du) v

donde podemos identificar, al igual que en los casos bosénicos, el tensor de energia-momento del

campo de Dirac con

1._ “ o
TUV - 1\1’ (’}/M.DV + ’YV'D,U'> \Il, (259)

que es la versién covariante y sin masa de (1.62)'6. Se comprueba ficilmente que se trata de un

tensor simétrico y su ley de conservacion se deduce de forma analoga al caso del campo escalar.

2.4.3. Explorando la relatividad general como una teoria gauge

Antes de concluir con este capitulo sobre la teorfa de la relatividad general, vamos a dar una
vision alternativa de la teoria. Como se explicéd en la seccién 1.5, las teorias gauge son teorias
que trabajan con simetrias locales, por lo que, la simetria local del grupo de Lorentz que posee
la RG es, en efecto, una simetria gauge. Debido a esto, podemos concebir la RG como una teoria

gauge cuyo grupo de simetria es el grupo de Lorentz y el campo gauge es la conexién del espin.

15En este caso, covariante respecto a la conexién del espin.
16No aparece el término proporcional al lagrangiano ya que estamos suponiendo que se satisfacen las ecuaciones
del movimiento y, por tanto, es nulo.
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Obteniendo de manera explicita la transformacién de la conexién del espin:

w, = Aw S (A% + A% 9, (A5, (2.60)

y comparandola con la transformacién del campo gauge de la teoria de Yang-Mills:
a a C - 1 a - C
(A,u) b U c (AM) d (U 1)db + EU caﬂ (U 1) b (261)

observamos que son equivalentes al tomar U = A € SO(1,3). Ademds, podemos comparar

también el tensor de Riemann o curvatura

Rwab =0,w, ", — 0, Wuab +w,%w, b —w, % wucb (2.62)
con el tensor de Faraday por componentes
(Fuw)™ = 0u(Av)% — 0u(Ap) % + 9(Ap)(Av) — 9(An)* (Ap)% - (2.63)

De nuevo comprobamos que las expresiones son equivalentes utilizando los campos gauge apro-
piados. Como bien sabemos, la RG es una teoria puramente geométrica, ya que los tensores
que utilizamos son herramientas definidas sobre el objeto matematico que representa nuestro
universo, una variedad diferenciable. Por tanto, al hacer esta comparativa con las teorias gauge
y observar que ambas se basan en un formalismo similar, notamos que las teorias gauge también
tienen una naturaleza geométrica inherente. Mientras que la RG se fundamenta en la geometria
del espacio-tiempo, entendido como una variedad diferenciable, las teorias gauge se basan en la
geometria de unas estructuras conocidas como haces fibrados. En estas estructuras matematicas
también se pueden definir conceptos como la conexién y la curvatura, los cuales resultan ser los

bosones gauge y el tensor de Faraday, respectivamente.
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Capitulo 3
Supergravedad pura

Tras haber dedicado los capitulos anteriores a introducir todas las bases necesarias para la formu-
lacién de una teoria de supergravedad, se puede puede proceder con el desarrollo de dicha teoria.
Para ello, serd necesaria la introduccion de un nuevo campo que resultard de vital importancia,
ademads de unas breves nociones de espinores de Majorana y de supersimetria que serviran para
motivar algunos pasos del desarrollo. Una vez definida la supergravedad, nos enfocaremos en
estudiar las dos variante mas sencillas de la misma. Este capitulo esta basado en los capitulos
3,5, 6,9y 10 de [6], los capitulos 2 y 3 de [7] y el capitulo 12 de [2].

3.1. El gravitino

A lo largo del trabajo hemos ido estudiando los diversos campos que utilizamos para representar
particulas de espines 0, 1/2 y 1 en el modelo estandar y de espin 2 en relatividad general.
Debido a esto, podemos preguntarnos qué ocurre con el espin 3/2: jno existe una particula
fundamental cuyo espin sea 3/27 Se sabe que cualquier teorfa invariante Lorentz e invariante
gauge que describa una particula de espin mayor que 2 tendrd un lagrangiano trivial, es decir,
no interaccionara con el resto de particulas. Debido a esto, parece poco intuitivo que existan

particulas de todos los espines s < 2 excepto aquella con s = 3/2.

Con el objetivo de dar respuesta a estas dudas y observar las posibles consecuencias que pueda
tener la existencia de una particula de espin 3/2, a la que conocemos como gravitino, intro-
ducimos en esta seccién un nuevo campo. En el capitulo 1 vimos que las particulas de espin
1 se representan mediante campos vectoriales, mientras que las de espin 1/2 mediante campos
espinoriales, de esta manera, considerando el espin 3/2 como una composicién de los espines 1 y
1/2, representamos este nuevo campo mediante un vector-espinor ¥, (x) al que, inicialmente,

consideraremos sin masa.

Nota. En general omitiremos los indices espinoriales, al igual que para el campo de Dirac.
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3.1.1. Espacio-tiempo de Minkowski

A continuacién, trataremos de buscar una accién adecuada para este nuevo campo y, como
primer paso, lo haremos en un espacio-tiempo de Minkowski para posteriormente generalizarlo
a un espacio-tiempo curvo. Como cualquier accién en el espacio-tiempo de Minkowski, debera
ser invariante Lorentz. Ademads, al tratarse de un fermion, las derivadas deberdan ser de primer
orden y el lagrangiano deberd ser hermitico para que la ecuacién de \TJM sea la conjugada de la
de ¥,. De esta manera, buscamos una accién similar a la del campo de Dirac (1.52) donde se
utilizan las matrices del algebra de Clifford, aunque, en este caso, para contraer todos los indices
de la ecuacion deberemos hacer uso de las matrices de rango tres descritas en (1.65). Con todos
estos ingredientes, la accién resultante es la accidn de Rarita-Schwinger [13]:

S/ Wp] = =5 dPx U ,4"P0, W, . (3.1)
Se ha anadido la constante 1/2x2 para simplificar clculos posteriores. Las ecuaciones del movi-

miento obtenidas son:
PO,V , =0. (3.2)

Podemos observar que, ademas de todas las condiciones que le hemos impuesto a la accién, esta
y las ecuaciones del movimiento poseen una caracteristica extra: una simetria bajo la siguiente

transformacién gauge:

VUya(x) = Wpuo(r) + Opealx) . (3.3)

Esta transformacién resulta muy similar a la del fotén (1.67), aunque con una ligera modificacion,
el parametro de la transformacion, €,, ya no es un escalar, sino que se trata de un espinor
1/2. Debido a esto, observamos que el vector-espinor W,, posee caracteristicas tanto de los
vectores como de los espinores, resultando asi en un campo muy particular el cual cobrara

mayor importancia a la hora de introducirlo en la relatividad general.

3.1.2. Espacio-tiempo curvo

Con los conocimientos adquiridos en el capitulo anterior a la hora de extender acciones a
espacio-tiempos curvos y acoplar fermiones a la RG junto con la accién presentada en (3.1),
podemos formular sin mayor dificultad una acciéon para el gravitino en un espacio-tiempo curvo,

resultando en:

1 T/ v
S3/ale, V] = ~5.2 APz e W, 4"*D,V,, (3.4)

donde la derivada covariante del gravitino deberia contener la conexién de Christoffel y la cone-
xién del espin:
1
Vilia = 0, Wva — T4, T 0 + Zwuab(%b)a%yﬁ , (3.5)
sin embargo, al estar contraida con el elemento de tercer rango del dlgebra de Clifford v**7,

el cual es completamente antisimétrico, el término espacio-temporal que aporta el simbolo de
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Christoffel se anula debido a que este es simétrico’, es decir:
YNV, W, = A*PDL Y, (3.6)
Por otro lado, las ecuaciones del movimiento obtenidas son la versién covariante de (3.2):
YD, = 0. (3.7)

Ahora, surge la cuestién de si esta accion, al igual que la del espacio-tiempo plano, exhibe una

simetrfa ante la transformacién gauge?
Vya(x) = Wyuo(r) + Dyea(x) . (3.8)

Para resolver esta cuestién, calcularemos la variacién de la accién respecto del parametro e.
Unicamente tendremos en cuenta los términos a primer orden en \Ilud. Debido a la importancia

de este cdlculo para el trabajo se realizara detalladamente. Comenzamos calculando

853/ 9.53/2 0532
6653/2 == ?566 5\11“ (56\];’“ (5\1/ (5 \If
(553/2 3

1
= d:veé\ll’y“pD\I’

1
=3 dP weeD uYPDLY,
donde en la segunda igualdad hemos utilizado que el primer término es de orden mayor que
uno en ¥, y que las variaciones de ¥, y \T/# coinciden. Integrando por partes y utilizando la

antisimetria de las matrices « obtenemos

1
0eS3/2 = — dPzeeyH "D,D,Y,
“1 (3.10)
== deee’y‘“'p [DM,D 19,.
A continuacién, utilizamos la identidad
1 ab
[D/MDV]\II = ZRuuabV v (3.11)
para obtener
1 pvp
0eS3/2 = 55 dPx eeyHvP~® Rm,ab\lfp. (3.12)

'Recordemos que la conexién del espacio-tiempo que estamos utilizando es la conexién de Levi-Civita, que
tiene torsién nula y, por tanto, es simétrica (A.2.1).

2En este caso se utiliza la derivada covariante respecto a la conexién del espin, puesto que el pardmetro es un
espinor y el espacio-tiempo es no trivial.

3Se tienen también contribuciones de términos de orden tres en ¥,, que omitiremos por el momento.

40



Para continuar, debemos manipular el producto de las matrices gamma de rangos dos y tres,

para lo que utilizamos las propiedades de las mismas. El producto de ambas matrices resulta en:
Py = AP 4 6’7[“1/[()5;)}&] + 67[u5u[b5p]a] : (3.13)
luego, contrayendo esta expresién con el tensor de Riemann, obtenemos:

'y'uyp'yabRul/ab = ’V'prabR;wab + 6Ruy[pb’y'uyb] + 67[#R,u1/py} :
—— —— \—(3/—/) (3.14)
2

El primero de estos términos es cero por la primera identidad de Bianchi (A.64), ya que
fyuupabR,uuab = 'YlwpabR[uua}b =0. (315)

Desarrollando (2) haciendo uso de las propiedades de simetria de las matrices v y del tensor de

Riemann obtenemos:

o uvb] _ p . uvb p vpb
P ST (3.16)

= —2Ry,,; " + ARy =0,

que se anula pues el primer sumando se anula de nuevo por la identidad de Bianchi y el segundo

por la simetria del tensor de Ricci y la antisimetria de la matriz . Finalmente, desarrollando
(3):
67[“ RWW] = 4yt RWPV + 24P RWVM
=4"R —29"R

1 (3.17)
= 4,YM(RMP _ §5MPR>
= 47“6*”’].
Por lo que llegamos a 'y“”py"bRw,ab = 49"G,, lo que implica que
1 D V=
0eS3/0le, W,] = 32 d zeG " ey, (3.18)

donde salta a la vista la aparicién del tensor de Einstein. Nos encontramos en el punto maés
destacado del trabajo, pues es este calculo el que da lugar a la idea de la supergravedad. Antes
de continuar, hagamos una pequena recapitulacién del procedimiento realizado. Acabamos de
introducir un nuevo campo con el cual buscamos describir el comportamiento de una particula
de espin 3/2. Para ello, hemos seguido el procedimiento rutinario al imponer condiciones a la
accién y hemos observado que dicha particula posee una simetria gauge cuyo parametro es un
espinor. Es mas, al considerar un espacio-tiempo curvo y realizar variaciones de la accion, el
resultado que obtenemos es proporcional al tensor de Einstein, que es el tensor obtenido al
realizar variaciones a la accién de Einstein-Hilbert. Como consecuencia, resulta légico pensar

que este nuevo campo tiene una relacion directa con la interaccion gravitatoria. Nos encontramos
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ante la idea fundamental de la supergravedad.

3.2. Espinores de Majorana

En el capitulo 1 se comenté la existencia de un tercer tipo de espinor ademaés de los espinores de
Dirac o de Weyl, cuya funcion es describir aquellos fermiones con la propiedad de ser su propia
antiparticula. En esta seccién veremos algunas propiedades que poseen estos espinores y algunas

relaciones que seran de utilidad en futuros desarrollos.

Los espinores de Majorana son espinores de Dirac en dimensién D sobre los que se ha impuesto

una condicién extra denominada condicion de realidad, la cual es
A= B\, (3.19)

donde B = itqCH siendo ty = £1 y C una matriz unitaria denominada matriz de conjugacion
de carga. La imposicién de esta condicion resulta en que los espinores de Majorana existan
Unicamente en dimensiones D = 2, 3,4 mdd 8. El interés de estos campos radica en que, debido
a la condicién (3.19), poseen la mitad de grados de libertad que los campos de Dirac, siendo asi
mas fundamentales. Por esta razon, los campos espinoriales desempenian un papel esencial en

las teorias de supersimetria y de supergravedad.

A pesar de que en dimensién genérica el conjugado de un espinor de Dirac se define como
¢ = ¢TC, debido a la condicién de realidad, el conjugado de un espinor de Majorana coincide

con el adjunto de Dirac en dimensién 4, es decir:
A= MC =)0, (3.20)

Las relaciones mas utilizadas que involucran espinores de Majorana y matrices del dlgebra de

Clifford son las siguientes:

Rh = (321)
) =t A ‘

donde A y x son unos espinores de Majorana cualesquiera, r determina el rango de las matrices
gamma (se definieron las matrices de rango r en (1.64)) y t, = £1 dependiendo del rango r. Los

valores de ¢, vienen completamente determinados por:

to=+1, t1 =—-1, to=—-1, ts=+1, t,1q4 =1t (322)

3.3. N =1,D =4 SUSY

Antes de proseguir con el estudio del gravitino, es pertinente ofrecer una breve explicacién de
la supersimetria (SUSY), ya que servird para contextualizar y motivar los pasos préximos del

desarrollo. La supersimetria es una teoria desarrollada en el espacio-tiempo de Minkowski que
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establece relaciones entre bosones y fermiones, agrupandolos en parejas denominadas supermaul-
tipletes o, simplemente, multipletes, los cuales determinan las transformaciones de simetria. De

manera esquematica se tiene:
d¢ bosén = fermién, I, fermién = bosén . (3.23)

La idea fundamental de esta teoria es la adicion de unos nuevos generadores a nuestro algebra de
Poincaré, denominados supercargas, para formar asi un superalgebra. En general, estos nuevos
generadores son una tupla de N espinores Qf, (i = 1,...,A), aunque en esta descripcién nos
centraremos en el caso NV = 1. Es este nuevo generador Q, el que, al poseer espin 1/2, nos
permite transformar fermiones en bosones y viceversa, teniendo asi una teoria supersimétrica.
Esta idea se entiende mejor en el formalismo cuantico, donde las supercargas Q son operadores

cuanticos que actian sobre los estados de ambas particulas:
Q |bosén) = |fermién) , Q |fermién) = |bosén) . (3.24)

Para determinar un superalgebra, al igual que para cualquier algebra, se deben presentar las
relaciones de conmutacién de sus generadores que, en el caso de los generadores fermiénicos, son
relaciones de anticonmutacién debido a que son variables de Grassman. En la ecuacién (1.15)

vimos las relaciones de conmutacién del algebra de Poincaré que, junto con las relaciones

_ 1
{Qu, Q%) = —5 ()" P*
1
(M) Qo) = =5 (9w )a" Qs (3.25)

[P;uQOc] :07

forman el superdlgebra de Poincaré. Otro factor relevante es que los pardmetros que determinan
las transformaciones de supersimetria son espinores de Majorana €, los cuales seran constantes

puesto que la teoria que estamos describiendo en esta seccién es de supersimetria global.
A continuacién, veremos los dos ejemplos méas simples de supermultipletes:

» Multiplete quiral (¢,1,): Consta de un campo escalar complejo ¢(x) que describe
el bosén (s = 0) junto con un espinor de Weyl 1, (x) que representa su companero
fermiénico (s = 1/2) denominado quiralino. Tenemos asi un sistema bosén-fermién

descrito por la accién

S = / d*z [~0,¢" 0" — Pat O] . (3.26)
Las relaciones de transformacién del multiplete son:
be = —= 0
eP = —=¢€
72 @z
66711 = 7 Ea“auqS
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= Multiplete gauge (A, Ao): Se trata de un caso similar al de la teoria gauge de Maxwell,
solo que en este caso el fermién estd descrito por un espinor de Majorana A, (z)

denominado gaugino. La accidon que describe el sistema es
s= [dix|-2FmE,, — 3o
= d’x _i uv 5)\’}’ N)\ s (328)

donde el factor 1/2 se debe a que los espinores de Majorana tienen la mitad de grados
de libertad de los de Dirac. Ademés, al ser A\, (z) un fermién de Majorana, su carga q y
la de su antiparicula —q coinciden, lo que implica que tiene carga nula. Por esta razén
se utiliza la derivada parcial J,, en lugar de la derivada covariante D, = 0, — igA,.
Las transformaciones correspondientes son:

0cA; = —Z €Y

N —

(3.29)

SA =~ " F,,

=

Dejando de lado por un momento las teorfas con N/ = 1, cabe destacar la teorfa de Yang-Mills
supersimétrica con N' = 4 4+ (M = 4 SYM), la cual forma parte de la formulacién inicial de la

correspondencia AdS/CFT como veremos en la seccién 4.4.

3.4. La contribucion universal de la supergravedad

3.4.1. Accidén y variaciones

Ahora que contamos con una ligera nocién de supersimetria, podemos abordar el problema
planteado anteriormente con mayor facilidad. Habiamos planteado un sistema en el que un
gravitino —que, por las razones mencionadas en la seccion 3.2, consideraremos como un espinor
de Majorana— se encontraba en un espacio-tiempo curvo y tratamos de determinar si existia

una simetria bajo la transformacién gauge
56\:[]#& = Dufa ) (330)

donde el pardmetro €,(x) de la transformacién es un espinor dependiente de las coordenadas.
Como acabamos de ver en la seccién anterior, las transformaciones cuyos parametros son es-
pinores son transformaciones de supersimetria, por lo que este es el primer indicio de que el
sistema que estamos buscando estd determinado por un supermultiplete, el cual debe contener
al gravitino. Sin embargo, en la teoria supersimétrica vista anteriormente, los espinores eran
constantes, por lo que deducimos que esta nueva teoria es de supersimetria local. Ademas, en la
variacién de la accién obtenida en (3.18) apareci6 el tensor de Einstein, lo que nos esté diciendo
que la gravedad va a tomar parte en esta nueva teoria. Planteamos asi un sistema de interaccién

gravitatoria entre el gravitino y el graviton, el cual representamos mediante un supermultiplete

4Este valor de A es el méximo permitido en dimensién 4.
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: a ., . .
formado por un vector-espinor ¥, (x) y los frames e M(m) La accién que gobierna el sistema es

1 _
Sle, Uu] = Sgle] + Sapale, U] = 5 /de e [e““eb”Ruyab —U,/"PD,W, (3.31)

La transformacién que sufre el gravitino viene dada por (3.30), mientras que para los frames
debemos postular una transformacién adecuada. Esta debe ser proporcional al gravitino, ya
que se trata de una transformacién de supersimetria y, para contraer el indice espinorial del
gravitino debe aparecer un espinor conjugado, el cual serd el pardmetro € de la transformacion.
Finalmente, para mantener la estructura indicial, se requiere de un término que aporte un indice
plano, para lo que se utiliza la matriz v*. Todas estas consideraciones resultan en las siguientes

transformaciones de supersimetria:

ot = ceyVU
{ p O (3.32)

0¥, = D,e

donde se ha anadido una constante ¢ € R que fijaremos més adelante. Nuestro objetivo ahora
es calcular las variaciones de la accién (3.31) para comprobar si realmente es invariante bajo las
transformaciones de supersimetria que acabamos de postular. La contribucién del término de
la accién del gravitino fue calculada en (3.18), veamos ahora cuél es la variacién de la accién
gravitatoria. Recordemos que la accién gravitatoria formulada en términos de la métrica venia

dada por

1
Selg] = 252 /le‘v —gR, (3.33)
y, al tomar variaciones respecto de la métrica, habiamos obtenido

1
0eSy = 52 dPx\/—g G . (3.34)

Por tanto, basta calcular d.¢g"” en funcién de d.e,, més concretamente, en funcién de d.eq”.

/_L?
Modificando ligeramente la ecuacién que define los frames obtenemos

9" = el (3.35)
que resulta en la variacién
5eg = dee e’ + e toee,” . (3.36)
Ahora, utilizando que e e,” = 4, obtenemos
dee? e F e b =0 = el = —efle, 0ce, = e = —ceyM'V,, (3.37)

que nos proporciona las variaciones de la métrica al introducir esta expresién en (3.36):

degh” = — ceyF Y — ceyV Uk . (3.38)

45



Al contraer las variaciones de la métrica con el tensor de Einstein G, el cual es simétrico, se

pueden sumar los dos términos, obteniendo asi:
Gubegh” = —2¢ G eyt v . (3.39)

Introduciendo este resultado en (3.34), la variacién de la accién gravitatoria respecto al pardme-

tro de supersimetria local € resulta en:

1
0eSg = c/#/deeGWEV“\I'”. (3.40)

Finalmente, juntando las contribuciones gravitatoria y del gravitino se obtiene

1 1

por lo que, tomando ¢ = 1/2, se tiene que §.S = 0, como queriamos obtener. Concluimos asi que

la accién (3.31) es invariante bajo las siguientes transformaciones de supersimetria local:

1
0ce, = — eV
ne2 g (3.42)
0¥, = D,e

Tras toda esta formulacion, observamos que con la simple intenciéon de estudiar una nueva
particula, el gravitino, hemos acabado obteniendo una teoria de supersimetria local que formula

la gravedad en términos de los frames y su compafniero supersimétrico el gravitino.

Supergravedad. La supergravedad (SUGRA) es una extensién supersimétrica de la re-
latividad general en la cual se estudia el supermultiplete graviton-gravitino, dando lugar

asi a una teoria de supersimetria local.

De acuerdo a las dimensiones, el contenido de campos y el nimero de supersimetrias conside-
radas, existen diversas teorias de supergravedad. En este caso nos estamos enfocando en una
teoria de supergravedad con N = 1, que indica el nimero de campos del gravitino utilizados.
Ademis, nos restringimos al caso de supergravedad pura, el cual inicamente incluye al multiplete

gravitatorio.

Fijémonos ahora en las condiciones que hemos impuesto indirectamente para obtener este resul-
tado. La primera de ellas es que estamos considerando que el gravitino es un espinor de Majorana,
por lo que nos estamos restringiendo a las dimensiones D = 2, 3,4 méd 8. No obstante, en las
dimensiones restantes se podra definir una variante de los espinores de Majorana, denomina-
dos espinores de Majorana simplécticos, mediante los cuales se obtendria el mismo resultado.
Ademsds, habrd algunas dimensiones en las que ninguno de estos dos espinores sean irreduci-

bles, por lo que se utilizaran los espinores de Majorana-Weyl o los espinores de Majorana-Weyl
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simplécticos®.

Por otro lado, debemos notar que la accién obtenida en (3.31) no describe completamente la
supergravedad pura en estas dimensiones, sino que se deben tener en cuenta los grados de libertad
de los campos, como veremos en la seccién 3.6.1. Sin embargo, si que se trata de una contribucién
universal que aparecerd en la accién de las teorias de supergravedad formuladas en cualquier
dimensién. Unicamente en el caso D = 4 se tiene que la accion estd completamente descrita por
esta contribucién. También se debe tener en cuenta que estamos omitiendo los términos de orden
superior a uno en W, por lo que, a priori, no tendremos supergravedad a érdenes mayores. Mdas

adelante veremos qué ocurre si consideramos los términos de érdenes superiores.

Para concluir, notemos que la solucién més simple para la accién (3.31) es aquella en la que el
campo del gravitino se anula y la métrica es la de Minkowski. Consideramos esta solucién como

la solucién de fondo de la supergravedad pura con N =1y D = 4.

3.4.2. Superalgebra local

En el apartado anterior vimos cémo una teoria que incluye al gravitino requiere que dicha
teoria sea ademads una teoria gravitatoria. Existe una manera alternativa de llegar al mismo
resultado y es mediante el algebra supersimétrico. En una teoria fisica consistente basada en
una serie de trasformaciones de simetria determinadas por un grupo de Lie, el conmutador de
dos transformaciones debe dar lugar a una tercera transformacién de simetria del mismo grupo.
Esto es evidente, pues segun vimos en la seccién 1.1, el conmutador de dos generadores de un
algebra de Lie resulta en un tercer generador del dlgebra y las transformaciones de simetria de

un grupo se implementan mediante dichos generadores.

Para comprobar esto, calcularemos el conmutador de dos transformaciones de supersimetria (de
pardametros €1 y €2) actuando sobre los frames y haciendo uso las transformaciones definidas en

(3.42). El célculo es el siguiente:

Ber, B e, = 0 527" 0,) — (1)
- %E2’yaDM61 —(1+2)
- %(527”)#61 — &7 Dyée2) (3.43)
®) %(EQ’}/GDHQ +&De)
= %Du(Egvael) .

Nota. El término (1 <> 2) se refiere a que dicho término es equivalente al término anterior

cambiando el 1 por el 2. En (x) se ha utilizado la primera relacién de (3.21).

°En la tabla 3.2 de [6] se pueden ver los diversos espinores irreducibles utilizados en cada dimensién.
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Para continuar con el cdlculo, consideramos el campo vectorial £* = %Qvael y las transforma-

ciones infinitesimales de coordenadas que genera:
at — et (3.44)

A continuacién, obtendremos cémo varian los frames bajo este cambio de coordenadas infinite-
simal teniendo en cuenta que los frames transforman como campos cotangentes. De acuerdo con

las transformaciones infinitesimales de coordenadas definidas en (A.51) obtenemos:
oge®, = &Y0,e", +e%,0,8" . (3.45)
Modificaremos esta ecuacién utilizando las siguientes relaciones:

dye’, = V,,eau — wyabebu + 17 e

e (3.46)
0u&” = V& — szgﬂ,
obteniendo asi:

oge?, =&"Vye, — §le,“bebu + &0, + e, V8 — e 1,87

Y ow b . (3.47)
:—ﬁwybe#+Duf,

donde en la segunda igualdad se ha utilizado el postulado de los frames, la simetria de los simbolos
de Christoffel (o lo que es lo mismo, que la torsién es nula) para cancelar el tercer término con el

quinto y que D,£* = e,V ,£". Por otro lado, sabemos que los frames transforman bajo L.L.T.

como
eau(fv) — A“b(x)ebu(a:) , (3.48)
que, utilizando la representacién definida en (1.11), resulta en la siguiente transformacién infi-
nitesimal:
ore, = leeb“. (3.49)

De esta manera, podemos definir {w,% = A%, para obtener:
§”wyabebu =dxe”, . (3.50)

Finalmente, introduciendo estos resultados en el conmutador de las transformaciones de super-

simetria, tenemos que
[(561,662]6au = Dﬂfa = (SEGG'H + 6/\60‘“, (351)

es decir, la transformacion obtenida al realizar el conmutador de dos transformaciones infinite-
simales de supersimetria local no es una tercera transformacién de supersimetria, sino que es
una combinacion de una transformacion infinitesimal de las coordenadas junto con una transfor-
macion local infinitesimal de Lorentz. Comprobamos asi que una teoria de supersimetria local
requiere, ademas de las supersimetrias, simetria bajo transformaciones generales de coordenadas

y bajo transformaciones locales del grupo de Lorentz. Como comprobamos en el capitulo 2, la
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teoria que implementa estas dos ultimas simetrias es la relatividad general, por lo que concluimos

que una teoria de supersimetria local es también una teoria gravitatoria.

3.4.3. Supergravedad a érdenes superiores en ¥,

Hemos visto que omitiendo los términos de 6rdenes superiores a uno en ¥, al realizar las va-
riaciones de la accion del gravitino, esta se cancelaba con la accién gravitatoria, dando lugar a
la supergravedad. Resulta légico entonces preguntarse si a cualquier orden se tendra el mismo
resultado. La respuesta rdapida es negativa, sin embargo, en dimensiéon D = 4 se puede modifi-
car la accién y la transformacion de supersimetria del gravitino para obtener supergravedad a

cualquier orden en los fermiones. Estas modificaciones se presentan a continuacién:

1 - 17 - - -
S3ale, W, ] = ~5.2 /d43: e {\I/HVWPDV\IIP 1 [(\I'pv“\lf”)(\lfpyu\lll, + 29,7, ¥,)—

(3.52)
A", (000, |
O L. ap
€ w = 5 €Y m

1 (3.53)

66‘11# = D'uE = 8#6 =+ Z(wﬂab =+ Kuab)’}/abe

donde se ha definido .

Ky = —i(ﬁfﬂp% — Uy, P, + U0, (3.54)

Observamos que la nueva accién es en cierta medida méas compleja que la anterior, ya que
contiene varios términos de orden 4 en V¥,. Ademads, la nueva derivada covariante lA)# contiene
un término extra K ,ﬁb que interpretamos como una torsién inducida por el gravitino en lugar de
por el espacio-tiempo. De aqui en adelante consideraremos supergravedad tnicamente a primer

orden en V¥, por lo que la accién y la derivada covariante serdn las usuales.

3.5. Supergravedad y constante cosmologica

En la seccién anterior se presento la teoria de supergravedad més simple posible, formada tini-
camente por el supermultiplete gravitéon-gravitino (e"u, V), sin embargo, se puede ir mas alld
realizando diversas modificaciones al sistema fisico. En esta seccion se planteara la extension
mas simple considerando una accidon gravitatoria con constante cosmoldgica como se hizo en
(2.12). Cabe mencionar que trabajaremos con la accién universal (3.31) por lo que la dimensién
utilizada serd arbitraria. Para que este sistema sea compatible con la supergravedad debemos

hacer unas ligeras modificaciones. La primera de ellas es definir una nueva derivada covariante

A

Dy =Dy~ g (3.55)

que actie sobre los espinores € y ¥,,. La accién total resultante es:

1 i .
Sle, Wil = Syle] + Sapale, Wl = 5 / dPre [R —9A - \Ifﬂ‘“’pDV\I/p} L (3.56)
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Al desarrollar la nueva derivada covariante en funcién de la anterior y utilizando la relacién
Yy, = —(D — 24", (3.57)

se obtiene un término de masa para el gravitino con m = (D — 2)g, dando lugar a la accién:

Sle, v, =352 /dD:L‘ e[R—2A -V, /*"PD, ¥, — m¥, "V, (3.58)

Las transformaciones de supersimetria se obtienen a partir del caso A = 0 cambiando D,, por

D,:

5€u

0e¥,

1 a

Z ey

2 g (3.59)
= Dye = D,e— gyue

Vamos a comprobar si la accion propuesta es invariante bajo estas transformaciones. La variaciéon

de la accién gravitatoria se obtiene directamente de (2.13) utilizando el mismo argumento que

en (3.39) para obtener

1
08y = —53 dPz e (G + Agu ) ey v”
(3.60)

1
= dPzeq eV —

5.3 dP reeylw, .
K

2% 9,2
Por otro lado, denotaremos a la accién del gravitino por S3/5 = Scin + Sm, donde cada término
representa la contribucién cinética usual y el término de masa, respectivamente. Para obtener
la variacién del término cinético del gravitino seguimos el mismo procedimiento que en (3.9) al

omitir las contribuciones de érdenes mayor que uno en W ,:

1
8cSein = —— | d"wed 00" D, Y,

1

(3.61)
“
=—— [ dPze <EDM7‘“”’D,,\IJ,, + g@WWPD,,\pr) .

12
_ «—
Nota. 6.V, = €D, + géy, utilizando la segunda relacién de (3.21).

El primer término es el obtenido en (3.18) y el segundo lo desarrollamos utilizando que la relacién

(3.57) también se verifica al invertir el orden de las matrices gamma, obteniendo asi

1 D -2
0¢Sein = 5.2 dPreG eyt oY — (KQ)g/deew”pr\Ilp. (3.62)
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Por 1ltimo, calculamos las variaciones del término de masa del gravitino:

0Sm 0Sm 0Sm « =
0eSm = —0ce + —0V, + —06.¥
Im = e T Gy, Ot 5, Ot
8532
= 2 W(Se\l’,u + o0 ((\IJM)3)
= _% dDa;e\ilu’y“”ég\Il,,
& (3.63)
= —% dPx eV, 4" (D,e — gye)
_ o« D-1 _
:% dDIe\I’MDV’VHV€+(2)7ng/dDI‘€‘I/u’y“6
K K
m D, . = v (D —1)myg D, =
= RZ/d xeeyt DH\IJV_T d“zeey'¥, .

En la pendltima igualdad se ha integrado por partes el primer término y se ha utilizado la
relacién v#¥~, = (D — 1)y* en el segundo, mientras que en la iltima igualdad se ha utilizado la
primera relacién de la ecuacién (3.21) en ambos términos ademéds de la antismetria de v** en el

primero.

Tras todos estos calculos, obtenemos que el primer término de 6.5, se anula con el primero de
0eSein y que el segundo término de .S, se cancela con el primero de §.S,,, por tanto, para
obtener supergravedad, el segundo término de 6.5, se debe anular con el segundo de 65,,, es
decir, se debe cumplir la relacién:

A (D —1)mg

sE= T = A=-2(D—1)mg. (3.64)

Concluimos asi que

A= —-2(D—1)(D—2)g* (3.65)

Por consiguiente, la supergravedad es compatible tinicamente con una constante cosmoldgica
A < 0. Debido a esto, se pueden plantear sin ningin inconveniente teorias de supergravedad
en espacio-tiempos AdS. Sin embargo, es bien sabido que nuestro universo posee una constante
cosmoldgica positiva, por lo que, al estudiar supergravedad en el mismo, se observaran rupturas

de la supersimetria.

El interés en el estudio de una constante cosmoldgica dentro del marco de la supergravedad,
ademads de las razones previamente mencionadas, radica en el hecho de que los resultados obte-
nidos constituyen una versién simplificada de teorias mas complejas, como las que abordaremos
en el proximo capitulo. En términos generales, al introducir nuevas contribuciones a una teoria de
supergravedad pura (como es el caso de la constante cosmolégica), se observa que las derivadas
covariantes deben ser modificadas en la accién y en las transformaciones de supersimetria. Asi-
mismo, esto conlleva la apariciéon de un término de masa para el fermion, el cual estd vinculado

con esta nueva contribucion de la derivada covariante.
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3.6. D =11 SUGRA

Tras haber estudiado la contribucién universal a la supergravedad y darnos cuenta de que esta
describe completamente la teoria en D = 4, nos centraremos en formular la teoria en una
dimensién mayor, para lo que se necesitaran campos extra. Mas concretamente, nos centraremos
en la dimension D = 11, que es la dimensiéon maxima sobre la que se pueden formular teorias

de supergravedad.

Para razonar este limite se utiliza la teoria de Kaluza-Klein o reduccion dimensional, mediante
la cual se parte de una teoria D’-dimensional que serd reformulada en dimensién D < D’ man-
teniendo las caracteristicas principales de la misma. Este procedimiento se basa en la suposicién
de un universo de dimensién D’ > 4 cuyas D’ — 4 dimensiones no sean observables al estar com-
pactificadas en una variedad muy reducida®. De esta manera, el universo estarfa representado
por una variedad Mp = Mpx Ky (con d = D' — D), donde M p es el universo observable —por
tanto, no compacto y con poca curvatura— y K, es una variedad compacta con una extension
tan reducida que tomaria una energia desorbitada percibirla en los experimentos. Sin embargo,
esto no significa que no se pueda confirmar la existencia de dicho espacio, pues este puede influir

de manera indirecta sobre el universo observable.

Por ejemplo, un cilindro de radio L se puede expresar como el producto de la recta real por
una circunferencia de radio L: My = R X S}J y, puesto que la circunferencia es finita, se puede
considerar que es muy pequefia tomando L — 0. Aplicando reduccién dimensional sobre el

cilindro obtendriamos una teoria formulada en un espacio-tiempo representado por la recta real.

M, = RxS}

R

T

Figura 3.1: Compactificacién de un cilindro.

La aplicacién de este procedimiento al caso de la supergravedad se basa en que, si se considera
una dimensién D’ > 11, el nimero de gravitinos obtenidos al aplicar la reduccién dimensional
sobre un toro seria mayor que ocho, lo que da lugar a una teoria con particulas de espin s > 2

que, como ya se menciond anteriormente, no posee interacciones.

3.6.1. Accién y transformaciones

En la seccién 3.4 dedujimos la contribucién universal a la accion que describe la supergravedad
pura en dimensiéon D = 2, 3,4 mdéd 8. Partiendo desde ese punto, obtendremos los campos extra

necesarios para describir una accién en D = 11.

6Se puede hablar de su extensién pues supondremos que la variedad es finita o periédica.
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En las teorias supersimétricas los grados de libertad de los bosones y de los fermiones de un
mismo multiplete deben coincidir, por lo que, en caso de que no sea asi, se deberan anadir
campos extra al multiplete. Ademads, se puede distinguir entre los dos siguientes tipos de grados
de libertad:

m on-shell: Se obtienen al tener en cuenta las ecuaciones del movimiento. Coinciden con

los estados de helicidad de la particula.

= off-shell: Son aquellos que se obtienen sin imponer las ecuaciones del movimiento, por
lo que son mayores que los on-shell. Coinciden con el nimero de componentes del

campo menos el nimero de transformaciones gauge del mismo.

Los grados de libertad on-shell de los bosones y fermiones de un mismo multiplete deben coin-
cidir siempre, sin embargo, los bosones suelen tener menos grados de libertad off-shell que los
fermiones. Para compensar esto, se introducen campos bosoénicos auxiliares en la accién, cuya

contribucién es puramente algebraica y no involucra derivadas.

En este caso consideraremos unicamente los grados de libertad on-shell. En dimension D, el
campo gravitacional tiene D(D — 3)/2 y el gravitino (D — 3)2[(P=2/2) luego en D = 4 ambos
tienen dos grados de libertad y, por tanto, son los tinicos campos que forman el multiplete. Por
otro lado, en D = 11 se tienen 44 grados de libertad para los frames y 128 para el gravitino, luego
se debe introducir un campo bosénico al multiplete que cuente con los 84 grados de libertad
restantes. Geométricamente, los bosones se describen mediante p-formas diferenciales Ay, . .,
las cuales tienen (D ;2) grados de libertad, por tanto, podemos describir los grados de libertad
restantes mediante un bosén gauge representado por una 3-forma diferencial A,,,. Se tiene por

tanto que esta teoria estd descrita por el multiplete

(€% App W) - (3.66)

A continuacién, queremos postular una accién y unas transformaciones de supersimetria ade-
cuadas para esta teoria. La accién contara con el término universal obtenido en (3.31) més otros
términos debidos a la presencia del campo A,,,,. Primero debemos notar que, al ser una 3-forma
gauge, tenemos las siguientes relaciones”:
09 Apvp = 300y,

Fuvpe = 40141501 (3.67)

e Fpvpo) = 0,

que son, en coordenadas, la transformacién del campo A,,, respecto al pardmetro gauge 0,,
(que es una 2-forma), la definicién del tensor de Faraday (que, en este caso es una 4-forma) y la
identidad de Bianchi, respectivamente. Ademas, el término cinético de este campo gauge vendra

dado por
1 1
SA,cin = 72/{/2 /dllxe |:_4!Fuypa-Fuypo':| 5 (368)

"En la seccién A.1.3 del apéndice se encuentra una breve explicacién de las bases de esta formulacién.
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La accién tendra por tanto la contribucién universal obtenida en (3.31) mds el término cinético
(3.68) més términos extra que se deben anadir para mantener la supersimetria. Entre ellos se
encuentra un término de tipo Chern-Simons

V2 V2 /

ez | Fo NN = -9

dll Bep1l
(144r)?2 e

#1~~~,LL4F

HsmusA

SCS = Hop10M11 * (3'69)

Se trata ademas de un término topoldgico, lo que implica que no se ve afectado por la geometria
del universo, dado que no esté vinculado a la métrica. Ademds, al no depender de esta tltima,
no contribuye al tensor de energia-momento, y en consecuencia, solo influye en las ecuaciones de
movimiento de los campos de gauge. Por otro lado, aunque en esta accién aparezca explicitamente

el campo A, esta es invariante bajo la transformaciéon gauge definida en (3.67).

Finalmente, la accién total que gobierna el sistema es

1 = 1
S=353 / d'ze [R = Uy Dy (@)W = o FM B
Va3 ) (3.70)
_ @‘I/u (,yocﬁvéup + 127aﬁg’yugép) ‘PpFaﬁyé] + Scg
con las transformaciones de supersimetria correspondientes:
0ce, = L. “y
€'y =57l
2 .
0V, =Dy(w+ K)e+ 2\2; (704576” = 87'8755;“) Flvpo€ (3.71)
3v2 _
\ OeA vy = i €YY p)
Se estan utilizando las siguientes relaciones:
1 - _ _
Kuwp = _1(‘1’#%‘1’1/ =WV, + Y Vy,),
- I -
Wpab = Wpab + Kpab + E\Ijuryypuablpp ) (3.72)

A 3V2 -
Fuvpo = Flvpe + T\Il[u%ﬂlpa} :

donde la torsién K utilizada coincide con la obtenida en (3.54) cuando consideramos las varia-

ciones a 6rdenes superiores en ¥,,.

La relevancia de esta teoria reside en varios aspectos. En primer lugar, en esta teoria no es posible
introducir campos de materia como el multiplete quiral o el multiplete gauge, ni tampoco una
constante cosmoldgica, lo que hace que la teoria esté fijada y no haya variantes. Por otro lado, al
aplicar la reducciéon dimensional a esta teoria para obtener una teoria en D = 4, resulta que se
recupera la de supergravedad con N' = 8, que es el valor méximo de gravitinos permitido en esta

dimension. Por dltimo, otra razén que hace interesante el estudio de la supergravedad en D = 11
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es el hecho de que esta debe ser el limite de bajas energias de la teoria M, una teoria actualmente

desconocida cuyo objetivo es unificar las teorias de cuerdas en una teoria 11-dimensional.

3.6.2. Soluciones clasicas: M2-branas y M5-branas

Como en cualquier teoria fisica, al realizar variaciones a la accién, se obtienen las ecuaciones del
movimiento de los diversos campos. En este caso nos centraremos en obtener unas soluciones
denominadas black p-brane solutions, que son soluciones clasicas de las ecuaciones del movimiento
interpretadas como una extension dimensional de los agujeros negros obtenidos en relatividad
general. Mas concretamente, nos centraremos en las extremal p-branes, que son el andlogo al

agujero negro extremal de Reissner-Nordstrom definido en el ultimo apartado de la seccién 2.3.

Las branas son objetos utilizados en teoria de cuerdas que sirven para extender el concepto de
particula puntual, por lo que una p-brana representa un objeto (p+1)-dimensional (p dimensiones
espaciales y una temporal) que se propaga en el espacio-tiempo®. De esta manera, la presencia
de una p-brana en un espacio-tiempo D-dimensional, rompe la simetria del mismo bajo el grupo
de Lorentz SO(D — 1,1) para dar lugar al grupo de simetria SO(p,1) x SO(D — p — 1). Esto
se interpreta como una divisiéon del espacio-tiempo en dos bloques, un bloque de dimensién
p + 1 con simetria Lorentz correspondiente a las dimensiones donde vive la p-brana y otro de
dimension D —p — 1 con simetria bajo rotaciones correspondiente a las dimensiones transversas
a la p-brana. Los ejemplos més simples de espacios con estas simetrias son el espacio-tiempo de

Minkowski y el espacio euclideo, respectivamente.

Otra propiedad de las p-branas es que estas se acoplan eléctricamente o magnéticamente a
n-formas definidas en el espacio-tiempo. Para entender esto centrémonos primero en el caso de
una particula puntual (0-brana) en D = 4. Si consideramos que estd cargada bajo la interaccién
eléctrica, estara relacionada con un campo gauge A(y), que es una 1-forma. Este campo da lugar
a una 2-forma tensor de Faraday F{z) con componentes temporales’ Fp; no nulas (puesto que
es de tipo eléctrico), por lo que su dual F(g) = *[{9) serd de tipo magnético (con componentes
espaciales Fj; no nulas). Si consideramos la 1-forma relacionada con este tensor, fl(l), tendremos
que la particula puntual se acopla eléctricamente a la 1-forma A(;) y magnéticamente a la 1-forma
121(1). En general, una p-brana en un espacio-tiempo D-dimensional se acoplard eléctricamente
a una (p + 1)-forma y magnéticamente a una (D — p — 3)-forma. Reciprocamente, una p-forma
se acopla eléctricamente a una (p — 1)-brana y magnéticamente a una (D — p — 3)-brana, por
lo que en el caso D = 11 SUGRA, el campo A,,, se acoplara eléctricamente a una 2-brana y

magnéticamente a una 5-brana.

8Entendemos asi que una particula puntual es una O-brana, una cuerda es una l-brana y una membrana es
una 2-brana.
Los ndices i, j, ... denotan las componentes espaciales, es decir, toman valores 1,..., D — 1.
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Espinores de Killing

Otra caracteristica importante que impondremos a las soluciones es que sean supersimétricas, es
decir, invariantes bajo las transformaciones de supersimetria. De forma esquematica las trans-

formaciones de supersimetria se reducen a las relaciones:
de(bosén) = e(fermién), d(fermién) = e(bosén) . (3.73)

Denotando por (bosén), y (fermién), a las soluciones, para que sean supersimétricas se debe
cumplir:
de(bosén), =0, de(fermién), =0. (3.74)

La primera de ellas se verifica trivialmente pues en las soluciones clasicas los campos fermidnicos
siempre se anulan, por lo que es la segunda la que contiene toda la informacién. A los espinores
que permiten que las soluciones sean supersimétricas al satisfacer la segunda ecuacién de (3.74)
se les denomina espinores de Killing. En este caso concreto, serian aquellos que verifiquen la

siguiente ecuacién diferencial:

V2

D K —
(W + )€+288

(Vaﬁ'yéﬂ _ 87%653) Fuvpoe=0. (3.75)

Los espinores de Killing estan determinados por un nimero finito de constantes e indican super-
simetrias globales residuales en las soluciones. Podemos ver esto de forma mas clara considerando
un ejemplo simple: el caso de supergravedad pura con N =1y D = 4, donde (gu)o = N ¥
(¥,)o = 0 es la solucién mas simple. En este caso la condiciéon que determina los espinores de
Killing viene dada por la ecuacién

Dye=0,e=0, (3.76)

donde en la segunda igualdad se ha utilizado que la conexién del espin es nula en el
espacio-tiempo de Minkowski. Por tanto, los espinores de Killing de esta teoria son cuatro espino-
res de Majorana constantes. Como bien sabemos, los parametros que determinan la supersimetria
global son espinores de Majorana constantes, luego comprobamos asi que los espinores de Killing

determinan supersimetrias globales.

Volviendo al caso 11-dimensional, se tiene que la ecuacién (3.75) da lugar a dos soluciones
diferentes, denominadas M2-branas y Mb-branas, correspondientes a 2-branas y 5-branas, res-

pectivamente, como ya se habia mencionado.

M2-branas

En este caso la solucién viene dada por la métrica
ds* = H23ds% 5 + HY3ds2s (3.77)

donde ds%w3 representa la métrica de Minkowski en las 3 dimensiones sobre las que se encuentra

la brana, dsig representa la métrica euclidea en las 8 dimensiones restantes y H es una funcién.
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Por otro lado, la 4-forma tensor de Faraday de una M2-brana viene dada por
F=de® Nde* Nda®> NdH L (3.78)

Se trata de un tensor de tipo eléctrico ya que las componentes temporales Fp;;x no se anulan.

La ecuacién de los espinores de Killing (3.75) implica que la funcién H debe satisfacer la ecuacién
de Laplace en 8 dimensiones, por lo que una solucién asintéticamente plana vendra dada por la

funcién armoénica

Hir) =1+ <L2)6 , (3.79)

r

donde 7 es la coordenada radial del espacio euclideo 8-dimensional R® y ry = 327T2N2lg, siendo
N3 el nimero de M2-branas y I, la longitud de Planck. Se tiene por tanto una singularidad en el
punto r = 0, que es considerado como el horizonte de la M2-brana. En un entorno muy cercano

al horizonte (r — 0) se tiene que

HY3 ~ (%)2 , (3.80)

por lo que, utilizando coordenadas esféricas para la métrica euclidea:
dss = dr® +r2dQZ (3.81)
la métrica de la M2-brana viene dada por

4 2
ds® ~ (;) ds35 + (%2) dr?® 4 r2dQ3 . (3.82)
2

Esta métrica define un espacio-tiempo AdS; x S7, donde el radio de cada espacio es 72/2 y 72,
respectivamente. Podemos comprobar que se trata de una analogia del agujero negro extremal
de Reissner-Nordstrom con carga eléctrica al comparar esta métrica con la obtenida en (2.40),

donde el espacio-tiempo en un entorno del horizonte era AdSs x S2.

M5-branas

En el caso de la M5-brana, el tensor de Faraday viene dado por
F=x(d®A...Ad®" NdH ), (3.83)

por lo que las componentes magnéticas Fj;j; son no nulas, siendo asi un tensor de tipo magnético.

Por otro lado, la métrica es similar a la del caso anterior:
ds* = H™'3ds% 6 + H?3dsks (3.84)

donde ds?,. representa la métrica de Minkowski en las 6 dimensiones sobre las que se encuentra
M6
la brana, ds%5 representa la métrica euclidea en las 5 dimensiones restantes y H es una funcién

que, debido a la ecuacion de los espinores de Killing, satisface la ecuacion de Laplace en 5
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dimensiones. Se puede expresar entonces como una funcién

Hir) =1+ <L5>3 7 (3.85)

r

3
D)

l, la longitud de Planck. Observamos de nuevo que se tiene una singularidad en r = 0, dando

donde r es la coordenada radial de R® y r5 = w2N5l2, siendo N3 el ntimero de M5-branas y
lugar al horizonte de la M5-brana. De manera andloga al caso anterior, al estudiar geometria

del espacio-tiempo en un entorno del horizonte se obtiene
2
ds? ~ (%)ds%% n (’;i’) dr? + r2dQ2, (3.86)

que es la métrica de un espacio AdS; x S*, donde el radio de cada espacio es 2r5 y 75, res-
pectivamente. En este caso nos encontramos ante la analogia del agujero negro extremal de

Reissner-Nordstrom con carga magnética.

Hemos obtenido asi dos soluciones a la teoria de supergravedad en D = 11 que representan
analogias de agujeros negros con cargas eléctrica y magnética. Sin embargo, mientras que en
relatividad general (D = 4), el agujero negro estaba representado por una particula puntual con
masa M y carga @ (eléctrica o magnética), en D = 11 SUGRA los agujeros negros se representan

mediante 2-branas con carga eléctrica o 5-branas con carga magnética.

D=4 D=11

M, Q. AdS,xS? M,Q,  AdS,xS”

Figura 3.2: Agujero negro extremal de R-N con carga eléctricaen D =4y D = 11.
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Capitulo 4
Mas alla de supergravedad pura

En el capitulo anterior se introdujo la supergravedad y se estudiaron algunas teorias de supergra-
vedad pura, es decir, teorias que contienen Unicamente a los campos del multiplete gravitatorio
(e““, VU ,). Para continuar con el estudio de la supergravedad, introducimos en este capitulo las
teorias de supergravedad acopladas a campos de materia y las teorias de supergravedad con
supersimetria extendida (N > 1). Este capitulo estd basado en los capitulos 4 a 8 y 13 y 14 de
[7], los capitulos 11, 12, 18 y 23 de [6] y el capitulo 12 de [2].

4.1. N =1,D =4 SUGRA acoplada a campos de materia

Comenzaremos introduciendo a la teoria de supergravedad pura en D = 4 del capitulo anterior
los otros dos supermultipletes mencionados en la secciéon 3.3. Consideraremos n multipletes
quirales! (¢%,9?) y dim G multipletes gauge (Aﬁ, M), representados por la teorfa supersimétrica
de Yang-Mills (SYM), donde ¢ = 1,....,n y A = 1,...,dimG, siendo G el grupo de Lie de la
teoria de Yang Mills. Ambos constituyen la materia presente en el universo y por esa razon se

denominan también multipletes de materia.

Contando los grados de libertad on-shell de los bosones y de los fermiones se obtiene un valor
de dos estados de helicidad por campo, sin embargo, al contar los grados de libertad off-shell
observamos que los bosones tienen menor cantidad, lo que en nuestro caso resolveremos intro-
duciendo dos campos bosénicos auxiliares. Las contribuciones de estos campos serdn puramente
algebraicas y, por tanto, estos no tendran dinamica, determinando asi el potencial escalar de la

teoria, como veremos mas adelante.

4.1.1. Accién bosonica

Para el planteamiento de esta seccién Unicamente necesitamos considerar la contribucién a la
accién de los campos bosoénicos, aunque méas adelante se hard algiin comentario sobre el resto de

contribuciones. Ademas, la deduccién que haremos de la accién estard menos detallada que en

!Se omiten los indices espinoriales.
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capitulos anteriores, ya que requiere de un conocimiento profundo de la teoria de supersimetria

global (el procedimiento detallado se puede encontrar en el capitulo 17 de [6]).

Comenzamos por el campo gauge Aﬁ, para el que consideramos la misma contribucién que en
(1.82) salvo por una cierta matriz simétrica Nap(¢) cuyas componentes son funciones complejas

dependientes del campo escalar:
1
e 1Ly = —1 (ReNap) Fa B (4.1)

Notemos que la matriz Re N4p debe ser definida positiva, pues proporciona la contribucion del
término cinético. No obstante, esta no es la contribucién total del campo gauge, sino que se
debe tener en cuenta otro término resultante de considerar la teoria gauge mas general posible.
Tenemos entonces:

1 1
ety = —Z(Re Nag)Fj, F*5 + ge* (Im Nap) P FiL F5 (4.2)

donde €*¥P? es el simbolo de Levi-Civita. Observamos que la métrica no contribuye de ninguna

1

manera a este nuevo término pues el factor e se cancela y los tensores de Faraday estian

contraidos con el simbolo de Levi-Civita, por lo que se trata de un término topolégico.

Por otro lado tenemos el campo escalar del multiplete quiral. En la accién del campo escalar
introducida en la seccién 1.3 se utilizé un término cinético del tipo ~ (5ijau<;5i8“¢j , sin embargo,
esta no es la contribucién mas general a tener en cuenta. Para ello, se deben utilizar los deno-
minados modelos o, en los cuales se considera la tupla de los n campos escalares complejos ¢
y sus conjugados qz_bz como las 2n coordenadas de una wariedad de Kdihler? n-dimensional y se

define el término cinético como
e ' Lgein = —K;;Du¢' DI (4.3)

donde K;; es la mélrica de Kdhler de este espacio. Como toda métrica de Kahler, estd determi-

nada por una funcién real (¢, ¢), denominada potencial de Kdihler, de la siguiente manera;

o’K

5= 5905 (4.4)

Ademés, este potencial transforma bajo transformaciones de Kihler 0K = 04[r (o) + 7a()].
Veamos ahora cémo deben ser las derivadas covariantes utilizadas en (4.3). Para ello, conside-
raremos que el campo escalar ¢’ estd cargado bajo la interaccién gauge del campo A;‘, por lo

que su derivada covariante® viene dada por:

D¢’ = 0" — Afl(ta)';¢) = 00’ — Ay’
Du¢' = (Du¢')*,

2Se explican en mayor detalle las variedades complejas y las variedades de Kéhler en el capitulo B del anexo.
3En una teorfa gauge general, la derivada covariante de un campo respecto a un campo gauge viene dada por
la derivada parcial del campo menos un factor que se corresponde con la variacién que sufre el campo al realizar
una transformacién infinitesimal con pardmetro de la transformacién el campo gauge, es decir: D,, = 0, — §(A% ).

(4.5)
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donde se han definido los campos k,* = (¢ A)ijgbj . Imponiendo que la métrica de Kéahler sea
invariante bajo transformaciones gauge (JgK;; = 0) resulta que los campos k 4" son vectores de
Killing holomorfos. Por tanto, cuando la variedad de Kéhler esté descrita por un espacio coset*

Gx/H, el grupo gauge G deberd ser un subgrupo de Gg: G < Gg.

Siguiendo el razonamiento utilizado en la seccién B.2.2, existen unas funciones reales P (¢, ¢),

denominadas potenciales de Killing, que se relacionan con los vectores de Killing como:
ko' = —iK"70;Pa(6, ) (4.6)
y ademads satisfacen la siguiente ecuacion:
ra(¢) = ka'0iK (6, 0) +iPa(d,9). (4.7)
Por otro lado, el potencial del campo escalar viene dado por
v«¢$):e*K(KﬁVJVVﬂV-ﬁm%wqﬂ-+%Gmpr4yw¢gPB, (4.8)

donde se ha utilizado el superpotencial W (¢), una funcién holomorfa arbitraria que determina
la interaccion. Se definen sus derivadas covariantizadas respecto a la denominada conezion de

Kahler como:

VW = 0;W + *(0:; )W,

. . - (4.9)
VW = 0:W + &2(0;K)W .

A partir de la expresién del potencial escalar definimos los dos siguientes campos bosonicos:

1,2
Fi = 2" ’CViW,

(4.10)
Dy ="Pa,
y reformulamos entonces el potencial como
_ -1
V@@ﬁ:—%%ﬁﬂWF+KWE%+§GmN4YmDu@. (4.11)

El primer término es una contribucién negativa debida a la supergravedad, es decir, no se tiene
en una teorfa de supersimetria global (donde x — 0), mientras que el segundo y tercer término
provienen de la teorfa de supersimetria global (a excepcién de la contribucién en el F-término
de la conexién de Kéhler) y se corresponden con los campos bosénicos auxiliares mencionados

en la introduccion del capitulo.

Finalmente, teniendo en cuenta todas estas contribuciones junto con el término gravitatorio

4Estos espacios son de gran importancia en supergravedad, por lo que se ha dedicado el capitulo C del anexo
a introducir sus fundamentos.
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representado por el escalar de Ricci, obtenemos la siguiente accién para los bosones del sistema:

( ~

1 o
Sbos:/d4$€|: T/#R_*(RGNAB)F&F“VB—FgB 1(IIIlJVAB) e Flﬁ’ng

) (4.12)
iDu¢' DI —V (9, 9)

\ J

A continuacién, presentamos las transformaciones de supersimetria que sufren los campos invo-
lucrados. Por un lado tenemos las de los bosones, las cuales no varian respecto a las transfor-

maciones ya conocidas:

a 1* a
e, = 267 v,
4 1 .
0@t = —€’, 4.13
6 = e (4.13
1
A _
(5€A# = —§€’YMA

Por otro lado, las transformaciones de los fermiones si que se ven afectadas debido al superpoten-
cial W y los campos auxiliares F; y D 4. Cada uno de ellos contribuye al fermién correspondiente,

resultando asf en las siguientes transformaciones®:

1
0¥, = D,e — §/<a e3 KWW

1 A

EEU“@LW + ﬁ eF” 5 (414)
1 1. _

S = ZEy“”Fﬁ, + i€ (Re N YABpp |

5ewi =

donde se ha utilizado el elemento de mayor rango del algebra de Clifford v, := iv9y17273-

A pesar de que no estemos considerando los términos fermidnicos, es importante destacar que,
al igual que en el caso de supergravedad con constante cosmoldgica, el gravitino® adquiere un
término de masa dado por m = K2e27°KTY . Al comparar la nueva variacién del gravitino con la
del caso con constante cosmoldgica (3.59), identificamos g = l/<5262"i KW y utilizando la férmula
para la masa obtenida en la seccién 3.5, m = (D — 2)g, observamos que, al sustituir el valor
de g, coincide con la masa presentada anteriormente. Esta observacion resalta la similitud entre
ambas teorias de supergravedad, permitiéndonos entender el caso con constante cosmoldgica

como una simplificacién de una teoria en la que interactiian méas campos supersimétricos.

Hemos desarrollado asi una teoria de supergravedad acoplada a campos de materia en los que
el multiplete gauge esta descrito por un grupo de Lie no abeliano y bajo el cual estan cargados
los campos. Estas teorias se denominan gauged supergravities y nos estamos centrando en el
caso N =1, D = 4. Debemos notar que la teoria estd completamente determinada por el grupo

gauge G, las matrices complejas Nap(¢), el superpotencial W (), el potencial de Kihler (¢, ¢)

®Se estdn omitiendo los términos que incluyen a los fermiones ¥, 1 y A
5Con el resto de fermiones también ocurre lo mismo, aunque nos centramos en este caso por sus implicaciones
con lo ya estudiado en secciones anteriores.
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y los potenciales de Killing P(¢, ¢). Ademds, observamos que en esta teoria las variaciones de
la accién de los fermiones tienen términos extra denominados fermion shifts, que contribuyen
también a la accién cuadraticamente mediante un potencial escalar. Finalmente, también se

observan contribuciones a la accién correspondientes a términos de masa para los fermiones.

4.1.2. Soluciones de fondo

Nos centramos ahora en estudiar las soluciones de fondo del sistema, para lo que impondremos
un universo homogéneo e isétropo, esto es, los campos tomaran el mismo valor en cada punto del
espacio-tiempo y no contaran con direcciones preferidas. Por tanto, los campos escalares seran
constantes y todos los campos espinoriales o vectoriales deberan ser nulos, pues en caso contrario
especificarian una direccién privilegiada. Ademas, las métricas que respetan estas condiciones
son las de los espacios de Minkowski, de Sitter o Anti de Sitter, es decir, los Unicos espacios
maximalmente simétricos’. Nos encontramos asf ante un tipo de soluciones en las que tinicamente

los campos escalares y la métrica son distintos de cero.

Ademas de esto, queremos obtener unas soluciones supersimétricas, por lo que, denotando por

(bosén), y (fermién), a las soluciones de fondo, se debe cumplir:
de(bosén)y =0, Jc(fermién), =0. (4.15)

La primera de ellas se verifica trivialmente pues los campos fermidnicos se anulan. Para el caso
de los fermiones nos fijaremos primero en las transformaciones de los campos ¥* y A de (4.14).
El primer término de cada transformacién se anula pues el campo escalar es constante y el
campo Al‘j‘ es nulo luego F /ﬁ, también. Por tanto, para que se verifique la segunda condicién de
(4.15) se deben anular los campos bosénicos auxiliares F; y D4. En caso contrario se tendria

una ruptura espontdanea de la supersimetria.

Respecto a las variaciones del gravitino, se debe verificar la ecuacién de los espinores de Killing
del sistema: .
Dye — §ﬁ2e%”2KW’yH6 —0. (4.16)

Por otro lado, bajo las restricciones de unas soluciones de fondo homogéneas, isotrépicas y

supersimétricas, se obtiene que el potencial escalar viene dado por
V(g d) = —3r2e KW > <0, (4.17)

que es menor o igual que cero segun si el gravitino tiene masa o no, respectivamente (esto se debe
a que la masa del gravitino es proporcional a W). Obtenemos asi una teorfa de supergravedad
con constante cosmoldgica negativa o nula, que resulta en un espacio-tiempo Anti de Sitter o
Minkowski. Por tanto, en una teorfa N’ =1, D = 4 de gauged supergravity la solucién de fondo

es AdS o Minkowski. Para el caso AdS, obtenemos la relacién entre la masa y la constante

"Los espacios maximalmente simétricos son los espacios homogéneos e isétropos. En el contexto de la geometria
diferencial, son aquellos que poseen el maximo nimero de vectores de Killing que, para una variedad n-dimensional,
es n(n+1)/2.

63



cosmoldgica A reescribiendo la ecuacién (3.65):
2 2 1
A=-3m"=m" = ng. (4.18)

2

. 1,2 . .
Tomando A/k? = V, se obtiene m = k2e2"” KW, mismo valor que el comentado en la seccién

anterior, por lo que todos estos razonamientos concuerdan entre si.

En caso de observar una ruptura espontanea de la supersimetria (F; # 0), el gravitino adquiriria
masa mediante un proceso andlogo al mecanismo de Higgs denominado supermecanismo de
Higgs. En este proceso, el gravitino se “come” los grados de libertad del Goldstino 1; (el andlogo
fermiénico al bosén de Goldstone en el mecanismo de Higgs) y asi obtiene los grados de libertad

suficientes para describir un gravitino masivo.

4.1.3. Recuperando el caso de supersimetria global

Por tltimo, resulta interesante mencionar que, al “apagar” la gravedad (k — 0) en esta teoria de
gauged supergravity, se recupera una teoria gauge con supersimetria global. Para ello, se deben
realizar los cambios g, — 1w ¥y ¥, — 0, que implican que F; — ;W y Dy — Dy. De

esta manera, obtenemos el potencial escalar utilizado en supersimetria global:
iy nln 1 —1\AB
V(g,9) = KVFF; + §(ReN )*?DaDp, (4.19)

el cual es positivo® siempre que F; o D4 sean no nulos. En este caso, se mantiene la supersimetria
si, y solo si, V = 0 ya que, en caso de que V' > 0, necesariamente alguno de los campos auxiliares

seria no nulo, resultando asi en una ruptura de la supersimetria.

4.2. Una visién general de la supergravedad extendida

Hasta este momento nos hemos dedicado a estudiar teorias de supergravedad con N = 1, es
decir, con un tnico gravitino, y nos hemos centrado en las dimensiones D =4 y D = 11 por ser
las més destacadas. Sin embargo, existen teorias de supergravedad en dimensiones 5 < D < 10
y con 2 < N < 8 gravitinos, denominando a estas ultimas teorfas de supergravedad extendida,
aunque no cualquier combinacién de D y N es vdlida. En la tabla 4.1 se puede ver de manera

esquematica la estructura de las diversas teorfas®.

En la casilla superior se encuentra el nimero de generadores fermidnicos del algebra (supercar-
gas), indicando el nimero de supersimetrias que posee la teorfa. Cada entrada de la tabla indica
la existencia de una teoria con la dimension y nimero de supersimetrias indicadas, indicando en
cada caso el valor de A de la teorfa. En D = 11 la teorfa es tnica y tiene un valor de N' = 1,
luego se utiliza una M para referirse a que dicha teoria es la base de la teoria M, mientras que
en D = 10 se tienen tres tipos de teorfas: de tipo ITA, 1IB o I (las dos primeras con N = 2 y

la ultima con N' = 1), cada una relacionada con su correspondiente teorfa de cuerdas. Ademas,

8Recordemos que las matrices K,;; y Re Nap son definidas positivas ya que forman parte de las contribuciones
cinéticas de los campos ¢ y A, respectivamente.
9Se trata de una versién simplificada de la tabla 12.2 de [6].
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D 32 24 20 16 12 8 4
11| M

10 | TIA | 1IB I, o

9| N=2 N=1o0

8 N =2 N=1, o0

7 N =4 N =20

6 | N=4 |[N=3 N=2 o0 N=1 0 %0

5|1 N=8 |N=6 N =40 N =2 o %

4 | N=8 |[N=6 | N=5| N=4,0 |[N=3,0| N=2,0,x |[N=1 0, %

Tabla 4.1: Resumen de las teorias de supergravedad.

dentro de una misma columna, se pueden obtener las teorias inferiores mediante reduccion di-
mensional, separando los dos tipos en D = 10, pues al aplicar reducciéon dimensional en D = 11
se obtiene la teoria de supergravedad de tipo ITA. Finalmente, al aplicar reduccién dimensional
a estas teorfas hasta dimensién D = 4, se obtiene la teorfa maximal de A/ = 8, como ya se habia
mencionado en la seccion 3.6. En la figura 4.1 se encuentra un esquema de cémo se relacionan
las teorias con 32 supercargas entre ellas y con las teorias de cuerdas. No se ha incorporado en
la tabla ninguna teorfa con N = 7, ya que su contenido de campos es idéntico al de N’ = 8. De

hecho, cualquier intento de desarrollar una teoria con N' = 7 termina siendo equivalente a una

Teoria de cuerdas IIA

l@ T6 =Slx..xS?

teoria con N’ = 8.

El
11D SUGRA

Compactificacion

Ok
Y

10D IIA SUGRA

4D, N=8 SUGRA

Figura 4.1: Esquema de las diversas teorias.

Centrémonos ahora en el contenido de campos que puede tener cada teoria. Como ya sabemos,
ademas del multiplete gravitatorio existen los multipletes gauge y quiral, aunque también existe
uno similar a este dltimo denominado hipermultiplete y un multiplete conteniendo 2-formas
denominado multiplete tensorial. Tenemos el siguiente resumen sobre los que pueden existir en
cada teoria, indicando en cada caso el valor maximo del espin que pueden tener las particulas

del multiplete:

1. Multiplete gravitatorio (smsx = 2): contiene al gravitén y a los N gravitinos, ademds de

otros campos que pueda requerir la teoria, como en el caso de la supergravedad en D = 11.
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2. Multiplete gauge (smsx = 1): segun la teoria contiene un bosén gauge (s = 1), uno o mas
gauginos (s = 1/2) y puede contener escalares. Puede ser un tnico multiplete o tratarse
de dim G multipletes, donde G es el grupo gauge que describe las interacciones. Existe
Unicamente cuando se tienen 16 o menos supercargas. En la tabla 4.1 se indica con un

simbolo o.

3. Multiplete quiral o hipermultiplete (spsx = 1/2): el multiplete quiral estd formado por
un campo escalar y un fermién y existe para N’ = 1, mientras que el hipermultiplete est4
formado por 4 escalares y 2 fermiones y existe para N' = 2. En caso de que en la teoria
haya dim G multipletes gauge descritos por el grupo gauge G, los campos del multiplete
quiral o hipermultiplete pueden estar cargados bajo este grupo. Ambos existen inicamente

cuando hay 8 o menos supercargas. En la tabla 4.1 se indica con un simbolo *.

4. Multiplete tensorial (symsx = 2): contiene 2-formas T),,. En la tabla 4.1 se indica con un

simbolo .

A cualquier multiplete que no contenga al graviton se le denomina multiplete de materia.

4.2.1. El contenido de campos de la supergravedad extendida en D = 4

Veamos de manera breve el contenido y la estructura de las teorias de supergravedad extendida
m4és estudiadas en dimensién 4, que son aquellas que tienen valores N’ = 2, 4 y 8. De manera
general, el multiplete gravitatorio serd del tipo

(ea”, \IJL:L‘“’N, “campos extra” ) . (4.20)

N =2,D =4 SUGRA

Como ya se ha visto, esta teoria tiene 8 supercargas y admite un multiplete gauge y un hiper-
multiplete. Consideramos un conjunto de n = dim G multipletes gauge (siendo G el grupo gauge

bajo el que transforman) y ny hipermultipletes. Veamos el contenido de cada uno:

= Multiplete gravitatorio: (e“M,A#,\I/}f)

siendo A,, el campo extra que se debe anadir y que denominamos gravifoton.

= Multipletes gauge: (Au,z,)\m)A = (A;‘,zA,)\fQ)
donde z* son campos escalares complejos, )\‘14’2 espinores de Majoranay A =1,...,n.
Como se vio en la seccién anterior, los n campos escalares forman un espacio interno
que es una variedad de Kéahler, aunque en este caso es mas restrictiva y se denomina

special Kdhler manifold.

» Hipermultipletes: (q1,... 4, Cl,g)i = (qX, (A)
donde ¢~ son campos escalares reales, (** espinores de Majorana, i = 1,...,ng, X =
1,....4ng v A = 1,...,2ngy. De la misma manera que en el multiplete gauge, los
campos escalares forman una variedad de Kahler, en este caso diferente a la anterior,

denominada hyper-Kdahler manifold o quaternionic-Kahler manifold.
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Se tiene por tanto que la variedad que forman los escalares de esta teoria es el producto
M = Mgk x Mgk, (4.21)
donde Mgk es una variedad special Kahler y Mgk es una variedad quaternionic-Kéhler.

N =4,D = 4 SUGRA

En este caso se tienen 16 supercargas, luego tnicamente se pueden anadir multipletes gauge.
Consideramos un conjunto de n = dim G multipletes gauge siendo G el grupo gauge de las

transformaciones. El contenido de campos es el siguiente:

= Multiplete gravitatorio: (e“u, A};'“’G, T, \I/}L""’4, wl""’4)
los campos extra en este caso son seis vectores A}j'"’6, un campo escalar complejo 7y
cuatro fermiones 1%, Ademds, el campo escalar 7 junto con su complejo conjugado
7 conforman una variedad de Kéhler de dimensién 1 (2 dimensiones reales) que ademés

se trata de un espacio coset, el espacio SL(2,R)/SO(2).

. A
= Multipletes gauge: (A, ¢1,..6,A1,..4)" = (Aﬁ,d)X,)\I)
donde ¢* son campos escalares reales, ! espinores de Majorana, A = 1,...,n, X =
1,..,6n el =1,...,4n. En este caso, la variedad que forma el espacio interno de los

campos escalares es también un espacio coset, el espacio SO(6,n)/SO(6) x SO(n).

De esta manera, la variedad del espacio interno del conjunto de todos los escalares de esta teoria

es el producto
SL(2,R) " SO(6,n)
SO(2) SO(6) x SO(n)

Se verifica que en cualquier teorfa de supergravedad con A/ > 2 el conjunto de los campos

M= (4.22)

escalares de la teoria forma un espacio coset.

N =8,D =4 SUGRA

Finalmente, el caso maximal, en el cual inicamente se tiene el multiplete gravitatorio
a  A1,.,28 ;1,70 gy1,..,8 ,11,...,56
. N R ) I (4.23)

. 1,..,28
donde los campos extra son 28 campos vectoriales A, 70 campos escalares reales pLT0 y

56 fermiones 1?6, El espacio coset que forman los campos escalares de esta teorfa es

M=

(4.24)
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4.3. Reduccién dimensional: obteniendo teorias a partir de
D =11 SUGRA

Ahora que conocemos el contenido de campos de la teoria maximal NV = 8, D = 4, resulta
interesante comprobar cémo, al aplicar reducciéon dimensional a la teoria 11-dimensional, se
recuperan estos campos. Para ello, hagamos primero una breve introduccion a la teoria de

Kaluza-Klein.

4.3.1. La teoria de Kaluza-Klein

Esta teoria ya se introdujo al inicio de la seccién 3.6, por lo que ahora nos centraremos en
estudiar como se aplica. Supongamos que tenemos una teoria formulada en un espacio-tiempo
representado por una variedad (D + 1)-dimensional Mp41 y que queremos reformularla en
dimension D al suponer que una de las dimensiones estd compactificada en una circunferencia
de radio L, esto es:

Mpy1 = Mp X S},' (4.25)

Un ejemplo sencillo: el campo escalar

Consideramos el ejemplo méas simple en el que la teoria contiene Unicamente un campo escalar
no masivo ¢ en un espacio-tiempo de Minkowski de D + 1 dimensiones. Las ecuaciones del

movimiento son por tanto las siguientes:
Opr1¢9=0. (4.26)

Nota. Opy1 se refiere al d’alembertiano en D + 1 dimensiones.

Denotando por (z°, .zl ~1 ) a las coordenadas y utilizando que la coordenada y debe ser

periddica se puede expandir el campo ¢ en serie de Fourier para obtener:

“+oo
olz,y)= Y dp(z)e't?, (4.27)

k=—o00
Introduciendo esta expresion en las ecuaciones del movimiento se obtiene:

k?
[DD — L2] or=0, (4.28)
que es la ecuacién correspondiente a un campo escalar masivo en un espacio-tiempo de D
dimensiones. Por tanto, partiendo de una teoria en dimensién D 4 1 con un campo escalar no
masivo ¢(z, y), hemos obtenido un conjunto infinito de campos escalares ¢ (x) en D dimensiones
cada uno con masa my = |k|/L. El conjunto de todos estos escalares se dice que es una torre de
modos masiva o torre de Kaluza-Klein. Estamos suponiendo que la dimensién correspondiente a
S1 es no observable, luego tendremos L — 0, lo que implica que, siempre que k # 0, la masa my,
es muy grande y, por tanto, se requeririan energias enormes para detectar estos modos masivos.

Por esta razén, el inico modo que se considera es el modo con k = 0, denominado modo ligero.
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De esta manera, pasamos de tener un campo ¢(z,y) dependiente de las D + 1 coordenadas de
la variedad M p41 a tener un campo ¢g(z) dependiente inicamente de las D coordenadas de la
variedad M p.

La teoria original de Kaluza-Klein

En la teoria propuesta por Kaluza y Klein se aplicaba este procedimiento a la relatividad general
en 5 dimensiones, a partir de la cual se obtenia una teoria de la relatividad en 4 dimensiones
acoplada a un fotéon y un campo escalar. Para ello, se supone que la métrica en 5 dimensiones
gun se descompone en una métrica en 4 dimensiones g,,,, un campo vectorial A, y un campo
escalar ¢ denominado dilatén. Veamos brevemente!? el procedimiento para reducir una teoria
gravitatoria en D + 1 dimensiones a una en D. Para ello, se considera que la métrica en D + 1

dimensiones se puede expresar como

2a¢ 2804 A 289 A
_ (€T 9w T e pfv € 1
M = ( 2064 £2686 ) : (4.29)
dando lugar al elemento de linea
dsh, | = e*0dsh + 2P (dxP + A, dxt)(daP + A,dz"). (4.30)

Nota. Los indices M, N, ... se refieren las D + 1 dimensiones del espacio-tiempo, mientras que

1, v, ... se refieren a las D dimensiones no compactas.

Bajo esta suposicién, la accion

1
Spi1 = 5.2 /de\/—ggMNRMN (4.31)
kb1
se reduce a
1 D 1 L (D-1)a¢ v
SD+1 = 72 d T/ —g R — 78u¢au¢ — —€ F'LLI/FM ) (432)
2/€D 2 4

con H%) = IQQD +1/27L, que es la accién de un fotén y un escalar en relatividad general. Los valores

obtenidos para a y 8 son
9 1

«@ :2(D—2)(D—1)’ B=—-(D-2). (4.33)

4.3.2. Reduccién dimensional sobre S!

Generalizando el procedimiento anterior a cualquier teoria se obtiene la reduccién dimensional
mencionada en la seccién 3.6. Veamos entonces qué campos obtenemos al reducir la teoria

D +1 = 11 SUGRA sobre una circunferencia S'. Recordemos que el contenido de campos de

10F] calculo explicito se puede encontrar en el capitulo 8 de [7].
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esta teoria es el multiplete
(gmn, Avne, Yar). (4.34)

M:(O D-1 D)

0, .. Dy,

Nota. Consideramos que las coordenadas son x = (zMx

Obtendremos los nuevos campos a partir de estos considerandolos como campos en dimensiones
menores. Por ejemplo, de manera similar al ejemplo anterior, la métrica en 11 dimensiones gy
da lugar a una métrica en 10 dimensiones g,,, a un campo vectorial g,p = A, y a un campo
escalar gpp = ¢. Por otro lado, la 3-forma Ay/nvp da lugar a una 3-forma A,,, y a una 2-forma
A,up = By (no proporciona una 2-forma ni un escalar debido a sus propiedades de antisimetria).
Finalmente, para el gravitino ¥, se debe tener en cuenta también su estructura espinorial.
Para ello, recordemos'' que en las dimensiones 10 y 11 los espinores de Majorana tienen 32
componentes, sin embargo, mientras que en 11 dimensiones un espinor con 32 componentes es
irreducible, en 10 dimensiones no es asi, sino que la representacion mas fundamental es de 16
componentes. Teniendo esto en cuenta, el vector-espinor ¥,, que emerge de W/, se puede
considerar como dos espinores irreducibles \II}L, \I/i, por lo que la teoria en dimensién 10 tiene
N = 2. Ademés, el gravitino en 11 dimensiones también da lugar a un fermién ¥p, = 1),. En
resumen, el contenido de campos de la teoria en 10 dimensiones obtenida de aplicar reduccién

dimensional a la teoria en 11 es

(gMV7AMVp7BuV7AN7¢7 \Il;lij?’l/}) ° (435)

La teoria obtenida, como ya vimos en la tabla 4.1, se denomina supergravedad de tipo ITA. Existe
otra teoria con N' = 2 y D = 10, la supergravedad de tipo IIB, cuyo contenido de campos se
obtiene al intercambiar la 3-forma y el vector de la anterior por una 4-forma, una 2-forma y un
escalar. De manera general, se dice que las teorias de supergravedad de tipo II estan descritas

por los campos
(g/ﬂlv Bum ¢7 C(p)7 \I’llj2> 77[) ) ) (436)

donde C',) es una p-forma tal que p = 1,3 para las de tipo IIA y p = 0,2, 4 para las de tipo IIB.

4.3.3. Reduccién dimensional sobre T7

Aplicando el procedimiento anterior 7 veces a la teoria 11-dimensional se dice que la teoria se
estd compactificando sobre un 7-toro 77 = S! x ... x S1. Por tanto, la teorfa obtenida tendrd

dimensién 4, veamos su contenido de campos.
Nota. En este caso consideramos las coordenadas =™ = (zt,2*) con p=0,...,3 ei=4,...,10.

La métrica gy n da lugar a una métrica g,,, a 7 vectores g,; y a 28 escalares g;; (son 49
componentes, pero debido a la simetria de la métrica solo 28 son independientes). Para la 3-
forma Apsnp es algo mas complejo ya que se deben tener en cuenta ciertos factores. El primero
es que la 3-forma A,,, no tiene grados de libertad en dimensién 4, luego no se considera. Por
otro lado, el nimero de vectores A,;; viene dado por el nimero combinatorio (;) = 21 debido a

la antisimetria de Ap;nyp v, de la misma manera, se tienen (g) = 35 escalares A;;;,. Por tltimo, se

1Se vio la dimensién de los espinores en la seccién 1.4.4.
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debe tener en cuenta que cada 2-forma A,,; tiene los mismos grados de libertad que un escalar

debido a la dualidad de Hodge'? de las teorfas en D = 4, comportdndose asi como 7 escalares.

Para terminar, los espinores en dimensién 4 tienen 4 componentes, luego las 32 componentes del
gravitino s pasan a ser 8 gravitinos ¥, y 32-7/4 = 56 fermiones ¥;. Considerando todos los
campos mencionados se tiene un total de una métrica, 28 vectores, 70 escalares, 8 gravitinos y

56 fermiones, que es exactamente el contenido de campos de la teoria maximal N =8, D = 4.

Como comentario final, se debe tener en cuenta que las teorias obtenidas a partir de la reduccion
dimensional sobre un toro de la teorfa 11-dimensional son siempre ungauged supergravities'3,
pues el toro tiene una geometria trivial, es decir, tiene curvatura nula. En el caso de aplicar la
reduccién dimensional sobre una variedad con una geometria no trivial, como es el caso de la

esfera, si que se podrian obtener gauged supergravities.

4.4. Una breve introduccién a la correspondencia AdS/CFT

Para concluir con el trabajo, se hara mencién a uno de los campos mas activos de la investiga-
ci6én actual en fisica tedrica: la correspondencia AdS/CFT, también conocida como holografia o
dualidad gauge/gravedad. En su versién mas simple, esta correspondencia establece una relacién
entre las soluciones a teorias de supergravedad clasica que poseen un factor AdS y las teorias de
campos conformes (CFT). Para entender esto debemos saber que una teoria de campos confor-
mes es una teoria cudntica de campos que posee una simetria bajo transformaciones conformes,
que son aquellas transformaciones que dejan invariantes los angulos. De esta manera, se estan
relacionando dos teorias completamente diferentes ya que por un lado tenemos una teoria clési-
ca de gravedad, es decir, una teoria formulada en un espacio-tiempo curvo, mientras que por
el otro tenemos una teoria cuantica de campos formulada en un espacio-tiempo plano, como es
el caso de la teoria supersimétrica de Yang-Mills. De manera maés precisa tenemos la siguiente

definicidn.

7

Correspondencia AdS/CFT. Las soluciones del tipo AdSy1 x K, siendo K una varie-
dad compacta, de una teoria de supergravedad clasica, son duales a una teoria de campos

conformes en d dimensiones (CF'Ty).

\

Por tanto, las soluciones correspondientes a las M2-branas y M5-branas vistas en la subseccién
3.6.2, que en un entorno del horizonte eran AdSy x S7 y AdS7 x S*, son duales a teorfas CF'T3
y CFTg, respectivamente. No obstante, la formulacién inicial'* de la correspondencia no se
realizé para el caso de D = 11 SUGRA, sino que se basé en soluciones de la teoria D = 10

SUGRA de tipo IIB. De manera similar al caso 11-dimensional, se obtienen soluciones a esta

12En dimensién 4 una 2-forma determina un tensor de Faraday que es una 3-forma, por lo que su dual, el cual
contiene los mismos grados de libertad, es una 1-forma y, por tanto, proviene de una O-forma, es decir, de un
escalar. Por esta razén, en dimensién 4, una 2-forma tiene los mismos grados de libertad que un escalar.

13 Al contrario que las gauged supergravities, el grupo gauge es abeliano y las derivadas de los campos escalares
no estan covariantizadas.

11,a correspondencia AdS/CFT fue propuesta por Juan M. Maldacena en [10], el paper mds citado a dia de
hoy en el campo de la fisica tedrica.
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teoria correspondientes a p-branas, en este caso denominadas Dp-branas, puesto que provienen
de considerarlas como las condiciones de contorno Dirichlet de las cuerdas utilizadas en teorias
de cuerdas. La principal diferencia entre las soluciones es la presencia de un dilatén ¢, aunque

este es constante en el caso que vamos a estudiar.

Recordemos que el contenido de campos de D = 10 SUGRA IIB es el descrito en (4.36), por
lo que tendremos soluciones en las que las p-formas se acoplan eléctricamente a D1-branas y
D3-branas, siendo esta ultima en la que nos vamos a centrar. La métrica en un entorno del
horizonte de una D3-brana es
2 T\2 o m3\2 ;9 2 102
ds? ~ (g) ds2y, + (?> dr? + r2d02, (4.37)

que es la de un espacio-tiempo AdSs x S® en el que ambos espacios tienen radio r3. De esta

manera, se tiene la siguiente correspondencia.

~

Correspondencia AdS/CFT inicial. Las soluciones correspondientes a un conjunto
de N D3-branas en un entorno del horizonte y tomando /N grande son duales a una teoria

supersimétrica de Yang-Mills con A = 4 en dimensién 4 y con grupo gauge SU(N):

D3-branas en SUGRA IIB

S x S5 N =4, SYMy, SU(N) (4.38)
5

\.

Tras la formulacién inicial de la correspondencia se han ido estudiando numerosas variantes de
la misma, entre las cuales estd el caso de la M2-brana (AdSy x S7), que es dual a una teorfa de

campos conformes en dimensién 3 denominada ABJM [1].

La importancia de esta correspondencia reside en el hecho de que posee una relacién de pro-
porcionalidad inversa en las constantes de acoplo, esto es, si la interaccién gravitatoria es débil
o fuerte, la constante de acoplo de la teoria cuantica de campos correspondiente serd grande o
pequeinia, respectivamente. De esta manera, soluciones clédsicas a teorias gravitatorias con baja
interaccion nos permiten obtener soluciones a teorias cudnticas de campos con constantes de aco-
plo grandes, lo que seria imposible de otra manera al no poder utilizar teoria de perturbaciones.
Por otro lado, soluciones a una teoria cudntica de campos perturbativa dan lugar a soluciones
gravitatorias con una fuerte interaccién gravitatoria, lo que tiene una gran complejidad en el

marco de las teorias de gravedad.
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Conclusiones

Este trabajo se ha enfocado en desarrollar el concepto de supergravedad basdndose en el nivel
de conocimientos de un grado en fisica. Por ende, han sido necesarios dos capitulos puramente
introductorios sobre los que sustentar el resto del trabajo. En el primero de ellos, se ha comenzado
formalizando una idea que se utiliza de manera recurrente en el grado aunque sin entrar en su
trasfondo, las simetrias. Debido a la importancia de las mismas en este trabajo y en la fisica
tedrica en general, ha resultado esencial entender como actiian. Ademas, se ha hecho un repaso de
las teorias de campos méas comunes que ha servido para establecer la notacién y el procedimiento
general del trabajo. Las teorias gauge es otro concepto introducido en el mismo capitulo y su

comprension es necesaria, pues constituyen otro pilar esencial para este trabajo.

El segundo capitulo se ha dedicado a la teoria de la relatividad general, otro de los fundamentos
de la supergravedad. En él hemos podido comprender la profunda idea que la subyace: la gra-
vedad no es mas que una curvatura en el espacio-tiempo generada por la materia presente en el
mismo. Tras apreciar la simplicidad y belleza de las ecuaciones de Einstein, hemos introducido

el formalismo de los frames, que es el utilizado en supergravedad.

El gravitino y la supersimetria conforman las piezas restantes necesarias para construir el puzle
de la supergravedad, por lo que en el tercer capitulo se ha podido establecer un primer contacto
con la misma. Hemos visto céomo el calculo variacional y el dlgebra supersimétrico constituyen
dos maneras diferentes de comprobar que una teoria de supersimetria local requiere de gravedad.
Tras obtener la contribucién universal a la accién de la supergravedad, hemos podido estudiar la
variante con constante cosmolégica, ddndonos cuenta de que la solucién maés simple en este caso
es un espacio-tiempo AdS. También hemos estudiado la supergravedad en D = 11, una teoria
Unica a la que no se pueden acoplar mas campos y a partir de la cual se pueden obtener el resto de
teorias de ungauged supergravities aplicando reduccién dimensional. Ademaés, hemos presentado
las soluciones de esta teoria correspondientes a las M2-branas y Mb5-branas, que representan una
generalizacion del agujero negro de Reissner-Nordstrom en 11 dimensiones. Cabe destacar que
la supergravedad en D = 11 junto con las M2-branas y las M5-branas conforman la base de la

teoria M.

Al inicio del cuarto capitulo se ha introducido una teoria méas compleja por su alto contenido
de campos, se trata de la teorfa de N' = 1, D = 4 SUGRA acoplada a campos de materia.
En esta teoria, ademas del multiplete gravitatorio, tenemos también un conjunto de multipletes

quirales y otro de multipletes gauge, siendo asi el primer ejemplo propuesto de una teoria de

73



gauged supergravity. Por la complejidad de la teoria y el tratamiento que se ha hecho de la
misma, no ha sido necesario estudiar la contribucién fermidénica, aunque se ha destacado que
los fermiones cuentan con términos de masa. Parte de la importancia del estudio de esta teoria
reside en el hecho de que ha servido para estudiar el espacio interno de los campos que, como
hemos visto, es una variedad de Kéahler. Ademds, hemos observado ciertas similitudes con el
caso de supergravedad pura con constante cosmoldgica, atin méas al considerar las soluciones de
fondo, las cuales han resultado ser también AdS. Por ultimo, cabe destacar que la teoria de
N =1, D = 4 SUGRA acoplada a campos de materia es la base sobre la que se formula la
supergravedad minimal (mSUGRA) [11], una teoria que busca extender el modelo estandar para

incorporar la supergravedad.

Tras esto, hemos seguido adentrandonos en el resto de teorias de supergravedad al introducir las
teorias de supergravedad extendida, pudiendo relacionarlas con el resto mediante la tabla 4.1.
Esta tabla ha resultado ser de gran utilidad pues nos permite conocer el contenido general de
campos y las teorias relacionadas mediante la reduccién dimensional. Mas concretamente, hemos
estudiado el contenido explicito de los campos para las teorias de supergravedad extendida més
importantes en D = 4: N/ = 2, 4 y 8, pudiendo comprobar la importancia de los espacios
cociente en las mismas. También hemos visto de manera general como, mediante la reduccion
dimensional, la teoria 11-dimensional da lugar a la teoria 10-dimensional de tipo IIA y a la
teoria de supergravedad maximal en dimension 4, pudiendo asi entender cémo se realiza este
procedimiento, el cual es de gran importancia en la fisica tedrica actual debido a la dimension
empleada en las teorias de cuerdas. Por ltimo, se ha introducido la idea que subyace a la
correspondencia AdS/CFT, pudiendo entenderla de manera general a partir del andlisis de las

soluciones de D = 11 SUGRA realizado en el capitulo anterior.

A lo largo del trabajo hemos aprendido una serie de conceptos e ideas fundamentales para el

desarrollo de las teorias fisicas. Destacan principalmente las siguientes:
1. Las simetrias estdn implementadas a través de grupos de Lie.

2. Las teorias gauge se basan en simetrias locales de los campos, implementadas a través de

los campos gauge y la curvatura o tensor de Faraday.
3. La gravedad se debe entender como una curvatura del espacio-tiempo.
4. La supergravedad es una teoria de supersimetria local.

5. La teorfa de supergravedad en dimensién 11 es una teoria tnica y, por tanto, una firme

candidata para ser el limite de bajas energias de una teoria del todo, la teoria M.

Para concluir, cabe mencionar las posibles extensiones con las que podria contar este trabajo.
De manera natural, se podria continuar profundizando mas en los conceptos introducidos en
el ultimo capitulo, como es el caso de las teorias de supergravedad extendida, la reduccién di-
mensional o la correspondencia AdS/CFT. Otra posibilidad seria adentrarse en el formalismo
cuantico mediante el estudio de las teorias de cuerdas y observar como se recupera la supergra-

vedad al tomar el limite de bajas energias de las mismas. En conclusion, este trabajo sienta las
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bases para investigaciones avanzadas en fisica tedrica, las cuales espero abordar en profundidad

en un futuro cercano.
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Apéndice A

Geometria diferencial: la clave para

entender el espacio-tiempo

En relatividad general (RG) se considera que el espacio-tiempo es una variedad lorentziana y
se estudia cémo varian sus propiedades geométricas debido a la gravedad. Las variedades son
el objeto principal de estudio de la geometria diferencial, por lo que, para poder entender la
RG, se debe estudiar primero la teoria matemdtica de dichas estructuras. Otra herramienta
fundamental para la RG son los tensores, de los que se debe saber qué son y cémo se comportan,
ya que seran la base del lenguaje con el que describiremos todas las ecuaciones. Esta seccion del
apéndice estard dedicada a realizar una sintesis de todos estos conceptos que se requieren para

describir la teoria de la relatividad general.

A.1. Variedades diferenciables

Se comienza realizando una introduccion a la teoria matematica de las variedades diferenciables,

para lo que se dardn una serie de definiciones y propiedades bésicas.

A.1.1. Definiciones previas

Nuestro primer objetivo es, a partir de un cierto conjunto M, poder darle unas coordenadas
en R" a cada punto de dicho conjunto. Estas coordenadas seran las que nos ayuden a trabajar

sobre conjuntos arbitrarios de manera andloga a como lo hacemos en el espacio euclideo.

Definicién A.1. Dado un conjunto M, se define una carta de M como un par (U, ¢) tal que

¢ : U C M — R" es una aplicacién biyectiva y ¢(U) es un abierto de R™.
Nota. Para abreviar, en algunos casos me referiré a una carta simplemente como la aplicacion ¢.

Esta aplicacién nos da unas coordenadas ¢(p) = (z!(p),...,2"(p)) para cada p € U, que, ge-
neralmente, abreviaremos por x*(p). Puede que necesitemos més de una carta para poder dar
coordenadas a todos los puntos del conjunto M, en cuyo caso se debe verificar que las cartas

cuyos dominios intersecan sean compatibles.

76



o (U) R"

@ ¢

Figura A.1: Esquema de una carta.

Definicion A.2. Una variedad diferenciable n-dimensional es un espacio topolégico Hausdorff

tal que:

1. Es localmente homeomorfo a R™, es decir, Vp € M 3 (U, ¢) una carta de M, siendo U un
abierto con = € U, tal que ¢ : U — ¢(U) es un homeomorfismo.

2. Dados U,V dos abiertos tales que U NV # (), las cartas correspondientes ¢ : U — ¢(U) y
¢ : V — (V) deben verificar que la aplicacién

ongb_l coUNV) = pUnV), (A.1)

denominada cambio de coordenadas, es un difeomorfismo (biyectiva, diferenciable y con
inversa diferenciable).

El conjunto de todas las cartas de la variedad se denomina atlas.

Nota. En general nos referiremos a una variedad diferenciable n-dimensional simplemente como

variedad.

M (L) R

pogp
p(V)

Figura A.2: Aplicacién cambio de coordenadas.

A.1.2. Espacios tangente y cotangente

El préoximo objetivo es definir el espacio tangente a una variedad en cada punto. Para ello
buscaremos un conjunto con estructura de espacio vectorial que se pueda construir a partir de

las propiedades de las variedades diferenciables.
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Aplicaciones entre variedades diferenciables

El primer paso consiste en analizar las aplicaciones f : M — R. Para poder estudiarlas de
manera anadloga a como lo hacemos en el espacio euclideo se debe hacer uso de las cartas, por

lo que se define la aplicacion
F:=fo¢ ' :R" >R, (A.2)

siendo (U, ¢) una carta de M. A partir de F se pueden definir las derivadas parciales de f y su
diferenciabilidad. Por tanto, diremos que f es diferenciable si F' es diferenciable y se definiran
sus derivadas parciales como

_0(fed | (A.3)

6(0) Izt 4

of

Dt

_or
» oxH

Esta cantidad depende claramente de las coordenadas x*, por lo que, para construir el espacio

tangente, trataremos de buscar elementos que no cuenten con esta dependencia.

Espacio tangente
Nota. Denotaremos por C°°(M) al conjunto de todas las funciones diferenciables f: M — R.

Definicion A.3. Dado p € M, se define un wvector tangente a M en p como una aplicacién
Vp : C°(M) — R tal que paratodo o, f € Ry f,g € C°°(M), verifica las siguientes propiedades:

(1) Vp(af +Bg) = aVy(f) + BVp(9)  (R-linealidad).
(2) Vu(f9) =Vo(f)gp) + f(p)Vp(g)  (regla de Leibniz).

El conjunto formado por todos los vectores tangentes a M en p tiene estructura de espacio
vectorial real. Denominaremos a dicho conjunto espacio tangente a M en p y se denotard por
T,M.

Se verifica que las derivadas parciales

0

P oxrH

Ol C®(M)—R (A.4)

P
constituyen una base del espacio tangente, por lo que deducimos que la dimensiéon de T),M es
la misma que la de la variedad diferenciable y que ademéas podemos expresar cualquier vector

tangente V), € T, M como
Vo= (V;))Mau‘p- (A.5)

Campos vectoriales

A continuacién, haremos una generalizaciéon de los vectores tangentes en un punto a objetos
)
que actien sobre toda la variedad diferenciable M, es decir, buscamos campos de vectores. La

siguiente definicién nos ayudara a desarrollar esta idea.

Definicion A.4. Se define el fibrado tangente de una variedad diferenciable M, denotado por
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T M, como el conjunto formado por la unién disjunta de todos los espacios tangentes a la variedad
en cada punto, es decir,
T™ = | | T,M = | J{p} x T,M. (A.6)
peEM peEM

Nota. Para abreviar la notacién generalmente nos referiremos a un elemento de T'M simplemente

como V,.

Definicion A.5. Se define un campo vectorial sobre M como una aplicacién que a cada punto

de la variedad le asigna un vector tangente a la variedad en ese punto:

VM —TM
(A.7)
p—Vp,
Ademsds, debe verificar que, para toda funcién f € C°°(M), la aplicacién
Vf:M—R
of (A.8)
p— (VHP) =V(f) = (Vo)'5 5
T p
sea diferenciable. De esta manera, un campo vectorial V' también es una aplicacién
V:C®(M) — C(M)
(A.9)

f—Vf.

El conjunto de todos los campos vectoriales sobre una variedad M tiene estructura de espacio

vectorial sobre R y se denota por X(M).

Dada una carta (U, ¢) de M con coordenadas x*, podemos expandir un campo vectorial V' €
X(M) en el abierto U como
V =V*"o,. (A.10)

Se debe tener en cuenta que, en este caso, las componentes V# son elementos de C*°(M).
Ademas, es evidente que las derivadas parciales 0, = 0/0z* dependen de las coordenadas,
luego en otras coordenadas tendremos otros coeficientes V*#. Dada (U’, ¢) otra carta de M con
UNU'# 0y coordenadas z'*, obtenemos las nuevas derivadas parciales a partir de la regla de
la cadena como:
0 ox¥ 0 | ox”
ox' Oz’ Jxv ox'*

Por otro lado, utilizando que el campo vectorial es independiente de las coordenadas (V' = V),

dy . (A.11)

se deduce que
ox'"

= oz

Una transformacién de este tipo se denomina cambio general de coordenadas (g.c.t. por sus siglas

%48

VY. (A.12)

en inglés).
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El bracket de Lie

Al multiplicar dos campos vectoriales no se obtiene un tercer campo vectorial, sin embargo, se
puede definir una operacién entre campos vectoriales que si resulta ser uno de ellos. Esta idea

se formaliza en la siguiente definicién.

Definicién A.6. Dados dos campos vectoriales X, Y € X(M), se define el bracket de Lie o

conmutador como la siguiente operacién:

[X,Y]=XY -YX. (A.13)

Se verifica que el bracket de Lie [X, Y] es un campo vectorial.
Dados X,Y,Z € X(M), el bracket de Lie satisface las siguientes propiedades:
» Antisimetria: [X,Y] = —[Y, X] .

= Bilinealidad: dados «, 8 € R, se verifica:
[aX + BY, Z] = o|X, Z] + B]Y, Z] .
[X,aY + 2] = o[X, Y]+ BX, Z] .

» Identidad de Jacobi: [X,[Y,Z]] +[Y,[Z, X]]+ [Z,[X,Y]] =0.

Se deduce entonces que X(M) junto con la operacién [, -] tiene estructura de Algebra de Lie.

El espacio dual

A partir del espacio tangente podemos definir un nuevo espacio vectorial como sigue.

Definicion A.7. Un vector dual, vector cotangente o vector covariante es una aplicacién lineal
wp : TpM — R. El conjunto de todos los vectores duales constituye un espacio vectorial que se

denomina espacio dual.

De forma analoga a como hicimos con los campos vectoriales podemos definir un campo dual o
1-forma w como una aplicacién que a cada punto de la variedad le asocia un vector dual. Esta
aplicacién actuard sobre campos vectoriales como w : X(M) — C*°(M). El conjunto formado
por todos los campos duales se denota por A'(M) y cumple que, dadas z* unas coordenadas en

M, podemos expandir de manera local un elemento w € A'(M) como
w = wydzh . (A.14)
Por tanto, se cumple:

w(V) =V(w) =w,V"d2"0, = w,V"05 = w,V*. (A.15)
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Las reglas de transformacion resultantes son las siguientes:

ox'"
da'™ = %dm”, (A.16)
ox¥

A.1.3. Tensores: el lenguaje de la relatividad general

Una vez definidos los vectores tangentes y cotangentes se puede proceder con un concepto que
generaliza a dos los anteriores. Se trata de los tensores, que se podrian considerar como los

elementos més relevantes en RG ya que apareceran en todas las ecuaciones.
Definicién A.8. Un tensor de rango (k,l) se define como una aplicacién multilineal

k l

N

Ty TyM x ... x TyM X TpM x ... x TyM — R™. (A.18)

Comprobamos que un vector tangente es un tensor (1,0) mientras que un vector dual es un
tensor (0,1). Podemos definir también un campo tensorial como una aplicaciéon T' que a cada
punto de la variedad le asocia un tensor 7. Por tanto, podemos expresar un campo tensorial 7'

y sus componentes como

T =Tt 0 ® .. @0, ®@dr" @ ... dz", (A.19)
T(dz™,...,dz"; 0y, oy Opy) = TH 1R, (A.20)
Sus componentes transforman bajo g.c.t. de la siguiente manera:
iz I
Tlmmukm v = O™ Ceeet Oz 0x et Oz TP1-Pk . (A.Ql)
856’01 axpk 833’”1 8.13’”1 01...0]

En este punto comprobamos que cobra sentido el tratamiento de indices que se ha estado hacien-
do hasta ahora, ya que se reduce simplemente a que las componentes de un tensor transforman
sus entradas correspondientes a superindices como vectores tangentes, mientras que las compo-

nentes correspondientes a subindices transforman como vectores duales.

Nota. En general se denominard tensor a las componentes de un campo tensorial con el objetivo

de abreviar la notacion.

Operaciones y propiedades de los tensores
Se pueden definir las siguientes operaciones que involucran uno o mas tensores.

Dados dos tensores T, S de rangos (k,1) y (r, s), respectivamente, se define el producto tensorial

T ® S como un tensor de rango (k + r,l + s) de componentes

(T @ S)r-tikprpr = THbk mwsm---ﬁr (A.22)

v1...V101...0s 1 01...05 *
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Una propiedad de los tensores es que se pueden contraer dos de sus indices para formar un nuevo
tensor de rango (k — 1,1 — 1). Por ejemplo, para un tensor (2,2), se obtendria

™, = S*,. (A.23)

Un tensor es simétrico en dos de sus indices si al intercambiar esos indices se obtiene el mismo
tensor. Equivalentemente, se define un tensor antisimétrico como un tensor en el que al inter-
cambiar dos de sus indices obtenemos el tensor cambiado de signo. A partir de estas definiciones
surgen otras dos operaciones importantes. Dado un tensor cualquiera, podemos simetrizarlo o
antisimetrizarlo para obtener un tensor simétrico o antisimétrico a partir de él. Por ejemplo,

dado un tensor cualquiera TH", sus tensores simétrico y antisimétrico son, respectivamente:
b )

T(wr) — E(TW + TV,
2 (A.24)
Tl — ~(TH — TV
2
Un caso algo més complejo seria, por ejemplo:
Tlvel — l (THVP — TVHP 4 VPR _ TPV | TPRY _ TPVI) (A.25)
3!

El tensor métrico

Definicién A.9. Se define la métrica o tensor métrico g,,, como un tensor (0, 2) simétrico y no

singular, esto es
" Guv = Gup -
= det (gu(p)) #0 Vpe M.

En la variedad M = R!3 la métrica de Minkowski 74, es un tensor métrico. Para diferenciar de

este caso especial del resto, en una variedad cualquiera la métrica se denota por g, .

La métrica define un producto escalar entre dos campos vectoriales considerando
g(V. W) = g, VFW". (A.26)
Como resultado, se puede definir la norma de un campo vectorial como
VI = g(V.V) = guVFV". (A.27)

Esto nos hace distinguir entre tres tipos de campos vectoriales.
= |[V]* >0 : de tipo tiempo.
= |V <0 : de tipo espacio.

= |[V[[?=0: de tipo luz o nulos.
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A partir de la métrica se obtiene también el elemento de linea

|dz|?* = gudatdz” = ds®. (A.28)

Como consecuencia de la no singularidad se puede definir la inversa de la métrica, que denota-
remos por g’ y verificara
guugyp = 65 . (A.29)

Gracias a estos dos tensores se puede realizar una operacion sobre otros tensores conocida como
“bajar o subir indices”. Por ejemplo, dado un tensor 7' de rango (2,2), se pueden realizar las

siguientes operaciones:

vp  _mop
- g/“/T a/\_Tu ox "

= ¢TI, =T

Sistema de referencia inercial local

Puesto que la métrica es una matriz no singular y simétrica, podemos expresarla como
g = ene', (A.30)

siendo 1 una matriz diagonal de entradas +1 y e € O(n). Cuando la métrica sea tal que n =1,
se tendrd una variedad riemanniana, mientras que si 7 es la métrica de Minkowski, se tendra
una variedad lorentziana o pseudo-riemanniana, que son las que se consideran en la teoria de la

relatividad general.

Este resultado es valido de manera local, por lo que, podemos asegurar que en cada punto p € M,

la métrica se puede expresar en un entorno de dicho punto como

gu,,(x) = eau($)ebu(x)77ab con gul/(p) = Nuv - (A.31)

Las componentes e, (z) se denominan vielbeins o frames y nos dan la misma informacién que la

métrica, es decir, se puede usar tanto uno como otro para describir la geometria de la variedad.

Haciendo uso de los vielbeins podemos definir nuevas bases para los espacios tangente y cotan-

gente, que se denotaran por e, y 0%, respectivamente. Se obtienen de la siguiente manera:

eq =€,"0y,
(A.32)
0“ = e, dx"

siendo e,” la inversa traspuesta de €%, es decir, eaueb“ =0y y e%,e,” = 0;,. Estas nuevas bases

p,)
son ortogonales puesto que

€q " €p = g,uuea'ueby = Tab - (A33)
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Ademids, podemos comprobar ficilmente que son bases duales mediante el célculo:
0%(ep) = ey, = 0y . (A.34)

Los vielbeins no se utilizan en la formulacion basica de la relatividad general ya que no ofrecen
ninguna ventaja respecto a la métrica, sin embargo, su uso es imprescindible a la hora de estudiar

particulas fermiénicas en presencia de gravedad.

Se pueden encontrar unas coordenadas £% que, de manera local, verifiquen d¢® = 0%. A este
conjunto de coordenadas junto con sus bases correspondientes para los planos tangente y co-
tangente se les denomina sistema de referencia inercial local (L.IF. por sus siglas en inglés) y
es el correspondiente a un observador que se encuentra en caida libre. Esta es la formulacion

matematica del Principio de Equivalencia descrito en el capitulo 2.

En estas nuevas coordenadas se verifica las siguientes propiedades:

Guv = Nuv + 0(52) = 8p9u1/(p) =0, 8paogul/(P) #0. (A.35)

Finalmente, si reescribimos el elemento de linea en funcién de la nueva base del espacio cotan-
gente obtenemos
ds® = Gudatds” = nab9“0b, (A.36)

lo que nos indica que en un entorno de cada punto podemos encontrar unas coordenadas £¢
mediante las cuales podemos trabajar de manera local como lo hariamos en el espacio-tiempo
de Minkowski.

Formas diferenciales

Otro tipo de tensor que resultara de utilidad son las p-formas diferenciales, que se definen como
un tensor (0,p) completamente antisimétrico. El conjunto de todas las p-formas diferenciales se
denota por AP(M). Hasta ahora hemos tratado con O-formas (funciones) y 1-formas (campos

duales).

Dadas A € AP(M) y B € AY(M) se puede definir el producto esterior de ellas como la

(p + ¢)-forma
(»+q)!
(W A n)u1.,.upul...uq = WA[#lmllpBl’lqu} . (A37)
Se puede obtener asi una base local del espacio AP(M) como {dz"* A ... A dx#»}. Ademds, a
partir de esta operacién definimos la derivada exterior de una p-forma cualquiera w € AP(M)
como la (p + 1)-forma

(dw) ..y = P+ 1)0)w00, 0] - (A.38)
Diremos que una p-forma es cerrada si dw = 0y diremos que es ezacta si existe una (p—1)-forma

n tal que dn = w. Ademsds, por las propiedades de la derivada parcial, se verifica siempre que
d(dw) = 0.
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Densidades tensoriales

En ciertas ocasiones, nos encontraremos con objetos que aparentan ser tensores, pero en realidad
no lo son, ya que transforman como tensores salvo por un factor adicional. Definimos asi una
densidad tensorial como un objeto que transforma como un tensor, excepto por un factor que es
una potencia del determinante del jacobiano del cambio de coordenadas. El exponente de esta
potencia representa el peso (w) de la densidad tensorial. A continuacién, se presentan algunos

ejemplos destacados de densidades tensoriales.

1. El determinante de g, (w = —2):

, oz |?
9 =57 9 (A.39)
2. El simbolo Levi-Civita (w = —1):
|08 0 "
3. El diferencial de volumen (w = 1):
dPa’ = (Z; dPzx . (A.41)

Fijandonos en el caso 3, nos damos cuenta de que debemos definir un nuevo elemento de volumen,
pues este no es invariante bajo g.c.t. De esta manera, en geometria diferencial se define el

elemento de volumen como

dv = dPzy/=Eg , (A.42)

donde se toma el signo positivo para variedades riemannianas y el negativo para lorentzianas.

Si este elemento de volumen existe sobre toda la variedad se dice que esta es orientable.

Nota. dPx representa dz' A ... A dzP.

Operador estrella de Hodge

En una variedad orientable y con métrica se puede definir una operacién
*: AP(M) — A""P(M) (A.43)

tal que, dada w € AP(M), se tiene que

1
(W) cppn—p = px/ig € pin—pin @ (A.44)
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Esta aplicacién se denomina operador estrella de Hodge y permite definir un producto interno

simétrico en AP(M) de la siguiente manera:

(w,n) = /Mw Ax1. (A.45)

En una formulacién geométrica del electromagnetismo se asume que el fotén es una 1-forma A

sobre la variedad y se obtiene el tensor de Faraday como
F=dA. (A.46)

Por tanto, utilizando que el operador derivada exterior verifica que d? = 0, las transformaciones

gauge de A vienen dadas por una 0-forma (funcién) de manera que
A— A =A+do. (A.47)
Ademids, por la definicién de F, se tiene que F' satisface la identidad de Bianchi
dFF =0. (A.48)

Finalmente, la accién del sistema es

1 1
§=—5(F.F) = _2/

1
FAxF =~ / dPx\/EgF"F,, . (A.49)
M M

Esta idea se puede generalizar a campos gauge mas generales descritos por p-formas, en cuyos

casos el tensor de Faraday seria una (p + 1)-forma y el pardmetro gauge una (p — 1)-forma.

Cambios de coordenadas infinitesimales

Hemos visto cémo varian los campos al hacer cambios de coordenadas, sin embargo, resulta 1til
estudiar el caso en el que estos cambios de coordenadas son infinitesimales, es decir, son de la
forma:

ot — ot + ¢ (x), (A.50)

con &#(x) < 1. Las variaciones infinitesimales producidas por estas transformaciones de coorde-

nadas son las siguientes:

0cp = £"0up = Leo,
SeVH = €PO,VH —VPY,EM = €, VIH = LVH,
Ogwp = EPOpwp + wWp0ull = Lewy
0¢TH, = §P0,TH, — T7, 058" + T#,0,8" = LTV,

(A51)

donde se ha definido el operador derivada de Lie L¢ a lo largo del campo &#. Podemos observar
que para el caso del vector contravariante V# la derivada de Lie coincide con las componentes

del Bracket de Lie [£, V]. La métrica es un caso especial en el que se puede reescribir su derivada
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de Lie como

nglw = (559,“, = VHéy - vyfu . (A.52)

Vectores de Killing

Como consecuencia de la definicién anterior surgen un tipo de vectores que ofrecen ciertas
caracteristicas sobre la métrica. Se dice que un campo vectorial k(z) es un vector de Killing de
una métrica g, si la transformacién infinitesimal z# — z# + k# deja invariante la métrica, es

decir, si verifica la ecuacion de Killing:

5kg,ul/ = V/,Lk:l/ - szku =0. (A.53)

A.2. Conexiones y curvatura

Esta seccién se dedicard a introducir el resto de conceptos matematicos necesarios para desarro-

llar la relatividad general. Comenzamos introduciendo la idea de derivada covariante.

A.2.1. La derivada covariante

Al definir el producto tensorial se omitié un caso especial en el que el producto tensorial no
resulta ser un tensor. Este es el caso de las derivadas parciales actuando sobre otro tensor, que,
se puede comprobar que no transforma como un tensor. Como consecuencia, se debe encontrar un
operador diferencial similar la derivada parcial, que, al aplicarlo sobre otros tensores, mantenga la
estructura de tensor. Se define entonces la derivada covariante V,, como un operador diferencial
que actia sobre un tensor (k,[) para dar otro tensor (k,l+1). Le exigiremos que sea un operador
lineal que satisfaga la regla de Leibniz y que verifique V,f = d,f, V f € C*(M). Dados
V € X(M)ywe AYM), el operador V,, obtenido actiia de la siguiente manera:

v,V =09,VV+1I7 VP,
g ! ne (A.54)
Vuwy = 0w, — Fz,jwp,
donde I, € C*°(M). De manera mds general, acttia sobre un tensor (k,l) como
VMTul-..Vkplmpl — 8,uTylmykp1...pl

v A LA

FTAT % e R TRT (A.55)
A V1.V A Vi...V

=Ly T ' k/\...pz == I T ' km...)\'

Definiendo V,, = Vj,, se puede extender la idea de derivada direccional como Vx = X*V,
siendo X € X(M).

Se puede considerar que V es un operador que actia sobre dos vectores para dar otro vector:
V(X,Y) = VxY. Visto asi, el operador V se conoce como conezxidn de la variedad diferenciable

M y los elementos Fﬁy se denominan componentes de la conexion.
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La torsién y la conexion de Levi-Civita

A partir de la derivada covariante se construye un tensor (1,2) conocido como torsion. Se define
como

T(w; X,)Y)=w(VxY - VxY - [X,Y]) = TPW = FZV — I";u = ZFf’W] . (A.56)
Nota. Es importante resaltar que las componentes FZV no son tensores, aunque si se pueden

construir tensores a partir de ellas, como es el caso de la torsion.

En relatividad general impondremos que la torsion sea nula, por lo que las componentes de la
conexioén serdn simétricas en sus dos subindices: 'y, = I'),,. Imponiendo también el postulado
de la métrica: V ,g,, = 0, obtenemos, mediante el teorema fundamental de la geometria rieman-
niana, que la conexién resultante es tinica. Esta conexién se denomina conexion de Levi-Civita y

sus componentes, denominadas simbolos de Christoffel, se obtienen a partir de la métrica como

[
FZV = igp (8,ugV0' + augua - 3ag,w) . (A57)

Haciendo uso del postulado de la métrica y de la simetria de las componentes de la conexién

obtenemos la siguiente expresién para la derivada de Lie de la métrica:

Lﬁguu = vuéu - vufu) (A58)

la cual resultard 1til al estudiar las variaciones de la accién bajo transformaciones infinitesimales

de las coordenadas.

Transporte paralelo y geodésicas

Dados un vector V € X(M) y una curva y(\), se dice que se ha hecho un transporte paralelo de
V a lo largo de +y si la derivada covariante a lo largo de la curva es nula, es decir, se verifica la
ecuacion D Jp
T

—Vht=—V, V=0 < V,;V =0. A.59

DX d\x " * ( )
A partir de esta idea definimos una geodésica como una curva que hace un transporte paralelo de
su propio vector tangente'. Esta idea se representa en la siguiente ecuacién, la cual se denomina
ecuacion geodésica:

d?a dx¥ dz?
+ Iy — =0 < V;2=0. A.60
d\? PP dN dA * ( )

La interpretacién geométrica del transporte paralelo consiste en imaginar una curva en la que

el vector se mantiene constante a lo largo de la misma. Por otra parte, las geodésicas son las
curvas que minimizan o maximizan el elemento de linea. En el contexto de la relatividad general,

dichas curvas representan las trayectorias que siguen las particulas libres.

dah
dX -’

'El vector tangente a una curva z*(\) es V¥ =
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A.2.2. Los tensores de la relatividad general

A partir del concepto de transporte paralelo, es posible formalizar la nocién de curvatura, con-
siderdndola como la variacién que sufre un vector al ser transportado paralelamente a lo largo
de una curva cerrada. En el espacio euclideo resulta evidente que al transportar paralelamente
un vector sobre una curva cerrada se obtiene el mismo vector, sin embargo, esto no serd asi en

general.

El tensor de Riemann

Comenzamos introduciendo un tensor que formalizara la idea de curvatura mencionada en el

parrafo anterior. Se define el tensor de Riemann R como un tensor de rango (1, 3) tal que
R(w; XY, Z)=w(VxVyZ —VyVxZ - Vixy|Z) , (A.61)
que en componentes se reduce a
R,y = 0uly — 0,10, —T0,\T0, —T0, T, . (A.62)

Otra manera de obtener las componentes del tensor de Riemann es mediante el calculo del

conmutador de las derivadas covariantes actuando sobre un vector:
V., V, VP = RWPUV”. (A.63)

Bajando el primer indice del tensor de Riemann se comprueba que satisface las siguientes pro-

piedades:

Simetria: Rype = Rpouw-

Antisimetria: R,uypg = _Ryupo' = _R;U/Up'

Ciclicidad: Ry, = 0.

Identidades de Bianchi:

Rywpo + Rppvo + Ryppo =0

(A.64)
V)\R,“,pg + VVR)\NIM + VMRVAPU =0

El tensor de Ricci

Tomando la traza sobre el primer y el tercer indice del tensor de Riemann obtenemos un nuevo

tensor conocido como tensor de Ricci:
Ry = Ryl = 9% Ropow - (A.65)
Por la propiedad de simetria del tensor de Riemann resulta evidente que el tensor de Ricci es

un tensor simétrico, es decir, R, = R,,.
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El escalar de Ricci

Se puede tomar de nuevo la traza, en este caso del tensor de Ricci, para obtener un escalar,

conocido como escalar de Ricci o escalar de curvatura:

R=g"R,,. A.66
m

El tensor de Einstein
A partir de la identidad de Bianchi del tensor de Riemann se obtiene la siguiente ecuacién:

lo.R, (A.67)

VHF Ry =

la cual motiva la introduccién de un nuevo tensor
1
Guw =R, — §R9/w . (A.68)
conocido como tensor de FEinstein, cuya divergencia covariante serd nula:
ViG,, =0. (A.69)

El hecho de que su divergencia covariante sea nula es esencial para que las ecuaciones de Einstein
sean consistentes, pues en ellas se iguala este tensor al tensor de energia momento, el cual es

covariantemente conservado.
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Apéndice B

El espacio interno de los campos

escalares: geometria compleja

En este capitulo, basado en los capitulos 2 y 3 de [8] y el capitulo 13 de [6], se presenta una
extensién de las variedades diferenciables descritas en el capitulo anterior al ambito de los
nameros complejos. La principal aplicacién de las variedades complejas se encuentra en los
campos escalares utilizados en supersimetria, los cuales pueden considerarse como cartas de una

variedad compleja que ademas sera una variedad de Kahler.

B.1. Variedades complejas

La principal caracteristica de una variedad diferenciable M es la posibilidad de, localmente,
poder proporcionar unas coordenadas (un conjunto de dim M funciones reales z# : M — R) a
cada punto del conjunto de manera que los cambios de coordenadas sean difeomorfismos. De esta
manera, para extender este concepto al campo de los ntimeros complejos se ofrece la siguiente

definicidn.

Definicion B.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensién 2n. Se define una carta holo-
morfa de M como un par (U, 1) tal que ¢ : U C M — ¢(U) C C" es un homeomorfismo.

Definicion B.2. Un atlas holomorfo en una variedad diferenciable M de dimension 2n es un

conjunto de cartas complejas de M {(U;, ;) : i € I} tales que
(1) UiEIUi =M.
(2) Vi, j €I tales que U; N U; # 0, se cumple que

(00 1) b (U;NU;) CC™ — 4 (U; NTU;) € C* (B.1)

es una aplicacién holomorfa. Las cartas que verifican esta propiedad se denominan

cartas compatibles.
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Definicién B.3. Una variedad compleja de dimensién n es una variedad diferenciable (real) de
dimension 2n que posee un atlas holomorfo maximal, es decir, un atlas que contiene a todas las

cartas complejas compatibles.

Observamos asi que una variedad compleja no es mas que intercambiar R™ por C" y difeomor-
fismo por holomorfa. De esta manera, dadas unas coordenadas reales ' (i = 1,...,2n) de una

variedad compleja podemos definir las coordenadas complejas

2% = g% 4 x0T
a=1,..n. (B.2)

1,2 2l .. Z") tenemos un conjunto de 2n coordenadas complejas. Los

Definiendo 2% = (z

vectores en las nuevas coordenadas vienen dados por la relacion usual:

0z%

v = or

Ve (B.3)

Ademds, una métrica expresada en estas coordenadas verificard: g,5 = gag Y gap = Jaj-

B.2. Variedades de Kahler

Veamos ahora la generalizacién de las variedades riemannianas al anadir una métrica a las

variedades complejas.

Definiciéon B.4. Una variedad casi compleja es una variedad diferenciable que posee un endo-
morfismo J : TM — TM tal que J? = —id.

Se verifica que cualquier variedad compleja es también una variedad casi compleja, luego siempre
se puede definir una aplicacién J en una variedad compleja. Se definen las componentes de J en

las coordenadas reales como

0 ;0
J—=J'— B4
oxt v Oxd’ (B4)
siendo Jij J jk = —(5f . Por otro lado, en las coordenadas complejas (B.2) se tiene que

ise 0

Definicion B.5. Sea M una variedad compleja. Una métrica riemanniana g se dice que es una
métrica hermitica si verifica: g(V,W) = g(JV, JW)VV, W € X(M).

En coordenadas esta definicién se traduce a que g verifique:
k !
Jigrd; = gij (B.6)

que, en las coordenadas complejas, es equivalente a escribir gog = g55 = 0. Por tanto, el elemento
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de linea de una métrica hermitica en coordenadas complejas viene dado por

ds* = QQadeadEB. (B.7)

Definiciéon B.6. Se define la forma fundamental de una métrica hermitica como la aplicacién

w(V,W)=—g(JV,W) VV,W € X(M). (B.8)

Escribimos la forma fundamental en las coordenadas reales como
w = —J grida'da’ = —J;datda’ (B.9)
mientras que en las coordenadas complejas tenemos que
W= —2ig,zd2dz", (B.10)

de donde deducimos que se trata de una 2-forma real, es decir, w = @.

Definiciéon B.7. Una variedad compleja con una métrica hermitica g se dice que es una variedad

de Kdahler si su forma fundamental verifica: dw = 0.

Esta condicién equivale a, en coordenadas complejas, escribir

&ygag — aagvﬁ =0, (B.11)

de donde se deduce que, localmente, la métrica de una variedad de Kéahler verifica:
9oj = 0a05K (2, 2) , (B.12)

donde se ha definido el potencial de Kdhler K(z,Z). Este potencial estd determinado excepto

por un término 0K = r(z) + 7(Z), que define las denominadas transformaciones de Kdihler.

B.2.1. Curvatura

Veamos ahora qué forma tienen los tensores de Riemann y de Ricci. Para ello, comenzamos
calculando los simbolos de Christoffel, de los que gran parte son cero debido a las condiciones

impuestas, los términos no nulos son los siguientes:
75 =9"0a9s5 Fzﬁ = 9"70a9s5 - (B.13)

De manera similar, también se anulan ciertas componentes del tensor de Riemann, escribiendo

Unicamente las que no son cero tenemos:

R . =-05I";,
af o B ad (B.14)

Rogys = 0405903 — 9"0190c059,5 »
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y las componentes relacionadas:

R .7 = R 7 = —R 7— =R ,
af & a8 5 (B.15)
Roprs = —Rapsy = —Rpars = Rpasy -

Finalmente, calculamos las componentes no nulas del tensor de Ricci como

Raﬁ = RBa = gwRa’W}é = _aaaﬁ(bg detg). (B.16)

B.2.2. Vectores de Killing holomorfos

Para concluir con este capitulo, veremos qué nuevas caracteristicas tienen los vectores de Killing
de una variedad de Kéhler. Exigiremos a estos vectores k'(z) que, ademds de la definicién de los

vectores de Killing en las variedades reales (A.53), verifiquen:
5pJ,) =0, (B.17)

que en coordenadas complejas implica que los vectores de Killing k% sélo dependen de las coor-
denadas 2” y no de z°. Estas condiciones junto con la propiedad dw = 0 y el lema de Poincaré

resultan en que existen funciones reales P(z, ), denominadas potenciales de Killing, verificando:
E*(z) = —igaﬂagp(z, zZ). (B.18)

de donde se deduce que
Va0sP(2,2) =0. (B.19)

De esta manera, podemos encontrar vectores de Killing en una variedad de Kéhler buscando
funciones reales que satisfagan esta ecuacién. Por el contrario, si conocemos los vectores de

Killing, podemos hallar los potenciales de Killing como
P(z,2) = i[kY0aK(2,2) — 1(2)], (B.20)

siendo 0K = r(z) + 7(2).
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Apéndice C

Espacios coset: el vinculo entre la

geometria y el algebra

En las teorias de supergravedad los campos escalares conforman un espacio interno que tiene
estructura de variedad de Kéhler. Ademas, en general, dichos espacios estaran descritos mediante
lo que en matematicas se denomina espacios cociente, que es el tema que se va a abordar en este

capitulo del anexo. Este capitulo estd basado en el capitulo 21 de [9] y el capitulo 4 de [7].

C.1. Grupos cociente

Comenzamos proporcionando unas definiciones basicas que, posteriormente, dardn lugar a la

idea de espacio cociente.

Definicion C.1. Dado G un grupo, H <t G un subgrupo normal suyo y x,y € G, se define la
relaciéon de equivalencia
r~y = ylzcH. (C.1)

A partir de esta relacién, se define la clase de equivalencia o coset de un elemento x € G como

[x]=axH ={zh:he H}. (C.2)

Definicion C.2. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G. Se define el grupo cociente de

G médulo H como el grupo formado por las clases de equivalencia:

G/H ={[z] :z€G)}. (C.3)
C.2. Espacios coset

A continuacién vemos de manera informal los conceptos restantes que se requieren para tener

un espacio coset. El desarrollo completo se puede encontrar en [9].
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En una variedad M con una métrica g se definen las isometrias de g como aquellos difeomorfis-
mos' f: M — M que dejan invariante la métrica. Se verifica ademds que el conjunto de todas
las isometrias de una métrica forma un grupo denominado grupo de isometrias de la variedad
M. Por ejemplo, el grupo de isometrias del espacio-tiempo de Minkowski es el grupo de Poincaré,

mientras que el grupo de isometrias de S? esta formado por las rotaciones en el espacio, es decir,

es SO(3).

Ademis, el grupo de isometrias posee un subgrupo denominado grupo de isotropia formado por
aquellas aplicaciones que dejan los puntos invariantes. Por ejemplo, el grupo de isotropia de S?
es SO(2) ya que, fijado un punto p en la esfera, las rotaciones en 2D realizadas sobre el plano

perpendicular a la recta que une el centro de la esfera con el punto p deja invariante dicho punto.

Definicion C.3. Sean M una variedad y GG un grupo de Lie. Se define una accion diferenciable

de G sobre M como una aplicacién

O:GxM—M

(C.4)
(9,p) — b4(p)
tal que
1. 04 : M — M es un difeomorfismo.
2. 04,004, =044, -

3.0, =1Id: M — M.?

Definicién C.4. Sean M una variedad, G un grupo de Lie y © una accién diferenciable. Se

dice que M es un espacio homogéneo si

Vp,ge M g€ G tal que by(p) =q. (C.5)

Con estas definiciones se tiene que el grupo cociente G/H de un grupo de Lie G médulo su
subgrupo de isotropia H tiene estructura de espacio homogéneo y lo denominaremos espacio

coset.

Denotando por g v b a los dlgebras de Lie de G y H, respectivamente, utilizando la descompo-

sicion de Cartan se tiene que existe un algebra de Lie m tal que
g=hodm. (C.6)
De esta manera, podemos considerar los siguientes generadores de g:

{h, o hdim 5, M1, s Mdim G—dim H (C.7)

€h em

!Una aplicacién entre variedades f : M — N se dice que es un difeomorfismo si es biyectiva, diferenciable y
su inversa es también diferenciable.
2El elemento e € G denota el elemento neutro del grupo.
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que verifican las siguientes propiedades:

[b,6]C b, [hym] Cm, [mm]Ch. (C.8)
La segunda y tercera propiedad se deben a que estamos trabajando con espacios reductivos y
stmétricos, respectivamente.
C.3. DMeétricas en espacios coset

Veamos ahora cémo podemos obtener la métrica de un espacio coset M = G/H a partir de
esta informacién. Comenzamos construyendo un elemento cualquiera del espacio coset, para ello

consideramos como representante de la clase el elemento
L=e¥™ ¢ exp(m) (C.9)

donde ¢’ son unas coordenadas de la variedad. Construimos la 1-forma de Cartan © € g defi-

niendo sus coordenadas como

0
Ql’ = L_l ZL i = ; 3 1
s (a=2) o0
que verifican:
Q=0Q;+F, com@QehyPemnm. (C.11)

Ademsds, se cumple que Q; transforma como una conexién, luego se puede definir derivada

covariante correspondiente actuando sobre L como
D;L =0;L — LQ;, (C.12)

de donde se deduce:
L'D;L=L"'9L-L'LQ; =P;. (C.13)

Finalmente, la métrica se puede obtener mediante la ecuacién:
ds*(¢) = Kijd¢'d¢’ = tr(PP"). (C.14)

Por tanto, en un modelo o en el que se tiene un conjunto de campos escalares complejos ¢

formando un espacio coset G/H, el término cinético del lagrangiano viene dado por:

e Loin = —~K;30,0'0"¢ = —tr(B,P"), (C.15)
donde Py
_ 9¢’

By=o P, (C.16)

97



siendo z* las coordenadas del espacio-tiempo. Ademds, si ¢ es otro campo de la teoria que

transforma bajo el grupo H, la derivada covariante (C.12) actia también sobre él como:

Dy = 0 + Qi (C.17)
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