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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El concepto de dominancia estocdstica surge alrededor del ano 1970 con el obje-
tivo de establecer reglas de decisién para elegir entre dos activos de riesgo, ya que los
criterios existentes hasta el momento, como el modelo de Markowitz, incurrian en
paradojas incluso en ejemplos sencillos [10]. Dado que los activos de riesgo pueden
ser modelizados como variables aleatorias y estas, a su vez, son caracterizadas por
su funcién de distribucion; es natural que dichas reglas de decision se basen en el
comportamiento de las funciones de distribucién y que, intuitivamente, se elija la
mayor entre dichas distribuciones, siendo esta la funcién de distribucién que tiende
a tomar valores més altos con una mayor probabilidad. De hecho, la formalizacion
de esta idea es la definicion de dominancia estocdstica como se vera posteriormente.

Como en la préctica las funciones de distribucién de las variables aleatorias que
modelizan los activos financieros suelen ser desconocidas, para hacer las compara-
ciones se usan los llamados tests de dominancia estocastica, que a partir de dos
muestras nos permiten contrastar la existencia de dominancia estocastica entre las
funciones de distribucién subyacentes. A lo largo de los anos se han desarrollado
multiples tests, analizando en este trabajo algunos de los mas populares: Ander-
son [1], Barrett-Donald [2], Davidson-Duclos [4], Kaur-Rao-Singh [7], Kolmogorov-
Smirnov, Linton-Maasoumi-Whang [I1]. Dichos tests se pueden clasificar en funcién

de la forma en la que construyen el estadistico del contraste:



» Valores de las funciones de distribucién sobre una malla de puntos (Anderson,

Davidson-Duclos).

» Valores minimos y/o méximos de la diferencia entre las funciones de distribu-
cién (Barrett-Donald, Kaur-Rao-Singh, Linton-Maasoumi-Whang, Kolmogorov-

Smirnov).

Como se ha comentado, la dominancia estocéastica surge en contextos relaciona-
dos con la economia; sin embargo, hoy en dia, la dominancia estocastica se aplica en
miultiples contextos [I0]: economia, agricultura, medicina... Por tanto, la eficiencia

de dichos tests es algo que merece la pena ser estudiado mas alld del marco tedrico.

1.2. Objetivos

Retomando lo dicho en el epigrafe anterior, la aplicacién de los tests de do-
minancia estocastica es algo interesante para analizar. Por ello, en este trabajo se
pretende comparar la potencia de distintos tests de dominancia estocédstica (co-
mo, por ejemplo, Anderson, Davidson-Duclos, Barrett-Donald, Kaur-Rao-
Singh, Linton-Maasoumi-Whang y Kolmogorov-Smirnov) en las tres situa-
ciones més sencillas de relacién (independencia, comonotonia y contramono-

tonia) entre dos variables aleatorias dentro de la misma familia de localizacién.

1.3. Estructura del trabajo

En los Capitulos 2 y 3 se exponen las definiciones y resultados més relevantes
para el desarrollo de los tests. En particular, el Capitulo 2 se centra més en con-
ceptos generales, mientras que el Capitulo 3 se enfoca tinicamente en la dominancia
estocdstica. Mds aun, en este ultimo se dan diversas proposiciones para resaltar la
importancia y extension de este concepto y se desarrolla la teoria para la dominancia
estocdstica en familias de localizacién-escala. A lo largo del Capitulo 4 se desarro-
llan los diferentes tests, cada uno en su respectiva seccién. En la primera seccién
del Capitulo 5 se indica la metodologia seguida en las sucesivas, donde se realizan
las simulaciones mediante el método de Monte Carlo para cada situacién expuesta

en los objetivos. Se cierra el capitulo con una sintesis final analizando los resultados



de la experimentacion. Finalmente, en el Capitulo 6 se recogen las conclusiones del
trabajo, los resultados obtenidos en el capitulo anterior y posibles lineas para una

futura investigacién.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se introducen: conceptos generales, distribuciones que se uti-
lizardn en el trabajo, resultados necesarios para el desarrollo de los tests, algunas
definiciones sobre procesos estocasticos y, por ultimo, situaciones de dependencia

que se trataran en la experimentacién.

2.1. Primeras definiciones y resultados

En este epigrafe, se definen conceptos y enuncian resultados ampliamente conoci-
dos con el objetivo de que el trabajo sea autocontenido. De esta manera, las primeras
definiciones, naturalmente, son las de espacio de probabilidad, variable aleatoria y

funcién de distribucion:

Definicién 2.1. Sea Q un conjunto, o € P(2) una o-dlgebra sobre Q. Entonces
(Q,0) es un espacio medible.
Dado (Q,0) un espacio medible, se llama probabilidad sobre (2,0) a una

aplicacion P : (Q,0) — [0, 1] verificando:
- P(Q) = 1.

s Dado {Ap}nen € 0 con Ay () Am = 0 para todo n,m € N con n # m, entonces
P( UneN A”) - ZnEN P(A")

A la terna (2,0, P) se le llama espacio de probabilidad.



Definicién 2.2. Sean (21,01, P) un espacio de probabilidad y (Qo,09) un espacio

medible. Si X : (21,01, P) — (Q2,02) es una aplicacion verificando:
X_l(A)EOl, VA € os.
se dice que X es una variable aleatoria.
Al conjunto de valores que puede tomar una variable aleatoria X se le dice so-
porte de X.

SiQy = Cyx---xCy,, con {C;}1_ conjuntos, entonces se tiene que si (X1,...,Xy) :

(1,01, P) — (Q2,02) es una aplicacion verificando:
(Xl,...,Xn)_l(A)Edl, VA € o9,
se dice que (X1,...,X,) es un vector aleatorio.

Se usard la notacién B para identificar la o-algebra de Borel en R, que es la
o-dlgebra generada por los abiertos de R, es decir, la menor que los contiene. A
continuacién se introduce el concepto de funcién de distribuciéon de una variable

aleatoria, que caracteriza la distribucién de probabilidad de dicha variable aleatoria.

Definicién 2.3. Sea X una variable aleatoria con imagen en (R,B). Entonces, la

funcion de distribucion de X es la funcion Fx : R — [0, 1], dada por:
Fx(z) = P(X <x).
Propiedades

Fx es mondtona no decreciente, es decir, si v <y, entonces Fx(z) < Fx(y).

limy 100 Fx(z) = 1.

lim, o Fx(z) = 0.

Es continua por la derecha: lim,_,,+ Fx(z) = Fx(a™).

Si X es una variable aleatoria continua, es decir su funcién de distribucién es

absolutamente continua, se puede definir la nocién de funcién de densidad de X.

Definicién 2.4. Sea X una variable aleatoria continua con llegada en (R,B). En-

tonces, la funcion de densidad de X es la funcion fx : R — R, dada por:

dFX (33)

fx(z) = —



Por definicién, es claro que dada la funcién de densidad de X se puede obtenter

su funcién de distribucion mediante:

P(X <) = / F(t)dt.

De manera similar a R, se usara la notaciéon B2 para identificar la o-algebra
de Borel en R?, que es la o-4lgebra generada por los abiertos de R?. A continua-
cion se introduce el concepto de funcién de distribuciéon de un vector aleatorio, que

caracteriza la distribucién de probabilidad de dicho vector aleatorio.

Definicién 2.5. Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con llegada en (R?, Bys).
Entonces, la funcién de distribucion de (X,Y) es la funcion Fx yy : R — [0, 1],
dada por:

Fixyy(z,y)=P(X <z, Y <y).

Propiedades

= Es mondtona no decreciente en cada componente.

limy 4 oo Fixy) (z,y) =1.

limg oo F(X,Y) (CL‘, y) = h/my%Jroo F(X,Y) (CL‘, y) =0.

Es continua por la derecha en cada componente.

» Es 2-creciente: Para todo x1,x2,y1,y2 € R con 21 < x5 e y1 < ya:
Fixyy(z2,92) + Fixyy(x,v1) — Fixy)y(T1,92) — Fixyy)(z2,v1) > 0.

Dada una muestra cualquiera, se puede definir la llamada funcién de distribucién
empirica, que intuitivamente, se puede entender como un estimador funcional de la
funcién de distribucién de la variable aleatoria de la que proviene la muestra. A

continuacién, se presenta la definicién formal de esta idea:

Definiciéon 2.6. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx y
(x1,...,2Tn) una muestra suya. Entonces, la funcion de distribucion empirica

es la funcion Fx : R — [0,1], dada por:



A continuacion se enuncia el Teorema de Glivenko-Cantelli, que nos indica que la
funcién de distribucion empirica no es solamente un estimador natural de la funcién
de distribucién tedrica sino que, ademds, converge a ella. Este resultado serd de vital
importancia para el desarrollo del trabajo pues nos permite estudiar la dominancia

estocastica a partir de funciones de distribuciéon empiricas.

Teorema 2.1 (Glivenko-Cantelli). Sean X wuna variable aleatoria con funcion de
distribucion F' y (X1,...,Xy) una muestra aleatoria simple suya. Se considera la

funcion:

entonces se verifica que

2.2. Distribuciones

A continuacién se exponen las distribuciones que son utilizadas en el desarrollo
de los tests o en la experimentacién; asi como algunas de sus propiedades.
En primer lugar, se introduce la distribucién multinomial k-dimensional de pardme-

tros n y p.

Definicién 2.7. Se considera el espacio de probabilidad (2, A, P), y sean k sucesos

Ai,..., A € A que forman una particion de §2, es decir:
k
Uai=Q y An[)A=0sim#n.
=1

Se define p; = P(A;) para todoi = {1,...,k}, teniéndose que, por ser una particion,
Zle p; = 1. Se dice que X sigue una distribucion multinomial k-dimensional
de pardmetros n y p' = (p1,...,pk) ()? E./\/lk(n,ﬁ)> si X es la suma de n

variables Y : Q — R* independientes de la forma:

e, stw € Ay,

Y(w) =

er, siw € Ayg,



siendo B = {e1,...,ex} la base candnica de R”.

Su funcion de probabilidad es:

P(X': (xl,...,ack)) = xl'n'xk'p:{lpa’;k
Propiedades:
« B(X)=ji=np
p(l=p1)  —pwp2 ...  —pipk
« Var(X) =S —n —pap1 p2(l—p2) ... —papk
—PkP1 —pep2 -+ pe(l—pr)

A continuacién se presenta la distribucién normal de parametros i y o, asi como

su version multidimensional: la distribucién normal k-dimensional.

Definicion 2.8. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X sigue una distribucion
normal de pardmetros p € R y o € Rt (X =N (u,0)) si es una variable continua

con funcion de densidad:

Propiedades:
» Var(X) = o2

Definicién 2.9. Un vector aleatorio k-dimensional X sigue una distribucion nor-
mal k-dimensional ()? = Nk (i, E)), con fi € RF y ¥ una matriz semidefinida
positiva de dimension k x k, si para cada @ € R, aX sigue una distribucion nor-
mal (suponiendo que una distribucion degenerada en ¢ es una normal de media c y
varianza 0).

Su funcion de densidad es:




Propiedades:
" Si X =NL(i,S) y Ac M, i (R), entonces AX = N, (Afi, ALA').
= Si X =N (1, X), entonces X = N(p, VI).

Por ultimo, se exponen las distribuciones: uniforme en el intervalo [a, b] y expo-

nencial de parametro A, que se utilizaran en la experimentacién.

Definicion 2.10. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X sigue una distribu-
cion uniforme en el intervalo [a,b] (X =U(a,b)) si es una variable continua

con funcion de densidad:

o) = . siz € [a,b].
0, siz¢]la,b].

Propiedades

- Var(X) = 2%

» Si X =U(a,b), c >0 yd e R constantes, entonces se tiene que: Y = cX +d =
U(ca+d,cb+d).

Definicion 2.11. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X sigue una distribu-
cion exponencial de pardmetro \ (X = Exp()\)) si es una variable continua con
funcion de densidad:

e M sz > 0.

flz) =
0, en otro caso.
Propiedades
= E(X)=1.
w Var(X) = %

» Si X = Ezp(\) y a> 0 constante, entonces: Y = aX = Exp(%)



2.3. Resultados auxiliares

A continuacién se introduce el médulo méximo estudentizado con k y m grados
de libertad, que nos servird para realizar los contrastes multiples [6] necesarios en

ciertos tests.

Definicién 2.12. [18] Sean (Xi,...,Xk) una muestra aleatoria simple provenien-
te de una distribucion N'(0,0) y S? un estadistico para estimar o* que sea inde-
pendiente de la muestra y tal que mS? = o?x?2,. Entonces, el médulo mdzimo

estudentizado con k y m grados de libertad se define como:

Propiedades

» Si o2 es conocido, se considera que m = oo.

» En el trabajo se considera Mclfqa = FA}%k oO)(l —a)

» En [6] se expone el método GT2, que utiliza el mdédulo maximo estudentizado,
como extesion del contraste multiple de Tukey para casos donde no hay igualdad

de varianzas o covarianzas.

Observacién 1. Notar que las variables que siguen una distribucion N(0,0) deben

ser independientes. Si no se cumple esta hipdtesis, el test GT2 es conservador [0, [16].

El test de Anderson, presentado més adelante, requiere de dos nociones particu-
lares, por ello, se enuncian a continuacion.

El Teorema del Limite Central en dimensién 1 es un resultado importantisimo en
la Estadistica y ampliamente conocido, que ademaés puede ser extendido a cualquier
dimension. La extensién al caso multivariante es usada en el desarrollo de dicho test,

por ello, se enuncia a continuacién.

Teorema 2.2. [12, Cap. 2][Teorema del Limite Central multivariante] Sea X un
vector aleatorio p-dimensional cuya distribucion tiene vector de medias fi y matriz
de varianzas-covarianzas . Sea ()21,)22, ... ,Xn) una muestra aleatoria simple de

X, entonces:

A -
7n Z(Xi — i) 55 Ny (0, D).
i=1

10



La ultima definicién de esta subseccion corresponde a la de vector de frecuencias

empiricas, un concepto clave para desarrollar mas adelante dicho test.

Definicién 2.13. Sea X wuna variable aleatoria y (z1,...,z,) una muestra su-
ya. Se considera una particion disjunta de los datos en Iy,..., I, intervalos. En-
tonces, el vector de frecuencias empiricas es 7 = (z1,...,2), siendo z; =

card({zj € I; : j =1,...,n}). Notar que si p; := P(x € I;), entonces se tiene que:

Ny
I
<
S

Observacién 2. Por el Teorema , se tiene:

\/lﬁ(z_’nﬁ) £ N (0,%) (2.1)

2.4. Procesos estocasticos

Debido a que los estadisticos de algunos de los tests presentados mas adelante
no son de distribucién conocida, se recurrird a distribuciones asintdticas utilizan-
do composiciones con procesos estocasticos. Para ello, se introducen las siguientes

definiciones a continuacion.

Definicion 2.14. Un proceso estocdstico es cualquier familia de variables alea-
torias, {Xi}ier , definidas en el mismo espacio de probabilidad y con llegada en un

espacio medible. Es decir, para todo t € I:

Xt : (Q,O’, P) — (Qtvo-t)

w — Xi(w).

Para cada w € Q, {X(w) her se llama trayectoria del proceso.

Si (Q,00) = (R,B) Vt € I, se dice que el proceso estocdstico es real.

Definicién 2.15. Un proceso estocdstico real {W,}ier, con I =[0,T] se dice pro-

ceso de Wiener si cumple:

1. Wy =0.

11



2. Sit,s>0yt+sel, entonces Wyps — Wy = N(0, ).

3810 <51 <ty <59 <ty todos ellos en I, entonces Wy, — Wy, y Wy, — W,

son variables aleatorias independientes.

Definiciéon 2.16. Un proceso gaussiano es un proceso estocdstico tal que cada
coleccion finita de variables aleatorias sigue una distribucion normal multidimensio-

nal.

Definicion 2.17. Un puente browniano es un proceso estocdstico formado con
variables aleatorias cuyas distribuciones de probabilidad son las de un proceso de

Wiener condicionadas al estado final 0, es decir, {Yi}ier, con I =1[0,T), tal que:
Yi=W, | Wpr=0, tel.
siendo {Wi}ier un proceso de Wiener.

Teorema 2.3. [5/[Donsker] Sea X una variable aleatoria con funcion de distribu-
cion F. Dada (X1,...,X,) una muestra aleatoria simple de X, se define Gy (w) =
\/ﬁ(ﬁ’y(w) - Fx(w)> Entonces, Gy, £, G, siendo G un proceso gaussiano que

puede ser expresado como G(w) = Bo F(w), con B un puente browniano.

2.5. Teoria de copulas

En esta seccién se desarrollan los conceptos relativos a la dependencia entre
variables aleatorias, ya que en la experimentacién se trabajard con los casos aqui

presentados.

Definicién 2.18. Una funcion C : [0,1] x [0,1] — [0,1] es una cépula si cumple

las siguientes propiedades:

1. Condiciones de frontera:

C(z,0) =C(0,z) =0, Vzel0,1],

C(z,1)=C(l,z) =z, Vxel0,1].
2. C es 2-creciente.

12



El resultado presentado a continuacién implica que toda funcién de distribucién
de dos dimensiones se puede descomponer en las funciones de distribucién de las

marginales y una cépula.

Teorema 2.4. [17/[Sklar] Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con funcion
de distribucion F(x yy y marginales Fx, Fy. Entonces existe una cépula C' : [0, 1] x

[0,1] — [0, 1] que satisface:
Fixy)(z,y) = C(Fx(2), Fy(y)), V(z,y) € R%.
A continuacién se presentan tres de las copulas mas populares.

Definicién 2.19. Se llama cépula del producto a la copula C : [0,1] x [0,1] —
[0,1] definida por:
Crlz,y) =x-y, V(zy) €01~
Sean X eY dos variables aleatorias. Se dice que X e Y son independientes
s4:

Fey)(.9) = Cal(Fx (2), Fy (4)). V(x.y) € R,

De manera intuitiva, dos variables aleatorias son independientes si no existe una
relacién entre ellas, es decir, que el conocimiento de los valores de una variable no

proporciona ninguna informacién sobre los valores de la otra.

Definicién 2.20. Se llama cépula del minimo a la cépula C : [0,1] %[0, 1] — [0, 1]
definida por:
Cu(z,y) = min{z, y}, V(z,y) € 0,1
Sean X e Y dos variables aleatorias. Se dice que X e Y son comondtonas si:

Fixy)(@.y) = On(Fx(2), Fy (), V(z.y) € B,

De manera intuitiva, dos variables aleatorias son comondtonas si existe una de-
pendencia positiva perfecta entre las variables, es decir, ambas variables crecen y

decrecen de manera conjunta.

Definicién 2.21. Se llama Cépula de Lukasiewicz a la cépula C : [0,1]x[0,1] —
[0,1] definida por:

Cr(z,y) =max{z +y —1, 0}, V(z,y) € [0,1]%

13



Sean X e Y dos variables aleatorias. Se dice que X e Y son contramondtonas
si:

Fixyy(z,y) = CoL(Fx(z), Fy(y)), Y(r,y) € R

De manera intuitiva, dos variables aleatorias son contramondtonas si existe una
dependencia negativa perfecta entre las variables, es decir, si una variable crece, la

otra decrece y viceversa.

Teorema 2.5 (Desigualdad de Frechét-Hoeffding). Toda copula C' wverifica:
Cr(z,y) < Cla,y) < Cu(,y), V(z,y) € 0,1

Como consecuencia del Teorema [2.4] se tiene que cualquier relacién de dependen-
cia se puede expresar como una cépula, y mas aun, por el Teorema [2.5| se tiene que

dicha cépula toma valores entre la de Lukasiewicz y la del minimo.

14



Capitulo 3

Dominancia estocastica

Retomando lo visto en la introduccion, el concepto de dominancia estocéastica
surge en economia para elegir entre dos activos de riesgo. Como es natural, se ele-
gird el activo que mayores beneficios reporte. Sin embargo, la certeza de cudl de los
dos activos serd mas favorable no se suele tener, por este motivo entra en juego la
probabilidad, cambiando asi la eleccién al activo que tienda a tomar valores mas al-
tos, es decir, que sea mas probable que tome valores altos. Mediante la identificacién
de los activos como variables aleatorias, la definicién de dominancia estocéstica no

es nada mas que la formalizacién de dicha idea.

3.1. Definiciones basicas

En primer lugar, presentamos la definicién de dominancia estocastica entre dos

variables aleatorias.

Definicién 3.1. [15, Cap. 1] Sean X e Y dos variables aleatorias. Se dice que X
es mds pequeno que Y en el orden estocdstico usual o que Y domina estocdstica-

mente a X, que se denota X <g4Y, si:
P(X>z)<P(Y >z), VxeR.
o0, equivalentemente, si:

P(X<z)>P(Y<z), VrxeR. (3.1)

15



Intuitivamente, Y domina estocasticamente a X si Y tiende a tomar valores més
grandes que X. Graficamente, gracias a la Ecuacion ,se puede determinar que
Y domina estocédsticamente a X si la funcién de distribuciéon de X es mayor o igual
que la de Y en todo punto. La Figura |3.1] es un ejemplo claro de esta idea para

X=U(0,1)eY =U(23).

1.00-

Distribuciones
— u[o,1)
— U23)

Figura 3.1: Ejemplo de dominancia estocéstica.

Notar que, debido a esto y al Teorema [2.1] se puede analizar la dominancia
estocdstica entre dos variables aleatorias cuando no se conozcan las funciones de
distribucién, estudiando en su lugar las funciones de distribucién empiricas. En este
hecho se basan los tests que se desarrollan en el siguiente capitulo.

Resaltar que también hay distintas caracterizaciones de la dominancia estocéstica

como las que se presentan a continuacion.

Proposicién 3.1. [15, Cap. 1] Sean X eY dos variables aleatorias. Entonces, se
cumple que: X <4 Y <= E(¢(X)) < E(¢(Y)) para cualquier funcion creciente

¢ : R — R para la cual existen ambas esperanzas.

La siguiente caracterizacién es también muy importante, ya que si una variable

aleatoria X domina estocdsticamente a otra variable aleatoria Y, entonces existen

16



copias X y Y de X e Y, con una relaciéon de dependencia entre ellas, en general,

distinta a la de X e Y, pero para las que P(X > Y) =1.

Teorema 3.2. [15, Cap. 1] Sean X eY dos variables aleatorias. Entonces, se tiene
que: X <g Y si y solo si existen dos variables aleatorias, X e 57, definidas en el

mismo espacio de probabilidad tales que:

xX2x
vy,
P(X<Y)=1

Usando la Ecuacién (3.1) y la Proposicién se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.3. Sean X eY dos variables aleatorias. Entonces:
X <aV <= Fy'(v) < Fyl(u), VYue(0,1).

También es importante mencionar que hay maés érdenes estocasticos y cada uno
de ellos tiene propiedades interesantes para ser estudiadas. Un ejemplo es el de la

dominancia estocastica estricta.

Definicion 3.2. Sean X e Y dos variables aleatorias. Se dice que X es mds pequeno
que Y en el orden estocdstico estricto o que Y domina estocdsticamente a X

de manera estricta si se cumplen, a la vez, las siguientes condiciones:
» P(X>z)<P(Y >zx), Vx €R.
» reR:P(X>2)<P((Y >uz).

Observaciéon 3. Algunos tests se desarrollan tomando esta definicion como la de
dominancia estocdstica usual. No obstante, este orden claramente es mds restrictivo
y por ello dichos tests se pueden adaptar de manera sencilla a la dominancia es-
tocdstica usual. Por ello, a lo largo del trabajo se tratan solamente los tests para el

orden estocdstico usual por ser el mds importante entre todos ellos.
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3.2. Dominancia estocastica en familias de localizacidon-

escala

En esta seccion se introduce la nocién de familia de localizacién-escala, asi como
se presentan distintos resultados concernientes a la dominancia estocastica dentro

de una familia de localizacidn-escala.

Definicion 3.3. Una familia de localizacion-escala es un conjunto de distribu-
ciones tales que, dada X en ella, Y pertenece a dicha familia de distribuciones si y
solo si 'Y tiene la misma distribucion que aX + b para algun a,b € R, a > 0.

De manera similar, una familia de localizacion es un conjunto de distribu-
ciones tales que, dada X en ella, Y pertenece a dicha familia de distribuciones si y

solo st Y es igual a X 4+ b en distribucion para algun b € R.

A partir de la definicién es inmediato ver que cualquier variable aleatoria, X,

genera una familia de localizacién-escala de la forma:
{aX+0b | a,beR, a>0}.

Por ello, es comun hablar de que una cierta distribucién estandar es utilizada

para generar la familia de localizacidn-escala a partir de ella. Por ejemplo:

» La familia de localizacion-escala normal es generada a partir de la distribucién
normal estandar, N (0, 1). Por las propiedades de la distribucién normal se tiene
que los valores a y b utilizados en la generacién de la familia se corresponden

con la media (b) y con la desviacién tipica (a).

» La familia de localizacion-escala uniforme es generada a partir de la distribu-
cién uniforme estandar, (0, 1). Por las propiedades de la distribucién uniforme
se tiene que los valores a y b utilizados en la generacién de la familia se corres-

ponden con el extremo izquierdo del soporte (b) y con la longitud del intervalo

(a).

Para facilitar la notacién en la caracterizacién de la dominancia estocastica en

una familia de localizacion-escala, se realizan las siguientes observaciones.

18



Observacién 4. Por definicion de funcion de distribucion, dado y € R:

Faxss(y) = PaX +b < y) :P(X < y;b) _ Py (y;”). (3.2

Luego, el siguiente resultado es inmediato:
Lema 3.4. Sean X una variable aleatoria y a,b € R con a > 0, entonces:
Fép) =aFg'(p)+b, Vpel0,1]. (3.3)

Demostracion. Dado p € [0, 1], por definicién de funcién cuantil:

-b
Fg)}+b(p):inf{x€R \ FaX+b(x)2p}inf{x€R | Fx <$a >2p}
=inf{ax+beR | FX(x)Zp}a;Oa'inf{$€R | Fx(x)>p}+0b

= aFy (p) +b.
UJ

La dominancia estocastica no tiene en cuenta la dependencia entre las variables,
pues por Ecuacién es equivalente estudiar X <g; aX + b a estudiar X <4 Y,
siendo Y una variable aleatoria con la misma distribucién que aX + b. Es por ello
que se usaran distribuciones dentro de la misma familia de localizacién-escala en la
experimentacion.

Para obtener un marco tedrico claro y consistente, se enuncia y se demuestra el

siguiente resultado.
Proposicién 3.5. Sean X una variable aleatoria y a,b € R con a > 0.

1. Si Sx no estd acotado, entonces:
X<gaX+b<< a=1Nb>0.
2. Si Sx estd acotado solo inferiormente y c := inf Sx, entonces:
X<g4aX+b << a>1ANb>c(l—a)

3. Si Sx estd acotado sdlo superiormente y ¢ := sup Sx, entonces:
X<gaX+b <<= a<1lAb>c(l—a).
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4. Si Sx estd acotado y c:=inf Sx y d :=sup Sx, entonces:
X<gaX+b <= (a<1Ab>d(1—a))V(a>1Ab>c(1l—a)).
Demostracion. En virtud de la Ecuacién (3.1) y la definicién de funcién de distri-
bucién, se tiene que:

X <qaX+b = Fxu(y) < Fx(y), YyeR.

Luego, por la Ecuacién (3.2)):

—b
X <gqaX +b < Fy <ya> < Fx(y), YyeR. (3.4)

Caso 1: Sx no esta acotado.

Por tanto, como la funcién de distribucién es mondtona no decreciente y es
distinta de 0 para todo y € R, usando la Ecuacién (3.4), se deduce que:
y—>b
X<gaX+b<— — <y, VyeR
a
<~ y(l—a)<b, VyeR

<~ a=1yb>0.

Pues:
1. Si a # 1, entonces es claro que:

<o, VbeR.

b
dyo € R tal que:
1—a

2. Si a = 1 necesariamente b > 0, ya que si b < 0 se da una contradiccion.

Caso 2: Si Sx esta acotado sélo inferiormente y ¢ := inf Sy.

Por tanto, como la funcién de distribucién es no decreciente y F'x(y) = 0 para
todo y ¢ [, +00), usando la Ecuacién (3.4]), se deduce que:

b
X <gaX+b = L2 <y Vyele+oo)
a

<~ y(l—a)<b, Vy€lc,+00)

<~ a=1yb>06a>1yb>c(l—a).

Pues:

20



1. Sia < 1, definiendo f(x) := x(1—a)—b entonces, debido a que: lim,_, 1 f(z) =

~+00, se tiene que:

Jyo € [c, +0) tal que: yo(1 —a) —b >0, VbeR.

2. Si a = 1 necesariamente b > 0, ya que si b < 0 se da una contradiccion.

3. Si a > 1 definiendo f(z) := z(1 — a) — b entonces, como f es estrictamente

decreciente:

y(l—a) <b, Vye€lc,+0) < c¢(l—a)<b

Caso 3: Si Sx estd acotado sdlo superiormente y ¢ := sup Sx.
Por tanto, como la funcién de distribucién es no decreciente y F'x(y) = 0 para

todo y & (—o0, ¢], usando la Ecuacién (3.4]), se deduce que:

—b
XSStCLX—Fb <~ Lﬁy, V?JG(—OO,C]
a

< y(l—a)<b, Vye (—oo,c]

<~ a=1yb>06a<lyb>c(l—a)
Pues:

1. Si a < 1, definiendo f(z) := (1 — a) — b entonces, como es estrictamente

creciente:

y(1—a)—b<0, Vye (-0, < ¢(l—a)<b

2. Si a = 1 necesariamente b > 0, ya que si b < 0 se da una contradiccion.

3. Sia > 1, definiendo f(z) := x(1—a)—b entonces, debido a que: lim,_,_ f(z) =

400, se tiene:

Jyo € o0, ] tal que: yo(1 —a) —b >0, VbeR.

Caso 4: Sx esta acotado y ¢ :=inf Sx y d := sup Sx.
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Por tanto, como la funcién de distribucién es no decreciente y Fx(y) = 0 para

todo y & [c, d], usando la Ecuacion (3.4)), se deduce que:

—b
X<gaX+b yTgy, Yy € [c,d]

= y(l—a)<b, Vyé€led

a=1yb>06a<lyb>d(l—a)éba>1yb>c(l—a).
Pues:

1. Sia < 1, definiendo f(z) := x(1—a)—b entonces, como estrictamente creciente:

y(1—a)—b<0, Vy€le,d < d(1—a)<b

2. Si a = 1 necesariamente b > 0, ya que si b < 0 se da una contradiccion.

3. Si a > 1 definiendo f(z) := z(1 — a) — b entonces, como f es estrictamente

decreciente:

y(l—a) <b, Vyele,d <= c(1—a)<b
0

Claramente, la anterior proposicion satisface nuestra motivacién, pues gracias a
él se tienen infinitos ejemplos y la certeza de qué se deberia obtener en cada uno.
Sin embargo, en las condiciones de la proposicién, no se sabe cuando se tiene que
aX+b <44 X, ni qué implicaciones tiene sobre los parametros; no obstante, mediante
el siguiente resultado, la caracterizacién de aX + b < X es inmediata a partir de

dicha proposicion.
Corolario 3.6. Sean X una variable aleatoria y a,b € R con a > 0.

1. Si Sx no estd acotado, entonces:

aX+b<4X <= a=1ANb<0.

2. Si Sx estd acotado solo inferiormente y c := inf Sx, entonces:

aX4+b<4 X <= a<1Ab<ca(l-a).
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3. 51 Sx estd acotado sélo superiormente y ¢ := sup Sy, entonces:

aX4+b<4 X <= a>1Ab<ca(l—-a).

4. Si Sx estd acotado y ¢ :=inf Sx y d :=sup Sx, entonces:

aX+b<4X <<= (a<1Ab<ca(l—a))V(a>1Ab<da(l—a)).

Demostracion. Bastanotar que X = é (aX + b)—%. Asi, considerando Y = (aX + b),
se busca caracterizar: Y < %Y — 2, para lo cual basta aplicar la caracterizacién an-
terior.

Debido a que Sy = aSx + b, se puede seguir caracterizando respecto a como es

Sx. O

Por simplicidad, durante la experimentacién se considerarda a = 1, es decir, dis-
tribuciones en la misma familia de localizacién. Para dejar claro cuiando se tiene

dominancia estocastica dentro de dicha familia, se enuncia el siguiente resultado.
Corolario 3.7. Sean X una variable aleatoria y b € R. Entonces:
n X <g X+4+b <= b2>0.

s X +b0<4 X <= b<0.

Los siguientes resultados y sus respectivos ejemplos se proponen para visualizar
c6mo se comportan las distribuciones que se utilizaran en la experimentaciéon y ver
graficamente los resultados anteriores.

En la familia de localizacidén-escala normal, se tiene que una variable aleatoria
domina estocasticamente a otra si la desviacion tipica es la misma y la media es més

grande en la primera de las variables aleatorias.

Corolario 3.8. Sean X,Y dos variables aleatorias tal que X = N(ux,o0x) e Y =

N(uy,oy), entonces X <5 Y siy sélo si ux < py yox = 0y.

Demostracion. SiY = a- X + b en distribucién, entonces, por la Proposicién 1),
se tiene que X <4 Y siysélosia=1y b >0,y esto es equivalente a ux < puy y

ox = oy usando:

N(py,oy)=a-N(ux,ox)+b=N(aux +b,|alox).
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Ejemplo 3.1. Si A= N(0,1) y se tiene que: B=A—-1,C=A+1y D =2A, en
la Figura se puede ver fdcilmente que:

» B<y A<y C.

» D no domina, ni es dominada, estocdsticamente por A (ni por B o C).

1.00-

0.75-

Distribuciones
— Z*N{0,1)
— N{O,1)
— N(0,1)1

0.00- N0, 1)+1

Figura 3.2: Comparacién de funciones de distribucién dentro de la familia de loca-

lizacién-escala normal.

En la familia de localizacion-escala uniforme, se tiene que una variable aleatoria
domina estocasticamente a otra si tanto el extremo inferior del soporte como el

superior son mayores en la primera variable aleatoria que en la segunda.

Corolario 3.9. Sean XY dos variables aleatorias tal que X = U(a,b) e Y =

U(e,d), entonces X <g Y siy solosia<cyb<d.

Demostracion. SiY = a- X 4+ 8 en distribucién, entonces por Proposicion 4),
con a = inf Sx y b = sup Sx, se tiene que: X <y YV siysélosia <1AS>b(l—a«)

6a>1AB>a(l—a),y estoes equivalente a a < ¢y b < d usando:

U(e,d)=a -Ula,b)+=U(a-a+ B,a-b+ ().
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Ejemplo 3.2. St A = U(0,1) y se tiene que: B=A—-1,C =A+1, D = 24,
E=2A+1yG= %A en la Figura se puede ver fdcilmente que:

- BgstAgst C.
- Agst D.
- Agst E.

- Ggst A.

1.00-

Distribuciones

— (12yU(0,1)

— 2*7U(0,1)
2*U(0,1)+1

— U1

— (0,11

0.00- U1+

-1 0 1 2

Figura 3.3: Comparacién de funciones de distribucién dentro de la familia de loca-

lizacién-escala uniforme.

En la familia de localizacién-escala exponencial, se tiene que una variable aleato-
ria domina estocédsticamente a otra si el pardmetro de escala es mayor en la primera
de las variables aleatorias y, ademas, se cumple una condicién adicional concerniente

a los parametros de localizacién.

Corolario 3.10. Sean XY dos variables aleatorias tal que X = Exp(Ax) + a e
Y = Exp(Ay) + b, entonces X <q Y siy solo si A\x < Ay y

A A
bZﬁ'a( —ﬁ).
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Demostracion. S1Y = c¢- X + d en distribucién, entonces por Proposicién 2),
a = inf Sx, se tiene que: X <y YV siysélosic > 1y d > a(l —c), y esto es

equivalente a Ax < Ay y b > ﬁ—;{ -a ( — i—if) usando:

A
Exp(Ay) +b=cx*x Exp(Ax)+d= Exp <X> +c-d.
c
O

Ejemplo 3.3. Se considera en primer lugar una distribucion exponencial A =
Exp(1) y se estudia el comportamiento para distintos miembros dentro de la familia
de localizacion-escala generada: B=A—-1,C=A+1, D=2Ay E = %A, en la
Figura se puede ver fdcilmente que:

s B <4 A <st C.
= A <« D.
» B <4 A

Por otro lado, se considera en seqgundo lugar una distribucion exponencial despla-
zada A = Ezp(1)+1 y se analiza el comportamiento para distintos miembros dentro
de la familia de localizacion-escala generada: B=A—1,C=A+1, D=2A—-1y
FE = %A — 2 que en la Figura se observa que:

» B<4 A<4C.
» A<y D.

» <y A
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1.00-

0.75-

X050
Distribuciones
— (112yExp(1)
025- — ZExp(1)
— Exp(1)
— Exp(1H1
— Exp(1)+1
0.00-

(a) nf Sq4 =c=0.

1.00-

075-

0.00-

Distribuciones
— (Exp(1+1H1

— (Exp(1)+1)+1

— 2B+
— 2(Ep(1+1)}2
— Exp(1}+1

(b) inf S4 = c #0.

Figura 3.4: Comparacién de funciones de distribucién dentro de la familia de loca-

lizacién-escala exponencial, generada a partir de una distribucién exponencial (iz-

quierda) y de una distribucién exponencial desplazada (derecha).
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Capitulo 4

Tests de dominancia estocastica

A lo largo de este capitulo se consideraran X e Y dos variables aleatorias con
funciones de distribucién Fx y Fy respectivamente. Es 16gico suponer que dichas
funciones de distribucién son desconocidas, pues si fuesen conocidas la dominancia
estocastica serfa facil de comprobar. Sean & = (z1,...,Zny) € ¥ = (Y1,.-.,YNy)

muestras de X e Y respectivamente. Las hipdtesis que interesan son:

Eq. (3.1)
Hy=x <, v &9 Fy(z) > Fy(z), VzeR.

Eq. (3.1
H=X<L4.Y qE Fx(x) < Fy(x), para algin z € R.

(4.1)

Por tanto, se busca que los tests estén desarrollados para dichas hipdtesis o, en
su defecto, poder modificarlos para conseguir el contraste deseado.

A lo largo de toda la seccién, se consideraran las muestras & e § mostradas en la
Tabla [4.1] para ilustrar los distintos tests de dominancia estocdstica. Estas muestras
fueron obtenidas por simulacién de manera independiente a partir de X = N (0, 1)
eY = N(1,1), luego X <4 Y. Ademds, en este ejemplo se resalta la importancia
de los tests de dominancia estocastica ya que, a pesar de que la haya, las funciones
de distribucion empiricas se cruzan, por lo que a priori es dificil establecer dicha

relacién.
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1.00-

z v
0.55 | -0.09
-0.28 | 1.46 © 0.75-
1.78 | -0.36 S
E
0.19 | -0.86 =
T 050-
1.14 | 0.56 =
0.42 | 0.81 g
i
1.23 | 2.40 0.25-
Muestra
0.24 | 1.10 —
-0.37 | 0.89 —
0.00-
1.11 | 1.70 | | . . |
= 0 1 2 3

Valor

Tabla 4.1: Ejemplo recurrente utilizado para ilustrar los distintos tests de dominancia

estocastica.

4.1. Test de Anderson

Este test fue propuesto por G. Anderson en [I].
Sea I = [a,b] el soporte de X e Y. Se considera una particién disjunta de [ en k
intervalos, y se definen p¥ := ﬁix y p¥ = N%/Zy, siendo Zx y Zy los vectores de

frecuencias empiricas de X e Y respectivamente. Se define:

100 O 0
110 O 0
Iy 111 0 0 ,
111 1 0
111 1 1
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que es un matriz de dimensiones k x (k + 1). Notar que:

Hyo=X <q Y =(Is(p" —p¥))i <0, Vie{l,... Kk}

Hi=X%£aY=3€{l,....k}, /| (I;(p¥ —p¥))i > 0.

Debido a que ﬁ(?— Nii) £, Ny <6k, E), se tiene que:

Ax L. .= 3
Ny -pX — == = - 5 Ni(0g, Xx),
O N m(zx fix) (0, Xx)

T 1 . o r o
Ny -p¥ — oz S (Zy — fiy) — Np(0x, By ).

VNy Ny

Ademés, en el caso méas desfavorable de Hy, es decir, cuando se tiene la igualdad,

se verifica: pX =p¥,sim = %, y si se supone independencia entre las variables,

se tiene que:

\/m(py _pX) i>~/\/'l<:(07 E)
1

vm

Por tanto, un estadistico natural es:

(It (0" = %)), -5 N(0, [;215).

I Y X i
AZ:MLHV(OJ) Vi=1,...,k (4.2)

= ; . Ex+Zy
Notar que, en el caso frontera de Hy, p puede aproximarse por: NNy
En conclusién, se puede aplicar un test de unién-interseccion para hacer multiples
comparaciones [19]. Por tanto, el nivel de significacién vendra dado asintticamente

por el valor critico del médulo maximo estudentizado con k e co grados de libertad.

Ademds, la regién critica es:

RCa:{f,g/ — A, < ME Vie{1,...,]{:}/\3je{1,...,k}:|Aj|2M§o,a}.
(4.3)

Observacién 5. Se puede notar que:

= Se asume independencia en el muestreo.

» Se recomienda usar entre 10 y 15 puntos en la malla [20] ya que, aunque si
se usasen mas puntos se obtendria mds informacion de las distribuciones, se

incumpliria la hipdtesis de independencia del test GT2 [18].
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» Aunque la particion se suele hacer usando los deciles para estar en sintonia con
las publicaciones usuales, si una de las distribuciones fuese conocida, el test
ganaria potencia si los puntos de la particion se ubican en la interseccion de
la otra distribucion bajo Hy y bajo Hy. En general,basta imponer que np; > 5

para todo i € {1,...,k} y para n = Nx, Ny [1].

Ejemplo 4.1. En este caso, el valor critico para o = 0.05 es qua = 2.8. Por otro
lado, los valores observados del estadistico del test de Anderson para las muestras
de la Tabla[{.1 son: Ay =0, Ay =0, A3 =0, Ay = —0.91, A5 = —0.81, Ag =
0, A7 =0, Ag = —1.12, Ag = 0, Ao = 1, por lo que —A; < 2.8 y |A;] < 2.8
para todo i € {1,...,k}. Por ello, la muestra no estd en la region critica y no hay

evidencias significativas para rechazar Hy.

4.2. Test de Davidson-Duclos

Este test fue propuesto por R. Davidson y J. Duclos en [4].

Para definir el estadistico se consideran:

Ny
N 1 1 .
Vi (w) == N (NHZH(hi <w)— FH(w)2> , con H=XY.
i=1
. 11 - . .
Vexry (w) := o (n D T < w)l(y; < w) — FX(w)FY(w)> , sin:=Nx = Ny.
i=1

En [8] se ve que el test es valido tanto si se supone independencia como dependencia
(Nx = Ny = ny, de esta manera, (z;,y;) es un par observado) de las variables, sin

embargo, el estadistico cambia en cada caso:

= Independencia

T(w) = () — Frlw) (4.4)

= Dependencia

T(w) := - - (4.5)

En ambos casos, bajo H se tiene que:
L
T — N(0,1).
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Notar que Hy se tiene que examinar en todo el soporte de Fx y Fy, lo cual es
imposible empiricamente. Para solucionar esto, en [3] se propone aplicar un test de
unién-interseccién para hacer multiples comparaciones y, por tanto, nuevamente el
nivel de significacién vendrd dado asintéticamente por el valor critico del mdédulo

méximo estudentizado con k e oo grados de libertad. Ademads, la regién critica es:

RC, = {f,g/ T(z) < ME  Vie {1, .k} AT € {l,... .k} : |T(z)| > Mj;’a}.
(4.6)

Observacién 6. Se puede notar que:

s Al admitirse distintos tamanos de muestra y ya que en ningin momento se
supone independencia a la hora de construir el estadistico, el test es wvdlido
tanto si se supone independencia como dependencia (Nx = Ny =n vy, de esta

manera, (z;,y;) es un par observado) de las variables.

» Se recomienda usar entre 10 y 15 puntos en la malla [20] ya que, aunque si
se usasen mas puntos se obtendria mds informacion de las distribuciones, se

incumpliria la hipdtesis de independencia del test GT2 [18].

= El numero de puntos de la malla se suele elegir en base al sentido comin.
Debido a esta falta de un criterio claro, muchas publicaciones usan los deciles

para hacer la particion [19].

Ejemplo 4.2. En este caso, el valor critico para o = 0.05 es Mfoja = 2.8. Por
otro lado, los valores observados del estadistico del test de Davidson-Duclos para las
muestras de la Tabla[{1] son: Ty =0, To, =0, T5 =0, T, = 0.93, T5 = 0.91, T =
0, T =0, Tg = 1.15, Ty = 0, T1p = 0, por lo que T; < 2.8 y |T;| < 2.8 para todo
i€{1,...,k}. Por ello, la muestra no estd en la region critica y no hay evidencias

significativas para rechazar Hy.

4.3. Test de Barrett-Donald

Este test fue propuesto por G.-F. Barrett y S.G. Donald en [2] como generaliza-
cién del test propuesto por F. McFadden en [13].

Se supondra que:
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(i) Fx y Fy tienen soporte comin I = [a, b].
(ii) Fx y Fy son funciones continuas en I.
(iii) Se supone que ¥ e ¥ son muestras independientes.

(iv) Si Nx, Ny — oo, entonces NXJ\'E{NY — ¢ € (0,1).

Se define el estadistico:

[V

BD := <m> sup (Fy(w) - FX(w)). (4.7)

Si Bx, By son puentes Brownianos estandar independientes, en el caso mas des-
favorable de Hy, es decir, cuando se tiene la igualdad; se verifica, por el Teorema [2.3]
que:

BD - (M) : sup [(Fy (1) — Fy () — (P () — Fx(w))]

N (m{) sup [v/Nx (By o Fy(w)) = /Ny (Bx o Fx(w))] .

weR

Ademads, la regién critica es:
RC, ={#,y /] BD > c,}. (4.8)

Como la distribucién asintética de BD depende de las funciones de distribucion,
en [2] se proponen tres procedimientos para hallar el p-valor mediante simulacién,
de los cuales ninguno resalta por su eficiencia. En este trabajo se considera, por su
facil implementacién, el método de los multiplicadores: Se considera (U{X,...,U ])\fx)

una muestra aleatorias simple de N'(0, 1), entonces:

Nx ~
(B3 0 ) (w) = \/le7 ; (1es < w) — Fx(w)) Uxs

simula, (Bx o Fx) (w). De esta manera, el p-valor es:
p= Py <sup (B} o FX> > BD) i
wel
siendo Py la funcién de probabilidad asociada a la variable aleatoria Ux ;, que
depende de la muestra realizada. Para aproximar dicha probabilidad se utiliza simu-

lacién de Monte Carlo. Si {UZX; fi’i es la r-ésima muestra de UZ»X, conr =1,2,..., R;
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siendo R el nimero de iteraciones usadas en la simulacién, se define:
Nx

1 L
5= 2 (8o fx) ()

Entonces, el p-valor se puede aproximar por:

R
1
meZ]I(Sf(gBD).

r=1

Observacién 7. Se puede notar que:
= FEn las hipotesis del test se asume independencia entre las variables.

» Es costoso computacionalmente. Sin embargo, hay que destacar que en [2]
se afirma que no se suele necesitar muchos cdlculos para llegar a una buena

aproximacion del p-valor.

Ejemplo 4.3. En este caso, el p-valor del test de Barrett-Donald para las muestras
de la Tabla[{.1] es 0.61. Como el nivel de significacion considerado es o = 0.05, la
muestra no estd en la region critica y no hay evidencias significativas para rechazar

H.

4.4. Test de Linton-Maasoumi-Whang

Este test fue propuesto por O. Linton, E. Maasoumi y Y.-J. Whang en [11].
Sea I = [a, b] es el soporte de X e Y y se supone que n = Nx = Ny. Se considera

el siguiente contraste:

Hy = min{sup,e;(Fy (w) — Fx(w)), sup,e;(Fx(w) — Fy(w))} <0,

H] = min{sup,,c;(Fy(w) — Fx(w)), sup,c;(Fx(w) — Fy(w))} > 0.
La interpretacion de la hipdtesis nula es que una de las dos variables domina es-
tocdsticamente a la otra. En caso de no tener suficiente evidencia para rechazar la
hipétesis nula, se puede representar las funciones de distribuciéon empirica y analizar

la dominancia estocédstica graficamente.

Volviendo con el contraste, se define el estadistico:

LMW := \/n-mfn {zs;g[) (ﬁy(w) . Fx(w)) sup (Fx(w) - Fy(w))} . (4.9)
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Si Bx, By son puentes Brownianos estandar independientes, en el caso mas des-
favorable de Hy, es decir, cuando se tiene la igualdad; argumentando como en el test
de Barret-Donald, si Co := {w € I / Fy(w) — Fx(w) = 0}, se tiene que:

LMW =5 min { sup (By o Fy (w) — Bx o Fx(w)), sup (Bx o Fx(w) — By o Fy(w))} .
weCo weCoy

Ademsds, la regién critica es:
RC, ={%,y /] LMW > c,}. (4.10)

Al igual que en el test de Barret-Donald, la distribucién asintética del estadistico
depende de las funciones de distribucién. Sin embargo, en [I1] se propone un proce-
dimento de submuestreo, que no sélo unifica la distribuciéon simulada del estadistico,
sino que también es valido para cualquier esquema de muestreo.

Considerando Z; un par observado de X e Y, se define:

tm(Z1, ..., Zm) = min {sup (Fy(w) — FX(w)> , iug; <FX(w) — Fy(w)) } .

Fijado b € {1,...,n}, el procedimiento de submuestreo consiste en:

1. Sea § := {Wy,...,W,} la muestra original, con W; := (z;,y;) para todo

i€ {1,...,n}. Notar que:

LMW = /i - t,(S). (4.11)

2. Generar submuestras S;, = {Wj,...,Wiyp—1} parai=1,...,n —b+ 1.

3. Calcular tp; := t,(W;, ..., Wiyp—1) para i = 1,...,n — b+ 1 usando las sub-

muestras.

4. Calcular el valor critico ¢, teniendo en cuenta la Ecuacién (4.11]), es el cuantil

(1 — ) de:
) 1 n—b+1
= s < .
Gp(w) n_b+1 ; I (\/l; tps < w)

Ahora bien, una pregunta natural es si la eleccién de b puede afectar al resultado
del test. En [I1][pdgina 748] se afirma que «b no afecta a la distribucién del estadistico
de primer orden bajo la hipétesis nula». Asi, en este trabajo se considera para la

experimentaciéon b = [%], por estar definido para cualquier n > 2 y por simplicidad.
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Dado que se buscan tests que contrasten las Hipotesis de la forma mostrada en la
Ecuacién , se haran pequenos ajustes en la implementacién del test, los cuales
se basan en la idea de comparar las funciones de distribucién graficamente en caso de
haber dominancia estocéastica. También hay que tener en cuenta que en el desarrollo
de [I1] se considera la dominancia estocdastica estricta, por tanto, quizés se rechaza

H], pero hay dominancia estocéstica. El pseudocédigo utilizado es el Algoritmo
Observacion 8. Se puede notar que:

= F'n ningin momento se asume independencia entre las variables. Por tanto,
el test es vdlido tanto si se supone independencia como dependencia (Nx =

Ny =mn vy, de esta manera, (z;,y;) es un par observado) de las variables.

n FEl test se puede extender para cualquier numero de variables aleatorias.

Algoritmo 1: Pseudocédigo para la implementacién del test LMW
Data: Muestras de X e Y

1 if Se rechaza H|, then
2 if la probabilidad de que |Fy-FX] en I sea pequerio es mds de 0.5 then

3 L no hay evidencias significativas para rechazar Hy;

4 else

5 L se rechaza Hy;

6 else

7 if la probabilidad de que Fy-Fx en I sea negativo es alta then
8 L no hay evidencias significativas para rechazar Hy;

9 else

10 L se rechaza Hy;

Ejemplo 4.4. En este caso, el valor critico para o = 0.05 es G;l(l —a) =0.2.
Por otro lado, el valor observado del estadistico del test de Linton-Maasoumi- Whang
para las muestras de la Tabla es LMW = 0.32, por lo que LMW > 0.2. Por
ello, la muestra estd en la region critica y hay evidencias significativas para rechazar

Hy.
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4.5. Test de Kaur-Rao-Singh

Este test fue propuesto por A. Kaur, B.L.S.P. Rao y H. Singh en [7]. Pese a
que originalmente el test KRS se introdujo para dominancia estocastica de segun-
do orden, se ha extendido a otros érdenes [19]. Dicha extensién es debida a que el
estadistico que se considera para dominancia estocédstica de primer orden es asintoti-
camente equivalente al estadistico propuesto en el test original.

Originalmente, se considera el siguiente contraste:
Eq. (3.1)
= Fx

31
H=X<4Y Fx(z) > Fy(x) VzeR.

Hi=X<£a4Y (x) < Fy(z) para algin z € R.

No obstante, como la distribucién del estadistico bajo Hy se calcula en el caso
frontera, y por tanto el marco tedrico no cambia, se puede considerar las Hipdtesis
mostradas en la Ecuacién .

Suponiendo que T el estadistico definido en las Ecuaciones y en su
correspondiente caso e I = [a, ] es el soporte de X e Y, se define el estadistico:

Ty = iIéfI'{T(x)} (4.12)

El cual sigue una distribucién N (0,1) bajo Hy. Ademés, la region critica es:
RC, ={Z,y ) T < cu}- (4.13)

Observaciéon 9. Al usar el estadistico del test de Davidson-Duclos y asumir inde-
pendencia entre las variables en ningun momento, se tiene que el test es valido tanto
si se supone independencia como dependencia (Nx = Ny = n y, de esta manera,

(x4,vi) es un par observado) de las variables.

Ejemplo 4.5. En este caso, el valor critico para o = 0.05 es F/\_/%o,l)(o‘) = —1.64.
Por otro lado, el valor observado del estadistico del test de Kaur-Rao-Singh para
las muestras de la Tabla[{.1] es Ty = —1.05, por lo que Ty < —1.64. Por ello, la

muestra no estd en la region critica y no hay evidencias significativas para rechazar

H.
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4.6. Test de Kolmogorov-Smirnov

Como se ha visto en los epigrafes dedicados a los tests: «Barret-Donald», «Linton-

Maasoumi-Whang» y «Kaur-Rao-Singh», el estadistico de Kolmogorov-Smirnov:
KS :=sup |Fy (w) — Fx(w)|,
wel

con algunas variaciones puede ser usado con el fin de realizar el contraste con las
Hipétesis mostradas en la Ecuacién . Por lo tanto, es natural preguntarse si
dicho estadistico por si sélo puede servir para estudiar la dominancia estocastica.

En RStudio, la funcion «ks.test» tiene el argumento de entrada «alternative», el
cual, si se especifica que sea igual a «greater» y se introducen primero la muestra de

Y y después la de X, nos permite realizar el contraste:

H| = Fy(z) = Fx(z), VzeR.

HiEFy($) >Fx(l'), Vz € R.

Asi, teniendo en cuenta la caracterizacion de la Ecuacién segun las funciones
de distribucién, si se rechaza H, lo natural es que se rechace Hj también, pues se
acepta que: Fy(z) > Fx(z), Va € R. En contraposicién, si no hay evidencias
suficientes para rechazar H(, lo lgico es que no haya evidencias suficientes para
rechazar Hy pues no se rechaza que: Fy(r) = Fx(x), Vz € R, que es el caso

frontera de Hp; por ello también se mantiene el nivel de significacién.

Observacion 10. Al usar el test de Kolmogorov-Smirnov, no se asume indepen-
dencia entre las variables. Por tanto, el test se puede utilizar en cualquier situacion

de manera andloga a otros tests.

Ejemplo 4.6. En este caso, el p-valor del test de Kolmogorov-Smirnov para las
muestras de la Tabla es 0.42. Como el nivel de significacion considerado es
a = 0.05, la muestra no estd en la region critica y no hay evidencias significativas

para rechazar Hy.
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Capitulo 5

Experimentacion

5.1. Metodologia

Se estudiara el comportamiento de los tests presentados en el capitulo anterior co-
mo funcién de un factor de desplazamiento entre dos distribuciones pertenecientes a
la misma familia de localizacién. En concreto, se estudian las familias de localizacién
generadas por la distribucién normal estdndar, A/(0, 1), la distribucién exponencial
estandar, Exp(1), y la distribucién uniforme estandar, ¢(0, 1); con desplazamientos
de paso 0.1 entre —1 y 1, es decir, se estudia la potencia de los tests para detectar
X <4 Y siendo X una de esas distribuciones e Y la distribucién de X + b con
b € [-1,1]. Por el Teorema y el Corolario se tiene que Hj estd asociada
con los desplazamientos mayores o iguales que 0 (b > 0) y H; esta asociada con los
desplazamientos menores que 0 (b < 0). Los tamafios muestrales considerados son
m € {10, 65, 100}.

Para dicho objetivo, se usard simulacién por Monte Carlo, con 10? réplicas en
cada caso. Se trabajara a nivel de significacién a = 0.05, motivo por el que la recta
horizontal punteada en negro que aparece en las gréificas de la potencia es la recta
y = 0.05. Ademas, como se dijo en la introduccién, se consideran los siguientes casos
de relacion entre las variables: independencia, comonotonia y comonotonia. Para el
primer caso, simplemente se generan ambas muestras por separado. Para expresar
las relaciones de dependencia en los casos de comonotonia y contramonotonia se

seguird el método de la distribucién condicionada [14], Cap. 2|, es decir, dadas
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X e Y dos variables aleatorias, se siguen estos pasos:
1. Generar dos valores aleatorios u, t que provienen de una U (0, 1).

2. Sea v = ¢, !(t), donde c;! es la pseudo-inversa de c¢,, siendo ¢, una funcién

particular a cada cépula:

» Cépula del minimo (comonotonia):

1, siv<u, 1
cum (V) = = ¢, y(t) = nflu, 00) = u.
0, siv > u,

» Cépula de Lukasiewicz (contramonotonia):

0, siv<1-—u,
cu,m (V) = = c;’lL(t) =mf[l —u,00) =1—u.
1, siv>1-—u,

3. Para hallar un valor aleatorio de (X,Y), se toma x := Fy!'(u) e y := Fy ' (v).

5.2. Independencia entre las variables

5.2.1. Variables aleatorias con distribucién normal

Viendo las Tablas y se puede observar que:

1. En este caso, los tests: KRS, LMW; no son capaces de mantener el nivel de

significacién bajo Hy.
2. Los tests: A y DD; son conservadores, en este caso.

3. En este caso, los tests: BD y KS; son los méas potentes bajo Hy entre los que

mantienen el nivel de significacién bajo Hy.

4. Para los distintos tamanos muestrales no hay un cambio significativo en dichos
comportamientos. Lo més relevante en este aspecto es que si m = 10, BD y
KS no mantienen el nivel de significacién bajo Hg por poco, pero esto tiene

sentido por el escaso tamafno muestral.
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Luego, el mejor test para esta situacién es el de Kolmogorov-Smirnov, pues practi-
camente mantiene el nivel de significacion bajo Hg y, entre los que lo mantienen, es

el més potente bajo H;.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 028 0.63 049 085 100 071
-0.90 024 054 039 078 100 065 1.00-
-0.80 022 049 034 074 100 057
-0.70 0.14 036 0.26 066 100 049
-0.60 011 032 021 062 099 043
-0.50 0.08 026 0.15 054 099 033 075-
Test

-0.40 006 023 013 047 098 029
-0.30 0.04 017 007 038 096 021 A

. o . «© ~— BD
-0.20 002 011 005 032 095 0.6 o
-0.10 001 009 003 026 093 0.14 2 —
0.00 001 007 003 022 08 009 o T KRS
0.10 001 004 001 016 084 005 ks

\
0.20 0.00 003 001 012 077 004 LHw
0.30 0.00 0.02 000 007 069 003
0.40 0.00 0.02 0.00 006 066 003
0.50 0.00 0.02 000 005 056 001
0.60 0.00 0.00 000 003 049 001
0.70 0.00 0.00 000 002 044 0.00 ) ) ) )
0.80 0.00 0.00 0.0 001 031 0.00 1.0 08 00 08 10
Desplazamiento

0.90 0.00 0.00 000 001 023 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 000 020 0.00

Tabla 5.1: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo inde-

pendencia con tamainio muestral m = 10.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 100 100 100 1.00 100 099
-0.90 099 100 099 100 100 097
-0.80 096 098 096 100 100 0.96
-0.70 088 096 088 100 100 093
-0.60 0.77 089 077 098 100 087
-0.50 062 079 062 095 098 074
Test

-0.40 041 065 041 092 096 0.61
-0.30 025 045 025 077 092 042 A

. @ — BD
020 011 027 011 062 083 028 o

c
0.10 005 014 005 044 076 0.14 £ oo
0.00 001 007 001 029 071 0.06 o T KRS
0.10 000 003 000 016 062 002 — K8
\
0.20 0.00 000 000 009 058 0.01 LH
0.30 0.00 000 000 004 050 0.00
0.40 000 000 000 002 037 0.00
0.50 0.00 000 000 001 026 0.00
0.60 0.00 000 000 000 0.8 0.00
0.70 0.00 000 000 000 012 0.00 ! ! ! !
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 008 0.00 10 s uo 08 10
Desplazamiento

0.90 000 000 000 000 006 0.00
1.00 0.00 000 000 000 0.04 0.00

Tabla 5.2: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo inde-

pendencia con tamano muestral m = 65.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

-0.80 100 1.00 1.00 1.00 100 0.99

-0.70 098 1.00 0.99 1.00 100 0.99

-0.60 095 097 0.96 1.00 100 097

-0.50 0.80 0.90 0.82 099 100 0.90

-0.40 0.63 0.77 0.66 095 098 0.83 Test
-0.30 041 058 044 086 094 0.65 A
-0.20 020 036 022 071 087 044 § BD
-0.10 0.07 014 008 047 0.73 020 2 b
0.00 001 007 002 034 067 012 o T KRS
0.10 001 002 001 017 062 003 Ks
0.20 0.00 0.00 0.00 007 056 0.00 L
0.30 0.00 0.00 0.00 003 045 0.00

0.40 0.00 0.00 000 002 033 0.00

0.50 0.00 0.00 000 001 023 0.00

0.60 0.00 0.00 000 000 013 0.00

0.70 0.00 0.00 000 000 007 0.00

0.80 0.00 0.00 0.00 000 006 0.00

0.90 0.00 0.00 0.00 000 003 0.00

1.00 0.00 0.00 0.00 000 002 0.00

Tabla 5.3: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo inde-

pendencia con tamafio muestral m = 100.

5.2.2. Variables aleatorias con distribucién uniforme

Viendo las Tablas y se puede observar que:

1. En este caso, los tests: LMW, y en menor medida, KRS; no son capaces de

mantener el nivel de significacién bajo H.
2. Los tests: A y DD; son algo conservadores, en este caso.

3. En este caso, los tests: A, DD y KS; son los méas potentes bajo Hy entre los

que mantienen el nivel de significaciéon bajo Hy.

4. De manera completamente analoga al caso anterior, para los distintos tamafos
muestrales no hay un cambio significativo en dichos comportamientos, excepto
si m = 10 en cuyo caso BD y KS no mantienen el nivel de significacién bajo Hy

por poco, pero, nuevamente, esto tiene sentido por el escaso tamano muestral.

Por tanto, el mejor test para esta situacién es el de Kolmogorov-Smirnov por los
mismos motivos que en el caso anterior: practicamente mantiene el nivel de signifi-

cacién bajo Hy y, entre los que lo mantienen, es el mas potente bajo H;. Destacar
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que el de Anderson y el de Davidson-Duclos también funcionan muy bien en este

caso, pero son mas conservadores.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

-0.90 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

-0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

-0.70 0.99 099 099 1.00 100 1.00

-0.60 0.95 098 096 1.00 100 1.00

-0.50 0.79 089 084 099 100 098

-0.40 0.55 0.7 0.64 097 1.00 0.94 Test

-0.30 0.31 055 042 0.86 1.00 081 A

-0.20 011 034 019 064 099 059 § B

-0.10 0.04 016 008 041 097 032 2 ~ oo

0.00 0.01 0.07 003 022 086 008 o T KRS

0.10 0.00 0.02 000 009 061 001 o K8

0.20 0.00 0.0 0.00 0.03 036 0.00 LHw

0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.16 0.00

0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.05 0.00

0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 001 0.00

0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 ) ) ) )

0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 001 0.00 10 05 oo 08 10
Desplazamiento

0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 001 0.00

1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 001 0.00

Tabla 5.4: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo inde-

pendencia con tamano muestral m = 10.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 1000 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 100 1.00 1.00 1.00 100 1.00 100-
-0.80 100 1.00 1.00 100 1.00 1.00
-0.70 1000 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.60 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.50 100 1.00 1.00 1.00 100 1.00 075-
Test
-0.40 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.30 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 A
@ ~— BD
-0.20 098 091 0.98 099 100 097 o
-0.10 041 044 041 081 100 068 %0_50— — bbb
0.00 002 006 002 019 082 007 o T KRS
0.10 0.00 0.00 000 002 028 0.00 ks
0.20 0.00 0.00 000 000 002 0.00 LHw
0.25-
0.30 0.00 0.00 0.00 000 000 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 000 000 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00- .
0.70 0.00 0.00 000 000 000 0.00 ) ) ) )
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00 1.0 08 00 08 10
Desplazamiento
0.90 0.00 0.00 0.00 000 000 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00

Tabla 5.5: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo inde-

pendencia con tamaiio muestral m = 65.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 100 1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00-
-0.80 100 1.00 1.00 1.00 100 1.00
-0.70 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.60 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.50 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.75-
Test
-0.40 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.30 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 A
. @ BD
-0.20 100 098 1.00 1.00 100 1.00 2
-0.10 0.70 055 0.71 0.87 1.00 081 %UHD’ b
0.00 0.02 005 002 023 08 007 o T KRS
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 021 0.00 Ks
\
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 001 0.00 L
0.25-
0.30 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 0.00 0.00 0.0 0.00 000 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0,004
0.70 0.00 0.00 0.0 0.00 000 0.00 | | | |
0.80 000 0.00 000 000 000 0.00 10 05 00 05 10
Desplazamiento
0.90 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Tabla 5.6: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo inde-

pendencia con tamafio muestral m = 100.

5.2.3. Variables aleatorias con distribucién exponencial

Viendo las Tablas y se puede observar que:

1. En este caso, los tests: KRS y LMW; no son capaces de mantener el nivel de

significaciéon bajo Hy.
2. Los tests: A y DD; son un poco conservadores, en este caso.

3. En este caso, los tests: A y DD; son los més potentes bajo Hy entre los que

mantienen el nivel de significacién bajo Hy.

4. Dichos comportamientos son muy claros si m € {65,100}, pero si m = 10 hay
que anadir BD a los tests mas potente bajo H; entre los que mantienen el nivel
de significacién bajo. Ademaés, KS mantiene el nivel de significacién bajo Hy
por poco, pero, como ya se comentado, esto tiene sentido por el escaso tamano

muestral.

Por tanto, los mejores tests para esta situacién son el de Anderson y el Davidson-
Duclos, ya que mantienen el nivel de significacién bajo Hy (siendo un poco conser-

vadores) y, entre los que lo mantienen, son los més potentes bajo Hj, independien-
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temente del tamano muestral, aunque el de Barrett-Donald funciona bastante bien

para tamanos muestrales bajos.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 0.78 0.78 0.81 0.85 1.00 0.67
-0.90 0.73 0.71 0.76 0.81 1.00  0.65
-0.80 0.63 0.60 0.67 0.73 1.00 0.57
-0.70 0.53 0.52 0.58 0.69 1.00 051
-0.60 0.40 044 046 061 099 0.52
-0.50 027 036 0.34 057 098 0.42
-0.40 0.17 025 0.24 044 097 0.39
-0.30 0.09 0.18 0.15 036 095 0.34
-0.20 0.05 0.11 0.09 0.27 091 0.22
-0.10 0.03 0.08 0.05 022 088 0.18
0.00 0.01 0.04 0.02 014 0.80 0.08
0.10 0.00 0.04 0.02 013 0.79 0.04
0.20 0.00 0.02 0.01 0.09 0.72 0.02
0.30 0.00 0.01 0.00 0.07 0.65 0.00
0.40 0.00 0.01 0.00 0.07 0.58 0.00
0.50 0.00 0.01 0.00 0.03 054 0.00
0.60 0.00 0.01 0.00 0.04 048 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.02 045 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.02 0.40 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.01 0.36 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.31 0.00

Potencia

1.00-

0.0
Desplazamiento

Test

— KRS
— K&
LMW

Tabla 5.7: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo inde-

pendencia con tamano muestral m = 10.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 097 1.00 0.97 096 0.88
-0.90 1.00 097 1.00 095 096 0.85
-0.80 1.00 093 1.00 093 093 0.80
-0.70 1.00 0.88 1.00 0.89 093 0.77
-0.60 1.00 081 1.00 084 089 0.73
-0.50 1.00 0.73 1.00 0.80 0.88 0.64
-0.40 1.00 0.60 1.00 0.70 0.84 0.57
-0.30 098 046 098 0.58 0.81 0.50
-0.20 0.72 028 0.72 047 0.76  0.37
-0.10 0.16 0.13 0.16 0.30 0.66 0.23
0.00 0.01 0.05 0.01 0.20 0.60 0.05
0.10 0.00 0.02 0.00 0.13 0.50 0.00
0.20 0.00 0.01 0.00 0.10 0.48 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.07 045 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.05 041 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.05 041 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.03 0.38 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.02 0.36 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.02 0.31 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.01 0.28 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.27 0.00

Potencia

1.00-

0.0
Desplazamiento

Test

— KRS
— K&
LMW

Tabla 5.8: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo inde-

pendencia con tamaiio muestral m = 65.

45



Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 0.98 1.00 0.98 0.98 0.96
-0.90 1.00 0.97 1.00 0.97 0.96 0.96
-0.80 1.00 095 1.00 096 0.95 091
-0.70 1.00 093 1.00 0.94 093 0.88
-0.60 1.00 0.86 1.00 0.89 092 0.84
-0.50 1.00 0.80 1.00 0.84 0.89 0.79
-0.40 1.00 0.70 1.00 0.77 0.88 0.75
-0.30 1.00 0.53 1.00 0.67 0.82 0.62
-0.20 094 032 094 047 0.78 051
-0.10 0.36 0.14 0.36 0.34 0.70 0.32
0.00 0.02 0.04 0.02 0.20 0.60 0.08
0.10 0.00 0.01 0.00 0.15 0.56 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.11 0.52 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.07 048 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.08 047 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.06 0.44 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.02 0.38 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.02 0.34 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.02 0.34 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.01 0.26 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.25 0.00

0.50-

Potencia

Test

BD

— KRS

K3
LMW

Tabla 5.9: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo inde-

pendencia con tamafio muestral m = 100.

5.3.

Variables aleatorias comondtonas

Pese a que los tests de Anderson y Barrett-Donald suponen independencia, se

consideran para esta situacién de dependencia con el objetivo de analizar si es una

condiciéon muy relevante para la experimentacion.

5.3.1.

Variables aleatorias con distribucion normal

Viendo las Tablas [5.10] [5.11] y [5.12] se puede observar que:

1. En este caso, los tests: LMW y KS; no son capaces de mantener el nivel de

significacion bajo Hy.

2. Los tests: A, BD, DD y KRS; son muy conservadores, en este caso.

3. En este caso, el test KRS es el més potentes bajo Hi, de entre los que mantienen

el nivel de significaciéon bajo Hy.

4. Independientemente del tamano muestral se pueden apreciar dichos compor-

tamientos.
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Luego, el mejor test para esta situacion es el de Kaur-Rao-Singh, pues, pese a ser

muy conservador, es el mas potente bajo Hj.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 026 0.68 0.51 096 1.00 1.00
-0.90 0.17 0.62 040 092 1.00 1.00
-0.80 0.14 050 0.32 0.84 1.00 1.00
-0.70 0.06 0.37 0.8 0.76 1.00 1.00
-0.60 0.05 028 0.12 063 1.00 1.00
-0.50 0.02 0.19 0.06 049 1.00 1.00
-0.40 0.00 0.11 0.02 032 100 1.00
-0.30 0.00 0.05 0.01 0.17 100 1.00
-0.20 0.00 0.02 0.00 0.07 1.00 1.00
-0.10 0.00 0.00 0.00 001 100 1.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.99 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.88 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.61 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 040 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.24 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.13 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.08 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.04 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.00

Potencia

1.00-

Test

— KRS
— K&
LMW

0.0
Desplazamiento

Tabla 5.10: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo co-

monotonia con tamano muestral m = 10.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.70 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.60 0.95 099 095 1.00 1.00 1.00
-0.50 0.66 091 0.66 1.00 1.00 1.00
-0.40 0.22 0.67 0.22 0.97 1.00 1.00
-0.30 0.02 0.27 0.02 0.81 1.00  1.00
-0.20 0.00 0.03 0.00 0.30 1.00 1.00
-0.10 0.00 0.00 0.00 0.01 1.00  1.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.95 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.32 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.10 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.04 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Potencia

Test

— KRS
— K&
LMW

0.0
Desplazamiento

Tabla 5.11: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo co-

monotonia con tamano muestral m = 65.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.70 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.60 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.50 0.98 1.00 0.99 1.00 1.00 1.00
-0.40 0.65 092 0.74 1.00 1.00 1.00
-0.30 0.11 055 0.14 096 1.00 1.00
-0.20 0.00 0.07 0.01 0.55 1.00  1.00
-0.10 0.00 0.00 0.00 0.01 1.00  1.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.80 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.19 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.06 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Tabla 5.12: Potencia para diferentes desplazamientos

Potencia

monotonia con tamano muestral m = 100.

5.3.2.

Test

BD

— KRS

K3
LMW

0.0 0s 1.0
Desplazamiento

de los diferentes test bajo co-

Variables aleatorias con distribucién uniforme

Viendo las Tablas [5.13] [5.14] y [5.15], se puede observar que:

1. En este caso, los tests: LMW y KS; no son capaces de mantener el nivel de

significaciéon bajo Hy.

2. Los tests: A, BD, DD y KRS; son muy conservadores, en este caso.

3. En este caso, el test KRS es el mas potentes bajo Hy, de entre los que mantienen

el nivel de significacién bajo Hy.

4. De manera analoga al caso anterior, para los distintos tamanos muestrales no

hay un cambio significativo en dichos comportamientos.

Luego, el mejor test para esta situacién es el de Kaur-Rao-Singh por el mismo motivo

que en el caso anterior: pese a ser muy conservador, es el mas potente bajo Hj.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.70 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.60 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.50 0.93 099 096 1.00 1.00 1.00
-0.40 0.67 0.89 0.77 100 1.00 1.00
-0.30 0.29 0.64 041 097 1.00 1.00
-0.20 0.06 0.26 0.12 0.67 100 1.00
-0.10 0.00 0.04 0.01 0.17 1.00 1.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.81 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.05 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Potencia

Test

— KRS
— K&
LMW

0.0 0s 1.0
Desplazamiento

Tabla 5.13: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo co-

monotonia con tamano muestral m = 10.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.70 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.60 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.50 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.40 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.30 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.20 1.00 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.10 022 0.19 0.22 0.85 1.00  1.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Potencia

1.00-

075~

0.50-

0.25-

Test

— KRS

LMW

Tabla 5.14: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo co-

monotonia con tamano muestral m = 65.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.70 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.60 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.50 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.40 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.30 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.20 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.10 0.71 044 0.72 0.96 1.00 1.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Tabla 5.15: Potencia para diferentes desplazamientos

1.00-

0.50-

Potencia

Test

BD

— KRS

K3
LMW

monotonia con tamano muestral m = 100.

5.3.3.

de los diferentes test bajo co-

Variables aleatorias con distribucién exponencial

Viendo las Tablas [5.16] [5.17] y [5.18] se puede observar que:

1. En este caso, los tests: LMW y KS; no son capaces de mantener el nivel de

significaciéon bajo Hy.

2. Para m € {65,100}, los tests: A, BD, DD y KRS; son muy conservadores, en

este caso.

3. En este caso, los tests: A y DD; son los més potentes bajo Hi entre los que

mantienen el nivel de significaciéon bajo Hy.

4. Para m = 10, KRS es el test mds potente bajo H; entre los que mantienen el

nivel de significacién bajo Hy.

Por tanto, los mejores tests para esta situacién son: para tamanos muestrales gran-

des, el de Anderson y el Davidson-Duclos, ya que mantienen el nivel de significacion

bajo Hy (siendo muy conservadores) y, entre los que lo mantienen, son los mas po-

tente bajo Hjp, y para tamanos muestrales pequenos el de Kaur-Rao-Singh por el

mismo motivo.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 0.82 0.80 0.86 0.89 1.00 1.00
-0.90 0.73 073 0.79 084 1.00 1.00
-0.80 0.64 0.66 0.70 0.79 1.00 1.00
-0.70 0.50 0.56 0.56 0.73 1.00 1.00
-0.60 0.38 041 0.44 0.62 1.00  1.00
-0.50 0.25 0.30 0.30 0.52 1.00  1.00
-0.40 0.14 0.17 0.17 039 100 1.00
-0.30 0.07 0.09 0.09 024 1.00 1.00
-0.20 0.02 0.02 0.02 0.08 1.00 1.00
-0.10 0.00 0.00 0.00 0.01 1.00  1.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.92 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.80 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.64 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.51 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.42 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.32 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.21  0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.18 0.00

Potencia

1.00-

Test

— KRS
— K&
LMW

0.0
Desplazamiento

Tabla 5.16: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo co-

monotonia con tamano muestral m = 10.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 0.99 1.00 0.99 1.00 1.00
-0.90 1.00 098 1.00 0.98 1.00 1.00
-0.80 1.00 0.97 1.00 0.97 1.00 1.00
-0.70 1.00 094 1.00 095 100 1.00
-0.60 1.00 092 1.00 093 1.00 1.00
-0.50 1.00 0.86 1.00 0.87 1.00 1.00
-0.40 1.00 0.75 1.00 0.76 1.00 1.00
-0.30 0.99 0.56 099 0.60 1.00 1.00
-0.20 0.78 025 0.78 028 1.00 1.00
-0.10 0.08 0.01 0.08 0.03 1.00 1.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.98 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.78 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.56 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.44 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.30 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.22 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.16 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.14 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.12 0.00

Potencia

0.0
Desplazamiento

Test

— KRS

LMW

Tabla 5.17: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo co-

monotonia con tamano muestral m = 65.

o1



Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 100 1.00 1.00 099 1.00 1.00
-0.90 100 099 100 099 1.00 1.00
-0.80 100 099 1.00 099 100 1.00
-0.70 100 098 1.00 097 1.00 1.00
-0.60 1000 096 1.00 095 1.00 1.00
-0.50 1000 095 1.00 091 1.00 1.00
Test

-0.40 100 085 1.00 084 1.00 1.00
-0.30 100 074 100 0.69 1.00 1.00 A
. . ) © BD
-0.20 0.98 046 098 043 100 1.00 o
-0.10 0.29 0.03 029 009 1.00 1.00 2 b
0.00 0.00 0.00 000 000 1.00 1.00 o T KRS
0.10 0.00 0.00 0.00 000 097 0.00 Ks

\
0.20 0.00 0.00 0.00 000 070 0.00 L
0.30 0.00 0.00 0.00 000 053 0.00
0.40 0.00 0.00 000 000 038 0.00
0.50 0.00 0.00 000 000 030 0.00
0.60 0.00 0.00 000 000 023 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 000 018 0.00 ) ) ) )
0.80 000 0.00 000 000 014 0.0 10 05 00 05 10

Desplazamiento

0.90 0.00 0.00 0.00 000 012 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 000 009 0.00

Tabla 5.18: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo co-

monotonia con tamano muestral m = 100.

5.4. Variables aleatorias contramonotonas

Andlogamente a la situaciéon de dependencia anterior, se consideran los tests de
Anderson y Barrett-Donald, a pesar de suponer independencia en sus desarrollos,

con el fin de estudiar si es una condicién muy relevante en la practica.

5.4.1. Variables aleatorias con distribucién normal

Viendo las Tablas [5.19] [5.20] y [5.21], se puede observar que:

1. En este caso, los tests: KRS, LMW, KS, y BD por poco; no son capaces de

mantener el nivel de significacién bajo Hyp.
2. El test A es bastante conservador. También lo es DD si m € {65,100}.

3. En este caso, el test DD es el mas potente bajo H; entre los que mantienen el

nivel de significacién bajo Hy.

4. Lo mas relevante en este aspecto es que si m = 10, DD no mantiene el nivel de
significacion bajo Hy por poco, pero, de nuevo, esto tiene sentido por el escaso

tamano muestral.
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Por tanto, el mejor test para esta situacion es el de Davidson-Duclos.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 026 050 042 073 098 0.8
-0.90 021 047 038 068 098 075 1.00-

-0.80 017 040 032 064 097 068

0.70 014 036 027 059 095 0.64

-0.60 012 032 025 053 095 058

-0.50 007 0.26 018 047 092 050 0751

-0.40 006 0.22 015 040 091 046 \\ Test
-0.30 006 020 014 040 087 041 e A
0.20 003 015 009 032 086 035 S O BD
-0.10 002 0.1 007 027 081 029 %DSD? — oo
0.00 002 0.09 007 022 077 024 o — KRS
0.10 001 0.07 005 020 069 020 T KS
0.20 002 006 004 015 067 016 LH
0.30 001 004 003 012 063 014

0.40 001 004 002 010 058 012

0.50 000 002 001 006 051 008

0.60 000 0.02 001 006 042 0.04

0.70 000 0.02 001 005 038 005

0.80 000 0.01 001 002 033 004

0.90 000 001 001 003 030 002

1.00 000 0.00 000 001 023 001

Tabla 5.19: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo con-

tramonotonia con tamano muestral m = 10.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 0.26 0.50 042 0.73 098 0.78

-0.90 0.21 047 038 0.68 098 0.75 1.00-

-0.80 017 040 032 0.64 097 0.68

-0.70 0.14 036 027 059 095 0.64

-0.60 012 032 025 053 095 058

-0.50 0.07 026 0.18 047 092 050 0.75-

-0.40 0.06 022 0.15 040 091 0.46 Test

-0.30 0.06 0.20 0.14 040 087 041 A

-0.20 0.03 015 0.09 032 086 035 § B

-0.10 0.02 011 007 027 081 029 %DSD’ ~ oo

0.00 0.02 009 007 022 077 024 o T KRS

0.10 0.01 007 005 020 069 020 o K8

0.20 0.02 0.06 0.04 0.15 067 0.16 LHw

0.30 0.01 0.04 003 012 063 014 0257

0.40 0.01 0.04 002 010 058 0.12

0.50 0.00 0.02 001 006 051 008

0.60 0.00 0.02 001 006 042 0.04 0.00-

0.70 0.00 0.02 001 005 038 005 ) ) ) )

0.80 0.00 0.01 001 002 033 004 10 05 oo 08 10
Desplazamiento

0.90 0.00 0.01 001 003 030 0.02

1.00 0.00 0.00 0.00 001 023 001

Tabla 5.20: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo con-

tramonotonia con tamano muestral m = 65.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 0.26 050 042 073 098 0.78
-0.90 0.21 047 038 0.68 098 0.75 1.00-
-0.80 0.17 040 032 0.64 097 0.68
-0.70 014 036 027 059 095 0.64
-0.60 012 032 025 053 095 058
-0.50 0.07 026 0.8 047 092 050 0.75-
Test

-0.40 0.06 0.22 0.15 040 091 0.46
-0.30 0.06 020 0.14 040 087 041 A
; ; 25 N @ BD
-0.20 0.03 015 0.09 032 086 0.35 o

& 050- — DD
-0.10 0.02 011 007 027 081 029 2
0.00 0.02 009 007 022 077 024 o T KRS
0.10 0.01 0.07 0.05 020 069 0.20 Ks

\

0.20 0.02 0.06 0.04 015 067 0.16 L
0.30 0.01 004 003 012 063 014
0.40 0.01 0.04 002 010 058 0.12
0.50 0.00 0.02 001 006 051 0.08
0.60 0.00 0.02 001 006 042 0.04
0.70 0.00 0.02 001 005 038 005
0.80 0.00 0.01 001 002 033 004
0.90 0.00 001 001 003 030 002
1.00 0.00 0.00 0.00 001 023 001

Tabla 5.21: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo con-

tramonotonia con tamano muestral m = 100.

5.4.2. Variables aleatorias con distribucién uniforme

Viendo las Tablas [5.22] [5.23] y [5.24] se puede observar que:

1. En este caso, los tests: KRS, LMW, KS, y BD por poco; no son capaces de

mantener el nivel de significacién bajo H.
2. El test A es algo conservador, en este caso.

3. En este caso, el test DD es el mas potente bajo H; entre los que mantienen el

nivel de significacién bajo Hy.

4. El tnico cambio significativo en dichos comportamientos para los distintos
tamanos muestrales es que si m = 10, BD y DD no mantienen el nivel de
significaciéon bajo Hy por poco, pero esto tiene sentido por el escaso tamano

muestral, como ya se ha visto en anteriores ejemplos.

Por tanto, el mejor test para esta situacion es el de Davidson-Duclos.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.80 0.98 099 099 1.00 1.00 1.00
-0.70 0.92 098 094 1.00 1.00 1.00
-0.60 0.79 093 0.85 0.99 1.00 0.99
-0.50 0.56 0.78 0.66 0.94 1.00 0.96
-0.40 0.38 0.62 0.50 087 1.00 091
-0.30 0.21 045 034 077 099 081
-0.20 0.11 031 0.22 059 097 0.65
-0.10 0.05 0.17 0.12 039 0.89 047
0.00 0.02 0.10 0.07 0.22 0.76 0.24
0.10 0.01 0.05 0.03 0.13 0.52 0.08
0.20 0.00 0.03 0.01 0.08 035 0.03
0.30 0.00 0.02 0.01 0.03 022 0.01
0.40 0.00 0.00 0.00 0.01 0.10 0.01
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00

Tabla 5.22: Potencia para

Potencia

1.00-

075~

0.50-

Test

— KRS
— K&
LMW

diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo con-

tramonotonia con tamano muestral m = 10.

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.70 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.60 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.50 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.40 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.30 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.20 0.88 0.83 0.88 099 1.00 0.94
-0.10 0.28 036 028 079 099 0.71
0.00 0.03 0.10 0.03 022 071 0.17
0.10 0.00 0.01 0.00 0.03 0.26 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.05 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Potencia

1.00-

075~

s

in

=1
'

0.25-

Test

— KRS

LMW

Tabla 5.23: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo con-

tramonotonia con tamano muestral m = 65.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.70 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.60 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.50 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.40 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.30 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
-0.20 0.98 096 098 1.00 1.00 0.98
-0.10 0.50 0.47 0.51 0.88 0.99 0.81
0.00 0.04 0.11 0.05 026 0.74 0.24
0.10 0.00 0.01 0.00 0.02 0.22 0.00
0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 0.00
0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

1.00-

0.50-

Potencia

Test

BD

— KRS

K3
LMW

Tabla 5.24: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo con-

tramonotonia con tamano muestral m = 100.

5.4.3.

Variables aleatorias con distribucién exponencial

Viendo las Tablas [5.25] [5.26] y [5.27], se se puede observar que:

1. En este caso, los tests: KRS, LMW, KS, y BD por poco; no son capaces de

mantener el nivel de significacién bajo H.

2. El test A es algo conservador, en este caso.

3. En este caso, el test DD es el mas potente bajo H; entre los que mantienen el

nivel de significacién bajo Hy.

4. El comportamiento para distintos tamanos muestrales es idéntico al caso an-

terior: no hay un cambio significativo en dichos comportamientos, a excepcion

de que si m = 10, BD y DD no mantienen el nivel de significacién bajo Hy por

poco, pero ya se comentd que esto tiene sentido por el escaso tamano muestral.

Por tanto, el mejor test para esta situacion es el de Davidson-Duclos.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 0.76 0.76 0.77 0.83 0.99 0.63
-0.90 0.67 0.68 0.70 077 099 0.61
-0.80 0.59 0.60 0.63 0.73 0.99 0.54
-0.70 0.50 0.51 0.55 0.67 0.98 0.55
-0.60 039 044 045 059 097 049
-0.50 0.27 032 034 053 094 044
-0.40 0.19 024 0.26 040 0.92 0.40
-0.30 0.13 020 020 036 090 0.38
-0.20 0.06 0.14 0.13 028 0.86 0.33
-0.10 0.03 0.10 0.08 0.23 0.82 0.29
0.00 0.02 0.09 0.07 0.18 0.78 0.24
0.10 0.01 0.07 0.04 0.18 0.70 0.10
0.20 0.02 0.06 0.04 0.13 0.68 0.04
0.30 0.01 0.04 0.02 011 0.65 0.02
0.40 0.01 0.03 0.02 0.09 0.62 0.01
0.50 0.00 0.02 0.00 0.07 0.57 0.00
0.60 0.00 0.02 0.01 0.05 049 0.00
0.70 0.00 0.01 0.00 0.05 045 0.00
0.80 0.00 0.01 0.01 0.02 043 0.00
0.90 0.00 0.01 0.00 0.03 043 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.36 0.00

Tabla 5.25: Potencia para

tramonotonia con tamano muestral m = 10.

Potencia

1.00-

075~

0.50-

Test

— KRS
— K&
LMW

diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo con-

Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS
-1.00 1.00 0.96 1.00 0.96 097 0.86
-0.90 1.00 095 1.00 0.95 095 0.84
-0.80 1.00 0.92 1.00 0.92 094 081
-0.70 1.00 085 1.00 0.88 090 0.75
-0.60 1.00 0.80 1.00 0.84 090 0.69
-0.50 1.00 0.70 1.00 0.74 086 0.62
-0.40 1.00 0.56 1.00 0.67 0.84 0.56
-0.30 098 046 098 0.58 0.81 049
-0.20 0.72 030 0.72 043 075 0.37
-0.10 019 0.14 019 029 065 0.28
0.00 0.03 0.09 0.03 023 057 0.17
0.10 0.01 0.04 0.01 0.17 0.53 0.00
0.20 0.01 0.02 0.01 0.2 0.51 0.00
0.30 0.00 0.01 0.00 0.10 0.46 0.00
0.40 0.00 0.00 0.00 0.08 0.44 0.00
0.50 0.00 0.00 0.00 0.03 0.39 0.00
0.60 0.00 0.00 0.00 0.03 0.38 0.00
0.70 0.00 0.00 0.00 0.03 0.35 0.00
0.80 0.00 0.00 0.00 0.02 0.32 0.00
0.90 0.00 0.00 0.00 0.02 0.32 0.00
1.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.25 0.00

Potencia

1.00-

075~

s

in

=1
'

0.25-

Test

— KRS

LMW

Tabla 5.26: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo con-

tramonotonia con tamano muestral m = 65.
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Desplazamiento A BD DD KRS LMW KS

-1.00 100 098 1.00 098 097 094
-0.90 100 097 1.00 097 096 0.93 1.00-
T,

-0.80 100 0.94 1.00 095 096 091
-0.70 1.00 089 1.00 091 094 088

-0.60 100 0.84 1.00 085 091 081

-0.50 100 0.76 1.00 081 090 0.76 0.75-

Test

-0.40 100 0.64 1.00 073 085 0.70

-0.30 100 053 1.00 0.63 080 0.61 A

; . - . © BD
-0.20 0.94 037 094 051 079 052 o

& 050- — DD

-0.10 0.38 018 039 035 068 035 a2

0.00 0.04 009 005 025 063 024 o T KRS
0.10 0.01 0.04 001 017 056 0.00 Ks
. . '\ LMW
0.20 0.00 0.01 0.00 0.1 052 0.00 y

0.30 0.00 0.00 000 0.09 049 0.00

0.40 0.00 0.00 0.00 0.06 046 0.00

0.50 0.00 0.00 0.00 0.04 040 0.00

0.60 0.00 0.00 0.00 003 038 0.00

0.70 0.00 0.00 0.00 002 032 0.00

0.80 0.00 0.00 0.00 002 033 0.00

0.90 0.00 0.00 000 002 030 0.00

1.00 0.00 0.00 0.00 001 026 0.00

Tabla 5.27: Potencia para diferentes desplazamientos de los diferentes test bajo con-

tramonotonia con tamano muestral m = 100.

5.5. Sintesis

Finalmente, podemos concluir que:

= Bajo condiciones de independencia entre variables aleatorias, los tests
que mejor funcionan son el de Kolmogorov-Smirnov, el de Anderson y el de

Davidson-Duclos.

= Bajo condiciones de comonotonia entre variables aleatorias, los tests que

mejor funcionan son el de Kaur-Rao-Singh, y el de Davidson-Duclos.

= Bajo condiciones de contramonotonia entre variables aleatorias, el test

que mejor funciona es el de Davidson-Duclos.

Ademas, para variables aleatorias con distribucion exponencial, el test de Davidson-
Duclos funciona especialmente bien en cualquier caso de dependencia entre las va-
riables aleatorias.

Resaltar que dichos comportamientos se verifican en general, independientemente
del tamano muestral. Por supuesto, a mayor tamano muestral, mas claro serd que

dichos tests se desempenan mejor que el resto para cada caso en particular.
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También es destacable el buen desempeno del test de Anderson en situaciones de
dependencia entre variables aleatorias, en contraposicién a lo que ocurre con el de
Barrett-Donald, tal y como cabria esperar en un principio por asumir independencia
entre las variables. Sin embargo, en estos casos, su comportamiento es algo peor que
el de Davidson-Duclos, por ello, dicho test es mejor que ambos en el supuesto de
dependencia entre variables al alcanzar potencias mas altas.

Por dltimo, destacar el pobre desempenio del test de Linton-Maasoumi-Whang
y lo costoso computacionalmente que es el test de Barret-Donald, siendo este el
test que més tiempo tardaba en ejecutarse con bastante diferencia. Senalar que el
rendimiento del test de Linton-Maasoumi-Whang puede ser debido a la modificacion

hecha para contrastar las Hipotesis mostradas en la Ecuacion (4.1)).
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Capitulo 6

Conclusiones

En resumen, se ha hecho una revisién de la literatura de los tests mas usuales
para contrastar la dominancia estocastica entre dos distribuciones. Concretamente,
los tests seleccionados fueron el test de Anderson, el test de Davidson-Duclos, el test
de Barrett-Donald, el test de Linton-Maasoumi-Whang, el test de Kaur-Rao-Singh
y el test de Kolmogorov-Smirnov. Tras desarrollar estos seis tests tedricamente, se
han implementado en R los cinco primeros, habida cuenta de que el 1iltimo de ellos
ya se encuentra implementado en el paquete base de R. Nétese que el test de Linton-
Maasoumi-Whang se ha adaptado para el contraste considerado. Posteriormente, se
ha comparado empiricamente la potencia de todos los tests presentados.

En base a la experimentacién realizada, se recomienda utilizar el test Davidson-
Duclos, pese a que los tests de Kolmogorov-Smirnov y de Anderson funcionan bien si
hay independencia entre variables aleatorias, y el de Kaur-Rao-Singh si las variables
aleatorias involucradas son contramondtonas.

Futuras lineas de investigacion conciernen la realizacién de una experimentacién

mas detallada para analizar:

= la potencia de los tests en otras familias de distribuciones, no necesariamente

restringiendo la experimentacion dentro de familias de localizacion-escala;

= la potencia de los tests en otras situaciones de dependencia entre variables

aleatorias;

= el rol de la asimetria de la variable aleatoria en la potencia de los tests.
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También seria interesante extender la presente experimentacion en el contexto de

otros érdenes estocdsticos estudiados en la literatura [I5], como por ejemplo:

Dominancia estocédstica de segundo orden.

Orden monétono convexo.

Orden de cociente de riesgo.

Orden de razén de verosimilitudes.
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