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Resumen

El anélisis de Fourier es una potente herramienta matemaética cuyo desarrollo ha propiciado gran-
des avances tecnolégicos como el procesamiento de senales de audio, la compresiéon de imagenes,

la espectroscopia o la tomografia computerizada, entre otros.

Desde una perspectiva estrictamente tedrica, los dos ingredientes bésicos serian los desarrollos
en Serie de Fourier y las Transformadas de Fourier, pero estas herramientas estan pensadas
para funciones definidas sobre la recta real o un intervalo de la recta real. En el analisis de una
senal real, uno se enfrenta a un conjunto discreto de datos, y esto motiva la introduccién de
la Transformada Discreta de Fourier y de la Transformada Répida de Fourier como método de

optimizacion del calculo.

El punto de partida de este Trabajo Fin de Grado sera el estudio de la Transformada Discreta de
Fourier, ocupandonos posteriormente de la rédpida. Por supuesto, se incluiran todos los resulta-
dos previos que sean precisos, siempre teniendo en cuenta que el estudio general de las Series de
Fourier y las Transformadas de Fourier forma parte de los contenidos de algunas de las asigna-
turas del grado. Entre otros detalles, nos preocuparemos de estudiar el coste computacional de
la Transformada Réapida. También incluiremos aplicaciones ilustrativas de la potencia de estas

técnicas.

Las principales referencias bibliograficas han sido el libro Fourier Analysis and its Applications,
de Folland [3]; el libro Fourier Numerical Analysis, de Plonka [0]; y el libro Digital Signal Pro-
cessing |7], de Proakis y Manolakis. El primero se ha utilizado para adentrarse en las series y
transformadas de Fourier. Para el estudio de la transformada de Fourier Discreta, asi como sus
propiedades y forma matricial, la principal herramienta ha sido el libro de Plonka. Para abordar
la Transformada Ré&pida nos hemos apoyado de nuevo en el libro de Plonka, y también en el

de Proakis y Manolakis. Para resultados clasicos de analisis matematico también tenemos como

referencia el libro de Apostol [1]. En el altimo capitulo hay informacion extraida de las paginas
web [1] y [5]. Todos los graficos que aparecen en el trabajo fueron realizados con MATLAB y
Tikz.






Capitulo 1

Introducciéon al analisis de Fourier

1.1. Contexto histérico y primeros conceptos

El Analisis de Fourier es una rama de las matemaéticas que da respuesta al problema de escribir
una funcién peridédica como suma de senos y cosenos; y encuentra su motivacion en el afan de
entender ciertos problemas fisicos, como el de la cuerda vibrante o el de transmision del calor,
abordado por el propio Fourier en 1822 en su obra Teoria Analitica del Calor. Posteriormente,
todavia en el siglo XIX, esta herramienta fue muy util para comprender cualquier movimiento
ondulatorio, como el de la propagacion de la luz o las ondas electromagnéticas. Sin embargo, la
fisica no es el tnico campo donde el Anélisis de Fourier es tutil. En un escenario tan alejado de
sus origenes como el de la Teoria de la Probabilidad podemos encontrar una demostracién del
Teorema Central del Limite en la que se usan técnicas propias del Anélisis de Fourier (ver [2]).
Actualmente, esta teoria encuentra una de sus principales aplicaciones en el tratamiento de

senales, sean de audio, video u otra naturaleza.

Una buena parte de los resultados de este capitulo se estudian en el grado, principalmente en
las asignaturas Analisis III y Anélisis Funcional. También pueden consultarse en [1]|, que es una

referencia clésica.

Vamos a definir dos espacios vectoriales importantes para el estudio de series y transformadas

de Fourier. Antes, recordamos el concepto de funcién medible:

Definicion 1.1. Sean X e Y dos espacios de medida. Una funcion f: X — Y se dice medible

si para cualquier subconjunto medible A C Y, el conjunto f~(A4) C X también es medible.

En nuestro trabajo X = ReY = C, y una funciéon f : R — C se escribe como f(x) = g(x)+ih(x),
siendo g y h dos funciones de variable real que toman valores reales. Dotamos a R de la medida
de Lebesgue m, y diremos que f es medible si g y h lo son respecto de m. En las aplicaciones,

solo consideraremos funciones f : R — C medibles, y evitaremos entrar en aspectos méas propios
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS DE FOURIER

de un curso de Teorfa de la Medida. Podemos definir el conjunto de las funciones f : R — C
medibles y con integral de Lebesgue de |f| finita, que tiene estructura de espacio vectorial y

denotaremos por L1(R):

J’I(R):{f:R—)C : fesmedibley/|f|dm<oo}.
R

Lo que se desea es dotar a este espacio de una norma. Dada cualquier funcién f € L1(R),

definimos

1l = /R \fldm. (1.1)

Esta aplicacién define una seminorma sobre L1(R). Afiadimos el prefijo “semi” porque falla
una condicién para poder afirmar que (1.1) es una norma. Toda funcién f que sea cero salvo
en un conjunto de medida nula verificara que ||f||1 = 0, sin embargo, f no tiene por qué ser la
funcién nula. Este inconveniente se resuelve tomando el espacio cociente que resulta de considerar
que dos funciones son equivalentes si coinciden salvo a lo sumo en un conjunto de medida nula.
Denotamos este nuevo espacio como L'(R) y, como es natural, abusando del lenguaje, trataremos
a sus elementos como funciones, no como clases de funciones. Ahora, la aplicaciéon definida en

(1.1) si que es una norma en el espacio L!(R).

Se puede considerar también el siguiente conjunto de funciones medibles:
L2(R) = {f:R—>(C . f es medible y /|f|2dm<oo}.
R

De nuevo, por los mismos motivos y de forma analoga, trabajamos con un espacio cociente L?(R),

1= ( /. \dem)l/Q (12)

define una norma sobre L?(R). La ventaja que proporciona este nuevo conjunto es su estructura

porque asi, la aplicaciéon

de espacio de Hilbert, ya que la norma definida en (1.2) proviene del producto escalar

(frg) = /IR fgdm.

Introduzcamos ahora el concepto de transformada de Fourier. Dada una funcion f € L'(R),

definimos su transformada de Fourier como la funciéon f : R — C dada por

flw) = /R f(t)e ™t (1.3)

En teoria de la senal, la transformada de Fourier juega un papel fundamental. Permite repre-
sentar una senal continua definida en el dominio temporal de otra forma equivalente: el dominio

frecuencial. Esto se realiza mediante la ponderaciéon de la senal por exponenciales complejas
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e~ ™! siendo w la frecuencia angular. Esta idea se formaliza mediante la integral (1.3). Ademés,
si la senial cumple algunas propiedades adicionales, podemos recuperarla en el dominio temporal
a partir de su expresién en el dominio frecuencial, como muestra el siguiente resultado, cuya
prueba se abordd en el contexto de la asignatura Modelos Matemdticos de tercer curso y que

podemos encontrar en [0].

Teorema 1.1. Sea f € L'(R) N C(R) y supongamos que f € L'(R). Entonces

70 = 57 [ Fwyea.

Resulta operativo, entre otras razones por las ventajas que nos da la estructura de espacio de
Hilbert, definir transformadas de Fourier en el espacio L?(R). Esta definicion no es directa, pues
la integral dada en (1.3) podria no ser finita si f € L?(R) pero f ¢ L'(R). Sin embargo, podemos
definir la transformada mediante un procedimiento de aproximacién basado en la densidad de
funciones continuas y con soporte compacto, C°(R), en L?(R). Dada f € L?(R) existe una

sucesion de funciones {f,} C C2° de manera que
lim || f, — fll2 =0.
n—oo

Dado que para cada n € N, (f,), converge en la norma de L?(R), entonces es una sucesion
de Cauchy en este espacio. Ademas, al ser continuas y tener soporte compacto, se sigue que
fn € LY(R), lo que nos permite definir su transformada de Fourier como en (1.3). Utilizando la

identidad de Plancherel !, tenemos que

an - fm”? = \/%an - me27

luego (fy)n también es sucesion de Cauchy en L2(R). Dado que este espacio es de Hilbert,
la sucesion es convergente. Este limite es lo que tomamos como definicién de transformada de
Fourier de la funcion inicial f € L2(R), denoténdola como f. También existe un resultado anélogo

al Teorema 1.1 para funciones de este nuevo espacio:

Teorema 1.2. Sea f € L2(R) con f € L'(R). Entonces, se cumple que

10 = 57 [ Fretde, (1.4)

en casi todo punto. Es decir, la expresion anterior es cierta salvo a lo sumo en un conjunto de

medida nula. Si ademds f es continua, entonces la identidad (1.4) es vdlida en toda la recta real.

1Si f,h € L*(R) N L?(R), entonces
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Ahora, vamos a considerar que la funcion f : R — C es peridédica. Sin pérdida de generali-
dad, podemos considerar que su periodo es 27, ya que si tenemos una funcion T-periodica h(zx),
la funcién g(z) = h(ZLx) es 2r-periddica. Ademds, podemos considerar una identificacion con
funciones definidas sobre la circunferencia: Para toda funcién f : R — C 2m-periddica, pode-
mos introducir una funciéon F' : T — C, donde T denota el toro unidimensional, es decir, la
circunferencia, definida por F(e) = f(t) para cada t € R. Reciprocamente, dada una funciéon
F : T — C podemos definir una funcién 27-periédica f : R — C , con f(t) = F(e') para cada

t € R. Consideramos entonces el espacio

LY(T) = { f:R—= C: fesmedible, 2r-periddica y /

—T

|f(t)[2dt < oo} :
Este espacio es de Hilbert con el producto escalar
s
(fra)=[ [f)g(t)dt.
—Tr

Las razones para que los limites de integraciéon sean —7 y 7 son puramente operativas. Podriamos

considerar la integral en cualquier otro intervalo de longitud 27, en virtud del siguiente resultado:

Proposicion 1.3. Si f es periddica de periodo T, entonces la funcion g : R — C, definida por
g(a) = f;+T f(t)dt, es constante.

Demostracion. Podemos escribir g como

s = [ s [Cs@a

Por el Teorema Fundamental del Célculo, ¢’'(a) = f(a + T) — f(a) y, teniendo en cuenta la

periodicidad de f, tenemos que ¢’(a) = 0 para todo a y entonces g es constante. Ul

Dada f € L?(T), para cada k € Z definimos el coeficiente de Fourier k-ésimo de f como
o= / " et (1.5)
2 J_,

Para cada k, el coeficiente de fourier ¢ esta bien definido. En efecto, sea f € L?(T). Se puede

probar, apoyandonos en la desigualdad de Cauchy-Schwarz 2, que f € L'(T), donde

LYT) = {f :R — C: f es medible, 2m-periddica y/

—T

|f(t)|dt<oo}.

*Dadas dos funciones f y g de L*(T), se cumple que |(f,g)| = | [ F®g@®)dt] < /[flz V9l 9
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Asi,
1 n . 1 T
ex] < — / F(t)e it < o / F@)ldt < oo.

27r -7 -7

Para cada n € N, consideremos el operador S,, : L*(T) — L*(T) con
S, f ekt = Z cpe™, (1.6)

para cada t € R.

Recordamos el siguiente resultado, cuya demostraciéon forma parte de los contenidos de la asig-

natura Andlisis III (ver también [6]).

Teorema 1.4. Toda funcion f € L*(T) tiene una tnica representacion de la forma

f(eikt) _ cheikt7 (1.7)

kEZ

con coeficientes ¢, dados por (1.5) y donde la sucesion {Sy, f}nen converge en la norma de L?(T)

a f, es decir,

1m [|S,f — fll2 = 0.
n—oo

Se sigue a partir de este teorema que cualquier f € L?(T) puede identificarse con su desarrollo

de Fourier (serie de Fourier) (1.7) en la norma de L2.

En la asignatura Andlisis 111, también se estudiaron otros resultados que nos aportan informacion
acerca de la convergencia puntual y uniforme. Por ejemplo, si tenemos una funciéon periédica
regular a trozos, hay convergencia puntual de su serie de Fourier en aquellos puntos en los que
la funcién es continua. También se cumple que si la funcién es continua con derivada continua
a trozos, entonces su serie de Fourier converge uniformemente a la funcién. El siguiente ejemplo
(ver [0]) ilustra un caso en el que podemos calcular analiticamente los coeficientes de Fourier y

observar céomo la funcién se corresponde con su desarrollo en serie de Fourier.

Ejemplo 1.1 Sea f la extension 27m-periddica de la funcion de variable real f(z) = e si

x € (—m,m)y f(£m) = coshm. Entonces, escribimos los coeficientes de Fourier como sigue:

T L
Ck i e—(l-i-ik:)wdx — _é(e—(l-i-ik)ﬂ' o e(l-‘rik)ﬂ') o (_(11)—i_j113117r
T

T or ). 27 (1 + ik)

En la Figura 2.2 representamos las sumas parciales S, f para n = 8 y n = 16, respectivamente,

y mostramos cémo éstas se aproximan a la funcién f.
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T
20 / H 20
- sz
10 -1 10 =
0 N 0 *
| | | | | | | | | |
—T _% 0 % T —T _g 0 % T

Figura 1.1: La suma (1.6) para n = 8 (izquierda) y n = 16 (derecha)

A continuacion, vamos a ver cémo podriamos escribir la serie de Fourier como una combinacion

lineal de senos y cosenos. Como el coseno es par y el seno es impar, dada cualquier f € L!(T),
resulta:

t) = Z cx(cos(kt) + i sen(kt)) = co + Z [(cn + cn) cos(nt) +i(cn, — c_p) sen(nt)].
keZ n=1

Teniendo en cuenta que

1 ™ ) ) 1 ™
ente—n==— [ f&)e ™ +e™)dt == [ f(t)cos(nt)dt,
27 — TJ—7
. ' ) 1 T
i(Cn — C_n) = i 3 Ft)(e™ — eyt = | @sen(nt)dr
obtenemos -
ag
S(t) = 5 + Zl(an cos(nt) + by sen(nt)), (1.8)
donde
1
anp = / ) cos(nt) dt,
™ ™
1 ™
b, = / ) sin(nt) dt,
T

1
ag = 260 = ; f(t) dt

La forma (1.8) recibe el nombre de forma real de la serie de Fourier. También se puede definir

de partida la serie de Fourier de esta manera y obtener a partir de ella un desarrollo de Fourier
con exponenciales.
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Observacion 1.1. Como se vio en Andlisis III (consultar también [!]), también se pueden
definir las series de Fourier en intervalos acotados y posteriormente realizar la generalizacién

para funciones periédicas.

La teoria de series y transformadas de Fourier es un tema muy amplio por si mismo y sobre ella
podrian elaborarse varios trabajos Fin de Grado. Nosotros partiremos de un ntmero finito de
puntos en los que conocemos el valor de la senal f que queramos estudiar. Para ello, nuestra
herramienta sera la transformada de Fourier discreta, que para cada punto de la sefial nos aporta
el contenido frecuencial de la misma en ese punto. También estudiaremos la relacién entre la
transformada de Fourier discreta y las series y transformadas de Fourier en un caso concreto
sencillo. A su vez, explicaremos e implementaremos algoritmos rapidos para el céilculo de la
transformada discreta y analizaremos su coste computacional. El lector podria plantearse la
cuestion de si es suficiente un ntmero finito de puntos para obtener informacién detallada de

una senal continua y la respuesta es que si; lo veremos en el tltimo capitulo.






Capitulo 2

La transformada discreta de Fourier

En el capitulo anterior hemos presentado un marco general para el analisis de Fourier. De manera
concisa, el analisis de Fourier aporta una nueva perspectiva para entender las funciones, al re-
presentarlas en términos de frecuencia, en lugar de en términos de tiempo o espacio como es mas
habitual. En la practica, rara vez vamos a disponer de una expresiéon explicita de una funcién vy,
aun en ese caso, el calculo de los coeficientes y las transformadas de Fourier involucran integrales
que seran muy dificiles de resolver, o incluso imposibles. Ante este problema, la transformada
de Fourier discreta es una herramienta muy poderosa. Este capitulo va a centrarse en definir
el concepto de transformada discreta de Fourier (DFT), asi como su forma matricial, recogien-
do propiedades sobre la matriz de Fourier, que seguidamente usaremos para probar resultados
acerca de la transformada de Fourier discreta. Como ya comentamos al principio del trabajo, la

principal referencia para este capitulo es el libro de Plonka Fourier Numerical Analysis [0].

2.1. Introduccién a la transformada discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier es una herramienta para extraer informaciéon frecuencial
de una sefial finita. Una sefial finita de tamano N es un vector f € CV, cuyas componentes
denotaremos indistintamente por f[n] o por f,,, paran = 0,1,..., N —1. En nuestras aplicaciones,
este vector vendré dado por la evaluacion de una sefial continua en una coleccién finita de puntos.
El nimero de puntos que tomaremos vendré dado por la frecuencia de muestreo, fs, es decir, el
niimero de muestras recogidas por unidad de tiempo. Habitualmente, la variable independiente

es el tiempo y se mide en segundos.
Sabemos que CV es un espacio vectorial euclideo de dimensiéon N con el producto escalar
N-1

(f,h) = > f[n]h[n],

n=0
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donde z denota el complejo conjugado de z € CV. En la siguiente definiciéon se introduce una

notaciéon muy recurrente a lo largo del texto:

Definicién 2.1. Dado N € N, se define la raiz N-ésima de la unidad como cualquier ntimero

complejo z que verifique la identidad

AN =1.
Utilizando la notacién ) )
wy = e 2N = cos Nﬁ — isen WW, (2.1)
Notamos que
(wch)N _ e—27rik:N/N _ e—27rik =1, (22)
para k=0,1,...,N — 1. Asi, (wﬁ“\,)ff:_ol son las N raices de la unidad.

El siguiente teorema proporciona una base ortogonal para el espacio de senales finitas de dimen-

sion N y motiva la definicion de la transformada discreta de Fourier que le sigue.
Teorema 2.1. Para cada k = 0,1,...,N — 1, sea e, = (ex[0],ex[1],...,ex[N—1]) € CV, con

er[n] = wik. Entonces, la familia {ek}]k\[:_o1 forma una base ortogonal del espacio de senales finitas
CcN.

Demostracion. Para j,k=0,1,..., N — 1, tenemos
N-1 N-1
<ej7ek> — Z 6—27rzyn/N€27rzkn/N _ Z e27rzn(k—g)/N‘
n=0 n=0

Si j = k, entonces |lej||? = (e;,e;) = N.

2mi(k—75)/N

Supongamos ahora que j # k y denotemos z = e , asi z # 1 y ademés

2N = 2ritk—i) — cos(2m(k — j)) +isen(2n(k — j)) =1,
debido a que (k — j) es un namero entero. Entonces

N1 2 =1
(ej,ep)=1+2z+...+2" " =—F=0,
z—1
Hemos probado que {ek}]kV;O1 es una familia ortogonal de N vectores contenidos en C¥, luego

forman una base. O
Definicién 2.2. Sea f una sefial finita de dimensién N. La transformada de Fourier discreta
(DFT, por sus siglas en inglés) de f es un vector f € CN cuyas componentes son

R N—-1 ‘ N-1
flk] = (F,ex) = > _ f[n] e >™*N = N " ] wif, (2.3)
n=0

n=0
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para k=0,1,...,N — 1.

La descomposicién de f en la base {ek}é\;—ol nos proporciona una férmula para la transformada

inversa de Fourier discreta:

N—

H

<f ek 1 p s 27rikn/N 1 = 7 —nk
fer? TN = 2 ke (24)
k=0 k=0

k=0
paran=20,1,..., N — 1.
2.2. Comprendiendo la ecuacion de la DFT

En esta secciéon, entenderemos el significado de la expresion (2.3). Utilizando la identidad de

Euler, la expresion toma la forma:

Esta representacion facilita la comprension de la Transformada Discreta de Fourier (DFT). Para
cada k = 0,1,...,N — 1, la DFT caracteriza el contenido frecuencial en dicho punto mediante
la suma, punto por punto, del producto del valor de la sefial y una onda sinusoidal de la forma
cos  —isen 6, donde 6 representa la fase angular de la onda. Esto permite conocer la contribucion
de cada frecuencia al espectro de la sefial, permitiendo el analisis de la misma en el dominio de

frecuencia.

Por otro lado, la féormula (2.4) nos permite reconstruir la senal original a partir de sus com-
ponentes frecuenciales. Esta propiedad es fundamental en la recuperacion de datos, ya que nos
permite trabajar de manera eficiente en el dominio de frecuencias y luego reconstruir la sefial en

el dominio de tiempos.

La Transformada de Fourier Discreta resulta ser una herramienta muy poderosa en numerosos

campos como la ingenieria, las ciencias de computacién, la medicina o el procesamiento de senales.

2.3. Forma matricial de la DFT

Vamos a considerar f y f como vectores columna. Podemos pensar en una expresiéon matricial
de la DFT:
f =Fnf,

siendo F una matriz de tamano N x N. En realidad, estamos viendo la DFT como un endo-

morfismo de CV, cuya matriz asociada es Fy. Utilizando la misma notacién introducida en la
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Definicién 2.1, podemos escribir la matriz de Fourier como sigue:

1 1 1 1
1 wy wi w%il
Fy=11 w}  w}? Y
— _1)2
11 w]]\\,[_l w?\;N o w%v 2 i

Supongamos que kn = mg mdd N, es decir, que kn = my +m1 N, con my € Z. Asi,
wf\,” = (w%)mlwﬁz = 1MWy (2.5)

Usando esta relaciéon, podemos reescribir la matriz de Fourier como sigue:

1 1 1 1
2 N-1
1 wy Wy Wy
Fy = 2 2.2 N-2
N 1wy Wy c Wy
11 w%il wgfz ... WN |

Notamos que se trata de una matriz simétrica. Sus columnas son los vectores e del Teorema 2.1

y por la demostraciéon del teorema en cuestiéon, se tiene que
F Fy = NIy,

donde Iy denota la matriz identidad N x N. La matriz de Fourier reescalada, TlﬁF N, €s unitaria.

Observacién 2.1. El coste computacional del cilculo de la DFT tiene un orden de O(N?). Uno
puede imaginarse lo que esto supondria cuando trabajamos con muestras grandes. Sin embargo,
este problema tiene solucién. Usando las simetrias de la DFT, este coste puede reducirse al
orden O(N log(N)). Para comprender lo que significa este ahorro, suponemos que tenemos una
muestra de 64 puntos, que es una cantidad muy pequeiia. Para N = 64, se tiene N2 = 4096,
pero N log(N) ~ 115. Abordaremos la cuestion de la eficiencia computacional en el siguiente

capitulo sobre transformada rapida de Fourier (FFT).

Observacion 2.2. Sea N € N, con N > 1. Para cada k € Z, se puede definir el valor

N-1
flk+ N = fln]wpf,

n=0
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ya que

n(k+N) _  nk 1 _  nk
Wy =wp -1 =wh".

Claramente la sucesion f = (f' [k:]) es N- periddica. De forma analoga, usando la expresién

keZ’
(2.4), se obtiene que la sucesion f = (f[n])nez definida por

1N

N

—_

Flklwy™,
k=0

fin] =

es también V- peridédica. Acabamos de ver que la Definicion 2.2 puede extenderse para sucesiones
N- periddicas f = (f [n])nez. Esta extension también se conoce como serie de Fourier de la

sucesion N- periodica f.

Como consecuencia de la observacion anterior, para cualquier N € N se podria definir definir la

DFT N- dimensional a partir de cualquier subvector N- dimensional de la sucesién N-periddica

(f[n])neN' Por ejemplo, si escogemos (f[n])gf__;m ,
N/2-1 N/2 N/2-1 N-1
Z fn]wit = Z fIN — n]w](VN_n)k + Z fln]wit = Z fn]wiF,
n=—N/2 n=1 n=0 n=0

para todo k € Z, obteniendo asi la expresiéon dada en 2.2.

2.3.1. Propiedades de la matriz de Fourier

Teorema 2.2. Para cualquier N € N, la matriz de Fourier F es invertible y ademds su inversa
es
F!l= iFN (2.6)
Ny = yFn .

Demostracion. Sea f € CV, de manera que f = Fnf. Esto es equivalente a que para cada
k=0,1,...,N — 1,

N-—1
f, = Z £,
n=0

Como ya se hizo en (2.4), podemos recuperar la expresion de f,, paran = 0,1,...,N — 1. En
particular,
N-1 N-1
1 A 1 AT
k=0 k=0

Escribiendo esta tultima expresion en forma matricial, lo que se tiene es que

1 "
f= —Gyf
ot
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siendo ) _
1 1 1 1
1 w&l w&Q wf(Nfl)
Gy = |1 wR/? w&2'2 . w;[(Nfz) =Fy
—(N-1 —(N-2 -1
11 wN( ) wN( b Wy

En definitiva, hemos probado que

1 1 —
Fl=_—-Gy=—Fyp.
N NGN NN O

Definicion 2.3. Para cada j € Z, definimos la delta de Kronecker como

1sij=0,
0 =
0sij#0.
Para j € Z y N € N se denota por
jméd N € {0,1,...,N — 1},

al resto no negativo de dividir j por V.

El siguiente lema resulta de especial utilidad para probar resultados posteriores:

Lema 2.3. Sea N € N arbitrario. Para cada j € Z, se cumple la siguiente propiedad:

N—

> Wk = N6 mean- (2.7)
k=0

[y

Demostracion. Sean j € Zy N € N arbitrarios. Si j méd N = 0, entonces dj mga v = 1y j = alN
para algin « € Z. Asi,

wg\, = (w%)a =1.
Por tanto,

N—-1

jk

NdjmédN =N= Zw?v
k=0

Si jméd N #0, j = aN + m para ciertos « € Zy m € {1,...,N — 1} y por lo tanto

wh = Wi T = (W) Wi = Wi # 1.
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Asi, teniendo en cuenta esto, si z # 1, se cumple

N-1 . .TN _1
€T =
r—1
k=0
Se sigue entonces que
N-1 N-1 i
w%ﬁ = (i) =0.
k=0 k=0
Asi, como Jjmea v = 0 cuando j méd N # 0, obtenemos (2.7) para este caso y la prueba
concluye. ]

Lema 2.4. La matriz de Fourier Fy cumple

F3 = NJYy, (2.8)
y también
F% = N2y, (2.9)
donde J’N es la matriz de volteo
10 0 0 0]
00 O 0 1

I = (3¢ 4k) mod N);Y;C_:lo =

00 1 0 0
0 1 0 0]
Ademds,
1 1
F' = NJ’NFN = NFNJ§V. (2.10)

Demostracion. La expresion (2.8) se sigue facilmente del Lema 2.3, pues F?V = (pj,l)N_l donde

Jl=0 "
N-1 N-1
_ gk, Kkl _ G+Dk _
pir= Y wNWN = > wy " = Ny méa n-
k=0 k=0

Como (J’y)? = Iy, tenemos que

Fy = FAF% = (NI (NJIy) = N2(J)y)? = N2y,
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por lo que también

1 1 1 1 1
Fy' = F} = —(Fy)’Fy = —Fn(Fn)? = —FnJy = —JyFu. O
Observacion 2.3. El nombre de matriz de volteo se debe a que al actuar esta matriz sobre un
vector a = (ap, ai,...,an—1)T, voltea todos sus elementos dejando el primero fijo, es decir,
J’Na = (a(), aAN—1,y-..,0a2, al)T.

Observacion 2.4. La formula (2.10) muestra que la matriz de Fourier inversa se puede expresar
como el producto de la matriz de volteo y la propia matriz de Fourier, dividido por N. Por
tanto, un algoritmo que calcule la DFT de un vector nos servird para calcular la DFT inversa
con cambios minimos. En particular, cada vez que aparezca un factor de rotacién wy, habria que

sustituirlo por su conjugado, es decir, w&l, y dividir el resultado final por N, segin (2.6).

2.4. La DFT y convoluciones ciclicas. Propiedades basicas de la
DFT

Definicién 2.4. La convolucion ciclica de dos vectores a = (ak),iv 01, b = (bk){cv;[)l € CV, que se

denota a * b, se define como el vector ¢ = (cn)N,O1 con componentes

N-1
n =Y akbin—) med N = Zakbn gt Z akON4n—k;
k=0 k=n+1

paran=20,1,..., N — 1.

La convolucién ciclica en CV es una operacién conmutativa, asociativa y distributiva. Ademas,
existe un elemento unidad by = (9, med N)jv: _01 = (1,0,...,0)7, al que nos referiremos como vector

de impulso.

Definimos a continuacion la matriz de desplazamiento positivo, Vy como

00 ... 01
10 ... 00
Vv = (8. )Vl
N ( (j—k—1) méd N)],k:() 01 ... 00
00 ... 10

La multiplicacion de esta matriz por un vector a = (ay)Y e 01 resulta ser el vector a con todos sus
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elementos desplazados hacia la derecha una posicién, de ahi el nombre de matriz de desplaza-
miento positivo:

Vva = (a(—1) msd N);V;ol = (an—-1,a0,0a1,...,an—2)7.

Si multiplicamos la matriz V  por si misma, obtenemos

0 0 1 0
0 0 0 1
Vi = (0(j—k-2) mod N)fk_:lo =110 ... 00
0 1 ... 0 0]
y
Vz%ra = (G(H) méd N)éy:_ol = (an—2,anN—1,00,...,aN_3).

Ademas, se puede comprobar que V]J\Y = I, de donde se sigue que

010 ...0

001 ..0
Vil = vl =
000 ... 1
100 ... 0]

Notamos entonces que Vﬁl = V}. Nos referiremos a esta matriz con el nombre de matriz de

desplazamiento negativo, ya que el vector

Vi'a = (ag11) med N);V:_ol = (a1,a2,...,an—1,a0)7,

es el vector a con todos sus elementos desplazados una posiciéon hacia la izquierda, excepto
el primero, que ocupa la ultima posicién. Del mismo modo, podemos considerar la matriz de

diferencia ciclica Iy — Vy:

N-1
(In — Vn)a= (aj — ag-1)med N)j—o = (a0 —an-1,a1 — ap,...,an-1 — an—2)".
Observamos también que

I+ VN + Vi ++ Vi = ()N

Nuestro objetivo ahora es caracterizar todos los endomorfismos Hy de CV que son invariantes
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por desplazamiento, es decir,

HN(VNa) = VN(HNa), (2.11)

para todo a € CV, ya que éstos juegan un papel muy importante en el filtrado de sefiales.

Notamos que de (2.11) se sigue facilmente mediante un razonamiento inductivo que, para todo
k=0,1,...,N —1,
Hy VY = VEHY.

Lema 2.5. Cualquier endomorfismo invariante por desplazamiento Hy de CN cumple que, para
todo a € CV,
Hya =axh,

donde h = Hybyg es el vector de respuesta al vector de impulso by definido al comienzo de la

seccion.

Demostracion. Sea {bk}é\f:_ol, con by = (d(j_k) msd N)?/:—Ol, la base canénica de CV. Como

Vy = (0(i—j—k) mod N)f,vj;%,

se puede comprobar facilmente que by, = Vllf,bo. Sea a € CV arbitrario. Entonces, existen Gnicos

ap,ai,...,any_1 € C de manera que

N—

[y

N-1
arbr = 3 ayViby.
k=0 k=0

Si hacemos actuar Hy sobre a, obtenemos que

N-1 N-1 N-1
Qg HNVN = ak(V]’\“[HN)bO = Z akV]@h. (2.12)
k=0 k=0 k=0
Teniendo en cuenta que si h = (hg, hi,...,hy_1) entonces
k1. _ N—-1 __
Vih = (k) mea ¥)joo = (AN—ks AN—t15- - An=1,h0s - .. AN—j—1),

podemos expresar (2.12) en forma matricial y obtenemos que

ho hn_1 ... M ago

h h ... h
Hya — 1 0 2 ax

lAn—1 hn—2 ... ho| |an—1
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En definitiva,
N-1 N_1

Hya = <Z akh(n—k) msd N)n:O =axh. O
k=0

Sea {bk}fj:_ol, con by = (0(j—k) méd N);V:—Ol para todo k = 0,1,..., N — 1, la base canoénica de

CN y sean e = (w%{ )é\]: ' los vectores introducidos en el Teorema (2.1), que coinciden con las

columnas de Fy. Para cada k =0,1,..., N — 1, se obtienen las siguientes relaciones:

Fybg = ey,
Frey, = Fib, = NJyby = Nb(_j) med n-

Ademas, puede comprobarse que
FNVnbr = FND(k11) méd N = €k41) méa N = MNF by, (2.13)

donde My = diag (e;) es una matriz de modulacion (o desplazamiento frecuencial), que lo que

hace es generar un desplazamiento frecuencial !. Como consecuencia de (2.13), tenemos que
FxVy = MyFy, (2.14)
luego también, para cada k=0,1,..., N — 1,
FyVE = M Fy.
Si transponemos todos los términos de la expresion (2.14), obtenemos que
VIFy = Vy'Fy = FxMy,

de donde se sigue facilmente que
VNFy = FyM,/' (2.15)

A continuaciéon vamos a exponer algunas de las propiedades méas importantes de la DFT.

Proposicién 2.6 (linealidad). Para cualesquiera a, b € CV y para todo o € C se cumple

—

L (a+b)=a+b.

—

1. (aa) = aA.

'La multiplicacién de la matriz de modulacién por un vector en el dominio frecuencial es una operacion
equivalente a la multiplicaciéon de la matriz de desplazamiento positivo por un vector en el dominio temporal, en
el sentido de que la DFT del vector resultante de la primera operacién es igual al vector resultante de la segunda
operacién, como probaremos en la Proposicién 2.8. De ahi el nombre de matriz de modulacién o de desplazamiento
frecuencial.
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Demostracion. Bastaria con usar la linealidad de F:

o —

I. (a+b)=F(a+b)=Fa+Fb

a-+b.

1. (aa) =F(aa) = aFa = aa. O

Hemos visto que la matriz de Fourier es invertible, luego el siguiente resultado es directo:

Proposicién 2.7. Para todo a € CV tenemos que

1 1

-1
a—FN

Proposicion 2.8. Para todo a € CV, se cumple que
1. (Vya) = Mya.
I1. (I\EETa) = Vya.
Demostracion. Se sigue directamente de (2.14) y (2.15):
1. (Vya) = Fy(Vya) = MyFya = Mya.
I1. (1\@) =Fy(My'a) = VyFya = Vya. O

Teorema 2.9 (convolucién ciclica). Para todo a,b € CN se tiene que

—

I. (axb)=a0b.

. N(a®b) = axb,

donde a®b = (akbk)g:_ol denota el producto de vectores componente por componente, siendo

como de costumbre a = (ak),]y:_ol yb= (bk)fﬂv:_ol.

Demostracion. La convolucion de los vectores a y b es un nuevo vector ¢ = (cj)é-v;()l de manera

que, para todo j =0,1,..., N — 1,

N—-1
Cj = E anb(j—n)médN'
n=0
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La DFT de c es otro vector € = (ék)g;[)l. Para todo k£ =0,1,..., N — 1 tenemos que
N-1
A ik
C — CjWpy
j=0
N-1 N-1
— b gk
= AnO(j—n) méd N )Wy
j=0 n=0
N-1 N-1
— b gk
= anO(j—n) méd N Wy
n=0 7=0
N-1 N-1
_ nk (j—n)k
= anWpn ( b(j—n) méd NWp .
n=0 j=0
. j—n)k j—n)k méd N
Por (2.5), se tiene que w](\], mk wg\], n)k mé , luego
N-1 N-1
A nk (j—n)k méd N
Ck = an WN Z b(j—n) méd N W
n=0 7=0
N-1 n—1 N-1
. nk (j—n)k méd N (j—n)k méd N
= anwyf b(j—n) méd N WN + ) b(jon) mod N WX
n=0 7=0 j=n
N-1 n—1 N-1
k j—n)k méd N j—n)k méd N
= ap W ZbNH_” w](\, ) + Z bji—n w](V ) .
n=0 j=0 j=n

Haciendo el cambio N 4+ j —n =/, se tiene que

N-—1 N—-1
=) anwif D brwif = axby,
n=0 /=0

quedando probado el primer apartado.

Sea ahora c = a®b = (ajbj)jy;()l. En virtud de la Proposicién 2.7, tenemos que, para todo
j=0,1,...,N -1,

a; :i apw”
J N kYN
k=0
N-1

1 7
_ J
bj —N bng .
/=0

Entonces, para todo j =0,1,...,N — 1,

N-1
1 S —jk 3 byt
cj = ajbj = ]\ﬂ( (IkOJNj ) < bgUJN
k=0
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Si hacemos n = k + ¢ y tenemos en cuenta de nuevo (2.5), obtenemos que

1 N—-1 N-— 1 N— '
N*Z(Z b kmodN)“NjnZTZ(a”*b> wy'".

Es decir, ¢ = %F&l(é * B), de donde se sigue que N¢ = & % b y el segundo apartado queda
probado. O

Teorema 2.10 (identidad de Parseval). Para cualesquiera vectores a,b € CV, se cumple que

En particular, tenemos que
L2 2
v lallz = llall2.

Demostracion. Dados a,b € CV, se tiene lo siguiente:

(a,b) = (Fya,Fyb) = aT FyFyb = Nab = N(a, b). O

En teoria de la senal, dada una senal finita f, ||f|| representa su energia. De esta manera, la
identidad de Parseval muestra que es equivalente medir la energia de la senal en el dominio

temporal o en el frecuencial, en el sentido de que ambas medidas son proporcionales.

2.5. Relacion entre la DFT y los coeficientes de Fourier de una

funcién periédica continua

Vamos a analizar como podriamos aproximar numéricamente los coeficientes de Fourier ¢; de
una funcion f € C(T) de la que conocemos sus valores en la malla {27” j=0,1,. -1}

Supongamos que N es par. Teniendo en cuenta que f(0) = f(27) y la regla del trape(no, tenemos

que
1 o —ikt
o= g [ S0

- B ()

— LN 1f(27rj> —i2mjk/N Zf(Qﬂj> —i2mjk/N
2N = I\N "IN

LN (275 i
w2 I (F)e
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para cada k € Z.

Asi, para cada k =0,1,..., N — 1, podemos aproximar el k-ésimo coeficiente de Fourier por
N-1 .
.1 2N\ gk 1
~fr=— — = —f[k 2.1
e~ fi Nj}:Of(N)w Ll (2.16)
siendo f la sefial finita dada por fln] = f(%2). Por 2.2, deducimos que los valores f[k] son

N —periodicos. Como consecuencia de la desigualdad de Bessel (ver [1]), tenemos que ¢ — 0
cuando |k| — oo, por lo que la expresion dada en (2.16) solo tendra validez para |k| suficiente-

mente pequeno. A continuacién, presentamos un ejemplo extraido de [0].

Ejemplo 2.1 Sea f la extension 27-periddica de la funcién

N[ =
»n
=
8
m
—
|
rolx
o3
—

4
4
L 4
4

Figura 2.1: Extension 2m-periodica de la funciéon f.

Notamos que f es par. Entonces, sus coeficientes de Fourier para k € Z \ {0} son:

1 " —ikx
ck—%/ﬂf(x)e R
1

w/2 i w/2
= — coskxdr — — sen kx dx
27 —m/2 T J—n/2
1 w/2
= / coskx dx
™ Jo
1 7k
= —sen —.
7k 2
Por otro lado,
1 T 1 /2 1
o= — f(z)dx = dr = —.
2 J_, 2 _x2 2
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Fijado ahora? N € 4N, obtengamos las aproximaciones que nos proporciona la formula (2.16):

Nj2-1 N/2—-1

2T\ ik 1 2wy _
=g X (R =5 X 1))
j=—N/2 j=—N/2
Ahora, notamos que:
0 sije{-%.-F+1,...-F-1,5+1,....5-1}
2mj
f(W)_ ;s sije{-4.4
. . N N
1 sije{-4+1,...,-1,0,1,2,..., 5 —1}.
En base a lo anterior,
. 1 imh/2 | o—imh/2 N/4-1 - B
S )
j=1
N/4-1 ,
1 mk 27r]l<:
N(cos?+1+2 Z N )

Asi, si k = alN, para algin « € Z:

fri = ]1,(2+2N§:—10052mj) - %(2+2(g - 1)) = %
j=1

Para estudiar el caso k € Z\(NZ), haremos uso del nicleo de Dirichlet [6], definido por:

para x € R, n € N. Se puede probar que
Dp(x)=1+2 Z cos(kx),
k=1

y también que
(2n+1)x
2

Dn(;r) _ sen

xz
sen 3

2Usaremos la notaciéon pN, con p € N, para denotar el conjunto de los naturales multiplos de p.
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Usando estas formulas, tenemos que:

N/4—1
A 1 k 2wk
fk:N(cos7T2+1+2 Z cos(%))
1 7k 7k
N<C082+DN/4 1 W )
sen % D+ 1
1 ( 7Tk?+ 2 >
= —|[ cos —
N 2 27k
o)
1 k sen(ﬂ— )”Wk
:N C087 I F—
sen 57
1 k  sen(Zk — zk
_ = cosl+(2—kN)
N 2 sen
_ i cosﬂ—k sen 7r2k cos”—]\;“—seng\lfcos ’TQk
N 2 sen’}{f
! se 7chot T
— — gen % o
Ny Oy

Este ejemplo deja ver el diferente comportamiento asintotico de los coeficientes de Fourier ¢ y

sus aproximaciones fy, al hacer |k| — oo (ver Figura 2.2).

0.5 o — 05 o ) ) ) o
0.4+ = 04} B
0.3 oo | 0.3 o oo oo oo o |
0.2 - = 0.2 - f
0.1 — 0.1 |
6 0 00 ° ° °© 5 o o o o o o o o o o
(= Q;Q%fqpoooooooooooooo oooooooooooooo%ﬁ%ﬁqp — 0 OOQPOO 0OQRPOO 0OQGHRPOO 00QRPOO —
—0.1} o o — —0.1 o o o o o o o o —
| | | | | | | | | | | | | |
-30 =20 =10 0 10 20 30 -30 =20 =10 O 10 20 30

Figura 2.2: A la izquierda, los coeficientes de Fourier ¢; y a la derecha sus
aproximaciones fp.

A continuaciéon daremos un teorema que serd ttil después para acotar el error de aproximacion.

Teorema 2.11. Sea f € C(T) tal que Y ;4 |ck| < 0o. Entonces, para cualquier k € Z, se cumple

la siguiente identidad:

fe=> craen- (2.17)

el
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Demostracion. Como ), . |cx| < 0o, la serie converge. Si z € T, entonces
fl@) =" e (2.18)
Lel

Por otro lado,
N—

f = %E f(27fﬂ ik _ Z ZCZS2W2]Z/N jk

:0 ] =0 leZ

Por 2.1 y usando que la serie (2.18) es uniformemente convergente, pudiendo consecuentemente

intercambiar los sumatorios, se cumple
1 N—-1 N—-1
po_ —jl, gk _ j(k—20)
fr = N cy Wy Wy = cy Wy .
7 =0 ZGZ §=0

Aplicando el Lema 2.3, concluimos finalmente que

fr = Z CO(k—t) méd N = Z Chk+ON - O

LEZ LeZ

Corolario 2.12. Bajo las condiciones del Teorema 2.11, tenemos la siguiente cota para el error

ekl = | fx —erl < lekrend

LeZ\0
para k = —%, —% +1,..., % — 1. Ademds, si f € C"(T) con r € N y existe una constante ¢ > 0
tal que
c
lex| < T[T k € Z\{0}, (2.19)

entonces, para |k| < %, se verifica la siguiente cota del error:

. c 1 kN7 1 kN
|€k|:|fk—6k|§TNr+1<<2+N> + <2—N) ) (2.20)

Demostracion. Usando (2.17), tenemos que

o= crpn=cr+ D ckrn.
tez ¢\ {0}

Asi,

o
i — el <D (lekren] + [er—en)-
=1
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Ahora, usando la desigualdad (2.19) tenemos que

. > /k —r—1 k —r—1
\fk—ck\ng(’Jre +’——£ >
N[N N
C > k; —r—1 k —r—
= i Z((f +5) -5 ) (2.21)
/=1

donde la tiltima igualdad se debe a que |k| < & Si [s| < 1 y £ € N se puede comprobar que

o 0+1/2 o
(L+s) < (x +s) dz,
—1/2

r—1

ya que la funcion g(z) = (x +s)~ es convexa y monotona decreciente. Por tanto,

Z(f +5)7" < / (x+5)"ldo = 1(1 +3s)". (2.22)
=1 1/2 r2

Como |£| < 1, se puede aplicar la acotacion (2.22) a la expresion (2.21), y asi se llegaa (2.20). O

En la Tabla 2.1 ilustramos el comportamiento del error de aproximaciéon de algunos de los co-
eficientes del Ejemplo 2.1. Por simetria, solo se muestran los resultados para indices positivos.
Cuando el indice es par, ambos valores son cero, por lo que omitimos también los resultados para
indices pares. Vemos que los resultados son coherentes con la cota 2.20, siendo las aproximaciones

més exactas en los resultados con indices centrales y menos precisas en los extremos.

k Ck fk €k

0 0.500000 0.50000000 0.00000000

1 0.318310 0.31420872 4.10116793 - 1073
3 —0.106103 —0.09353786  1.25654352 - 102
5 0.063662 0.04176116 2.19008124 - 10~2
7 —0.045473 —0.01243202 3.30408179 - 1072
9 0.035368 —0.01243202 4.77997881 - 102
11 —0.028937 0.04176116 7.06984273 - 1072
13 0.024485 —0.09353786  1.18023236 - 10~!
15 —0.021221 0.31420872 3.35429377 - 107!
17 0.018724 0.31420872  2.95484607 - 10~ !

Tabla 2.1: Comparacién de coeficientes de Fourier y sus aproximaciones del Ejem-
plo 2.1.
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2.6. Aproximacién numérica de la transformada de Fourier con-

tinua

La transformada discreta también serd muy util para aproximar numéricamente la transformada
de Fourier de una funcion f € L'(R)NC(R). Para n € N suficientemente grande que, sin pérdida

de generalidad, supondremos par y para cualquier w € R tenemos que

nm
flw) = / f(t)e "™ dt ~ fz)e "™ at. (2.23)
R —nm
Consideramos la coleccion de puntos 2% D] = —%, e % — 1} del intervalo [—nm,nm) y

aproximamos la integral de (2.23) mediante la formula del rectangulo:

N/2-1 _
nr , or " 21y .
e dr ~ 25 ( ) —27T’LJUJ/N‘
_mf()e TRY > ()¢
j=—nN/2
Tomando w = % para k = —%, e % — 1, obtenemos el siguiente valor aproximado de f (%)

nN/2—1

ORI

j=—-nN/2



Capitulo 3

Calculo 6ptimo de la DFT. La

transformada rapida de Fourier

En este capitulo vamos a centrarnos en diseniar algoritmos para calcular la DFT de manera
eficiente. En particular, nos centraremos en el algoritmo de la Transformada Réapida de Fourier o
FFT (del inglés, Fast Fourier Transform). Ya mencionamos en el capitulo anterior que el calculo
directo de la DFT de un vector de tamafio N tiene un coste del orden de O(N?) operaciones.
Un algoritmo de transformada rapida de Fourier reduce el nimero de operaciones hasta el orden
de O(Nlog N).

La historia de la Transformada Répida de Fourier (FFT) tiene una caracteristica recurrente:
la omnipresencia de Carl Friedrich Gauss(1777-1855). Ya sea que esté resolviendo ecuaciones,
calculando trayectorias de cuerpos celestes o simplemente tomando un café en la cafeteria de
la Universidad de Gottingen, Gauss siempre se asoma. Entonces, jquién se sorprende de que
también encontremos sus huellas en la FFT? Aunque Gauss no describi6é un algoritmo de FFT
como tal, su trabajo a principios del siglo XIX en el calculo de la érbita del asteroide Pallas

ofrece un interesante precursor de los conceptos que eventualmente conducirian a su desarrollo.

En su intento por determinar la 6rbita del asteroide, Gauss se encontro con la necesidad de ajustar
12 datos de posicién utilizando un polinomio trigonométrico. Este problema de interpolacién

esencialmente requeria calcular una DFT de tamano 12.

Para reducir el namero de operaciones necesarias, Gauss aplicd un ingenioso enfoque. Descompuso
la DFT de tamano 12 en DF'T mas pequenas de tamanos 3 y 4. Esta estrategia de descomposicion
es similar a la idea subyacente en la FFT moderna, donde una DFT de tamafo grande se
descompone en varias DFT mas pequenas cuyos tamanos son factores primos, lo que resulta en

una reduccion significativa del namero total de operaciones requeridas.

Asi, aunque Gauss no llegb a formalizar un algoritmo de FFT, su trabajo precursor en la des-

composiciéon de la DFT sienta las bases para su desarrollo posterior y demuestra su genialidad

35
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matemaética incluso en campos aparentemente alejados de la ciencia de la computacién.

La creacion de la FFT se debe a James Cooley y John Tukey, quienes describieron el primer
algoritmo de transformada réapida de Fourier en el articulo An algorithm for the machine calcu-
lation of complex Fourier series, publicado en la revista Mathematics of Computation en abril
de 1965.

Antes de adentrarnos en la FFT, repasamos algunos conceptos bésicos de céalculo numérico.
El coste computacional de un algoritmo viene determinado por el ntimero de operaciones en
punto flotante, es decir, las sumas y multiplicaciones, ya sean reales o complejas, necesarias para
llevar a cabo el algoritmo. Normalmente nos interesaremos por el orden de magnitud del coste

computacional de un algoritmo y utilizaremos la notaciéon de la O grande.

Ademas del coste computacional, en un algoritmo nos interesa cuantificar el coste de almacena-
miento, es decir, la cantidad de memoria que se requiere; lo ideal es que sea lo menor posible.
Para reducir el tiempo de computaciéon, es de gran interés descomponer el algoritmo en peque-
nos subalgoritmos independientes que son llevados a cabo simultdneamente. Esto es lo que se

entiende por programacion paralela.

Otro aspecto a tener en cuenta esta relacionado con la propagacion de los errores: un algoritmo
se dice que es numéricamente estable si pequenias perturbaciones en los datos de entrada no

suponen un gran cambio en las variables de salida.

3.1. Introduccién

Uno de los principales motivos para usar métodos de Fourier es la existencia de algoritmos réapidos

para implementar la DFT. Dado N € N y un vector a = (aj)jy:_ol € CV, recordamos que su DFT

es otro vector & = (dk)é\f:_ol e CV donde, para todo k=0,1,...,N — 1,
N-1
. ik
ax = Z ajwh, (3.1)
§=0

siendo wy = e~ 2™/N _Esta es la forma en suma de la DFT (también mencionamos la represen-
tacion matricial en el capitulo anterior). Aplicando la técnica divide y vencerds, la FFT realiza
la suma (3.1) mediante la evaluacion reiterativa de sumas parciales. Dicha técnica es una he-
rramienta muy util para reducir el tiempo de ejecuciéon de un algoritmo. El problema original
se descompone en varios subproblemas de tamano mas pequeno pero con la misma estructura.
La descomposicién mencionada se aplica entonces de forma iterativa para reducir atn mas los
subproblemas. Para aplicar esta técnica a la construcciéon de un algoritmo FFT se necesita una

indexacién adecuada.

Existe una herramienta muy interesante para mostrar la estructura de un algoritmo y simplificar
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su programacion. Se trata de los grafos de flujo de sefial (SFG, del inglés signal flow graph). Un
SFG es un grafo cuyos vértices representan los resultados intermedios y sus aristas las operaciones
aritméticas. Para nosotros, todos los grafos de flujo de senal tendran formas que recuerdan a las

alas de una mariposa. De hecho también se los conoce con el nombre de grafos mariposa.

Un grafo de flujo de sefial siempre se lee de izquierda a derecha. Por ejemplo, en la Figura 3.1 se

muestran los SFG de las operaciones Ma y Na definidas por las matrices

—_
—
—_
o

M = y N = )

con w € C, y el vector a = (ag, a1)T.

ao ag ao
ap + ay o ————O0
al waq

ag — ay .—@—.
(a) SFG de Ma (b) SFG de Na

Figura 3.1: Grafos de flujo de senal para las operaciones Ma y Na.

En la Figura 3.1a, el valor numérico correspondiente a un nodo de la derecha depende de los
valores en los nodos iniciales de las aristas concurrentes en dicho nodo. Una arista continua indica
que el nodo inicial suma y una arista discontinua indica que ese nodo resta. Ademas, si en el
medio de una arista aparece un coeficiente, el valor del nodo inicial debe multiplicarse por dicho

coeficiente, como en la Figura 3.1b.

Como ya se mencioné en el capitulo anterior, el mismo algoritmo que calcule la DF'T servira para

calcular la DFT inversa, en virtud del Lema 2.4.

3.2. FFT de base 2

Si N es una potencia de 2 y queremos calcular la DFT de un vector de tamano NV, se utilizan los
denominados algoritmos FFT de base 2, que se inspiran en la técnica divide y vencerds. Dos de los
algoritmos FF'T de base 2 mas habituales son el algoritmo de Sande-Tukey y el de Cooley-Tukey;
ambos son iguales en cuanto a coste computacional. Mientras que el algoritmo de Sande-Tukey
reduce la cantidad de calculos de la DFT dividiendo la sefial de entrada en subconjuntos en el
dominio de la frecuencia (decimacion en frecuencia), el algoritmo de Cooley-Tukey simplifica los
célculos de la DFT agrupando los datos de entrada en subconjuntos en el dominio del tiempo

(decimacion en tiempo), antes de realizar cualquier operacion en el dominio frecuencial.
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3.2.1. Algoritmo de Sande-Tukey

N-1
n=0

Supongamos que N = 2!, con t € N\{1}. Asi, dado un vector a = (ay) € CV, podemos

expresar su DFT componente a componente como sigue:

N/2—-1 N-1
&k: Z ang\lf—i- Z angf

7=0 j=N/2
N/2—-1 N/2—-1

= Z ajw%g-i— Z CLN/2+jw§VN/2+j)k
J=0 Jj=0
N/2—1

= Z (aj + (_1)kaN/2+j)W%€a (3.2)
7=0

donde para la segunda igualdad hemos usado que (wkN)N /2 = (—1)%. Distingamos ahora entre las

componentes con subindice par e impar. Para cada k =0,1,..., % — 1 obtenemos que
N/2—-1 Nj2-1
=Y (aj+aypr)on = (0 + anas)) Whs - (3.3)
j=0 Jj=0
N/2-1 N/2-1
. j(2k+1 ik
dorp1 = Y (aj—anpr) i) = N (g = AN/24j) W Wiro- (3.4)
j=0 Jj=0
Ahora, usamos la siguiente notacion:
gjl- = aj + an/a4js (3.5)
) .
g; = (aj — anjotj) Wi (3.6)
conj:(),l,...,%—l. De este modo,
N/2—1
. kj
agk = Z gjl w]\?/gv (37)
§=0
N/2—-1
. kj
A2k+1 = Z 932' w]\?/g' (3.8)
§=0
Notamos que las expresiones (3.3) y (3.4) son, respectivamente, las transformadas discretas de
Fourier de los vectores g' = (g}L)nNi%*l y g2 = (g%)fl\zgfl de CN/2. Tenemos dos opciones, se

puede detener este proceso de descomposicion y aplicar directamente (3.3) y (3.4), o continuar el
proceso de forma recursiva t veces, haciendo que los vectores g' y g2 jueguen el papel del vector

a. Este proceso recursivo se denomina algoritmo de Sande-Tukey.
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73 DFT(4)

D e
2
93
e @

Figura 3.2: Descomposicién de una DFT(8) en dos DFT(4)

90 .
N/ .

N/ . DFT(4)
as R
\XX/ . T,
SO :
“e ‘ \ 93 /al
as € -/~ X —X — @ s e a3

i

En la Figura 3.2 se ilustra la primera opciéon para una DFT(8). Los dos primeros bloques de
aristas se corresponden con el calculo de g} y g]2~ para todo j = 0,1,2,3, segin las féormulas
(3.5) y (3.6). Después, en las dos cajas que siguen se realiza el calculo de las dos DFT(4) de los
vectores g! y g2 segiin las formulas (3.7) y (3.8). Haciendo esto ya se consigue reducir el ntimero

de operaciones considerablemente.

Figura 3.3: Algoritmo de Sande-Tukey para una DFT(8)

Sin embargo, el algoritmo de Sande-Tukey va méas alld. En vez de realizar el célculo directo de
las dos DFT(4) de g! y g2, lo que se hace es repetir los pasos anteriores, haciendo que cada una
de ellas pase a jugar el papel del vector a inicial. El SFG del algoritmo de Sande-Tukey para una
DFT de tamaiio 8 se ilustra en la Figura 3.3. En este caso, el proceso se repetiria 3 veces (8 = 23).
Si nos fijamos, nos damos cuenta de por qué resulta interesante ilustrar esta clase de algoritmos

mediante grafos de flujo de senial. El dibujo que forman las aristas del primer bloque en la Figura
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3.3 se va repitiendo en los sucesivos a escala mas pequenia. Esto resulta muy ilustrativo a la hora
de programar el algoritmo.

Observamos que los indices de la salida no estan en el orden natural. De hecho, el algoritmo
reordena los indices segin un cierto orden que explicamos a continuacién. Cualquiera de los
indices k € J = {0,1,...,N — 1} ={0,1,...,2" — 1} puede escribirse en forma binaria:

k= (ki—1,... k1, ko2 = ki1 - 27 o k- 24 Ko - 2°,
con kj € {0,1}. La permutacion p : J — J definida por
p(k) = (ko,k1,... k1) =hko- 27 4ot kg 2V 4 Ky - 20

permite obtener el indice reordenado segtn el orden de bits inverso.

A partir de la construccion que acabamos de describir, podemos establecer el siguiente resultado,

cuya demostracion puede consultarse en [0]:

Teorema 3.1. Sea a = (an)g:_()1 e CN un vector dado. El algoritmo de Sande-Tukey calcula la

Transformada de Fourier Discreta de a en el orden de bits inverso, es decir, devuelve el vector

(@p(e) )R -

En el caso de una DFT de tamario 8, la Tabla 3.1 ilustra como reordena los indices el algoritmo
de Sande-Tukey.

Ak Qlokiky  Qkokiks  Qp(k)

ap  apoo apoo ao
ai  apo1 a100 ay
az  apio ap10 as
az  ap1l ai1o ag
as  aio apo1 a
as  aio1 aio1 as
ag  aiio ap11 as
ar  ain ai ar

Tabla 3.1: Reordenacion de indices del algoritmo de Sande-Tukey al calcular una
DFT(8)

A la hora de implementar el algoritmo en algin software, es necesario reordenar los elementos
del vector de entrada o de salida segtin el orden de bits inverso. En nuestro caso, utilizaremos
MATLAB, que ofrece un paquete de herramientas llamado Signal Processing Toolbox, disefiado

para trabajar con senales. Este paquete incluye una funcion llamada bitrevorder, que reordena
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directamente los elementos de un vector de entrada segin el orden de bits inverso. Se puede
comprobar que, introduciendo los elementos del vector de entrada segtn el orden de bits inverso,

entonces en la salida aparecen en el orden natural, tal y como se muestra en la Figura 3.4 para

una DFT(8).
ao
ay
a2
ag
ai
as
as

az

Figura 3.4: Algoritmo de Sande-Tukey para una DFT(8) con los indices del vector
de entrada en orden de bits inverso

3.2.2. Algoritmo de Cooley-Tukey

De nuevo, consideramos N = 2! con t € N\{1} dado. Sea a = (a,)"=} € CV y consideremos las
vectores fly f2 correspondientes a los elementos de a con subindice par e impar respectivamente,

es decir, para todon =0,1,..., N — 1,

1
fn = Q2n,
2
fn = a1
Esta descomposicion del vector a en dos vectores de manera que uno contenga aquellos elementos

con subindice par y el otro los de subindice par, la denominaremos decimacion en el dominio

temporal. Ahora la idea es muy similar a lo que ya describimos para construir el algoritmo

anterior:
N—-1 N/2-1 N/2-1
. ik 25k k(25+1)
ap = E a;wy = g agjwy + E 25 +1W ,
J=0 Jj=0 J=0
para todo £k =0,1,..., N — 1. Usando que w?\, = wyy2 ¥ las expresiones de fty fg, tenemos que
N/2-1 N/2-1

A 1, jk 2k jk _ F1 kE 72
ap = Z fij/2+ Z fjWNWN/g—fk + wn fis
Jj=0 Jj=0
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siendo fg y flf los elementos k-ésimos de las DFT(N/2) de los vectores (fH)N-' v (f2)N=
respectivamente. Consideremos las extensiones (IN/2)-periodicas de los vectores fk y fk. De esta

A1 71 72 72 . k+N/2
manera, f; = fk+N/2 vy fi= fk+N/2' Ademas, wy, —wN Por tanto,

i = fr +wi /i,
aprnye = fi — N f7S
para todo k =0,1,...,N/2 — 1.

Ahora, notamos que el coste computacional de calcular directamente f,% es (N/2)? y lo mismo para
f,f Ademés, todavia habria que realizar (N/2) multiplicaciones por el factor w¥;. Para reducir
més el coste computacional lo que se hace es repetir el proceso de decimacién para los vectores
(f} )n o v ( fz)n o » haciendo que jueguen el papel de a al principio. Es decir, construiriamos
dos vectores a partir de ( fn)rjyzol, uno que contuviera los elementos con subindice par y otro los
de subindice impar y de forma anéloga para ( fﬁ){j;ol. De esta manera, obtenemos 4 vectores de

tamano N/4:

= fan:
n2 = f21n+17
n = fons
W= S

para todon =0,1,..., N/4—1. A partir de aqui obtendriamos, para cada k =0,1,...,N/2—1,

f} y f,? como sigue:

=il kil
Faanga = 96 — Wil
=it
f13+N/4 =g — WJI{:V/2QI%2’

donde (A” )k _/ ~! son las DFT(N/4) de los vectores (gii )n/ f‘) ' La decimacion en tiempo puede
repetirse t = logy N veces. Igual que ocurria con Sande-Tukey, el algoritmo tal cual lo hemos
descrito da la salida de la DFT con los subindices del vector segiin el orden de bits inverso, por
lo que a la hora de implementar el algoritmo, es necesario reordenar los indices del vector de
entrada o salida segtin el orden de bits inverso. En la Figura 3.5 puede verse el SFG del algoritmo

de Cooley-Tukey para una DFT(8) con la salida del vector con indices en orden natural.
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Figura 3.5: Algoritmo de Cooley-Tukey para una DFT(8)

3.2.3. Coste computacional de los FFT de base 2

El céalculo de la DFT requiere realizar multiplicaciones y sumas de niimeros complejos. A su vez,
dados dos ntumeros complejos a = a+1i8 y w = wp + w1y, donde «, 8, wp, w1 € R\{0}, la multipli-
cacion de a por w supone cuatro multiplicaciones reales y dos sumas reales. Suponiendo que los
valores wg + wi ya estan almacenados en el ordenador, tenemos que hacer tres multiplicaciones

y tres sumas reales:

R(aw) = (a + Blwy — a(wo + w1),

S(aw) = (a + Blwy — a(wo — w1),

donde R y & denotan la parte real e imaginaria, respectivamente, de un ntmero complejo.

Las multiplicaciones por los factores +1 y 47 son triviales y no las tendremos en cuenta. Por

otro lado, la multiplicacién por una raiz octava de la unidad, wlg = i\l/%ti con k =0,1,...,7,

requiere 2 multiplicaciones y 2 sumas reales, mientras que la multiplicacién por una raiz n-ésima
de la unidad con n € N\{1,2,4,8} se puede implementar mediante un algoritmo que supone
3 multiplicaciones y 3 sumas reales. Finalmente, la suma de dos ntimeros complejos supone 2

sumas reales.

Denotemos por j(t) el nimero de multiplicaciones reales para el cdlculo de una DFT(2?) mediante
un algoritmo FFT de base 2 y por a(t) el numero de sumas reales. Veamos cuantas operaciones
son necesarias para el calculo de una DFT de tamafio 8. Para ello, nos fijamos en la Figura 3.3.
El nimero de multiplicaciones reales que se hace es 4, ya que solo se realizan 2 multiplicaciones
por raices octavas de la unidad (recordamos que no contamos multiplicaciones por los factores
+1 y +i). Estas dos multiplicaciones por raices octavas de la unidad suponen a su vez realizar

dos sumas reales cada una. A esto, habria que anadirle el célculo de 8 sumas complejas en cada
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etapa. Es decir, 16 sumas reales por etapa y un total de 3 - 16 = 52. Resumiendo,

n(3) = 4,
a(3)=442-3-8=52.

Si ahora tomamos N = 2¢ siendo # un natural distinto de 1, para obtener la DFT(2N) tenemos que
calcular dos DFT de tamaifio N, y por lo tanto realizar 2/N sumas complejas y N multiplicaciones
complejas por factores de rotaciéon w%N con j =0,1,...,N — 1. Para cada DFT de tamafio N
tendrfamos que realizar «(t) sumas y p(t) multiplicaciones reales. Por otro lado, las 2N = 2 - 2¢
sumas complejas suponen el doble de sumas reales, es decir, 2 - 211, Finalmente, solo resta
considerar las multiplicaciones por factores de rotacion w% ~- Los casos j = 0, N/2 son triviales
y los casos j = N/4 y 3N /4 resultan ser multiplicaciones por raices octavas de la unidad. Antes
hemos notado que la multiplicacién por una raiz n-ésima de la unidad, cuando n € N\{1, 2,4, 8},
se puede realizar con 3 sumas reales y 3 multiplicaciones reales. Por tanto, en total, las N
multiplicaciones complejas por estos factores de rotacion supondrian realizar 3 - 2 — 8 sumas
y 3 -2 — 8 multiplicaciones reales, considerando que cada multiplicacién compleja necesita 3
sumas y multiplicaciones reales, con N = 2¢ el ntimero total de multiplicaciones complejas y de
sumas complejas. A esto habria que restar 8 operaciones en cada caso: 6 asociadas a los casos
triviales j = 0y j = N/2, y otras dos correspondientes a multiplicaciones por raices octavas de
la unidad (j = N/4 y j = 3N/4), donde el ntimero de sumas reales a realizar es 2, igual que el

de multiplicaciones complejas. Resumiendo, tenemos que

p(t+1)=2-p(t)+3-2" -8,
at+1)=2-a(t)+2-2"" +3.2" -8 = 2.a(t) +7-2" - 8.

Se nos plantean entonces dos ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes de
primer orden. En general, una ecuacién en diferencias lineal de orden n con coeficientes constantes

a; €R,con j=0,1,...,n—1y ap # 0, es una expresion de la forma
ft+n)+an1ft+n—1)+--+arf(t+1)+aof(t) = g(t), (3.9)

cont € N, g: N — R una sucesiéon dada y f : N — R la sucesion que resuelve la ecuacion en

diferencias. Introducimos el operador en diferencias
Lft)=f(t+n) +an1f(t+n—1)+-+a f(t+1)+aof(t),
y el polinomio caracteristico asociado al operador
p(A) = A" Fan A" - ag )+ ao,

con A\ € C. La soluciéon de (3.9) existe y es tnica si tenemos como datos iniciales n elementos
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consecutivos de la sucesion f. Comenzaremos por buscar la soluciéon del problema homogéneo,
es decir,
Lf(t)=0.

Tomando f(t) = Al con \; € C\{0}, entonces
LN, = M an A an AT+ ag)], = p(n)AL,

por lo que f(¢) = AL es una solucién no trivial del problema homogéneo si y solamente si Ap,
es raiz del polinomio caracteristico p(A). Por tanto, la solucién general del problema homogéneo
es f(t) = ¢Al, con ¢ € R. La soluciéon de la ecuacién de (3.9) serd una combinacion lineal
de la solucién del problema homogéneo y una solucién particular del problema no homogéneo.
Calculemos la solucién de

p(t4+1) —2-p(t) =3-2" -8, (3.10)

Fécilmente, podemos obtener la condicion inicial p(2). El SFG del algoritmo de Sande-Tukey

para una DFT de tamano 4 se muestra en la Figura 3.6 de abajo.

Figura 3.6: Algoritmo de Sande-Tukey para una DFT(4)

Observamos entonces que p(2) = 0. Con esta condicion inicial, la ecuacion (3.10) tiene solucion
unica. Atendiendo al método que hemos descrito para el caso general, lo primero que hacemos

es calcular la solucién de la ecuacién homogénea, es decir, la solucién de

u(t+1) —2-pu(t) =0.

En este caso el polinomio caracteristico es

cuya tnica rafz es A = 2. Entonces, para toda constante ¢ € R, la sucesion pp,(t) = ¢ 2! es solucion
del problema homogéneo. Buscaremos una soluciéon particular del problema no homogéneo de la
forma

pp(t) = c1t2" + co. (3.11)

Para calcular ¢; y ¢o sustituimos la expresion (3.11) en (3.10) y para que se verifique la igualdad,
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debemos tomar ¢; = % y co = 8. Asi, la solucion general de (3.10) es
t S ot
u(t) =c2 + 5t2 +38,

con ¢ € R. De la condicién inicial pu(2) = 0 se sigue que ¢ = —5. Entonces, el ntumero de
multiplicaciones reales que realiza el algoritmo de Sande-Tukey o el de Cooley-Tukey para calcular
una DFT de tamaiio N con N = 2¢, siendo t € N\{1}, es

3 3
Iu(t):_5.2t+§t2t—|—8:§Nlog2N—5N+8.

Anélogamente, resolveriamos la ecuacion
alt+1)—2-at) = 7-2"-8. (3.12)

El problema homogéneo asociado a esta ecuacion diferencial es el mismo que el de la ecuacion an-
terior. Por tanto, su solucion general es ay,(t) = ¢2'. Ahora, buscamos una solucion del problema
no homogéneo de la forma

ap(t) =1t 2" + &,

obteniendo ¢; = % y ¢2 = 8. Asi, la solucion general de (3.12) es

a(t) :52t+gt2t+&

con ¢ € R. Observamos ahora la Figura 3.6 para ver que una DFT(4) requiere realizar 8 sumas
complejas, lo que equivale a 16 sumas reales. Es decir, a(2) = 16. Teniendo en cuenta este dato
inicial, concluimos que el nimero de sumas reales que hace el algoritmo de Sande-Tukey o el de
Cooley-Tukey es

alt)=—5-2' + ;t2t+8 = ;NlogQN—SNJrS.

Concluimos el apartado con el siguiente teorema, que sintetiza los resultados obtenidos:

Teorema 3.2. Sea N = 2! con t € N dado. Entonces, el coste computacional de los algoritmos

de Sande-Tukey y de Cooley-Tukey para el cdlculo de una DFT de tamano N es igual a
a(t) + p(t) = 5N logy N — 10N + 16

operaciones aritméticas reales, donde a(t) representa el nimero de sumas reales y p(t) el de

multiplicaciones reales.



Capitulo 4

Aplicacién: Manipulacién de una senal

de guitarra

4.1. Introduccion

En este capitulo, vamos a usar el material teérico explicado en los capitulos anteriores para
desarrollar alguna aplicacion de las transformadas de Fourier. El sonido se produce por las vibra-
ciones de los cuerpos. Cuando percibimos un sonido, estamos recibiendo una vibracién emitida
por algiin medio material en forma de movimiento ondulatorio, que penetra por nuestro pabellén
auricular y produce una vibracién en la membrana del timpano, transmitiéndose seguidamente
por la cadena de huesos del oido medio hacia el interno. Esto llega a nuestro sistema nervioso
y nos hace experimentar la sensacién sonora. En otras palabras, el sonido es la sensacién expe-
rimentada cuando ondas producidas por determinados movimientos vibratorios llegan al oido.
Cualquier sonido sencillo, como una nota musical, puede describirse en su totalidad especificando
tres caracteristicas de su percepcion: el tono, la intensidad y el timbre. Estas caracteristicas co-
rresponden exactamente a tres caracteristicas fisicas de la onda: su frecuencia, su amplitud y su

composiciéon armoénica o forma de onda. En esta seccion utilizamos como referencia las paginas

web [1] y [7].

Los sonidos pueden ser agudos o graves, pero la separacion entre unos y otros es muy difusa,
ya que siempre tendremos uno mas agudo que otro. Un tono equivale a dos semitonos, y ambos
sirven para medir la distancia en frecuencia entre dos notas. Asi, el nombre de la nota nos
define su frecuencia de vibracion (medida en ciclos por segundo o hercios) y el intervalo nos
especifica la relacién que existe entre una nota y otra. Las notas naturales son: Do, Re, Mi, Fa,
Sol, La y Si, en orden de més grave a mas agudo. Todas se diferencian entre si un tono, excepto
las notas Mi y Fa y las notas Si y Do, cuya distancia es de un semitono. La intensidad es la

cantidad de energia acustica que contiene un sonido y viene definida por la potencia, que a su

47
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vez estd determinada por la amplitud de la onda sonora, permitiendo distinguir si el sonido es
fuerte o débil. Por ultimo, el timbre completa las posibilidades de variedades del arte musical
desde el punto de vista actstico. Se trata de una cualidad del sonido que permite distinguir
una misma nota musical producida por dos instrumentos musicales diferentes. La explicacion
de esto se debe a que una misma nota producida por dos instrumentos distintos tiene distinta
composicion de armoénicos. Los armonicos se definen como las componentes de un sonido, que
son miltiplos enteros de la frecuencia mas baja o fundamental. Esta frecuencia fundamental es
lo que habitualmente percibimos como el tono o nota, y por tanto, los arménicos se obtienen
al multiplicar la frecuencia de esa nota por un nimero entero. El Teorema de Fourier plantea
que toda senal periodica compleja f(t) puede escribirse como una suma infinita de sinusoides
en relacién armoénica cuya frecuencia fundamental tenga el mismo periodo que la senal compleja

que se esté analizando, es decir:

o
f(t) =ap+ Z[an cos(nwot) + by, sen(nwot)].

n=0
La expresion anterior no es més que la serie de Fourier en forma real de una funcién periédica con
un cierto periodo 1" asociado a la frecuencia wg. También vimos en el capitulo introductorio que
se puede calcular (tedricamente) la transformada de Fourier continua de una funciéon (siempre
que la integral tenga sentido), obteniendo asi su espectro de frecuencias. Sin embargo, como ya
anunciamos, ni la serie de Fourier ni la transformada de Fourier suelen ser faciles de calcular. Aqui
entra en juego la transformada de Fourier discreta, que nos proporciona el contenido frecuencial
de una senal solo con que conozcamos el valor de la misma en N puntos. Ademas, ajustando el
numero de muestras de la senal para que sea una potencia de 2, podemos utilizar alguno de los

algoritmos explicados en la Seccion 3.2 para el calculo 6ptimo de la DFT.

Una senal de guitarra es una onda continua. Sin embargo, cuando realizamos una grabacién con
el ordenador, éste no captura la sefial de forma continua, sino que realiza un muestreo periodico.
Es decir, en vez de registrar los datos de manera continua, se capturan valores en intervalos
regulares de tiempo. La frecuencia de muestreo es el nimero de muestras que se recogen de la
sefial analdgica en un periodo de un segundo. En fisica, la frecuencia se mide en hercios (Hz).
Normalmente, la frecuencia méas baja que un oido humano puede captar es 20 Hz y la més
alta 20000 Hz. Al realizar un muestreo se desea representar una senial analégica aproximandola
mediante una senal digital. Por ende, es importante que el nimero de muestras por segundo
sea suficiente para no perder informaciéon. El teorema de muestreo de Nyquist es un resultado
fundamental en el campo de la senal: la senal analdgica se puede reconstruir a partir de sus
muestras siempre que la frecuencia de muestreo sea superior al doble de la frecuencia mas alta
de la senal. En base a esto, como el ser humano no es capaz de escuchar sonidos con una
frecuencia superior a 20000 Hz, la frecuencia de muestreo estandar deberia de ser de 40000 Hz.

Sin embargo, la mayoria de sistemas de grabacion suelen grabar a 44100 Hz. Esto se debe a
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un fenémeno conocido como aliasing. El aliasing se produce cuando las frecuencias recogidas
més alla del limite establecido no se distinguen o se entienden erréneamente como frecuencias
inferiores. Esto puede causar que la senal reconstruida a partir del muestreo en nada se parezca
a la senal analégica que se estd queriendo recoger en el ordenador. Para evitar la distorsion
causada por estas altas frecuencias, las tarjetas de sonido suelen venir con un filtro anti-aliasing
en la entrada de la senal, antes de ser convertida a digital. Sin embargo, por razones técnicas,
es imposible que los filtros anti-aliasing incorporados a la tarjeta de sonido filtren a partir de la
frecuencia inmediatamente superior al rango de audicién humano. Por lo tanto, el corte del filtro
termina haciendo una curva, disminuyendo gradualmente la entrada de altas frecuencias. Esta
curva se llama pendiente. En esta pendiente, el filtro no rechazara ni dejara pasar totalmente
todas las frecuencias. Por esta razoén, la pendiente del filtro antialiasing debe estar mas alla
de la frecuencia de 20000 Hz. De lo contrario, generaré pérdidas en el sonido que escuchan los
humanos. Normalmente, los 44100 Hz son suficientes para proporcionar una zona segura en la
que las frecuencias de aliasing y la pendiente del filtro anti-aliasing no afectardn en nada al rango
auditivo humano, pero eso depende de la calidad del filtro. El problema es que apenas obtenemos
toda la informacién sobre la calidad de los filtros anti-aliasing de las tarjetas de sonido disponibles
en el mercado. Por este motivo, mucha gente prefiere utilizar una alta frecuencia de muestreo,
como 88200 Hz, para asegurarse de que el efecto de aliasing, o incluso el filtro anti-aliasing, no

interfiera en el contenido de las frecuencias alrededor de 20000 Hz.

Para concluir este trabajo, realizaremos ejemplos précticos utilizando una senal de guitarra. Para
capturar la senal en el ordenador, hemos utilizado una tarjeta de sonido Focusrite Scarlett Solo y
el software Ableton para la grabacion. Hemos seleccionado una frecuencia de muestreo estandar
de 44100 Hz para asegurar que la sefial se captura con la calidad necesaria para el analisis y
procesamiento posteriores. El programa Ableton se ha utilizado tnica y exclusivamente para
realizar la grabaciéon. La senal que implementamos es el sonido natural de la guitarra, con su
correspondiente composicién de armonicos y sin realizar ningin tipo de procesamiento digital

adicional.

Implementamos la senal en el ordenador mediante la funcién audioread. Esta funcién tiene un
argumento de entrada, que es el archivo que queramos cargar. En nuestro caso, se trata de un
archivo wav que contiene la grabacion de la guitarra, pero serviria cualquier archivo de audio. La
funcién también tiene dos argumentos de salida, que son la senal discretizada, x, y la frecuencia

de muestreo, F's. En el Codigo 4.1 se muestra el resto de datos que necesitamos.

%% Datos

clear all

[x,Fs] = audioread(’lates.wav’); % cargamos la senal de audio, Fs es la
frecuencia de muestreo

x = x(:,1); % convertimos la pista en mono

Dol

% Hacemos que el tamano del vector de entrada sea una potencia de 2

n = 2-(nextpow2(length(x)))/2;
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x = x(1:n);
N = length(x);
hh

T = N/Fs; % duracion de la pista
dt = 1/Fs; % paso temporal
t = (0:N-1)*dt; 7 malla temporal

Coédigo 4.1: Datos.

Para ver el contenido frecuencial de la sefial, podemos utilizar la transformada discreta de Fou-
rier, y mas concretamente la FFT. En MATLAB hay un comando, fft, que calcula la FFT de
cualquier vector dado. También, el comando ifft nos proporciona la FFT inversa. Sin embargo,
en este trabajo vamos a utilizar el algoritmo de Sande-Tukey (puede verse la implementacion
en MATLAB en el Apéndice A), explicado en detalle en el capitulo anterior. Para utilizar este
algoritmo, es necesario que el vector de entrada tenga una longitud que sea potencia de 2. Si la
longitud del vector de entrada no cumple esta condicién, recortamos su longitud al valor entero
mas cercano que sea potencia de 2, truncando el vector original. En el Codigo 4.1 ya realizamos
este ajuste. Lo tnico que ocurre al proceder de esta manera es que la duracién del sonido que

estamos procesando en MATLARB sera inferior, lo cual carece de importancia para nosotros.

Como la DFT de una senal finita es un vector complejo, para ver graficamente el contenido
frecuencial de la senal, se utiliza el espectro de potencias. Formalmente, el espectro de potencias

de una sefial f € CV se define como el vector cuyas componentes son
A A~ -~ 2
Psfy, = fi £, = |fi]7,

para todo £k = 0,1,...,N — 1. En 4.2, puede consultarse el coédigo que hemos utilizado en
MATLAB para hacer la representaciéon temporal de la senal y la representacion frecuencial. Se
utiliza una funcion, fftfreq, que fue aportada en la asignatura de Modelos Matemdticos (puede

consultarse en el Apéndice B).

%% Representacion grafica de la senal en el dominio temporal

figure (1) ;

plot (t,x);

grid on; Y’ Anadir rejilla

xlabel(’Tiempo’,’FontSize’ ,15); 7% Anadir etiqueta al eje x con tamano de
fuente 15

x1im ([0 T]); % Limitamos el eje x desde O hasta la duracion total de la pista

ylabel (’Amplitud’,’FontSize’ ,15);

hh %

%% Representacion de espectro de potencias

X = sande_tukey(x)*dt; % DFT del vector x

freq = fftfreq(N,dt); % malla frecuencial

figure (2);

plot (freq,abs(X)); ' representamos

x1im ([-6000 6000]) % limitamos el rango de x a 6 kHz, ya que las frecuencias
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% mas alla de este valor no tienen importancia en el sonido de una guitarra
xlabel (’Frecuencia’,’FontSize’ ,15);

ylabel (’Amplitud’,’FontSize’ ,15);

Codigo 4.2: Representacion temporal y frecuencial de la senial

En la Figura 4.1a puede verse la representaciéon en el dominio temporal de la senal de guitarra,
y en la figura 4.1b la del espectro de potencias. La representacion de la senal en el dominio
frecuencial nos aporta mucha més informacion acerca de la misma, ya que podemos observar
qué frecuencias son las predominantes y asi comprender mucho mejor el sonido que vayamos
a escuchar. En el eje de abscisas aparecen las distintas frecuencias, mientras que en el eje de
ordenadas se muestran las amplitudes de cada frecuencia. Debido a la periodicidad de la DF'T,

es indiferente escoger un dominio frecuencial u otro.

0.5 T T T T 0.14 T T T T T

Amplitud
Amplitud

04 I L I I

0

0 5 10 15 20 -6000 4000 -2000 0 2000 4000 6000
Tiempo Frecuencia
(a) (b)

Figura 4.1: Representacion de la senal en el dominio temporal (izquierda) y en
el dominio frecuencial (derecha)

4.2. Un breve paso por la transformada de Fourier ventaneada

Hay ocasiones en las que puede resultar muy interesante representar el tiempo frente a la frecuen-
cia. Esto sucede en particular en el campo de la musica, donde las frecuencias de la senal cambian
con el tiempo. Sin embargo, debido al principio de incertidumbre de Heisenberg, que es parte
de los contenidos de la asignatura Modelos Matemdticos (ver también [0]), la transformada de
Fourier no es una buena herramienta para este propoésito. La herramienta basica para representar
informacion en tiempo y frecuencia simultaneamente es la transformada de Fourier ventaneada.
Para entender brevemente en qué consiste, podemos restringirnos al espacio de Hilbert L?(R).
Intuitivamente, lo que se hace con la transformada ventaneada es extraer informacién frecuencial

por intervalos cortos de tiempo. Analogamente, nos interesa la informacién temporal cerca de
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una clerta frecuencia. Esta idea se formaliza mediante el uso de ventanas. Una ventana es una
funcion w € L?(R) par y no negativa. Un ejemplo de ventana muy utilizado en la practica es la

ventana gaussiana de media 0 y varianza o2,

]. 2 2
w(t) = —— e t/20°,
®) oV 2w
Definicién 4.1. La transformada ventaneada de Fourier (STFT) de f € L?(R) es la funciéon
Sf:R? — C definida en el plano tiempo-frecuencia por

Sf(r,&) = /]R f) w(t —71)e % dt.

Como la transformada de Fourier ventaneada toma valores complejos, para la representacion

grafica es necesario recurrir al espectrograma de la senal.

Definicién 4.2. Sea f € L?(R). Se define el espectrograma de f como la funcién integrable
f : R? — R dada por
Ps (7_75) - ‘Sf(T,ﬁ)’Q

También se puede definir una version discreta de la transformada de Fourier ventaneada (DSTFT),
asi como del espectrograma. En MATLAB hay una funcion, spectrogram, que calcula el espec-
trograma de una senal discreta y finita dada. Vamos a ver coémo utilizarla en MATLAB. La
funcién cuenta con numerosos argumentos de entrada, sin embargo, para nuestros propdsitos nos
interesan, especialmente, seis de ellos. En primer lugar, tenemos que introducir la senal discreta
con la que vamos a trabajar. A continuacion, introducimos tres parametros que serviran para

ajustar el espectrograma:

» Tamano de la ventana (window): Se refiere a la cantidad de muestras de la sefial que
se consideran en cada segmento para realizar la Transformada de Fourier. En aplicaciones

musicales, se puede tomar un tamano de 512 ventanas.

» Numero de solapamientos (noverlap): Es el nimero de muestras que se comparten
entre ventanas consecutivas. Un nimero de solapamientos mayor hace que veamos més
cohesion en el espectrograma. Por otra parte, si el nimero de solapamientos es pequeiio,
reducimos el riesgo de perder informacién entre una ventana y la siguiente, aunque se veran

mas “saltos” en el grafico. En nuestras aplicaciones fijaremos este valor en 384.

» Numero de puntos de la FFT (nfft): Este parametro determina el numero de puntos
que se utilizan para calcular la Transformada Rapida de Fourier (FFT) en cada ventana.
Al calcular la transformada ventaneada de Fourier discreta, se aplican ventanas de tamafio
limitado a la senal original, y en cada ventana se calcula una FFT. Por lo tanto, el niimero

de puntos de la FFT influye en la resolucién frecuencial del analisis: cuantos méas puntos
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seleccionemos, mas precisos seran los calculos pero més costoso sera realizarlos. En nuestras

aplicaciones, consideraremos un valor de 1024 para este pardmetro.

Faltarian dos argumentos de entrada més, que serian la frecuencia de muestreo y otro término,
yaxis, que lo que hace es indicar que queremos que la frecuencia se represente en el eje de

ordenadas.

Por otro lado, la funcién spectrogram cuenta con tres argumentos de salida: el espectrograma de
la sefial, una malla frecuencial y una malla temporal. En el Codigo 4.3 se detalla como realizar

un espectrograma con MATLAB, tras haber declarado los datos del Codigo 4.1.

%% Representamos del espectrograma

window = 512; % Tamano de la ventana de analisis
noverlap = 384; 7 Numero de muestras de solapamiento
nfft = 1024; % Numero de puntos de la FFT

% Generamos el espectrograma

[s, F, T] = spectrogram(x, window, noverlap, nfft, Fs, ’yaxis’);

% Filtramos las frecuencias hasta 6 kHz, que es suficiente para
% analizar el contenido frecuencial de una pista de guitarra
maxFrequency = 6000;

F_idx = F <= maxFrequency;

% Cambiamos la magnitud del espectrograma a decibelios para una mejor
% comprension
S_dB = 10*logl0(abs(S(F_idx, :)) + eps);

% Representamos graficamente el espectrograma

figure;

imagesc (T, F(F_idx), S_dB); % Escala logaritmica en dB

axis xy; % Para que el tiempo este en el eje X y la frecuencia en el eje Y

colorbar;

% Ajustamos la escala de color
max_db = max(S_dB(:));
min_db = max_db - 60; 7% 60 dB por debajo del valor maximo

% Nos aseguramos de que el valor minimo no es menor que el umbral usual de
ruido

min_db = max(min_db, -100); % No bajar mas de -100 dB, que suele ser el umbral
de ruido

caxis ([min_db, max_db]l);

% Anadimos etiquetas

xlabel (’Tiempo (s)’);
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ylabel (’Frecuencia (Hz)’);

Codigo 4.3: Espectrograma de la senal de guitarra

Ahora nos centraremos en el analisis grafico del espectrograma (ver Figura 4.2). Para la repre-
sentacion grafica del espectrograma estamos usando la escala logaritmica porque consideramos
que asi la comprension es méas sencilla. La gran ventaja de un espectrograma frente al espectro
de potencias es que permite visualizar sobre un mismo grafico tiempo, frecuencia y amplitud.
Esto resulta muy ttil, entre otras muchas aplicaciones, para detectar ruidos en la senal, como

veremos mas adelante.
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Figura 4.2: Espectrograma de la senal de guitarra. La escala de colores representa
la amplitud.

En el eje de abscisas se representa el tiempo, mientras que en el de ordenadas se refleja la
frecuencia. La gradacion del color en el espectrograma sigue una logica donde el azul indica una
menor energia en las frecuencias dentro del intervalo correspondiente de tiempo, lo que se traduce
en una menor intensidad sonora percibida. Por otro lado, tonos mas amarillentos indican una
mayor amplitud en esas frecuencias. Por tanto, en el grafico, las dreas con tonos méas amarillos
representan las frecuencias més destacadas en el sonido de la guitarra, mientras que los tonos
maés frios representan armonicos, es decir, multiplos enteros de la frecuencia fundamental. Estos
armonicos son esenciales para definir el timbre de la guitarra, es decir, aquello que caracteriza

su sonoridad.
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4.3. Creacién de un ruido artificial y posterior filtrado

Vamos a comenzar la secciéon generando un ruido artificial. Hay distintos tipos de ruido: ruido
gaussiano, ruido blanco, ruido rosa ... Nosotros vamos a generar un ruido sinosoidal de baja
frecuencia. Hay que definir las frecuencias del ruido y sus amplitudes. Si queremos que el ruido
sea grave, escogemos frecuencias bajas, por ejemplo: 10, 25, 50 y 100 Hz con amplitudes, respec-
tivamente, de 0.05, 0.1, 0.3, 0.6. En este ejemplo, la amplitud se mide en relacién a la amplitud
méxima posible en una funcién sinusoidal, que oscila entre -1 y 1. El Codigo 4.4 muestra cémo
se implementa el ruido en MATLAB.

%% Creacion de ruido

% Generamos un ruido artificial

t = (0:length(x)-1) / Fs; % malla temporal

frequencias = [10, 25, 50, 100]; % Frecuencias bajas para un ruido grave
amplitudes = [0.05, 0.1, 0.3, 0.6]; % Amplitudes para cada frecuencia
ruido = zeros(size(x)); ’ inicializamos matriz de ceros sobre la que

generaremos el ruido

%Iteramos

for i = 1l:length(frequencias)

ruido = ruido + amplitudes(i) * sin(2 * pi * frequencias(i) * t)’;
end

% Anadimos el ruido generado a la senal de entrada

x_ruidosa = x + ruido;

Codigo 4.4: Generacién de ruido artificial y adicién a la senal de entrada.
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Figura 4.3: Espectrograma de la sefial con ruido (izquierda) y tras realizar el
filtrado del ruido (derecha).

Podemos escuchar nuestro audio con ruido utilizando el comando de MATLAB sound, que tie-

ne dos argumentos de entrada: la senal x y la frecuencia de muestreo F's. Vamos a analizar el
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espectrograma (ver Figura 4.3a) de la nueva senal con ruido para ver el contenido frecuencial
a lo largo del tiempo. Lo que mas llama la atencién en este grafico es la gruesa franja de color
amarillo de la parte inferior. Apenas se distinguen los armoénicos de la guitarra. Esto indica que
hay frecuencias bajas de alta intensidad sonora, que son precisamente las que generan el ruido en
la sefial. Tenemos una sefial discreta de dimension finita, x ruidosa, que tiene ruido de frecuencia
baja. En el capitulo anterior hemos explicado en detalle la operacién de convolucién ciclica de
vectores. Intuitivamente, al convolucionar dos seniales discretas finitas, lo que se hace es mezclar-
las. Por tanto, lo que vamos a hacer para eliminar el ruido de baja frecuencia, es convolucionar la
senal con ruido con otra senal que atentiie esas bajas frecuencias. Esta senal, que nosotros mismos
generamos, es a lo que nos referiremos como filtro frecuencial. Fijaremos una frecuencia de corte
de 250 Hz y eliminaremos de la senal todos los sonidos con frecuencias inferiores. Disponemos
de una malla temporal, ¢, de N puntos sobre los que conocemos el valor de z_ruidosa. A partir
de esta, creamos una malla frecuencial, F', también de N puntos. Elaboraremos un filtro h cuya

DFT es el vector h con componentes

. 1 si Fy > 250
hlk) = ‘
0 si Fy <250,
para todo k£ = 0,1,..., N — 1, donde F}, denota el elemento k- ésimo de la malla frecuencial.

En virtud del Teorema 2.9, tenemos que la transformada de Fourier discreta de la convolucion
ciclica de dos senales finitas es igual al producto, punto a punto, de las transformadas de Fourier
discretas de cada sefial. Por tanto, para aplicar el filtro a la senal con ruido, basta con calcular
la DFT de la senal z ruido, multiplicarla punto a punto por el vector h y, mediante la DFT
inversa, recuperar el resultado en el dominio temporal (ver Codigo de MATLAB en 4.5)

%% Filtrado del ruido

freq_corte 250; % Hz

dt = 1/Fs; % Paso de tiempo

hh %

F_ruido = sande_tukey(x_ruidosa)#*dt; % calculamos el espectro de frecuencias

de la senal ruidosa y normalizamos el vector
freq_x = fftfreq(length(x_ruidosa), dt)’; % con esta funcion lo que se hace es
generar una malla frecuencial
h = (abs(freq_x) > freq_corte); 7 filtro de baja frecuencia
F_ruido_filtrada = 2%F_ruido .* h; % multiplicamos por 2 para que la amplitud
sea un poco mas alta, es decir, que se escuche un poco mas fuerte la pista
x_ruido_filtrada = real(sande_tukey_inv(F_ruido_filtrada)/dt); ’% Comnserva solo

la parte real

Caodigo 4.5: Filtrado de ruido

En la Figura 4.3b puede verse el espectrograma de la senal tras aplicar el c6digo anterior. Ahora

ya si que se distinguen las frecuencias fundamentales de cada nota de la guitarra, asi como los
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distintos armonicos. Si escuchésemos la pista, percibirfamos el sonido limpio de la guitarra.

4.4. Tlustraciéon numérica con matrices de modulacion y de des-

plazamiento positivo

En la Seccién 2.4, introdujimos varias matrices y propiedades matriciales. Ahora, nos centraremos
en dos matrices: la matriz de modulacién y la matriz de desplazamiento positivo. La matriz de
modulaciéon My, definida por

My = diag eq,

donde e es el primer vector de la base de vectores introducida en el Teorema 2.1, produce
un desplazamiento frecuencial en la senal sobre la que se aplica. Por otro lado, la matriz de

desplazamiento positivo,

00 ... 01
10 ... 00
V=101 ... 0 0]
00 ... 1 0]

desplaza hacia la derecha todos los elementos del vector sobre el que actia. Nuestra intencion
en esta secciéon es ilustrar numéricamente la propiedad recogida en el primer apartado de la
Proposicién 2.8. Puede verse el codigo de MATLAB en 4.6. Implementamos las matrices en
formato sparse porque estamos trabajando con un niimero de puntos muy elevado y ademas las

matrices que implementamos tienen muchos ceros.

%% Datos

clear all 7, limpiamos el espacio de trabajo

hh %

[x,Fs] = audioread(’lates.wav’); %leemos la senal de audio

x = x(:,1);
h
dt = 1/Fs; % calculamos el paso temporal

hhh

% Si asi lo queremos, escuchamos la senal

% sound(x,Fs) ;

% Potencia de 2 mas cercana por abajo al tamano del vector

N = 2~ (nextpow2(length(x)))/2;
x = x(1:N);
X = sande_tukey(x)*dt; % DFT normalizada
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% Primer vector de la base ortogonal introducida en el Teorema 2.1

el = exp(-2xpix*1i.*(0:N-1)/N)’;

% Matriz de modulacion vista en teoria

MN = spdiags(el,0,N,N); 7 la introducimos como matriz sparse debido a que su

tamano es muy grande

% Matriz de desplazamiento positivo:

VN = spdiags(ones(N-1,1),-1,N,N); J formato sparse

VN(1,N) = 1;

hh

%% Comprobacion numerica del primer apartado de la Proposicion 2.8

% Multiplicamos matriz de modulacion por DFT de x

X_mod = MNx*X;

X_mod = full(X_mod); Y%convertimos el vector de sparse a completo

Dot

% Multiplicamos la matriz de desplazamiento positivo por el vector x
x_mod = VNx*x;

x_mod = full(x_mod); ’%convertimos el vector de sparse a completo

%

% Multiplicar la matriz de desplazamiento positivo por el vector x, y

% calcular la DFT del resultado, deberia de ser equivalente a

% multiplicar la matriz de modulacion por la DFT del vector x

hhh

% Comprobaremos que esto es asi representando los espectros de potencias en
% ambos casos

hhh

dftx_mod = sande_tukey(x_mod)*dt;

freq = fftfreq(N,dt); ’ malla frecuencial

% Representamos a la vez los espectros de frecuencias de las dos senales y
% vemos que coinciden

figure;

plot (freq,abs(X_mod));

x1im ([-6000 60001) ;

xlabel (’Frecuencia’,’FontSize’ ,15);
ylabel (’Amplitud’,’FontSize’ ,15);
figure;

plot (freq,abs(dftx_mod)) ;

x1im ([-6000 60001) ;

xlabel (’Frecuencia’,’FontSize’ ,15);
ylabel (’Amplitud’,’FontSize’ ,15);

Coédigo 4.6: Matriz de modulacién y matriz de desplazamiento positivo

En la Figura 4.4 se muestra la grafica correspondiente al espectro de potencias obtenido en ambos
casos. Asi, comprobamos con un ejemplo basico que la identidad matricial del primer apartado

de la Proposicion 2.8 es cierta. Recordamos que, lo que en el fondo nos dice la proposicién en
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cuestion, es que resulta equivalente desplazar la sefial en el dominio temporal o en el frecuencial,
en el sentido de es indiferente mover los elementos del vector hacia la derecha en el dominio

temporal, o hacer un desplazamiento en términos de frecuencia mediante un cambio de fase.

Amplitud

0.02 -

0
6000 4000 -2000 0 2000 4000 6000
Frecuencia

Figura 4.4: Espectro de potencias idéntico en ambos casos

4.5. Creaciéon de un efecto de delay

Seguramente méas de uno ha disfrutado de un vibrante concierto de rock, blues, pop o cualquier
otro género, donde la guitarra eléctrica toma el escenario. ;Y quién no se ha preguntado alguna
vez por qué el guitarrista parece estar en una guerra de baile con el suelo, dando patadas aqui
y alla? Como guitarrista, he sido testigo de estas curiosas preguntas del publico al finalizar un
concierto, e incluso mis companeros de banda han bromeado sobre mis “dotes de bailarin” al

darle golpecitos a mi querida pedalera de efectos.

Pero, jcuél es la verdad detras de estos movimientos aparentemente extravagantes? La realidad
es que cada “patada’ es un toque de magia, un gesto que transforma un simple acorde en una
explosion de sonido que reverbera en el alma de cada espectador. jRecuerdas la inconfundible

guitarra de Brian May en el himno universal We Are the Champions?

Para aquellos que no estan familiarizados con el mundo del rock, la pedalera de efectos es como
una caja de sorpresas llena de posibilidades sonoras infinitas. Un pisotén aca, y de repente estas
sumergido en un mundo de 'wah-wah’ funky al més puro estilo Red Hot Chili Peppers. Otro
pisoton allé, y te encuentras flotando en un océano de eco que te lleva a otra dimension. Cuando
ves a un guitarrista saltar y golpear con pasién el suelo, es como si estuviera invocando a los
espiritus del rock para que le ayuden a crear una experiencia tinica, una cancién que al escucharla

te recuerde a él.
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Pues bien, en esta seccion utilizaremos las transformadas de Fourier para aplicar un efecto de
delay a la guitarra. Este efecto, que crea una sensaciéon de eco, consiste en superponer varias veces
la pista de guitarra con un pequeno retardo en el tiempo. Para lograr esto, vamos a trabajar en

el espacio de frecuencias, modificando la fase angular de las distintas muestras de la senal.

Primero, calculamos la Transformada de Fourier Discreta (DFT) de la senal de guitarra. Luego,
iniciamos un bucle con un ntmero de iteraciones igual al ntimero de pistas superpuestas que
deseamos crear. En cada iteracién, multiplicamos punto a punto la DFT de la senal de guitarra
por un factor de fase correspondiente. Esta operacion, similar al filtrado de ruido, equivale a

convolucionar la senial de guitarra con cada factor de fase en el dominio del tiempo.

A continuacion, aplicamos la Transformada de Fourier Inversa (IDFT) a cada una de estas nuevas
senales en el espacio de frecuencias para devolverlas al dominio del tiempo. Finalmente, sumamos

todas estas senales para obtener el efecto de delay deseado (ver Codigo 4.7).

function x_mezcla = delay(x,Fs,T)
% Funcion que aplica un efecto de delay a la senal de audio de entrada

% Parametros de entrada:

YA - x: senal de audio; tiene que ser leida previamente mediante

YA audioread u otra funcion similar

% - Fs: frecuencia de muestreo

A - T: parametro de delay. Puede ser un numero o un vector, en funcion

% del numero de muestras de delay que se quieran. Cada elemento del
% vector, indica el retardo de cada muestra

% Parametros de salida:

YA - Senal con el efecto de delay

dt = 1/Fs;

% Numero de senales con retardo de fase que se crean a partir de la senal
% original

muestras_delay = length(T);

% Aplicar el efecto de delay en el dominio de la frecuencia

=
I

length(x); % Longitud de la senal
fftfreq(N, dt); % Malla frecuencial
X = sande_tukey(x); 7 fft del vector x

[y
1

X_delayed = zeros(N, muestras_delay);
x_delayed = X_delayed;
for i = l:muestras_delay

% Calcular el factor de fase para el retardo deseado
factor_fase = 1/(47i)*exp(-1i*2*pi*xf*xT(i));

% Aplicamos el efecto de delay en el dominio de la frecuencia,
% mediante una convolucion de la senal X y un retardo de fase
X_delayed(:, i) = X .*x factor_fase.’;

x_delayed(:, i) = sande_tukey_inv(X_delayed(:,i));
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end

% Sumamos las senales con delay a la senal original, ya en el dominio
% temporal
x_mezcla = x + sum(x_delayed, 2);

end

Codigo 4.7: Creacion de un efecto de delay

x_mezcla = delay(x,Fs,[0.6 1.2 1.8 4]);

sound (x_mezcla,Fs)

Caédigo 4.8: Ejemplo de uso de la funcién delay

El abanico de posibilidades para procesar senales de audio utilizando transformadas de Fourier
es inmenso. Hemos contemplado también la implementacion de otros efectos, como por ejemplo
la distorsion, ese efecto de sonido que hace que la guitarra suene tan agresiva, caracteristico de
bandas de hard rock o heavy, como ACDC. También el chorus, que crea una sensaciéon de que
hay varias guitarras sonando a la vez; o el wah-wah, muy utilizado en géneros como el funk,

ejemplificado en la cancion Voodoo Child, de Jimmy Hendrix.

Sin embargo, por razones de tiempo y espacio es imposible abarcar todo. Por ello hemos querido
dar un marco general de qué tipo de cosas se pueden hacer usando estas herramientas. Este
trabajo busca aportar una base solida del analisis de senales discretas, sobre la cual se puedan
construir aplicaciones més complejas, permitiendo la exploraciéon y desarrollo de nuevas técnicas

en el procesamiento de senales de audio.






Apéndice A

Implementacion del algoritmo de
Sande-Tukey en MATLAB

function X = sande_tukey(x)
% Funcion que calcula la DFT de un vector de tamano una potencia de 2
% mediante el algoritmo de Sande-Tukey
% Argumentos de entrada: vector x de tamano una potencia de 2

% Argumentos de salida: DFT del vector x
N = length(x); % tamano del vector de entrada

% Verificamos si N es potencia de 2, en caso contrario error
if log2(N) ~= floor(log2(N))
error (’E1l tamano del vector de entrada debe ser una potencia de 2.°);

end
t = log2(N); % N = 27t

% Reordenamos los indices segun el orden de bits inverso

x = bitrevorder (x);

% Comenzamos a iterar
X = x;
for etapa = 1:t
M = 2”7 etapa; % Tamano de las sub-DFT
W_M = exp(-1i * 2 * pi / M); % Factor de rotacion

1]

for k 0:N/M-1
for = 0:M/2-1
u = X(k*M + j + 1);
X(k*M + j + M/2 + 1) *x W_M~j;
X(k*M + j + 1) = u + v;
X(k*M + j + M/2 + 1) = u - v;

.

v
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end
end

end

end

Codigo A.1: Algoritmo de Sande-Tukey para calcular la DFT de un vector de

tamano una potencia de 2.

function x = sande_tukey_inv(X)

% Funcion que calcula la DFT inversa de un vector mediante el algoritmo de
% Sande - Tukey
% Argumentos de entrada: el vector X de tamano una potencia de 2

% Argumentos de salida: la DFT inversa del vector X
N = length(X); % tamano del vector de entrada

% Verificamos si N es potencia de 2, en caso contrario error
if log2(N) ~= floor(log2(N))
error (’El tamano del vector de entrada debe ser una potencia de 2.7);

end
t = log2(N); % N = 27t

% Reordenamos los indices segun el orden de bits inverso

X = bitrevorder (X);

% Comenzamos a iterar
for etapa = 1:t
M = 2~etapa; % Tamano de las sub-DFT
W_M = exp(1i * 2 *x pi / M); % Factor de rotacion (conjugado)

for k = 0:N/M-1

= 0:M/2-1

X(kxM + j + 1)

v X(k*M + j + M/2 + 1) *x W_M~j;
X(k*M + j + 1) = u + v;

X(k*M + j + M/2 + 1) = u - v;

end

for

(SN

u

end

end

% Hay que dividir el resultado por N
x =X / N;

end

Codigo A.2: Algoritmo de Sande-Tukey para calcular la DFT inversa de un

vector de tamano una potencia de 2.



Apéndice B

Implementacion de la funcién que crea

la malla frecuencial

function freq = fftfreq(N, dt)
% fftfreq calcula las frecuencias asociadas a las muestras de una transformada
de Fourier.
% Argumentos de entrada:
A - N: numero de puntos de datos de la senal
% - dt: intervalo de tiempo entre cada punto de datos
% Argumento de salida:

A - freq: vector de frecuencias

% Convertimos dt y N a tipo de datos double para evitar problemas de division
dt = double(dt);
N = double(N);

% Verificamos si N es impar o par para manejar la simetria de la FFT
if mod(N,2) == 1
% Si N es impar
% Frecuencias positivas desde 0 hasta (N-1)/2
freql = (0:(N-1)/2)/(dt*N);
% Frecuencias negativas desde -(N-1)/2 hasta -1
freq2 = (-(N-1)/2:1:-1)/(dt*N);
else
% Si N es par
% Frecuencias positivas desde O hasta (N/2)-1
freql = double ((0:(N/2)-1)/(dt*N));
% Frecuencias negativas desde -N/2 hasta -1
freq2 = double((-N/2:1:-1)/(dt*N));

end

% Resultado
freq = [freql, freq2];
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end

CAPITULO B. IMPLEMENTACION DE LA FUNCION QUE CREA LA MALLA FRECUENCIAL

Coédigo B.1: Malla frecuencial
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