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Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar una serie de construcciones categoricas que
existen entre algunos espacios topoldgicos y ciertas estructuras algebraicas. Para ello, serd
necesario familiarizarnos con los conceptos bésicos de la teoria de categorias. Por tanto, el
primer capitulo del trabajo pretende ser una introduccién a la teoria de categorias. Lo que
se busca en esta parte es presentar, de forma muy reducida, lo que seria un curso basico

de teoria de categorias, sin suponer ningin conocimiento previo de este tema.

En el capitulo 2 se presentaran tres “dualidades”. De manera coloquial, la existencia de
una dualidad, equivalencia o isomorfismo categdrico, entre dos categorias puede entenderse
como una forma de “traducir” entre ellas. Tomemos como ejemplo la dualidad de Stone,
que se establece entre los llamados espacios topoldgicos de Stone y las dlgebras de Boole.
Esto significa que toda propiedad topoldgica que tengamos en un espacio de Stone; escrita
en términos de topologia (abiertos, cerrados, aplicaciones continuas,...), dard lugar a una
propiedad algebraica en las adlgebras de Boole, escrita puramente en términos algebraicos,
y viceversa.

Comenzaremos con la dualidad de Alexandroff, que es en realidad un ejemplo de iso-
morfismo categorico. Mediante este isomorfismo se relacionan los conjuntos dotados de
un preorden con los espacios topoldgicos de Alexandroff, que son aquellos en los que las
intersecciones arbitrarias de abiertos estan en la topologia.

Después hablaremos de las dualidades de Stone y Priestley. Aunque la dualidad de
Stone puede verse como un caso particular de la de Priestley, estudiamos primero la de
Stone y después la de Priestley. Esto se debe por un lado a motivos histdricos, pues la
de Stone aparece antes, y por otro al gran impacto que la dualidad de Stone ha tenido
en las matemadticas ([28]). Entre otras cosas, la dualidad de Stone es uno de los primeros
ejemplos no triviales de equivalencia de categorias ([28]), y estos trabajos “inspiran” la
formulacién de la teoria de categorias ([33]).

Maés adelante el mismo Stone generaliza su teorema de representacion a reticulos dis-
tributivos acotados ([47]), introduciendo los espacios coherentes. Esta generalizacién no la
vamos a estudiar, en su lugar trataremos la de Priestley. La dualidad de Priestley también
se da entre entre reticulos acotados, pero difiere de la de Stone en cuanto a los espacios
topoldgicos considerados. Priestley introduce en el espacio topolégico un orden, dando

lugar a lo que se conoce como un espacio de Priestley (|42]). Este trabajo lo amplia en



[41] donde se relacionan algunas propiedades del reticulo con las de su espacio dual. En
el 1975 W.H. Cornish prueba la equivalencia entre los espacios de Priestley y los espacios
coherentes ([14]).

En 1974 Esakia (]|20]) publica una dualidad entre dlgebras de Heyting y los espacios
topoldgicos conocidos actualmente como de Esakia. Se trata de un caso particular de la
de Priestley, aunque fue desarrollada independientemente. No la estudiaremos aqui, pero
merece la pena mencionarla por su importancia, especialmente en el area de la logica. Esta

dualidad asi como algunas de sus generalizaciones puede consultarse en [§] y [21].

En el tercer capitulo estudiaremos una adjuncion, inicidndonos en la topologia sin
puntos. Esta teoria trata de resolver la pregunta de cuando podemos tratar un espacio to-
polégico como el reticulo de sus abiertos, ignorando el conjunto de puntos subyacente. En
su historia cabe sefialar los seminarios de Ehresmann en 1958 ([6] y [39]), donde se acunia
el término frame, el nacimiento del término locale en [26] asi como el libro de Johnstone
(128]), que todavia a dia de hoy es una fuente primaria de referencia (|40]). Igual que en el
caso de la teoria de categorias, lo que se busca es un primer acercamiento a la topologia

sin puntos, sin presuponer ningun conocimiento previo de ella.

Por dltimo, trataremos la equivalencia entre los espacios topoldgicos y los marcos
ortogonales topoldgicos. Esta parte es el resultado del trabajo realizado en el marco de
la beca de colaboracién en departamentos (2023/24) a partir de un articulo sin publicar
iniciado por el profesor Sail Fernandez. Los marcos, que no son mas que conjuntos con
relaciones, son estucturas muy utilizadas en el area de la légica. Tienen suma importancia
a la hora de crear modelos para la légica modal ([30]). Segun la Enciclopedia de Filosofia
de Stanford (]22]):

La légica modal, |...], es el estudio del comportamiento deductivo de las expre-
siones “es necesario que” y “es posible que”. Sin embargo, el término ldgica

modal puede ser usado mas ampliamente []H

En 1962 Hintikka ([24]) los usa por primera vez para representar incertidumbre.
Recientemente se han estudiado equivalencias categéricas entre marcos y distintos ti-

pos de estructuras matemaéticas que sirven de modelo para la misma légica ([13], [4]).

Durante todo el texto se supondran conocimientos previos de topologia y teoria de
reticulos. Se han anadido dos anexos con definiciones y resultados necesarios sobre estos
temas. Para desarrollarlos se han seguido, principalmete [15] y [10]; en el caso de reticulos,
y [38] para el anexo de topologia. Algunas demostraciones de resultados topoldgicos y
algebraicos que hemos considerado interesante presentar se han movido a ellos. Esto estara

indicado en el texto.

Traduccién propia.



Capitulo 1

Teoria de Categorias

Awodey [3] define la teoria de categorias como el estudio (abstracto) de las algebras
de funciones. Su nacimiento puede ubicarse en 1945 con la publicacion del articulo de
Eilenberg y Mac Lane “General theory of natural equivalences” [18|, donde la teoria es
formulada por primera vez. Eilenberg y Mac Lane trabajaban en topologia algebraica,

donde las categorias encuentran sus primeras aplicaciones.

Durante los anos 50 se obtienen resultados importantes en geometria algebraica usando
categorias hasta el punto de que en la actualidad esta teorfa es impensable sin ellas [35]. A
partir de los 60 empieza a verse su utilidad también en légica. Fuera de las matematicas se
han descubierto muchas aplicaciones en ambitos diversos como pueden ser la computacion,

la filosofia, la fisica o la lingiiistica.

Actualmente, la teoria de categorias es un area activa ([5], |[12], [17]). Aunque al prin-
cipio estuvieron restringidas a ciertos dmbitos de las matematicas, a dia de hoy las apli-

caciones de la teoria de categorias son amplias y profundas [35].

A pesar de estar totalmente fuera de los objetivos de este trabajo hacer una discusiéon
sobre los “fundamentos” de la teoria de categorias (o de las mateméticas en general), si es
necesario un comentario al respecto. En teoria de categorias se trata con objetos como la
coleccion de todos los conjuntos. Los problemas o paradojas que este tipo de objetos gene-
ran en matematicas han sido estudiados en teoria de conjuntos dando lugar a las teorias
axiomdticas de conjuntos (|45]). En teoria de categorias se usan distintos métodos para
evitar estas paradojas (]|32]), lo cierto es que, para los objetivos de este trabajo, cualquier
teoria de conjuntos axiomética nos funcionaria (|18]). Como se indica en [32], el mayor
problema en los fundamentos de la teoria de categorias aparece cuando queremos trabajar
con “categorias muy grades”, y eso es algo que aqui no se prentede. Usaremos simplemente
la distincién entre clase o coleccion y conjunto. Con coleccién o clase nos referiremos a
lo que intuitivamente podemos entender con estas palabras, una agrupacion de cosas, por

conjunto nos referiremos a lo que se entiende con estas palabras en una teoria axiomética



de conjuntos, por ejemplo la ZF(ﬂ

Esta primera parte estd basada principalmente en [3], aunque algunas secciones se han

seguido por [31], esto estard indicado.

1.1. Primeras definiciones

Comenzamos dando las definiciones bésicas de la teoria de categorias.

Definicion 1.1. Una categoria C consiste en dos colecciones:

1. Una coleccién de objetos Ob(C).

11. Una coleccién de morfismos o flechas Mor(C).

Verificando:

I. Todo morfismo tiene un dominio y un codominio que son objetos de C. Esto se
denota: Vf € Mor(C) 3A, B € Ob(C) tal que f : A — B. Donde A es el dominio
(Dom(f)) y B el codominio (Codom(f)) de f.

11. Para todo objeto A de C existe el morfismo identidad, 14: A — A.

1. Si f y g son dos morfismos de forma que el codominio de f y el dominio de g
coinciden, entonces tenemos un morfismo:
go f: Dom(f) — Codom(g). Y se verifica:

a) f: A— B, entonces, 1p of = f = foly

b) Asociatividad: Sean f, g, h morfismos con Dom(f)=Codom(g)y Dom(g)=Codom(h),
entonces (f o g) oh = fo (goh).

Notacién: Dados A, B € Ob(C), a la coleccién de las flechas f : A — B en una
categoria C la denotaremos Hom¢(A, B) o simplemente Hom(A, B).
A la operacion o : Mor(C) x Mor(C) — Mor(C) la llamaremos composicion y f o g podré

denotarse simplemente fg cuando no haya riesgo de ambigiiedad.

Definicion 1.2. Una categoria C de dice pequenia si tanto la coleccién de los objetos como
la de las flechas es un conjunto. En otro caso se dirad grande.
C se diré localmente pequena, si para cada par de objetos A, B € Ob(C), Mor(A, B)

es un conjunto.

Definicién 1.3. Un funtor (covariante) F entre dos categorias C y D, F: C — D consiste

en dos asignaciones:

1 Zermelo-Fraenkel junto con el axioma de eleccién. Para una exposicién de esta teorfa puede consultarse
el capitulo 7 de [45].



I.

II.

F: Ob(C) — Ob(D).

F: Mor(C) — Mor(D).

Verificando

I.

II.

III.

Si f: A— B es un morfismo de C, entonces Ff : FA — FB .
F(14)=1p4 para todo A € Ob(C)

F(fog)= (Ff) o (Fg), para todo par de morfismos f, g con Codom(g) = Dom(f).

Ejemplos: Algunos ejemplos de categorias son:

I.

II.

III1.

Iv.

Set: La categoria cuyos objetos son todos los conjuntos y morfismos las aplicaciones
entre ellos, la composicién que consideramos es la composicién habitual de funciones

y el morfismo identidad de un conjunto A es la aplicacién identidad.

Top: Categoria de los espacios topolédgicos y aplicaciones continuas entre ellos con

la composicién siendo otra vez la habitual en las funciones.

Pos: Categoria cuyos objetos son los conjuntos parcialmente ordenados con las apli-
caciones f : (A,<4) — (B,<p) tales que a <4 b = fa <p fb, que llamaremos

mondtonas. La composicién es la habitual de las funciones.

Para ver un ejemplo un poco distinto, dado un conjunto dotado de una relacién R
reflexiva y transitiva (A, R) podemos verlo como una categoria. Sus objetos son los
elementos de A y para cada a,a’ € A existe un morfismo a — a’ siy solo si aRa’. En
este ejemplo la composicién de dos morfismos es un morfismo por la transitividad y

la flecha identidad existe por reflexividad.

Rel: Sus objetos son los conjuntos y una flecha ¢ : A — B es un subconjunto
g € A x B. Es decir, un morfismo no es mas que una relacién.

La composicién de g : A — B, h : B — C viene dada por
goh={(a,c)| 3b € B con (a,b) € g, (b,c) € h}.

Veamos que efectivamente verifica la definicién de categoria con los elementos iden-

tidad las diagonales 14 = {(a,a) tal que a € A}.

= Sea g: A — B, entonces
golp={(a,b) tq existe b € B con (a,b) € g, (b,b) € 15} =
{(a,b) tq existe b € B con (a,b) € g, b € B} = {(a,b) € g}. Andlogamente
lpog=yg.

fo 9 h
= Sean A " B—C—D (fog)oh={(a,c) tq existe b € B con (a,b) € f,

(b,c) € g} oh ={(a,d) tq existe c € C con (a,c) € fog, (¢,d) € h} =
{(a,d) tal que existen b € B,c € C con (a,b) € f,(b,c) € g y (¢,d) € h}. Si

desarrollamos de igual manera h o (g o f) llegamos exactamente a lo mismo.



vI. Cat : la categoria de las categorias localmente pequenas, con los morfismos los fun-

tores entre ellas. Notar que Cat es una categoria grande, por tanto Cat ¢ Ob(Cat).

Definicion 1.4. Dada una categoria C se dice categoria opuesta de C y se denota CP a

la categoria que verifica:
1. Ob(C?)= Ob(C)
11. Para cada A, B € Ob(C), Homgor(A, B) = Home(B, A).
Un funtor F: C°? — D se dird contravariante en C.
Notas:
I. Es inmediato ver que (C°P)P = C.

11. Para ver que una aplicaciéon F: C’ — D es un funtor contravariante en C hay que

verificar que paratodo f: A— B, g: B— CenC(C

a) Ff:FA— FB.
b) F(lA):lpA
&) Fgo f) = Ff o Fy

1. La categoria C°P contiene exactamente la misma informacién que la categoria C.
Aunque resulta antiintuitivo considerar una aplicacién f : A — B como una apli-
cacién f* : B — A, en algunos casos las categorias opuestas resultan muy ttiles. Un

ejemplo de ello lo tenemos en la topologia sin puntos que se estudiard més adelante.
Iv. A la categoria opuesta de C también se le llama categoria dual de C.

Como es habitual en matematicas, una vez que tenemos un estructura consideramos
“subestructuras”, hay distintas formas de definir una subcategoria, la siguiente es la que

nos ha parecido més simple y por tanto, mas adecuada para un curso introductorio.

Definicion 1.5. Sea C una categoria, subcategoria suya D es una categoria verificando
que Ob(D) C Ob(C) y Mor(D) C Mor(C).

Sea D una subcategoria de C, D se dice completa si para todo A, B € Ob(D) se verifica
Homp(A, B) = Hom¢(A, B).

1.2. Primeras estructuras abstractas

Para caracterizar estructuras en teoria de categorias nos centramos en como se rela-
cionan con otros objetos y morfismos. Por ello, muchas definiciones son dadas en términos

de una propiedad universal.



1.2.1. Morfismos

Definiciéon 1.6. Sea C una categoria y f: A — B una flecha en ella, f se dira:

1. Isomorfismo si existe una flecha g: B — A de forma que go f =14y fog=15.
Bajo estas condiciones g se dird inverso de f y se denotard g = f~!. Ay B se dirén

isomorfos y se denotard A = B.

1. Epimorfismo si para cualquier par de flechas g,h : B — C' verificando go f = ho f

se tiene g = h.

1. Monomorfismo si para cualquier par de flechas g, h : C — A verificando fog = foh

se tiene que g = h

Observacién: Ya que los funtores conservan la composicion y la flecha identidad, la

imagen de un isomorfismo bajo un funtor es un isomorfismo.

Proposiciéon 1.1. Dado un isomorfismo f: A — B, su inverso es tnico.

Dem. Sean h,g: B — A dos inversos de f, h=holp=ho fog=140g9=g. 0
Proposicién 1.2. Un isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo.

Dem. Sea f: A — B tal que existe g : B — A verificando go f = 14, fog = 1p.
Sean hi, hs tal que hy o f = hy o f entonces (hyo f)og = (hao f)og= hio(fog) =
hoo(fog)= hiolg=hgsolp = h; = hy. Luego f es epimorfismo.

Que es monomorfismo lo tenemos por un razonamiento anélogo. ]

Ejemplo: Isomorfismos, epimorfismos y monomorfismos en Set.

En Set un isomorfismo es una aplicacién de conjuntos que tiene inverso, es decir una
aplicacién biyectiva.

Podemos comprobar que un epimorfismo no es mas que una aplicacién suprayectiva.
Sea f: A — B, h,g morfismos tales que ho f = go f y f suprayectiva. Para todo b € B
existe a € A tal que fa = b entonces para todo b € B:

hb=hfa=gfa=gb=h=g.

El reciproco lo haremos por reduccién al absurdo: supongamos que f es un epimorfismo
pero que no es suprayectiva. Si f no es suprayectiva existe algin b € B tal que para todo
a € A fa #b. Definamos h,g: B — {0,1} tal que hx = 0 para todo = € B, gx = 0 para
todo x € B — {b} y gb = 1. Es claro que go f = ho f pero g # h. Por lo que llegamos a
una contradiccion.

Por ultimo, un monomorfismo es lo mismo que una aplicaciéon inyectiva.
Si f es una aplicacién inyectiva y h, g son aplicaciones que pueden componerse con f a la

derecha verificando fog = foh = f(ga) = f(ha) = ga = fa para todo a € A entonces



g=1r
Para ver el reciproco volvemos a proceder por reduccién al absurdo, si f no fuera inyectiva,
existirian en A elementos a, b tal que fa = fb pero a # b. Podemos construir aplicaciones

h,g:{0,1} — A tales que fog = foh pero g # h, de la siguiente forma:

y gx = a para todo x € {0,1}.
Una aplicacién de conjuntos es biyectiva si y solo si es inyectiva y suprayectiva, por

tanto, en Set f: A — B es isomorfismo si y solo si es epimorfismo y monomorfismo.

Podemos poner en el “lenguaje de las categorias” resultados conocidos de las ma-
tematicas. Por ejemplo, veamos la versién categorica del Azxioma de eleccion. El Axioma
de eleccién es una de las equivalencias del lema de Zorn que puede consultarse en el anexo
A, establece:

“Para toda coleccién {A;};cr de conjuntos no vacios existe una funcién f : I — (J;c; 4
tal que f(i) € A; para todo i € 1.” ([45])

Definiciéon 1.7. Sea C una categoria diremos que un epimorfismo e : A — B se divide

si existe un monomorfismo s : B — A tal que es = 1p.
Teorema 1.1. Son equivalentes:

I. Se verifica el Axioma de eleccién.

11. Todo epimorfismo en Set se divide.

Dem. Supongamos que se cumple el Axioma de eleccion y que e : E — X es un
epimorfismo, entonces tenemos la familia de conjuntos no vacia E, = e~ ({z}) para todo

x € X. Por el Axioma de eleccién existe una funcién s : X — |J E, tal que para todo

zeX
z € X: s(x) € E;. Entonces es(z) = x = es = 1x = e se divide.
Reciprocamente consideremos que todo epimorfismo se divide, sea {A;};c; una familia
de conjuntos no vacios definimos el conjunto A = {(i,a)li € I,a € A;} y tenemos el
epimorfismo e : A — I que a cada (i,a) le asigna i. Entonces existe un s : I — A tal

que es = 17 por lo que para cada i € I es(i) =i = s(i) € I. g

1.2.2. Objetos terminal e inicial

Definicion 1.8. En una categoria C:

1. 0 € Ob(C) se dice inicial si para todo objeto A € C existe un dnico morfismo
0 — A.



1. 1 € Ob(C) se dice terminal si para todo objeto A € C existe un unico morfismo

A— 1.

Ejemplos: Objetos iniciales y terminales en la categoria Set:

El conjunto vacio () es un objeto inicial, ya que para todo conjuto A existe una tnica
aplicacién () — A.

Cualquier conjunto unipuntual es un objeto terminal, para cualquier conjunto no vacio

A podemos definir A — {z} asignando a cada a € A el elemento z.

Proposicién 1.3. En una categoria C los objetos iniciales y terminales son tinicos salvo

isomorfismo.

Dem. Supongamos que A y B son dos objetos iniciales en una categoria C. Usando que
A es inicial: existe un inico morfismo f : A — B y un dnico morfismo A — A que tiene
que ser necesariamente 14. Andlogamente para B por ser inicial existe un tnico morfismo
g: B — Ay un tnico 15 : B — B . Ahora f o g es un morfismo con dominio y
codominio A, luego necesariamente es 14 y de igual forma go f es necesariamente 1g, por
tanto f es isomorfismo.

Para objeto terminal la demostracion es analoga invirtiendo la orientacién de los morfismos

y el orden de composicién cuando sea necesario. O

1.2.3. Productos y ecualizadores

Definicion 1.9. Sean A, B dos objetos en una categoria C se define el producto cartesiano

(binario) de A y B como un objeto A x B, con dos flechas
TA:AXB—Ayng:AxB—B

verificando que para cualquier otro objeto C' € Ob(C) y flechas f: C — A, g: C — B,

existe una unica flecha m : C — A x B tal que
mtpom=gymaom=f

O lo que es lo mismo, que hace el siguiente diagrama conmutativo

TA TB
A——AxB—B

T

' Im

|

|

C
mA 'y T se dicen proyecciones.
Notacion: Suponiendo la situacién y las notaciones de la definicion anterior, podre-

mos denotar m : C' — A x B como m = (f,g).

Ejemplos:



I. Productos binarios en Set: El producto cartesiano de dos conjuntos A, B € Set es
el producto cartesiano conocido A x B = {(a,b)|a € A,b € B}, con las proyecciones
ma(a,b) = ay wp(a,b) = b. Veamos que efectivamente verifica la definicién:

Sea C' un conjunto, f: C — A, g : C — B dos flechas, definimos m : C — A x B
tal que m(c) = (fc, gc) para todo ¢ € C. Es inmediato que tgom =gy mgom = f.
Veamos la unicidad, sin : C — A X B verifica rpon =gy w4 0on = f entonces
para todo ¢ € C n(c) = (nic,nac) verifica gc = mp o n(c) = nac y andlogo para ng

por tanto n(c) = (fe, gc) = m(c) = n =m.

1. Productos binarios en Top: Dados (X1,71), (X2, 72) dos espacios topolégicos, tene-
mos el espacio topolégico producto (X1 x Xo,7) donde 7 es la topologia que tiene
como base {A; x Ay tal que A; € 1, Ay € 1} ﬂ Consideramos las proyecciones:
pi(x,y) = x, pa(z,y) = y que son aplicaciones continuas sobre (X1 x X2, 7). Entonces

se verifica la definicién de producto.

1. Productos binarios en Pos: Dados (A, <4), (B, <p) consideramos
A x B={(a,b) tal que a € A,b € B}

con la relacién (a,b) < (d/,b') & a <4 d y b <p UV, esto define un orden en
A x B por ser <4,<p o6rdenes. Tomamos las proyecciones pg : A x B — A,
pp : A X B — B como pa(a,b) = ay pp(a,b) = b, estan en la categoria ya que
(a,b) < (/b)) = pa(a,b) =a <gd =pa(d,V) y andlogo para pg.

Sean f : (C,<¢) — (A,<4), g : (C,<p) — (B, <p) dos morfismos, definimos
m : C — Ax B como mc = (fc, gc) que es mondtona por serlo f y gy se comprueba

facilmente que es la tnica verficando pgom = f, pgpom = g.
Proposiciéon 1.4. Los productos en una categoria son tinicos salvo isomorfismo.

Dem. Sean (P, p1,p2) v (@, q1,q2) dos productos de A y B en una categoria C. Por defini-
cién de producto existe un tnico i : P — @ tal que ¢y 01 = p1 y g201 = ps y andlogamente

un unico j: Q — Ptalquepioj=q yp2oj = q.

Componiendo obtenemos p; 0 joi = g o¢ = p; y andlogamente py o j 04 = ps. De forma
inmediata tenemos también p; o 1p = p; y p2 o 1p = ps. Entonces como P es un producto

y tanto 1p como j o ¢ verifican la condicién de la propiedad universal de la definicién de

2Como estamos en el caso finito la topologia producto coincide con la topologia por cajas.
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producto, por unicidad 1p = j o i. De forma andloga obtenemos i o j = 1g y por tanto P

y @ son isomorfos. O

Definicién 1.10. El producto de una coleccion de objetos {A;}icr en una categoria C es
un objeto [[;c; Ai, y una coleccién de proyecciones 7; : [[,.; Ai — Aj;, de forma que
para todo objeto C' de C y flechas f; : C — Aj, existe una tinica flecha f : C' — [, 4:
tal que mjo f = f; Vj € 1.

Definiciéon 1.11. Una categoria se dice que tiene todos los productos finitos, si posee

objeto terminal y para cada coleccion finita de objetos existe su producto.

Definiciéon 1.12. Sea C una categoria, f,g : A — B dos flechas en ella, el ecualizador
de fy g es una flecha m : E — A tal que f om = gom para toda flechan : FF —> A con

fon = gon existe una Unica h : F — FE tal que moh =n.

E-"sA——=B

A g9
Alh /
n

F

Proposiciéon 1.5. Dada una categoria C
I. Los ecualizadores son tnicos salvo isomorfismo.
11. Un ecualizador es siempre monomorfismo.

Dem. Sean m : £ — A, n : FF — A dos ecualizadores de f,g : A — B. Por ser
m ecualizador y n una flecha tal que f on = g on tenemos que existe una tnica flecha
i: F — F tal que m oi = n. Analogamente existe una unica flecha j : E — F tal que
n o j = m. Consideramos la flecha i o j : E — FE que verifica moioj =mnoj =m pero
m o 1lg = m, luego por la propiedad universal del ecualizador ¢ o j = 1g, andlogamente

joir=1p.

Sean hi, ho : C — E tal que moh; = mohsy denotemos z = moh; = mohy : C — A.
Como fom=gom= fomoh; =gomoh; = foz=goz, por propiedad universal
del ecualizador existe un unico ¢ : C' — FE tal que moi =z = mo h; = mo he, por tanto

i = h1 = ho y tenemos que m es monomorfismo. O

Definicion 1.13. Sean A, B dos objetos en una categoria C, el coproducto o suma de A
y B es un objeto A + B con un par de flechas iy : A — A+ B, ig : B — A+ B,
verificando que para cada objeto C' y flechas f: A — (', g : B — C existe una unica
flecha m : A+ B — C tal que

moityg =moipg
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A4>A+B<7B
\ EIV

Proposicién 1.6. Los coproductos en una categoria son tinicos salvo isomorfismo.

Dem. La demostracién es analoga a la de 1.4 cambiando producto por coproducto e

invirtiendo la direccion de las flechas y el orden de composicién cuando sea necesario. [
Podemos otra vez generalizar a coproductos arbitrarios:

Definicién 1.14. El coproducto de una coleccion de objetos {A;};cr en una categoria C
es un objeto Y ;.; A, y una coleccién de flechas p; : Aj — > 7./
todo objeto C de C y flechas f; : Aj — C, existe una tinica flecha f: 3 . ; A; — C tal
que fop;=f; Vi€l

A;, de forma que para

Definiciéon 1.15. Sean f,g : B — A dos flechas, el coecualizador de fy g en C es un
morfismo ¢ : A — @ tal que qo f = qo g y para toda flecha p: A — S verificando que
po f =po g existe una tnica flecha u : Q — 5 tal que uwoq = p.

f q
B—=A-%1.Q
g

lu
'
S

p

Proposiciéon 1.7. Si ¢ es un coecualizador en C de algtin par de flechas, entoces es un

epimorfismo.

Dem. Sean hi,hs : Q — C tal que hiog = hoog denotemos a este morfismo z : A — C.
Como go f =qog= hioqof=hgsoqog= zo f=zog, por propiedad universal del
coecualizador existe un tnico ¢ : Q — C tal que iog = z = hy o ¢ = hg o ¢, por tanto

1 = hy = ho y tenemos que ¢ es epimorfismo. O

1.3. Limites y colimites

En esta seccién introduciremos los limites en teoria de categorias. Todas las estructuras

abstractas vistas hasta ahora son casos particulares de limites o de colimites.
Definiciéon 1.16. Sean J y C dos categorias un diagrama de tipo J en C es un funtor
D:J—>¢C

A la categoria J la denominaremos categoria indice. Para cada objeto i € J denotaremos
D; al objeto asignado por D: J — C. Analogamente si « : 4 — j es un morfismo en 7,

denotaremos D, a Da.
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Un cono en un diagrama D es un objeto A € C junto con una coleccién de flechas
¢j + A — Dj de forma que para todo i €Ob(J) y para toda a : j — i se verifica

¢; = Dy o ¢j. Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

A

VN

D; e

D;

Definicién 1.17. Sea D: J — C un diagrama y (A, a;)jes, (B,bj)jcs dos conos en D,
un morfismo de conos es una flecha en C, f : A — B con la propiedad de que para todo
1€J a;=bjof.

A la categoria de los conos en D con los morfismos de conos la denotaremos Conos(D).

Dado un diagrama D, es una mera comprobacién ver que Conos(D) es una categoria.

Ahora estamos en condiciones de definir un limite.

Definicién 1.18. Sea D un diagrama de tipo J en C. Un limite en el diagrama D: J — C

es un objeto terminal en Conos(D).

Directamente de la definicién podemos deducir que un limite tiene la siguiente propie-

dad universal:

Proposicién 1.8. Sea D: J — C un diagrama de tipo J, (L,p;)ics un limite en D,
entonces para cualquier cono (C,¢;);c7 en D existe una tnica flecha u : C — L tal que

para todo i : p;ou = ¢;
Dem. Consecuencia inmediata de la definicién de objeto terminal. O

Como ejemplos podemos ver que algunos de los objetos anteriormente definidos son

limites en alguna categoria.

Ejemplo 1: Producto visto como limite.
Consideramos J = {1,2} como la categoria con dos objetos y ningtin morfismo distinto
de la identidad, graficamente podemos representarla de la siguiente forma: © ®
Un diagrama de tipo J en una categoria C es un funtor D que asigna un par de objetos

A, BenC alos indices 1 y 2. Un cono en D es un objeto C' y un par de flechas ¢; : C — A

C1 C2
y ca : C — B en C. Un cono tiene entonces la forma: A—C—B

p1 D2

Veamos que un cono terminal en D es exactamente el producto de Ay B. Sea A—P—B

un objeto terminal en Conos(D), entonces para cualquier otro cono (C, ¢y, c2) existe un
unico morfismo de conos u : C' — P, es decir una tunica flecha v : C — P en C tal que

para todo ¢ € J ¢; = p; o u que es efectivamente la definiciéon de producto en C.

Ejemplo 2: Ecualizador visto como limite.

13



Consideramos ahora la categoria J siguiente: e = o
Un diagrama de tipo J en una categoria C genera el mismo esquema pero con objetos

y morfismos de C

f
A—/x<B
g

Un cono seria un objeto C' € C con un par de flechas cq4 : C — A, ¢cg: C — B
verificando cg = foca y cg = gocy o lo que es equivalente f ocyg = g o ca. Un cono

terminal (F, e, ep) verifica:
» Por ser cono foeq =goea.

= Por ser terminal, para cualquier otro cono, es decir un objeto C' en C verificando que
existe cy : C —> Ay focy = gocy, existe un inico morfismo de conos v : C' — E,

es decir una unica flecha u : C — F en C tal que c4y = egouy cg =egou.
. Puede existir una flecha cumpliendo ¢4 = e4 o w pero no cg = eg o w?, por ser C' un
cono cg = focy entonces cg = focy = foegow=egow.
Como siempre, tenemos los conceptos “duales”:

Definicion 1.19. = Un cocono en un diagrama D es un objeto A € C junto con una
coleccién de flechas ¢j : D; — A de forma que para todo i €Ob(J) y para toda

a:j — 1 se verifica ¢; = ¢; 0 Dy,

» Dados (4,aj)jes, (B,b;)jes dos coconos en D. Un morfismo de coconos es una
flecha en C, f: A — B con la propiedad de que para todo i € J b; = f o a;.
A la categoria de los coconos en D con los morfismos de coconos la denotaremos
Coconos(D).

» Un colimite es un objeto inicial en Coconos(D)

Definiciéon 1.20. Dada una categoria C diremos que tiene todos los limites pequenos si
para cualquier categoria indice cuya coleccién de objetos y de morfismos sea un conjunto
existe un limite. Diremos que tiene todos los colimites pequenios si para cualquier categoria

indice cuya coleccién de objetos y morfismos sea un conjunto existe un colimite.
Teorema 1.2. Dada una categoria C son equivalentes:

I. C tiene todos los limites pequenos.

11. C tiene todos los ecualizadores y productos pequenos.

Dem. Que limites pequenos implica productos pequenos es generalizar el ejemplo del
producto y ecualizadores que ya ha sido visto. Veamos que dada una categoria C con pro-

ductos pequenos y ecualizadores podemos construir cualquier limite pequeno:

14



Para ello consideramos D:J — C donde J es una categoria pequefa. [ [;cop,s Di existe
por ser J pequeno, con sus proyecciones m; : HieObJ D, — D;y HaeMor(C) Dcodom(a)
con sus proyecciones g, : | [ aeMor(C) Dcodom(a) — Dcodom(a).

Consideramos ahora ¢, ¥ : [[;cops Di — 11 aeMor(¢) DCodom(a) definidas de la forma
Ta O @ = TCodom(a) ¥ Ta © = Dgyo0 ﬂ—Codom(cx)H‘
Consideramos su ecualizador, tenemos la siguiente situacion:

¢
E 4>6Hi60b(j) D; —ZHQGMOT(Q DC’odom(a)'

Consideramos (F,¢;);c7 donde e; = m;oe. Sea ¢ : C —» HiEOb(J) D;, escribiendo
¢i =moc:C — D;, esto describe un cono si y solo si para todo i € Ob(J) y a:i — j

¢j = D, o ¢; pero tenemos:

Cj = Teod(a) © € = Ta © oc

Dy oci =Dy 0 Tgom(a) © ¢ = Ta ©PC

entonces ¢; = Dy oc¢; € ¢c = 1)c luego por las propiedades de ecualizador existe una tinica
flecha m : C — FE en C tal que ¢ = eom y m es un morfismo de conos pues para todo
1€ J ¢g=e;0m. ]

Como se indica en [3], la demostracién anterior puede adaptarse facilmente para ver
que existen productos de cardinalidad Z y ecualizadores si y solo si existen limites de
cardinalidad Z.

Teorema 1.3. Dada una categoria C son equivalentes:
I. C tiene todos los colimites pequenos.
11. C tiene todos los coecualizadores y coproductos pequenos.

Dem. Es una repeticion de la demostracién anterior cambiando la direccién de las flechas,

el orden de composicién y cada estructura por su “co-estructura’”. ]

Definicion 1.21. Un funtor F:C — D preserva un limite de tipo J si para todo limite
(L, pi)ies en un diagrama D:J — C se tiene que (FL,Fp;);cs es un limite en FD:J — D.

3¢ y 1 estan en la categoria por definicién de producto. Para cada o € Mor(7), tenemos que

TCodom(a) * H D; — DCodom(a)~
i€ObJ

Por definicién de producto para [[., Dcodom(a) €xiste un dncio morfismo

(i) : H D; — H DCodom(a)

1€ObJ aeMor(C)

tal que pia © ¢ = TCodom(a)- Andlogo para 1.
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1.4. Exponenciales

Las exponenciales pueden entenderse como la nocién categédrica de los espacios de
funciones, son ademds un ejemplo de estructura abstracta que no es un limite. Antes de
dar la definicién de exponencial, introducimos una notacion:

Notacidén: Sea C una categoria con productos finitos, supongamos la siguiente situa-

cién

Donde 7; son las respectivas proyecciones de los productos. Entonces denotamos f x f’
ala flecha (fomg, f'omy) : Ax A’ — B x B, que, si se recuerda la notacién introducida
a continuacién de la definicién 1.9, es la tinica flecha m : A x A” — B x B’ verificando

que mpom = fom,y myom=fomy.

Definicion 1.22. Sea C una categoria con productos finitos. La exponencial de dos objetos
A, B en C es un objeto B4 con un morfismo ev : B4 x A — B verificando la siguiente

propiedad universal:

Para todo objeto C y flecha f: C' x A — B existe un tinico morfismo f :C — B4 tal
que evo (f x14)=f

BA BAx A B
w}g fAXlA[ f
C Cx A

Definicion 1.23. Una categoria se dice cerrada cartesianamente y se denota ccc si para

cada par de objetos existe su exponencial.
Ejemplos

1. Exzponenciales en Set: La categoria Set es ccc. Veamos como construir la exponen-
cial de dos objetos Ay B.
Consideramos como B4 las funciones {g : A — B} con la evaluacién ev(g,a) = ga.
Sea un objeto C' y una flecha f : C x A — B, consideramos f : ¢ — B4 como
fe = f(c,a). Entonces tenemos ev o f x 14(c,a) = ev(fe,a) = fe(a) = f(e,a). La

unicidad es inmediata.

1. Ezponenciales en Pos: Dados (A, <4), (B,<p) dos conjuntos parcialmente orde-
nados consideramos B4 = {f : A — B tal que f es mondtona} y definimos el
orden f < g siy solosiVa € A fa <p ga, la evaluacién ev(g,a) = ga y para toda

f:CxA— B, fc = f(c,a). Veamos que tanto ev como f son monotonas.
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= Sean (f,a),(f',a’) € B4 x A consideramos el orden visto para productos de
conjuntos parcialmente ordenados que denotaremos <. (f,a) <« (f',d') &
f<fya<ygd & Vae Afa <p flay a <4 d. Entonces ev(f,a) =
fa <p fd' por ser f monédtona y fa' <p f'd’, y por transitividad de <g,
ev(f,a) = fa <p f'd =ev(f',d).

» Esinmediato que f es monétona ya que f lo es (es un morfismo en la categoria)

y ¢ <¢ ¢ implica que (¢, a) <« (¢, a).
La unicidad de f , igual que en el ejemplo anterior, es inmedita.

Proposicién 1.9. Existe un isomorfismo Home(A x B,C) = Home(A, CB).

Dem. Consideramos las asignaciones

® : Home(A,CB) — Home(A x B,C) VY : Home(A x B,C) — Home(A, CB)

~

gr———g=evo(gxlp) f f

Donde f es el inico morfismo que verifica ev o ( f x 1p) = f que existe para todo
f: Ax B — C por la definicién de exponencial y por tanto W esta bien definida. Veamos
que efectivamente es un isomorfismo:
q)o\IJf:f:evo(fx 1g)=7f
U o ®g =g, donde § es la tinica funcién tal que g =evo (g x 1g) =g =g. O

1.5. Naturalidad

En [18] se dice que algo es “natural” si puede ser definido para todos los objetos a la
vez. Citando |31]: una ‘categoria’ se define para poder definir un ‘funtor’ y un ‘funtor’ se

define para poder definir una transformacion natural.

Definicion 1.24. Sean C y D dos categorias, F, G dos funtores de C en D, una trans-
formacion natural T : F = G es una coleccién de morfismos (¢ :FC —GC)ccon(c)
en D tal que para todo f : C — C’, 7cioFf =G f o 7¢. Es decir, el siguiente diagrama

conmuta:

_
ro - go

Ff‘ ‘Gf
TC/
FC' — GC'

Las transformaciones naturales no son mas que morfismos entre funtores. Fijadas dos

categorias, nos permite definir la categoria de sus funtores.

Definicién 1.25. Sean C y D dos categorias. Denotamos Fun(C, D) a la categoria cuyos

objetos son los funtores de C en D y flechas las transformaciones naturales entre ellos.

17



Para cada objeto F € Fun(C, D) se tiene 1 = (1pc : FC — FC)ccop(c)-

T n
s iz . — — .
La composicién de dos transformaciones naturales F G — H yiene dada por

(mo7)c=mncorc.
Efectivamente esto forma una categoria:

= La composicién de dos transformaciones naturales es una transformacién natural:

T n
Dados ¥ — G = H 57 serd natural si Vf : C — €’ en C se verifica

(not)croFf=Hfo(noT)c.

Por ser 7 una transformacion natural y asociatividad de la composiciéon en D tenemos
(not)croFf =nerorer oFf =ner o Gf o1e. Aplicando que 7 también es natural
se sigue: nor o Gforc =Hfoncorc =Hfo(nor)c.

= Que se cumplen las demas reglas de la composicién es una mera comprobacién que
deriva de que se cumplen en D:
7 : F = G entonces para todo C € C: (lgo7)c =lgecomc =7c = lgoT =7y

andlogamente se comprueba 7o lp = 7.

T n €
F—G=H=J paracada C € C: ((eon)or)c = (eon)core = (econe)ore

y por asocitividad (econg)oTc =¢€co(ncote) =€eco(not)c = (eo(noT))c =
(eom)or=eo(nor).

Sean

Definiciéon 1.26. Un isomorfismo natural entre dos funtores F y G de C en D es una

transformacion natural 7 : F = G que es un isomorfismo en la categoria Fun(C, D).

Lema 1.1. Una transformacién natural es un isomorfismo si y solo si cada componente

es un isomorfismo.

Dem. Sea 7 : F = G una transformacién natural con F,G en Fun(C, D).

Supongamos que 7 es un isomorfismo natural. Existe n : G = F tal que no7r = lp y
Ton=1lg y para cada C € C tenemos (no7)c =ncotc =1lpc y (Ton)c =T1c0onc =
lge = ne = (1¢)™.

Supongamos ahora que para cada componente 7¢ : FC' — GC existe 7 l.GC — FC
tal que 7'61 otc = lpc y T © 751 = lgc. Definimos n : G = F como n¢ = 751 para
todo C' € Ob(C). Veamos que 7 es una transformacién natural. Sea f : C — C’ queremos
ver ner o Gf =Ffone < 1crone o Gf =1eFfone < Gforc =1Ffonete <
G foro = 17ooF f lo que es cierto por ser 7 una transformacién natural. Nos queda ver que

not=1p y Ton =1 g pero es una comprobaciéon inmediata. g

Definiciéon 1.27. Dos categorias C,D se dicen isomorfas si existen funtores F:C — D,
G:D — C, tal que Fo G=1p y Go F= 1.
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Definiciéon 1.28. Dos categorias C, D se dicen equivalentes y se denota C ~ D si existen
funtores F:C — D, G:D — C, tal que Fo G es naturalmente isomorfo a 1p y Go F es
naturalmente isomorfo a 1¢.

En estas condiciones F y G se dicen pseudoinversos.
Definicion 1.29. Dos categorias C, D se dicen duales si C ~ DP.

Definicion 1.30. Sea F: C — D un funtor, C y D categorias localmente pequenas y
A, B € C un par de objetos. Consideremos Fap : Hom(A, B) - Hom(FA,FB) de forma
que Fapf =Ff. Bajo estas condiciones el funtor F se dice

» Fiel si F4p es inyectiva para cualquier par de objetos.
» Pleno si F 4p es suprayectiva para cualquier par de objetos.

= Fsencialmente suprayectivo en los objetos si para cada objeto D € D existe un objeto
C eC tal que FC = D.

Proposicién 1.10. Si F: C — D es pleno y fiel entonces FA = FB < A = B, para
cualesquiera A, B objetos de C.

Dem. Por hipétesis existe un isomorfismo f : FA — FB y por tanto su inverso f~ .
Como F es pleno existen h: A — B,g: B — A tal que Fh = f y Fg = f~!. Entonces
F(hog) = FhoFg = fo f! = 1gp = F(1p), y por ser fiel esto implica ho g = 1,
andlogamente podemos ver que go h = 14, y por tanto tenemos un isomorfismo A = B.

La otra implicacion es conocida para cualquier funtor, no necesariamente pleno y fiel. [

Notamos que en la demostracién anterior hemos probado también que tanto la imagen

como la preimagen de un isomorfismo por un funtor pleno y fiel es un isomorfismo.
Proposiciéon 1.11. Sea F: C — D un funtor son equivalentes:

I. F es parte de una equivalencia de categorias.

11. F es pleno, fiel y esencialmente suprayectivo en los objetos.

Dem. I= II: Si F es parte de una equivalencia entonces existe G : D — C e isomorfismos
naturales 7: l¢ = GoFyn:1p = FoG.
Veamo primero que F es fiel: sean F f = Fg entonces necesariamente f, g tienen el mismo

dominio y codominio f,g: C — C’ y los siguientes diagramas son conmutativos:

T T
c <. gFC c <. gFC

fJ jGF f gj JGFg
TC/ TC/
¢’ — GFC' ' —— GF(C'
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Es decir taro f = GF forg = GFgoto = 10109 = 7010 f = Ter 0g, y como T isomorfismo
natural sabemos que 7¢ es un isomorfismo, luego en particular es monomorfismo = f =g
= F fiel. Como G es parte de una equivalencia, hemos probado que también es fiel.

Veamos ahora que F es pleno: sea h : FC — FC’ en D queremos ver que existe f en

-1
TC Gh Tor
. ! N !
C tal que Ff = h. Definimos f:C GFC GFC C que esta en C pues
75,1 estd por ser 7o un ismorfismo y la composicion de flechas en C estd en C. Tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

.
c 2. gFC

f J JGFf
TC’/
C' — GFC'

y por tanto GFfotc = 1v o f = 70 075,1 oGforc = GFf =Gf y como G es fiel
Ff = h, luego F es pleno.

Por tdltimo veamos que es esencialmente suprayectivo en los objetos: dado D € D, como
n:1p = F o G es un isomorfismo natural np : D — F(GD) es un isomorfismo con GD
un objeto de C.

II=1: Partiendo ahora de que F es pleno, fiel y esencialmente suprayectivo en los
objetos queremos definir: G:D — C un funtor y dos isomorfismos naturales 7 : 10 = GoF,
n:1lp=FoG.

Como F es esencialmente suprayectivo en los objetos, para cada D € D existe algin C € C
y una biyeccién np : D — FC. Asi para cada D € D escogemos un C' que verifique
esto y definimos GD = C. Ahora para toda flecha h : D — D’ en D, consideramos
nproho 7751 :FGD — FGD'. Como F es pleno y fiel para nproho n51 existe una tnica
flecha f: GD — GD' tal que Ff = nproho 1751, tomamos entonces Gh = f. Veamos

que G asf definido es un funtor y que n = (1p) pcop(p) €s un isomorfismo natural.

» Claramente por como lo hemos definido Gh : GDom(h) — GCodom(h) para toda
flecha h de D.

= Glp es la tnica flecha f: GD — GD tal que Ff =npolpo 77]51 = 1p, entonces
F Glp = 1p, como F es pleno y fiel esto implica que G1p = 1gp-1p y por definicién
de G,F'D=GD = Glp = 1gp.

m Sean h: D — D'y h : D — D" Gh oh es la tinica flecha f tal que Ff =
np»o(h'oh)onp. Mientras que Gh y Gh' son las tinicas flechas g, ¢’ respectivamente
Fg = nD/ohonjsl yFg = nD//oh’onal, entonces Fg'oFg = UD”Oh/OUB}OﬁD’Ohoﬁﬁl =
Ff y por ser F un funtor sabemos que F(¢g’ o g) = Fg' o Fg = F f luego por unicidad
gog=f=GhoGh=G(h oh).

» 7 = (D) peop(p) es natural de forma obvia por como hemos definido G y un iso-

morfismo por serlo cada una de sus componentes.
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Nos queda solamente definir 7 : 1¢ = G o F. Para cada C € C consideramos:
nrc : FC — FGFC

npc es un isomorfismo, y como F es pleno y fiel, su preimagen por F también lo es.
Tomemos 7 actuando en los objetos de C de la forma 7¢ = Flnpc : C — GFC veamos
que es efectivamente natural y por tanto isomorfismo ya que cada componente lo es.

Sea f: C — (. Sabemos que para Ff : FC — F(’ se verifica:
nrc OFf =FGFfonpc © ForgoFf =FGFfoFor¢

y, por ser F un funtor, esto es equivalente a F(7¢v o f) = F(GF f o 7¢). Por ser F fiel, esto

implica 7¢v o f = GF f o 7¢. Por tanto 7 es efectivamente un isomorfismo natural. O
El siguiente teorema no vamos a probarlo, puede consultarse en [3].

Teorema 1.4. La categoria de las categorias localmente pequenias Cat con los funtores
entre ellas es cerrada cartesianamente, de hecho, dadas C,D dos categorias localmente

pequenas

CP = {F :D — C|F es un funtor }.

1.6. El lema de Yoneda

El Lema de Yoneda es probablemente uno de los resultados mas importantes en teoria
de categorias. Como se explica en [43], este lema implica que un objeto matematico general
puede “representarse” como un funtor que toma valores en Set. El lema de Yoneda puede
entenderse como un teorema de representacion que generaliza el de Cayley para gruposﬂ

A lo largo de esta seccion supondremos categorias localmente pequenas.
Definicion 1.31. Un funtor se dira encaje si es pleno, fiel e inyectivo en los objetos.

Definiciéon 1.32. Llamamos funtor de Yoneda al funtor:

y:C — Set®”

Llevando cada objeto C' € C al funtor Hom¢(—,C) : C°? — Set que actia de la siguiente
manera:
A un objeto A € C lo lleva al conjunto Hom¢(A,C) y a una flecha f: A — B € C? a

la aplicacién:

yC(f) : Hom¢(A,C) — Home(B,C)

g:A—Cr——gof

4“Todo grupo es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico.” ([44])
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A cada morfismo f: C' — D en C, y lo lleva a la transformacién natural

Home(—, f) : Home(—,C) = Home(—, D)

que para cada A € Ob(C)

yf(A): Hom¢(A,C) — Home(A, D)

g A—Cr— fog

Comprobemos que y esta bien definido y es, efectivamente, un funtor.

Como C es localmente pequena y Cat es ccc tenemos que Home(A, B) € Set para
todo A, B € C y que efectivamente existe Set®” = Fun(C, Set).

Para cada objeto C € C? yC = Home(—,C) : C°? — Set tal como lo hemos definido

es efectivamente un funtor:

I. f:A— B entonces yCf : yCA — yCB por definicién.
1. A € Ob(C), entonces yC(14)g = go 14 = g para todo g € Home(A,C), =
yC(1a) = lHome(A,0)-
nt. yC(foglh = ho(fog) = (hof)og=yC(flhog = yC(g)(yCf(h)) =
(yCgoyCfh = yC(fog) =yCgoyCf

Para cada morfismo f: C — D, yf es una transformacion natural. Sea una flecha
g:A— A’ yf esnatural si Home(g, D)oyfA =yfA o Home(g,C). Sea entonces
h € Home(A,C) tenemos:

Por un lado Home¢(g, D) o yfAh = Home(g,D)(foh) = fohog

Por otro lado: yfA' o Home(g,C)h =yfA (hog) = fohog

» y:C = Fun(C,Set) es efectivamente un funtor:

I. f:C — D entonces yf : yC = yD por definicién.

1. Sea A € Ob(C),yls: Home(—,A) = Homeg(—, A) es la transformacién natural

que para cada B € Ob(C) actia de la manera:

yla(B) : Home(B,A) — Home (B, A)

g laocg=yg

en Set esta aplicacion es la identidad del conjunto Home (B, A) = yA(B), es de-
cir para cada B € Ob(C): (y1a)c = LHome(B,A) = lya(B), ¥ esta transformacién
es precisamente 1,4 en Fun(C, Set).

1. Sean f:C — D,g: D — E tenemos que para cada A € Ob(C) y(g o f)(A)

actua de la forma :
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Home(A,C) Home(A,E)

h:A— Ctr———>gofoh
y (ygoyf)(A) lo hace igual:

W Home(a, Dy —29

Home(A,C) Home(AE)

h:A—C+H———— foh+——gofoh

Para cada objeto C' € C el funtor Home(—,C') es lo que se conoce como un funtor
representable (contravariante). Siguiendo [31] un funtor F: C — Set donde C es una
categoria localmente pequena se dice representable (de forma covariante) si existe un par

(¢, D) donde ¢ es una transformacién natural y D un objeto de C de forma que
¢:Home(D,—) = F.

Lema 1.2. (Yoneda) Sea C una categoria localmente pequena, F : C°%? — Set un funtor

y C € C un objeto, entonces existe una biyeccién natural en C' y en F
Hom(yC,F) = FC
donde y es el funtor de Yoneda y Hom(yC, F) son las transformaciones naturales

T7:yC = Home(—,C) = F.

Dem. Definimos:

®: Hom(yC,F)

FC v.FC Hom(yC,F)

7T:yC =Fr— 7¢(10) at Ta

siendo para cada objeto B € C 7,5 : Hom¢(B,C) — FB tal que 7,ph = Fh(a).

» & estd bien definida, pues para 7 € Hom(yC,F), 7¢ : Hom¢(C,C) — FC entonces
Tc(lc) e FC.

= Veamos que VYa = 7, es efectivamente una transformacién natural, sea f: A — B
en C tenemos por un lado (Ff o 7,p)h = Ff o Fh(a) = F(ho f)(a) y por otro
(taacyCf)(h) = Taa(ho f) = F(ho f)(a), luego el siguiente diagrama es conmutativo

yCA A FA

ny‘ ‘Ff
yCB B, pp
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= & y U son inversas una de la otra:
P o¥(a) = D(1,) = Tac(1c) = Flo(a) = 1pc(a) = a.
Vo (1) = ¥(1c(1le)) esto serd 7 si y solo si para cada B € Ob(C°P) tenemos que
(U(rcle))p = 8. Sea h € yCB = Home(B,C), (Y(rcle))ph = Fh(rcle). Por

ser 7 una transformacion natural, el siguiente diagrama es conmutativo:

T
yCB —2. ¥R

yCh‘ [Fh
T
yCC —< RO

por tanto (V(7cle))ph = Fh(tcle) = TyCh(le) = 18(1coh) = T8h = (Y(1clo))B =

T8 = Y (1¢1lc) = 7. Tenemos entonces un isomorfismo.

= La naturalidad en F significa que para toda transformacion natural 7 : F = G el

siguiente diagrama es conmutativo:

P
Hom(yC,F) Y . ¥C
Hom(yC, T)J JTC
iJe!
Hom(yC, G) GC

Consideramos 7 € Hom(yC,F), (PgoHom(yC,7))(n) = ®a(ron) = (ton)c(lc) =
(rconc)(le) = 1e(ncle) = (1¢ ° Or)(n).

= La naturalidad en C significa que para toda flecha h : C' — D el siguiente diagrama

es conmutativo:

®
Hom(yC,F) ¢ . ¥c
Hom(yh,F) ‘ ]Fh
®p
Hom(yD, F) FD

Sea n € Hom(yD,F), (¢ o Hom(yh,F))(n) = ®c(noyh) = (noyh)c(le) =

nc(yhele) = nc(hole) =nc(lp o h) = nc(yD(h)(1p)). Ahora como 7 : yD = F

es natural y h : C' — D tenemos ng o yD(h ) F(h) o np, luego la igualdad sigue
).

nc(yD(h)(1p)) = (F(h) onp)(1p) = (F(h) o ®p)(n 0
Corolario 1.1. El funtor de Yoneda, y, es un encaje.

Dem. La inyectividad en los objetos es trivial pues,

yC =yD < Home(—,C) = Home(—, D) < C = D.
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Sean C, D € Ob(C) por el lema de Yoneda sabemos que
Hom(yC,yD) = yDC = Hom¢(C, D).

Este isomorfismo, tal y como se definié en el lema anterior viene inducido por y. En este

caso tenemos

U :yDC = Hom¢(C,D) — Hom(yC,yD)

hi Th

donde 1,5 : Hom(B,C) — Hom(B, D) actia de la forma 7,5f = yDf(h) = ho f =
yh(B)(f) = mhg = yh(B) = Uh =7, = yh = ¥ = y. 0

1.7. Adjuntos

La nocién de “adjuntos” es muy antigua en dreas como la de ecuaciones diferencia-
les, sin embargo, no se formula explicitamente en teoria de categorias hasta 1958 por Kan
([29]). Aunque aqui no llegaremos a la profundidad suficiente como para hacer esto explici-
to, los adjuntos son una de las construcciones mas importantes en teoria de categorias.
Existen ademéas muchos paralelismos entre la nocién de operador adjunto[ﬂ y la de funtor
adjunto ([33]).

Para esta parte seguiremos considerando categorias localmente pequenas.
Definicion 1.33. Una adjuncidén consiste en dos funtores
F:C=2D:G
tales que para cualquier C' € C, D € D existe un isomorfismo
¢ Homp(FC,D) = Hom¢(C,GD) : ¢

que es natural en C' y D. En estas condiciones diremos que F es adjunto por la izquierda
de G y G es adjunto por la derecha de F, y se denota F-G.

Proposiciéon 1.12. Si G y G’ son adjuntos a la derecha de F, entonces son isomorfos.

Dem. F-G y F4G’ implica Hom¢(C,GD) = Hom¢(C,G’D) para todo C € Cy D € D,
pero Hom¢(C,GD) = yGD(C), tenemos luego yGD(C) = yG’D(C) naturalmente para
todo C' € C entonces yGD = yG’D = GD = G’D naturalmente en D lo que implica
GG O

Definicion 1.34. Sea F : C 2 D : GG una adjunciéon

En anélisis funcional, T* € L(Ha, H1) es adjunto de T € L(Hi, H2) si verifican (T, y) = (x, T*y) para
todo x € Hi, y € Hy con Hi, Hs espacios de Hilbert ([34]).
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I. Se dice unidad a una transformacion natural n : 1o = GF tal que para cada flecha
a : X — GY en C existe una unica flecha & :FX — Y en D de forma que

a =Ganx.

I1. Se dice counidad a una transformacién natural ¢ :FG = 1p tal que para cada
flecha B8 :FX — Y en D existe una tnica flecha B : X —GY en C de forma que

8= syFB.
Proposicién 1.13. Dados dos funtores F : C &2 D : G, son equivalentes:

I. Existe una transformacion natural i : 1¢ = GF tal que para cada flecha o : C' —

GD en C existe una unica flecha & :FC — D en D de forma que a =Ganc.

1. Existe una transformacion natural € :FG = 1p tal que para cada flecha § :FC' — D
en D existe una unica flecha ﬁ :C —GD en C de forma que § = 5DF[§.

1. Para cualquier C € C, D € D existe un isomorfismo
¢ : Homp(FC,D) = Hom¢(C,GD) : ¢

que es natural en C'y D.

Estas condiciones se relacionan por las férmulas

nc = ¢lrc, ¢(g) = G(g) onc
ep = Plap, Y(f) =ep o F(f)

Dem. I=III: Definimos ¢ : Homp(FC,D) — Hom¢(C,GD) como ¢(g) = G(g) o nc
que estd claramente en Home(C, GD) pues G(g) : GFC — GD, n¢g : C — GFC y la
composicién esta en la categoria.

Como C, D son localmente pequenas ¢ es un morfismo en Set, asi que serd isomorfismo si

y solo si es biyectiva.

» Suprayectividad: Sea h € Hom¢(C,GD), entonces por I existe una tunica flecha
h:FC — D tal que h = Ghye = ¢(h).

» Inyectividad: ¢(g) = ¢(h) & Ggne = Ghne : C — GD por unicidad de la

condicion para 7 esto implica g = h.
Veamos ahora la naturalidad:

s La naturalidad en C' implica que para todo morfismo f : C — C’ en C el siguiente

diagrama es conmutativo:

Homp(FC', D) e, Home(C',GD)
Homp(Ff, D)J JHomc(f, GD)
Homp(FC, D) %o, Home(C, GD)
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Sea entonces g : FC' — D:
(Home(f,GD) o ¢cr)(g) = Home(f, GD)(G(g) oner) = G(g) oner o f y como 1 es

natural:
nero f = GF(f)onc, entonces G(g)onero f = G(9)GF(f)onc = G(goFf)onc =
pc(goFf) = pc(Homp(F f,D)(g)) = (¢c o Homp(F f, D))(g).

» La naturalidad en D significa que para todo g : D — D’ en D el siguiente diagrama

es conmutativo:

Homp(FC, D) _¢p Home(C, GD)
HomD(FC’,g)J JHomc(C, Gyg)

/

Homp(FC, D) 2" Home(C,GD')

Sea h: FC — D:
(Home(C,Gg)oopp)(h) = Home(C,Gg)(Ghone) = GgoGhong = G(goh)ong =
é¢pr(goh) = ¢p(Homp(FC,g)(h)).

III=1: La naturalidad en D significa que dadas f : FC — Dy g: D — D’
(Home(C,Gg) o ¢)f = (¢ o Homp(FC,g))f < Ggoo(f) = ¢(ge f).

Anélogamente la naturalidad en D implica que dadas h: C — C'y f: C' — GD

U(f oh) =9(f) o Fh.

Definimos entonces 7 : 1¢ = GF como n¢ = ¢(1lpc) para todo objeto C € C, veamos que

efectivamente es natural.

c—" . grc
f\ \GFf
o —< . GFC

Dado f: C — C’, queremos ver ngr o f = GFf ongc.

UC'Of = Homc(f, GFC,)(UC’) = HomC(fa GFC,)(¢(1FC')> = (HomC(f7 GFC,)O¢)(1FC’)7
notando que la naturalidad de ¢ para C implica Home(f, GFC")o¢ = poHomp(F f,FC'),

se sigue: (Home(f, GFC")o¢)(1pcr) = poHomp(F f,FC')(1pcr) = ¢(Homp(F f,FC')(1pcr)) =

¢(lrcr o Ff) = ¢(Ff) = ¢(Ffolpc) = GFfo¢(lrc) = GFfonc.
II< 11 se tiene por un razonamiento analogo. ([l

Ejemplo: Grupos libres sobre un conjunto:
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Definicién 1.35. Un grupo libre sobre un conjunto X es un par (F,i) donde F' es un
grup(ﬂ 1 : X — F una aplicacién, tal que para todo grupo G y toda aplicacién f :
X — @ existe un unico homomorfismo de grupos g : ' — G verificando f = g o i, es

decir, haciendo el siguiente esquema conmutativo:

F2 ¢

|4

X

Definicién 1.36. A la categoria cuyos objetos son los grupos y morfismos los homomor-

fismos de grupos entre ellos la denotaremos Grupos.

Consideremos el funtor U : Grupos — Set, que a cada grupo le asocia su conjunto
subyacente y a cada homomorfismo de grupos la aplicacién entre conjuntos actuando de
igual forma que el homomorfismo.

A este funtor se le suele llamar funtor olvido.

Supongamos que existe un funtor F : Set — Grupos tal que F 4 U. Entonces para
cada conjunto X, grupo G y flecha f : X — U(G), es decir, aplicacién f : X — G,
existe una tunica flecha g : F(X) — G tal que f = U(g) onx donde 1 : 1get = U F es la
unidad de la adjuncién.

Como g es una flecha en la categoria de grupos es un homomorfismo de grupos. Ademas,
por céomo actia el funtor olvido tenemos que f = gonx y nx : X — FX. Es decir,
(FX,nx) es un grupo libre sobre el conjunto X.

1.7.1. Caracterizacion de las unidades

Esta tltima parte se ha seguido por el anexo de categorias de [40] y nos permitird
simplicar alguna demostracién en el capitulo de topologia sin puntos.
Mantenemos la misma notacién usada hasta ahora, consideramos F : C =2 D : G tales

que F-G. Entonces existen isomorfismos
¢c,p : Homp(FC, D) = Hom¢(C,GD) : Ycp

naturalesen C'y D,y n:1¢c = GF, ¢ :FG = 1p la unidad y counidad respectivamente.
Segin esta notacién y la proposicién 1.13 tenemos e = ¢crc(lrc) vy €p = Yap,p(lep)-
Ademas, por naturalidad de ¢ en D se tiene que para toda flecha f : FC — Dy
g:D— D"
G(g) o pc,p(f) = dc.p'(go f)

y por naturalidad de ¢ en C, para toda f : C — C’, g: C' — G(D):

Yerp(g) oFf =vep(go f)

5Un grupo es un conjunto dotado de una operacién binaria interna (G, -) verificando: asociatividad,
existencia de elemento neutro y existencia de inversos. ([44])
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Proposicién 1.14. En las condiciones anteriores, para todo C € C, D € D se tiene:

erc o F(nc) = 1rc
G(ep)onep = lap

Dem. crc o F(nc) = Yarcrc(lare) o F(ocrc(lrc)) = Yorc(lare © ¢orc(lrc)) =
Yere(dorc(lre)) = lrc ya que Yorc es inversa de ¢oFc.

Por el otro lado: G(ep)ongp = G(¥Yap,n(lap))ovep rep(lrep) = ¢ep.p(Yep,p(lap)o
lrep) = ¢ap,p(Yep,p(lep)) = labp- a

Teorema 1.5. Existe una correspondecia biyectiva entre adjunciones
¢—— :Homp(F—,—) = Home(—,G—) ¢ _

y pares de transformaciones naturales n : 1o = GF y € : FG = 1p tales que para todo
C €C, D € D verificando

erc o F(ne) = 1rc
G(ep)onep = lap
Dem. Por la proposicién 1.13, a partir de una adjuncién sabemos como definir un par de
transformaciones naturales que, por 1.14, verifican las propiedades.
Sean 7 y € dos transformaciones naturales verificando epc o F(n¢) = 1lpc v G(ep) o

nagp = lgp para todo C € C y para todo D € D, entonces definimos ¢(g) = G(g) onc y
U(f) =ep oF(f) paratodo g : FC — Dy f:C — GD.

= ¢ y % son inversas:

o pop(f) =¢(epoF(f)) = G(epoFf)onc. Como G es un funtor esta igualdad

sigue: G(ep) o GF f on¢, por naturalidad de 7 tenemos que lo anterior es igual
a G(ep)ongpo f=1lapof=f.

e Yog(g) =¢(G(g)onc) =epoF(G(g)onc) =epoFG(g)oF(nc) = goerc o
F(nc) =golrc =y

= Comprobamos la naturalidad en C'y D para ¢:

e Sea f:C — C'y g:FC' — D entonces ¢c.p o Homp(Ff,D)(g) = ¢c.p(go
Ff)=G(goFf)onc = G(g)oGFfonc =G(g)onc of=dcplg)of=
Home(f, GD) o ¢cr,p(9)-

eSecag: D — D'y f:FC — D tenemos Home(C,Gg) o ¢pc.p(f) =
Gg o ¢op(f) = Ggo G(f)onc = G(fog)onc = ¢op(goef) = dcp o
Homp(FC, g)(f).

= Ver la naturalidad para ¢ es similar.
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Supongamos ahora una adjuncién ¢_ _ : Homp(F—,—) = Home(—,G—) : ¢Y_ _, a
partir de ella construimos las unidades n y € y después obtenemos una nueva adjunciéon

@', 1, entonces
¢'(g9) = G(g) onc = G(g) 0 ¢(1rc) = ¢(g 0 1pc) = d(9)

Por tanto ¢ y 1/ también coinciden.
Si partimos de dos transformaciones naturales 17 y € cumpliendo las propiedades del

enunciado, construimos ¢ y v, y volvemos a obtener las unidades 1/, &’ tenemos:

ne = ¢(1rc) = G(lrc) o ne = lgrc © nc = nc
e =v(lgp) =epoF(lep) =ep o lrep =€b.
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Capitulo 2

Dualidades Categodricas entre
espacios topolégicos y estructuras

algebraicas

Ahora que tenemos las herramientas categoéricas necesarias, vamos a proceder al estudio
de algunos casos particulares de dualidades categéricas. Para ello seguiremos el siguien-
te procedimiento. Primero nos olvidaremos de las categorias y estudiaremos de forma
topoldgica y algebraica los espacios involucrados. Una vez establecidos los isomorfismos
(homeomorfismos y homomorfismos de los reticulos correspondientes), procederemos a
“generalizar a la categoria”. Considerando ya las categorias construiremos los funtores y

las transformaciones naturales necesarias en cada caso.

2.1. Alexandroff

La primera dualidad que vamos a estudiar es la que existe entre los espacios topolégicos
cerrados bajo intersecciones finitas, llamados de Alexandroff, y los conjuntos con relaciones
reflexivas y transitivas, es decir, dotados de un preorden. Para esta parte seguiremos [7].

Aunque estdn repetidas en el anexo A, vamos a introducir aqui algunas definiciones.
Definicién 2.1. Sea (F, R) un conjunto con una relacién y U C F entonces U se dice
= Congunto clausurado superiormente si x € U, y € F' con xRy implica y € U.

= Congunto clausurado inferiormente si x € U, y € F' con yRx implica y € U.

2.1.1. Espacios topoldgicos de Alexandroff

Definicién 2.2. Un espacio topoldgico (X, 7) se dice de Alexandroff si la interseccién

arbitaria de conjuntos abiertos es un abierto.
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Proposicién 2.1. Un espacio topolégico (X, 7) es de Alexandroff si y solo si para todo
x € X existe un entorno minimo en el sentido de que estd contenido en cualquier otro

entorno.

Dem. Suponemos (X, 7) de Alexandroff y consideramos V() el conjunto de los entornos
de z, veamos que (|V(z) es un entorno y por tanto es minimo. Para cada V € V(x)
existe un abierto U tal que x € U C V, consideramos U la interseccién de estos abiertos

y verifica:
= U4 € 7 por ser un espacio topoldgico de Alexandroff.
» U S\ V(2).
mzEU.

(V(x) es efectivamente un entorno de x.

Sea {U;}icr € 7, consideramos la interseccion ();c; U; y el conjunto
U ={V|V es el entorno minimo de x con z € (,c; Us}.

El entorno minimo de cualquier elemento es necesariamente un abierto, por tanto U € 7.
Ademas tenemos que por definicién (),c;U; € U y para todo x € U € V con V el

entorno minimo de algiin elemento y € ();c; Us;. Si = no estuviera en ();; U; existiria

el
algun U; tal que x ¢ U;, y € U; y por tanto V N U; es un entorno de y distinto de
V tal que VN U; C V lo que es una contradiccién con que es el minimo. Entonces

UCNictUim U= UieT. O
Observacion: En caso de existir el entorno minimo de un elemento en un espacio
topoldgico, este entorno serd necesariamente un abierto.
2.1.2. Construccion del espacio topolégico.
Dado (X, R) un conjunto con una relacién reflexiva y transitiva consideramos
Tr = {A C X tal que A es un conjunto clausurado superiormente de X}
Veamos que esto define una topologia sobre X:
= X,( estdn en 7g.

» Sea {U;}ic;r C 7R arbitrario, veamos que |J,.; U; es un conjunto clausurado supe-

el
riormente.
r € ;e Ui y #Ry entonces = € U; para algin i € I y xRy, como U; clausurado

superiormente y € U; = y € Uz‘el U;. Por tanto Uie[ U; € r.

= Sean Uy, Us dos conjuntos clausurados superiormente x € Uy N Uy, xRy entonces
reU,zRy=yec U yxe€Uy,xzRy =1y € U por tantoy € Uy NUy = U; NUs es

un conjunto clausurado superiormente.
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A lo largo de las siguientes proposiciones consideraremos siempre (X, R) un conjunto
con R un preorden y (X, 7gr) el espacio topoldgico donde los abiertos son los conjuntos

clausurados superiormente de X.
Proposicién 2.2. (X, 7r) es un espacio topolégico de Alexandroff.

Dem. Sea x € X veamos que R(z) = {y € X|zRy} es su entorno minimo.

Sea y € R(z) y yRz entonces xRy yRz y por transitividad xRz por tanto z € R(x),
asi que R(x) es un abierto. Ademds = € R(z) por reflexividad. R(x) es un abierto que
contiene a x, veamos que para cualquier otro abierto U que contenga a z, R(x) C U.
Sea y € R(x) entonces xRy, como x € U y U es un conjunto clausurado superiormente
yeU= R(x)CU.

Para cualquier elemento de X existe su entorno minimo = (X, 7r) de Alexandroff. O

Proposicién 2.3. La coleccién de conjuntos {R(x)},ex, donde R(z) = {y € X|zRy},

forman una base de (X, 7R).

Dem. Sea x € X, R(z) es abierto: y € R(x),yRz = zRy,yRz = ©Rz = z € R(x).
Sea U € Tg, entonces U = Uyey R(x):

» U C UyepR(z) es inmediato pues = € R(z) para todo x € X.
» Sea y € UpeyR(x), entonces y € R(x) para algin z € U = xRy para algin z € U y
U clausurado superiormente = y € U. ]
2.1.3. Construccion de la relacion reflexiva y transitiva.

Reciprocamente, dado un espacio topolégico (X, 7) podemos construir lo que llamare-

mos preorden de especializacion en X de la siguiente manera:
TRy & x € {y}.
Esto es equivalente a que YU € 7 con x € U: U N {y} # 0 es decir
VUerzelU=yecl.
R es una relacién sobre X reflexiva y transitiva:
= Para todo z € X por definicién de clausura = € {x}.

= SixR,y, yR,;z entonces por un lado VU € T tal que x € U, y € U y por otro VV € 7
tal que y € V, z € V. Juntando ambas condiciones, YU € 7 tal que z € U tenemos
que z € U y por tanto xR, z.

Esta relacién se convierte en un orden cuando (X, 7) verifica el axioma de separacién
To.

Proposicién 2.4. Dado un espacio topolégico (X, ), su preorden de especializacién R,

es un orden si y solo si (X, 7) verifica el axioma de separacién Tjp.
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Dem. Si R; es un orden, entonces es antisimétrica. Sean x # y en X. Como son distintos
y la relacién es antisimétrica, o bien x no estd relacionado con y o bien y y no esta
relacionado con z. Entonces z ¢ {y} obieny ¢ {z} = existe U € Ttalquez € Uy y ¢ U
o bien existe U € T tal que x ¢ U y y € U = (X, 7) es Tp.

Partimos ahora de que el espacio es Tp. Sean zR,y, yR;x si suponemos que x # y, 0
bien existen U € 7 tal que x € U, y ¢ U, lo que es una contradiccién con que zR;y, o

bien existe U € 7 tal que z ¢ U, y € U, lo que es una contradiccién con que yR.x. U

2.1.4. Equivalencia.

Para obtener la equivalencia nos sera util estudiar como se relacionan R, R, 7y TR, :

» 2R, ysiysolosize {y} = R"Y(y) = {# € X|3k € {y} con zRk} = {z € X|zRy},
por tanto xR,y < zRy.

» U € 7, siy solo si es un conjunto clausurado superiormente de X respecto a R,,
es decir x € U y 2Ry = y € U lo que no es mas que la condicion x € U y
T € {T} = y € U. Veamos que V € 7 verifica esta condicién y por tanto tenemos
TCrg,scazceVeryre{yl=Vni{yt#£0=yecV.

= En general 7r_ no esta contenido en 7, cualquier topologia que no sea de Alexandroff

es un ejemplo de ello. Si tomamos R con la topologia usual {0} ¢ 7 pero {0} € Tx. .

La condicién necesaria y suficiente para que 7 = 7, es que el espacio sea de Alexan-
droff:

Proposicién 2.5. Un espacio topoldgico (X, 7) es de Alexandroff si y solo si su topologia

coincide con la generada por su orden de especializacién, es decir 7 = 7g_.

Dem. Sea (X, 7) un espacio topolégico de Alexandroff, sabemos que 7 C 7_ asi que solo
tenemos que ver 7r, C 7. Para ello es suficiente con que una base de 7, esté contenida
en T.

Consideramos la base {Rg, (z)|z € X}:

Sea x € X:

Rr.(z)={ye X|2Ryy={ye Xz c {y}} ={ye XVU €T conz €U,y U}

entonces si y € Rp_(z) y estd en la interseccién de todos los abiertos que contienen a x y
si y estd en la interseccién de todos los abiertos que contienen a = entonces y € Rp_(z) =
Rp. (z) =({U € 7|z € U}. Como (X, 7) es de Alexandroff, esta interseccién es un abierto
en T.

La otra implicacién es conocida, (X, 7r) es de Alexandroff para cualquier relacién R

reflexiva y transitiva, en particular (X, 7r,) es de Alexandroff. ]
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Tenemos ya una forma de establecer una correspondencia entre espacios topolégicos
de Alexandroff y conjuntos (X, R) donde R es una relacién reflexiva y transitiva. Ademas,
tenemos una correspondencia entre espacios topolégicos de Alexandroff que verifican el
axioma de separacién Tj y conjuntos parcialmente ordenados. Para obtener una equiva-

lencia necesitamos ver también como se relacionan los morfismos.

Proposicién 2.6. » Sea f: (X,7x) — (Y, 7y) una funcién continua entre espacios

topolégicos de Alexandroff, entonces f conserva el preorden de especializacion.

» Reciprocamente si f : (A, R4) — (B, Rp) conserva el preorden, entonces f es una
funcién continua considerando las topologias de los conjuntos clausurados superior-

mente.

Dem. Sea f : (X,7x) — (Y, 7y) una funcién continua entre espacios topolégicos de
Alexandroff, consideramos f : (X, R,,) — (Y, R+, ) v a,b € X tal que aR.b, tenemos
que f(a)R, f(b) & VYU € 1y con f(a) € U, f(b) € U. Esta condicién es cierta ya que
para cada U € 7y con f(a) € U se tiene que f~1(U) € 7x por continuidad y a € f~(U).
aR; b= ac {b} =VV €1x conac€V,becV en particular para f~1(U),b € f~(U) =
f(b) € U.

Sea f: (A, Rs) — (B, Rp) una funcién que conserva el preorden, la misma funcién
vista entre los espacios topolégicos f : (A,7r,) — (B, Tr,) es continua si para cualquier
U € Try,, fYU) € 7g,, es decir, si f~}(U) es clausurado superiormente en A respec-
to a R4 para todo U C B clausurado superiormente respecto a Rp. Sea a € f~1(U),
aR b, como f conserva la estructura relacional faRgfby fa € U, como U es clausurado
superiormente con respecto a Rp, fb € U = b€ f~YU) = f~Y(U) € 7g,. O

Teorema 2.1. Existe una equivalencia categérica entre espacios topoldgicos de Alexan-

droff y conjuntos dotados de una relacién reflexiva y transitiva.

Dem. Para hablar de equivalencia categdrica debemos definir funtores. Consideramos la
categoria de los espacios topoldgicos de Alexadroff con las aplicaciones continuas entre ellos
que denotaremos Al y la categoria de los conjuntos dotados de una relacion reflexiva y
transitiva con las aplicaciones que conservan la relacién, que denotamos PreOr y definimos

el siguiente funtor:

d: Al

PreOr
(X, 1) ——— (X, R;)
r— fr—— 1 — fx

Sabemos ya que ® estd bien definido y es inmediato que es un funtor ya que en los mor-

fismos actia como la identidad.

Tenemos también el funtor
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VU : PreOr Al

(X,R) ———— (X, TR)

En este caso se trata un isomorfismo de categorias: o ¥ (X, R) = ®(X, 7r) = (X, R;,)
y hemos visto R = R, por tanto ® o U = 1pyeo, y andlogamente ¥o ®(X,7) = (X, 7R,)

y como los espacios topoldgicos son de Alexandroff 7 = 75 _. O

Corolario 2.1. Existe una equivalencia categdrica entre los espacios topoldgicos de Ale-
xandroff que verifican el axioma Tj con las aplicaciones continuas entre ellos y los conjuntos

ordenados con las aplicaciones mondtonas entre ellos.

Dem. Consideramos las subcategorias OrdPar C PreOr de los conjuntos ordenados
parcialmente y AlTy C Al de los espacios topoldgicos de Alexandroff que son Ty. Consi-
deramos las restricciones de ® y de W a estas subcategorias. Por la proposicién 2.4 tenemos

una equivalencia (de hecho un isomorfismo). O

2.2. Stone

La dualidad de Stone es tal vez la mas famosa de las que estudiaremos. El Teorema
de Representacion de Stone publicado por primera vez en |46] establece una dualidad
categérica entre las algebras de Boole y los espacios topoldgicos llamados de Stone.

Hay distintas formas de establecer esta dualidad, quizés la méas conocida sea a través
de filtros o ideales primos como hizo Stone y se hace en |15], sin embargo aqui presentare-

mos la dualidad usando espacios de funciones. Ambas aproximaciones son equivalentesﬂ

El apartado de preliminares sobre espacios topoldgicos de Stone se ha elaborado a

partir de [28]. Para la dualidad seguiremos [16].

2.2.1. Preliminares sobre espacios topoldgicos de Stone

Definicién 2.3. » Un espacio topolégico (X, 7) se dice totalmente separado si para
dos puntos distintos existe un conjunto abierto y cerrado conteniendo a uno de ellos

y no al otro.

= Un espacio topoldgico (X, 7) se dice cero-dimensional si los subconjuntos de X que

son abiertos y cerrados forman una base de la topologia.

» Un espacio topolégico (X, ) se dice totalmente disconezo si los inicos subconjuntos

conexos de X son de la forma {z} tal que = € X.

'Una funcién f : A — 2 donde A es un reticulo distributivo, es un homomorfismo de reticulos si y
solosi {a € A| f(a) =0}y {a € A| f(a) = 1} son respectivamente un ideal primo y un filtro primo en
A (B7)
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Lema 2.1. Un subespacio Y de un espacio (X,7) totalmente disconexo es totalmente

disconexo.

Dem. Sea A C Y un conjunto no unipuntual, entonces A C X no unipuntual = existe

una separacién (U, V) de A en X entonces (UNY,V NY) es una separacién de A en Y. O

Lema 2.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico Hausdorff en el que existe una base formada

por conjuntos abiertos y cerrados, entonces es totalmente separado.

Dem. Sea z # y en X, por ser Hausdorff existen un par de abiertos U, V tales que = € U,
y €V yUNV = (. Como existe una base, llamemosla B de conjuntos abiertos y cerrados,
U es una unién de de conjuntos abiertos y cerrados y en particular x € B, C U para algtin

B, € B, claramente y ¢ B,, luego (X, 7) totalmente separado. O
Lema 2.3. Un espacio topolégico totalmente separado es totalmente disconexo.

Dem. Sea A C X no unipuntual queremos ver que existe una separacién de A; para ello
consideramos x,y € A tales que x # y. Por ser un espacio totalmente separado existe un
conjunto abierto y cerrado U tal que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

contiene a x y no ay = (U, X \ U) es una separacién de A. O

Lema 2.4. (Espacio Topolégico de Stone) Dado un espacio topolégico (X, 7) son

equivalentes:
I. (X, 7) es Hausdorff, compacto y totalmente disconexo.
1II. (X, 7) es compacto y totalmente separado.
Un espacio topoldgico que cumpla estas propiedades se dice de Stone.

Dem. I= II: Sea (X, 7) compacto, Hausdorff y totalmente disconexo. Veamos que para
todo x € X, x puede ser separado de cualquier otro punto de X mediante un subconjunto
abierto y cerrado.

Denotamos C(z) al conjunto de los puntos de X que no pueden ser separados de z
mediante un subconjunto abierto y cerrado. Lo primero que observamos es que C(z) es
no vacio (x € C(z)) y es necesariamente cerrado: Si y € X \ C(x), existe un abierto y
cerrado U conteniendo a y y no a x, ademés claramente U NC(x) = () por tanto para todo
y € X \ C(z) existe un abierto U con y € U C X \ C(z) = X \ C(x) es abierto lo que
implica que C(x) es cerrado.

Supongamos que C(x) tiene més de un elemento, entonces como (X, 7) es totalmente
disconexo podemos encontrar dos cerrados no vacios C1,Cy en C(z), y por tanto en X,
disjuntos tales que C(x) = C1 U Cy.

Que (X, 7) sea compacto y Hausdorff implica que es normaﬂ por tanto para C7 y Co

dos cerrados disjuntos tenemos que existe un abierto U con C; C U y U N Cy = .

2La demostracién de esto puede consultarse en el anexo de topologia.
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Consideremos la frontera de U, frU = U N (X \ U) se tiene que frU N C(x) = ()
ya que C es disjunto con (X \ U) y Cy es disjunto con U. Entonces todo punto de la
frontera de U puede ser separado de x mediante un abierto y cerrado, ademéas como hay
compacidad y frU es cerrado en X existe un cubrimiento finito {V;},=1.., de frU formado
por conjuntos que son abiertos y cerrados. Entonces la unién de los V; a la que llamaremos
V' es un conjunto abierto y cerrado por ser unién finita de abiertos y cerrados, que contiene
a frU y no contiene a z. Es claro que VN C(xz) =0

Tenemos asi que U\ V = U\V (pues U = UU frU y frU C V) y por tanto es abierto
y cerrado.

Hemos llegado a contradiccién ya que por un lado (U\V)NC(z) =UNC(x) = C;
y por otro (X \ (U \ V)) N C(x) es distinto de vacio pues (X \ (U\V)) = (X\U)uVy
(X\U)NC(z) = Cy pues C2 C X \U C X \ U. Por tanto C(z) = {x} lo que implica que
(X, 7) es totalmente separado.

II= I: La compacidad se tiene por hipdtesis, totalmente separado implica totalmente

disconexo y Hausdorff. O
Proposicién 2.7. Todo espacio topoldgico de Stone es cero-dimensional.

Dem. Sea B el conjunto de los abiertos y cerrados en un espacio topolégico de Stone
(X, 7), veamos que forman una base. Sea U € 7, x € U entonces para cada y € X \ U
por ser totalmente separado existe un abierto y cerrado V;, tal que contiene a y y no a x.
Estos V,, con y € X \ U forman un cubrimiento por abiertos de X \ U que es un cerrado,
luego por compacidad podemos extraer un subcubrimiento finito {V;};=1. ,, consideramos

ahora la interseccién W, =) X \ Vi CU, es un abierto y cerrado que contiene a x.

i=1...n

Podemos hacer esto para cada x € U y claramente U = | J{W,|z € U} con W, abierto y

cerrado para todo x, luego los abiertos y cerrados forman una base. O

2.2.2. Construcciéon del espacio topolégico de Stone.

Partimos de un dlgebra de Boole (A, A,V,—,0,1) y vamos a ver cémo construir lo que
llamaremos espacio de Stone asociado a A, S(A).

Para ello consideramos 24 = {f : A — 2} el espacio de las funciones de A en
2 = {0,1}. Al conjunto 2 podemos dotarlo de estructura de espacio topoldgico con la
topologia discreta y de algebra de Boole con el orden 0 < 1.

Considerando en 2 la topologia discreta, como [[,. 42 = 24 tenemos en 24 la topo-
logia producto. Este espacio es de Stone:

Para ver que es totalmente disconexo basta con encontrar una base formada por con-

juntos abiertos y cerrados. Una subbase de la topologia producto es de la forma
S={B!|acA, iec{0,1}},

donde BY = {z € 2A|xa = i}. Esta subbase estd formada por conjuntos que son abiertos

y cerrados ya que (B{)¢ = B?,. Por tanto existe una base
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B={Bj n---NBirneN,B; € 5}

formada por abiertos y cerrados (las intersecciones finitas de abiertos y cerrados son abier-

tos y cerrados).

Proposicién 2.8. Sea 24 el espacio topolégico producto [I,c4 2 donde cada espacio
2 estd dotado de la topologia discreta y A es un conjunto cualquiera, entonces 24 es

compacto.

Dem. Vamos a usar el Lema de la subbase de Alexandeﬂ por el cual basta ver que de
todo cubrimiento subbésico de 24 se puede extraer un subcubrimiento finito.

Sea R un recubrimiento subbdsico entonces es de la forma
R = {Bla € Ro}U{B%b € Ry}
donde Ry y R; son subconjuntos de A.

= Ry y R; tienen que ser distintos de vacio, supongamos, sin pérdida de generalidad,
que Ry = () y consideramos = € 24 tal que z(a) = 0 para todo a € A entonces

T € Bll’ para algin b € R; lo que no es posible.
» Si existe algtin b € Ry N Ry entonces B U B? = 24 es un subcubrimiento finito.

= Si RN Ry = ) existe algtin = € 24 tal que = € ('R, cualquiera que cumpla z(a) = 0
para todo a € Ry y x(a) = 1 para todo a € R;. Sea y(a) = —z(a) para todo a € A

entonces y € U para algin a € R; = y(a) =i = x(a) lo que es una contradiccién.[]

Consideramos ahora S(A) C 24 el subconjunto formado por las funciones que son
homomorfismos de dlgebras de Boole de A en 2. El siguiente lema garantiza que S(A) es

no vacio:

Lema 2.5. Sea p un elemento distinto de 0 en un reticulo distributivo A, existe un

homomorfismo de reticulos f: A — 2 tal que f(p) = 1.
Dem. Consultar anexo A. d

Veamos que S(A) con la topologia heredada de 24 es también un espacio topoldgico
de Stone.
Una funcién f: A — 2 es un homomorfismo de algebras de Boole si conserva supre-

mos, fnfimos y complementos. Entonces S(A) es el siguiente subconjunto de 24

{f € 24]f(ma) = ~f(@)}n{f € 24[f(anb) = f(a)AF(O)}N{f € 27| f(aVb) = f(a)Vf(b)}.

34Sea, (X, 7) un espacio topoldgico, y S una subbase de 7. Entonces X es compacto si y solo si de
todo cubrimiento por elementos de S puede extraerse un subcubrimiento finito.” Su demostracién puede
consultarse en [15].
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Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto, veamos pues que este
conjunto es cerrado en 2. Para ello necesitaremos el siguiente resultado cuya demostracién
puede consultarse en el anexo B: “Sean f,g : X — Y funciones continuas entre dos
espacios topoldgicos, Y un espacio topoldgico de Hausdorff, entonces el conjunto {z|f(x) =
g(z)} es cerrado.”

Para cada p € A el conjunto {z € 24|2(=p) = —z(p)} es cerrado en 24 considerando

las siguientes funciones continuas y aplicando el resultado anterior:
fpi2d—2  g:24 —— 2

x +——— z(—p) T ———— —x(p)

Como la interseccién arbitraria de cerrados es cerrado tenemos que el conjunto
Npealz € 24|z(=p) = ~2(p)} = {z € 24|x(-a) = ~z(a)Va € A}

es cerrado. Andlogamente se puede hacer para los conjuntos {f € 24|f(anb) = f(a)Af(b)}
y {f € 24f(a Vv b) = f(a) V f(b)}, definiendo las funciones:

fop:24 — 2 Gap: 24— 2
r+———— z(a A b) x +——— x(a) A z(b)

1y 2t ——— 2 Gop: 20— 2
xr+———— z(a Vb) r +—— x(a) V x(b)

Entonces S(A) es un subespacio cerrado de 24 y por tanto compacto.

Como 24 es totalmente disconexo cualquier subespacio suyo lo es por lo que efectiva-
mente S(A) es de Stone.

2.2.3. Construccion del algebra de Boole.

Ahora partimos de un espacio topoldgico de Stone (X, 7) y consideramos
B(X) ={U C X|U es abierto y cerrado }

B(X) con la inclusién es un élgebra de Boole.

Dado un conjunto X, el conjunto de sus partes P(X) es un algebra de Boole con el
contenido. Para ver que B(X) C P(X) es un élgebra de Boole, necesitamos comprobar
que es cerrada bajo uniones e intersecciones finitas, complementos y que contiene a () y
a X. Esto es una comprobacién inmediata usando la definicién de topologia, abiertos y

cerrados.
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A este algebra la llamaremos dlgebra dual de X.

Por dltimo en esta seccién introduciremos un concepto simple que nos servird para

probar la equivalencia.

Definicion 2.4. Dado un conjunto X, un dlgebra de conjuntos de X es un subconjunto
F C P(X) que es un subdlgebra de Boole. Es decir, es cerrada bajo uniones finitas y
complementos (y por tanto bajo intersecciones finitas) y contiene a ) y a X.

Se dice separadora si para cada x,y € X distintos existen conjuntos S, T en F' disjuntos
talesque x € S,y e T.

Lema 2.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico de Stone y F' un dlgebra de conjuntos sepa-
radora tal que F' C B(X). Entonces F es el dlgebra dual de X.

Dem. Sea C € B(X) distinto del total y del vacio:

» Seaz € O, paracaday € X\C existen T, Sy € F talesque TNS, =0z €T,y € S,.
El conjunto {Sy|y € X\ C} es un cubrimiento por abiertos de X \ C' que es cerrado y
por tanto compacto. Entonces existen Sy, , ..., Sy, tales que X \C C Sy, U---US,,
y x & Sy, U---US,, como cada Sy, estd en F, el conjunto F, = X \ (S, U---US,,)

estd en F.

» Por el procedimiento anterior obtenemos un cubrimiento por abiertos de C, { F; }zec,
verificando (X \ C')NF, = () para todo z € C. Por compacidad de C' podemos extraer
un subcubrimiento finito {F;}i=1._,, ademds como F; N (X \ C) = () para todo i =
Uiy ,Fi=CeF. O

2.2.4. Equivalencia.

Finalmente, estamos en disposicién de probar el Teorema de Representacion de Stone:

Teorema 2.2. Cada algebra de Boole es isomorfa al dlgebra dual de su espacio topolégico

de Stone asociado.

Dem. Sea A un élgebra de Boole y B(S(A)) el dlgebra dual de su espacio topoldgico de
Stone asociado. Definimos f : A — B(S(A)) como f(p) = {x € S(A4)|x(p) = 1}. Veamos

que f define un isomorfismo:

= f(p) = {z € S(A)z(p) = 1} = {2 € S(A)]xp = 1} = {z € 2%z, = 1} N S(4) que
es abierto en S(A). f(p)¢ = {z € S(A)|z(p) = 0} = {x € 24z, = 0} N S(A) que

también es abierto, luego f(p) es abierto y cerrado.
= f es un homomorfismo de dlgebras de Boole:

e Preserva inversos: f(—p) = {z € S(A)|z(-p) = 1} como x es un homomorfismo
la imagen de un complemento es el complemento de la imagen. El conjunto

anterior es
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{z € S(A)|-z(p) =1} = {z € S(A)|z(p) = 0} = {z € S(A)|z(p) # 1} =
{z € S(A)|z(p) = 1}¢ = (f(p))°.

e Preserva supremos e infimos: f(a VvV b) = {z € S(A)|z(a V b) = 1} usando que
2 es un homomorfismo la imagen del supremos es el supremo de las imédgenes,

por tanto el conjunto anterior es

{r e S(A)|z(a) Va(b) =1} ={z € S(A)|z(a) =1} U{z € S(A)|z(b) = 1} =
fa) U f(b).

Para infimos cambiar V por Ay U por N.

» f es inyectiva: sea f(a) = f(b) entonces ) = f(a)N f(b)¢ = f(a A —b) lo que significa
que no existe ningin homomorfismo z tal que z(a A =b) = 1 por el lema 2.5 esto
necesariamente implica que a A =b = 0 y por unicidad de los complementos en un

algebra de Boole a = b.

» [ es suprayectiva: para ello veamos que Imf = B(S(A)). La imagen de f es un
algebra de Boole por ser f un homomorfismo de dlgebras de Boole. Ademas f(p)
es abierto y cerrado para todo p € A. Por el lema 2.6 si Imf es separadora serd
precisamente B(S(A)). Si h # g € S(A), existe algin a € A tal que h(a) # g(a)
entonces solo una de ellas estd en f(a) mientras que la otra estd en f(a)¢ por tanto

Imf es separadora. O

Hasta aqui es lo que se explica en [16], a continuacién vamos a ponerlo en el lenguaje
de las categorias, es decir, definir funtores y transformaciones naturales. Para ello conside-
ramos las categorias Boo y St de las dlgebras de Boole con los homomorfismos de dlgebras
de Boole y de los espacios topoldgicos de Stone con las funciones continuas entre ellos.

Definimos el funtor F llevando a cada espacio topoldgico de Stone (X, 7) a su élgebra
dual B(X)yacada f: X — Y € Mor(St) a:

Ff:B(Y)— B(X)

Ur——m f71(U)
Como f es continua y U es un abierto en Y, f~1(U) es un abierto en X. Adema4s
X\ f~YU) = f~Y(Y'\U) que es abierto ya que U es abierto y cerrado = f~1(U) € B(X).
Ff estd bien definida y es un homomorfismo de algebras de Boole (se comprueba

inmediatamente por las propiedades de la antiimagen: U C V = f~Y(U) C f~4(V);
fHAUB) = fH(A)Uf N (B); fHANB) = fH AN H(B)y fHY\U) = X\ f~H(U)).

F es un funtor contravariante:

= Sif:A— BenSt=Ff:FB— FA.
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» Fly = Fidy que es la aplicacién que a cada U € B(X) le asigna idy (U) = U =
Fidx = idB(X) = idpx.

= Seang: X — Y, f:Y — Z en St entonces
(FgoFf)(U) = g7 (f1(U)) = {z € X|gz € fH(U)} = {z € X|fgx € U} =
F(fog)(U)=F(fog) =FgoFf.

Definimos G : Boo — St actuando sobre los objetos como GA = S(A) y sobre los

homomorfismos de dlgebras de Boole h: A — B como
TH—————xo0h

Gh esta bien definida porque la composicion de homomorfismos de algebras de Boole

es un homomorfismo de algebras de Boole y si x : B — 2 entonces x oh : A — 2.

Veamos que Gh estd en St, es decir, que es continua. Consideramos un abierto subbésico
U, que sera de la forma U = {z € S(A4)|z, = p} donde a € Ay p € {0, 1}, entonces

(Gh)™Y(U) = {z € S(B)|Gh(z) € U} = {z € S(B)|(w o h)a = p} =
{z € S(B)l(xoh)(a) =p} ={z € S(B)z(h(a)) = p} = {z € S(B)lrn@ = p}

con h(a) € By p € {0,1} por tanto es un abierto en S(B).

G es un funtor contravariante:

= Sif:A— BenBoo, Gf: GB — GA.
n Gly = Gidy, Vz € S(A), GidA(.CE) =zoidg == Gidg = idS(A) =1idgA-

» Sean g : A — B, f : B — C en Boo entonces (Ggo Gf)(z) = Gg(zo f) =
zofog=G(fog)(z)

El teorema de representacion nos proporciona el isomorfismo natural 7 : 1goo = FoG.

Comprobemos la naturalidad, dado el siguiente esquema

A—"1 pga
h FGh
B—1 . pGB

Sea p € A: (np o h)(p) = f(h(p)) = {z € S(B)|z(h(p)) = 1}.

Si vamos por el otro lado:

(GFhona)(p) = FGh(f(p) = (Gh)"'(f(p)) = {z € S(B)|Gh(z) € f(p)} =
{reSB)lrohe{yeSAlylp) =1} ={zeSB)|(zoh)(p) =1}.

43



Entonces el diagrama es conmutativo.

Nos falta solo definir un isomorfismo natural € : 1g¢ = GoF'. Lo hacemos de la siguiente
forma, dado un espacio topoldgico de Stone X llevamos a cada z € X a f, : B(X) — 2
que a cada U abierto y cerrado lollevaa 1siz € Uy aOsiz ¢ U.

= f, es un homomorfismo de dlgebras de Boole para todo =z € X:

hd fm(@) =0y fa:(X) =1
o fr(UUV)eslsiysolosiz € Uox e Vsiysolosi fi(U)V fz(V) =1
Anélogamente es 0 si x no estd en ninguno de los dos, por tanto ambas imédgenes

por f, son 0 y su supremo también.

o fz(UNV)es1siysolosiazeUNV entonces f(U) A fz(V) = 1. Y es cero
siysolosiz ¢ UNV. xno estd en alguno de los dos conjuntos y por tanto el
infimo de f;(U) y fz(V) es cero.

e LlU)=1leozxclU<sx¢Us f,(U)=0= f,(U)"
= cx es inyectiva: f; = f, < para todo U abierto y cerrado en X se tiene que x € U si

y solosiy € U. Si x # y por ser totalmente separado existiria algtin conjunto abierto

y cerrado conteniendo a uno de ellos y no al otro lo que es una contradiccion.

» ex es suprayectiva: Consideramos f € S(B(X)) y la siguiente interseccidn:

N{U e {1h

Entonces tenemos:

e Todos los conjuntos en esta interseccién son cerrados.
e Se verifica la propiedad de la interseccién finita: si f(U) = 1y f(V) =1
entonces f(UNV)=1=UNV #10
Luego por compacidad {U € f~1({1})} # 0.

Consideremos un z € ({U € f~1({1})} y veamos que ex(x) = f. Si f(U) =1
entonces * € U y fo(U) = f(U). Si 2 € V para algtin V € f~1({0}) entonces
f(Ve) =1yzeVNVelo que es una contradiccion.

= Como estamos en una categoria de espacios topoldgicos, para considerar un isomor-

fismo debe ser homeomorfismo. Para ello veamos que ex es abierta y continua.
o Abierta: ex(U) = {fzlx € U} = {f2|f2(U) = 1} = {f| f(U) = 1} que es abierto
pues estd en una subbase del espacio.

e Continua: Sea U subbdsico, puede ser de dos formas:

Le (U) =e "{fIf(V) =1}) = {zlfo € U} = {2] (V) = 1} = V que es

abierto por construccién.
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1. En el otro caso e L({f|f(V) =0}) = V¢ y como V es abierto y cerrado su

complemento es un abierto.

Por 1ultimo, la naturalidad de e:

EX

X GFX

h GFh
g

y —Y . GFY

Por un lado (GFhoex)(x) = GFA(f;) = fz o Fh que es el homomorfismo que a cada
UeB(Y)lollevaalsize h ' (U)ya0Osiz¢h }(U),oloque es lo mismo, lo lleva a
Lsih(z) € Uy a0sih(xr) ¢ U. Este homomorfismo es exactamente f5(,) = ey (h(z)) =

(ey o h)().

2.3. Priestley

2.3.1. Dualidad de Priestley

La dualidad de Priestley estudia la relacién entre reticulos distributivos con 0 y 1
(acotados) y ciertos espacios topolégicos y ordenados que llamaremos espacios de Priestley.
Igual que en el caso de Stone, esta dualidad puede conseguirse usando ideales primos ([15])
o homomorfismos y ambos enfoques son equivalentes. Aqui usaremos homomorfismos lo
que nos permitira “reutilizar” demostraciones hechas en el apartado anterior. Para escribir

esta parte se ha seguido [42].

Definicién 2.5. Un espacio topolégico dotado de una relacién de orden (X, <, 7) se dice
que satisface el Azioma de Separacion de Priestley si dados x,y tales que y £ x existen
conjuntos abiertos y cerrados U clausurado superiormente, V' clausurado inferiormente
talesquey e U,z e VyUNV =0.

Definicién 2.6. Un espacio (X, <,7) se dice de Priestley si es compacto y satisface el

axioma de separacién de Priestley.

Sea A un reticulo distributivo con 0 y 1, consideramos el espacio de los homomorfismos
de reticulos acotados f : A — 2. En este espacio definimos una topologia igual que hici-
mos en el apartado anterior para la dualidad de Stone, es decir, consideramos la topologia
heredada del espacio 24 con la topologia producto A veces del espacio topoldgico discreto
(2,P(2)). Este espacio, que por el lema 2.5 es no vacio, lo volveremos a denotar S(A).

De forma andloga al apartado anterior podemos ver que es de Stone y por tanto compacto.

Definimos sobre S(A) la siguiente relacion: f < g < f(a) < g(a) Va € A, donde el
orden en 2 es 0 < 1. La comprobacién de que esto define un orden en S(A) es bastante

inmediata y se deduce de que 0 < 1 es un orden en 2.
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Comprobamos que tenemos un espacio topoldgico de Priestley: Si f ¢ g entonces
existe a € A tal que f(a) £ g(a) lo que implica f(a) =1y g(a) = 0. Ahora consideramos
U = {h|lh(a) = 1} que es abierto y cerrado y f € U, g € U°. Que U es clausurado
superiormente y U¢ = {h|h(a) = 0} inferiormente es inmediato por como se define el
orden:

heUh<h =1=h(a)<h(a)=h(a)=1=h U
heUSH <h=h(a)<hla)=0= h(a) =0=H €U

Igual que en el caso de Stone llamamos a este espacio dual de A.

Reciprocamente, dado un espacio de Priestley (X, 7, <) definimos su reticulo dual. Para

ello consideramos
D(X) = {U C X|U es abierto, cerrado y clausurado superiormente}

con la relacién de contenido. Ver que esto define un reticulo distributivo acotado se reduce
a comprobar que es cerrado bajo uniones e intersecciones finitas y que contiene al vacio y
al total:

= El vacio y el total son, por definicién de topologia, abiertos y cerrados y trivialmente

clausurados superiormente.

» U,V € D(X), que su interseccién y unién es abierto y cerrado es conocido.

Seax e UNV y x <y. Como U,V clausurados superiormente y € U,y € V =
yelUnV.

Seax € UUV y x < y entonces sin pérdida de generalidad, podemos suponer z € U
clausurado superiormente por tantoy e U =y € U U V.

Teorema 2.3. Sea A un reticulo distributivo con 0 y 1. A es isomorfo al reticulo dual de

su espacio de Priestley dual.

Dem. Definimos F' : A — D(S(A)) igual que en el caso Stone F(a) = {f|f(a) = 1}. Es

claramente abierto y cerrado, si f € F, f < g entonces 1 = f(a) < g(a) = g(a) =1

4

g € F(a), por lo que es también clausurado superiormente.
Ver que F' es un homomorfismo de reticulos es también una comprobaciéon anédloga a
la hecha en el caso de Stone que no merece la pena repetir.

F inyectiva: F(a) = F(b) si y solo si para todo homomorfismo f: A — 2 se cumple

fla) =16 f(b) = 1.

Supongamos que a # b entonces o bien a £ b o bien b £ a y en un reticulo distributivo esto
implica que existe un ideal primo I conteniendo a uno de ellos y no al otrdﬂ Supongamos,

sin pérdida de generalidad, que a € I, b ¢ I, entonces la aplicacién f : A — 2 que lleva

4Este resultado estd demostrado en el anexo A.
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a todo elemento de I al 0, y a todo elemento que no estd en I al 1 es un homomorfismo
de retl’culosﬂ Claramente f(a) =0y f(b) =1, lo que contradice la hipétesis F'(a) = F(b)
por tanto, necesariamente a = b.

F suprayectiva: Sea U un conjunto clausurado superiormente, abierto y cerrado en
S(A). Queremos ver que U = F'(a) para algin a € A. Podemos excluir los casos en que U
es el total o el vacio ya que F(1) = S(A) y F(0) = 0.
SifeUygeS(A)\U entonces f £ gy existe a € A tal que f(a) =1y g(a) =0 =
f € F(a) g € S(A) \ F(a). Si hacemos los mismo para cada g € S(A) \ U obtenemos
un cubrimiento por abiertos de S(A) \ U que es un cerrado. Por compacidad podemos
extraer un subcubrimiento finito de S(A) \ U. Denotemos S(A) \ F(a) = S(a) y a este
subcubrimiento finito S(ay), ..., S(am).

Definimos R(f) = F(a1)U---UF(am,) = F(a1V---Vay) cuya interseccién con S(A)\ U es
vacfa y tenemos que U = [ R(f). Otra vez, como U es cerrado y R(f) un cubrimiento
por abiertos, podemos extraer un subcubrimiento finito. Entonces existen by ...b, tales
que U=F(b1)U---UF(by) =F(b1V---Vby). O

Dualmente todo espacio de Priestley (X, <,7) es isomorfo a S(D(X)) como conjunto
ordenado y espacio topoldgico. Para ello definimos G : X — S(D(X)) que a cada z lo
lleva a f; tal que f,(U) =1six € Uy f;(U) =0six ¢ U para todo U C X abierto
y cerrado clausurado superiormente. Ver que f, es un homomorfismo de reticulos es una
comprobacién andloga a la hecha en el caso de Stone que no merece la pena repetir.

Ver que G es inyectiva, suprayectiva y un homeomorfismos también es andlogo al
caso de Stone. Para la inyectividad simplemente notamos que el axioma de separacion de
Priestley claramente implica separacién total.

Solo tenemos que ver que conserva el orden: sea x < y, entonces para todo U € D(X)
six ¢ U trivialmente f,(U) < fy(U), si € U,z < y como U es clausurado superiormente
yeU= f(U) < f,(U) =1

Igual que en los casos anteriores para establecer una dualidad categérica tenemos
que hablar de morfismos. Sea f : A1 — As un homomorfimos de reticulos acotados
consideramos Sf : S(Az) — S(A1) que a cada x € S(Az2) lo lleva a z o f, esto define una

aplicacién continua (andlogo al caso de Stone) y que conserva el orden:
siz <y = z(a) <y(a)Va € Az en particular z(f(b)) < y(f(b))Vbe Ay = zo f <yo f.

Para una aplicacién continua conservando el orden entre dos espacios de Priestley
f X — Y definimos Df : DY — DX que a cada U abierto, cerrado y clausurado
superiormente lo lleva a f~1(U). Sabemos que si U es abierto y cerrado y f continua f~1(U)
es abierto y cerrado, ademdas como f conserva el orden y U es clausurado superiormente

entonces f~1(U) es clausurado superiormente:

e fHU)e<y= f(2) €U, f(z) < fly) = fly) eU=ye fH(U).

5Ver anexo A, la demostracién del lema A.4
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Asi que Df estd bien definida y es un homomorfismo de reticulos por las propiedades
de la imagen inversa.

Por dltimo tenemos que comprobar la naturalidad, aqui las transformaciones naturales
vienen dada por F' y G. Como estan definidas igual que en la dualidad de Stone, la

comprobacién de la naturalidad también serd totalmente andloga.

2.3.2. Algunas relaciones con la dualidad de Stone

Proposicién 2.9. Sea (X, <,7) un espacio de Priestley, entonces (X, 7) es de Stone.

Dem. (X, 7) es compacto por definicién y si  # y o bien z £ y o y £ z, en cualquier
caso, tenemos que (X, 7) es totalmente separado como consecuencia directa del axioma de

separacion de Priestley. O

En algunos textos (|9]) puede encontrarse la siguiente definicién equivalente de espacio

de Priestley:

Definicién 2.7. Un espacio (X, <,7) es de Priestley si y solo si (X,7) es de Stone y

verifica:
Si z £ y existe U C X abierto y cerrado, clausurado superiormente tal que z € U, y ¢ U.

De hecho la dualidad de Stone puede obtenerse como un caso particular de la de
Priestley. Si en (X, <, 7) consideramos el orden trivial © < z < x = z, todos los conjuntos

son clausurados superiormente entonces, D(X) = {U C X|U abierto y cerrado}.
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Capitulo 3
Topologia sin puntos

Este capitulo surge del estudio de [40], en él veremos como es posible “reconstruir”

ciertos tipos de espacios topolégicos a partir del reticulo de sus abiertos.

Antes de comenzar, ampliaremos un poco el contenido histérico expuesto en la intro-
duccién, para lo que seguiremos [27]. Johnstone (|27]) bautiza a Stone como el “bisabuelo”
de la topologia sin puntos, afirmando que [46] y [47] sentaron las bases del estudio de la to-
pologia usando teoria de reticulos. Como un primer acercamiento al estudio de la topologia
sin mencionar los puntos destaca los trabajos de McKinsey y Tarski ([37] y [36]).

El nacimiento como tal lo sitda en 1957, y aunque la idea no puede atribuirse a un
Unico autor o grupo de investigadores, cabe destacar el ya mencionado papel de Ehresmann
y sus seguidores ([6],|39]). El cambio fundamental de esta época respecto a los trabajos
anteriores reside en que comienzan a considerarse los morfismos en los “espacios topolégicos
sin puntos”. Por tanto, pueden verse dentro de una categoria.

El siguiente punto de inflexién se produce en 1972 con el trabajo de Ishbell ([26]). En él,
se adopta la palabra locale y el tratamiento contravariante. Adem4s, se hace la observacién
de que en cierto sentido los locales “se comportan mejor” que los espacios topolégicos. Un
ejemplo de esto es la preservacién de propiedades topoldgicas bajo productos.

Otro hito importante en la historia de la topologia sin puntos es la publicacién de [28]
en 1982, que a dia de hoy sigue siendo uno de los principales libros de referencia en el
campo. Desde entonces la topologia sin puntos ha seguido, y sigue ([25],[2]), desarrollan-

dose y ampliandose.

En este capitulo pretendemos a dar una pequena introduccién a ella, sin presuponer
ningin conocimiento previo. Para ello necesitaremos los adjuntos de Galois y algunas de
sus propiedades. Asi que, antes de entrar en el estudio de la topologia sin puntos como
tal, se ha incluido una pequena seccién sobre ello. También introduciremos los espacios

topoldgicos sobrios.

Consideraremos conocido que dado un espacio topoldgico (X, 7) el reticulo de los abier-
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tos con la relacién de contenido es siempre un reticulo completo que denotaremos (X).
En este reticulo, el supremo de un conjunto arbitrario de abiertos es su unién, y el infimo

es el interior de su interseccién.

3.1. Preliminares

3.1.1. Sobre adjuntos de Galois

Los adjuntos de Galois pueden verse como una generalizacién de la conexion de Galois

([1]) para subgrupos y subcuerpos. Se llaman asi en honor a Evariste Galois ([19]).

Definiciéon 3.1. Sean X, Y conjuntos ordenados, f: X — Y, g: Y — X aplicaciones
mondtonas se dice que f es adjunta de Galois a la izquierda de gy g es adjunta de Galois
a la derecha de f siVe € X, Vy €Y f(z) <y x<g(y).

Proposicién 3.1. Si g : Y — X tiene adjunta de Galois a la izquierda (derecha) es

Unica.

Dem. Sean f, f’ dos adjuntas de Galois a la izquierda de g, entonces para todo z € X
f@) <y ez <gy) & f(z) <yentonces f(z) <y« fi(z) <y, sl flz) =y = flz) <
vy < fla) & fl@) <y,y < fl(2) & f(z) =y. O

Teorema 3.1. Sean f: X — Y,g: Y — X aplicaciones monétonas. Entonces f y g
son adjuntos de Galois si y solo si f(g(y)) <yy x < g(f(x)) paratodoy €Y, z € X.

Dem. De izquierda a derecha: Si g(y) € X entonces f(g(y)) <y siy solo si g(y) < g(y)
que es claro. Si f(z) € Y entonces x < g(f(x)) siy solo si f(z) < f(x), que es claro.

De derecha a izquierda: sea x € X, y € Y, f(z) < y. Por monotonia g(f(x)) < g(y)
= x < ¢g(y). Andlogamente, si partimos de que = < g(y), por monotonia f(x) < f(g(y)) =

f(z) <y O
Corolario 3.1. Si f, g son adjuntos de Galois f = fgf vy g = gfyg.

Teorema 3.2. Los adjuntos de Galois a la izquierda preservan supremos y los adjuntos

de Galois a la derecha preservan infimos.

Dem. Sean f : X — Y, g:Y — X tal que f adjunta a la izquierda de g, veamos
que f conserva supremos. Sea M C X y s = supM. f(s) es una cota superior de f(M)
por monotonia. Sea y otra cota superior de f(M), entonces para todo m € M, f(m) <y
entonces m < g(y) asi que g(y) es una cota superior de M por tanto s < g(y) = f(s) < y.
Dualmente, si ¢ = infM con M CY entonces ¢(i) es una cota inferior de g(M) y para x
otra cota inferior de g(M) tenemos que f(x) va a ser una cota inferior de M en Y y por
tanto f(z) <i=xz < g(7). O

Teorema 3.3. Si X,Y son reticulos completos una aplicacion monétona f: X — Y es

un adjunto a la izquierda (derecha) si y solo si conserva supremos (infimos).
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Dem. Si f es un adjunto a la izquierda de alguna funcién g conserva supremos por el
teorema anterior. Supongamos que f conserva supremos. Entonces definimos g : Y — X
como ¢(y) = sup{z|f(x) <y} veamos que f es adjunta a la izquierda de g:

f(z) <y = z < g(y), reciprocamente si z < g(y) = sup{z|f(z) < y} y como f
preserva supremos f(x) < sup{f(2)|f(z) <y} <wy.

Para adjunto a la derecha se hace de forma aniloga. ([l

Notacion: Dada una funcién f, en caso de que tenga adjuntas, denotaremos a su

adjunta a la derecha f, y a su adjunta a la izquierda f*.
Lema 3.1. (fog)" =g*o f*.

Dem. Veamos que tienen la misma adjunta a la derecha

< (g o f)y) e r<g(fy) gl <y e flgl) <ye (fog)(x) <y

Entonces (¢g*o f*), = fog = ((fog)*)« y por unicidad de los adjuntos (fog)* = g*o f*.00

Realmente, en los adjuntos de Galois, tenemos un ejemplo de adjuncién categoérica

entre érdenes ([43]).

3.1.2. Espacios topoldgicos sobrios

Definicién 3.2. Un espacio topolégico (X, 7) se dice sobrio si es Ty y para cualquier

conjunto A verificando la propiedad:
UNVCA=UCAoVCA
donde U y V son abiertos, A es de la forma X \ {z} con z € X.

En general, cualquier conjunto de la forma X \ {z} verifica la propiedad de la definicién
anterior. Un conjunto que verifique la propiedad de la definicién anterior se dice infimo-

1rreducible.
Proposicion 3.2. Todo espacio topolégico Hausdorff es sobrio.

Dem. Sea (X,7) Hausdorff y U # X un fnfimo-irreducible. Por ser Hausdorff {z} = {z}
para todo x € X, entonces queremos ver que U es de la forma X \ {z}. Supongamos que
existen x1 # x9 con x1,xe ¢ U. Entonces por Hausdorff existen abiertos Uy, Us disjuntos
con 1 € Uy, 9 € U y se tiene que U = U UD =U U (U3 NU2) = (UUU) N (U UUs)
pero ni U U Uy ni U U Us estan contenidos en U lo que es una contradicciéon con que sea

infimo-irreducible. n

Podemos dar una caracterizacién de un espacio sobrio en funcién de los filtros comple-

tamente primos en el reticulo Q(X).

Definicién 3.3. Un filtro completamente primo en un reticulo L es un subconjunto propio
F C L tal que es un filtro y para cualquier {a;}ics € L: si \/;c;a; € F = a; € I para
algin ¢ € J.
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Introducimos aqui el siguiente lema que sera de utilidad més adelante.

Lema 3.2. Sean M, L reticulos completos, h : L — M una aplicacién que conserva el

orden verificando:

« h(a Ab) = h(a) A h(b)

» W(Vierai) = Ve hla:)

entonces h~!(F) es un filtro completamente primo en L para F cualquier filtro completa-

mente primo en M.

Dem. h~!(F) es no vacio ya que h(1) = 1 y es propio por h(0) = 0. Veamos que cumple

las condiciones de filtro completamente primo:
» a,b € h~'(F) entonces h(a), h(b) € F = h(a)Nh(b) = h(anb) € F = anb € h~1(F).
» ac h™ Y (F),a <b= h(a) € F,h(a) < h(b) = h(b) € F = bc h~'(F).
» \VVa, € Y F) = h(\Va;) =\ hla;) € F = 3h(a;) € F = a; € h~(a;). O

Proposicién 3.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico Tp. (X, 7) es sobrio si y solo si los

filtros completamente primos en (X)) son de la forma U(z) = {U € 7|z € U} con z € X.

Dem. Sea (X,7) un espacio topolégico, z € X y U(x) = {U € 7|z € U} veamos que
para cualquier espacio topoldgico, sin necesidad de asumir que es sobrio, esto es un filtro

completamente primo en (X).
s U Veld(r)=2zecUnNV=UNV el(z).
n UelUx),UCV=20ecUCV=Vel(x).
s Ui UieU(z) > v €U Ui = Fie Iz c Uy = U € U(x).

Ahora supongamos (X, 7) sobrio y F un filtro completamente primo en Q(X). Defini-
mos W = J{U € Q(X)|U ¢ F}. Entonces:

» W ¢ F por ser F completamente primo. En particular W # X.

» Si Uy NUy; € W, entonces Uy NUy ¢ F y por filtro, al menos uno de ellos no esta en

F y por tanto al menos uno de ellos esta contenido en W.

Por lo anterior tenemos que W es un infimo-irreducible y esto implica que es de la

forma X \ {z}. Hemos llegado a:

U¢FeUCW=X\{z}oxdU.
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Por tanto F = {U|zx € U} = U(x).

Para la otra implicacién, partimos de que los filtros completamente primos en (X)
son de la forma U(x), supongamos por reduccién al absurdo que (X, 7) no es sobrio, como
es Ty y no es sobrio tiene que existir algin W abierto infimo-irreducible que no es de la
forma X \ {z}.

Definimos F = {U € Q(X)|U € W}

Veamos que F es un filtro primo
U VEF=UNVIW=UNV e F.
» Ue F,UCV = paratodouelU=ueViu¢gW=VIW=VeF.

» Uit Ui € F = Ui Us €W = Fu € Uy Ui tal que u ¢ W = 3i € T tal que
welU,u¢W=UYgW=U,eF.

Pero F no es de de la forma U(x), de hecho, para que F sea de esta forma para algin
z tiene que pasar U ¢ W & r € U & U ¢ X \ {z}. O

3.2. Introduccién a Locales: los funtores Lc y Sp.

El objetivo es definir un reticulo que “imite” al de los abiertos de un espacio topolédgico.
En la literatura se ha llamado frame a esta estructura, aqui lo traduciremos como “reticulo

topoldgico”.

Definicion 3.4. Un reticulo topologico L es un reticulo completo distributivo donde se

satisface la ley
(Vierai) Nb=\,;c;(a; A b) para todo a;,b € L.
Como era de esperar, se cumple:
El reticulo de los abiertos de un espacio topoldgico es un reticulo topoldgico.

Definicién 3.5. Un homomorfismo de reticulos topolégicos es una aplicacién h : L — M
donde L, M son reticulos topoldgicos, que conserva supremos arbitrarios e intersecciones

finitas.
Nota: En particular un homomorfismo de reticulos topoldgicos conserva el 0 y el 1.
Para la categoria que forman los reticulos topolégicos con sus homomorfismos man-
tendremos la notacion habitual Frm.

Definicién 3.6. Un reticulo topoldgico L se dice espacial si es isomorfo a (X) para

algun espacio topoldgico (X, 7).

Podemos definir un funtor 2 : Top — Frm que a cada espacio topolégico lo lleve al

reticulo de sus abiertos, sobre las funciones continuas actuard de forma contravariante:
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Si f: X — Y entonces para todo U € Q(Y): Qf(U) = f~H(U).

Como existen reticulos topolégicos que no son espaciales, no tendremos una dualidad,
si no una adjuncion. En este caso, nos interesa tener funtores covariantes, para ello con-
sideramos la categoria opuesta Frm que denotaremos Loc y a sus objetos (que son los

reticulos topoldgicos) los llamaremos locales.

¢ Como interpretar un morfismo en Loc?

Por definicién un morfismo en Loc f : X — Y es un homomorfismo de reticulos
topolédgicos f : Y — X. Resulta muy poco intuitivo entender los morfismos de esta
forma.

Sin embargo, en este caso podemos servirnos de los adjuntos de Galois para interpretar
los morfismos en Loc. Cada morfismo en Frm es una aplicacién monétona entre reticulos
completos que conserva supremos arbitrarios, por tanto tiene asociado de forma tnica un
adjunto de Galois a la derecha. Esto nos permite pensar en los morfismos de Loc como
estos adjuntos, es decir, si f : X — Y en Frm, podemos interpretar f en Loc como la
Unica funcién f, : Y — X que es adjunta de Galois a la derecha de f. Como consecuencia

de esto los morfismos de locales preservan infimos arbitrarios.

Tenemos entonces un funtor covariante:

Lc: Top

(X, 7)1 Q(X)

X =2Y —Q(f)
Para hacer el camino contrario tenemos que ver como asignar a cada locale un espacio
topoldgico al que llamaremos espectro:
Definicion 3.7. Dado un locale L su espectro es el espacio topoldgico
Sp(L) = ({filtros completamente primos de L},{¥4|a € L})
donde ¥, = {F filtro completamente primo |a € F'}
Proposicién 3.4. Para todo locale L su espectro es un espacio topoldgico sobrio.
Dem. Comencemos comprobando que Sp(L) es efectivamente un espacio topolégico:

= Como todo filtro contiene al 1 y ningtn filtro propio contiene al 0 se tiene Y9 =0y
31 es el conjunto de todos los filtros completamente primos. Por tanto, el total y el

vacio estdn en la topologia.

= Para todo par de abiertos ¥, y ¥ con a,b € L tenemos Y, pp = 2g N 2p, pues si a
y b estan en un filtro F' a A b estd en el filtro, y si a A b estd en un filtro F' como
aNb<ayaNnb<b=a,beF.
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" Yy = U, SiVa; € F,siendo F un filtro completamente primo, existe i tal que
ai € F'= F €|J%,,. Y siexiste a;, € I entonces a;, <\ a; = F € 3y,

Es Ty porque si dos filtros completamente primos H, F' son distintos, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que existe a € F'\ H entonces F € ¥,y H ¢ ¥,. Veamos ahora
la sobriedad. Sp(L) serd sobrio si y solo si los filtros completamente primos de Q(Sp(L))
son de la forma U(F') con F un filtro completamente primo en L. Consideramos H un
filtro completamente primo de Q(Sp(L)) y definimos F' = {a|X, € H}. F es un filtro
completamente primo en L pues es la antiimagen por ¢ : a — 3, (que conserva infimos
finitos y supremos arbitrarios) de un filtro completamente primo.

Si ¥, € H entonces a € F = F € ¥, = 3, € U(F). Reciprocamente si 3, € U(F) =
FeY,=ac€F=%Y,€H=H=UF)y por tanto Sp(L) es sobrio. O

Sobre los puntos en un locale:

Hay distintas formas de interpretar los puntos en un locale, si nuestro objetivo es, en
los casos que se pueda, recuperar un espacio topoldgico a partir del reticulo de sus abiertos,
observando la definicién anterior, tiene sentido definir un punto en un locale L como un
filtro completamente primo F C L.

Por otra parte, en el capitulo anterior de este trabajo hemos visto los puntos como
homomorfismos de ciertos reticulos. Para la topologia sin puntos puede hacerse también
esta interpretacién ([28]). Un punto en un espacio topoldgico x € X puede verse como
una aplicacién continua {x} — X. Entonces un punto en un locale A puede verse como
un morfismo de locales Q({z}) = {0, {z}} — A, o, lo que es lo mismo, un homomorfismo

de reticulos topolégicos A — 2.

Consideramos ahora f : L — M un morfismo de locales y le asignamos una funcién

continua entre sus espectros:

Sp(f) = Sp(L)

Fi (f)~HF)

Como f* es un homomorfismo de reticulos topoldgicos, la preimagen de un filtro com-
pletamente primo por f* es un filtro completamente primo, luego la aplicacién anterior

estd bien definida.

Lema 3.3. (Sp(f)) ' (Z4) = Xf+q y por tanto Sp(f) es una aplicacién continua.

Dem. (Sp(f))~"(2a) = {FISp(f)(F) € ¥a} = {F|(f*)"1(F) € Sa} = {Fla € (f*)"(F)}
{F|f*(a) € F} = Xfeq. O

Sp define un funtor:

» Sp(idr) = idgy(L)-
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= Sp(fog)(F) = ((fog)) N (F) = (¢" o f*)"HF) = {alg*(f*(x)) € F} = {z|f* €
(g) 1)} = (f)7H(g)HE)) = (f*) " Splg)(F) = (Sp(f) o Sp(g))(F).

Hemos llegado a dos funtores:
Lc: Top — Loc y Sp: Loc — Top

Nuestro proximo objetivo es ver que son adjuntos, para ello vamos a estudiar las
um‘dad&ﬂ de la adjuncién.

Por un lado, tenemos un morfismo de reticulos topolégicos ¢r, : L — Le(Sp(L)) que
actia de la forma a — X, y su adjunto de Galois a la derecha (¢r)« = or, : Le(Sp(L)) — L,
que es un morfismo de locales.

o : LeSp = Idpoce es una transformacién natural, sea h : L —> M consideramos el
diagrama

LeSp(L) o

L
LeSp(h) J ‘h
LeSp(M) 2 yp

Por unicidad de los adjuntos:
oy o LeSp(h) = hoop < (oa 0 LeSp(h))* = (hoop)*.

Seaa € M: (oproLeSp(h))*(a) = LeSp(h)*(dara) = Q(Sp(h))(Xa) = {F|a € Sp(h)(F)} =
{Fla € (h*)"Y(F)} = {F|h*(a) € F} = Sy = ¢r(h*a) = oth*a = (hoor)*(a).

Consideramos ahora un espacio topoldgico X y la aplicacién Ax : X — SpLc(X)
actuando de la forma \x(z) =U(x) = {U € Q(X)|z € U}

Ax es continua: cada abierto en SpLc(X) es de la forma Xy con U € Q(X).
M (Er) ={z € X|Ax(2) € Sy} ={z € X|U(z) € Sy} = {z € X|U e U(x)} = {z €
Xz eU} =U € QX).

A es natural, sea f : X — Y una funcién continua entre espacios topolégicos
(SpLe(f) 0 Ax) (@) = SpLe(x)U(x)) = (UF)) " U(x)) = {UIF(U) € U(x)} = {Uz €

W)} = {UIf() € U} = A (£(@)) = Oy © )(@).

Teorema 3.4. Existe una adjuncién Lc : Top = Loc : Sp donde o es la counidad y A la

unidad.

Dem. Por el teorema 1.5 basta con ver que Sp(or) o Aspr, = Idspr ¥ ore(x) © Le(Ax) =
Id;.x para todo locale L y espacio topoldgico X.

Sea L un locale, F' € Sp(L): (Sp(or) o Aspr)(F) = Sp(or)U(F)) = (oF) HU(F)) =
(6r) Y UF)) ={ac LIX, €eUF)}={acLIFe€X,}) ={a€Llac F}=F.

Para un espacio topoldgico X: (or¢(x) © Le(Ax))*(U) = (Le(Ax)* o drex))(U) =
M) 'Cy)={zeXU@x) eyt ={zc X|UcU(z)}) ={z e X|zcU}=U. O

1Con unidades nos referimos a lo que hemos llamado anteriormente unidad y counidad.
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3.2.1. Las unidades de la adjuncién

En esta parte vamos a estudiar un poco mas en detalle algunas propiedades de o y A.
Lema 3.4. Cada o, es inyectiva.

Dem. La aplicacién ¢y, : L — Le(Sp(L)) es suprayectiva (por construccién del espacio
topoldgico). Por ser adjuntos de Galois tenemos ¢ror¢r = ¢ como ¢y suprayectiva

podemos cancelar y ¢ror, = td = oy, es inyectiva. ]

La siguiente proposicion ilustra la relacion que existe entre la espacialidad y la counidad

.
Proposicién 3.5. Dado un locale L son equivalentes:
I. L es espacial.

1. or,: Le(Sp(L)) — L es un isomorfismo de reticulos completos.

*

L. 0; : L — Le(Sp(L)) es un isomorfismo de reticulos completos.
IV. o, es epimorfismo.

V. o} monomorfismo.

Dem. Es inmediato que IT implica I y IV y que III implica V.

Ademsds, por el lema anterior si se cumple IV o, es un isomorfismo y su inverso debe
ser o7 . Por tanto se cumplen II, III y V. Analogamente si asumimos cierto V se cumplen
I1, T y IV.

Solo nos falta comprobar que I=-II: pero si existe un isomorfismo h : L — L¢(X)
para algin espacio topolégico X entonces, por naturalidad, o = hilaLc( X)LcSp(h) es un

isomorfismo. OJ

Como consecuencia de la proposicién anterior, un reticulo es espacial si y solo si es

isomorfo al reticulo generado por su propio espectro.
Proposicion 3.6. Sea X un espacio topolégico son equivalentes:
I. X es sobrio.
I. Ay : X — SpLc(X) es biyectiva.
1. Ax : X — SpLe(X) es un homeomorfismo.

Dem. I=1II: Si X es sobrio, todo filtro primo de Q(X) = Le(X) es de la forma U(z) con
x € X, por tanto tenemos la suprayectividad. Por ser Ty: U(x) = U(y) < = =y, asi que
tenemos la inyectividad.

II= III: Sabemos que Ax es siempre continua, veamos que ademads es abierta:
Ax(U)={U(z)|z e U} ={U(2)|U elU(x)} = Xy
ITTI=T: Si son homeomorfos como SpLe(X) es sobrio X tiene que ser sobrio. O
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Proposiciéon 3.7. Sean X e Y dos espacios topoldgicos sobrios. Las funciones continuas
h: X — Y estan en correspondencia biyectiva con los morfismos de reticulos topolégicos
f:QY) — Q(X) y por tanto con los de locales.

Dem. Sea f: Q(Y) — Q(X) un morfismo de reticulos topolégicos, para cada x € Q(X)
consideramos U(x) y tenemos que f~1(U(z)) es un filtro completamente primo en Q(Y),
entonces existe algin y € Y tal que U(y) = f~1(U(x)). El punto y estd determinado de

forma tnica por ser los espacios Ty. Asi podemos definir h(x) = y. Entonces tenemos:
re flU)e fU) cU(z) = Uc f~HU(x) =U()) < h(z) cU < xch H(U)
Entonces h es continua y f es exactamente Q(h). O

Corolario 3.2. La adjuncién anterior determina una equivalencia entre las subcategorias

Sob de los espacios topoldgicos sobrios y SLoc de los locales espaciales.

o8



Capitulo 4

Marcos Topoldégicos y Ortogonales

Esta ultima parte cuenta con resultados inéditos fruto del trabajo realizado con el pro-
fesor Sail Ferndndez Gonzéilez en el marco de la beca de colaboracién en departamentos.
Como texto fundamental de partida se ha utilizado [23].

En este capitulo estudiamos los marcos, en especifico los topoldgicos, llegando a un
teorema de representacién. A continuacién “traducimos” algunos conceptos topoldgicos a
los marcos y definimos el concepto de topologia sobre un marco. Finalmente, exponemos
de forma explicita la dualidad categorica entre los marcos ortogonales topoldgicos y los
espacios topoldgicos, usando, para ello, funciones que conservan la veracidad de las férmu-
las entre modelos de la logica. Una aplicacién f : My — My entre dos modelos conserva la
veracidad de las férmulas, si para toda férmula ¢ cierta en M, su antiimagen mediante f
es cierta en M.

Este tipo de dualidades son ttiles en la légica, ya que ponen en comtn los modelos de

la 16gica modal estandar (los marcos) y los modelos espaciales (espacios topolégicos) ([7]).

4.1. Marcos ortogonales

Definicién 4.1. Un marco es un conjunto X equipado de una o maés relaciones binarias

R;.

Definicién 4.2. Un marco equipado con dos relaciones (X, R, Ra) se dice ortogonal si
existen relaciones de equivalencia =1, =9 tales que Ry C=1, Ry C=9 y =1 N =9= Idx.

Diremos que dos relaciones =1, =5 definidas sobre un conjunto X son ortogonales si
=1 N=9=Idyx.

Definicién 4.3. Un espacio de subconjuntos es un par (X, 7) donde X es un conjunto y

T CP(X).
En particular un espacio topolégico es un espacio de subconjuntos.
Definicién 4.4. Un marco ortogonal de subconjuntos es un marco (O, <, ~) verificando:

I. < es un orden y ~ una relaciéon de equivalencia.
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. (~o<)C(<on).

Adems3s existe una relacion de equivalencia = tal que <C=y
. ~N==Idp.
1v. Si d/(= o ~)b para todo a’ ~ a entonces a(< o ~)b.

La definicion anterior presenta ciertos aspectos probleméticos ya que = no es necesa-
riamente tnica.

Para solucionar esto podemos tomar = como primitiva observando que:

Proposiciéon 4.1. En un marco de subconjuntos ortogonal a < b < a = b y para todo

a' ~a, d (= o ~)b.

Dem. Sia < bentonces a = by para todo a’ ~a,a’ ~a <b=d(<o~)b= d(=0n~)b.

Supongamos ahora que a = b y para todo a’ ~ a, a/(= o ~)b, en particular a(= o ~)b
entonces existe c tal que a < c~b=b=a < c~b=c=byc~ b Luego, por
ortogonalidad, b =c = a < b. O

Definicién 4.5. Un marco ortogonal de subconjuntos es un marco (O, =, ~) donde =, ~

son dos relaciones de equivalencia que satisfacen:
I. =N~=Ido.
1. Sid (=0~ yb(=o0~)d para todos @’ ~ay b ~ b entonces a ~ b.

Vamos a comprobar que ambas definiciones son equivalentes:

Sea (O, <, ~) un marco ortogonal de subconjuntos cumpliendo la definicién 4.4. Tene-
mos dos relaciones de equivalencia = y ~ verificando = N ~= Idp por definicién. Supon-
gamos que a'(= o ~)b' y V/(= o ~)d' para todos @’ ~ a y b ~ b. Esto implica a(< o ~)b
y b(< o ~)a = existen ¢, tales que a < ¢~ b < ¢ ~ a. Como (~ o <) C (<o n~)
existeunxtalquechwc’. Portantoxcha:xzaych’wa:a:xpor
ortogonalidad. Perosia=za<c<rx=a=a=c~b= a~0Db.

Reciprocamente consideramos (O, =, ~) verificando la segunda definicién y definimos

< como en la proposicion 4.1, entonces ~ es una relacion de equivalencia y < es un orden:
s Paratodoae€ O,a=ayparatodod ~ad =d ~a=a<a.

»Sia<byb<a=a=byd(=o~yb(=o~)d paratodosa ~ayb ~b
=a~b=a=0

» Sia<byb< centonces a =b = cy para todo a’ ~ a: a/(= o ~)b = existe un
b~ btal que a’ =V ~ by como b < ¢ existe ¢ tal que b/ = ¢ ~ ¢ por lo que

d=bV=d~c=d(=o0~)cparatodod ~a=a<c.

60



Sea a(~ o <)b existe ¢ tal que a ~ ¢ < by por definicién de < como a ~ ¢ existe
un b’ tal que a = V' ~ b. Comprobemos que a < b': si @’ ~ a ~ c existe algin b” tal que
a =b" ~b~ b yentonces a' (=0 ~)V paratodod ~ayb =a=a<?b ~b.

<C= por definicion y ~ N == Idp.

Finalmente si a/(= o ~)b para todo a’ ~ a entonces en particular para a ~ a existe ¢
tal que a = ¢ ~ b. Veamos que a < ¢: Si a’ ~ a entonces a/(= o ~)b~c¢=a <c~b. Por

tanto las dos definiciones son equivalentes.

Dado un espacio de subconjuntos (X, 7) podemos construir lo que llamaremos su marco

ortogonal asociado de dos formas. En ambas definimos O = {(z,U)|z € U € 7}

= Usando una relacion de equivalencia y una de orden:

o (z,U)~(y,V)=U=V
e (z,U)<(y,V)eo2x=yyUCV

= Usando dos relaciones de equivalencia:

o (2 U)~(y,V)aU=V
b (az,U)E(y,V)@a::y

Podemos también obtener un espacio de subconjuntos a partir de un marco:

Sea (O, =, ~) un marco. Consideramos Xp = O/ =. Para cada 7 € O/ ~ definimos
Uz ={c € XoloNn7w #0}.
Llamamos 70 = {Uz|m € O/ ~} U {0} y obtenemos el espacio de subconjuntos (Xo, 70).

Notacién: Siempre que usemos la notacién a entenderemos que se trata de un ele-

mento del conjunto cociente @/ =y a del conjunto conciente O/ ~.

Algunas observaciones:

1. Debido a la ortogonalidad para cada ¢ € O/ =, 7 € O/ ~ hay como mucho un

elemento en o N 7.

1. En un marco ortogonal de subconjuntos b € U; < b(= o ~)a.

4.1.1. Marcos ortogonales topolégicos

Nos preguntamos ahora cudles son los marcos ortogonales de subconjuntos que se
corresponden con los espacios topoldgicos y, otra vez, tenemos dos definiciones segun si

tomamos como primitiva = o <.

Definicion 4.6. Un marco ortogonal topolégico es un marco ortogonal de subconjuntos

(0, <,~) que ademas verifica:
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I. (>0 <)== (donde = es la relacién de la definicién 4.4).
11. Para todo A C O no vacio existe una clase de equivalencia beO / ~ tal que

a) Para todo a € A y para todo b € b: a(< o ~)b
b) Para todo b € b existe a € A tal que a(~ o <)b.

Definiciéon 4.7. Un marco ortogonal topolégico es un marco ortogonal de subconjuntos

(O,=,~) que ademés satisface:
I. Sia=bexiste c€ O tal que c=a=0by para todo ¢ ~ ¢, (=0 ~)ay (=0 ~)b.
11. Para todo A C O no vacio y cerrado bajo ~ existe un b € O tal que

a) Para todo a € A: a(=o0 ~)b

b) Para todo b/ ~ b existe a’ € A tal que a’ =b'.

Comprobamos la equivalencia de ambas definiciones:

Def 4.6 = Def 4.7:

Si a = b entonces a > ¢ < b para algin ¢ € O = a = b = ¢ y para todo ¢ ~ ¢
d(=o~)ay d(=o~)b.

Si A C O no vacio y cerrado bajo ~, existe una clase de equivalencia b verificando a)

y b) de la primera definicién. Sea b € b se tiene:
» Para todo a € A: a(< o ~)b = a(= o ~)b.

= Para todo ¥ ~ b, b € b por tanto existe a € A tal que a ~ o’ < b y por ser A

cerrado bajo ~, a’ € A verifica a’ = V.

Def 4.7 = Def 4.6:
Definimos < igual que en la proposicién 4.1.
Sia>c<bentoncesa=c=b= (>o0<)C=.

Sia = bexiste un ¢ € O tal que ¢ = a = b y para todo ¢ ~ ¢, (= o ~)ay
d(=o~)b=a>c<h.

Sea A C O distinto de vacio, considero A = {a’ ~ ala € A} que es cerrado bajo ~ y
existe un b tal que se cumple a) y b) de la segunda definicién. Consideramos la clase de

equivalencia de b, b:

= Sea a € A entonces a € A y para todo a’ ~ a tenemos a’ € A. Luego a/(= o ~)b =
a(< o ~)b = a(< o ~) para todo b € b.

= Sea b/ € b entonces ¥ ~ b, existe a’ € A tal que @’ = b = existe a € A tal
que a ~ a’ = V. Para todo a’ ~ a’ como a” € Ay ¥ € b= d'(= o ~) =
a <V =al~o<).
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En el caso de los marcos ortogonales topoldgicos, la definicién usando < deja de ser
problemaética ya que la relacién de equivalencia = ahora esta definida de forma unica a
partir de <.

A continuacién veamos una serie de “propiedades” de estas estructuras.
Lema 4.1. En un marco topolégico ortogonal (< o >) = (> o <).

Dem. Sabemos que (> o <) ==. Veamos que (< o >) también es igual a =. Si a(< o >)b
como <C== a = b. Sean a = b, consideramos ¢ la clase de equivalencia que verifica II a)
y II b) de la definicién 4.6. Entonces existen ¢, € ¢ tales quea < c~cd >b=c=a =

b= = ¢ = por ortogonalidad y entonces a < ¢ > b==C (< o >). O

Lema 4.2. Si R es una relacién reflexiva y transitiva verificando que Ro R™' = R™'o R

entonces R o R~! es la menor relacién de equivalencia que contiene a R.

Dem. Si aRb entonces aRbR™'b ya que si R reflexiva R~! tambien lo es.

Veamos que Ro R~! es de equivalencia:
» aRaR 'a = a(Ro R 1)a para todo a.

» a(R o R™1)b entonces existe ¢ tal que aRcR™1'b y por tanto cR™'a y bRc entonces
b(Ro R Y)a.

» Sia(RoR )by b(RoR ')centonces aRo R-1oRoR lc=aRoRoR 'oR ¢
y por transitividad tenemos “idempotencia” (aRcRb = aRb) asf que a(Ro R™1)c.

Sea = otra relacién de equivalencia conteniendo a R, si a(R o R71)b tenemos que
aRcR™1b entonces aRcy cRb=a=c=b=a=b por tanto Ro R~ C=. O

Entonces en un marco topoldgico ortogonal = es la menor relacién de equivalencia que

contiene a <.
Lema 4.3. En un marco ortogonal de subconjuntos se verifica
1. Uz CUp & a(<o~)b.
1. Sia(<o~)byb(<o~)aentonces a ~ b.
. Uz =U; < a~b.

Dem. 1. Supongamos Uz C Uy y @’ ~ a entonces a’ = a' ~ a = o' € Uz C U; por
lo que @/ (= o ~)b. Por definicién de marco ortogonal de subconjuntos esto implica
a(< o ~)b. Supongamos ahora que existe b’ tal que a <V ~ b. Sea @ € Uy entonces
existe ¢ tal que « = ¢ ~ay como a < b y ¢~ a tenemos a = ¢(= o ~)V ~ b =
a(=o~b=ac ;.

1. Supongamos que existen ¢, ¢ tales que a < ¢~ b < ¢ ~a. Como (~ o0 <) C (< on~)
existe b talque a < c <V ~c ~aentonces b =ayb ~a=bV=a=a<c<

V=a=c=a=a~b
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1. Es inmediato por lo anterior (notar que si a ~ b entonces a < a ~ b). 0

Proposicién 4.2. En un marco topolégico ortogonal (O, <,~), para cada subconjunto

A # () de O la clase de equivalencia b verificando
I. Para todo a € A y para todo b € b: a(< o ~)b.
1. Para todo b € b existe a € A tal que b(< o ~)a.
es unica.

Dem. Sea A # (), b y ¢ dos clases de equivalencia verificando I y II, para ver que son
iguales basta probar b(< o ~)cy ¢(< o ~)b.

Sea b/ ~ b existe a € A tal que V¥ < o ~ a entonces existe @’ tal que b < d’ ~ «a.
Comoa € Aa(<on~)ec=d ~a(<o~)c=d <o~ ¢ por tanto existe ¢ ~ ¢ tal que
bV =d < ~c=b(=o~)cpara cualquier b’ ~ b = b(< o ~)ec.

Para ¢(< o ~)b es el mismo razonamiento cambiando los papeles que juegan by c¢. [

Corolario 4.1. En un marco topoldgico ortogonal cada clase de equivalencia ¢ tiene

maximo via la relacién <.

Dem. Sea el marco (O, <, ~), consideramos X la clase de equivalencia que cumple
1. Para todo a € A y para todo b € b: a(< o ~)b.
1. Para todo b € b existe a € A tal que b(< o ~)a.

Tomando A = O. Sea a € O/ =, a € O por tanto existe x € X tal que a < x. Sea
bEa,benye)?éb(gow)xiexistex/thalquebgx’wxentonces
¥=b=a=x= x =2y por tanto x es un méximo de a.

Considerando otra =-clase de equivalencia podemos encontrar su maximo en X , por

tanto los maximos estan relacionados por ~. ]

Proposicién 4.3. Sea (O, =, ~) un marco ortogonal de subconjuntos tal que (Xp,70) es

un espacio topoldgico, entonces (O, =, ~) es un marco ortogonal topolégico.

Dem. Seana=ben O = a=b~b=ac Uy= U;NU; # 0 = existe un ¢ € O tal
que Uz = Uz N Uj este c verifica ¢(< o ~)a y ¢(< o ~)b = para todo ¢/ ~ c: (=0 ~)ay
(= o ~)b.

Sea A C O no vacio y cerrado bajo ~ entonces por ser 7o una topologia existe b € O/ ~
tal que (J{Uzla € A} = U; = para todo a € A @ € Uy = a(= o ~)b, y para todo
Vb=V elUp=V €U paraalgina € A=V =a' ~ a para algin a € Ay como A
cerrado bajo ~= a’ € A. O

Proposicién 4.4. Si (O,=,~) es un marco ortogonal topoldgico el espacio (X, 7o) es

un espacio topolégico.
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Dem. El vacio estd en 7o por construccién y para ver que estd X consideramos o la
~-clase de equivalencia conteniendo a todos los méximos de cada =-clase de equivalencia.
Entonces para cada 7 € Xp 0 < 2/ ~ o siendo 2/ el méximo de @ = o = 2/ ~ 0 esto
implica ¢ € Uz = Uz = Xo € 10.

Sean Ug, Uy € 1o, consideramos A = {c € Olc(< o ~)ay ¢(< o ~)b}. Si Uz NU; es el
vacio ya estd en 7o y si es distinto de vacio, existe p tal que a ~a’ = p = ~ by como
== (>o<)existe ctalquea~a >c <V ~b=ce A% Como A es no vacio y
~-cerrado, pues (~ o <) C (< o ~), existe z € O tal que verifica que para todo ¢ € A
y ¢(= o ~)z y que para todo 2’ ~ x existe un ¢ € A tal que ¢ = z’. Veamos que U; es
exactamente Uz N Uy.

Sip € U; existe 2’ € 7 tal que p = 2’ y existe un d € A tal que 2’ ~ d y ademés para
todod ~dd € A= d(=o~)x ~12' = d<2'. Ademds por definicién de A existen a’, v’

tales que d < a’ ~ay d <V ~ b. Tenemos entonces
p=2'>d<d ~ayp=2'>d<V ~b

Entonces p=a' ~a=pNa#0ypNb£0=7p€c Uz NU;.

Para el otro contenido, si p € Uz N U; existen a’ y V' tales quea ~a' =p=V ~by
como == (> o <) entonces existe d tal que a ~a’ > d <V ~b=d € A= existe 2’ ~z
talqued <2’ yp=d<a'=2'=p=peU;.

Por 1dltimo veamos que las uniones arbitrarias de elementos de 7o pertenecen a 7o.
Sea A € O/ ~ una familia arbitraria de clases de equivalenciay A =|JA ={a € Ola € «
para algin o € A}. Consideramos 7 la clase de equivalencia verificando II a) y II b) de la
definicién 4.6 y tenemos :

Sip € Ugyen Ua entonces p = a para algin a € o € Ay como a € A a < 2’ para algin
Yer=p=a ~x=pecU;.

Sip e Uz entonces p=12' ~ x y existe algin a € Atal que 2/ < ad ~a=p=d ~
a=D¢€U; CUyenUa- O

Terminamos esta secciéon con un teorema de “representacién”.

Teorema 4.1. Si (O,<,~) es un marco ortogonal topolégico entonces (Xp, 7o) es un

espacio topoldgico cuyo marco ortogonal asociado es isomorfo a (O, <, ~).

Dem. Denotamos (Ox,,, <x,,~r,) al marco ortogonal asociado a (Xo,70). Hemos ob-
servado que un par (@, Ug) pertenece a O,,, siy solo si la interseccién @M b es unipuntual.
Para cada (@,U;) € Oy, denotamos x|, al tinico elemento de O en esa interseccién y

definimos la funcién

f:O0x,

O
(a, U’g) F——— L[a,b]

f es inyectiva ya que dos clases de equivalencia distintas son disjuntas y sobreyectiva
pues para todo = € O,z = f(z,Uz).

fy f~! coservan las relaciones:
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» (@,U;) <x, (U siysolosia=¢cy U; CUzsiysolosia=cyb<o~)d

Entonces a = zpp) ~ b < o ~ d = existe ¢ tal que z,p < ¢ ~ d. Entonces
t=xpp=a=cyt~d=tecnNd=1=2q = Tjap < T[4 Reciprocamente si
Zlap < T[eq) entonces son =-equivalentes por lo que a = ¢ y para todo b~ Tlap) ~ b

b,(E o N):'E[C,d] ~d= b(g o N)d = (a, Ug) <Xo (E, UJ)

» (@,U5) ~r (6,Uj) siy solosi Uy = Uz siy solosid~bsiy solosizy ~ jq. O

4.1.2. Traduccién de algunos conceptos topolégicos

Dado un marco ortogonal topoldgico estudiamos como algunas nociones topolégicas

usuales pueden “traducirse” a él.
Definicién 4.8. Diremos que un marco topoldgico ortogonal (O, =, ~) es...

» Tp si para todo a,b € O tales que =(a = b) existe ¢ € O tal que o bien a(=o ~)cy
~(b(= 0 ~)c) 0 bien b(= 0 ~)e y ~(a(= o ~)e).

» T3 si para todo a,b € O tales que —(a = b) existe ¢ € O tal que a(= o ~)cy
=(b(= o ~)c).

» Ty si para todo a,b € O tales que —(a = b) existen ¢,d € O talesquea=c, b=dy
para todos ¢ ~cy d ~d —(d =d).

Proposicién 4.5. Un marco topolégico ortogonal es Ty (respectivamente 17, 7%) si y solo

si su espacio topolégico asociado es Tjy (respectivamente T, T5).

Dem. Vamos a hacerlo tinicamente para el caso Tp, las otras demostraciones son similares.

Sea (O, =, ~) un marco topoldgico ortogonal Ty y (Xo, 7o) su espacio topolégico aso-
ciado. Sean @, 3 € Xo con @ # 3, consideramos a € @,b € 3, entonces —(a = b) y por
estar en un marco 7Ty, existe un ¢ tal que o bien a(= o ~)cy =(b(= o ~)c) o bien b(= o ~)c
y —(a(= o ~)c) entonces o bien @ € Uz y # ¢ Uy o bien lo contrario (a ¢ Uz y 3 € Uy)
= (Xo,710) es Tp.

Si (X0, 70) es Ty, consideramos a,b € O tales que =(a = b) y por tanto @ # b = existe
un abierto U € 7o tal que o bien a € U,b ¢ U o bien a ¢ U,b € U. Si U € 1¢ existe c € O
tal que U = Uz y este ¢ verifica que o bien a(= o ~)cy —(b(= o ~)c) o bien —=(a(= o ~)c)
y b(= o ~)c = el marco es Tp. O

Definicion 4.9. Diremos que un marco ortogonal topolégico verifica el axioma T} si para

todo a € O existen b, c € O tales que a(= o ~)b, =(a(= o ~)c) y se verifica:
] C(S o N)b
» Si—(z=a)y x(= o ~)bentonces x(= o ~)c

Proposicién 4.6. Un marco topolégico ortogonal es Ty si y solo si su espacio topoldgico

asociado es Tj.
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Dem. Sea (O,~,=) un marco topoldgico ortogonal y (Xp, 7o) su espacio topolégico
asociado. Si (X, 7o) es Ty, por definicién, para todo @ € X existe U € 1o cona € U y
U\ {a} € 1o0. Sea a € O, entonces existen Uy, Uz € 7o tales que a € Uy y Uz = Uy \ {a}.

Entonces a(= o ~)by =(a(= o ~)c). Ademas:
n Uz C U’E = ¢(< o ~)b.

» Para todo T # @ en Uy, T estd en Uz, por tanto si ~(x = a) y z(= o ~)b entonces

(= o ~)c.

Reciprocamente, si (O,~,=) es un marco T; y @ € Xp. Entonces existen b,c € O
cumpliendo la definicién de marco T,. Por un lado a(= o ~)b y —(a(= o ~)b), por tanto
@€ U;ya¢ Uz Ademds como ¢(< o ~)b tenemos que Uz C Uy. Para todo 7 € Uy, si
T # a se tiene =(x = a) y (= o ~)b. Por ser el marco Ty, (= o ~)c = T € Uz. Entonces

U’I;\ {ﬁ} = Ug. ]

Definicién 4.10. Diremos que un marco topoldgico ortogonal (O, <, ~) es de Alexandroff

si para todo A C O no vacio existe b € O tal que b(< o ~)a para todo a € A.

Proposiciéon 4.7. Un marco topoldgico ortogonal es Alexadroff si y solo si su espacio

topoldgico asociado es Alexandroff.

Dem. Sea (O, <,~) un marco topoldgico ortogonal y (Xp, 7o) su espacio asociado. Su-
pongamos que (O, <, ~) es Alexandroff. Sea {Uy}aenr C 7o una coleccién de abiertos
arbitraria. Como cada abierto se identifica con una ~-clase de equivalencia (excepto el
vacio, pero si alguno de ellos es vacio la interseccién también lo es y esta en la topo-
logia), podemos considerar A C O/ ~. Definimos A = {a € Ola € o € A} y por ser
un marco de Alexandroff existe b € O tal que b(< o ~)a para todo a € A. Definimos
B = {b € Olb(< o ~)a para todo a € A} que es no vacio y consideramos la clase de

equivalencia T que verifica
1. Para todo b € B y para todo x € Z: b(< o ~)zx.
1. Para todo = € T existe b € B tal que z(< o ~)b.

Entonces Uz = [,ep Ua- |I|

Reciprocamente si (Xp, 70) es de Alexandroff y A C O no vacio. Definimos
A ={ala € A}

y existe b tal que Uy = (,cp Ua vy para todo a € A : U; C Uz = b(< o ~)a. O

Definicién 4.11. Un marco topolégico ortogonal (O, =,~) es disconexo si existen dos
elementos a,b que no son ~-equivalentes tales que para todo ¢ € O o bien ¢(= o ~)a o

bien ¢(= o ~)b.

!La demostracién se hace por doble contenido, adaptando la parte de la demostracién de 4.4 donde se
veia que la interseccién finita de abiertos en (Xo, 7o) era un abierto.
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Proposicion 4.8. Un marco topoldgico ortogonal es disconexo si y solo si su espacio

topoldgico asociado es disconexo.

Dem. Sea (O, =,~) un marco topoldgico ortogonal disconexo, a,b verificando la defini-
cién. Como a,b no son ~-equivalentes Uz # Uy. Ademds como para todo ¢ € O o bien
¢(= o ~)a o bien ¢(= o ~)b tenemos que son complementarios, por tanto Xo es disconexo.

Por otro lado si (X, 70) es disconexo existen un par de abiertos disjuntos U, V' tales
que UUV = Xo es decir, existen a,b € O tales que Uz y Uy son disjuntos y su union es el

total. Estos elementos a, b verifican la definicién de marco topoldgico ortogonal disconexo.[]

Definicién 4.12. Un marco topolégico ortogonal (O, =, ~) se dird compacto si para todo
I C O verificando

Va € O existe i € I tal que a(=o ~)i
existe un J C I tal que J es finito y Va € O existe j € J tal que a(= o ~)j.

Proposicion 4.9. Un marco topoldgico ortogonal es compacto si y solo si su espacio

topoldgico asociado es compacto.

Dem. Suponer que (O, =, ~) es compacto y consideramos {U;} con i € I C O un cubri-
miento por abiertos de (Xp,70). Entonces para todo @ € X existe algin i € I tal que
a € U; = a(= o ~)i. Por ser el marco compacto existe un J C I finito tal que Va € O exis-
te j € J tal que a(= o ~)j, y por tanto {U}}je(] es un subcubrimiento finito = (Xp, 70)
compacto.

Reciprocamente, suponemos (X, 7o) compacto y consideramos I C O verificando
Va € O existe i € I tal que a(= o ~)i entonces {Us}ics es un cubrimiento por abiertos de
(Xo,70) por lo que existe un subcubrimiento finito {U;}je J con J C I finito y por tanto
para todo a € O existe j € J tal que a(= o ~)j. g

4.2. Marcos ortogonales discretos: topologias sobre ellos

A continuacién nos preguntamos qué pasa cuando la topologia que consideramos es la

discreta. En este caso, podremos definir una topologia sobre el marco.

Proposicién 4.10. Dado un marco topolégico ortogonal (O, =, ~) son equivalentes:
1. Para todo a € O existe a’ € O tal que a = b < b(= o ~)a’ para todo b € O.
1. Para todo a € O existe a/ = a tal que o/ = {a'}.

Dem. I = II: Sea a € O, y d’ tal que verfica I. Entonces como a’ = da’ ~ @’ = o’ = a. Sea
b~d entoncesb=b~d =b=a=d =b=2d.
II=1Seaa e O, ydad tal que verficall. Sib=a=d =>b=d ~d. Sib(=o~)d =

b=da =apues a = {d}.
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Definicién 4.13. Un marco topolégico ortogonal que cumpla una (y por tanto todas) de

las propiedades anteriores se dird marco ortogonal discreto.
Proposicién 4.11. Dado un marco ortogonal discreto (O, =, ~) se verifica 1o = P(Xo).

Dem. Sabemos que 7o es una topologia, serd la discreta si y solo si todos los conjuntos
unipuntuales estdn en la topologia. Para todo @ € X» consideramos un representante
aEOyexistea’talquea’zayg’:{a'}. Siac Uy s al=0~)d ©a=0 =o,

entonces Us, = {7} € 70. O

Proposicion 4.12. El marco ortogonal asociado a un espacio topoldgico discreto es dis-

creto.

Dem. Sea (X, 7) un espacio topolégico discreto y (O, =, ~) su marco ortogonal asociado,
(z,U) € O como 7 = P(X) tenemos (z,{z}) € O que verifica (z,U) = (z,{z}) y (y,V) ~
(z,{z}) & V = {2} y necesariamente y = x, asi que la ~-clase de equivalencia de (x, {z})

solo lo contiene a él mismo. O

Veamos ahora cémo podemos caracterizar una topologia sobre un marco ortogonal

discreto:

Definicién 4.14. Dado un marco ortogonal discreto (O, =, ~), y un subconjunto 7' C O

llamaremos a T' topologia sobre O si verifica:
I. T es cerrada para ~.
11. Existe un o € T tal que para todo a € O: a(= o ~)o.

1. Para todo a,b € T con a = b existe ¢ € T tal que para todo ¢ ~ ¢: /(=0 ~)ay
d(=o~)b.

1v. Para todo A C T no vacio cerrado bajo ~ existe b € T tal que a(= o ~)b para todo

a € Ay para todo b’ ~ b existe un o’ € A tal que a’ = V'

Proposiciéon 4.13. Si T' C O es una topologia definida sobre un marco ortogonal discreto

entonces 7p = {Uz|la € T} U {(0} es una topologia sobre Xo.

Dem. = Kl vacio estd en 7p por construccion. Consideramos un o € T verificando
IT de la definicién anterior. Para todo @ € Xp, a(= o ~)o = a € U;. Por tanto
Xo =U; € 7.

» Sean Uy, U; € 7p. Si su interseccion es vacia esta en 7p. Si es no vacia, existe un
7 tal que o(= o ~)a y o(= o ~)b entonces existen a’ ~ a y b’ ~ b (y por tanto
a',b' € T) tales que a’ = b’ y por la propiedad III existe ¢ € T tal que para todo
c~ced=Z=o~d ~ay d(=o0~Y ~ b= a(~ o >)c(< o~ b). Consideramos el
conjunto A = {c € T|e(< o ~)a y ¢(< o ~)b}, este conjunto esta contenido en T, es
cerrado bajo ~ y es no vacio = existe un z € T tal que ¢(= o ~)x para todo c € A

y para todo 2’ ~ x existe ¢’ € A tal que 2’ = ¢/. Entonces Uz = Uz N Uy:
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e U CU;NU; : p € Uz = existe un 2’ ~ x tal que p = 2’ y ademds existe un
c € Atal que c=12'. Como ¢ € A existen o', talesquea~a >c<V ~b=
p=d~ayp=t~b=peclUsNUj.

e Uz DUz NUz:peUagnNUy=an~d =p=b~b=a~d >p <0 ~b
entoncesp =pyp e A=p=p(=o~)x=peU;.

= Por ultimo veamos que la unién arbitraria de abiertos de 7p estd en 7p. Sean
{Ui}ier C 7p. Si todos los U; son vacios la unién es el vacio y estd en 7p. Si alguno
de ellos es no vacio existe A C T/ ~ distinto de vacio tal que (J;c; Ui = Uyep Ua-
Definimos A = {a € T|a € a € A}, que es no vacio y cerrado bajo ~, considera-

mos x € T verificando IV de la definicion de topologia sobre un marco, entonces

Ui = UCVGA UOZ:

o Uz CUycrUa : D € Uz = existe un 2’ ~ z tal que p = 2’ y ademds existe un
acAtalquea=2"=>p=a~aparaalgina € A= pc Uz CJ,ep Ua-

o Uy 2 UpeaUa : P € UperUa = D € U, para algiin o € A entonces existe
a€atalque p=a(=o~)r=7p¢€U;. O

Proposicién 4.14. Sea (X, 7) un espacio topoldgico entonces T' = {(x,U)|z € U € 7} es

una topologia sobre el marco ortogonal discreto asociado a (X, P(X)).

Dem. Consideramos (O, =, ~) el marco ortogonal discreto asociado a (X,P(X)), clara-
mente T C O.

I: Sea (z,U) e Ty (x,U) ~ (y,V) entonces U =V e 7= (y,V) € T.

II: Como X € 7 sea x € X = (x,X) € T, para cualquier (y,V) € O se tiene
v, V) = (y, X) ~ (2, X).

IIL: Sea (z,U) = (y,V) en T entonces x = y y por tanto UNV # ) y UNV € 7 por ser
una topologfa, entonces (z,U N'V) € T y verifica que para todo (z/,UNV) ~ (z,UNV)
(@, UNV)= (2, U)~(z,U)y (', UNV)=(2/,V) ~ (y,V).

IV: Finalmente si {(x;, U;)}ser € T cerrado bajo ~ entonces | J,c; U; € 7 por ser una

topologia. Sea x € | J;c; Us, consideramos (x, | J;c; Us) € T y verifica:

el
= Para todo (z;,U;) con i € I (x4, U;) = (v, Ui Us) ~ (2, U, Us).
» Para todo (y,V) ~ (2,U;c; Us) = V = U, Ui v existe j € I tal que y € Uj.

Entonces como {(z;, U;) }ier cerrado bajo ~y (z;,U;) ~ (y,U;) tenemos (y, U;) € {(x;,U;) bier
con (y7 V) = (yv UJ) U

4.2.1. Cerrados, abiertos, interiores y clausuras

Una vez definida una topologia sobre un marco ortogonal discreto, podemos ver como
se caracterizarian elementos importantes en topologia. La mayoria de demostraciones de
esta parte han sido omitidas ya que son, en practicamente todos los casos, comprobaciones

sencillas una vez que se estd familiarizado con el trabajo en estos marcos.
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Consideramos (O, =, ~) un marco topoldgico discreto y T una topologia sobre él, e

introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 4.15. Sea (O, =, ~) un marco topoldgico discreto y T' una topologia sobre él

un elemento a € O se dird

= Abierto respecto a T sia € T.

= Cerrado respecto a T si existe algin b € T verificando que para todo x € O o bien
(= o ~)a o bien z(= o ~)b pero nunca se dan las dos condiciones a la vez. En este

caso diremos que b es un complemento de a.

Definicién 4.16. Sea (O, =, ~) un marco topoldgico discreto, 7' una topologia sobre él.

Consideramos un elemento a € O y diremos que
» t € T es un interior de a respecto a T si t(< o ~)a y para todo u € T tal que
u(< o ~)a se tiene u(< o ~)t.
» ¢ € O es una clausura de a respecto a T si c es cerrado respecto a T, a(< o ~)cy

para todo u € O cerrado respecto a T' tal que a(< o ~)u se tiene ¢(< o ~)u.

A continuacién daremos una serie de propiedades que nos dardn cierta “unicidad”
respecto a ~-clase.
En adelante consideraremos (O, =, ~) un marco ortogonal discreto y 7" una topologia

sobre él.
Proposicién 4.15. Sea ¢ € O un elemento cerrado respecto a T' entonces

= ¢ cerrado respecto a T para todo ¢ ~ c.

» Sia € T es un complemento de ¢ entonces a’ es un complemento de ¢ para todo

a ~a
Proposicién 4.16. Sea a € O

s Sit e T esun interior de a entonces t’ es interior de a para todo t’ ~ t y t es interior

de o' para todo d/ ~ a.

= Si ¢ es una clausura de a entonces ¢’ es una clausura de a para todo ¢ ~ cy c es

una clausura de a’ para todo a’ ~ a.
Por dltimo justificamos los nombres para los elementos anteriormente definidos.

Proposicién 4.17. Sea T una topologia definida sobre un marco (O, <,~) ortogonal

discreto. Entonces:

» ¢ € O es cerrado respecto a 7' si y solo si Uz es cerrado en (Xo, 7).

= t € T es el interior de un elemento a € O si y solo si U; es el interior de Uz en
(X07TT)‘

= ¢ € O es la clausura de un elemento a € O si y solo si Ug es la clausura de Uy en
(Xo, 7).
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4.3. Morfismos

Si nuestro objetivo es establecer una equivalencia categérica debemos pensar en los
morfismos. Para ello vamos a considerar las siguientes categorias:

Top!™ la categoria de los espacios topoldgicos con las funciones interiores y MOT la
categoria de los marcos ortogonales topoldgicos con los p-morfismos (|11]). La justificacién
de tomar p-morfismos se encuentra en la légica. Los marcos son estructuras que se usan
mucho en este campo, asi como lo p-morfismos. En [7] se prueba la existencia de una

correspondencia biyectiva entre las funciones interiores y los p-morfismos.

Definicion 4.17. Una funcién entre espacios topoldgicos se dice interior si es abierta y

continua.

Definicién 4.18. Sea f : (A, R) — (B, R') se dice p-morfismo si
» aRb= f(a)R'f(b).
» f(a)R'b = existe u € A tal que f(u) =by aRu.
Introducimos la siguiente definicién:

Definicién 4.19. Sea f : O — O’ una aplicacién entre marcos topolégicos ortogonales,

diremos que f es un p-morfismo de marcos si es un p-morfismo respecto a las relaciones

~y =.
Vamos a tener que imponer ademéas una condicién més sobre nuestros morfismos:

Definicién 4.20. Diremos que una aplicacién f : @ — O’ entre marcos topoldgicos

ortogonales es suprayectiva respecto a = si:
Vbe 0'Ja€O: f(a)=b.

De igual forma diremos que es suprayectiva respecto a ~ si
Voe O'3acO: f(a) ~b.

Consideramos p-morfismos suprayectivos respecto a =, veamos cémo se relacionan con
las funciones entre espacios topoldgicos.
Sif:0O — O es un p-morfismo de marcos suprayectivo respecto a = definimos la
asignacién:
Gf: Xo— Xo

oct—— f(o)

G f estd bien definida por ser f un p-morfismo, sic =a =0 =a = f(o) = f(a) =

flo) =

~

(). Ademas define una funcién interior entre los espacios topolégicos:
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» Sea Uz € 1o entonces Gf(Uz) = {f(o)[g € Uz} = {f(0)|o(= o ~)a}. Claramente

tenemos G f(U;) C Uff(va).

Para el otro contenido: si b € U o) existe ¢ tal que b = ¢ ~ f(a) y por p-morfismo

existe ¢ ~ a tal que f(c’) = ¢y existe u = ¢ tal que f(u) = b entonces b = f(u) con

’U,EC/Na=>Gf(U5)=Uff(‘a/) € 1O .

» Veamos la continuidad: Sea U; € Tor:

(GH () = {alf(a) € Uz} = {alf(a)(= o ~)b}.

Siae (Gf)_l(UE) existe ¢ tal que f(a) = ¢ ~ b. Aplicando que f es un p-morfismo,
existen u y v tales que a = u ~ v, f(u) = ¢y f(v) = b. Entonces tenemos que
fH{bY) # 0y a € Uy para algin v € f~1({0}) = a € U{Uslv € f~1({b})}-

Sea @ € J{Us|v € f~1({b})} en consecuencia existe algiin v con f(v) = b tal que
a=c~v= fla) = flc)~ f(v) =b= f(a) € U; = a € (Gf)~!(U;). Finalmente
tenemos (G f)~1(U;) = U{Uslv € f1({b})} € 7o vy la asignacién es continua.

G f es suprayectiva. Sea b € X, entonces b € ' y como f es suprayectiva respecto a
= existe a € O tal que f(a) ~b= Gf(a@) = f(a) = b.

Reciprocamente, consideramos f : (X, 7x) — (Y, 7y) una funcién continua, abierta y
suprayectiva entre espacios topoldgicos. Sobre los marcos ortogonales asociados definimos

la siguiente aplicacién:

Ff:0x —— Oy

(z,U) — (f(z), f(U))

Esta aplicacion esta bien definida ya que como f es abierta f(U) € 7y y claramente si
z € U tenemos f(x) € f(U).

Veamos que es un p-morfismo de marcos:
= Respecto a ~:

o (2, U)~(y,V)=U=V=fU)=f(V)= (f(z), fU)) ~ (f(¥), [(V))

e (f(x),f(U)) ~ (y, V)= f(U) =V, comoy €V = f(U) existe algin ¢y € U
tal que f(y') = y, consideramos (y',U) y verifica (f(v), f(U)) = (y,V) y
(z,U) ~ (¥, U).

= Respecto a =

o (,U)=(y,V)=uw=y=flz)=fly) = (f(2), f(U)) = (f(y), (V).

o (f(x),f(U) = (y,V) =y = f(x) =2 € f1(V) que estd en la topologia por
ser f continua entonces (x,U) = (z, f~1(V)) con (f(z), f(f~1(V))) = (y,V)
ya que al ser f un epimorfismo ff~1(V) = V.
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Por ltimo podemos comprobar la suprayectividad respecto a =. Si (y, V') € Oy, como

f es suprayectiva existe x € Ox tal que f(x) =y y por tanto Ff(z, X) = (y,V).

Observacién: En cierto modo podemos decir que la continuidad “depende” de la

relacion ~ y que que la funcién sea abierta “depende” de =, en el siguiente sentido:

= Lo unico que necesitamos para que F f sea un p-morfismo respecto a ~ es que esté

bien definida, y, para ello, es necesario que f sea abierta.

= Aunque es cierto que necesitamos que f sea abierta para que esté bien definida,
para que F f sea un p-morfismo respecto a = no lo usamos directamente, si no que

necesitamos la continuidad y la suprayectividad.

Llegamos asi a la equivalencia:

Teorema 4.2. Existe una equivalencia categoérica entre la subcategoria de MOT conside-
rando los morfismos suprayectivos respecto a = y la subcategoria de Top™ considerando

las aplicaciones suprayectivas.

Dem. Llegados a este punto es claro como vamos a definir los funtores:

Int

F : Top'™ MOT G :MOT

Top
(X7T)}—)(OX7£X7NT) (O7E’N)}—)(X(97TO)

x— fr—— (2,U) = (fz, fU) a—hat—"—7 — k(o)

y las transformaciones naturales:

no : Ox, O ex:(X,7)

(XOXJ'OX)

@U;) Zla,b) i (z, X)

Ya hemos visto que np es un isomorfismo y tanto ella como su inversa conservan =
y ~, esto claramente implica que tanto ella como su inversa son p-morfismos y como son
suprayectivas son suprayectivas respecto a ambas relaciones.

ex también se comprueba facilmente que es un homeomorfismo y por tanto un iso-

morfismo en Top’™. Ya que ex(U) = U—~— para todo U € 7y e (U =U. La

(x.0) @)
biyectividad es inmediata por construccién.

Lo tnico que falta ver es la naturalidad de los siguientes esquemas:

no €

OX@ O X X XOX

h k FGh f [ GFf
M €

Hx,, 1 Y — Yo,
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Para el primero tenemos por un lado h o 1o (@, U;) = h(z(ap), ¥y por el otro lado:

m o FGh(a, Uy) = nu(Gh(@), Gh(Up)) = 1m(h(a), Uyw) = @inay,n))- Ahora ), nee) ©s

el tnico elemento en la interseccién h(a) ﬁf;(\b/) y como h es un p-morfismo y z, ) € anb =

Mz (o)) € h(a) NR(b) = M(T (1) = ZT[a(a),h(b))-

Para el segundo esquema tenemos: eyof(x) = (f(z),Y)y GF foex(x) = GF f((z, X))
Ff(z,X) = (f(z), f(X)) y como f(z) = f(z) = (f(x),Y) = (f(2), (X)) = (f(2),Y) =
(f(2), f(X)). O

Como se adelant6 al principio de este capitulo, estas funciones son, precisamente, las
que coservan la veracidad de las férmulas. Es decir, si tenemos dos modelos relaciona-
les (marcos) Mj, M, una aplicacién conserva la veracidad de las férmulas si y solo es
un p-morfismo suprayectivo. Si estos modelos son espaciales (espacios topoldgicos), una
aplicacién que conserve la veracidad de las formulas entre ellos debe ser interior y supra-
yectiva. Esto aparece en los trabajos de van Benthem y Bezhanishvili, pero sin un lenguaje

categorico, es decir, sin mostrar explicitamente los funtores y transformaciones naturales.
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Conclusiones

Finalmente, vamos a dedicar esta ultima parte del trabajo a resumir lo que hemos

hecho, asi como senalar lo que podria ampliarse, haberse hecho distinto o queda abierto.

Haria falta un trabajo entero, o mas bien un libro, para dar una introduccién comple-
ta y rigurosa a la teoria de categorias. Sin embargo, consideramos que el capitulo 1 del
trabajo, donde llegamos a probar un resultado tan importante como el lema de Yoneda,
nos permite un primer acercamiento a las técnicas y conceptos que se usan en teoria de
categorias. Sin haber entrado realmente en profundidad, el nivel alcanzado es mas que

suficiente para entender las construcciones de los capitulos siguientes.

En el capitulo 2 hemos presentado una serie de construcciones categéricas entre dis-
tintos espacios topolégicos y estructuras algebraicas. En esta parte hemos probado los
teoremas de representacion de Stone y Priestley, lo que ha implicado un estudio algebraico
y topoldgico de las estructuras involucradas. También hemos construido explicitamente
funtores y transformaciones naturales. Esto nos ha permitido entender mejor algunos de
los conceptos introducidos en el capitulo anterior, familiarizindonos un poco mas con la
teoria de categorias.

Para un enfoque mas algebraico podriamos haber optado por realizar las dualidades
de Stone y Priestley con filtros o ideales. Sin embargo, nos parecié que los espacios de fun-
ciones daban un caracter méas multidisciplinar al trabajo, ademés nos permitié introducir
la topologia producto.

En cuanto a cosas que podrian haberse ampliado, seria interesante un estudio de la
dualidad de Esakia. Pues, aunque como se ha indicado, es un caso particular de la de
Priestley, tiene su interés, entre otras cosas, por el estudio de las dlgebras de Heyting.
Seria interesante presentar esta dualidad a través de espacios de funciones, pues es algo
que no hemos encontrado en la literatura. Ademads, a dia de hoy, existen numerosas ge-
neralizaciones de estos teoremas y nuevas dualidades que se suelen llamar “Stone-type”.
Nosotros nos hemos cenido a las méas “clasicas”, pero una forma de ampliar el trabajo
podria ser introducir algunas de estas generalizaciones y nuevas dualidades, asi como al-

gunas de sus aplicaciones.

Al igual que pasaba en el primer capitulo, haria falta una mayor extensién de la que
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cabia en este trabajo para realmente introducirnos en la topologia sin puntos. Sin embar-
go, el primer paso para estudiar todas las consecuencias y aplicaciones de la topologia sin
puntos es la construccién de la adjuncién entre Loc y Sp, que si hemos demostrado. El
capitulo 3 nos ha permitido introducir dos ejemplos de adjunciones categéricas, explicita-
mente, la que existe entre los funtores Loc y Sp, e implicitamente, las que establecen los

adjuntos de Galois.

Por tltimo, en el capitulo 4 hemos obtenido una serie de resultados relacionados con
los marcos topoldgicos ortogonales, algunos de ellos inéditos. Cabe destacar, que hemos
sido capaces de obtener explicitamente la equivalencia categérica entre marcos ortogonales
topologicos y espacios topoldgicos, ya que, aunque estaba presente en la literatura, nunca
se habia hecho explicita en un lenguaje categorico.

Quedan todavia cuestiones abiertas. Entre otras cosas, la duda de si es posible definir

los funtores de alguna otra forma, en la que podamos eliminar el requisito de suprayecti-
vidad.

En resumen, este trabajo nos ha permitido adentrarnos en el mundo de las categorias,
especialmente en su cardcter “unificador”. Gracias a él, obtenemos una visiéon més global
de las matematicas en la que estructuras cldsicamente estudiadas de forma separada y que
pueden parecer tan distintas como los espacios topoldgicos y los reticulos se convierten
en la misma cosa. A través de la formulacién categérica podemos “traducir” y ver como

propiedades distintas en distintas dreas son, de alguna forma, lo mismo.
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Anexo A
Introducciéon a reticulos y orden

Antes de comenzar y unicamente por hacer el trabajo lo mas autocontenido posible

introducimos las siguientes definiciones.

Definicién A.1. Dado un conjunto A no vacio, una relaciéon binaria definida sobre A es
un subconjunto R C A x A. (a,b) € R se denotara aRb.

Definicién A.2. Una relaciéon R definida sobre un conjunto A se dice:
= Reflexiva si para todo a € A aRa.
s Transitiva si aRb, bRc implica aRc para todos a, b, c € A.
= Simétrica si aRb = bRa.
= Antisimétrica si aRb,bRa = a = b.

Una relacién se dice de equivalencia si es reflexiva, transitiva y simétrica.

A.1. Conjuntos ordenados

Definicién A.3. Sea A un conjunto, un orden en A es una relacién reflexiva, transitiva
y antisimétrica.

Al par del conjunto junto con la relacién lo llamamos conjunto ordenado.

Definicién A.4. Un subconjunto A C F donde (F, <) es un conjunto ordenado se dice
cadena si todo elemento de A es comparable, es decir, para todo a,b € A o bien a < b o
bien b < a.

Definicién A.5. Una aplicacién f : A — B donde A, B son conjuntos ordenados se

dice:
» Mondtona: si a < b en A implica f(a) < f(b) en B.

» Inmersion: sia <ben A< f(a) < f(b) en B.
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» Isomorfismo (de conjuntos ordenados): si es una inmersién y es suprayectiva.

Proposicién A.1. I. La composicién de aplicaciones mondtonas es una aplicacién

monétona.
1. Si F': A — B es una inmersién entonces F es inyectiva y F(A) = A.
Introducimos ahora algunos elementos notables en un conjunto ordenado:

Definicién A.6. Mdzimo y minimo: Dado un conjunto ordenado (A, <), en caso de existir
elementos T, L € A tales que a < T y L < a para todo a € A estos se llaman mdzimo y

minimo respectivamente.
Definicién A.7. Sea (A, <) un conjunto ordenado un elemento a € A se dice mazimal si

a<b=b=a,y sedice minimal sib<a=0>b=a.

A.1.1. Conjuntos clausurados inferior y superiormente

Definicién A.8. Sea (F, <) un conjunto ordenado y U C F entonces U se dice
= Congunto clausurado superiormente six € U, y € F con z < y implica y € U.
= Congunto clausurado inferiormente six € U, y € F con y < x implica y € U.

Usaremos esta definicién tambien para relaciones en general, no necesariamente orde-
nes. Asi, si (F,R) es un conjunto F' dotado de una relacién R, diremos que U C F es
clausurado superiormente si x € U, y € F' y xRy implica y € U y se dird clausurado

inferiormente si z € U, y € F'y yRx implica y € U.

Proposicién A.2. Un subconjunto U de un conjunto ordenado (F,<) es clausurado

superiormente si y solo si U¢ es clausurado inferiormente.

A.2. Reticulos

Definicién A.9. Dado un conjunto ordenado (F, <) y un subconjunto S C F' se dice:
= Cota superior de S en F' a un elemento ¢ € F tal que s < ¢ para todo s € S.
= Cota inferior de S en F' a un elemento [ € F tal que [ < s para todo s € S.

» Un elemento x € F se dice supremo de Sy se denota supS o \/ S si s < z para todo

s € S ysice F verifica s < ¢ para todo s € S entonces = < c.

» Un elemento i € F se dice infimo de S y se denota A\ S o infS sii < s para todo

s € S ysice F verifica ¢ < s para todo s € S entonces ¢ < 1.

Si S = {a,b} el supremo y en infimo se denotaran respectivamente aVby a A b.

Notacién: Sea (F, <) un conjunto ordenado, S C F' denotamos
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1+ S={xeF|3ds€Scons<uz}
1 S={x € F|3se€ S conz<s}.

Definiciéon A.10. Sea L un conjunto ordenado se dice
= Reticulo si para todo a,b € L existen aVby a Ab.
» Reticulo completo si para todo S C L existen \/ Sy A\ S.
Un reticulo puede definirse también algebraicamente de la siguiente forma:

Definiciéon A.11. Un reticulo es un conjunto L dotado de dos operaciones binarias in-

ternas V y A que satisfacen:
» Asociatividad: aV (bV )= (aVb)VeyaA(bAc)=(aNb)Ac
= Conmutatividad: aVb=bVayaAb=bAa
= Idempotencia: aVa=ayaAa=a
» Absorcién: aV(aAb)=ayaA(aVb) =a
Nota: Para ver que las dos definiciones son equivalentes se define el orden
a<bsaVb=h.
Definiciéon A.12. Sea L un reticulo, un subconjunto H C L se dice subreticulo de L si
también es un reticulo con el mismo orden de L.
Proposicién A.3. Sea L un reticulo, a,b € L son equivalentes:
I. a<b
I. aVb=1»
. aANb=a

Definicion A.13. Un reticulo se dice acotado si tiene L y T, ademaés se suele denotar
1=0yT=1.

Definicion A.14. Sea una funcién f : L — H donde L y H son reticulos de dira

homomorfismo de reticulos si conserva supremos e infimos, es decir, para todo a,b € L se
tiene f(a Vb) = f(a)V f(b) y flaAb) = f(a) A f(D).

f se dira isomorfismo de reticulos si ademaés es biyectiva.

Cuando L y H sean acotados consideraremos f un homomorfismo si y solo si es un

homomorfismos de reticulos y conserva el 0 y el 1.
Proposicion A.4. Todo homomorfismo de reticulos conserva el orden.

Proposicion A.5. El inverso de un isomorfismo de reticulos es un homomorfismo de

reticulos (y por tanto isomorfismo).
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Definiciéon A.15. Sea L un reticulo se dice distributivo si para todos a, b, c € L satisface
aN(bVe)=(aNb)V(aAec).

Proposicién A.6. Todo subreticulo de un reticulo distributivo es distributivo.

A.3. Reticulos y algebras de Boole

Un algebra de Boole es un reticulo distributivo con una estructura adicional que “imita”

la complementacién en el conjunto de partes de un conjunto.

Definicién A.16. Sea L un reticulo con 0 y 1, a € L decimos que b es un complemento
deasiaVb=1yaAb=0.

Un reticulo donde todo elemento tenga complemento se dird complementado.
A partir de ahora, mientras no se diga lo contrario, consideraremos reticulos acotados.

Proposicion A.7. En un reticulo distributivo en caso de existir el complemento de un

elemento a es unico.

Definicion A.17. Un reticulo L se dice de Boole si es distributivo, acotado y comple-

mentado.

Otra vez, si consideramos un punto de vista més algebraico tenemos una definicién

equivalente:
Definicién A.18. Un dlgebra de Boole es una estructura (B, A,V,—,0,1) tal que
1. (B,A,V) es un reticulo distributivo.
. aANl=ayaV0=a para todo a € B.
1. ~aANa=0y —-aVa=1paratodoa € B.

A continuacion se listan una serie de propiedades que se cumplen en las dlgebras de

Boole.
Lema A.1. Sea B un algebra de Boole, entonces para todos a,b € B:
. 0=1y-1=0
1. =(—-a) =a
1. Se cumplen las leyes de de Morgan: =(aV b) = =a A =by —(a Ab) = —aV —b.
v. aA—b=0siysolosia<b.

Lema A.2. Sea f: B — C un homomorfismo de reticulos entre algebras de Boole son

equivalentes
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LF0)=0y f(1) =1
1. f(—a) =—f(a) para todo a € B

Definiciéon A.19. Una funcion entre algebras de Boole f : B — C' se dird homomorfismo
de dlgebras de Boole si es un homomorfismo de reticulos y cumple alguna (y por tanto

todas) de las condiciones del lema anterior.

A.4. Ideales y filtros

Definicion A.20. Sea L un reticulo

s J C L se dice ideal si J # 0, Va,b€ JaVvbeJyaecLbeJcona<bimplica
a€lJ.

= Un ideal J se dice propio si es distinto del total, primo siaAb e J=a € J bob e J

vy maximal si para todo ideal propio I con J C [ se tiene I = J.

» G C L se dice filtro si G # (), Va,b € GaAbe Gya € Lbe G conb< aimplica
a € G.

= Un filtro G se dice propio si es distinto del total, primosiavVbe G=a€ Gobe G
y mazimal si para todo filtro propio F con G C F se tiene F = G.

Lema A.3. Dado un reticulo L y A C L distinto del vacio. Llamamos ideal generado por
A a:

In=l{a1V---Vayn € N,ay,...,a, € A} =
{reL|IneN,ay,...,ap € A:x<a;V---Vap}

14 es el menor ideal que contiene a A.

El menor filtro que contiene a un subconjunto A # @ de un reticulo L es de la forma
T{aiA---ANapln € Nyay,...,a, € Ay ={z € L|In € N,a,...,ap € A: a1\ --Na, < z}.

Proposicién A.8. Sea L un reticulo, J C L es un filtro primo si y solo si L\ J es un

ideal primo.
Teorema A.1l. En un algebra de Boole B son equivalentes
I. I es un ideal maximal.
1. I es un ideal primo.
. Vo€ B:acl s ~a¢l.

Dem. [ = II: Sea [ maximal en By aAbe I
Sia € I = se verifica la condicién de primo. Supongamos que a ¢ I, en este caso, para
que I sea primo debe cumplirse b € I. Consideramos J =] {a V c|c € I}. J es un ideal y

contiene a a y a I:
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= Para cualquier ¢ € I, a < a V ¢ entonces a € J. Y para cualquiert € I, 1 < aVi=

I1CJ.

= b,c € J entonces existen d,e € I tales que b<aVdyc<aVe por tanto tenemos
bVve<aVdVaVe=aV(dVe)condVeclporideal =bVceJ.

mbeB,ceJconb<c<aViparaalguni el =bec J.

Como J es un ideal que contiene a I estrictamente (a € J, a ¢ I) e I es maximal
J = B. Por tanto 1 € J = 1 = a Vi para algin ¢ € I entonces bVi=1A(bVi) =
(aVi)AN(bVi)=(aANb)Vielycomob<bViel=>bel.

IT = III: Para todo a € B tenemos a A —a = 0 € I. Por ser primo o bien a o bien —a
estan en I. Si estuvieran ambos aV-a=1€l=Vbe B,b<1=be L= 1=DBloque
es una contradiccién con que sea propio.

III= I: Sea J un ideal que contiene propiamente a I, entonces existe a € J \ I y como
a ¢ I = —a € [ por tanto a,—a € J que es un ideal = aV -a =1 ¢€ J = J = B. Luego

efectivamente I maximal. O

A.5. Maximalidad y El Lema de Zorn

Para estudiar la existencia de elementos maximales en los reticulos vamos a necesitar

el Lema de Zorn. Lo introducimos a continuacién con alguna de sus equivalencias.
Teorema A.2. Son equivalentes:

I. Axioma de eleccién: Para toda coleccion {A;}ier de conjuntos no vacios existe una
funcién f: I — (J;c; As tal que f(i) € A; para todo i € 1.

1. Lema de Zorn: Sea P # () un conjunto ordenado donde toda cadena tiene cota

superior, entonces P tiene algin elemento maximal.

1. Sea P un conjunto parcialmente ordenado, toda cadena de P estd contenida en una

cadena maximal.
La demostracion al teorema anterior puede consularse en [45].
Teorema A.3. Si aceptamos el lema de Zorn se verifican:

I. Dado un ideal propio J de un &lgebra de Boole B existe un ideal primo I tal que
JCI.

1. Sea L un reticulo distributivo, J C L un ideal y G C L un filtro verificando JNG = ()
entonces existe un ideal primo I tal que J C I, G C L\ I.

Dem. [: Sea B un élgebra de Boole y J C B un ideal propio. Consideramos el conjunto
e={I € Z(B)|I # B, J C I} que esta ordenado con la inclusién. J € € # (). Consideramos

una cadena en ¢, { K|\ € A}, veamos que tiene cota superior en €. Sea K = |J,c5 K.
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Si K = Bentonces 1 € K = 1 € K) para algin A € A = K, = B lo que es una
contradiccién. Entonces K # B y claramente J C K. Falta ver que K es un ideal. Sean
a,b€ K = a € K, be K, para algunos A, ;1 € A, como es una cadena o bien K C K, o
bien K, C K. Ambos casos son analogos, asi que supongamos sin pérdida de generalidad
que se da el primero. Entonces a,b € K, = aVvbec K, C K.Seaa€ B,b€ K cona<b
entonces b € K, para algin A € A = a € K, C K = K € ¢ y es una cota superior para
la cadena.

Por tanto € es un conjunto ordenado donde toda cadena tiene cota superior y existe
I € ¢ maximal en e. Esto implica maximal en B, ya que si I C K estrictamente K ¢ ¢
pero J C K = K = B. Por estar en un algebra de Boole I es primo.

II: Consideramos J, G C L verificando las hipdtesis del enunciado. Definimos el con-
junto e = {K € Z(L)|J € K, K NG = 0}. € es no vacio ya que J € e. Consideramos una
cadena {K)|A € A} y veamos que K = (Jy., K estd en €. Que es un ideal que contie-
ne a J se prueba igual que en la parte anterior. Veamos que K NG = (), si no lo fuera
Jr € KNG = 3K) tal que x € K) NG lo que es una contradiccién. Entonces existen
elementos maximales en €. Sea I un elemento maximal, queda probar que es primo.

Supongamos que a Ab € I pero a,b € L\ I. Consideramos el ideal I, =| {a V ¢|c € I},
que hemos visto que es un ideal que contiene propiamente a I, por tanto no puede estar
en e = GNI, # 0. Entonces existen z € Gy c, € I talque z < aVe, = aVe €G.
Andlogamente podemos encontrar ¢, tal que bV ¢, € G.

Entonces tenemos por un lado (a Ab) V (¢q V ) € I por ideal y (a Ab) V (cq V ) =
(aV(caVep))AN(bV(caVey)) = ((aVea)Vep) AN((bVep)Veq) € Gyaque (aVe,) < (aVeg) Ve
y (bV ) < (bV ) Ve, entonces por filtro ambos estdn en Gy los infimos de elementos

de G estdn en G. Pero esto es una contradiccién ya que I NG = () = I primo. O
Notar que en el caso II de teorema anterior, L \ I es un filtro primo.
Definicién A.21. Sea L un reticulo definimos 7 : L — Z,(L) como
n(a) = Xo = {w € Z,(L)la ¢ w}
La aplicacién de la definicién anterior es un homomorfismo de reticulos.
Teorema A.4. Sea L un reticulo son equivalentes
I. L es distributivo.

11. Dados J C L un ideal y G C L un filtro verificando J NG = () entonces existe un
ideal primo I tal que J C I, G C L\ I.

1. Sia £ b existe un ideal primo [ tal que a ¢ I, b € I.
IV. 7 es un encaje.

Dem. I = II: Es el teorema anterior.
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II = III: Consideramos | by 1T a. | b es un ideal y 1 a un filtro. Si x €] bN 1 a entonces
a <z <b= a<bloque es una contradiccién, por tanto | b1 1 a = (). Aplicamos II y
obtenemos el ideal buscado.

IIT = IV: Como es un homomorfismo de reticulos serd un encaje si es inyectiva. Sea
n(a) = n(b) = todo ideal primo que no contiene a a no contiene a b y viceversa. Si a # b
o bien a £ b o bien b £ a y en cualquier caso existirfa un filtro primo conteniendo a uno
de ellos y no al otro, lo que es una contradiccién = a = b.

IV = I: Si ) es un encaje, L = n(L) € P(Z,(L)), como un reticulo de conjuntos es

distributivo, cualquier subreticulo suyo lo es = L distributivo. O
Teorema A.5. Sea B un &lgebra de Boole, entonces
I. Dado un ideal propio existe un ideal maximal que lo contiene.
I1. Si a # b existe un ideal maximal que contiene solo a uno de ellos.
III. n es una inmersion de dlgebras de Boole.

Dem. I: Ya probado aceptando el lema de Zorn.

II: Sea a # b, sin pérdida de generalidad suponemos a £ b esto implica que —a Vb # 1.
Consideramos | (—a V b) que es un ideal propio, entonces estd contenido en uno maximal
que contiene a b pero no a a ya que —a €J (—a V b).

III: La inyectividad se deduce de II de forma andloga al teorema anterior. n(1) = Z,(B),
ya que ningtn ideal primo contiene al 1, y n(0) = @, ya que todo ideal contiene al 0. Como
es un homomorfismo de reticulos que conserva 0 y 1 es un homomorfismo de algebras de
Boole. O

Lema A.4. Sea p un elemento distinto de 0 en un reticulo distributivo A, existe un

homomorfismo de reticulos f: A — 2 tal que f(p) = 1.

Dem. Como p # 0 = p £ 0 = existe un ideal primo I tal que p ¢ I, 0 € I. Consideramos
la aplicacién f: A — 2 que actua de forma que f(a) =1sia ¢ Iy f(a)=0sia€l. f

es un homomorfismo de reticulos:
» 0€l= f(0)=0,1¢1I (I primo y por tanto propio) = f(1) = 1.

» f(aVvb)esOsiaVbel entonces comoa<aVbyb<aVbporideal tenemos que
a,bel= fla)V f(b)=0.81 flavb)=1=aVb¢l=aobnoestdnen I (I es
un filtro /., b/ € I = d' V' € I) = f(a)V f(b) = 1.

» flaANb)=0=aAbe Iy porser primo a o b estdn en I = f(a) A f(b) = 0. Si
flanb)=1=aAb¢I= aybno pueden estar en I (si alguno lo estuviera con

a A'b es menor o igual que cualquiera de ellos lo estaria tambien) = f(a) A f(b) = 1.

Por tanto f es un homomorfismo de reticulos acotados y claramente f(p) = 1. O
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Anexo B
Topologia.

B.1. Espacios topoloégicos y funciones continuas

Definicién B.1. Un espacio topolégico es un par (X, 7) donde X es un conjunto y 7 es

una topologia sobre X, es decir, es una coleccién de subconjuntos de X que verifica:
» X, 0er.
s U, UseTr=UNU; €.
» {Ulier C7= Ui Ui €7
A los elementos de 7 los llamamos abiertos de la topologia.

En particular, si consideramos 7 = P(X), (X,P(X)) es una topologia y se llama

topologia discreta sobre X.

Definicién B.2. Dadas 7 y 7’ dos topologias definidas sobre un mismo conjunto X dire-

mos que T es mds fina que 7'y 7' es mds gruesa que T si 7' C T.

Definicién B.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico, C' C X se dice cerrado si existe U € T
tal que X \ U = C.

Proposicién B.1. Dado un espacio topolégico (X, 7) se cumplen las siguientes condicio-

nes:
= X y ) son cerrados.
» Las intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son cerradas.
= Las uniones finitas de conjuntos cerrados son cerradas.

Definicién B.4. Sea (X,7) un espacio topolégico, A C X llamamos interior de A al

mayor abierto contenido en A y clausura de A al menor cerrado que contiene a A.

Definicién B.5. Un espacio topolégico (X, 7) se dice Hausdorff si para todo x #y € X
existen abiertos disjuntos U,V conx € U, y € V.
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Definicién B.6. Sea (X,7) un espacio topolégico x € X, un conjunto V' C X se dice

entorno de x si existe un abierto U € T tal que x € U C V.

Definicién B.7. Sea X un conjunto, una coleccién B C P(X) es una base para una

topologia sobre X si verifica
= Para cada z € X existe algin B € B tal que x € B.

= Sean Bji, By € B, si existe x € By N By entonces existe un B € B tal que x € By
B C B1 N Bs.

Si B satisface esas dos condiciones se define la topologia generada por la base B como

T7={UVz € U existe BeEe Bconx € BCU} =

{U|U es unién arbitraria de elementos de B}.
También podemos considerar a partir de un espacio topolégico una base que lo genera.

Definicién B.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, una coleccién de conjuntos B C 7
verificando que para todo U € 7 existe una coleccién {B;}ier tal que U = U;erB; es una

base cuya topologia generada es igual a 7. Esta condicién es equivalente a:
Ve e U € 7 existe Be Btalquex e BCU.

Definicién B.9. Dada una colecciéon S C P(X) tal que |JS = X, entonces la topologia
generada por la subbase S se define como la coleccién 7 de las uniones arbitrarias de
intersecciones finitas de elementos de S. En estas condiciones S se dice subbase de 7y a

los elementos de S se los llama subbdsicos.

Si S es una subbase de 7 entonces el conjunto
B={Sin---nSyneN,S; € S}

es una base de 7.

Definicién B.10. Sea (X,7) un espacio topolégico, S C 7 se dice subbase de la topo-
logia si todo abierto puede escribirse como producto arbitrario de intersecciones finitas de

elementos de S.

La topologia generada por una base (subbase) es la menor topologia que contiene a
los elementos de esa base (subbase). Por tanto, si tenemos una topologia 75 generada por
la base B, y otra topologia 7, 73 C 7 si y solo si B € 7 para todo B € B (andlogo para
subbase).

Definicién B.11. Una funcién f : (X,7x) — (Y, 7y) entre dos espacios topolégicos se
dice continua si para todo U € 1y, la preimagen por f de U es un abierto en X, es decir
fﬁl(U ) € TX.
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Si la topologia en Y estuviera generada por una base B. Entonces para todo U € 1y

U=U;eBicon Bi€ By f"HU,e; Bi) = Uje; f~H(Bi). Por tanto
f~YU) es abierto si cada conjunto f~1(B;) es abierto.

Andlogamente si estd dada por una subbase S, para probar la continuidad de f serd
suficiente con demostrar que la imagen inversa de cada elemento subbdsico es un abierto
en X.

Definiciéon B.12. Una funcién f : X — Y donde X,Y son espacios topoldgicos se dice

homeomorfismo si es biyectiva y tanto ella como su inversa son continuas.

Definicion B.13. Una funcién f: X — Y donde X, Y son espacios topoldgicos se dice

abierta si la imagen por f de cualquier abierto de X es un abierto de Y.

Proposicién B.2. Una funcién f: X — Y biyectiva donde X, Y son espacios topoldgi-
cos es un homeomorfismo si y solo si es abierta y continua.

Definicién B.14. (Topologia heredada) Sea (X,7) un espacio topolégico, Y C X. En-

tonces el conjunto
{UNY|U € 7}

es una topologia sobre Y. A esta topologia la llamaremos topologia de subespacio o topologia
heredada de X enY.

Lema B.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, Y C X y B una base de 7 entonces
{BNY|B € B}

es una base de la topologia heredada de X en Y.

B.1.1. Topologia producto

Definicién B.15. Sea J un conjunto de indices, X un conjunto, una J—upla de elementos
de X es una funcién z : J — X. Si a € J a menudo se denota z(«) = x4 y se dice a-ésima
coordenada. La funcién z suele denotarse (4 )ac-

El conjunto de todas las J—uplas de elementos de X se denota X.

Definicién B.16. Sea una familia de conjuntos { A, }aes, se define el producto cartesiano
de {Aqn}aes como las funciones x : J — |, ; Aa tales que z(a) € A, para todo a € J y
se denota [[,c; Aa-

Cuando todos los A4, son iguales a un conjunto X tenemos []

acd

wey Ao = X7.

En estas condiciones, dada « € J se llama proyeccion a-ésima a la aplicaciéon

mot [[ As — Aa
BeJ

tal que ma(z) = 24 para todo = € [[5.; Ag
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Definicién B.17. Dado un conjunto de espacios topoldgicos (X, 7;) definimos sobre
[L;c; Xi topologia por cajas como la que tiene como base los conjuntos de la forma [ [, U
con U; € X; para todo i € I.

Definicién B.18. (Topologia producto) Dado un conjunto de espacios topoldgicos (X;, 7;)
definimos sobre [ [;.; X; la topologia producto como la més gruesa que hace continuas todas

las proyecciones. Esta topologfa tiene como subbase al conjunto | J;c, {m*(U;)|U; € 7;}.

Cuando el nimero de espacios topoldgicos involucrados es finito la topologia por cajas

y la topologia producto coinciden.

Teorema B.1. Si cada espacio topoldgico X; con i € I es Hausdorff entonces el espacio

topolégico [ X; considerando la topologia producto es Hausdorff.

Teorema B.2. Sean A, { X }ics espacios topolégicos, f : A — [] X; dada por la ecuacién
f(a) = (fi(a))ier donde f; : A — X; para todo ¢ € I. Si consideramos sobre [[X; la

topologia producto se tiene que f es continua si y solo si f; es continua para todo ¢ € 1.

B.2. Conexién, compacidad y separacion.

B.2.1. Espacios conexos

Definicién B.19. Sea (X, 7) un espacio topolégico, una separacién de X son un par de
abiertos (U, V') disjuntos, no triviales cuya unién es X.

El espacio (X, 7) se dice conezo si no existe ninguna separacién de X.

Lema B.2. Un subespacio Y C X de un espacio topolégico (X, 7) es conexo con la
topologia heredada de X si y solo si no existe ningin par A, B de conjuntos no vacios y
disjuntos cuya unién es Y y ninguno de ellos contiene puntos limite del otro.

B.2.2. Compacidad

Definicién B.20. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, {U; };cr una coleccién de subconjuntos

de X se dice cubrimiento por abiertos de X si verifica:
= U; € T para todo i € 1.

Ademss {V;}jes C {Ui}icr se dice subcubrimiento de {U;}icr si es también un cubri-

miento por abiertos de X.

Definicién B.21. Un espacio topoldgico (X, 7) se dice compacto si de todo cubrimiento
por abiertos de X se puede extraer un subcubrimiento finito.
Un subconjunto Y C X se dice compacto si de cualquier cubrimiento por abiertos de

Y se puede extraer un subcubrimiento finito.
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Proposicion B.3. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.

Dem. Sea (X,7) un espacio topolégico compacto, ¥ C X un subconjunto cerrado y
{U; }icr un cubrimiento por abiertos de Y, entonces {U; }ie; U{X \ Y} es un cubrimiento
por abiertos de X = se puede extraer un subcubrimiento finito {V,...,V,,} y pueden

darse dos casos:

» SiX\Y €{Vi,...,Vi,} = {V4,...,V,} es un subcubrimiento finito de {U;};csr que
cubre a X = cubre a Y.

= Si X \Y =V, paraalgin j =1,...,n consideramos {V1,..., Vo, )]\ {X\Y} C {U,}ier

que es necesariamente un subcubrimiento finito de Y.

Definicion B.22. Una coleccién de conjuntos C se dice que tiene la propiedad de la

interseccion finita si cada coleccion finita de conjuntos de C tiene interseccién no vacia.
Proposicién B.4. Sea (X, 7) un espacio topolégico, son equivalentes:
» (X, 7) es compacto.

= Toda coleccién de cerrados C verificando la propiedad de la interseccién finita cumple

N{C|C e c} 0.

Proposicién B.5. Lema de la subbase de Alexander Sea S una subbase del es-
pacio topolégico (X, 7) si todo cubrimiento subbdsico R C S con [JR = X admite un

subcubrimiento finito, entonces (X, 7) es compacto.

Teorema B.3. Tychonoff: El producto arbitrario de espacios compactos es compacto

con respecto a la topologia producto.

B.2.3. Separacion

Definicién B.23. Aziomas de separacion: Dado un espacio topolégico (X,7) decimos

que cumple el azxioma de separacion o que es...

» T si para cada z,y € X con x # y existe U € 7 con o bien x € U,y ¢ U o bien
x¢Uyel.

» Tysiparatodozr € X existe U € Tconx € Uy U\ {z} €.
» 77 si para cada z,y € X con z # y existe U € T conxz € U, y ¢ U
» T siparacadaz,y € X conz #yexisten U,V €Tt conz e UyeVyUNV =0.

» Regular si para cada = € X, C' C X un cerrado verificando x ¢ C existen U,V € 7
talesque z e U, CCV yUNV = 0.

s Normal si para cada par de cerrados D,C C X con DNC = () existen U,V € 7 tales
que CCV,DCUyUNV =0.
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Afirmar que un espacio topoldgico es Hausdorff es lo mismo que decir que cumple el

axioma de separacién Ty. La definicién de Ty ha sido tomada de [40].

Proposicion B.6. Un subespacio de un espacio de Hausdorff es de Hausdorff y el producto

arbitrario de espacios de Hausdorff es Hausdorff.
Proposicién B.7. Hausdorff y compacto implica normal.

Dem. Sea (X,7) un espacio topoldgico que es Hausdorff y compacto, D,C C X dos
cerrados con interseccién vacia. Si alguno de ellos es el vacio tomamos los abiertos X, () y
se cumple la definicién de normal. Si ninguno de ellos es vacio. Fijamos un d € D y para
cada = € C existen abiertos Uy, V,, cuya interseccion es vacia tales que C C | JV, y d € U,
para todo . Como C es cerrado y X compacto, C' es compacto y podemos extraer un
subcubrimiento finito V1,...,V,. Entonces Vo =V uU---UV, yUs=U;N---NU, son
dos abiertos tales que U;NV =0, d € Uy y C C Vy. Para cada a € D podemos repetir el
proceso y obtenemos {U, } un cubrimiento por abiertos de D. Como D es cerrado podemos
extraer un subcubrimiento finito de forma que U =U,, U---UU,,, yV =V, N---NV,, .

son abiertos disjuntos que contienen a D y a C respectivamente. g

Lema B.3. Sean f,g : X — Y funciones continuas entre espacios topolégicos, Y un

espacio topoldégico Hausdorff entonces el conjunto {z|f(z) = g(z)} es cerrado.

Dem. {z|f(z) = g(z)} es cerrado si y solo si su complementario es abierto. Sea y € X
tal que f(y) # g(y), como Y es Hausdorff existen abiertos U,V tales que U NV = ),
fy) €Uy g(y) € V. Entonces y € f~1(U) N g~ (V) que es un abierto en X por ser f,g
continuas y para todo x € f~1({U)Ng (V) = f(z) € U, g(x) € V = f(x) # g(z) asi
que z € {z|f(z) = g(z)}°. Para todo y € {z|f(z) = g(z)}° existe un abierto W tal que
yeW C{x|f(z) = g(x)}¢ = {z|f(z) = g(x)}° es abierto en X. O
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