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3. Topoloǵıa sin puntos 49

3.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1.1. Sobre adjuntos de Galois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1.2. Espacios topológicos sobrios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.2. Introducción a Locales: los funtores Lc y Sp. . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2.1. Las unidades de la adjunción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4. Marcos Topológicos y Ortogonales 59

4.1. Marcos ortogonales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.1.1. Marcos ortogonales topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.1.2. Traducción de algunos conceptos topológicos . . . . . . . . . . . . . 66
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Introducción

El objetivo de este trabajo es presentar una serie de construcciones categóricas que

existen entre algunos espacios topológicos y ciertas estructuras algebraicas. Para ello, será

necesario familiarizarnos con los conceptos básicos de la teoŕıa de categoŕıas. Por tanto, el

primer caṕıtulo del trabajo pretende ser una introducción a la teoŕıa de categoŕıas. Lo que

se busca en esta parte es presentar, de forma muy reducida, lo que seŕıa un curso básico

de teoŕıa de categoŕıas, sin suponer ningún conocimiento previo de este tema.

En el caṕıtulo 2 se presentarán tres “dualidades”. De manera coloquial, la existencia de

una dualidad, equivalencia o isomorfismo categórico, entre dos categoŕıas puede entenderse

como una forma de “traducir” entre ellas. Tomemos como ejemplo la dualidad de Stone,

que se establece entre los llamados espacios topológicos de Stone y las álgebras de Boole.

Esto significa que toda propiedad topológica que tengamos en un espacio de Stone; escrita

en términos de topoloǵıa (abiertos, cerrados, aplicaciones continuas,...), dará lugar a una

propiedad algebraica en las álgebras de Boole, escrita puramente en términos algebraicos,

y viceversa.

Comenzaremos con la dualidad de Alexandroff, que es en realidad un ejemplo de iso-

morfismo categórico. Mediante este isomorfismo se relacionan los conjuntos dotados de

un preorden con los espacios topológicos de Alexandroff, que son aquellos en los que las

intersecciones arbitrarias de abiertos están en la topoloǵıa.

Después hablaremos de las dualidades de Stone y Priestley. Aunque la dualidad de

Stone puede verse como un caso particular de la de Priestley, estudiamos primero la de

Stone y después la de Priestley. Esto se debe por un lado a motivos históricos, pues la

de Stone aparece antes, y por otro al gran impacto que la dualidad de Stone ha tenido

en las matemáticas ([28]). Entre otras cosas, la dualidad de Stone es uno de los primeros

ejemplos no triviales de equivalencia de categoŕıas ([28]), y estos trabajos “inspiran” la

formulación de la teoŕıa de categoŕıas ([33]).

Más adelante el mismo Stone generaliza su teorema de representación a ret́ıculos dis-

tributivos acotados ([47]), introduciendo los espacios coherentes. Esta generalización no la

vamos a estudiar, en su lugar trataremos la de Priestley. La dualidad de Priestley también

se da entre entre ret́ıculos acotados, pero difiere de la de Stone en cuanto a los espacios

topológicos considerados. Priestley introduce en el espacio topológico un orden, dando

lugar a lo que se conoce como un espacio de Priestley ([42]). Este trabajo lo ampĺıa en

1



[41] donde se relacionan algunas propiedades del ret́ıculo con las de su espacio dual. En

el 1975 W.H. Cornish prueba la equivalencia entre los espacios de Priestley y los espacios

coherentes ([14]).

En 1974 Esakia ([20]) publica una dualidad entre álgebras de Heyting y los espacios

topológicos conocidos actualmente como de Esakia. Se trata de un caso particular de la

de Priestley, aunque fue desarrollada independientemente. No la estudiaremos aqúı, pero

merece la pena mencionarla por su importancia, especialmente en el área de la lógica. Esta

dualidad aśı como algunas de sus generalizaciones puede consultarse en [8] y [21].

En el tercer caṕıtulo estudiaremos una adjunción, iniciándonos en la topoloǵıa sin

puntos. Esta teoŕıa trata de resolver la pregunta de cuándo podemos tratar un espacio to-

pológico como el ret́ıculo de sus abiertos, ignorando el conjunto de puntos subyacente. En

su historia cabe señalar los seminarios de Ehresmann en 1958 ([6] y [39]), donde se acuña

el término frame, el nacimiento del término locale en [26] aśı como el libro de Johnstone

([28]), que todav́ıa a d́ıa de hoy es una fuente primaria de referencia ([40]). Igual que en el

caso de la teoŕıa de categoŕıas, lo que se busca es un primer acercamiento a la topoloǵıa

sin puntos, sin presuponer ningún conocimiento previo de ella.

Por último, trataremos la equivalencia entre los espacios topológicos y los marcos

ortogonales topológicos. Esta parte es el resultado del trabajo realizado en el marco de

la beca de colaboración en departamentos (2023/24) a partir de un art́ıculo sin publicar

iniciado por el profesor Saúl Fernández. Los marcos, que no son más que conjuntos con

relaciones, son estucturas muy utilizadas en el área de la lógica. Tienen suma importancia

a la hora de crear modelos para la lógica modal ([30]). Según la Enciclopedia de Filosof́ıa

de Stanford ([22]):

La lógica modal, [...], es el estudio del comportamiento deductivo de las expre-

siones “es necesario que” y “es posible que”. Sin embargo, el término lógica

modal puede ser usado más ampliamente [...]1.

En 1962 Hintikka ([24]) los usa por primera vez para representar incertidumbre.

Recientemente se han estudiado equivalencias categóricas entre marcos y distintos ti-

pos de estructuras matemáticas que sirven de modelo para la misma lógica ([13], [4]).

Durante todo el texto se supondrán conocimientos previos de topoloǵıa y teoŕıa de

ret́ıculos. Se han añadido dos anexos con definiciones y resultados necesarios sobre estos

temas. Para desarrollarlos se han seguido, principalmete [15] y [10]; en el caso de ret́ıculos,

y [38] para el anexo de topoloǵıa. Algunas demostraciones de resultados topológicos y

algebraicos que hemos considerado interesante presentar se han movido a ellos. Esto estará

indicado en el texto.

1Traducción propia.
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Caṕıtulo 1

Teoŕıa de Categoŕıas

Awodey [3] define la teoŕıa de categoŕıas como el estudio (abstracto) de las álgebras

de funciones. Su nacimiento puede ubicarse en 1945 con la publicacion del art́ıculo de

Eilenberg y Mac Lane “General theory of natural equivalences” [18], donde la teoŕıa es

formulada por primera vez. Eilenberg y Mac Lane trabajaban en topoloǵıa algebraica,

donde las categoŕıas encuentran sus primeras aplicaciones.

Durante los años 50 se obtienen resultados importantes en geometŕıa algebraica usando

categoŕıas hasta el punto de que en la actualidad esta teoŕıa es impensable sin ellas [35]. A

partir de los 60 empieza a verse su utilidad también en lógica. Fuera de las matemáticas se

han descubierto muchas aplicaciones en ámbitos diversos como pueden ser la computación,

la filosof́ıa, la f́ısica o la lingǘıstica.

Actualmente, la teoŕıa de categoŕıas es un área activa ([5], [12], [17]). Aunque al prin-

cipio estuvieron restringidas a ciertos ámbitos de las matemáticas, a d́ıa de hoy las apli-

caciones de la teoŕıa de categoŕıas son amplias y profundas [35].

A pesar de estar totalmente fuera de los objetivos de este trabajo hacer una discusión

sobre los “fundamentos” de la teoŕıa de categoŕıas (o de las matemáticas en general), śı es

necesario un comentario al respecto. En teoŕıa de categoŕıas se trata con objetos como la

colección de todos los conjuntos. Los problemas o paradojas que este tipo de objetos gene-

ran en matemáticas han sido estudiados en teoŕıa de conjuntos dando lugar a las teoŕıas

axiomáticas de conjuntos ([45]). En teoŕıa de categoŕıas se usan distintos métodos para

evitar estas paradojas ([32]), lo cierto es que, para los objetivos de este trabajo, cualquier

teoŕıa de conjuntos axiomática nos funcionaŕıa ([18]). Como se indica en [32], el mayor

problema en los fundamentos de la teoŕıa de categoŕıas aparece cuando queremos trabajar

con “categoŕıas muy grades”, y eso es algo que aqúı no se prentede. Usaremos simplemente

la distinción entre clase o colección y conjunto. Con colección o clase nos referiremos a

lo que intuitivamente podemos entender con estas palabras, una agrupación de cosas, por

conjunto nos referiremos a lo que se entiende con estas palabras en una teoŕıa axiomática
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de conjuntos, por ejemplo la ZFC1.

Esta primera parte está basada principalmente en [3], aunque algunas secciones se han

seguido por [31], esto estará indicado.

1.1. Primeras definiciones

Comenzamos dando las definiciones básicas de la teoŕıa de categoŕıas.

Definición 1.1. Una categoŕıa C consiste en dos colecciones:

i. Una colección de objetos Ob(C).

ii. Una colección de morfismos o flechas Mor(C).

Verificando:

i. Todo morfismo tiene un dominio y un codominio que son objetos de C. Esto se

denota: ∀f ∈ Mor(C) ∃A,B ∈ Ob(C) tal que f : A −→ B. Donde A es el dominio

(Dom(f)) y B el codominio (Codom(f)) de f .

ii. Para todo objeto A de C existe el morfismo identidad, 1A: A −→ A.

iii. Si f y g son dos morfismos de forma que el codominio de f y el dominio de g

coinciden, entonces tenemos un morfismo:

g ◦ f : Dom(f) −→ Codom(g). Y se verifica:

a) f : A −→ B, entonces, 1B ◦f = f = f◦1A

b) Asociatividad : Sean f, g, hmorfismos conDom(f)=Codom(g) yDom(g)=Codom(h),

entonces (f ◦ g) ◦h = f◦ (g ◦ h).

Notación: Dados A,B ∈ Ob(C), a la colección de las flechas f : A −→ B en una

categoŕıa C la denotaremos HomC(A,B) o simplemente Hom(A,B).

A la operación ◦ :Mor(C)×Mor(C) →Mor(C) la llamaremos composición y f ◦ g podrá

denotarse simplemente fg cuando no haya riesgo de ambigüedad.

Definición 1.2. Una categoŕıa C de dice pequeña si tanto la colección de los objetos como

la de las flechas es un conjunto. En otro caso se dirá grande.

C se dirá localmente pequeña, si para cada par de objetos A,B ∈ Ob(C), Mor(A,B)

es un conjunto.

Definición 1.3. Un funtor (covariante) F entre dos categoŕıas C y D, F: C → D consiste

en dos asignaciones:

1Zermelo-Fraenkel junto con el axioma de elección. Para una exposición de esta teoŕıa puede consultarse
el caṕıtulo 7 de [45].
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i. F: Ob(C) → Ob(D).

ii. F: Mor(C) → Mor(D).

Verificando

i. Si f : A −→ B es un morfismo de C, entonces Ff : FA −→ FB .

ii. F(1A)=1FA para todo A ∈ Ob(C)

iii. F(f ◦ g)= (Ff) ◦ (Fg), para todo par de morfismos f, g con Codom(g) = Dom(f).

Ejemplos: Algunos ejemplos de categoŕıas son:

i. Set: La categoŕıa cuyos objetos son todos los conjuntos y morfismos las aplicaciones

entre ellos, la composición que consideramos es la composición habitual de funciones

y el morfismo identidad de un conjunto A es la aplicación identidad.

ii. Top: Categoŕıa de los espacios topológicos y aplicaciones continuas entre ellos con

la composición siendo otra vez la habitual en las funciones.

iii. Pos: Categoŕıa cuyos objetos son los conjuntos parcialmente ordenados con las apli-

caciones f : (A,≤A) −→ (B,≤B) tales que a ≤A b ⇒ fa ≤B fb, que llamaremos

monótonas. La composición es la habitual de las funciones.

iv. Para ver un ejemplo un poco distinto, dado un conjunto dotado de una relación R

reflexiva y transitiva (A,R) podemos verlo como una categoŕıa. Sus objetos son los

elementos de A y para cada a, a′ ∈ A existe un morfismo a→ a′ si y solo si aRa′. En

este ejemplo la composición de dos morfismos es un morfismo por la transitividad y

la flecha identidad existe por reflexividad.

v. Rel: Sus objetos son los conjuntos y una flecha g : A −→ B es un subconjunto

g ⊆ A×B. Es decir, un morfismo no es más que una relación.

La composición de g : A −→ B, h : B −→ C viene dada por

g ◦ h = {(a, c)| ∃b ∈ B con (a, b) ∈ g, (b, c) ∈ h}.

Veamos que efectivamente verifica la definición de categoŕıa con los elementos iden-

tidad las diagonales 1A = {(a, a) tal que a ∈ A}.

Sea g : A −→ B, entonces

g ◦ 1B = {(a, b) tq existe b ∈ B con (a, b) ∈ g, (b, b) ∈ 1B} =

{(a, b) tq existe b ∈ B con (a, b) ∈ g, b ∈ B} = {(a, b) ∈ g}. Análogamente

1A ◦ g = g.

Sean A B C D
f g h

(f ◦ g) ◦ h = {(a, c) tq existe b ∈ B con (a, b) ∈ f ,

(b, c) ∈ g} ◦ h = {(a, d) tq existe c ∈ C con (a, c) ∈ f ◦ g, (c, d) ∈ h} =

{(a, d) tal que existen b ∈ B, c ∈ C con (a, b) ∈ f, (b, c) ∈ g y (c, d) ∈ h}. Si
desarrollamos de igual manera h ◦ (g ◦ f) llegamos exactamente a lo mismo.
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vi. Cat : la categoŕıa de las categoŕıas localmente pequeñas, con los morfismos los fun-

tores entre ellas. Notar que Cat es una categoŕıa grande, por tanto Cat /∈ Ob(Cat).

Definición 1.4. Dada una categoŕıa C se dice categoŕıa opuesta de C y se denota Cop a

la categoŕıa que verifica:

i. Ob(Cop)= Ob(C)

ii. Para cada A,B ∈ Ob(C), HomCop(A,B) = HomC(B,A).

Un funtor F: Cop → D se dirá contravariante en C.

Notas:

i. Es inmediato ver que (Cop)op = C.

ii. Para ver que una aplicación F: Cop −→ D es un funtor contravariante en C hay que

verificar que para todo f : A −→ B, g : B −→ C en C

a) Ff : FA −→ FB.

b) F(1A) = 1FA

c) F(g ◦ f) = Ff ◦ Fg

iii. La categoŕıa Cop contiene exactamente la misma información que la categoŕıa C.
Aunque resulta antiintuitivo considerar una aplicación f : A −→ B como una apli-

cación f∗ : B −→ A, en algunos casos las categoŕıas opuestas resultan muy útiles. Un

ejemplo de ello lo tenemos en la topoloǵıa sin puntos que se estudiará más adelante.

iv. A la categoŕıa opuesta de C también se le llama categoŕıa dual de C.

Como es habitual en matemáticas, una vez que tenemos un estructura consideramos

“subestructuras”, hay distintas formas de definir una subcategoŕıa, la siguiente es la que

nos ha parecido más simple y por tanto, más adecuada para un curso introductorio.

Definición 1.5. Sea C una categoŕıa, subcategoŕıa suya D es una categoŕıa verificando

que Ob(D) ⊆ Ob(C) y Mor(D) ⊆ Mor(C).
Sea D una subcategoŕıa de C, D se dice completa si para todo A,B ∈ Ob(D) se verifica

HomD(A,B) = HomC(A,B).

1.2. Primeras estructuras abstractas

Para caracterizar estructuras en teoŕıa de categoŕıas nos centramos en como se rela-

cionan con otros objetos y morfismos. Por ello, muchas definiciones son dadas en términos

de una propiedad universal.
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1.2.1. Morfismos

Definición 1.6. Sea C una categoŕıa y f : A −→ B una flecha en ella, f se dirá:

i. Isomorfismo si existe una flecha g : B −→ A de forma que g ◦ f = 1A y f ◦ g = 1B.

Bajo estas condiciones g se dirá inverso de f y se denotará g = f−1. A y B se dirán

isomorfos y se denotará A ∼= B.

ii. Epimorfismo si para cualquier par de flechas g, h : B −→ C verificando g ◦ f = h ◦ f
se tiene g = h.

iii. Monomorfismo si para cualquier par de flechas g, h : C −→ A verificando f ◦g = f ◦h
se tiene que g = h

Observación: Ya que los funtores conservan la composición y la flecha identidad, la

imagen de un isomorfismo bajo un funtor es un isomorfismo.

Proposición 1.1. Dado un isomorfismo f : A −→ B, su inverso es único.

Dem. Sean h, g : B −→ A dos inversos de f , h = h ◦ 1B = h ◦ f ◦ g = 1A ◦ g = g. □

Proposición 1.2. Un isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo.

Dem. Sea f : A −→ B tal que existe g : B −→ A verificando g ◦ f = 1A, f ◦ g = 1B.

Sean h1, h2 tal que h1 ◦ f = h2 ◦ f entonces (h1 ◦ f) ◦ g = (h2 ◦ f) ◦ g ⇒ h1 ◦ (f ◦ g) =
h2 ◦ (f ◦ g) ⇒ h1 ◦ 1B = h2 ◦ 1B ⇒ h1 = h2. Luego f es epimorfismo.

Que es monomorfismo lo tenemos por un razonamiento análogo. □

Ejemplo: Isomorfismos, epimorfismos y monomorfismos en Set.

En Set un isomorfismo es una aplicación de conjuntos que tiene inverso, es decir una

aplicación biyectiva.

Podemos comprobar que un epimorfismo no es más que una aplicación suprayectiva.

Sea f : A −→ B, h, g morfismos tales que h ◦ f = g ◦ f y f suprayectiva. Para todo b ∈ B

existe a ∈ A tal que fa = b entonces para todo b ∈ B:

hb = hfa = gfa = gb⇒ h = g.

El rećıproco lo haremos por reducción al absurdo: supongamos que f es un epimorfismo

pero que no es suprayectiva. Si f no es suprayectiva existe algún b ∈ B tal que para todo

a ∈ A fa ̸= b. Definamos h, g : B −→ {0, 1} tal que hx = 0 para todo x ∈ B, gx = 0 para

todo x ∈ B − {b} y gb = 1. Es claro que g ◦ f = h ◦ f pero g ̸= h. Por lo que llegamos a

una contradicción.

Por último, un monomorfismo es lo mismo que una aplicación inyectiva.

Si f es una aplicación inyectiva y h, g son aplicaciones que pueden componerse con f a la

derecha verificando f ◦ g = f ◦ h ⇒ f(ga) = f(ha) ⇒ ga = fa para todo a ∈ A entonces
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g = f .

Para ver el rećıproco volvemos a proceder por reducción al absurdo, si f no fuera inyectiva,

existirian en A elementos a, b tal que fa = fb pero a ̸= b. Podemos construir aplicaciones

h, g : {0, 1} −→ A tales que f ◦ g = f ◦ h pero g ̸= h, de la siguiente forma:{
h(0) = b

h(1) = a.

y gx = a para todo x ∈ {0, 1}.
Una aplicación de conjuntos es biyectiva si y solo si es inyectiva y suprayectiva, por

tanto, en Set f : A −→ B es isomorfismo si y solo si es epimorfismo y monomorfismo.

Podemos poner en el “lenguaje de las categoŕıas” resultados conocidos de las ma-

temáticas. Por ejemplo, veamos la versión categórica del Axioma de elección. El Axioma

de elección es una de las equivalencias del lema de Zorn que puede consultarse en el anexo

A, establece:

“Para toda colección {Ai}i∈I de conjuntos no vaćıos existe una función f : I →
⋃
i∈I Ai

tal que f(i) ∈ Ai para todo i ∈ I.” ([45])

Definición 1.7. Sea C una categoŕıa diremos que un epimorfismo e : A −→ B se divide

si existe un monomorfismo s : B −→ A tal que es = 1B.

Teorema 1.1. Son equivalentes:

i. Se verifica el Axioma de elección.

ii. Todo epimorfismo en Set se divide.

Dem. Supongamos que se cumple el Axioma de elección y que e : E −→ X es un

epimorfismo, entonces tenemos la familia de conjuntos no vaćıa Ex = e−1({x}) para todo

x ∈ X. Por el Axioma de elección existe una función s : X −→
⋃
x∈X Ex tal que para todo

x ∈ X: s(x) ∈ Ex. Entonces es(x) = x⇒ es = 1X ⇒ e se divide.

Rećıprocamente consideremos que todo epimorfismo se divide, sea {Ai}i∈I una familia

de conjuntos no vaćıos definimos el conjunto A = {(i, a)|i ∈ I, a ∈ Ai} y tenemos el

epimorfismo e : A −→ I que a cada (i, a) le asigna i. Entonces existe un s : I −→ A tal

que es = 1I por lo que para cada i ∈ I es(i) = i⇒ s(i) ∈ I. □

1.2.2. Objetos terminal e inicial

Definición 1.8. En una categoŕıa C:

i. 0 ∈ Ob(C) se dice inicial si para todo objeto A ∈ C existe un único morfismo

0 −→ A.
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ii. 1 ∈ Ob(C) se dice terminal si para todo objeto A ∈ C existe un único morfismo

A −→ 1.

Ejemplos: Objetos iniciales y terminales en la categoŕıa Set:

El conjunto vaćıo ∅ es un objeto inicial, ya que para todo conjuto A existe una única

aplicación ∅ −→ A.

Cualquier conjunto unipuntual es un objeto terminal, para cualquier conjunto no vaćıo

A podemos definir A −→ {x} asignando a cada a ∈ A el elemento x.

Proposición 1.3. En una categoŕıa C los objetos iniciales y terminales son únicos salvo

isomorfismo.

Dem. Supongamos que A y B son dos objetos iniciales en una categoŕıa C. Usando que

A es inicial: existe un único morfismo f : A −→ B y un único morfismo A −→ A que tiene

que ser necesariamente 1A. Análogamente para B por ser inicial existe un único morfismo

g : B −→ A y un único 1B : B −→ B . Ahora f ◦ g es un morfismo con dominio y

codominio A, luego necesariamente es 1A y de igual forma g ◦ f es necesariamente 1B, por

tanto f es isomorfismo.

Para objeto terminal la demostración es análoga invirtiendo la orientación de los morfismos

y el orden de composición cuando sea necesario. □

1.2.3. Productos y ecualizadores

Definición 1.9. Sean A,B dos objetos en una categoŕıa C se define el producto cartesiano

(binario) de A y B como un objeto A×B, con dos flechas

πA : A×B −→ A y πB : A×B −→ B

verificando que para cualquier otro objeto C ∈ Ob(C) y flechas f : C −→ A, g : C −→ B,

existe una única flecha m : C −→ A×B tal que

πB ◦m = g y πA ◦m = f

O lo que es lo mismo, que hace el siguiente diagrama conmutativo

A A×B B

C

πA πB

f g∃!m

πA y πB se dicen proyecciones.

Notación: Suponiendo la situación y las notaciones de la definición anterior, podre-

mos denotar m : C −→ A×B como m = (f, g).

Ejemplos:
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i. Productos binarios en Set: El producto cartesiano de dos conjuntos A,B ∈ Set es

el producto cartesiano conocido A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}, con las proyecciones

πA(a, b) = a y πB(a, b) = b. Veamos que efectivamente verifica la definición:

Sea C un conjunto, f : C −→ A, g : C −→ B dos flechas, definimos m : C −→ A×B
tal que m(c) = (fc, gc) para todo c ∈ C. Es inmediato que πB ◦m = g y πA ◦m = f .

Veamos la unicidad, si n : C −→ A × B verifica πB ◦ n = g y πA ◦ n = f entonces

para todo c ∈ C n(c) = (n1c, n2c) verifica gc = πB ◦ n(c) = n2c y análogo para n1

por tanto n(c) = (fc, gc) = m(c) ⇒ n = m.

ii. Productos binarios en Top: Dados (X1, τ1), (X2, τ2) dos espacios topológicos, tene-

mos el espacio topológico producto (X1 × X2, τ) donde τ es la topoloǵıa que tiene

como base {A1 × A2 tal que A1 ∈ τ1, A2 ∈ τ2} 2. Consideramos las proyecciones:

p1(x, y) = x, p2(x, y) = y que son aplicaciones continuas sobre (X1×X2, τ). Entonces

se verifica la definición de producto.

iii. Productos binarios en Pos: Dados (A,≤A), (B,≤B) consideramos

A×B = {(a, b) tal que a ∈ A, b ∈ B}

con la relación (a, b) ≤ (a′, b′) ⇔ a ≤A a′ y b ≤B b′, esto define un orden en

A × B por ser ≤A,≤B órdenes. Tomamos las proyecciones pA : A × B −→ A,

pB : A × B −→ B como pA(a, b) = a y pB(a, b) = b, están en la categoŕıa ya que

(a, b) ≤ (a′, b′) ⇒ pA(a, b) = a ≤A a
′ = pA(a

′, b′) y análogo para pB.

Sean f : (C,≤C) −→ (A,≤A), g : (C,≤B) −→ (B,≤B) dos morfismos, definimos

m : C −→ A×B comomc = (fc, gc) que es monótona por serlo f y g y se comprueba

facilmente que es la única verficando pA ◦m = f , pB ◦m = g.

Proposición 1.4. Los productos en una categoŕıa son únicos salvo isomorfismo.

Dem. Sean (P, p1, p2) y (Q, q1, q2) dos productos de A y B en una categoŕıa C. Por defini-
ción de producto existe un único i : P −→ Q tal que q1◦i = p1 y q2◦i = p2 y análogamente

un único j : Q −→ P tal que p1 ◦ j = q1 y p2 ◦ j = q2.

P
p1

��

p2

  
∃!i

��

A B

Q

q1

__

q2

??∃!j

OO

Componiendo obtenemos p1 ◦ j ◦ i = q1 ◦ i = p1 y análogamente p2 ◦ j ◦ i = p2. De forma

inmediata tenemos también p1 ◦ 1P = p1 y p2 ◦ 1P = p2. Entonces como P es un producto

y tanto 1P como j ◦ i verifican la condición de la propiedad universal de la definición de

2Como estamos en el caso finito la topoloǵıa producto coincide con la topoloǵıa por cajas.
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producto, por unicidad 1P = j ◦ i. De forma análoga obtenemos i ◦ j = 1Q y por tanto P

y Q son isomorfos. □

Definición 1.10. El producto de una colección de objetos {Ai}i∈I en una categoŕıa C es

un objeto
∏
i∈I Ai, y una colección de proyecciones πj :

∏
i∈I Ai −→ Aj , de forma que

para todo objeto C de C y flechas fj : C −→ Aj , existe una única flecha f : C −→
∏
i∈I Ai

tal que πj ◦ f = fj ∀j ∈ I.

Definición 1.11. Una categoŕıa se dice que tiene todos los productos finitos, si posee

objeto terminal y para cada colección finita de objetos existe su producto.

Definición 1.12. Sea C una categoŕıa, f, g : A −→ B dos flechas en ella, el ecualizador

de f y g es una flecha m : E −→ A tal que f ◦m = g ◦m para toda flecha n : F −→ A con

f ◦ n = g ◦ n existe una única h : F −→ E tal que m ◦ h = n.

E
m // A

f //
g
// B

F

∃!h

OO

n

??

Proposición 1.5. Dada una categoŕıa C

i. Los ecualizadores son únicos salvo isomorfismo.

ii. Un ecualizador es siempre monomorfismo.

Dem. Sean m : E −→ A, n : F −→ A dos ecualizadores de f, g : A −→ B. Por ser

m ecualizador y n una flecha tal que f ◦ n = g ◦ n tenemos que existe una única flecha

i : F −→ E tal que m ◦ i = n. Analogamente existe una única flecha j : E −→ F tal que

n ◦ j = m. Consideramos la flecha i ◦ j : E −→ E que verifica m ◦ i ◦ j = n ◦ j = m pero

m ◦ 1E = m, luego por la propiedad universal del ecualizador i ◦ j = 1E , análogamente

j ◦ i = 1F .

Sean h1, h2 : C −→ E tal quem◦h1 = m◦h2 denotemos z = m◦h1 = m◦h2 : C −→ A.

Como f ◦m = g ◦m ⇒ f ◦m ◦ h1 = g ◦m ◦ h1 ⇒ f ◦ z = g ◦ z, por propiedad universal

del ecualizador existe un único i : C −→ E tal que m ◦ i = z = m ◦ h1 = m ◦ h2, por tanto
i = h1 = h2 y tenemos que m es monomorfismo. □

Definición 1.13. Sean A,B dos objetos en una categoŕıa C, el coproducto o suma de A

y B es un objeto A + B con un par de flechas iA : A −→ A + B, iB : B −→ A + B,

verificando que para cada objeto C y flechas f : A −→ C, g : B −→ C existe una única

flecha m : A+B −→ C tal que

m ◦ iA = m ◦ iB
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A A+B B

C

iA iB

f g∃!m

Proposición 1.6. Los coproductos en una categoŕıa son únicos salvo isomorfismo.

Dem. La demostración es análoga a la de 1.4 cambiando producto por coproducto e

invirtiendo la dirección de las flechas y el orden de composición cuando sea necesario. □

Podemos otra vez generalizar a coproductos arbitrarios:

Definición 1.14. El coproducto de una colección de objetos {Ai}i∈I en una categoŕıa C
es un objeto

∑
i∈I Ai, y una colección de flechas ρj : Aj −→

∑
i∈I Ai, de forma que para

todo objeto C de C y flechas fj : Aj −→ C, existe una única flecha f :
∑

i∈I Ai −→ C tal

que f ◦ ρj = fj ∀j ∈ I.

Definición 1.15. Sean f, g : B −→ A dos flechas, el coecualizador de f y g en C es un

morfismo q : A −→ Q tal que q ◦ f = q ◦ g y para toda flecha p : A −→ S verificando que

p ◦ f = p ◦ g existe una única flecha u : Q −→ S tal que u ◦ q = p.

B
f //
g
// A

q //

p
��

Q

∃!u
��
S

Proposición 1.7. Si q es un coecualizador en C de algún par de flechas, entoces es un

epimorfismo.

Dem. Sean h1, h2 : Q −→ C tal que h1◦q = h2◦q denotemos a este morfismo z : A −→ C.

Como q ◦ f = q ◦ g ⇒ h1 ◦ q ◦ f = h2 ◦ q ◦ g ⇒ z ◦ f = z ◦ g, por propiedad universal del

coecualizador existe un único i : Q −→ C tal que i ◦ q = z = h1 ◦ q = h2 ◦ q, por tanto

i = h1 = h2 y tenemos que q es epimorfismo. □

1.3. Ĺımites y coĺımites

En esta sección introduciremos los ĺımites en teoŕıa de categoŕıas. Todas las estructuras

abstractas vistas hasta ahora son casos particulares de ĺımites o de coĺımites.

Definición 1.16. Sean J y C dos categoŕıas un diagrama de tipo J en C es un funtor

D: J → C

A la categoŕıa J la denominaremos categoŕıa ı́ndice. Para cada objeto i ∈ J denotaremos

Di al objeto asignado por D: J → C. Analogamente si α : i −→ j es un morfismo en J ,

denotaremos Dα a Dα.
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Un cono en un diagrama D es un objeto A ∈ C junto con una colección de flechas

cj : A −→ Dj de forma que para todo i ∈Ob(J ) y para toda α : j −→ i se verifica

ci = Dα ◦ cj . Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

A
cj

~~

ci

  
Dj

Dα

// Di

Definición 1.17. Sea D: J → C un diagrama y (A, aj)j∈J , (B, bj)j∈J dos conos en D,

un morfismo de conos es una flecha en C, f : A −→ B con la propiedad de que para todo

i ∈ J ai = bi ◦ f .
A la categoŕıa de los conos en D con los morfismos de conos la denotaremos Conos(D).

Dado un diagrama D, es una mera comprobación ver que Conos(D) es una categoŕıa.

Ahora estamos en condiciones de definir un ĺımite.

Definición 1.18. Sea D un diagrama de tipo J en C. Un ĺımite en el diagrama D: J → C
es un objeto terminal en Conos(D).

Directamente de la definición podemos deducir que un ĺımite tiene la siguiente propie-

dad universal:

Proposición 1.8. Sea D: J → C un diagrama de tipo J , (L, pi)i∈J un ĺımite en D,

entonces para cualquier cono (C, ci)i∈J en D existe una única flecha u : C −→ L tal que

para todo i : pi ◦ u = ci

Dem. Consecuencia inmediata de la definición de objeto terminal. □

Como ejemplos podemos ver que algunos de los objetos anteriormente definidos son

ĺımites en alguna categoŕıa.

Ejemplo 1: Producto visto como ĺımite.

Consideramos J = {1, 2} como la categoŕıa con dos objetos y ningún morfismo distinto

de la identidad, gráficamente podemos representarla de la siguiente forma: • •

Un diagrama de tipo J en una categoŕıa C es un funtor D que asigna un par de objetos

A,B en C a los ı́ndices 1 y 2. Un cono en D es un objeto C y un par de flechas c1 : C −→ A

y c2 : C −→ B en C. Un cono tiene entonces la forma: A C B
c1 c2

Veamos que un cono terminal enD es exactamente el producto deA yB. Sea A P B
p1 p2

un objeto terminal en Conos(D), entonces para cualquier otro cono (C, c1, c2) existe un

único morfismo de conos u : C −→ P , es decir una única flecha u : C −→ P en C tal que

para todo i ∈ J ci = pi ◦ u que es efectivamente la definición de producto en C.

Ejemplo 2: Ecualizador visto como ĺımite.
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Consideramos ahora la categoŕıa J siguiente: • ⇒ •
Un diagrama de tipo J en una categoŕıa C genera el mismo esquema pero con objetos

y morfismos de C

A
f //
g
// B

Un cono seŕıa un objeto C ∈ C con un par de flechas cA : C −→ A, cB : C −→ B

verificando cB = f ◦ cA y cB = g ◦ cA o lo que es equivalente f ◦ cA = g ◦ cA. Un cono

terminal (E, eA, eB) verifica:

Por ser cono f ◦ eA = g ◦ eA.

Por ser terminal, para cualquier otro cono, es decir un objeto C en C verificando que

existe cA : C −→ A y f ◦cA = g ◦cA, existe un único morfismo de conos u : C −→ E,

es decir una única flecha u : C −→ E en C tal que cA = eA ◦ u y cB = eB ◦ u.

¿Puede existir una flecha cumpliendo cA = eA ◦ w pero no cB = eB ◦ w?, por ser C un

cono cB = f ◦ cA entonces cB = f ◦ cA = f ◦ eA ◦ w = eB ◦ w.

Como siempre, tenemos los conceptos “duales”:

Definición 1.19. Un cocono en un diagrama D es un objeto A ∈ C junto con una

colección de flechas cj : Dj −→ A de forma que para todo i ∈Ob(J ) y para toda

α : j −→ i se verifica cj = ci ◦Dα.

Dados (A, aj)j∈J , (B, bj)j∈J dos coconos en D. Un morfismo de coconos es una

flecha en C, f : A −→ B con la propiedad de que para todo i ∈ J bi = f ◦ ai.
A la categoŕıa de los coconos en D con los morfismos de coconos la denotaremos

Coconos(D).

Un coĺımite es un objeto inicial en Coconos(D)

Definición 1.20. Dada una categoŕıa C diremos que tiene todos los ĺımites pequeños si

para cualquier categoŕıa ı́ndice cuya colección de objetos y de morfismos sea un conjunto

existe un ĺımite. Diremos que tiene todos los coĺımites pequeños si para cualquier categoŕıa

ı́ndice cuya colección de objetos y morfismos sea un conjunto existe un coĺımite.

Teorema 1.2. Dada una categoŕıa C son equivalentes:

i. C tiene todos los ĺımites pequeños.

ii. C tiene todos los ecualizadores y productos pequeños.

Dem. Que ĺımites pequeños implica productos pequeños es generalizar el ejemplo del

producto y ecualizadores que ya ha sido visto. Veamos que dada una categoŕıa C con pro-

ductos pequeños y ecualizadores podemos construir cualquier ĺımite pequeño:
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Para ello consideramos D:J → C donde J es una categoŕıa pequeña.
∏
i∈ObJ Di existe

por ser J pequeño, con sus proyecciones πi :
∏
i∈ObJ Di −→ Di y

∏
α∈Mor(C)DCodom(α)

con sus proyecciones πα :
∏
α∈Mor(C)DCodom(α) −→ DCodom(α).

Consideramos ahora ϕ, ψ :
∏
i∈ObJ Di −→

∏
α∈Mor(C)DCodom(α) definidas de la forma

πα ◦ ϕ = πCodom(α) y πα ◦ ψ = Dα ◦ πCodom(α)
3.

Consideramos su ecualizador, tenemos la siguiente situación:

E
e//
∏
i∈Ob(J )Di

ϕ//
ψ
//
∏
α∈Mor(C)DCodom(α).

Consideramos (E, ei)i∈J donde ei = πi ◦ e. Sea c : C −→
∏
i∈Ob(J )Di, escribiendo

ci = πi ◦ c : C −→ Di, esto describe un cono si y solo si para todo i ∈ Ob(J ) y α : i −→ j

cj = Dα ◦ ci pero tenemos:

cj = πcod(α) ◦ c = πα ◦ ϕc
Dα ◦ ci = Dα ◦ πdom(α) ◦ c = πα ◦ ψc

entonces cj = Dα ◦ci ⇔ ϕc = ψc luego por las propiedades de ecualizador existe una única

flecha m : C −→ E en C tal que c = e ◦m y m es un morfismo de conos pues para todo

i ∈ J ci = ei ◦m. □

Como se indica en [3], la demostración anterior puede adaptarse facilmente para ver

que existen productos de cardinalidad I y ecualizadores si y solo si existen ĺımites de

cardinalidad I.

Teorema 1.3. Dada una categoŕıa C son equivalentes:

i. C tiene todos los coĺımites pequeños.

ii. C tiene todos los coecualizadores y coproductos pequeños.

Dem. Es una repetición de la demostración anterior cambiando la dirección de las flechas,

el orden de composición y cada estructura por su “co-estructura”. □

Definición 1.21. Un funtor F:C → D preserva un ĺımite de tipo J si para todo ĺımite

(L, pi)i∈J en un diagrama D:J → C se tiene que (FL,Fpi)i∈J es un ĺımite en FD:J → D.

3ϕ y ψ están en la categoŕıa por definición de producto. Para cada α ∈ Mor(J ), tenemos que

πCodom(α) :
∏

i∈ObJ

Di −→ DCodom(α).

Por definición de producto para
∏

αDCodom(α) existe un úncio morfismo

ϕ :
∏

i∈ObJ

Di −→
∏

α∈Mor(C)

DCodom(α)

tal que piα ◦ ϕ = πCodom(α). Análogo para ψ.
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1.4. Exponenciales

Las exponenciales pueden entenderse como la noción categórica de los espacios de

funciones, son además un ejemplo de estructura abstracta que no es un ĺımite. Antes de

dar la definición de exponencial, introducimos una notación:

Notación: Sea C una categoŕıa con productos finitos, supongamos la siguiente situa-

ción

A A×A′ A′

B B ×B′ B′

πa πa′

πb πb′

f g

Donde πi son las respectivas proyecciones de los productos. Entonces denotamos f×f ′

a la flecha (f ◦πa, f ′ ◦πa′) : A×A′ −→ B×B′, que, si se recuerda la notación introducida

a continuación de la definición 1.9, es la única flecha m : A × A′ −→ B × B′ verificando

que πb ◦m = f ◦ πa y πb′ ◦m = f ′ ◦ πa′ .

Definición 1.22. Sea C una categoŕıa con productos finitos. La exponencial de dos objetos

A, B en C es un objeto BA con un morfismo ev : BA × A −→ B verificando la siguiente

propiedad universal:

Para todo objeto C y flecha f : C ×A −→ B existe un único morfismo f̂ : C −→ BA tal

que ev ◦ (f̂ × 1A) = f

BA

C

BA ×A B

C ×A

f̂

ev

f̂ × 1A f

Definición 1.23. Una categoŕıa se dice cerrada cartesianamente y se denota ccc si para

cada par de objetos existe su exponencial.

Ejemplos

i. Exponenciales en Set: La categoŕıa Set es ccc. Veamos como construir la exponen-

cial de dos objetos A y B.

Consideramos como BA las funciones {g : A −→ B} con la evaluación ev(g, a) = ga.

Sea un objeto C y una flecha f : C × A −→ B, consideramos f̂ : C −→ BA como

f̂ c = f(c, a). Entonces tenemos ev ◦ f̂ × 1A(c, a) = ev(f̂ c, a) = f̂ c(a) = f(c, a). La

unicidad es inmediata.

ii. Exponenciales en Pos: Dados (A,≤A), (B,≤B) dos conjuntos parcialmente orde-

nados consideramos BA = {f : A −→ B tal que f es monótona} y definimos el

orden f ≤ g si y solo si ∀a ∈ A fa ≤B ga, la evaluación ev(g, a) = ga y para toda

f : C ×A −→ B, f̂ c = f(c, a). Veamos que tanto ev como f̂ son monótonas.
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Sean (f, a), (f ′, a′) ∈ BA × A consideramos el orden visto para productos de

conjuntos parcialmente ordenados que denotaremos ≤×. (f, a) ≤× (f ′, a′) ⇔
f ≤ f ′ y a ≤A a′ ⇔ ∀α ∈ Afα ≤B f ′α y a ≤A a′. Entonces ev(f, a) =

fa ≤B fa′ por ser f monótona y fa′ ≤B f ′a′, y por transitividad de ≤B,

ev(f, a) = fa ≤B f ′a′ = ev(f ′, a′).

Es inmediato que f̂ es monótona ya que f lo es (es un morfismo en la categoŕıa)

y c ≤C c
′ implica que (c, a) ≤× (c′, a).

La unicidad de f̂ , igual que en el ejemplo anterior, es inmedita.

Proposición 1.9. Existe un isomorfismo HomC(A×B,C) ∼= HomC(A,C
B).

Dem. Consideramos las asignaciones

Φ : HomC(A,C
B) HomC(A×B,C)

g g = ev ◦ (g × 1B)

Ψ : HomC(A×B,C) HomC(A,C
B)

f f̂

Donde f̂ es el único morfismo que verifica ev ◦ (f̂ × 1B) = f que existe para todo

f : A×B −→ C por la definición de exponencial y por tanto Ψ está bien definida. Veamos

que efectivamente es un isomorfismo:

Φ ◦Ψf = f̂ = ev ◦ (f̂ × 1B) = f

Ψ ◦ Φg = ĝ, donde ĝ es la única función tal que g = ev ◦ (ĝ × 1B) ⇒ ĝ = g. □

1.5. Naturalidad

En [18] se dice que algo es “natural” si puede ser definido para todos los objetos a la

vez. Citando [31]: una ‘categoŕıa’ se define para poder definir un ‘funtor’ y un ‘funtor’ se

define para poder definir una transformación natural.

Definición 1.24. Sean C y D dos categoŕıas, F, G dos funtores de C en D, una trans-

formación natural τ : F ⇒ G es una colección de morfismos (τC :FC −→GC)C∈Ob(C)

en D tal que para todo f : C −→ C ′, τC′◦Ff =Gf ◦ τC . Es decir, el siguiente diagrama

conmuta:

FC GC

FC ′ GC ′

τC

Ff Gf
τC′

Las transformaciones naturales no son más que morfismos entre funtores. Fijadas dos

categoŕıas, nos permite definir la categoŕıa de sus funtores.

Definición 1.25. Sean C y D dos categoŕıas. Denotamos Fun(C,D) a la categoŕıa cuyos

objetos son los funtores de C en D y flechas las transformaciones naturales entre ellos.
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Para cada objeto F ∈ Fun(C,D) se tiene 1F = (1FC : FC −→ FC)C∈Ob(C).

La composición de dos transformaciones naturales F G H
τ η

viene dada por

(η ◦ τ)C = ηC ◦ τC .

Efectivamente esto forma una categoŕıa:

La composición de dos transformaciones naturales es una transformación natural:

Dados F G H
τ η

η ◦ τ será natural si ∀f : C −→ C ′ en C se verifica

(η ◦ τ)C′ ◦ Ff = Hf ◦ (η ◦ τ)C .

Por ser τ una transformación natural y asociatividad de la composición en D tenemos

(η ◦ τ)C′ ◦Ff = ηC′ ◦ τC′ ◦Ff = ηC′ ◦Gf ◦ τC . Aplicando que η también es natural

se sigue: ηC′ ◦Gf ◦ τC = Hf ◦ ηC ◦ τC = Hf ◦ (η ◦ τ)C .

Que se cumplen las demás reglas de la composición es una mera comprobación que

deriva de que se cumplen en D:

τ : F ⇒ G entonces para todo C ∈ C: (1G ◦ τ)C = 1GC ◦ τC = τC ⇒ 1G ◦ τ = τ y

análogamente se comprueba τ ◦ 1F = τ .

Sean F G H J
τ η ϵ

para cada C ∈ C: ((ϵ◦η)◦τ)C = (ϵ◦η)C◦τC = (ϵC◦ηC)◦τC
y por asocitividad (ϵC ◦ ηC) ◦ τC = ϵC ◦ (ηC ◦ τC) = ϵC ◦ (η ◦ τ)C = (ϵ ◦ (η ◦ τ))C ⇒
(ϵ ◦ η) ◦ τ = ϵ ◦ (η ◦ τ).

Definición 1.26. Un isomorfismo natural entre dos funtores F y G de C en D es una

transformación natural τ : F ⇒ G que es un isomorfismo en la categoŕıa Fun(C,D).

Lema 1.1. Una transformación natural es un isomorfismo si y solo si cada componente

es un isomorfismo.

Dem. Sea τ : F ⇒ G una transformación natural con F,G en Fun(C,D).

Supongamos que τ es un isomorfismo natural. Existe η : G ⇒ F tal que η ◦ τ = 1F y

τ ◦ η = 1G y para cada C ∈ C tenemos (η ◦ τ)C = ηC ◦ τC = 1FC y (τ ◦ η)C = τC ◦ ηC =

1GC ⇒ ηC = (τC)
−1.

Supongamos ahora que para cada componente τC : FC −→ GC existe τ−1
C : GC −→ FC

tal que τ−1
C ◦ τC = 1FC y τC ◦ τ−1

C = 1GC . Definimos η : G ⇒ F como ηC = τ−1
C para

todo C ∈ Ob(C). Veamos que η es una transformación natural. Sea f : C −→ C ′ queremos

ver ηC′ ◦ Gf = Ff ◦ ηC ⇔ τC′ ◦ ηC′ ◦ Gf = τC′Ff ◦ ηC ⇔ Gf ◦ τC = τC′Ff ◦ ηCτC ⇔
Gf ◦ τC = τC′Ff lo que es cierto por ser τ una transformación natural. Nos queda ver que

η ◦ τ = 1F y τ ◦ η = 1 G pero es una comprobación inmediata. □

Definición 1.27. Dos categoŕıas C,D se dicen isomorfas si existen funtores F:C → D,

G:D → C, tal que F◦ G= 1D y G◦ F= 1C .
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Definición 1.28. Dos categoŕıas C,D se dicen equivalentes y se denota C ≃ D si existen

funtores F:C → D, G:D → C, tal que F◦ G es naturalmente isomorfo a 1D y G◦ F es

naturalmente isomorfo a 1C .

En estas condiciones F y G se dicen pseudoinversos.

Definición 1.29. Dos categoŕıas C,D se dicen duales si C ≃ Dop.

Definición 1.30. Sea F: C → D un funtor, C y D categoŕıas localmente pequeñas y

A,B ∈ C un par de objetos. Consideremos FAB : Hom(A,B) → Hom(FA,FB) de forma

que FABf =Ff . Bajo estas condiciones el funtor F se dice

Fiel si FAB es inyectiva para cualquier par de objetos.

Pleno si FAB es suprayectiva para cualquier par de objetos.

Esencialmente suprayectivo en los objetos si para cada objetoD ∈ D existe un objeto

C ∈ C tal que FC ∼= D.

Proposición 1.10. Si F: C → D es pleno y fiel entonces FA ∼= FB ⇔ A ∼= B, para

cualesquiera A,B objetos de C.

Dem. Por hipótesis existe un isomorfismo f : FA −→ FB y por tanto su inverso f−1.

Como F es pleno existen h : A −→ B, g : B −→ A tal que Fh = f y Fg = f−1. Entonces

F(h ◦ g) = Fh ◦ Fg = f ◦ f−1 = 1FB = F(1B), y por ser fiel esto implica h ◦ g = 1B,

análogamente podemos ver que g ◦ h = 1A, y por tanto tenemos un isomorfismo A ∼= B.

La otra implicación es conocida para cualquier funtor, no necesariamente pleno y fiel. □

Notamos que en la demostración anterior hemos probado también que tanto la imagen

como la preimagen de un isomorfismo por un funtor pleno y fiel es un isomorfismo.

Proposición 1.11. Sea F: C → D un funtor son equivalentes:

i. F es parte de una equivalencia de categoŕıas.

ii. F es pleno, fiel y esencialmente suprayectivo en los objetos.

Dem. I⇒ II: Si F es parte de una equivalencia entonces existe G : D → C e isomorfismos

naturales τ : 1C ⇒ G ◦ F y η : 1D ⇒ F ◦G.

Veamo primero que F es fiel: sean Ff = Fg entonces necesariamente f, g tienen el mismo

dominio y codominio f, g : C −→ C ′ y los siguientes diagramas son conmutativos:

C GFC

C ′ GFC ′

τC

f GFf
τC′

C GFC

C ′ GFC ′

τC

g GFg
τC′
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Es decir τC′ ◦f = GFf ◦τC = GFg◦τC = τC′ ◦g ⇒ τC′ ◦f = τC′ ◦g, y como τ isomorfismo

natural sabemos que τC′ es un isomorfismo, luego en particular es monomorfismo ⇒ f = g

⇒ F fiel. Como G es parte de una equivalencia, hemos probado que también es fiel.

Veamos ahora que F es pleno: sea h : FC −→ FC ′ en D queremos ver que existe f en

C tal que Ff = h. Definimos
f : C GFC GFC ′ C ′

τC Gh τ−1
C′

que está en C pues

τ−1
C′ está por ser τC′ un ismorfismo y la composición de flechas en C está en C. Tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

C GFC

C ′ GFC ′

τC

f GFf
τC′

y por tanto GFf ◦ τC = τC′ ◦ f = τC′ ◦ τ−1
C′ ◦ Gf ◦ τC ⇒ GFf = Gf y como G es fiel

Ff = h, luego F es pleno.

Por último veamos que es esencialmente suprayectivo en los objetos: dado D ∈ D, como

η : 1D ⇒ F ◦G es un isomorfismo natural ηD : D −→ F(GD) es un isomorfismo con GD

un objeto de C.

II⇒I: Partiendo ahora de que F es pleno, fiel y esencialmente suprayectivo en los

objetos queremos definir: G:D → C un funtor y dos isomorfismos naturales τ : 1C ⇒ G◦F,
η : 1D ⇒ F ◦G.

Como F es esencialmente suprayectivo en los objetos, para cada D ∈ D existe algún C ∈ C
y una biyección ηD : D −→ FC. Aśı para cada D ∈ D escogemos un C que verifique

esto y definimos GD = C. Ahora para toda flecha h : D −→ D′ en D, consideramos

ηD′ ◦h ◦ η−1
D : FGD −→ FGD′. Como F es pleno y fiel para ηD′ ◦h ◦ η−1

D existe una única

flecha f : GD −→ GD′ tal que Ff = ηD′ ◦ h ◦ η−1
D , tomamos entonces Gh = f . Veamos

que G aśı definido es un funtor y que η = (ηD)D∈Ob(D) es un isomorfismo natural.

Claramente por como lo hemos definido Gh : GDom(h) −→ GCodom(h) para toda

flecha h de D.

G1D es la única flecha f : GD −→ GD tal que Ff = ηD ◦ 1D ◦ η−1
D = 1D, entonces

F G1D = 1D, como F es pleno y fiel esto implica que G1D = 1F−1D y por definición

de G, F−1D = GD ⇒ G1D = 1GD.

Sean h : D −→ D′ y h′ : D′ −→ D′′ Gh′ ◦ h es la única flecha f tal que Ff =

ηD′′ ◦(h′◦h)◦ηD. Mientras que Gh y Gh′ son las únicas flechas g, g′ respectivamente

Fg = ηD′◦h◦η−1
D y Fg′ = ηD′′◦h′◦η−1

D′ , entonces Fg′◦Fg = ηD′′◦h′◦η−1
D′ ◦ηD′◦h◦η−1

D =

Ff y por ser F un funtor sabemos que F(g′ ◦ g) = Fg′ ◦Fg = Ff luego por unicidad

g′ ◦ g = f ⇒ Gh′ ◦Gh = G(h′ ◦ h).

η = (ηD)D∈Ob(D) es natural de forma obvia por como hemos definido G y un iso-

morfismo por serlo cada una de sus componentes.
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Nos queda solamente definir τ : 1C ⇒ G ◦ F. Para cada C ∈ C consideramos:

ηFC : FC −→ FGFC

ηFC es un isomorfismo, y como F es pleno y fiel, su preimagen por F también lo es.

Tomemos τ actuando en los objetos de C de la forma τC = F−1ηFC : C −→ GFC veamos

que es efectivamente natural y por tanto isomorfismo ya que cada componente lo es.

Sea f : C −→ C ′. Sabemos que para Ff : FC −→ FC ′ se verifica:

ηFC′ ◦ Ff = FGFf ◦ ηFC ⇔ F ◦ τC′ ◦ Ff = FGFf ◦ F ◦ τC

y, por ser F un funtor, esto es equivalente a F(τC′ ◦ f) = F(GFf ◦ τC). Por ser F fiel, esto

implica τC′ ◦ f = GFf ◦ τC . Por tanto τ es efectivamente un isomorfismo natural. □

El siguiente teorema no vamos a probarlo, puede consultarse en [3].

Teorema 1.4. La categoŕıa de las categoŕıas localmente pequeñas Cat con los funtores

entre ellas es cerrada cartesianamente, de hecho, dadas C,D dos categoŕıas localmente

pequeñas

CD = {F : D → C|F es un funtor }.

1.6. El lema de Yoneda

El Lema de Yoneda es probablemente uno de los resultados más importantes en teoŕıa

de categoŕıas. Como se explica en [43], este lema implica que un objeto matemático general

puede “representarse” como un funtor que toma valores en Set. El lema de Yoneda puede

entenderse como un teorema de representación que generaliza el de Cayley para grupos4.

A lo largo de esta sección supondremos categoŕıas localmente pequeñas.

Definición 1.31. Un funtor se dirá encaje si es pleno, fiel e inyectivo en los objetos.

Definición 1.32. Llamamos funtor de Yoneda al funtor:

y : C → SetC
op

Llevando cada objeto C ∈ C al funtor HomC(−, C) : Cop → Set que actúa de la siguiente

manera:

A un objeto A ∈ Cop lo lleva al conjunto HomC(A,C) y a una flecha f : A −→ B ∈ Cop a

la aplicación:

yC(f) : HomC(A,C) HomC(B,C)

g : A −→ C g ◦ f

4“Todo grupo es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico.” ([44])
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A cada morfismo f : C −→ D en C, y lo lleva a la transformación natural

HomC(−, f) : HomC(−, C) ⇒ HomC(−, D)

que para cada A ∈ Ob(C)

yf(A) : HomC(A,C) HomC(A,D)

g : A −→ C f ◦ g

Comprobemos que y está bien definido y es, efectivamente, un funtor.

Como C es localmente pequeña y Cat es ccc tenemos que HomC(A,B) ∈ Set para

todo A,B ∈ C y que efectivamente existe SetC
op

= Fun(Cop,Set).

Para cada objeto C ∈ Cop yC = HomC(−, C) : Cop → Set tal como lo hemos definido

es efectivamente un funtor:

i. f : A −→ B entonces yCf : yCA −→ yCB por definición.

ii. A ∈ Ob(Cop), entonces yC(1A)g = g ◦ 1A = g para todo g ∈ HomC(A,C), ⇒
yC(1A) = 1HomC(A,C).

iii. yC(f ◦ g)h = h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g = yC(f)h ◦ g = yC(g)(yCf(h)) =

(yCg ◦ yCf)h⇒ yC(f ◦ g) = yCg ◦ yCf .

Para cada morfismo f : C −→ D, yf es una transformación natural. Sea una flecha

g : A −→ A′, yf es natural si HomC(g,D)◦yfA = yfA′ ◦HomC(g, C). Sea entonces

h ∈ HomC(A,C) tenemos:

Por un lado HomC(g,D) ◦ yfAh = HomC(g,D)(f ◦ h) = f ◦ h ◦ g
Por otro lado: yfA′ ◦HomC(g, C)h = yfA′(h ◦ g) = f ◦ h ◦ g

y : C ⇒ Fun(Cop,Set) es efectivamente un funtor:

i. f : C −→ D entonces yf : yC ⇒ yD por definición.

ii. Sea A ∈ Ob(C), y1A : HomC(−, A) ⇒ HomC(−, A) es la transformación natural

que para cada B ∈ Ob(C) actúa de la manera:

y1A(B) : HomC(B,A) HomC(B,A)

g 1A ◦ g = g

en Set esta aplicación es la identidad del conjuntoHomC(B,A) = yA(B), es de-

cir para cada B ∈ Ob(C): (y1A)C = 1HomC(B,A) = 1yA(B), y esta transformación

es precisamente 1yA en Fun(Cop,Set).

iii. Sean f : C −→ D, g : D −→ E tenemos que para cada A ∈ Ob(C) y(g ◦ f)(A)
actúa de la forma :
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HomC(A,C) HomC(A,E)

h : A −→ C g ◦ f ◦ h

y (yg ◦ yf)(A) lo hace igual:

HomC(A,C) HomC(A,D) HomC(A,E)

h : A −→ C f ◦ h g ◦ f ◦ h

yf yg

Para cada objeto C ∈ C el funtor HomC(−, C) es lo que se conoce como un funtor

representable (contravariante). Siguiendo [31] un funtor F: C → Set donde C es una

categoŕıa localmente pequeña se dice representable (de forma covariante) si existe un par

(ϕ,D) donde ϕ es una transformación natural y D un objeto de C de forma que

ϕ : HomC(D,−) ∼= F.

Lema 1.2. (Yoneda) Sea C una categoŕıa localmente pequeña, F : Cop → Set un funtor

y C ∈ C un objeto, entonces existe una biyección natural en C y en F

Hom(yC,F) ∼= FC

donde y es el funtor de Yoneda y Hom(yC,F) son las transformaciones naturales

τ : yC = HomC(−, C) ⇒ F.

Dem. Definimos:

Φ : Hom(yC,F) FC

τ : yC ⇒ F τC(1C)

Ψ : FC Hom(yC,F)

a τa

siendo para cada objeto B ∈ Cop τaB : HomC(B,C) → FB tal que τaBh = Fh(a).

Φ está bien definida, pues para τ ∈ Hom(yC,F), τC : HomC(C,C) −→ FC entonces

τC(1C) ∈ FC.

Veamos que Ψa = τa es efectivamente una transformación natural, sea f : A −→ B

en C tenemos por un lado (Ff ◦ τaB)h = Ff ◦ Fh(a) = F(h ◦ f)(a) y por otro

(τaA◦yCf)(h) = τaA(h◦f) = F(h◦f)(a), luego el siguiente diagrama es conmutativo

yCA FA

yCB FB

τaA

yCf Ff
τaB

23



Φ y Ψ son inversas una de la otra:

Φ ◦Ψ(a) = Φ(τa) = τaC(1C) = F1C(a) = 1FC(a) = a.

Ψ ◦ Φ(τ) = Ψ(τC(1C)) esto será τ si y solo si para cada B ∈ Ob(Cop) tenemos que

(Ψ(τC1C))B = τB. Sea h ∈ yCB = HomC(B,C), (Ψ(τC1C))Bh = Fh(τC1C). Por

ser τ una transformación natural, el siguiente diagrama es conmutativo:

yCB FB

yCC FC

τB

yCh Fh
τC

por tanto (Ψ(τC1C))Bh = Fh(τC1C) = τByCh(1C) = τB(1C◦h) = τBh⇒ (Ψ(τC1C))B =

τB ⇒ Ψ(τC1C) = τ . Tenemos entonces un isomorfismo.

La naturalidad en F significa que para toda transformación natural τ : F ⇒ G el

siguiente diagrama es conmutativo:

Hom(yC,F) FC

Hom(yC,G) GC

ΦF

Hom(yC, τ) τC
ΦG

Consideramos η ∈ Hom(yC,F), (ΦG◦Hom(yC, τ))(η) = ΦG(τ ◦η) = (τ ◦η)C(1C) =
(τC ◦ ηC)(1C) = τC(ηC1C) = (τC ◦ ΦF)(η).

La naturalidad en C significa que para toda flecha h : C −→ D el siguiente diagrama

es conmutativo:

Hom(yC,F) FC

Hom(yD,F) FD

ΦC

Hom(yh,F) Fh
ΦD

Sea η ∈ Hom(yD,F), (ΦC ◦ Hom(yh,F))(η) = ΦC(η ◦ yh) = (η ◦ yh)C(1C) =

ηC(yhC1C) = ηC(h ◦ 1C) = ηC(1D ◦ h) = ηC(yD(h)(1D)). Ahora como η : yD ⇒ F

es natural y h : C −→ D tenemos ηC ◦ yD(h) = F(h) ◦ ηD, luego la igualdad sigue

ηC(yD(h)(1D)) = (F(h) ◦ ηD)(1D) = (F(h) ◦ ΦD)(η). □

Corolario 1.1. El funtor de Yoneda, y, es un encaje.

Dem. La inyectividad en los objetos es trivial pues,

yC = yD ⇔ HomC(−, C) = HomC(−, D) ⇔ C = D.
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Sean C,D ∈ Ob(C) por el lema de Yoneda sabemos que

Hom(yC, yD) ∼= yDC = HomC(C,D).

Este isomorfismo, tal y como se definió en el lema anterior viene inducido por y. En este

caso tenemos

Ψ : yDC = HomC(C,D) Hom(yC, yD)

h τh

donde τhB : Hom(B,C) → Hom(B,D) actúa de la forma τhBf = yDf(h) = h ◦ f =

yh(B)(f) ⇒ τhB = yh(B) ⇒ Ψh = τh = yh⇒ Ψ = y. □

1.7. Adjuntos

La noción de “adjuntos” es muy antigua en áreas como la de ecuaciones diferencia-

les, sin embargo, no se formula expĺıcitamente en teoŕıa de categoŕıas hasta 1958 por Kan

([29]). Aunque aqúı no llegaremos a la profundidad suficiente como para hacer esto expĺıci-

to, los adjuntos son una de las construcciones más importantes en teoŕıa de categoŕıas.

Existen además muchos paralelismos entre la noción de operador adjunto5 y la de funtor

adjunto ([33]).

Para esta parte seguiremos considerando categoŕıas localmente pequeñas.

Definición 1.33. Una adjunción consiste en dos funtores

F : C ⇄ D : G

tales que para cualquier C ∈ C, D ∈ D existe un isomorfismo

ϕ : HomD(FC,D) ∼= HomC(C,GD) : ψ

que es natural en C y D. En estas condiciones diremos que F es adjunto por la izquierda

de G y G es adjunto por la derecha de F, y se denota F⊣G.

Proposición 1.12. Si G y G’ son adjuntos a la derecha de F, entonces son isomorfos.

Dem. F⊣G y F⊣G’ implica HomC(C,GD) ∼= HomC(C,G’D) para todo C ∈ C y D ∈ D,

pero HomC(C,GD) = yGD(C), tenemos luego yGD(C) ∼= yG’D(C) naturalmente para

todo C ∈ C entonces yGD ∼= yG’D ⇒ GD ∼= G’D naturalmente en D lo que implica

G ∼= G’. □

Definición 1.34. Sea F : C ⇄ D : G una adjunción

5En análisis funcional, T ∗ ∈ L(H2, H1) es adjunto de T ∈ L(H1, H2) si verifican ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩ para
todo x ∈ H1, y ∈ H2 con H1, H2 espacios de Hilbert ([34]).

25



i. Se dice unidad a una transformación natural η : 1C ⇒ GF tal que para cada flecha

α : X −→ GY en C existe una única flecha α̂ :FX −→ Y en D de forma que

α =Gα̂ηX .

ii. Se dice counidad a una transformación natural ε :FG ⇒ 1D tal que para cada

flecha β :FX −→ Y en D existe una única flecha β̂ : X −→GY en C de forma que

β = εY Fβ̂.

Proposición 1.13. Dados dos funtores F : C ⇄ D : G, son equivalentes:

i. Existe una transformación natural η : 1C ⇒ GF tal que para cada flecha α : C −→
GD en C existe una única flecha α̂ :FC −→ D en D de forma que α =Gα̂ηC .

ii. Existe una transformación natural ε :FG⇒ 1D tal que para cada flecha β :FC −→ D

en D existe una única flecha β̂ : C −→GD en C de forma que β = εDFβ̂.

iii. Para cualquier C ∈ C, D ∈ D existe un isomorfismo

ϕ : HomD(FC,D) ∼= HomC(C,GD) : ψ

que es natural en C y D.

Estas condiciones se relacionan por las fórmulas

ηC = ϕ1FC , ϕ(g) = G(g) ◦ ηC
εD = ψ1GD, ψ(f) = εD ◦ F(f)

Dem. I⇒III: Definimos ϕ : HomD(FC,D) −→ HomC(C,GD) como ϕ(g) = G(g) ◦ ηC
que está claramente en HomC(C,GD) pues G(g) : GFC −→ GD, ηC : C −→ GFC y la

composición está en la categoŕıa.

Como C,D son localmente pequeñas ϕ es un morfismo en Set, aśı que será isomorfismo si

y solo si es biyectiva.

Suprayectividad: Sea h ∈ HomC(C,GD), entonces por I existe una única flecha

ĥ : FC −→ D tal que h = GĥηC = ϕ(h).

Inyectividad: ϕ(g) = ϕ(h) ⇔ GgηC = GhηC : C −→ GD por unicidad de la

condición para η esto implica g = h.

Veamos ahora la naturalidad:

La naturalidad en C implica que para todo morfismo f : C −→ C ′ en C el siguiente

diagrama es conmutativo:

HomD(FC
′, D) HomC(C

′,GD)

HomD(FC,D) HomC(C,GD)

ϕC′

HomD(Ff,D) HomC(f,GD)
ϕC
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Sea entonces g : FC ′ −→ D:

(HomC(f,GD) ◦ ϕC′)(g) = HomC(f,GD)(G(g) ◦ ηC′) = G(g) ◦ ηC′ ◦ f y como η es

natural:

ηC′ ◦f = GF(f)◦ηC , entonces G(g)◦ηC′ ◦f = G(g)GF(f)◦ηC = G(g ◦Ff)◦ηC =

ϕC(g ◦ Ff) = ϕC(HomD(Ff,D)(g)) = (ϕC ◦HomD(Ff,D))(g).

La naturalidad en D significa que para todo g : D −→ D′ en D el siguiente diagrama

es conmutativo:

HomD(FC,D) HomC(C,GD)

HomD(FC,D
′) HomC(C,GD

′)

ϕD

HomD(FC, g) HomC(C,Gg)
ϕD′

Sea h : FC −→ D:

(HomC(C,Gg)◦ϕD)(h) = HomC(C,Gg)(Gh◦ηC) = Gg◦Gh◦ηC = G(g◦h)◦ηC =

ϕD′(g ◦ h) = ϕD′(HomD(FC, g)(h)).

III⇒I: La naturalidad en D significa que dadas f : FC −→ D y g : D −→ D′

(HomC(C,Gg) ◦ ϕ)f = (ϕ ◦HomD(FC, g))f ⇔ Gg ◦ ϕ(f) = ϕ(g ◦ f).

Análogamente la naturalidad en D implica que dadas h : C −→ C ′ y f : C ′ −→ GD

ψ(f ◦ h) = ψ(f) ◦ Fh.

Definimos entonces η : 1C ⇒ GF como ηC = ϕ(1FC) para todo objeto C ∈ C, veamos que

efectivamente es natural.

C GFC

C ′ GFC ′

ηC

f GFf
ηC′

Dado f : C −→ C ′, queremos ver ηC′ ◦ f = GFf ◦ ηC .
ηC′◦f = HomC(f,GFC ′)(ηC′) = HomC(f,GFC ′)(ϕ(1FC′)) = (HomC(f,GFC ′)◦ϕ)(1FC′),

notando que la naturalidad de ϕ para C implicaHomC(f,GFC ′)◦ϕ = ϕ◦HomD(Ff,FC
′),

se sigue: (HomC(f,GFC ′)◦ϕ)(1FC′) = ϕ◦HomD(Ff,FC
′)(1FC′) = ϕ(HomD(Ff,FC

′)(1FC′)) =

ϕ(1FC′ ◦ Ff) = ϕ(Ff) = ϕ(Ff ◦ 1FC) = GFf ◦ ϕ(1FC) = GFf ◦ ηC .
II⇔III se tiene por un razonamiento análogo. □

Ejemplo: Grupos libres sobre un conjunto:

27



Definición 1.35. Un grupo libre sobre un conjunto X es un par (F, i) donde F es un

grupo6, i : X −→ F una aplicación, tal que para todo grupo G y toda aplicación f :

X −→ G existe un único homomorfismo de grupos g : F −→ G verificando f = g ◦ i, es
decir, haciendo el siguiente esquema conmutativo:

F
∃!g // G

X

i

OO

f

>>

Definición 1.36. A la categoŕıa cuyos objetos son los grupos y morfismos los homomor-

fismos de grupos entre ellos la denotaremos Grupos.

Consideremos el funtor U : Grupos → Set, que a cada grupo le asocia su conjunto

subyacente y a cada homomorfismo de grupos la aplicación entre conjuntos actuando de

igual forma que el homomorfismo.

A este funtor se le suele llamar funtor olvido.

Supongamos que existe un funtor F : Set → Grupos tal que F ⊣ U. Entonces para

cada conjunto X, grupo G y flecha f : X −→ U(G), es decir, aplicación f : X −→ G,

existe una única flecha g : F(X) −→ G tal que f = U(g) ◦ ηX donde η : 1Set ⇒ U F es la

unidad de la adjunción.

Como g es una flecha en la categoŕıa de grupos es un homomorfismo de grupos. Además,

por cómo actúa el funtor olvido tenemos que f = g ◦ ηX y ηX : X −→ FX. Es decir,

(FX, ηX) es un grupo libre sobre el conjunto X.

1.7.1. Caracterización de las unidades

Esta última parte se ha seguido por el anexo de categoŕıas de [40] y nos permitirá

simplicar alguna demostración en el caṕıtulo de topoloǵıa sin puntos.

Mantenemos la misma notación usada hasta ahora, consideramos F : C ⇄ D : G tales

que F⊣G. Entonces existen isomorfismos

ϕC,D : HomD(FC,D) ∼= HomC(C,GD) : ψC,D

naturales en C y D, y η : 1C ⇒ GF, ε :FG ⇒ 1D la unidad y counidad respectivamente.

Según esta notación y la proposición 1.13 tenemos ηC = ϕC,FC(1FC) y εD = ψGD,D(1GD).

Además, por naturalidad de ϕ en D se tiene que para toda flecha f : FC −→ D y

g : D −→ D′:

G(g) ◦ ϕC,D(f) = ϕC,D′(g ◦ f)

y por naturalidad de ψ en C, para toda f : C −→ C ′, g : C ′ −→ G(D):

ψC′,D(g) ◦ Ff = ψC,D(g ◦ f)
6Un grupo es un conjunto dotado de una operación binaria interna (G, ·) verificando: asociatividad,

existencia de elemento neutro y existencia de inversos. ([44])
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Proposición 1.14. En las condiciones anteriores, para todo C ∈ C, D ∈ D se tiene:

εFC ◦ F(ηC) = 1FC

G(εD) ◦ ηGD = 1GD

Dem. εFC ◦ F(ηC) = ψGFC,FC(1GFC) ◦ F(ϕC,FC(1FC)) = ψC,FC(1GFC ◦ ϕC,FC(1FC)) =
ψC,FC(ϕC,FC(1FC)) = 1FC ya que ψC,FC es inversa de ϕC,FC .

Por el otro lado:G(εD)◦ηGD = G(ψGD,D(1GD))◦ϕGD,FGD(1FGD) = ϕGD,D(ψGD,D(1GD)◦
1FGD) = ϕGD,D(ψGD,D(1GD)) = 1GD. □

Teorema 1.5. Existe una correspondecia biyectiva entre adjunciones

ϕ−,− : HomD(F−,−) ∼= HomC(−,G−) : ψ−,−

y pares de transformaciones naturales η : 1C ⇒ GF y ε : FG ⇒ 1D tales que para todo

C ∈ C, D ∈ D verificando

εFC ◦ F(ηC) = 1FC

G(εD) ◦ ηGD = 1GD

Dem. Por la proposición 1.13, a partir de una adjunción sabemos como definir un par de

transformaciones naturales que, por 1.14, verifican las propiedades.

Sean η y ε dos transformaciones naturales verificando εFC ◦ F(ηC) = 1FC y G(εD) ◦
ηGD = 1GD para todo C ∈ C y para todo D ∈ D, entonces definimos ϕ(g) = G(g) ◦ ηC y

ψ(f) = εD ◦ F(f) para todo g : FC −→ D y f : C −→ GD.

ϕ y ψ son inversas:

• ϕ◦ψ(f) = ϕ(εD ◦F(f)) = G(εD ◦Ff)◦ηC . Como G es un funtor esta igualdad

sigue: G(εD) ◦GFf ◦ ηC , por naturalidad de η tenemos que lo anterior es igual

a G(εD) ◦ ηGD ◦ f = 1GD ◦ f = f .

• ψ ◦ϕ(g) = ψ(G(g) ◦ ηC) = εD ◦F(G(g) ◦ ηC) = εD ◦FG(g) ◦F(ηC) = g ◦ εFC ◦
F(ηC) = g ◦ 1FC = g.

Comprobamos la naturalidad en C y D para ϕ:

• Sea f : C −→ C ′ y g : FC ′ −→ D entonces ϕC,D ◦HomD(Ff,D)(g) = ϕC,D(g ◦
Ff) = G(g ◦ Ff) ◦ ηC = G(g) ◦GFf ◦ ηC = G(g) ◦ ηC′ ◦ f = ϕC′,D(g) ◦ f =

HomC(f,GD) ◦ ϕC′,D(g).

• Sea g : D −→ D′ y f : FC −→ D tenemos HomC(C,Gg) ◦ ϕC,D(f) =

Gg ◦ ϕC,D(f) = Gg ◦ G(f) ◦ ηC = G(f ◦ g) ◦ ηC = ϕC,D′(g ◦ f) = ϕC,D′ ◦
HomD(FC, g)(f).

Ver la naturalidad para ψ es similar.
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Supongamos ahora una adjunción ϕ−,− : HomD(F−,−) ∼= HomC(−,G−) : ψ−,−, a

partir de ella constrúımos las unidades η y ε y después obtenemos una nueva adjunción

ϕ′, ψ′, entonces

ϕ′(g) = G(g) ◦ ηC = G(g) ◦ ϕ(1FC) = ϕ(g ◦ 1FC) = ϕ(g)

Por tanto ψ y ψ′ también coinciden.

Si partimos de dos transformaciones naturales η y ε cumpliendo las propiedades del

enunciado, constrúımos ϕ y ψ, y volvemos a obtener las unidades η′, ε′ tenemos:

η′C = ϕ(1FC) = G(1FC) ◦ ηC = 1GFC ◦ ηC = ηC

ε′D = ψ(1GD) = εD ◦ F(1GD) = εD ◦ 1FGD = εD.

□
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Caṕıtulo 2

Dualidades Categóricas entre

espacios topológicos y estructuras

algebraicas

Ahora que tenemos las herramientas categóricas necesarias, vamos a proceder al estudio

de algunos casos particulares de dualidades categóricas. Para ello seguiremos el siguien-

te procedimiento. Primero nos olvidaremos de las categoŕıas y estudiaremos de forma

topológica y algebraica los espacios involucrados. Una vez establecidos los isomorfismos

(homeomorfismos y homomorfismos de los ret́ıculos correspondientes), procederemos a

“generalizar a la categoŕıa”. Considerando ya las categoŕıas construiremos los funtores y

las transformaciones naturales necesarias en cada caso.

2.1. Alexandroff

La primera dualidad que vamos a estudiar es la que existe entre los espacios topológicos

cerrados bajo intersecciones finitas, llamados de Alexandroff, y los conjuntos con relaciones

reflexivas y transitivas, es decir, dotados de un preorden. Para esta parte seguiremos [7].

Aunque están repetidas en el anexo A, vamos a introducir aqúı algunas definiciones.

Definición 2.1. Sea (F,R) un conjunto con una relación y U ⊆ F entonces U se dice

Conjunto clausurado superiormente si x ∈ U , y ∈ F con xRy implica y ∈ U .

Conjunto clausurado inferiormente si x ∈ U , y ∈ F con yRx implica y ∈ U .

2.1.1. Espacios topológicos de Alexandroff

Definición 2.2. Un espacio topológico (X, τ) se dice de Alexandroff si la intersección

arbitaria de conjuntos abiertos es un abierto.
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Proposición 2.1. Un espacio topológico (X, τ) es de Alexandroff si y solo si para todo

x ∈ X existe un entorno mı́nimo en el sentido de que está contenido en cualquier otro

entorno.

Dem. Suponemos (X, τ) de Alexandroff y consideramos V(x) el conjunto de los entornos

de x, veamos que
⋂
V(x) es un entorno y por tanto es mı́nimo. Para cada V ∈ V(x)

existe un abierto U tal que x ∈ U ⊆ V , consideramos U la intersección de estos abiertos

y verifica:

U ∈ τ por ser un espacio topológico de Alexandroff.

U ⊆
⋂
V(x).

x ∈ U .⋂
V(x) es efectivamente un entorno de x.

Sea {Ui}i∈I ⊆ τ , consideramos la intersección
⋂
i∈I Ui y el conjunto

U =
⋃
{V |V es el entorno mı́nimo de x con x ∈

⋂
i∈I Ui}.

El entorno mı́nimo de cualquier elemento es necesariamente un abierto, por tanto U ∈ τ .

Además tenemos que por definición
⋂
i∈I Ui ⊆ U y para todo x ∈ U x ∈ V con V el

entorno mı́nimo de algún elemento y ∈
⋂
i∈I Ui. Si x no estuviera en

⋂
i∈I Ui existiŕıa

algún Ui tal que x /∈ Ui, y ∈ Ui y por tanto V ∩ Ui es un entorno de y distinto de

V tal que V ∩ Ui ⊂ V lo que es una contradicción con que es el mı́nimo. Entonces

U ⊆
⋂
i∈I Ui ⇒ U =

⋂
i∈I Ui ∈ τ . □

Observación: En caso de existir el entorno mı́nimo de un elemento en un espacio

topológico, este entorno será necesariamente un abierto.

2.1.2. Construcción del espacio topológico.

Dado (X,R) un conjunto con una relación reflexiva y transitiva consideramos

τR = {A ⊆ X tal que A es un conjunto clausurado superiormente de X}

Veamos que esto define una topoloǵıa sobre X:

X, ∅ están en τR.

Sea {Ui}i∈I ⊆ τR arbitrario, veamos que
⋃
i∈I Ui es un conjunto clausurado supe-

riormente.

x ∈
⋃
i∈I Ui y xRy entonces x ∈ Ui para algún i ∈ I y xRy, como Ui clausurado

superiormente y ∈ Ui ⇒ y ∈
⋃
i∈I Ui. Por tanto

⋃
i∈I Ui ∈ τR.

Sean U1, U2 dos conjuntos clausurados superiormente x ∈ U1 ∩ U1, xRy entonces

x ∈ U1, xRy ⇒ y ∈ U1 y x ∈ U2, xRy ⇒ y ∈ U2 por tanto y ∈ U1 ∩ U2 ⇒ U1 ∩ U2 es

un conjunto clausurado superiormente.
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A lo largo de las siguientes proposiciones consideraremos siempre (X,R) un conjunto

con R un preorden y (X, τR) el espacio topológico donde los abiertos son los conjuntos

clausurados superiormente de X.

Proposición 2.2. (X, τR) es un espacio topológico de Alexandroff.

Dem. Sea x ∈ X veamos que R(x) = {y ∈ X|xRy} es su entorno mı́nimo.

Sea y ∈ R(x) y yRz entonces xRy yRz y por transitividad xRz por tanto z ∈ R(x),

asi que R(x) es un abierto. Además x ∈ R(x) por reflexividad. R(x) es un abierto que

contiene a x, veamos que para cualquier otro abierto U que contenga a x, R(x) ⊆ U .

Sea y ∈ R(x) entonces xRy, como x ∈ U y U es un conjunto clausurado superiormente

y ∈ U ⇒ R(x) ⊆ U .

Para cualquier elemento de X existe su entorno mı́nimo ⇒ (X, τR) de Alexandroff. □

Proposición 2.3. La colección de conjuntos {R(x)}x∈X , donde R(x) = {y ∈ X|xRy},
forman una base de (X, τR).

Dem. Sea x ∈ X, R(x) es abierto: y ∈ R(x), yRz ⇒ xRy, yRz ⇒ xRz ⇒ z ∈ R(x).

Sea U ∈ τR, entonces U = ∪x∈UR(x):

U ⊆ ∪x∈UR(x) es inmediato pues x ∈ R(x) para todo x ∈ X.

Sea y ∈ ∪x∈UR(x), entonces y ∈ R(x) para algún x ∈ U ⇒ xRy para algún x ∈ U y

U clausurado superiormente ⇒ y ∈ U . □

2.1.3. Construcción de la relación reflexiva y transitiva.

Rećıprocamente, dado un espacio topológico (X, τ) podemos construir lo que llamare-

mos preorden de especialización en X de la siguiente manera:

xRτy ⇔ x ∈ {y}.

Esto es equivalente a que ∀U ∈ τ con x ∈ U : U ∩ {y} ≠ ∅ es decir

∀U ∈ τ : x ∈ U ⇒ y ∈ U .

Rτ es una relación sobre X reflexiva y transitiva:

Para todo x ∈ X por definición de clausura x ∈ {x}.

Si xRτy, yRτz entonces por un lado ∀U ∈ τ tal que x ∈ U , y ∈ U y por otro ∀V ∈ τ

tal que y ∈ V , z ∈ V . Juntando ambas condiciones, ∀U ∈ τ tal que x ∈ U tenemos

que z ∈ U y por tanto xRτz.

Esta relación se convierte en un orden cuando (X, τ) verifica el axioma de separación

T0.

Proposición 2.4. Dado un espacio topológico (X, τ), su preorden de especialización Rτ

es un orden si y solo si (X, τ) verifica el axioma de separación T0.
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Dem. Si Rτ es un orden, entonces es antisimétrica. Sean x ̸= y en X. Como son distintos

y la relación es antisimétrica, o bien x no está relacionado con y o bien y y no está

relacionado con x. Entonces x /∈ {y} o bien y /∈ {x} ⇒ existe U ∈ τ tal que x ∈ U y y /∈ U

o bien existe U ∈ τ tal que x /∈ U y y ∈ U ⇒ (X, τ) es T0.

Partimos ahora de que el espacio es T0. Sean xRτy, yRτx si suponemos que x ̸= y, o

bien existen U ∈ τ tal que x ∈ U , y /∈ U , lo que es una contradicción con que xRτy, o

bien existe U ∈ τ tal que x /∈ U , y ∈ U , lo que es una contradicción con que yRτx. □

2.1.4. Equivalencia.

Para obtener la equivalencia nos será útil estudiar como se relacionan R, RτR , τ y τRτ :

xRτRy si y solo si x ∈ {y} = R−1(y) = {z ∈ X|∃k ∈ {y} con zRk} = {z ∈ X|zRy},
por tanto xRτRy ⇔ xRy.

U ∈ τRτ si y solo si es un conjunto clausurado superiormente de X respecto a Rτ ,

es decir x ∈ U y xRτy ⇒ y ∈ U lo que no es más que la condición x ∈ U y

x ∈ {y} ⇒ y ∈ U . Veamos que V ∈ τ verifica esta condición y por tanto tenemos

τ ⊆ τRτ , sea x ∈ V ∈ τ y x ∈ {y} ⇒ V ∩ {y} ≠ ∅ ⇒ y ∈ V .

En general τRτ no está contenido en τ , cualquier topoloǵıa que no sea de Alexandroff

es un ejemplo de ello. Si tomamos R con la topoloǵıa usual {0} /∈ τ pero {0} ∈ τRτ .

La condición necesaria y suficiente para que τ = τRτ es que el espacio sea de Alexan-

droff:

Proposición 2.5. Un espacio topológico (X, τ) es de Alexandroff si y solo si su topoloǵıa

coincide con la generada por su orden de especialización, es decir τ = τRτ .

Dem. Sea (X, τ) un espacio topológico de Alexandroff, sabemos que τ ⊆ τRτ aśı que solo

tenemos que ver τRτ ⊆ τ . Para ello es suficiente con que una base de τRτ esté contenida

en τ .

Consideramos la base {RRτ (x)|x ∈ X}:
Sea x ∈ X:

RRτ (x) = {y ∈ X|xRτy} = {y ∈ X|x ∈ {y}} = {y ∈ X|∀U ∈ τ con x ∈ U , y ∈ U}

entonces si y ∈ RRτ (x) y está en la intersección de todos los abiertos que contienen a x y

si y está en la intersección de todos los abiertos que contienen a x entonces y ∈ RRτ (x) ⇒
RRτ (x) =

⋂
{U ∈ τ |x ∈ U}. Como (X, τ) es de Alexandroff, esta intersección es un abierto

en τ .

La otra implicación es conocida, (X, τR) es de Alexandroff para cualquier relación R

reflexiva y transitiva, en particular (X, τRτ ) es de Alexandroff. □
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Tenemos ya una forma de establecer una correspondencia entre espacios topológicos

de Alexandroff y conjuntos (X,R) donde R es una relación reflexiva y transitiva. Además,

tenemos una correspondencia entre espacios topológicos de Alexandroff que verifican el

axioma de separación T0 y conjuntos parcialmente ordenados. Para obtener una equiva-

lencia necesitamos ver también cómo se relacionan los morfismos.

Proposición 2.6. Sea f : (X, τX) −→ (Y, τY ) una función continua entre espacios

topológicos de Alexandroff, entonces f conserva el preorden de especialización.

Rećıprocamente si f : (A,RA) −→ (B,RB) conserva el preorden, entonces f es una

función continua considerando las topoloǵıas de los conjuntos clausurados superior-

mente.

Dem. Sea f : (X, τX) −→ (Y, τY ) una función continua entre espacios topológicos de

Alexandroff, consideramos f : (X,RτX ) −→ (Y,RτY ) y a, b ∈ X tal que aRτX b, tenemos

que f(a)RτY f(b) ⇔ ∀U ∈ τY con f(a) ∈ U , f(b) ∈ U . Esta condición es cierta ya que

para cada U ∈ τY con f(a) ∈ U se tiene que f−1(U) ∈ τX por continuidad y a ∈ f−1(U).

aRτX b⇒ a ∈ {b} ⇒ ∀V ∈ τX con a ∈ V , b ∈ V en particular para f−1(U), b ∈ f−1(U) ⇒
f(b) ∈ U .

Sea f : (A,RA) −→ (B,RB) una función que conserva el preorden, la misma función

vista entre los espacios topológicos f : (A, τRA
) −→ (B, τRB

) es continua si para cualquier

U ∈ τRB
, f−1(U) ∈ τRA

, es decir, si f−1(U) es clausurado superiormente en A respec-

to a RA para todo U ⊆ B clausurado superiormente respecto a RB. Sea a ∈ f−1(U),

aRAb, como f conserva la estructura relacional faRBfb y fa ∈ U , como U es clausurado

superiormente con respecto a RB, fb ∈ U ⇒ b ∈ f−1(U) ⇒ f−1(U) ∈ τRA
. □

Teorema 2.1. Existe una equivalencia categórica entre espacios topológicos de Alexan-

droff y conjuntos dotados de una relación reflexiva y transitiva.

Dem. Para hablar de equivalencia categórica debemos definir funtores. Consideramos la

categoŕıa de los espacios topológicos de Alexadroff con las aplicaciones continuas entre ellos

que denotaremos Al y la categoŕıa de los conjuntos dotados de una relación reflexiva y

transitiva con las aplicaciones que conservan la relación, que denotamosPreOr y definimos

el siguiente funtor:

Φ : Al PreOr

(X, τ) (X,Rτ )

x→ fx x→ fx

Sabemos ya que Φ está bien definido y es inmediato que es un funtor ya que en los mor-

fismos actúa como la identidad.

Tenemos también el funtor
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Ψ : PreOr Al

(X,R) (X, τR)

x→ fx x→ fx

En este caso se trata un isomorfismo de categoŕıas: Φ◦Ψ(X,R) = Φ(X, τR) = (X,RτR)

y hemos visto R = RτR por tanto Φ ◦Ψ = 1PreOr y análogamente Ψ ◦Φ(X, τ) = (X, τRτ )

y como los espacios topológicos son de Alexandroff τ = τRτ . □

Corolario 2.1. Existe una equivalencia categórica entre los espacios topológicos de Ale-

xandroff que verifican el axioma T0 con las aplicaciones continuas entre ellos y los conjuntos

ordenados con las aplicaciones monótonas entre ellos.

Dem. Consideramos las subcategoŕıas OrdPar ⊆ PreOr de los conjuntos ordenados

parcialmente y AlT0 ⊆ Al de los espacios topológicos de Alexandroff que son T0. Consi-

deramos las restricciones de Φ y de Ψ a estas subcategoŕıas. Por la proposición 2.4 tenemos

una equivalencia (de hecho un isomorfismo). □

2.2. Stone

La dualidad de Stone es tal vez la más famosa de las que estudiaremos. El Teorema

de Representación de Stone publicado por primera vez en [46] establece una dualidad

categórica entre las álgebras de Boole y los espacios topológicos llamados de Stone.

Hay distintas formas de establecer esta dualidad, quizás la más conocida sea a través

de filtros o ideales primos como hizo Stone y se hace en [15], sin embargo aqúı presentare-

mos la dualidad usando espacios de funciones. Ambas aproximaciones son equivalentes1.

El apartado de preliminares sobre espacios topológicos de Stone se ha elaborado a

partir de [28]. Para la dualidad seguiremos [16].

2.2.1. Preliminares sobre espacios topológicos de Stone

Definición 2.3. Un espacio topológico (X, τ) se dice totalmente separado si para

dos puntos distintos existe un conjunto abierto y cerrado conteniendo a uno de ellos

y no al otro.

Un espacio topológico (X, τ) se dice cero-dimensional si los subconjuntos de X que

son abiertos y cerrados forman una base de la topoloǵıa.

Un espacio topológico (X, τ) se dice totalmente disconexo si los únicos subconjuntos

conexos de X son de la forma {x} tal que x ∈ X.

1Una función f : A −→ 2 donde A es un ret́ıculo distributivo, es un homomorfismo de ret́ıculos si y
solo si {a ∈ A | f(a) = 0} y {a ∈ A | f(a) = 1} son respectivamente un ideal primo y un filtro primo en
A. ([47])
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Lema 2.1. Un subespacio Y de un espacio (X, τ) totalmente disconexo es totalmente

disconexo.

Dem. Sea A ⊆ Y un conjunto no unipuntual, entonces A ⊆ X no unipuntual ⇒ existe

una separación (U, V ) de A en X entonces (U ∩Y, V ∩Y ) es una separación de A en Y . □

Lema 2.2. Sea (X, τ) un espacio topológico Hausdorff en el que existe una base formada

por conjuntos abiertos y cerrados, entonces es totalmente separado.

Dem. Sea x ̸= y en X, por ser Hausdorff existen un par de abiertos U, V tales que x ∈ U ,

y ∈ V y U ∩V = ∅. Como existe una base, llamemosla B de conjuntos abiertos y cerrados,

U es una unión de de conjuntos abiertos y cerrados y en particular x ∈ Bx ⊆ U para algún

Bx ∈ B, claramente y /∈ Bx, luego (X, τ) totalmente separado. □

Lema 2.3. Un espacio topológico totalmente separado es totalmente disconexo.

Dem. Sea A ⊆ X no unipuntual queremos ver que existe una separación de A; para ello

consideramos x, y ∈ A tales que x ̸= y. Por ser un espacio totalmente separado existe un

conjunto abierto y cerrado U tal que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

contiene a x y no a y ⇒ (U,X \ U) es una separación de A. □

Lema 2.4. (Espacio Topológico de Stone) Dado un espacio topológico (X, τ) son

equivalentes:

i. (X, τ) es Hausdorff, compacto y totalmente disconexo.

ii. (X, τ) es compacto y totalmente separado.

Un espacio topológico que cumpla estas propiedades se dice de Stone.

Dem. I⇒ II: Sea (X, τ) compacto, Hausdorff y totalmente disconexo. Veamos que para

todo x ∈ X, x puede ser separado de cualquier otro punto de X mediante un subconjunto

abierto y cerrado.

Denotamos C(x) al conjunto de los puntos de X que no pueden ser separados de x

mediante un subconjunto abierto y cerrado. Lo primero que observamos es que C(x) es

no vaćıo (x ∈ C(x)) y es necesariamente cerrado: Si y ∈ X \ C(x), existe un abierto y

cerrado U conteniendo a y y no a x, además claramente U ∩C(x) = ∅ por tanto para todo

y ∈ X \ C(x) existe un abierto U con y ∈ U ⊆ X \ C(x) ⇒ X \ C(x) es abierto lo que

implica que C(x) es cerrado.

Supongamos que C(x) tiene más de un elemento, entonces como (X, τ) es totalmente

disconexo podemos encontrar dos cerrados no vaćıos C1, C2 en C(x), y por tanto en X,

disjuntos tales que C(x) = C1 ∪ C2.

Que (X, τ) sea compacto y Hausdorff implica que es normal2, por tanto para C1 y C2

dos cerrados disjuntos tenemos que existe un abierto U con C1 ⊆ U y U ∩ C2 = ∅.
2La demostración de esto puede consultarse en el anexo de topoloǵıa.
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Consideremos la frontera de U , frU = U ∩ (X \ U) se tiene que frU ∩ C(x) = ∅
ya que C1 es disjunto con (X \ U) y C2 es disjunto con U . Entonces todo punto de la

frontera de U puede ser separado de x mediante un abierto y cerrado, además como hay

compacidad y frU es cerrado en X existe un cubrimiento finito {Vi}i=1...n de frU formado

por conjuntos que son abiertos y cerrados. Entonces la unión de los Vi a la que llamaremos

V es un conjunto abierto y cerrado por ser unión finita de abiertos y cerrados, que contiene

a frU y no contiene a x. Es claro que V ∩ C(x) = ∅
Tenemos aśı que U \V = U \V (pues U = U ∪ frU y frU ⊆ V ) y por tanto es abierto

y cerrado.

Hemos llegado a contradicción ya que por un lado (U \ V ) ∩ C(x) = U ∩ C(x) = C1

y por otro (X \ (U \ V )) ∩ C(x) es distinto de vaćıo pues (X \ (U \ V )) = (X \ U) ∪ V y

(X \U)∩C(x) = C2 pues C2 ⊆ X \U ⊆ X \U . Por tanto C(x) = {x} lo que implica que

(X, τ) es totalmente separado.

II⇒ I: La compacidad se tiene por hipótesis, totalmente separado implica totalmente

disconexo y Hausdorff. □

Proposición 2.7. Todo espacio topológico de Stone es cero-dimensional.

Dem. Sea B el conjunto de los abiertos y cerrados en un espacio topológico de Stone

(X, τ), veamos que forman una base. Sea U ∈ τ , x ∈ U entonces para cada y ∈ X \ U
por ser totalmente separado existe un abierto y cerrado Vy tal que contiene a y y no a x.

Estos Vy con y ∈ X \ U forman un cubrimiento por abiertos de X \ U que es un cerrado,

luego por compacidad podemos extraer un subcubrimiento finito {Vi}i=1...n, consideramos

ahora la intersección Wx =
⋂
i=1...nX \ Vi ⊆ U , es un abierto y cerrado que contiene a x.

Podemos hacer esto para cada x ∈ U y claramente U =
⋃
{Wx|x ∈ U} con Wx abierto y

cerrado para todo x, luego los abiertos y cerrados forman una base. □

2.2.2. Construcción del espacio topológico de Stone.

Partimos de un álgebra de Boole (A,∧,∨,¬, 0, 1) y vamos a ver cómo construir lo que

llamaremos espacio de Stone asociado a A, S(A).
Para ello consideramos 2A = {f : A −→ 2} el espacio de las funciones de A en

2 = {0, 1}. Al conjunto 2 podemos dotarlo de estructura de espacio topológico con la

topoloǵıa discreta y de álgebra de Boole con el orden 0 ≤ 1.

Considerando en 2 la topoloǵıa discreta, como
∏
a∈A 2 ∼= 2A, tenemos en 2A la topo-

loǵıa producto. Este espacio es de Stone:

Para ver que es totalmente disconexo basta con encontrar una base formada por con-

juntos abiertos y cerrados. Una subbase de la topoloǵıa producto es de la forma

S = {Ba
i | a ∈ A, i ∈ {0, 1}},

donde Ba
i = {x ∈ 2A|xa = i}. Esta subbase está formada por conjuntos que son abiertos

y cerrados ya que (Ba
i )
c = Ba

¬i. Por tanto existe una base
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B = {Ba1
i1

∩ · · · ∩Ban
in
|n ∈ N, B

aj
ij

∈ S}

formada por abiertos y cerrados (las intersecciones finitas de abiertos y cerrados son abier-

tos y cerrados).

Proposición 2.8. Sea 2A el espacio topológico producto
∏
a∈A 2 donde cada espacio

2 está dotado de la topoloǵıa discreta y A es un conjunto cualquiera, entonces 2A es

compacto.

Dem. Vamos a usar el Lema de la subbase de Alexander3, por el cual basta ver que de

todo cubrimiento subbásico de 2A se puede extraer un subcubrimiento finito.

Sea R un recubrimiento subbásico entonces es de la forma

R = {Ba
0 |a ∈ R0} ∪ {Bb

1|b ∈ R1}

donde R0 y R1 son subconjuntos de A.

R0 y R1 tienen que ser distintos de vaćıo, supongamos, sin pérdida de generalidad,

que R0 = ∅ y consideramos x ∈ 2A tal que x(a) = 0 para todo a ∈ A entonces

x ∈ Bb
1 para algún b ∈ R1 lo que no es posible.

Si existe algún b ∈ R0 ∩R1 entonces Bb
0 ∪Bb

1 = 2A es un subcubrimiento finito.

Si R1∩R0 = ∅ existe algún x ∈ 2A tal que x ∈
⋂
R, cualquiera que cumpla x(a) = 0

para todo a ∈ R0 y x(a) = 1 para todo a ∈ R1. Sea y(a) = ¬x(a) para todo a ∈ A

entonces y ∈ Uai para algún a ∈ Ri ⇒ y(a) = i = x(a) lo que es una contradicción.□

Consideramos ahora S(A) ⊆ 2A el subconjunto formado por las funciones que son

homomorfismos de álgebras de Boole de A en 2. El siguiente lema garantiza que S(A) es
no vaćıo:

Lema 2.5. Sea p un elemento distinto de 0 en un ret́ıculo distributivo A, existe un

homomorfismo de ret́ıculos f : A −→ 2 tal que f(p) = 1.

Dem. Consultar anexo A. □

Veamos que S(A) con la topoloǵıa heredada de 2A es también un espacio topológico

de Stone.

Una función f : A −→ 2 es un homomorfismo de álgebras de Boole si conserva supre-

mos, ı́nfimos y complementos. Entonces S(A) es el siguiente subconjunto de 2A

{f ∈ 2A|f(¬a) = ¬f(a)}∩{f ∈ 2A|f(a∧b) = f(a)∧f(b)}∩{f ∈ 2A|f(a∨b) = f(a)∨f(b)}.
3“Sea (X, τ) un espacio topológico, y S una subbase de τ . Entonces X es compacto si y solo si de

todo cubrimiento por elementos de S puede extraerse un subcubrimiento finito.” Su demostración puede
consultarse en [15].

39



Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto, veamos pues que este

conjunto es cerrado en 2A. Para ello necesitaremos el siguiente resultado cuya demostración

puede consultarse en el anexo B: “Sean f, g : X −→ Y funciones continuas entre dos

espacios topológicos, Y un espacio topológico de Hausdorff, entonces el conjunto {x|f(x) =
g(x)} es cerrado.”

Para cada p ∈ A el conjunto {x ∈ 2A|x(¬p) = ¬x(p)} es cerrado en 2A considerando

las siguientes funciones continuas y aplicando el resultado anterior:

fp : 2
A 2

x x(¬p)

gp : 2
A 2

x ¬x(p)

Como la intersección arbitraria de cerrados es cerrado tenemos que el conjunto⋂
p∈A{x ∈ 2A|x(¬p) = ¬x(p)} = {x ∈ 2A|x(¬a) = ¬x(a)∀a ∈ A}

es cerrado. Análogamente se puede hacer para los conjuntos {f ∈ 2A|f(a∧b) = f(a)∧f(b)}
y {f ∈ 2A|f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b)}, definiendo las funciones:

fa,b : 2
A 2

x x(a ∧ b)

ga,b : 2
A 2

x x(a) ∧ x(b)

f ′a,b : 2
A 2

x x(a ∨ b)

g′a,b : 2
A 2

x x(a) ∨ x(b)

Entonces S(A) es un subespacio cerrado de 2A y por tanto compacto.

Como 2A es totalmente disconexo cualquier subespacio suyo lo es por lo que efectiva-

mente S(A) es de Stone.

2.2.3. Construcción del álgebra de Boole.

Ahora partimos de un espacio topológico de Stone (X, τ) y consideramos

B(X) = {U ⊆ X|U es abierto y cerrado }

B(X) con la inclusión es un álgebra de Boole.

Dado un conjunto X, el conjunto de sus partes P(X) es un álgebra de Boole con el

contenido. Para ver que B(X) ⊆ P(X) es un álgebra de Boole, necesitamos comprobar

que es cerrada bajo uniones e intersecciones finitas, complementos y que contiene a ∅ y

a X. Esto es una comprobación inmediata usando la definición de topoloǵıa, abiertos y

cerrados.
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A este álgebra la llamaremos álgebra dual de X.

Por último en esta sección introduciremos un concepto simple que nos servirá para

probar la equivalencia.

Definición 2.4. Dado un conjunto X, un álgebra de conjuntos de X es un subconjunto

F ⊆ P(X) que es un subálgebra de Boole. Es decir, es cerrada bajo uniones finitas y

complementos (y por tanto bajo intersecciones finitas) y contiene a ∅ y a X.

Se dice separadora si para cada x, y ∈ X distintos existen conjuntos S, T en F disjuntos

tales que x ∈ S, y ∈ T .

Lema 2.6. Sea (X, τ) un espacio topológico de Stone y F un álgebra de conjuntos sepa-

radora tal que F ⊆ B(X). Entonces F es el álgebra dual de X.

Dem. Sea C ∈ B(X) distinto del total y del vaćıo:

Sea x ∈ C, para cada y ∈ X \C existen T, Sy ∈ F tales que T ∩Sy = ∅ x ∈ T , y ∈ Sy.

El conjunto {Sy|y ∈ X \C} es un cubrimiento por abiertos de X \C que es cerrado y

por tanto compacto. Entonces existen Sy1 , . . . , Syn tales que X \C ⊆ Sy1 ∪ · · · ∪ Syn
y x /∈ Sy1 ∪ · · · ∪Syn como cada Syj está en F , el conjunto Fx = X \ (Sy1 ∪ · · · ∪Syn)
está en F .

Por el procedimiento anterior obtenemos un cubrimiento por abiertos de C, {Fx}x∈C ,
verificando (X \C)∩Fx = ∅ para todo x ∈ C. Por compacidad de C podemos extraer

un subcubrimiento finito {Fi}i=1...n, además como Fi ∩ (X \ C) = ∅ para todo i ⇒⋃
i=1...n Fi = C ∈ F . □

2.2.4. Equivalencia.

Finalmente, estamos en disposición de probar el Teorema de Representación de Stone:

Teorema 2.2. Cada álgebra de Boole es isomorfa al álgebra dual de su espacio topológico

de Stone asociado.

Dem. Sea A un álgebra de Boole y B(S(A)) el álgebra dual de su espacio topológico de

Stone asociado. Definimos f : A −→ B(S(A)) como f(p) = {x ∈ S(A)|x(p) = 1}. Veamos

que f define un isomorfismo:

f(p) = {x ∈ S(A)|x(p) = 1} = {x ∈ S(A)|xp = 1} = {x ∈ 2A|xp = 1} ∩ S(A) que

es abierto en S(A). f(p)c = {x ∈ S(A)|x(p) = 0} = {x ∈ 2A|xp = 0} ∩ S(A) que

también es abierto, luego f(p) es abierto y cerrado.

f es un homomorfismo de álgebras de Boole:

• Preserva inversos: f(¬p) = {x ∈ S(A)|x(¬p) = 1} como x es un homomorfismo

la imagen de un complemento es el complemento de la imagen. El conjunto

anterior es
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{x ∈ S(A)|¬x(p) = 1} = {x ∈ S(A)|x(p) = 0} = {x ∈ S(A)|x(p) ̸= 1} =

{x ∈ S(A)|x(p) = 1}c = (f(p))c.

• Preserva supremos e ı́nfimos: f(a ∨ b) = {x ∈ S(A)|x(a ∨ b) = 1} usando que

x es un homomorfismo la imagen del supremos es el supremo de las imágenes,

por tanto el conjunto anterior es

{x ∈ S(A)|x(a) ∨ x(b) = 1} = {x ∈ S(A)|x(a) = 1} ∪ {x ∈ S(A)|x(b) = 1} =

f(a) ∪ f(b).

Para ı́nfimos cambiar ∨ por ∧ y ∪ por ∩.

f es inyectiva: sea f(a) = f(b) entonces ∅ = f(a)∩ f(b)c = f(a∧¬b) lo que significa

que no existe ningún homomorfismo x tal que x(a ∧ ¬b) = 1 por el lema 2.5 esto

necesariamente implica que a ∧ ¬b = 0 y por unicidad de los complementos en un

álgebra de Boole a = b.

f es suprayectiva: para ello veamos que Imf = B(S(A)). La imagen de f es un

álgebra de Boole por ser f un homomorfismo de álgebras de Boole. Además f(p)

es abierto y cerrado para todo p ∈ A. Por el lema 2.6 si Imf es separadora será

precisamente B(S(A)). Si h ̸= g ∈ S(A), existe algún a ∈ A tal que h(a) ̸= g(a)

entonces solo una de ellas está en f(a) mientras que la otra está en f(a)c por tanto

Imf es separadora. □

Hasta aqúı es lo que se explica en [16], a continuación vamos a ponerlo en el lenguaje

de las categoŕıas, es decir, definir funtores y transformaciones naturales. Para ello conside-

ramos las categoŕıas Boo y St de las álgebras de Boole con los homomorfismos de álgebras

de Boole y de los espacios topológicos de Stone con las funciones continuas entre ellos.

Definimos el funtor F llevando a cada espacio topológico de Stone (X, τ) a su álgebra

dual B(X) y a cada f : X −→ Y ∈ Mor(St) a :

Ff : B(Y ) B(X)

U f−1(U)

Como f es continua y U es un abierto en Y , f−1(U) es un abierto en X. Además

X \f−1(U) = f−1(Y \U) que es abierto ya que U es abierto y cerrado ⇒ f−1(U) ∈ B(X).

Ff está bien definida y es un homomorfismo de álgebras de Boole (se comprueba

inmediatamente por las propiedades de la antiimagen: U ⊆ V ⇒ f−1(U) ⊆ f−1(V );

f−1(A∪B) = f−1(A)∪f−1(B); f−1(A∩B) = f−1(A)∩f−1(B) y f−1(Y \U) = X\f−1(U)).

F es un funtor contravariante:

Si f : A −→ B en St ⇒ Ff : FB −→ FA.
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F1X = FidX que es la aplicación que a cada U ∈ B(X) le asigna id−1
X (U) = U ⇒

FidX = idB(X) = idFX .

Sean g : X −→ Y , f : Y −→ Z en St entonces

(Fg ◦ Ff)(U) = g−1(f−1(U)) = {x ∈ X|gx ∈ f−1(U)} = {x ∈ X|fgx ∈ U} =

F(f ◦ g)(U) ⇒ F(f ◦ g) = Fg ◦ Ff .

Definimos G : Boo → St actuando sobre los objetos como GA = S(A) y sobre los

homomorfismos de álgebras de Boole h : A −→ B como

Gh : S(B) S(A)

x x ◦ h

Gh está bien definida porque la composición de homomorfismos de álgebras de Boole

es un homomorfismo de álgebras de Boole y si x : B −→ 2 entonces x ◦ h : A −→ 2.

Veamos que Gh está en St, es decir, que es continua. Consideramos un abierto subbásico

U , que será de la forma U = {x ∈ S(A)|xa = p} donde a ∈ A y p ∈ {0, 1}, entonces

(Gh)−1(U) = {x ∈ S(B)|Gh(x) ∈ U} = {x ∈ S(B)|(x ◦ h)a = p} =

{x ∈ S(B)|(x ◦ h)(a) = p} = {x ∈ S(B)|x(h(a)) = p} = {x ∈ S(B)|xh(a) = p}

con h(a) ∈ B y p ∈ {0, 1} por tanto es un abierto en S(B).

G es un funtor contravariante:

Si f : A −→ B en Boo, Gf : GB −→ GA.

G1A = GidA, ∀x ∈ S(A), GidA(x) = x ◦ idA = x⇒ GidA = idS(A) = idGA.

Sean g : A −→ B, f : B −→ C en Boo entonces (Gg ◦ Gf)(x) = Gg(x ◦ f) =

x ◦ f ◦ g = G(f ◦ g)(x).

El teorema de representación nos proporciona el isomorfismo natural η : 1Boo ⇒ F◦G.

Comprobemos la naturalidad, dado el siguiente esquema

A FGA

B FGB

ηA

h FGh

ηB

Sea p ∈ A: (ηB ◦ h)(p) = f(h(p)) = {x ∈ S(B)|x(h(p)) = 1}.
Si vamos por el otro lado:

(GFh ◦ ηA)(p) = FGh(f(p)) = (Gh)−1(f(p)) = {x ∈ S(B)|Gh(x) ∈ f(p)} =

{x ∈ S(B)|x ◦ h ∈ {y ∈ S(A)|y(p) = 1}} = {x ∈ S(B)|(x ◦ h)(p) = 1}.
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Entonces el diagrama es conmutativo.

Nos falta solo definir un isomorfismo natural ε : 1St ⇒ G◦F. Lo hacemos de la siguiente

forma, dado un espacio topológico de Stone X llevamos a cada x ∈ X a fx : B(X) → 2

que a cada U abierto y cerrado lo lleva a 1 si x ∈ U y a 0 si x /∈ U .

fx es un homomorfismo de álgebras de Boole para todo x ∈ X:

• fx(∅) = 0 y fx(X) = 1.

• fx(U ∪ V ) es 1 si y solo si x ∈ U o x ∈ V si y solo si fx(U) ∨ fx(V ) = 1.

Análogamente es 0 si x no está en ninguno de los dos, por tanto ambas imágenes

por fx son 0 y su supremo también.

• fx(U ∩ V ) es 1 si y solo si x ∈ U ∩ V entonces fx(U) ∧ fx(V ) = 1. Y es cero

si y solo si x /∈ U ∩ V . x no está en alguno de los dos conjuntos y por tanto el

ı́nfimo de fx(U) y fx(V ) es cero.

• fx(U) = 1 ⇔ x ∈ U ⇔ x /∈ U c ⇔ fx(U
c) = 0 = fx(U)c.

εX es inyectiva: fx = fy ⇔ para todo U abierto y cerrado en X se tiene que x ∈ U si

y solo si y ∈ U . Si x ̸= y por ser totalmente separado existiŕıa algún conjunto abierto

y cerrado conteniendo a uno de ellos y no al otro lo que es una contradicción.

εX es suprayectiva: Consideramos f ∈ S(B(X)) y la siguiente intersección:

⋂
{U ∈ f−1({1})}.

Entonces tenemos:

• Todos los conjuntos en esta intersección son cerrados.

• Se verifica la propiedad de la intersección finita: si f(U) = 1 y f(V ) = 1

entonces f(U ∩ V ) = 1 ⇒ U ∩ V ̸= ∅

Luego por compacidad
⋂
{U ∈ f−1({1})} ≠ ∅.

Consideremos un x ∈
⋂
{U ∈ f−1({1})} y veamos que εX(x) = f . Si f(U) = 1

entonces x ∈ U y fx(U) = f(U). Si x ∈ V para algún V ∈ f−1({0}) entonces

f(V c) = 1 y x ∈ V ∩ V c lo que es una contradicción.

Como estamos en una categoŕıa de espacios topológicos, para considerar un isomor-

fismo debe ser homeomorfismo. Para ello veamos que εX es abierta y continua.

• Abierta: εX(U) = {fx|x ∈ U} = {fx|fx(U) = 1} = {f |f(U) = 1} que es abierto

pues está en una subbase del espacio.

• Continua: Sea U subbásico, puede ser de dos formas:

i. ε−1(U) = ε−1({f |f(V ) = 1}) = {x|fx ∈ U} = {x|fx(V ) = 1} = V que es

abierto por construcción.
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ii. En el otro caso ε−1({f |f(V ) = 0}) = V c y como V es abierto y cerrado su

complemento es un abierto.

Por último, la naturalidad de ε:

X GFX

Y GFY

εX

h GFh

εY

Por un lado (GFh ◦ εX)(x) = GFh(fx) = fx ◦Fh que es el homomorfismo que a cada

U ∈ B(Y ) lo lleva a 1 si x ∈ h−1(U) y a 0 si x /∈ h−1(U), o lo que es lo mismo, lo lleva a

1 si h(x) ∈ U y a 0 si h(x) /∈ U . Este homomorfismo es exactamente fh(x) = εY (h(x)) =

(εY ◦ h)(x).

2.3. Priestley

2.3.1. Dualidad de Priestley

La dualidad de Priestley estudia la relación entre ret́ıculos distributivos con 0 y 1

(acotados) y ciertos espacios topológicos y ordenados que llamaremos espacios de Priestley.

Igual que en el caso de Stone, esta dualidad puede conseguirse usando ideales primos ([15])

o homomorfismos y ambos enfoques son equivalentes. Aqúı usaremos homomorfismos lo

que nos permitirá “reutilizar” demostraciones hechas en el apartado anterior. Para escribir

esta parte se ha seguido [42].

Definición 2.5. Un espacio topológico dotado de una relación de orden (X,≤, τ) se dice

que satisface el Axioma de Separación de Priestley si dados x, y tales que y ≰ x existen

conjuntos abiertos y cerrados U clausurado superiormente, V clausurado inferiormente

tales que y ∈ U , x ∈ V y U ∩ V = ∅.

Definición 2.6. Un espacio (X,≤, τ) se dice de Priestley si es compacto y satisface el

axioma de separación de Priestley.

Sea A un ret́ıculo distributivo con 0 y 1, consideramos el espacio de los homomorfismos

de ret́ıculos acotados f : A −→ 2. En este espacio definimos una topoloǵıa igual que hici-

mos en el apartado anterior para la dualidad de Stone, es decir, consideramos la topoloǵıa

heredada del espacio 2A con la topoloǵıa producto A veces del espacio topológico discreto

(2,P(2)). Este espacio, que por el lema 2.5 es no vaćıo, lo volveremos a denotar S(A).
De forma análoga al apartado anterior podemos ver que es de Stone y por tanto compacto.

Definimos sobre S(A) la siguiente relación: f ≤ g ⇔ f(a) ≤ g(a) ∀a ∈ A, donde el

orden en 2 es 0 ≤ 1. La comprobación de que esto define un orden en S(A) es bastante

inmediata y se deduce de que 0 ≤ 1 es un orden en 2.
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Comprobamos que tenemos un espacio topológico de Priestley: Si f ≰ g entonces

existe a ∈ A tal que f(a) ≰ g(a) lo que implica f(a) = 1 y g(a) = 0. Ahora consideramos

U = {h|h(a) = 1} que es abierto y cerrado y f ∈ U , g ∈ U c. Que U es clausurado

superiormente y U c = {h|h(a) = 0} inferiormente es inmediato por como se define el

orden:

h ∈ U, h ≤ h′ ⇒ 1 = h(a) ≤ h′(a) ⇒ h′(a) = 1 ⇒ h′ ∈ U

h ∈ U c, h′ ≤ h⇒ h′(a) ≤ h(a) = 0 ⇒ h′(a) = 0 ⇒ h′ ∈ U c

Igual que en el caso de Stone llamamos a este espacio dual de A.

Rećıprocamente, dado un espacio de Priestley (X, τ,≤) definimos su ret́ıculo dual. Para

ello consideramos

D(X) = {U ⊆ X|U es abierto, cerrado y clausurado superiormente}

con la relación de contenido. Ver que esto define un ret́ıculo distributivo acotado se reduce

a comprobar que es cerrado bajo uniones e intersecciones finitas y que contiene al vaćıo y

al total:

El vaćıo y el total son, por definición de topoloǵıa, abiertos y cerrados y trivialmente

clausurados superiormente.

U, V ∈ D(X), que su intersección y unión es abierto y cerrado es conocido.

Sea x ∈ U ∩ V y x ≤ y. Como U, V clausurados superiormente y ∈ U, y ∈ V ⇒
y ∈ U ∩ V .

Sea x ∈ U ∪V y x ≤ y entonces sin pérdida de generalidad, podemos suponer x ∈ U

clausurado superiormente por tanto y ∈ U ⇒ y ∈ U ∪ V .

Teorema 2.3. Sea A un ret́ıculo distributivo con 0 y 1. A es isomorfo al ret́ıculo dual de

su espacio de Priestley dual.

Dem. Definimos F : A −→ D(S(A)) igual que en el caso Stone F (a) = {f |f(a) = 1}. Es
claramente abierto y cerrado, si f ∈ F , f ≤ g entonces 1 = f(a) ≤ g(a) ⇒ g(a) = 1 ⇒
g ∈ F (a), por lo que es también clausurado superiormente.

Ver que F es un homomorfismo de ret́ıculos es también una comprobación análoga a

la hecha en el caso de Stone que no merece la pena repetir.

F inyectiva: F (a) = F (b) si y solo si para todo homomorfismo f : A −→ 2 se cumple

f(a) = 1 ⇔ f(b) = 1.

Supongamos que a ̸= b entonces o bien a ≰ b o bien b ≰ a y en un ret́ıculo distributivo esto

implica que existe un ideal primo I conteniendo a uno de ellos y no al otro4. Supongamos,

sin pérdida de generalidad, que a ∈ I, b /∈ I, entonces la aplicación f : A −→ 2 que lleva

4Este resultado está demostrado en el anexo A.
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a todo elemento de I al 0, y a todo elemento que no está en I al 1 es un homomorfismo

de ret́ıculos5. Claramente f(a) = 0 y f(b) = 1, lo que contradice la hipótesis F (a) = F (b)

por tanto, necesariamente a = b.

F suprayectiva: Sea U un conjunto clausurado superiormente, abierto y cerrado en

S(A). Queremos ver que U = F (a) para algún a ∈ A. Podemos exclúır los casos en que U

es el total o el vaćıo ya que F (1) = S(A) y F (0) = ∅.
Si f ∈ U y g ∈ S(A) \ U entonces f ≰ g y existe a ∈ A tal que f(a) = 1 y g(a) = 0 ⇒
f ∈ F (a) g ∈ S(A) \ F (a). Si hacemos los mismo para cada g ∈ S(A) \ U obtenemos

un cubrimiento por abiertos de S(A) \ U que es un cerrado. Por compacidad podemos

extraer un subcubrimiento finito de S(A) \ U . Denotemos S(A) \ F (a) = S(a) y a este

subcubrimiento finito S(a1), . . . , S(am).

Definimos R(f) = F (a1)∪· · ·∪F (am) = F (a1∨· · ·∨am) cuya intersección con S(A)\U es

vaćıa y tenemos que U =
⋃
f∈U R(f). Otra vez, como U es cerrado y R(f) un cubrimiento

por abiertos, podemos extraer un subcubrimiento finito. Entonces existen b1 . . . bn tales

que U = F (b1) ∪ · · · ∪ F (bn) = F (b1 ∨ · · · ∨ bn). □

Dualmente todo espacio de Priestley (X,≤, τ) es isomorfo a S(D(X)) como conjunto

ordenado y espacio topológico. Para ello definimos G : X −→ S(D(X)) que a cada x lo

lleva a fx tal que fx(U) = 1 si x ∈ U y fx(U) = 0 si x /∈ U para todo U ⊆ X abierto

y cerrado clausurado superiormente. Ver que fx es un homomorfismo de ret́ıculos es una

comprobación análoga a la hecha en el caso de Stone que no merece la pena repetir.

Ver que G es inyectiva, suprayectiva y un homeomorfismos también es análogo al

caso de Stone. Para la inyectividad simplemente notamos que el axioma de separación de

Priestley claramente implica separación total.

Solo tenemos que ver que conserva el orden: sea x ≤ y, entonces para todo U ∈ D(X)

si x /∈ U trivialmente fx(U) ≤ fy(U), si x ∈ U, x ≤ y como U es clausurado superiormente

y ∈ U ⇒ fx(U) ≤ fy(U) = 1.

Igual que en los casos anteriores para establecer una dualidad categórica tenemos

que hablar de morfismos. Sea f : A1 −→ A2 un homomorfimos de ret́ıculos acotados

consideramos Sf : S(A2) −→ S(A1) que a cada x ∈ S(A2) lo lleva a x ◦ f , esto define una

aplicación continua (análogo al caso de Stone) y que conserva el orden:

si x ≤ y ⇒ x(a) ≤ y(a)∀a ∈ A2 en particular x(f(b)) ≤ y(f(b))∀b ∈ A1 ⇒ x ◦ f ≤ y ◦ f .

Para una aplicación continua conservando el orden entre dos espacios de Priestley

f : X −→ Y definimos Df : DY −→ DX que a cada U abierto, cerrado y clausurado

superiormente lo lleva a f−1(U). Sabemos que si U es abierto y cerrado y f continua f−1(U)

es abierto y cerrado, además como f conserva el orden y U es clausurado superiormente

entonces f−1(U) es clausurado superiormente:

x ∈ f−1(U), x ≤ y ⇒ f(x) ∈ U, f(x) ≤ f(y) ⇒ f(y) ∈ U ⇒ y ∈ f−1(U).

5Ver anexo A, la demostración del lema A.4

47



Aśı que Df está bien definida y es un homomorfismo de ret́ıculos por las propiedades

de la imagen inversa.

Por último tenemos que comprobar la naturalidad, aqúı las transformaciones naturales

vienen dada por F y G. Como están definidas igual que en la dualidad de Stone, la

comprobación de la naturalidad también será totalmente análoga.

2.3.2. Algunas relaciones con la dualidad de Stone

Proposición 2.9. Sea (X,≤, τ) un espacio de Priestley, entonces (X, τ) es de Stone.

Dem. (X, τ) es compacto por definición y si x ̸= y o bien x ≰ y o y ≰ x, en cualquier

caso, tenemos que (X, τ) es totalmente separado como consecuencia directa del axioma de

separación de Priestley. □

En algunos textos ([9]) puede encontrarse la siguiente definición equivalente de espacio

de Priestley:

Definición 2.7. Un espacio (X,≤, τ) es de Priestley si y solo si (X, τ) es de Stone y

verifica:

Si x ≰ y existe U ⊆ X abierto y cerrado, clausurado superiormente tal que x ∈ U , y /∈ U .

De hecho la dualidad de Stone puede obtenerse como un caso particular de la de

Priestley. Si en (X,≤, τ) consideramos el orden trivial x ≤ x⇔ x = x, todos los conjuntos

son clausurados superiormente entonces, D(X) = {U ⊆ X|U abierto y cerrado}.
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Caṕıtulo 3

Topoloǵıa sin puntos

Este caṕıtulo surge del estudio de [40], en él veremos como es posible “reconstruir”

ciertos tipos de espacios topológicos a partir del ret́ıculo de sus abiertos.

Antes de comenzar, ampliaremos un poco el contenido histórico expuesto en la intro-

ducción, para lo que seguiremos [27]. Johnstone ([27]) bautiza a Stone como el “bisabuelo”

de la topoloǵıa sin puntos, afirmando que [46] y [47] sentaron las bases del estudio de la to-

poloǵıa usando teoŕıa de ret́ıculos. Como un primer acercamiento al estudio de la topoloǵıa

sin mencionar los puntos destaca los trabajos de McKinsey y Tarski ([37] y [36]).

El nacimiento como tal lo sitúa en 1957, y aunque la idea no puede atribuirse a un

único autor o grupo de investigadores, cabe destacar el ya mencionado papel de Ehresmann

y sus seguidores ([6],[39]). El cambio fundamental de esta época respecto a los trabajos

anteriores reside en que comienzan a considerarse los morfismos en los “espacios topológicos

sin puntos”. Por tanto, pueden verse dentro de una categoŕıa.

El siguiente punto de inflexión se produce en 1972 con el trabajo de Ishbell ([26]). En él,

se adopta la palabra locale y el tratamiento contravariante. Además, se hace la observación

de que en cierto sentido los locales “se comportan mejor” que los espacios topológicos. Un

ejemplo de esto es la preservación de propiedades topológicas bajo productos.

Otro hito importante en la historia de la topoloǵıa sin puntos es la publicación de [28]

en 1982, que a d́ıa de hoy sigue siendo uno de los principales libros de referencia en el

campo. Desde entonces la topoloǵıa sin puntos ha seguido, y sigue ([25],[2]), desarrollan-

dose y ampliándose.

En este caṕıtulo pretendemos a dar una pequeña introducción a ella, sin presuponer

ningún conocimiento previo. Para ello necesitaremos los adjuntos de Galois y algunas de

sus propiedades. Aśı que, antes de entrar en el estudio de la topoloǵıa sin puntos como

tal, se ha incluido una pequeña sección sobre ello. También introduciremos los espacios

topológicos sobrios.

Consideraremos conocido que dado un espacio topológico (X, τ) el ret́ıculo de los abier-
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tos con la relación de contenido es siempre un ret́ıculo completo que denotaremos Ω(X).

En este ret́ıculo, el supremo de un conjunto arbitrario de abiertos es su unión, y el ı́nfimo

es el interior de su intersección.

3.1. Preliminares

3.1.1. Sobre adjuntos de Galois

Los adjuntos de Galois pueden verse como una generalización de la conexión de Galois

([1]) para subgrupos y subcuerpos. Se llaman aśı en honor a Evariste Galois ([19]).

Definición 3.1. Sean X,Y conjuntos ordenados, f : X −→ Y , g : Y −→ X aplicaciones

monótonas se dice que f es adjunta de Galois a la izquierda de g y g es adjunta de Galois

a la derecha de f si ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y f(x) ≤ y ⇔ x ≤ g(y).

Proposición 3.1. Si g : Y −→ X tiene adjunta de Galois a la izquierda (derecha) es

única.

Dem. Sean f, f ′ dos adjuntas de Galois a la izquierda de g, entonces para todo x ∈ X

f(x) ≤ y ⇔ x ≤ g(y) ⇔ f ′(x) ≤ y entonces f(x) ≤ y ⇔ f ′(x) ≤ y, si f(x) = y ⇒ f(x) ≤
y, y ≤ f(x) ⇔ f ′(x) ≤ y, y ≤ f ′(x) ⇔ f ′(x) = y. □

Teorema 3.1. Sean f : X −→ Y, g : Y −→ X aplicaciones monótonas. Entonces f y g

son adjuntos de Galois si y solo si f(g(y)) ≤ y y x ≤ g(f(x)) para todo y ∈ Y , x ∈ X.

Dem. De izquierda a derecha: Si g(y) ∈ X entonces f(g(y)) ≤ y si y solo si g(y) ≤ g(y)

que es claro. Si f(x) ∈ Y entonces x ≤ g(f(x)) si y solo si f(x) ≤ f(x), que es claro.

De derecha a izquierda: sea x ∈ X, y ∈ Y , f(x) ≤ y. Por monotońıa g(f(x)) ≤ g(y)

⇒ x ≤ g(y). Análogamente, si partimos de que x ≤ g(y), por monotońıa f(x) ≤ f(g(y)) ⇒
f(x) ≤ y. □

Corolario 3.1. Si f, g son adjuntos de Galois f = fgf y g = gfg.

Teorema 3.2. Los adjuntos de Galois a la izquierda preservan supremos y los adjuntos

de Galois a la derecha preservan ı́nfimos.

Dem. Sean f : X −→ Y , g : Y −→ X tal que f adjunta a la izquierda de g, veamos

que f conserva supremos. Sea M ⊆ X y s = supM . f(s) es una cota superior de f(M)

por monotońıa. Sea y otra cota superior de f(M), entonces para todo m ∈ M , f(m) ≤ y

entonces m ≤ g(y) asi que g(y) es una cota superior de M por tanto s ≤ g(y) ⇒ f(s) ≤ y.

Dualmente, si i = infM con M ⊆ Y entonces g(i) es una cota inferior de g(M) y para x

otra cota inferior de g(M) tenemos que f(x) va a ser una cota inferior de M en Y y por

tanto f(x) ≤ i⇒ x ≤ g(i). □

Teorema 3.3. Si X,Y son ret́ıculos completos una aplicación monótona f : X −→ Y es

un adjunto a la izquierda (derecha) si y solo si conserva supremos (́ınfimos).
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Dem. Si f es un adjunto a la izquierda de alguna función g conserva supremos por el

teorema anterior. Supongamos que f conserva supremos. Entonces definimos g : Y −→ X

como g(y) = sup{x|f(x) ≤ y} veamos que f es adjunta a la izquierda de g:

f(x) ≤ y ⇒ x ≤ g(y), reciprocamente si x ≤ g(y) = sup{z|f(z) ≤ y} y como f

preserva supremos f(x) ≤ sup{f(z)|f(z) ≤ y} ≤ y.

Para adjunto a la derecha se hace de forma análoga. □

Notación: Dada una función f , en caso de que tenga adjuntas, denotaremos a su

adjunta a la derecha f∗ y a su adjunta a la izquierda f∗.

Lema 3.1. (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.

Dem. Veamos que tienen la misma adjunta a la derecha

x ≤ (g∗ ◦ f∗)(y) ⇔ x ≤ g∗(f∗(y)) ⇔ g(x) ≤ f∗(y) ⇔ f(g(x)) ≤ y ⇔ (f ◦ g)(x) ≤ y

Entonces (g∗ ◦f∗)∗ = f ◦g = ((f ◦g)∗)∗ y por unicidad de los adjuntos (f ◦g)∗ = g∗ ◦f∗.□

Realmente, en los adjuntos de Galois, tenemos un ejemplo de adjunción categórica

entre órdenes ([43]).

3.1.2. Espacios topológicos sobrios

Definición 3.2. Un espacio topológico (X, τ) se dice sobrio si es T0 y para cualquier

conjunto A verificando la propiedad:

U ∩ V ⊆ A⇒ U ⊆ A o V ⊆ A

donde U y V son abiertos, A es de la forma X \ {x} con x ∈ X.

En general, cualquier conjunto de la forma X \{x} verifica la propiedad de la definición

anterior. Un conjunto que verifique la propiedad de la definición anterior se dice ı́nfimo-

irreducible.

Proposición 3.2. Todo espacio topológico Hausdorff es sobrio.

Dem. Sea (X, τ) Hausdorff y U ̸= X un ı́nfimo-irreducible. Por ser Hausdorff {x} = {x}
para todo x ∈ X, entonces queremos ver que U es de la forma X \ {x}. Supongamos que

existen x1 ̸= x2 con x1, x2 /∈ U . Entonces por Hausdorff existen abiertos U1, U2 disjuntos

con x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 y se tiene que U = U ∪ ∅ = U ∪ (U1 ∩ U2) = (U ∪ U1) ∩ (U ∪ U2)

pero ni U ∪ U1 ni U ∪ U2 están contenidos en U lo que es una contradicción con que sea

ı́nfimo-irreducible. □

Podemos dar una caracterización de un espacio sobrio en función de los filtros comple-

tamente primos en el ret́ıculo Ω(X).

Definición 3.3. Un filtro completamente primo en un ret́ıculo L es un subconjunto propio

F ⊆ L tal que es un filtro y para cualquier {ai}i∈J ⊆ L: si
∨
i∈J ai ∈ F ⇒ ai ∈ F para

algún i ∈ J .

51



Introducimos aqúı el siguiente lema que será de utilidad más adelante.

Lema 3.2. Sean M,L ret́ıculos completos, h : L −→ M una aplicación que conserva el

orden verificando:

h(0) = 0

h(1) = 1

h(a ∧ b) = h(a) ∧ h(b)

h(
∨
i∈I ai) =

∨
i∈I h(ai)

entonces h−1(F ) es un filtro completamente primo en L para F cualquier filtro completa-

mente primo en M .

Dem. h−1(F ) es no vaćıo ya que h(1) = 1 y es propio por h(0) = 0. Veamos que cumple

las condiciones de filtro completamente primo:

a, b ∈ h−1(F ) entonces h(a), h(b) ∈ F ⇒ h(a)∩h(b) = h(a∩b) ∈ F ⇒ a∩b ∈ h−1(F ).

a ∈ h−1(F ), a ≤ b⇒ h(a) ∈ F, h(a) ≤ h(b) ⇒ h(b) ∈ F ⇒ b ∈ h−1(F ).∨
ai ∈ h−1(F ) ⇒ h(

∨
ai) =

∨
h(ai) ∈ F ⇒ ∃h(ai) ∈ F ⇒ ai ∈ h−1(ai). □

Proposición 3.3. Sea (X, τ) un espacio topológico T0. (X, τ) es sobrio si y solo si los

filtros completamente primos en Ω(X) son de la forma U(x) = {U ∈ τ |x ∈ U} con x ∈ X.

Dem. Sea (X, τ) un espacio topológico, x ∈ X y U(x) = {U ∈ τ |x ∈ U} veamos que

para cualquier espacio topológico, sin necesidad de asumir que es sobrio, esto es un filtro

completamente primo en Ω(X).

U, V ∈ U(x) ⇒ x ∈ U ∩ V ⇒ U ∩ V ∈ U(x).

U ∈ U(x), U ⊆ V ⇒ x ∈ U ⊆ V ⇒ V ∈ U(x).⋃
i∈I Ui ∈ U(x) ⇒ x ∈

⋃
i∈I Ui ⇒ ∃i ∈ I|x ∈ Ui ⇒ Ui ∈ U(x).

Ahora supongamos (X, τ) sobrio y F un filtro completamente primo en Ω(X). Defini-

mos W =
⋃
{U ∈ Ω(X)|U /∈ F}. Entonces:

W /∈ F por ser F completamente primo. En particular W ̸= X.

Si U1 ∩U2 ⊆W , entonces U1 ∩U2 /∈ F y por filtro, al menos uno de ellos no está en

F y por tanto al menos uno de ellos está contenido en W .

Por lo anterior tenemos que W es un ı́nfimo-irreducible y esto implica que es de la

forma X \ {x}. Hemos llegado a:

U /∈ F ⇔ U ⊆W = X \ {x} ⇔ x /∈ U .
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Por tanto F = {U |x ∈ U} = U(x).
Para la otra implicación, partimos de que los filtros completamente primos en Ω(X)

son de la forma U(x), supongamos por reducción al absurdo que (X, τ) no es sobrio, como

es T0 y no es sobrio tiene que existir algún W abierto ı́nfimo-irreducible que no es de la

forma X \ {x}.
Definimos F = {U ∈ Ω(X)|U ⊈W}
Veamos que F es un filtro primo

U, V ∈ F ⇒ U ∩ V ⊈W ⇒ U ∩ V ∈ F .

U ∈ F , U ⊆ V ⇒ para todo u ∈ U ⇒ u ∈ V, u /∈W ⇒ V ⊈W ⇒ V ∈ F .⋃
i∈I Ui ∈ F ⇒

⋃
i∈I Ui ⊈ W ⇒ ∃u ∈

⋃
i∈I Ui tal que u /∈ W ⇒ ∃i ∈ I tal que

u ∈ Ui, u /∈W ⇒ Ui ⊈W ⇒ Ui ∈ F .

Pero F no es de de la forma U(x), de hecho, para que F sea de esta forma para algún

x tiene que pasar U ⊈W ⇔ x ∈ U ⇔ U ⊈ X \ {x}. □

3.2. Introducción a Locales: los funtores Lc y Sp.

El objetivo es definir un ret́ıculo que “imite” al de los abiertos de un espacio topológico.

En la literatura se ha llamado frame a esta estructura, aqúı lo traduciremos como “ret́ıculo

topológico”.

Definición 3.4. Un ret́ıculo topológico L es un ret́ıculo completo distributivo donde se

satisface la ley

(
∨
i∈I ai) ∧ b =

∨
i∈I(ai ∧ b) para todo ai, b ∈ L.

Como era de esperar, se cumple:

El ret́ıculo de los abiertos de un espacio topológico es un ret́ıculo topológico.

Definición 3.5. Un homomorfismo de ret́ıculos topológicos es una aplicación h : L −→M

donde L,M son ret́ıculos topológicos, que conserva supremos arbitrarios e intersecciones

finitas.

Nota: En particular un homomorfismo de ret́ıculos topológicos conserva el 0 y el 1.

Para la categoŕıa que forman los ret́ıculos topológicos con sus homomorfismos man-

tendremos la notación habitual Frm.

Definición 3.6. Un ret́ıculo topológico L se dice espacial si es isomorfo a Ω(X) para

algún espacio topológico (X, τ).

Podemos definir un funtor Ω : Top → Frm que a cada espacio topológico lo lleve al

ret́ıculo de sus abiertos, sobre las funciones continuas actuará de forma contravariante:
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Si f : X −→ Y entonces para todo U ∈ Ω(Y ): Ωf(U) = f−1(U).

Como existen ret́ıculos topológicos que no son espaciales, no tendremos una dualidad,

si no una adjunción. En este caso, nos interesa tener funtores covariantes, para ello con-

sideramos la categoŕıa opuesta Frmop que denotaremos Loc y a sus objetos (que son los

ret́ıculos topológicos) los llamaremos locales.

¿Cómo interpretar un morfismo en Loc?

Por definición un morfismo en Loc f : X −→ Y es un homomorfismo de ret́ıculos

topológicos f : Y −→ X. Resulta muy poco intuitivo entender los morfismos de esta

forma.

Sin embargo, en este caso podemos servirnos de los adjuntos de Galois para interpretar

los morfismos en Loc. Cada morfismo en Frm es una aplicación monótona entre ret́ıculos

completos que conserva supremos arbitrarios, por tanto tiene asociado de forma única un

adjunto de Galois a la derecha. Esto nos permite pensar en los morfismos de Loc como

estos adjuntos, es decir, si f : X −→ Y en Frm, podemos interpretar f en Loc como la

única función f∗ : Y −→ X que es adjunta de Galois a la derecha de f . Como consecuencia

de esto los morfismos de locales preservan ı́nfimos arbitrarios.

Tenemos entonces un funtor covariante:

Lc : Top Loc

(X, τ) Ω(X)

f : X → Y Ω(f)∗

Para hacer el camino contrario tenemos que ver como asignar a cada locale un espacio

topológico al que llamaremos espectro:

Definición 3.7. Dado un locale L su espectro es el espacio topológico

Sp(L) = ({filtros completamente primos de L}, {Σa|a ∈ L})

donde Σa = {F filtro completamente primo |a ∈ F}

Proposición 3.4. Para todo locale L su espectro es un espacio topológico sobrio.

Dem. Comencemos comprobando que Sp(L) es efectivamente un espacio topológico:

Como todo filtro contiene al 1 y ningún filtro propio contiene al 0 se tiene Σ0 = ∅ y

Σ1 es el conjunto de todos los filtros completamente primos. Por tanto, el total y el

vaćıo están en la topoloǵıa.

Para todo par de abiertos Σa y Σb con a, b ∈ L tenemos Σa∧b = Σa ∩ Σb, pues si a

y b están en un filtro F a ∧ b está en el filtro, y si a ∧ b está en un filtro F como

a ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b⇒ a, b ∈ F .
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Σ∨
ai =

⋃
Σai : Si

∨
ai ∈ F , siendo F un filtro completamente primo, existe i tal que

ai ∈ F ⇒ F ∈
⋃
Σai . Y si existe ai0 ∈ F entonces ai0 ≤

∨
ai ⇒ F ∈ Σ∨

ai .

Es T0 porque si dos filtros completamente primos H,F son distintos, podemos suponer

sin pérdida de generalidad que existe a ∈ F \H entonces F ∈ Σa y H /∈ Σa. Veamos ahora

la sobriedad. Sp(L) será sobrio si y solo si los filtros completamente primos de Ω(Sp(L))

son de la forma U(F ) con F un filtro completamente primo en L. Consideramos H un

filtro completamente primo de Ω(Sp(L)) y definimos F = {a|Σa ∈ H}. F es un filtro

completamente primo en L pues es la antiimagen por ϕ : a 7→ Σa (que conserva ı́nfimos

finitos y supremos arbitrarios) de un filtro completamente primo.

Si Σa ∈ H entonces a ∈ F ⇒ F ∈ Σa ⇒ Σa ∈ U(F ). Rećıprocamente si Σa ∈ U(F ) ⇒
F ∈ Σa ⇒ a ∈ F ⇒ Σa ∈ H ⇒ H = U(F ) y por tanto Sp(L) es sobrio. □

Sobre los puntos en un locale:

Hay distintas formas de interpretar los puntos en un locale, si nuestro objetivo es, en

los casos que se pueda, recuperar un espacio topológico a partir del ret́ıculo de sus abiertos,

observando la definición anterior, tiene sentido definir un punto en un locale L como un

filtro completamente primo F ⊆ L.

Por otra parte, en el caṕıtulo anterior de este trabajo hemos visto los puntos como

homomorfismos de ciertos ret́ıculos. Para la topoloǵıa sin puntos puede hacerse también

esta interpretación ([28]). Un punto en un espacio topológico x ∈ X puede verse como

una aplicación continua {x} → X. Entonces un punto en un locale A puede verse como

un morfismo de locales Ω({x}) = {∅, {x}} → A, o, lo que es lo mismo, un homomorfismo

de ret́ıculos topológicos A→ 2.

Consideramos ahora f : L −→ M un morfismo de locales y le asignamos una función

continua entre sus espectros:

Sp(f) : Sp(L) Sp(M)

F (f∗)−1(F )

Como f∗ es un homomorfismo de ret́ıculos topológicos, la preimagen de un filtro com-

pletamente primo por f∗ es un filtro completamente primo, luego la aplicación anterior

está bien definida.

Lema 3.3. (Sp(f))−1(Σa) = Σf∗a y por tanto Sp(f) es una aplicación continua.

Dem. (Sp(f))−1(Σa) = {F |Sp(f)(F ) ∈ Σa} = {F |(f∗)−1(F ) ∈ Σa} = {F |a ∈ (f∗)−1(F )} =

{F |f∗(a) ∈ F} = Σf∗a. □

Sp define un funtor:

Sp(idL) = idSp(L).
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Sp(f ◦ g)(F ) = ((f ◦ g)∗)−1(F ) = (g∗ ◦ f∗)−1(F ) = {x|g∗(f∗(x)) ∈ F} = {x|f∗ ∈
(g∗)−1(F )} = (f∗)−1((g∗)−1(F )) = (f∗)−1Sp(g)(F ) = (Sp(f) ◦ Sp(g))(F ).

Hemos llegado a dos funtores:

Lc : Top → Loc y Sp : Loc → Top

Nuestro próximo objetivo es ver que son adjuntos, para ello vamos a estudiar las

unidades1 de la adjunción.

Por un lado, tenemos un morfismo de ret́ıculos topológicos ϕL : L → Lc(Sp(L)) que

actúa de la forma a 7→ Σa y su adjunto de Galois a la derecha (ϕL)∗ = σL : Lc(Sp(L)) → L,

que es un morfismo de locales.

σ : LcSp ⇒ IdLoc es una transformación natural, sea h : L −→ M consideramos el

diagrama

LcSp(L) L

LcSp(M) M

σL

LcSp(h) h
σM

Por unicidad de los adjuntos:

σM ◦ LcSp(h) = h ◦ σL ⇔ (σM ◦ LcSp(h))∗ = (h ◦ σL)∗.

Sea a ∈M : (σM◦LcSp(h))∗(a) = LcSp(h)∗(ϕMa) = Ω(Sp(h))(Σa) = {F |a ∈ Sp(h)(F )} =

{F |a ∈ (h∗)−1(F )} = {F |h∗(a) ∈ F} = Σh∗a = ϕL(h
∗a) = σ∗Lh

∗a = (h ◦ σL)∗(a).

Consideramos ahora un espacio topológico X y la aplicación λX : X → SpLc(X)

actuando de la forma λX(x) = U(x) = {U ∈ Ω(X)|x ∈ U}
λX es continua: cada abierto en SpLc(X) es de la forma ΣU con U ∈ Ω(X).

λ−1
X (ΣU ) = {x ∈ X|λX(x) ∈ ΣU} = {x ∈ X|U(x) ∈ ΣU} = {x ∈ X|U ∈ U(x)} = {x ∈
X|x ∈ U} = U ∈ Ω(X).

λ es natural, sea f : X −→ Y una función continua entre espacios topológicos

(SpLc(f) ◦ λX)(x) = SpLc(x)(U(x)) = (Ω(f))−1(U(x)) = {U |f−1(U) ∈ U(x)} = {U |x ∈
f−1(U)} = {U |f(x) ∈ U} = λY (f(x)) = (λY ◦ f)(x).

Teorema 3.4. Existe una adjunción Lc : Top ⇆ Loc : Sp donde σ es la counidad y λ la

unidad.

Dem. Por el teorema 1.5 basta con ver que Sp(σL) ◦ λSpL = IdSpL y σLc(X) ◦ Lc(λX) =
IdLcX para todo locale L y espacio topológico X.

Sea L un locale, F ∈ Sp(L): (Sp(σL) ◦ λSpL)(F ) = Sp(σL)(U(F )) = (σ∗L)
−1(U(F )) =

(ϕL)
−1(U(F )) = {a ∈ L|Σa ∈ U(F )} = {a ∈ L|F ∈ Σa} = {a ∈ L|a ∈ F} = F .

Para un espacio topológico X: (σLc(X) ◦ Lc(λX))∗(U) = (Lc(λX)
∗ ◦ ϕLc(X))(U) =

(λX)
−1(ΣU ) = {x ∈ X|U(x) ∈ ΣU} = {x ∈ X|U ∈ U(x)} = {x ∈ X|x ∈ U} = U . □

1Con unidades nos referimos a lo que hemos llamado anteriormente unidad y counidad.
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3.2.1. Las unidades de la adjunción

En esta parte vamos a estudiar un poco más en detalle algunas propiedades de σ y λ.

Lema 3.4. Cada σL es inyectiva.

Dem. La aplicación ϕL : L −→ Lc(Sp(L)) es suprayectiva (por construcción del espacio

topológico). Por ser adjuntos de Galois tenemos ϕLσLϕL = ϕL como ϕL suprayectiva

podemos cancelar y ϕLσL = id⇒ σL es inyectiva. □

La siguiente proposición ilustra la relación que existe entre la espacialidad y la counidad

σ.

Proposición 3.5. Dado un locale L son equivalentes:

i. L es espacial.

ii. σL : Lc(Sp(L)) −→ L es un isomorfismo de ret́ıculos completos.

iii. σ∗L : L −→ Lc(Sp(L)) es un isomorfismo de ret́ıculos completos.

iv. σL es epimorfismo.

v. σ∗L monomorfismo.

Dem. Es inmediato que II implica I y IV y que III implica V.

Además, por el lema anterior si se cumple IV σL es un isomorfismo y su inverso debe

ser σ∗L. Por tanto se cumplen II, III y V. Análogamente si asumimos cierto V se cumplen

II, III y IV.

Solo nos falta comprobar que I⇒II: pero si existe un isomorfismo h : L −→ Lc(X)

para algún espacio topológico X entonces, por naturalidad, σL = h−1σLc(X)LcSp(h) es un

isomorfismo. □

Como consecuencia de la proposición anterior, un ret́ıculo es espacial si y solo si es

isomorfo al ret́ıculo generado por su propio espectro.

Proposición 3.6. Sea X un espacio topológico son equivalentes:

i. X es sobrio.

ii. λX : X −→ SpLc(X) es biyectiva.

iii. λX : X −→ SpLc(X) es un homeomorfismo.

Dem. I⇒II: Si X es sobrio, todo filtro primo de Ω(X) = Lc(X) es de la forma U(x) con
x ∈ X, por tanto tenemos la suprayectividad. Por ser T0: U(x) = U(y) ⇔ x = y, aśı que

tenemos la inyectividad.

II⇒ III: Sabemos que λX es siempre continua, veamos que además es abierta:

λX(U) = {U(x)|x ∈ U} = {U(x)|U ∈ U(x)} = ΣU .

III⇒I: Si son homeomorfos como SpLc(X) es sobrio X tiene que ser sobrio. □

57



Proposición 3.7. Sean X e Y dos espacios topológicos sobrios. Las funciones continuas

h : X −→ Y están en correspondencia biyectiva con los morfismos de ret́ıculos topológicos

f : Ω(Y ) −→ Ω(X) y por tanto con los de locales.

Dem. Sea f : Ω(Y ) −→ Ω(X) un morfismo de ret́ıculos topológicos, para cada x ∈ Ω(X)

consideramos U(x) y tenemos que f−1(U(x)) es un filtro completamente primo en Ω(Y ),

entonces existe algún y ∈ Y tal que U(y) = f−1(U(x)). El punto y está determinado de

forma única por ser los espacios T0. Aśı podemos definir h(x) = y. Entonces tenemos:

x ∈ f(U) ⇔ f(U) ∈ U(x) ⇔ U ∈ f−1(U(x)) = U(h(x)) ⇔ h(x) ∈ U ⇔ x ∈ h−1(U)

Entonces h es continua y f es exactamente Ω(h). □

Corolario 3.2. La adjunción anterior determina una equivalencia entre las subcategoŕıas

Sob de los espacios topológicos sobrios y SLoc de los locales espaciales.
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Caṕıtulo 4

Marcos Topológicos y Ortogonales

Esta última parte cuenta con resultados inéditos fruto del trabajo realizado con el pro-

fesor Saúl Fernández González en el marco de la beca de colaboración en departamentos.

Como texto fundamental de partida se ha utilizado [23].

En este caṕıtulo estudiamos los marcos, en espećıfico los topológicos, llegando a un

teorema de representación. A continuación “traducimos” algunos conceptos topológicos a

los marcos y definimos el concepto de topoloǵıa sobre un marco. Finalmente, exponemos

de forma expĺıcita la dualidad categórica entre los marcos ortogonales topológicos y los

espacios topológicos, usando, para ello, funciones que conservan la veracidad de las fórmu-

las entre modelos de la lógica. Una aplicación f :M1 →M2 entre dos modelos conserva la

veracidad de las fórmulas, si para toda fórmula φ cierta en M2, su antiimagen mediante f

es cierta en M1.

Este tipo de dualidades son útiles en la lógica, ya que ponen en común los modelos de

la lógica modal estándar (los marcos) y los modelos espaciales (espacios topológicos) ([7]).

4.1. Marcos ortogonales

Definición 4.1. Un marco es un conjunto X equipado de una o más relaciones binarias

Ri.

Definición 4.2. Un marco equipado con dos relaciones (X,R1, R2) se dice ortogonal si

existen relaciones de equivalencia ≡1, ≡2 tales que R1 ⊆≡1, R2 ⊆≡2 y ≡1 ∩ ≡2= IdX .

Diremos que dos relaciones ≡1,≡2 definidas sobre un conjunto X son ortogonales si

≡1 ∩ ≡2= IdX .

Definición 4.3. Un espacio de subconjuntos es un par (X, τ) donde X es un conjunto y

τ ⊆ P(X).

En particular un espacio topológico es un espacio de subconjuntos.

Definición 4.4. Un marco ortogonal de subconjuntos es un marco (O,≤,∼) verificando:

i. ≤ es un orden y ∼ una relación de equivalencia.
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ii. (∼ ◦ ≤) ⊆ (≤ ◦ ∼).

Además existe una relación de equivalencia ≡ tal que ≤⊆≡ y

iii. ∼ ∩ ≡= IdO.

iv. Si a′(≡ ◦ ∼)b para todo a′ ∼ a entonces a(≤ ◦ ∼)b.

La definición anterior presenta ciertos aspectos problemáticos ya que ≡ no es necesa-

riamente única.

Para solucionar esto podemos tomar ≡ como primitiva observando que:

Proposición 4.1. En un marco de subconjuntos ortogonal a ≤ b ⇔ a ≡ b y para todo

a′ ∼ a, a′(≡ ◦ ∼)b.

Dem. Si a ≤ b entonces a ≡ b y para todo a′ ∼ a, a′ ∼ a ≤ b⇒ a′(≤ ◦ ∼)b⇒ a′(≡ ◦ ∼)b.

Supongamos ahora que a ≡ b y para todo a′ ∼ a, a′(≡ ◦ ∼)b, en particular a(≡ ◦ ∼)b

entonces existe c tal que a ≤ c ∼ b ⇒ b ≡ a ≤ c ∼ b ⇒ c ≡ b y c ∼ b. Luego, por

ortogonalidad, b = c⇒ a ≤ b. □

Definición 4.5. Un marco ortogonal de subconjuntos es un marco (O,≡,∼) donde ≡, ∼
son dos relaciones de equivalencia que satisfacen:

i. ≡ ∩ ∼= IdO.

ii. Si a′(≡ ◦ ∼)b′ y b′(≡ ◦ ∼)a′ para todos a′ ∼ a y b′ ∼ b entonces a ∼ b.

Vamos a comprobar que ambas definiciones son equivalentes:

Sea (O,≤,∼) un marco ortogonal de subconjuntos cumpliendo la definición 4.4. Tene-

mos dos relaciones de equivalencia ≡ y ∼ verificando ≡ ∩ ∼= IdO por definición. Supon-

gamos que a′(≡ ◦ ∼)b′ y b′(≡ ◦ ∼)a′ para todos a′ ∼ a y b′ ∼ b. Esto implica a(≤ ◦ ∼)b

y b(≤ ◦ ∼)a ⇒ existen c, c′ tales que a ≤ c ∼ b ≤ c′ ∼ a. Como (∼ ◦ ≤) ⊆ (≤ ◦ ∼)

existe un x tal que c ≤ x ∼ c′. Por tanto x ≤ c ≤ a ⇒ x ≡ a y x ∼ c′ ∼ a ⇒ a = x por

ortogonalidad. Pero si a = x a ≤ c ≤ x = a⇒ a = c ∼ b⇒ a ∼ b.

Rećıprocamente consideramos (O,≡,∼) verificando la segunda definición y definimos

≤ como en la proposición 4.1, entonces ∼ es una relación de equivalencia y ≤ es un orden:

Para todo a ∈ O, a ≡ a y para todo a′ ∼ a a′ ≡ a′ ∼ a⇒ a ≤ a.

Si a ≤ b y b ≤ a ⇒ a ≡ b y a′(≡ ◦ ∼)b′ y b′(≡ ◦ ∼)a′ para todos a′ ∼ a y b′ ∼ b

⇒ a ∼ b⇒ a = b.

Si a ≤ b y b ≤ c entonces a ≡ b ≡ c y para todo a′ ∼ a: a′(≡ ◦ ∼)b ⇒ existe un

b′ ∼ b tal que a′ ≡ b′ ∼ b y como b ≤ c existe c′ tal que b′ ≡ c′ ∼ c por lo que

a′ ≡ b′ ≡ c′ ∼ c⇒ a′(≡ ◦ ∼)c para todo a′ ∼ a⇒ a ≤ c.
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Sea a(∼ ◦ ≤)b existe c tal que a ∼ c ≤ b y por definición de ≤ como a ∼ c existe

un b′ tal que a ≡ b′ ∼ b. Comprobemos que a ≤ b′: si a′ ∼ a ∼ c existe algún b′′ tal que

a′ ≡ b′′ ∼ b ∼ b′ y entonces a′(≡ ◦ ∼)b′ para todo a′ ∼ a y b′ ≡ a⇒ a ≤ b′ ∼ b.

≤⊆≡ por definición y ∼ ∩ ≡= IdO.

Finalmente si a′(≡ ◦ ∼)b para todo a′ ∼ a entonces en particular para a ∼ a existe c

tal que a ≡ c ∼ b. Veamos que a ≤ c: Si a′ ∼ a entonces a′(≡ ◦ ∼)b ∼ c⇒ a ≤ c ∼ b. Por

tanto las dos definiciones son equivalentes.

Dado un espacio de subconjuntos (X, τ) podemos construir lo que llamaremos su marco

ortogonal asociado de dos formas. En ambas definimos O = {(x, U)|x ∈ U ∈ τ}

Usando una relación de equivalencia y una de orden:

• (x, U) ∼ (y, V ) ⇔ U = V

• (x, U) ≤ (y, V ) ⇔ x = y y U ⊆ V

Usando dos relaciones de equivalencia:

• (x, U) ∼ (y, V ) ⇔ U = V

• (x, U) ≡ (y, V ) ⇔ x = y

Podemos también obtener un espacio de subconjuntos a partir de un marco:

Sea (O,≡,∼) un marco. Consideramos XO = O/ ≡. Para cada π̃ ∈ O/ ∼ definimos

Uπ̃ = {σ ∈ XO|σ ∩ π̃ ̸= ∅}.

Llamamos τO = {Uπ̃|π ∈ O/ ∼} ∪ {∅} y obtenemos el espacio de subconjuntos (XO, τO).

Notación: Siempre que usemos la notación a entenderemos que se trata de un ele-

mento del conjunto cociente O/ ≡ y ã del conjunto conciente O/ ∼.

Algunas observaciones:

i. Debido a la ortogonalidad para cada σ ∈ O/ ≡, π̃ ∈ O/ ∼ hay como mucho un

elemento en σ ∩ π̃.

ii. En un marco ortogonal de subconjuntos b ∈ Uã ⇔ b(≡ ◦ ∼)a.

4.1.1. Marcos ortogonales topológicos

Nos preguntamos ahora cuáles son los marcos ortogonales de subconjuntos que se

corresponden con los espacios topológicos y, otra vez, tenemos dos definiciones según si

tomamos como primitiva ≡ o ≤.

Definición 4.6. Un marco ortogonal topológico es un marco ortogonal de subconjuntos

(O,≤,∼) que además verifica:
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i. (≥ ◦ ≤) =≡ (donde ≡ es la relación de la definición 4.4).

ii. Para todo A ⊆ O no vaćıo existe una clase de equivalencia b̃ ∈ O/ ∼ tal que

a) Para todo a ∈ A y para todo b ∈ b̃: a(≤ ◦ ∼)b

b) Para todo b ∈ b̃ existe a ∈ A tal que a(∼ ◦ ≤)b.

Definición 4.7. Un marco ortogonal topológico es un marco ortogonal de subconjuntos

(O,≡,∼) que además satisface:

i. Si a ≡ b existe c ∈ O tal que c ≡ a ≡ b y para todo c′ ∼ c, c′(≡ ◦ ∼)a y c′(≡ ◦ ∼)b.

ii. Para todo A ⊆ O no vaćıo y cerrado bajo ∼ existe un b ∈ O tal que

a) Para todo a ∈ A: a(≡ ◦ ∼)b

b) Para todo b′ ∼ b existe a′ ∈ A tal que a′ ≡ b′.

Comprobamos la equivalencia de ambas definiciones:

Def 4.6 ⇒ Def 4.7:

Si a ≡ b entonces a ≥ c ≤ b para algún c ∈ O ⇒ a ≡ b ≡ c y para todo c′ ∼ c:

c′(≡ ◦ ∼)a y c′(≡ ◦ ∼)b.

Si A ⊆ O no vaćıo y cerrado bajo ∼, existe una clase de equivalencia b̃ verificando a)

y b) de la primera definición. Sea b ∈ b̃ se tiene:

Para todo a ∈ A: a(≤ ◦ ∼)b ⇒ a(≡ ◦ ∼)b.

Para todo b′ ∼ b, b′ ∈ b̃ por tanto existe a ∈ A tal que a ∼ a′ ≤ b′ y por ser A

cerrado bajo ∼, a′ ∈ A verifica a′ ≡ b′.

Def 4.7 ⇒ Def 4.6:

Definimos ≤ igual que en la proposición 4.1.

Si a ≥ c ≤ b entonces a ≡ c ≡ b⇒ (≥ ◦ ≤) ⊆≡.

Si a ≡ b existe un c ∈ O tal que c ≡ a ≡ b y para todo c′ ∼ c, c′(≡ ◦ ∼)a y

c′(≡ ◦ ∼)b⇒ a ≥ c ≤ b.

Sea A ⊆ O distinto de vaćıo, considero Ã = {a′ ∼ a|a ∈ A} que es cerrado bajo ∼ y

existe un b tal que se cumple a) y b) de la segunda definición. Consideramos la clase de

equivalencia de b, b̃:

Sea a ∈ A entonces a ∈ Ã y para todo a′ ∼ a tenemos a′ ∈ Ã. Luego a′(≡ ◦ ∼)b ⇒
a(≤ ◦ ∼)b⇒ a(≤ ◦ ∼)b′ para todo b′ ∈ b̃.

Sea b′ ∈ b̃ entonces b′ ∼ b, existe a′ ∈ Ã tal que a′ ≡ b′ ⇒ existe a ∈ A tal

que a ∼ a′ ≡ b′. Para todo a′′ ∼ a′ como a′′ ∈ Ã y b′ ∈ b̃ ⇒ a′′(≡ ◦ ∼)b′ ⇒
a′ ≤ b′ ⇒ a(∼ ◦ ≤)b′.
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En el caso de los marcos ortogonales topológicos, la definición usando ≤ deja de ser

problemática ya que la relación de equivalencia ≡ ahora está definida de forma única a

partir de ≤.

A continuación veamos una serie de “propiedades” de estas estructuras.

Lema 4.1. En un marco topológico ortogonal (≤ ◦ ≥) = (≥ ◦ ≤).

Dem. Sabemos que (≥ ◦ ≤) =≡. Veamos que (≤ ◦ ≥) también es igual a ≡. Si a(≤ ◦ ≥)b

como ≤⊆≡⇒ a ≡ b. Sean a ≡ b, consideramos c̃ la clase de equivalencia que verifica II a)

y II b) de la definición 4.6. Entonces existen c, c′ ∈ c̃ tales que a ≤ c ∼ c′ ≥ b ⇒ c ≡ a ≡
b ≡ c′ ⇒ c = c′ por ortogonalidad y entonces a ≤ c ≥ b⇒≡⊆ (≤ ◦ ≥). □

Lema 4.2. Si R es una relación reflexiva y transitiva verificando que R ◦R−1 = R−1 ◦R
entonces R ◦R−1 es la menor relación de equivalencia que contiene a R.

Dem. Si aRb entonces aRbR−1b ya que si R reflexiva R−1 tambien lo es.

Veamos que R ◦R−1 es de equivalencia:

aRaR−1a⇒ a(R ◦R−1)a para todo a.

a(R ◦ R−1)b entonces existe c tal que aRcR−1b y por tanto cR−1a y bRc entonces

b(R ◦R−1)a.

Si a(R ◦R−1)b y b(R ◦R−1)c entonces aR ◦R−1 ◦R ◦R−1c⇒ aR ◦R ◦R−1 ◦R−1c

y por transitividad tenemos “idempotencia” (aRcRb⇒ aRb) aśı que a(R ◦R−1)c.

Sea ≡ otra relación de equivalencia conteniendo a R, si a(R ◦ R−1)b tenemos que

aRcR−1b entonces aRc y cRb⇒ a ≡ c ≡ b⇒ a ≡ b por tanto R ◦R−1 ⊆≡ . □

Entonces en un marco topológico ortogonal ≡ es la menor relación de equivalencia que

contiene a ≤.

Lema 4.3. En un marco ortogonal de subconjuntos se verifica

i. Uã ⊆ U
b̃
⇔ a(≤ ◦ ∼)b.

ii. Si a(≤ ◦ ∼)b y b(≤ ◦ ∼)a entonces a ∼ b.

iii. Uã = U
b̃
⇔ a ∼ b.

Dem. i. Supongamos Uã ⊆ U
b̃
y a′ ∼ a entonces a′ ≡ a′ ∼ a ⇒ a′ ∈ Uã ⊆ U

b̃
por

lo que a′(≡ ◦ ∼)b. Por definición de marco ortogonal de subconjuntos esto implica

a(≤ ◦ ∼)b. Supongamos ahora que existe b′ tal que a ≤ b′ ∼ b. Sea α ∈ Uã entonces

existe c tal que α ≡ c ∼ a y como a ≤ b′ y c ∼ a tenemos α ≡ c(≡ ◦ ∼)b′ ∼ b ⇒
α(≡ ◦ ∼)b⇒ α ∈ U

b̃
.

ii. Supongamos que existen c, c′ tales que a ≤ c ∼ b ≤ c′ ∼ a. Como (∼ ◦ ≤) ⊆ (≤ ◦ ∼)

existe b′ tal que a ≤ c ≤ b′ ∼ c′ ∼ a entonces b′ ≡ a y b′ ∼ a ⇒ b′ = a ⇒ a ≤ c ≤
b′ = a⇒ c = a⇒ a ∼ b.
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iii. Es inmediato por lo anterior (notar que si a ∼ b entonces a ≤ a ∼ b). □

Proposición 4.2. En un marco topológico ortogonal (O,≤,∼), para cada subconjunto

A ̸= ∅ de O la clase de equivalencia b̃ verificando

i. Para todo a ∈ A y para todo b ∈ b̃: a(≤ ◦ ∼)b.

ii. Para todo b ∈ b̃ existe a ∈ A tal que b(≤ ◦ ∼)a.

es única.

Dem. Sea A ̸= ∅, b̃ y c̃ dos clases de equivalencia verificando I y II, para ver que son

iguales basta probar b(≤ ◦ ∼)c y c(≤ ◦ ∼)b.

Sea b′ ∼ b existe a ∈ A tal que b′ ≤ ◦ ∼ a entonces existe a′ tal que b ≤ a′ ∼ a.

Como a ∈ A a(≤ ◦ ∼)c ⇒ a′ ∼ a(≤ ◦ ∼)c ⇒ a′ ≤ ◦ ∼ c, por tanto existe c′ ∼ c tal que

b′ ≡ a′ ≤ c′ ∼ c⇒ b′(≡ ◦ ∼)c para cualquier b′ ∼ b⇒ b(≤ ◦ ∼)c.

Para c(≤ ◦ ∼)b es el mismo razonamiento cambiando los papeles que juegan b y c. □

Corolario 4.1. En un marco topológico ortogonal cada clase de equivalencia σ tiene

máximo v́ıa la relación ≤.

Dem. Sea el marco (O,≤,∼), consideramos X̃ la clase de equivalencia que cumple

i. Para todo a ∈ A y para todo b ∈ b̃: a(≤ ◦ ∼)b.

ii. Para todo b ∈ b̃ existe a ∈ A tal que b(≤ ◦ ∼)a.

Tomando A = O. Sea a ∈ O/ ≡, a ∈ O por tanto existe x ∈ X̃ tal que a ≤ x. Sea

b ≡ a, b ∈ O y x ∈ X̃ ⇒ b(≤ ◦ ∼)x ⇒ existe x′ ∼ x tal que b ≤ x′ ∼ x entonces

x′ ≡ b ≡ a ≡ x⇒ x = x′ y por tanto x es un máximo de a.

Considerando otra ≡-clase de equivalencia podemos encontrar su máximo en X̃, por

tanto los máximos están relacionados por ∼. □

Proposición 4.3. Sea (O,≡,∼) un marco ortogonal de subconjuntos tal que (XO, τO) es

un espacio topológico, entonces (O,≡,∼) es un marco ortogonal topológico.

Dem. Sean a ≡ b en O ⇒ a ≡ b ∼ b ⇒ a ∈ U
b̃
⇒ Uã ∩ Ub̃ ̸= ∅ ⇒ existe un c ∈ O tal

que Uc̃ = Uã ∩ Ub̃ este c verifica c(≤ ◦ ∼)a y c(≤ ◦ ∼)b ⇒ para todo c′ ∼ c: c′(≡ ◦ ∼)a y

c′(≡ ◦ ∼)b.

Sea A ⊆ O no vaćıo y cerrado bajo ∼ entonces por ser τO una topoloǵıa existe b ∈ O/ ∼
tal que

⋃
{Uã|a ∈ A} = U

b̃
⇒ para todo a ∈ A a ∈ U

b̃
⇒ a(≡ ◦ ∼)b, y para todo

b′ ∼ b ⇒ b′ ∈ U
b̃
⇒ b′ ∈ Uã para algún a ∈ A ⇒ b′ ≡ a′ ∼ a para algún a ∈ A y como A

cerrado bajo ∼⇒ a′ ∈ A. □

Proposición 4.4. Si (O,≡,∼) es un marco ortogonal topológico el espacio (XO, τO) es

un espacio topológico.
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Dem. El vaćıo está en τO por construcción y para ver que está XO consideramos õ la

∼-clase de equivalencia conteniendo a todos los máximos de cada ≡-clase de equivalencia.

Entonces para cada σ ∈ XO σ ≤ x′ ∼ o siendo x′ el máximo de σ ⇒ σ ≡ x′ ∼ o esto

implica σ ∈ Uõ ⇒ Uõ = XO ∈ τO.

Sean Uã, Ub̃ ∈ τO, consideramos A = {c ∈ O|c(≤ ◦ ∼)a y c(≤ ◦ ∼)b}. Si Uã ∩ Ub̃ es el
vaćıo ya está en τO y si es distinto de vaćıo, existe p tal que a ∼ a′ ≡ p ≡ b′ ∼ b y como

≡= (≥ ◦ ≤) existe c tal que a ∼ a′ ≥ c ≤ b′ ∼ b ⇒ c ∈ A ̸= ∅. Como A es no vaćıo y

∼-cerrado, pues (∼ ◦ ≤) ⊆ (≤ ◦ ∼), existe x ∈ O tal que verifica que para todo c ∈ A

y c(≡ ◦ ∼)x y que para todo x′ ∼ x existe un c ∈ A tal que c ≡ x′. Veamos que Ux̃ es

exactamente Uã ∩ Ub̃.
Si p ∈ Ux̃ existe x′ ∈ x̃ tal que p ≡ x′ y existe un d ∈ A tal que x′ ∼ d y además para

todo d′ ∼ d d′ ∈ A⇒ d′(≡ ◦ ∼)x ∼ x′ ⇒ d ≤ x′. Además por definición de A existen a′, b′

tales que d ≤ a′ ∼ a y d ≤ b′ ∼ b. Tenemos entonces

p ≡ x′ ≥ d ≤ a′ ∼ a y p ≡ x′ ≥ d ≤ b′ ∼ b

Entonces p ≡ a′ ∼ a⇒ p ∩ ã ̸= ∅ y p ∩ b̃ ̸= ∅ ⇒ p ∈ Uã ∩ Ub̃.
Para el otro contenido, si p ∈ Uã ∩ Ub̃ existen a

′ y b′ tales que a ∼ a′ ≡ p ≡ b′ ∼ b y

como ≡= (≥ ◦ ≤) entonces existe d tal que a ∼ a′ ≥ d ≤ b′ ∼ b ⇒ d ∈ A ⇒ existe x′ ∼ x

tal que d ≤ x′ y p ≡ d ≤ x′ ⇒ x′ ≡ p⇒ p ∈ Ux̃.

Por último veamos que las uniones arbitrarias de elementos de τO pertenecen a τO.

Sea Λ ∈ O/ ∼ una familia arbitraria de clases de equivalencia y A =
⋃
Λ = {a ∈ O|a ∈ α

para algún α ∈ Λ}. Consideramos x̃ la clase de equivalencia verificando II a) y II b) de la

definición 4.6 y tenemos :

Si p ∈
⋃
α∈Λ Uα entonces p ≡ a para algún a ∈ α ∈ Λ y como a ∈ A a ≤ x′ para algún

x′ ∈ x̃⇒ p ≡ x′ ∼ x⇒ p ∈ Ux̃.

Si p ∈ Ux̃, entonces p ≡ x′ ∼ x y existe algún a ∈ A tal que x′ ≤ a′ ∼ a ⇒ p ≡ a′ ∼
a⇒ p ∈ Uã ⊆

⋃
α∈Λ Uα. □

Terminamos esta sección con un teorema de “representación”.

Teorema 4.1. Si (O,≤,∼) es un marco ortogonal topológico entonces (XO, τO) es un

espacio topológico cuyo marco ortogonal asociado es isomorfo a (O,≤,∼).

Dem. Denotamos (OXO ,≤XO ,∼τO) al marco ortogonal asociado a (XO, τO). Hemos ob-

servado que un par (a, U
b̃
) pertenece a OxO si y solo si la intersección a∩ b̃ es unipuntual.

Para cada (a, U
b̃
) ∈ OxO denotamos x[a,b] al único elemento de O en esa intersección y

definimos la función

f : OXO O

(a, U
b̃
) x[a,b]

f es inyectiva ya que dos clases de equivalencia distintas son disjuntas y sobreyectiva

pues para todo x ∈ O, x = f(x, Ux̃).

f y f−1 coservan las relaciones:
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(a, U
b̃
) ≤XO (c, U

d̃
) si y solo si a = c y U

b̃
⊆ U

d̃
si y solo si a ≡ c y b(≤ ◦ ∼)d.

Entonces a ≡ x[a,b] ∼ b ≤ ◦ ∼ d ⇒ existe t tal que x[a,b] ≤ t ∼ d. Entonces

t ≡ x[a,b] ≡ a ≡ c y t ∼ d⇒ t ∈ c∩ d̃⇒ t = x[c,d] ⇒ x[a,b] ≤ x[c,d]. Rećıprocamente si

x[a,b] ≤ x[c,d] entonces son ≡-equivalentes por lo que a ≡ c y para todo b′ ∼ x[a,b] ∼ b

b′(≡ ◦ ∼)x[c,d] ∼ d⇒ b(≤ ◦ ∼)d⇒ (a, U
b̃
) ≤XO (c, U

d̃
)

(a, U
b̃
) ∼τO (c, U

d̃
) si y solo si U

b̃
= U

d̃
si y solo si d ∼ b si y solo si x[a,b] ∼ x[c,d]. □

4.1.2. Traducción de algunos conceptos topológicos

Dado un marco ortogonal topológico estudiamos como algunas nociones topológicas

usuales pueden “traducirse” a él.

Definición 4.8. Diremos que un marco topológico ortogonal (O,≡,∼) es...

T0 si para todo a, b ∈ O tales que ¬(a ≡ b) existe c ∈ O tal que o bien a(≡ ◦ ∼)c y

¬(b(≡ ◦ ∼)c) o bien b(≡ ◦ ∼)c y ¬(a(≡ ◦ ∼)c).

T1 si para todo a, b ∈ O tales que ¬(a ≡ b) existe c ∈ O tal que a(≡ ◦ ∼)c y

¬(b(≡ ◦ ∼)c).

T2 si para todo a, b ∈ O tales que ¬(a ≡ b) existen c, d ∈ O tales que a ≡ c, b ≡ d y

para todos c′ ∼ c y d′ ∼ d ¬(c′ ≡ d′).

Proposición 4.5. Un marco topológico ortogonal es T0 (respectivamente T1, T2) si y solo

si su espacio topológico asociado es T0 (respectivamente T1, T2).

Dem. Vamos a hacerlo únicamente para el caso T0, las otras demostraciones son similares.

Sea (O,≡,∼) un marco topológico ortogonal T0 y (XO, τO) su espacio topológico aso-

ciado. Sean α, β ∈ XO con α ̸= β, consideramos a ∈ α, b ∈ β, entonces ¬(a ≡ b) y por

estar en un marco T0, existe un c tal que o bien a(≡ ◦ ∼)c y ¬(b(≡ ◦ ∼)c) o bien b(≡ ◦ ∼)c

y ¬(a(≡ ◦ ∼)c) entonces o bien α ∈ Uc̃ y β /∈ U
b̃
o bien lo contrario (α /∈ Uc̃ y β ∈ U

b̃
)

⇒ (XO, τO) es T0.

Si (XO, τO) es T0, consideramos a, b ∈ O tales que ¬(a ≡ b) y por tanto a ̸= b⇒ existe

un abierto U ∈ τO tal que o bien a ∈ U, b /∈ U o bien a /∈ U, b ∈ U . Si U ∈ τO existe c ∈ O
tal que U = Uc̃ y este c verifica que o bien a(≡ ◦ ∼)c y ¬(b(≡ ◦ ∼)c) o bien ¬(a(≡ ◦ ∼)c)

y b(≡ ◦ ∼)c⇒ el marco es T0. □

Definición 4.9. Diremos que un marco ortogonal topológico verifica el axioma Td si para

todo a ∈ O existen b, c ∈ O tales que a(≡ ◦ ∼)b, ¬(a(≡ ◦ ∼)c) y se verifica:

c(≤ ◦ ∼)b

Si ¬(x ≡ a) y x(≡ ◦ ∼)b entonces x(≡ ◦ ∼)c

Proposición 4.6. Un marco topológico ortogonal es Td si y solo si su espacio topológico

asociado es Td.
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Dem. Sea (O,∼,≡) un marco topológico ortogonal y (XO, τO) su espacio topológico

asociado. Si (XO, τO) es Td, por definición, para todo a ∈ XO existe U ∈ τO con a ∈ U y

U \ {a} ∈ τO. Sea a ∈ O, entonces existen U
b̃
, Uc̃ ∈ τO tales que a ∈ U

b̃
y Uc̃ = U

b̃
\ {a}.

Entonces a(≡ ◦ ∼)b y ¬(a(≡ ◦ ∼)c). Además:

Uc̃ ⊆ U
b̃
⇒ c(≤ ◦ ∼)b.

Para todo x ̸= a en U
b̃
, x está en Uc̃, por tanto si ¬(x ≡ a) y x(≡ ◦ ∼)b entonces

x(≡ ◦ ∼)c.

Rećıprocamente, si (O,∼,≡) es un marco Td y a ∈ XO. Entonces existen b, c ∈ O
cumpliendo la definición de marco Td. Por un lado a(≡ ◦ ∼)b y ¬(a(≡ ◦ ∼)b), por tanto

a ∈ U
b̃
y a /∈ Uc̃. Además como c(≤ ◦ ∼)b tenemos que Uc̃ ⊆ U

b̃
. Para todo x ∈ U

b̃
, si

x ̸= a se tiene ¬(x ≡ a) y x(≡ ◦ ∼)b. Por ser el marco Td, x(≡ ◦ ∼)c⇒ x ∈ Uc̃. Entonces

U
b̃
\ {a} = Uc̃. □

Definición 4.10. Diremos que un marco topológico ortogonal (O,≤,∼) es de Alexandroff

si para todo A ⊆ O no vaćıo existe b ∈ O tal que b(≤ ◦ ∼)a para todo a ∈ A.

Proposición 4.7. Un marco topológico ortogonal es Alexadroff si y solo si su espacio

topológico asociado es Alexandroff.

Dem. Sea (O,≤,∼) un marco topológico ortogonal y (XO, τO) su espacio asociado. Su-

pongamos que (O,≤,∼) es Alexandroff. Sea {Uα}α∈Λ ⊆ τO una colección de abiertos

arbitraria. Como cada abierto se identifica con una ∼-clase de equivalencia (excepto el

vaćıo, pero si alguno de ellos es vaćıo la intersección también lo es y está en la topo-

loǵıa), podemos considerar Λ ⊆ O/ ∼. Definimos A = {a ∈ O|a ∈ α ∈ Λ} y por ser

un marco de Alexandroff existe b ∈ O tal que b(≤ ◦ ∼)a para todo a ∈ A. Definimos

B = {b ∈ O|b(≤ ◦ ∼)a para todo a ∈ A} que es no vaćıo y consideramos la clase de

equivalencia x̃ que verifica

i. Para todo b ∈ B y para todo x ∈ x̃: b(≤ ◦ ∼)x.

ii. Para todo x ∈ x̃ existe b ∈ B tal que x(≤ ◦ ∼)b.

Entonces Ux̃ =
⋂
α∈Λ Uα.

1

Rećıprocamente si (XO, τO) es de Alexandroff y A ⊆ O no vaćıo. Definimos

Λ = {ã|a ∈ A}

y existe b tal que U
b̃
=

⋂
α∈Λ Uα y para todo a ∈ A : U

b̃
⊆ Uã ⇒ b(≤ ◦ ∼)a. □

Definición 4.11. Un marco topológico ortogonal (O,≡,∼) es disconexo si existen dos

elementos a, b que no son ∼-equivalentes tales que para todo c ∈ O o bien c(≡ ◦ ∼)a o

bien c(≡ ◦ ∼)b.
1La demostración se hace por doble contenido, adaptando la parte de la demostración de 4.4 donde se

véıa que la intersección finita de abiertos en (XO, τO) era un abierto.
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Proposición 4.8. Un marco topológico ortogonal es disconexo si y solo si su espacio

topológico asociado es disconexo.

Dem. Sea (O,≡,∼) un marco topológico ortogonal disconexo, a, b verificando la defini-

ción. Como a, b no son ∼-equivalentes Uã ̸= U
b̃
. Además como para todo c ∈ O o bien

c(≡ ◦ ∼)a o bien c(≡ ◦ ∼)b tenemos que son complementarios, por tanto XO es disconexo.

Por otro lado si (XO, τO) es disconexo existen un par de abiertos disjuntos U, V tales

que U ∪V = XO es decir, existen a, b ∈ O tales que Uã y U
b̃
son disjuntos y su unión es el

total. Estos elementos a, b verifican la definición de marco topológico ortogonal disconexo.□

Definición 4.12. Un marco topológico ortogonal (O,≡,∼) se dirá compacto si para todo

I ⊆ O verificando

∀a ∈ O existe i ∈ I tal que a(≡ ◦ ∼)i

existe un J ⊆ I tal que J es finito y ∀a ∈ O existe j ∈ J tal que a(≡ ◦ ∼)j.

Proposición 4.9. Un marco topológico ortogonal es compacto si y solo si su espacio

topológico asociado es compacto.

Dem. Suponer que (O,≡,∼) es compacto y consideramos {Uĩ} con i ∈ I ⊆ O un cubri-

miento por abiertos de (XO, τO). Entonces para todo a ∈ XO existe algún i ∈ I tal que

a ∈ Uĩ ⇒ a(≡ ◦ ∼)i. Por ser el marco compacto existe un J ⊆ I finito tal que ∀a ∈ O exis-

te j ∈ J tal que a(≡ ◦ ∼)j, y por tanto {Uj̃}j∈J es un subcubrimiento finito ⇒ (XO, τO)

compacto.

Rećıprocamente, suponemos (XO, τO) compacto y consideramos I ⊆ O verificando

∀a ∈ O existe i ∈ I tal que a(≡ ◦ ∼)i entonces {Uĩ}i∈I es un cubrimiento por abiertos de

(XO, τO) por lo que existe un subcubrimiento finito {Uj̃}j∈J con J ⊆ I finito y por tanto

para todo a ∈ O existe j ∈ J tal que a(≡ ◦ ∼)j. □

4.2. Marcos ortogonales discretos: topoloǵıas sobre ellos

A continuación nos preguntamos qué pasa cuando la topoloǵıa que consideramos es la

discreta. En este caso, podremos definir una topoloǵıa sobre el marco.

Proposición 4.10. Dado un marco topológico ortogonal (O,≡,∼) son equivalentes:

i. Para todo a ∈ O existe a′ ∈ O tal que a ≡ b⇔ b(≡ ◦ ∼)a′ para todo b ∈ O.

ii. Para todo a ∈ O existe a′ ≡ a tal que ã′ = {a′}.

Dem. I ⇒ II: Sea a ∈ O, y a′ tal que verfica I. Entonces como a′ ≡ a′ ∼ a′ ⇒ a′ ≡ a. Sea

b ∼ a′ entonces b ≡ b ∼ a′ ⇒ b ≡ a ≡ a′ ⇒ b = a′.

II ⇒ I: Sea a ∈ O, y a′ tal que verfica II. Si b ≡ a ≡ a′ ⇒ b ≡ a′ ∼ a′. Si b(≡ ◦ ∼)a′ ⇒
b ≡ a′ ≡ a pues ã′ = {a′}.
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Definición 4.13. Un marco topológico ortogonal que cumpla una (y por tanto todas) de

las propiedades anteriores se dirá marco ortogonal discreto.

Proposición 4.11. Dado un marco ortogonal discreto (O,≡,∼) se verifica τO = P(XO).

Dem. Sabemos que τO es una topoloǵıa, será la discreta si y solo si todos los conjuntos

unipuntuales están en la topoloǵıa. Para todo σ ∈ XO consideramos un representante

σ ∈ O y existe σ′ tal que σ′ ≡ σ y σ̃′ = {σ′}. Si a ∈ U
σ̃′ ⇔ a(≡ ◦ ∼)σ′ ⇔ a ≡ σ′ ≡ σ,

entonces U
σ̃′ = {σ} ∈ τO. □

Proposición 4.12. El marco ortogonal asociado a un espacio topológico discreto es dis-

creto.

Dem. Sea (X, τ) un espacio topológico discreto y (O,≡,∼) su marco ortogonal asociado,

(x, U) ∈ O como τ = P(X) tenemos (x, {x}) ∈ O que verifica (x, U) ≡ (x, {x}) y (y, V ) ∼
(x, {x}) ⇔ V = {x} y necesariamente y = x, asi que la ∼-clase de equivalencia de (x, {x})
solo lo contiene a él mismo. □

Veamos ahora cómo podemos caracterizar una topoloǵıa sobre un marco ortogonal

discreto:

Definición 4.14. Dado un marco ortogonal discreto (O,≡,∼), y un subconjunto T ⊆ O
llamaremos a T topoloǵıa sobre O si verifica:

i. T es cerrada para ∼.

ii. Existe un o ∈ T tal que para todo a ∈ O: a(≡ ◦ ∼)o.

iii. Para todo a, b ∈ T con a ≡ b existe c ∈ T tal que para todo c′ ∼ c: c′(≡ ◦ ∼)a y

c′(≡ ◦ ∼)b .

iv. Para todo A ⊆ T no vaćıo cerrado bajo ∼ existe b ∈ T tal que a(≡ ◦ ∼)b para todo

a ∈ A y para todo b′ ∼ b existe un a′ ∈ A tal que a′ ≡ b′

Proposición 4.13. Si T ⊆ O es una topoloǵıa definida sobre un marco ortogonal discreto

entonces τT = {Uã|a ∈ T} ∪ {∅} es una topoloǵıa sobre XO.

Dem. El vaćıo está en τT por construcción. Consideramos un o ∈ T verificando

II de la definición anterior. Para todo a ∈ XO, a(≡ ◦ ∼)o ⇒ a ∈ Uõ. Por tanto

XO = Uõ ∈ τT .

Sean Uã, Ub̃ ∈ τT . Si su intersección es vaćıa está en τT . Si es no vaćıa, existe un

σ tal que σ(≡ ◦ ∼)a y σ(≡ ◦ ∼)b entonces existen a′ ∼ a y b′ ∼ b (y por tanto

a′, b′ ∈ T ) tales que a′ ≡ b′ y por la propiedad III existe c ∈ T tal que para todo

c ∼ c c′(≡ ◦ ∼)a′ ∼ a y c′(≡ ◦ ∼)b′ ∼ b ⇒ a(∼ ◦ ≥)c(≤ ◦ ∼ b). Consideramos el

conjunto A = {c ∈ T |c(≤ ◦ ∼)a y c(≤ ◦ ∼)b}, este conjunto está contenido en T , es

cerrado bajo ∼ y es no vaćıo ⇒ existe un x ∈ T tal que c(≡ ◦ ∼)x para todo c ∈ A

y para todo x′ ∼ x existe c′ ∈ A tal que x′ ≡ c′. Entonces Ux̃ = Uã ∩ Ub̃:
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• Ux̃ ⊆ Uã ∩ Ub̃ : p ∈ Ux̃ ⇒ existe un x′ ∼ x tal que p ≡ x′ y además existe un

c ∈ A tal que c ≡ x′. Como c ∈ A existen a′, b′ tales que a ∼ a′ ≥ c ≤ b′ ∼ b⇒
p ≡ a′ ∼ a y p ≡ b′ ∼ b⇒ p ∈ Uã ∩ Ub̃.

• Ux̃ ⊇ Uã ∩ Ub̃ : p ∈ Uã ∩ Ub̃ ⇒ a ∼ a′ ≡ p ≡ b′ ∼ b ⇒ a ∼ a′ ≥ p′ ≤ b′ ∼ b

entonces p′ ≡ p y p′ ∈ A⇒ p ≡ p′(≡ ◦ ∼)x⇒ p ∈ Ux̃.

Por último veamos que la unión arbitraria de abiertos de τT está en τT . Sean

{Ui}i∈I ⊆ τT . Si todos los Ui son vaćıos la unión es el vaćıo y está en τT . Si alguno

de ellos es no vaćıo existe Λ ⊆ T/ ∼ distinto de vaćıo tal que
⋃
i∈I Ui =

⋃
α∈Λ Uα.

Definimos A = {a ∈ T |a ∈ α ∈ Λ}, que es no vaćıo y cerrado bajo ∼, considera-

mos x ∈ T verificando IV de la definición de topoloǵıa sobre un marco, entonces

Ux̃ =
⋃
α∈Λ Uα:

• Ux̃ ⊆
⋃
α∈Λ Uα : p ∈ Ux̃ ⇒ existe un x′ ∼ x tal que p ≡ x′ y además existe un

a ∈ A tal que a ≡ x′ ⇒ p ≡ a ∼ a para algún a ∈ A⇒ p ∈ Uã ⊆
⋃
α∈Λ Uα.

• Ux̃ ⊇
⋃
α∈Λ Uα : p ∈

⋃
α∈Λ Uα ⇒ p ∈ Uα para algún α ∈ Λ entonces existe

a ∈ α tal que p ≡ a(≡ ◦ ∼)x⇒ p ∈ Ux̃. □

Proposición 4.14. Sea (X, τ) un espacio topológico entonces T = {(x, U)|x ∈ U ∈ τ} es

una topoloǵıa sobre el marco ortogonal discreto asociado a (X,P(X)).

Dem. Consideramos (O,≡,∼) el marco ortogonal discreto asociado a (X,P(X)), clara-

mente T ⊆ O.

I: Sea (x, U) ∈ T y (x, U) ∼ (y, V ) entonces U = V ∈ τ ⇒ (y, V ) ∈ T .

II: Como X ∈ τ sea x ∈ X ⇒ (x,X) ∈ T , para cualquier (y, V ) ∈ O se tiene

(y, V ) ≡ (y,X) ∼ (x,X).

III: Sea (x, U) ≡ (y, V ) en T entonces x = y y por tanto U ∩V ̸= ∅ y U ∩V ∈ τ por ser

una topoloǵıa, entonces (x, U ∩ V ) ∈ T y verifica que para todo (x′, U ∩ V ) ∼ (x, U ∩ V )

(x′, U ∩ V ) ≡ (x′, U) ∼ (x, U) y (x′, U ∩ V ) ≡ (x′, V ) ∼ (y, V ).

IV: Finalmente si {(xi, Ui)}i∈I ⊆ T cerrado bajo ∼ entonces
⋃
i∈I Ui ∈ τ por ser una

topoloǵıa. Sea x ∈
⋃
i∈I Ui, consideramos (x,

⋃
i∈I Ui) ∈ T y verifica:

Para todo (xi, Ui) con i ∈ I (xi, Ui) ≡ (xi,
⋃
i∈I Ui) ∼ (x,

⋃
i∈I Ui).

Para todo (y, V ) ∼ (x,
⋃
i∈I Ui) ⇒ V =

⋃
i∈I Ui y existe j ∈ I tal que y ∈ Uj .

Entonces como {(xi, Ui)}i∈I cerrado bajo∼ y (xj , Uj) ∼ (y, Uj) tenemos (y, Uj) ∈ {(xi, Ui)}i∈I
con (y, V ) ≡ (y, Uj). □

4.2.1. Cerrados, abiertos, interiores y clausuras

Una vez definida una topoloǵıa sobre un marco ortogonal discreto, podemos ver cómo

se caracterizaŕıan elementos importantes en topoloǵıa. La mayoŕıa de demostraciones de

esta parte han sido omitidas ya que son, en prácticamente todos los casos, comprobaciones

sencillas una vez que se está familiarizado con el trabajo en estos marcos.
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Consideramos (O,≡,∼) un marco topológico discreto y T una topoloǵıa sobre él, e

introducimos las siguientes definiciones.

Definición 4.15. Sea (O,≡,∼) un marco topológico discreto y T una topoloǵıa sobre él

un elemento a ∈ O se dirá

Abierto respecto a T si a ∈ T .

Cerrado respecto a T si existe algún b ∈ T verificando que para todo x ∈ O o bien

x(≡ ◦ ∼)a o bien x(≡ ◦ ∼)b pero nunca se dan las dos condiciones a la vez. En este

caso diremos que b es un complemento de a.

Definición 4.16. Sea (O,≡,∼) un marco topológico discreto, T una topoloǵıa sobre él.

Consideramos un elemento a ∈ O y diremos que

t ∈ T es un interior de a respecto a T si t(≤ ◦ ∼)a y para todo u ∈ T tal que

u(≤ ◦ ∼)a se tiene u(≤ ◦ ∼)t.

c ∈ O es una clausura de a respecto a T si c es cerrado respecto a T , a(≤ ◦ ∼)c y

para todo u ∈ O cerrado respecto a T tal que a(≤ ◦ ∼)u se tiene c(≤ ◦ ∼)u.

A continuación daremos una serie de propiedades que nos darán cierta “unicidad”

respecto a ∼-clase.

En adelante consideraremos (O,≡,∼) un marco ortogonal discreto y T una topoloǵıa

sobre él.

Proposición 4.15. Sea c ∈ O un elemento cerrado respecto a T entonces

c′ cerrado respecto a T para todo c′ ∼ c.

Si a ∈ T es un complemento de c entonces a′ es un complemento de c para todo

a′ ∼ a

Proposición 4.16. Sea a ∈ O

Si t ∈ T es un interior de a entonces t′ es interior de a para todo t′ ∼ t y t es interior

de a′ para todo a′ ∼ a.

Si c es una clausura de a entonces c′ es una clausura de a para todo c′ ∼ c y c es

una clausura de a′ para todo a′ ∼ a.

Por último justificamos los nombres para los elementos anteriormente definidos.

Proposición 4.17. Sea T una topoloǵıa definida sobre un marco (O,≤,∼) ortogonal

discreto. Entonces:

c ∈ O es cerrado respecto a T si y solo si Uc̃ es cerrado en (XO, τT ).

t ∈ T es el interior de un elemento a ∈ O si y solo si Ut̃ es el interior de Uã en

(XO, τT ).

c ∈ O es la clausura de un elemento a ∈ O si y solo si Uc̃ es la clausura de Uã en

(XO, τT ).
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4.3. Morfismos

Si nuestro objetivo es establecer una equivalencia categórica debemos pensar en los

morfismos. Para ello vamos a considerar las siguientes categorias:

TopInt la categoŕıa de los espacios topológicos con las funciones interiores y MOT la

categoŕıa de los marcos ortogonales topológicos con los p-morfismos ([11]). La justificación

de tomar p-morfismos se encuentra en la lógica. Los marcos son estructuras que se usan

mucho en este campo, aśı como lo p-morfismos. En [7] se prueba la existencia de una

correspondencia biyectiva entre las funciones interiores y los p-morfismos.

Definición 4.17. Una función entre espacios topológicos se dice interior si es abierta y

continua.

Definición 4.18. Sea f : (A,R) −→ (B,R′) se dice p-morfismo si

aRb⇒ f(a)R′f(b).

f(a)R′b⇒ existe u ∈ A tal que f(u) = b y aRu.

Introducimos la siguiente definición:

Definición 4.19. Sea f : O −→ O′ una aplicación entre marcos topológicos ortogonales,

diremos que f es un p-morfismo de marcos si es un p-morfismo respecto a las relaciones

∼ y ≡.

Vamos a tener que imponer además una condición más sobre nuestros morfismos:

Definición 4.20. Diremos que una aplicación f : O −→ O′ entre marcos topológicos

ortogonales es suprayectiva respecto a ≡ si:

∀b ∈ O′∃a ∈ O : f(a) ≡ b.

De igual forma diremos que es suprayectiva respecto a ∼ si

∀b ∈ O′∃a ∈ O : f(a) ∼ b.

Consideramos p-morfismos suprayectivos respecto a ≡, veamos cómo se relacionan con

las funciones entre espacios topológicos.

Si f : O −→ O′ es un p-morfismo de marcos suprayectivo respecto a ≡ definimos la

asignación:

Gf : XO XO′

σ f(σ)

Gf está bien definida por ser f un p-morfismo, si σ = α ⇒ σ ≡ α ⇒ f(σ) ≡ f(α) ⇒
f(σ) = f(α). Además define una función interior entre los espacios topológicos:
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Sea Uã ∈ τO entonces Gf(Uã) = {f(σ)|σ ∈ Uã} = {f(σ)|σ(≡ ◦ ∼)a}. Claramente

tenemos Gf(Uã) ⊆ U
f̃(a)

.

Para el otro contenido: si b ∈ U
f̃(a)

existe c tal que b ≡ c ∼ f(a) y por p-morfismo

existe c′ ∼ a tal que f(c′) = c y existe u ≡ c′ tal que f(u) = b entonces b = f(u) con

u ≡ c′ ∼ a⇒ Gf(Uã) = U
f̃(a)

∈ τO′ .

Veamos la continuidad: Sea U
b̃
∈ τO′ :

(Gf)−1(U
b̃
) = {a|f(a) ∈ U

b̃
} = {a|f(a)(≡ ◦ ∼)b}.

Si a ∈ (Gf)−1(U
b̃
) existe c tal que f(a) ≡ c ∼ b. Aplicando que f es un p-morfismo,

existen u y v tales que a ≡ u ∼ v, f(u) = c y f(v) = b. Entonces tenemos que

f−1({b}) ̸= ∅ y a ∈ Uṽ para algún v ∈ f−1({b}) ⇒ a ∈
⋃
{Uṽ|v ∈ f−1({b})}.

Sea a ∈
⋃
{Uṽ|v ∈ f−1({b})} en consecuencia existe algún v con f(v) = b tal que

a ≡ c ∼ v ⇒ f(a) ≡ f(c) ∼ f(v) = b ⇒ f(a) ∈ U
b̃
⇒ a ∈ (Gf)−1(U

b̃
). Finalmente

tenemos (Gf)−1(U
b̃
) =

⋃
{Uṽ|v ∈ f−1({b})} ∈ τO y la asignación es continua.

Gf es suprayectiva. Sea b ∈ XO′ , entonces b ∈ O′ y como f es suprayectiva respecto a

≡ existe a ∈ O tal que f(a) ∼ b⇒ Gf(a) = f(a) = b.

Rećıprocamente, consideramos f : (X, τX) −→ (Y, τY ) una función continua, abierta y

suprayectiva entre espacios topológicos. Sobre los marcos ortogonales asociados definimos

la siguiente aplicación:

Ff : OX OY

(x, U) (f(x), f(U))

Esta aplicación está bien definida ya que como f es abierta f(U) ∈ τY y claramente si

x ∈ U tenemos f(x) ∈ f(U).

Veamos que es un p-morfismo de marcos:

Respecto a ∼:

• (x, U) ∼ (y, V ) ⇒ U = V ⇒ f(U) = f(V ) ⇒ (f(x), f(U)) ∼ (f(y), f(V )).

• (f(x), f(U)) ∼ (y, V ) ⇒ f(U) = V , como y ∈ V = f(U) existe algún y′ ∈ U

tal que f(y′) = y, consideramos (y′, U) y verifica (f(y′), f(U)) = (y, V ) y

(x, U) ∼ (y′, U).

Respecto a ≡

• (x, U) ≡ (y, V ) ⇒ x = y ⇒ f(x) = f(y) ⇒ (f(x), f(U)) ≡ (f(y), f(V )).

• (f(x), f(U)) ≡ (y, V ) ⇒ y = f(x) ⇒ x ∈ f−1(V ) que está en la topoloǵıa por

ser f continua entonces (x, U) ≡ (x, f−1(V )) con (f(x), f(f−1(V ))) = (y, V )

ya que al ser f un epimorfismo ff−1(V ) = V .
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Por último podemos comprobar la suprayectividad respecto a ≡. Si (y, V ) ∈ OY , como

f es suprayectiva existe x ∈ OX tal que f(x) = y y por tanto Ff(x,X) ≡ (y, V ).

Observación: En cierto modo podemos decir que la continuidad “depende” de la

relación ∼ y que que la función sea abierta “depende” de ≡, en el siguiente sentido:

Lo único que necesitamos para que Ff sea un p-morfismo respecto a ∼ es que esté

bien definida, y, para ello, es necesario que f sea abierta.

Aunque es cierto que necesitamos que f sea abierta para que esté bien definida,

para que Ff sea un p-morfismo respecto a ≡ no lo usamos directamente, si no que

necesitamos la continuidad y la suprayectividad.

Llegamos aśı a la equivalencia:

Teorema 4.2. Existe una equivalencia categórica entre la subcategoŕıa de MOT conside-

rando los morfismos suprayectivos respecto a ≡ y la subcategoŕıa de TopInt considerando

las aplicaciones suprayectivas.

Dem. Llegados a este punto es claro como vamos a definir los funtores:

F : TopInt MOT

(X, τ) (OX ,≡X ,∼τ )

x→ fx (x, U) → (fx, fU)

G : MOT TopInt

(O,≡,∼) (XO, τO)

a→ ha σ → h(σ)

y las transformaciones naturales:

ηO : OXO O

(a, U
b̃
) x[a,b]

εX : (X, τ) (XOX ,τOX
)

x (x,X)

Ya hemos visto que ηO es un isomorfismo y tanto ella como su inversa conservan ≡
y ∼, esto claramente implica que tanto ella como su inversa son p-morfismos y como son

suprayectivas son suprayectivas respecto a ambas relaciones.

εX también se comprueba fácilmente que es un homeomorfismo y por tanto un iso-

morfismo en TopInt. Ya que εX(U) = U
(̃x,U)

para todo U ∈ τ y ε−1
X (U

(̃x,U)
) = U . La

biyectividad es inmediata por construcción.

Lo único que falta ver es la naturalidad de los siguientes esquemas:

OXO O

HXH H

ηO

h FGh

ηH

X XOX

Y YOY

εX

f GFf

εY
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Para el primero tenemos por un lado h ◦ ηO(a, Ub̃) = h(x[a,b]), y por el otro lado:

ηH ◦FGh(a, U
b̃
) = ηH(Gh(a),Gh(Ub̃)) = ηH(h(a), Uh̃(b)) = x[h(a),h(b)]. Ahora x[h(a),h(b)] es

el único elemento en la intersección h(a)∩h̃(b) y como h es un p-morfismo y x[a,b] ∈ a∩ b̃⇒
h(x[a,b]) ∈ h(a) ∩ h̃(b) ⇒ h(x[a,b]) = x[h(a),h(b)].

Para el segundo esquema tenemos: εY ◦f(x) = (f(x), Y ) yGFf◦εX(x) = GFf((x,X)) =

Ff(x,X) = (f(x), f(X)) y como f(x) = f(x) ⇒ (f(x), Y ) ≡ (f(x), f(X)) ⇒ (f(x), Y ) =

(f(x), f(X)). □

Como se adelantó al principio de este caṕıtulo, estas funciones son, precisamente, las

que coservan la veracidad de las fórmulas. Es decir, si tenemos dos modelos relaciona-

les (marcos) M1, M2, una aplicación conserva la veracidad de las fórmulas si y solo es

un p-morfismo suprayectivo. Si estos modelos son espaciales (espacios topológicos), una

aplicación que conserve la veracidad de las fórmulas entre ellos debe ser interior y supra-

yectiva. Esto aparece en los trabajos de van Benthem y Bezhanishvili, pero sin un lenguaje

categórico, es decir, sin mostrar expĺıcitamente los funtores y transformaciones naturales.
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Conclusiones

Finalmente, vamos a dedicar esta última parte del trabajo a resumir lo que hemos

hecho, aśı como señalar lo que podŕıa ampliarse, haberse hecho distinto o queda abierto.

Haŕıa falta un trabajo entero, o más bien un libro, para dar una introducción comple-

ta y rigurosa a la teoŕıa de categoŕıas. Sin embargo, consideramos que el caṕıtulo 1 del

trabajo, donde llegamos a probar un resultado tan importante como el lema de Yoneda,

nos permite un primer acercamiento a las técnicas y conceptos que se usan en teoŕıa de

categoŕıas. Sin haber entrado realmente en profundidad, el nivel alcanzado es más que

suficiente para entender las construcciones de los caṕıtulos siguientes.

En el caṕıtulo 2 hemos presentado una serie de construcciones categóricas entre dis-

tintos espacios topológicos y estructuras algebraicas. En esta parte hemos probado los

teoremas de representación de Stone y Priestley, lo que ha implicado un estudio algebraico

y topológico de las estructuras involucradas. También hemos construido expĺıcitamente

funtores y transformaciones naturales. Esto nos ha permitido entender mejor algunos de

los conceptos introducidos en el caṕıtulo anterior, familiarizándonos un poco más con la

teoŕıa de categoŕıas.

Para un enfoque más algebraico podŕıamos haber optado por realizar las dualidades

de Stone y Priestley con filtros o ideales. Sin embargo, nos pareció que los espacios de fun-

ciones daban un carácter más multidisciplinar al trabajo, además nos permitió introducir

la topoloǵıa producto.

En cuanto a cosas que podŕıan haberse ampliado, seŕıa interesante un estudio de la

dualidad de Esakia. Pues, aunque como se ha indicado, es un caso particular de la de

Priestley, tiene su interés, entre otras cosas, por el estudio de las álgebras de Heyting.

Seŕıa interesante presentar esta dualidad a través de espacios de funciones, pues es algo

que no hemos encontrado en la literatura. Además, a d́ıa de hoy, existen numerosas ge-

neralizaciones de estos teoremas y nuevas dualidades que se suelen llamar “Stone-type”.

Nosotros nos hemos ceñido a las más “clásicas”, pero una forma de ampliar el trabajo

podŕıa ser introducir algunas de estas generalizaciones y nuevas dualidades, aśı como al-

gunas de sus aplicaciones.

Al igual que pasaba en el primer caṕıtulo, haŕıa falta una mayor extensión de la que
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cab́ıa en este trabajo para realmente introducirnos en la topoloǵıa sin puntos. Sin embar-

go, el primer paso para estudiar todas las consecuencias y aplicaciones de la topoloǵıa sin

puntos es la construcción de la adjunción entre Loc y Sp, que śı hemos demostrado. El

caṕıtulo 3 nos ha permitido introducir dos ejemplos de adjunciones categóricas, expĺıcita-

mente, la que existe entre los funtores Loc y Sp, e ı́mplicitamente, las que establecen los

adjuntos de Galois.

Por último, en el caṕıtulo 4 hemos obtenido una serie de resultados relacionados con

los marcos topológicos ortogonales, algunos de ellos inéditos. Cabe destacar, que hemos

sido capaces de obtener expĺıcitamente la equivalencia categórica entre marcos ortogonales

topológicos y espacios topológicos, ya que, aunque estaba presente en la literatura, nunca

se hab́ıa hecho expĺıcita en un lenguaje categórico.

Quedan todav́ıa cuestiones abiertas. Entre otras cosas, la duda de si es posible definir

los funtores de alguna otra forma, en la que podamos eliminar el requisito de suprayecti-

vidad.

En resumen, este trabajo nos ha permitido adentrarnos en el mundo de las categoŕıas,

especialmente en su carácter “unificador”. Gracias a él, obtenemos una visión más global

de las matemáticas en la que estructuras clásicamente estudiadas de forma separada y que

pueden parecer tan distintas como los espacios topológicos y los ret́ıculos se convierten

en la misma cosa. A través de la formulación categórica podemos “traducir” y ver como

propiedades distintas en distintas áreas son, de alguna forma, lo mismo.
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[5] L. Bartoli y O. Caramello. “On morphisms of relative toposes”. En: 2023. url:

https://arxiv.org/pdf/2310.20691.

[6] J. Benabou. “Treillis locaux et paratopologies”. En: Séminaire de topologie et géométrie
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Anexo A

Introducción a ret́ıculos y orden

Antes de comenzar y unicamente por hacer el trabajo lo más autocontenido posible

introducimos las siguientes definiciones.

Definición A.1. Dado un conjunto A no vaćıo, una relación binaria definida sobre A es

un subconjunto R ⊆ A×A. (a, b) ∈ R se denotará aRb.

Definición A.2. Una relación R definida sobre un conjunto A se dice:

Reflexiva si para todo a ∈ A aRa.

Transitiva si aRb, bRc implica aRc para todos a, b, c ∈ A.

Simétrica si aRb⇒ bRa.

Antisimétrica si aRb, bRa⇒ a = b.

Una relación se dice de equivalencia si es reflexiva, transitiva y simétrica.

A.1. Conjuntos ordenados

Definición A.3. Sea A un conjunto, un orden en A es una relación reflexiva, transitiva

y antisimétrica.

Al par del conjunto junto con la relación lo llamamos conjunto ordenado.

Definición A.4. Un subconjunto A ⊆ F donde (F,≤) es un conjunto ordenado se dice

cadena si todo elemento de A es comparable, es decir, para todo a, b ∈ A o bien a ≤ b o

bien b ≤ a.

Definición A.5. Una aplicación f : A −→ B donde A,B son conjuntos ordenados se

dice:

Monótona: si a ≤ b en A implica f(a) ≤ f(b) en B.

Inmersión: si a ≤ b en A ⇔ f(a) ≤ f(b) en B.
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Isomorfismo (de conjuntos ordenados): si es una inmersión y es suprayectiva.

Proposición A.1. i. La composición de aplicaciones monótonas es una aplicación

monótona.

ii. Si F : A −→ B es una inmersión entonces F es inyectiva y F (A) ∼= A.

Introducimos ahora algunos elementos notables en un conjunto ordenado:

Definición A.6. Máximo y mı́nimo: Dado un conjunto ordenado (A,≤), en caso de existir

elementos ⊤, ⊥ ∈ A tales que a ≤ ⊤ y ⊥ ≤ a para todo a ∈ A estos se llaman máximo y

mı́nimo respectivamente.

Definición A.7. Sea (A,≤) un conjunto ordenado un elemento a ∈ A se dice maximal si

a ≤ b⇒ b = a, y se dice minimal si b ≤ a⇒ b = a.

A.1.1. Conjuntos clausurados inferior y superiormente

Definición A.8. Sea (F,≤) un conjunto ordenado y U ⊆ F entonces U se dice

Conjunto clausurado superiormente si x ∈ U , y ∈ F con x ≤ y implica y ∈ U .

Conjunto clausurado inferiormente si x ∈ U , y ∈ F con y ≤ x implica y ∈ U .

Usaremos esta definición tambien para relaciones en general, no necesariamente orde-

nes. Aśı, si (F,R) es un conjunto F dotado de una relación R, diremos que U ⊆ F es

clausurado superiormente si x ∈ U , y ∈ F y xRy implica y ∈ U y se dirá clausurado

inferiormente si x ∈ U , y ∈ F y yRx implica y ∈ U .

Proposición A.2. Un subconjunto U de un conjunto ordenado (F,≤) es clausurado

superiormente si y solo si U c es clausurado inferiormente.

A.2. Ret́ıculos

Definición A.9. Dado un conjunto ordenado (F,≤) y un subconjunto S ⊆ F se dice:

Cota superior de S en F a un elemento c ∈ F tal que s ≤ c para todo s ∈ S.

Cota inferior de S en F a un elemento l ∈ F tal que l ≤ s para todo s ∈ S.

Un elemento x ∈ F se dice supremo de S y se denota supS o
∨
S si s ≤ x para todo

s ∈ S y si c ∈ F verifica s ≤ c para todo s ∈ S entonces x ≤ c.

Un elemento i ∈ F se dice ı́nfimo de S y se denota
∧
S o infS si i ≤ s para todo

s ∈ S y si c ∈ F verifica c ≤ s para todo s ∈ S entonces c ≤ i.

Si S = {a, b} el supremo y en ı́nfimo se denotarán respectivamente a ∨ b y a ∧ b.

Notación: Sea (F,≤) un conjunto ordenado, S ⊆ F denotamos

82



↑ S = {x ∈ F |∃s ∈ S con s ≤ x}
↓ S = {x ∈ F |∃s ∈ S con x ≤ s}.

Definición A.10. Sea L un conjunto ordenado se dice

Ret́ıculo si para todo a, b ∈ L existen a ∨ b y a ∧ b.

Ret́ıculo completo si para todo S ⊆ L existen
∨
S y

∧
S.

Un ret́ıculo puede definirse también algebraicamente de la siguiente forma:

Definición A.11. Un ret́ıculo es un conjunto L dotado de dos operaciones binarias in-

ternas ∨ y ∧ que satisfacen:

Asociatividad: a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c y a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c

Conmutatividad: a ∨ b = b ∨ a y a ∧ b = b ∧ a

Idempotencia: a ∨ a = a y a ∧ a = a

Absorción: a ∨ (a ∧ b) = a y a ∧ (a ∨ b) = a

Nota: Para ver que las dos definiciones son equivalentes se define el orden

a ≤ b⇔ a ∨ b = b.

Definición A.12. Sea L un ret́ıculo, un subconjunto H ⊆ L se dice subret́ıculo de L si

también es un ret́ıculo con el mismo orden de L.

Proposición A.3. Sea L un ret́ıculo, a, b ∈ L son equivalentes:

i. a ≤ b

ii. a ∨ b = b

iii. a ∧ b = a

Definición A.13. Un ret́ıculo se dice acotado si tiene ⊥ y ⊤, además se suele denotar

⊥ = 0 y ⊤ = 1.

Definición A.14. Sea una función f : L −→ H donde L y H son ret́ıculos de dirá

homomorfismo de ret́ıculos si conserva supremos e ı́nfimos, es decir, para todo a, b ∈ L se

tiene f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) y f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b).
f se dirá isomorfismo de ret́ıculos si además es biyectiva.

Cuando L y H sean acotados consideraremos f un homomorfismo si y solo si es un

homomorfismos de ret́ıculos y conserva el 0 y el 1.

Proposición A.4. Todo homomorfismo de ret́ıculos conserva el orden.

Proposición A.5. El inverso de un isomorfismo de ret́ıculos es un homomorfismo de

ret́ıculos (y por tanto isomorfismo).
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Definición A.15. Sea L un ret́ıculo se dice distributivo si para todos a, b, c ∈ L satisface

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

Proposición A.6. Todo subret́ıculo de un ret́ıculo distributivo es distributivo.

A.3. Ret́ıculos y álgebras de Boole

Un álgebra de Boole es un ret́ıculo distributivo con una estructura adicional que “imita”

la complementación en el conjunto de partes de un conjunto.

Definición A.16. Sea L un ret́ıculo con 0 y 1, a ∈ L decimos que b es un complemento

de a si a ∨ b = 1 y a ∧ b = 0.

Un ret́ıculo donde todo elemento tenga complemento se dirá complementado.

A partir de ahora, mientras no se diga lo contrario, consideraremos ret́ıculos acotados.

Proposición A.7. En un ret́ıculo distributivo en caso de existir el complemento de un

elemento a es único.

Definición A.17. Un ret́ıculo L se dice de Boole si es distributivo, acotado y comple-

mentado.

Otra vez, si consideramos un punto de vista más algebraico tenemos una definición

equivalente:

Definición A.18. Un álgebra de Boole es una estructura (B,∧,∨,¬, 0, 1) tal que

i. (B,∧,∨) es un ret́ıculo distributivo.

ii. a ∧ 1 = a y a ∨ 0 = a para todo a ∈ B.

iii. ¬a ∧ a = 0 y ¬a ∨ a = 1 para todo a ∈ B.

A continuación se listan una serie de propiedades que se cumplen en las álgebras de

Boole.

Lema A.1. Sea B un álgebra de Boole, entonces para todos a, b ∈ B:

i. ¬0 = 1 y ¬1 = 0

ii. ¬(¬a) = a

iii. Se cumplen las leyes de de Morgan: ¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b y ¬(a ∧ b) = ¬a ∨ ¬b.

iv. a ∧ ¬b = 0 si y solo si a ≤ b.

Lema A.2. Sea f : B −→ C un homomorfismo de ret́ıculos entre álgebras de Boole son

equivalentes
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i. f(0) = 0 y f(1) = 1

ii. f(¬a) = ¬f(a) para todo a ∈ B

Definición A.19. Una función entre álgebras de Boole f : B −→ C se dirá homomorfismo

de álgebras de Boole si es un homomorfismo de ret́ıculos y cumple alguna (y por tanto

todas) de las condiciones del lema anterior.

A.4. Ideales y filtros

Definición A.20. Sea L un ret́ıculo

J ⊆ L se dice ideal si J ̸= ∅, ∀a, b ∈ J a ∨ b ∈ J y a ∈ L b ∈ J con a ≤ b implica

a ∈ J .

Un ideal J se dice propio si es distinto del total, primo si a∧ b ∈ J ⇒ a ∈ J óo b ∈ J

y maximal si para todo ideal propio I con J ⊆ I se tiene I = J .

G ⊆ L se dice filtro si G ̸= ∅, ∀a, b ∈ G a ∧ b ∈ G y a ∈ L b ∈ G con b ≤ a implica

a ∈ G.

Un filtro G se dice propio si es distinto del total, primo si a∨b ∈ G⇒ a ∈ G o b ∈ G

y maximal si para todo filtro propio F con G ⊆ F se tiene F = G.

Lema A.3. Dado un ret́ıculo L y A ⊆ L distinto del vaćıo. Llamamos ideal generado por

A a:

IA =↓ {a1 ∨ · · · ∨ an|n ∈ N, a1, . . . , an ∈ A} =

{x ∈ L|∃n ∈ N, a1, . . . , an ∈ A : x ≤ a1 ∨ · · · ∨ an}

IA es el menor ideal que contiene a A.

El menor filtro que contiene a un subconjunto A ̸= ∅ de un ret́ıculo L es de la forma

↑ {a1∧· · ·∧an|n ∈ N, a1, . . . , an ∈ A} = {x ∈ L|∃n ∈ N, a1, . . . , an ∈ A : a1∧· · ·∧an ≤ x}.

Proposición A.8. Sea L un ret́ıculo, J ⊆ L es un filtro primo si y solo si L \ J es un

ideal primo.

Teorema A.1. En un álgebra de Boole B son equivalentes

i. I es un ideal maximal.

ii. I es un ideal primo.

iii. ∀a ∈ B: a ∈ I ⇔ ¬a /∈ I.

Dem. I ⇒ II: Sea I maximal en B y a ∧ b ∈ I.

Si a ∈ I ⇒ se verifica la condición de primo. Supongamos que a /∈ I, en este caso, para

que I sea primo debe cumplirse b ∈ I. Consideramos J =↓ {a ∨ c|c ∈ I}. J es un ideal y

contiene a a y a I:
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Para cualquier c ∈ I, a ≤ a ∨ c entonces a ∈ J . Y para cualquier i ∈ I, i ≤ a ∨ i ⇒
I ⊆ J .

b, c ∈ J entonces existen d, e ∈ I tales que b ≤ a ∨ d y c ≤ a ∨ e por tanto tenemos

b ∨ c ≤ a ∨ d ∨ a ∨ e = a ∨ (d ∨ e) con d ∨ e ∈ I por ideal ⇒ b ∨ c ∈ J .

b ∈ B, c ∈ J con b ≤ c ≤ a ∨ i para algun i ∈ I ⇒ b ∈ J .

Como J es un ideal que contiene a I estrictamente (a ∈ J , a /∈ I) e I es maximal

J = B. Por tanto 1 ∈ J ⇒ 1 = a ∨ i para algún i ∈ I entonces b ∨ i = 1 ∧ (b ∨ i) =

(a ∨ i) ∧ (b ∨ i) = (a ∧ b) ∨ i ∈ I y como b ≤ b ∨ i ∈ I ⇒ b ∈ I.

II ⇒ III: Para todo a ∈ B tenemos a ∧ ¬a = 0 ∈ I. Por ser primo o bien a o bien ¬a
están en I. Si estuvieran ambos a ∨ ¬a = 1 ∈ I ⇒ ∀b ∈ B, b ≤ 1 ⇒ b ∈ L⇒ I = B lo que

es una contradicción con que sea propio.

III⇒ I: Sea J un ideal que contiene propiamente a I, entonces existe a ∈ J \ I y como

a /∈ I ⇒ ¬a ∈ I por tanto a,¬a ∈ J que es un ideal ⇒ a ∨ ¬a = 1 ∈ J ⇒ J = B. Luego

efectivamente I maximal. □

A.5. Maximalidad y El Lema de Zorn

Para estudiar la existencia de elementos maximales en los ret́ıculos vamos a necesitar

el Lema de Zorn. Lo introducimos a continuación con alguna de sus equivalencias.

Teorema A.2. Son equivalentes:

i. Axioma de elección: Para toda colección {Ai}i∈I de conjuntos no vaćıos existe una

función f : I →
⋃
i∈I Ai tal que f(i) ∈ Ai para todo i ∈ I.

ii. Lema de Zorn: Sea P ̸= ∅ un conjunto ordenado donde toda cadena tiene cota

superior, entonces P tiene algún elemento maximal.

iii. Sea P un conjunto parcialmente ordenado, toda cadena de P está contenida en una

cadena maximal.

La demostración al teorema anterior puede consularse en [45].

Teorema A.3. Si aceptamos el lema de Zorn se verifican:

i. Dado un ideal propio J de un álgebra de Boole B existe un ideal primo I tal que

J ⊆ I.

ii. Sea L un ret́ıculo distributivo, J ⊆ L un ideal y G ⊆ L un filtro verificando J∩G = ∅
entonces existe un ideal primo I tal que J ⊆ I, G ⊆ L \ I.

Dem. I: Sea B un álgebra de Boole y J ⊆ B un ideal propio. Consideramos el conjunto

ε = {I ∈ I(B)|I ̸= B, J ⊆ I} que está ordenado con la inclusión. J ∈ ε ̸= ∅. Consideramos

una cadena en ε, {Kλ|λ ∈ Λ}, veamos que tiene cota superior en ε. Sea K =
⋃
λ∈ΛKλ.
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Si K = B entonces 1 ∈ K ⇒ 1 ∈ Kλ para algún λ ∈ Λ ⇒ Kλ = B lo que es una

contradicción. Entonces K ̸= B y claramente J ⊆ K. Falta ver que K es un ideal. Sean

a, b ∈ K ⇒ a ∈ Kλ, b ∈ Kµ para algunos λ, µ ∈ Λ, como es una cadena o bien Kλ ⊆ Kµ o

bien Kµ ⊆ Kλ. Ambos casos son análogos, asi que supongamos sin pérdida de generalidad

que se dá el primero. Entonces a, b ∈ Kµ ⇒ a ∨ b ∈ Kµ ⊆ K. Sea a ∈ B, b ∈ K con a ≤ b

entonces b ∈ Kλ para algún λ ∈ Λ ⇒ a ∈ Kλ ⊆ K ⇒ K ∈ ε y es una cota superior para

la cadena.

Por tanto ε es un conjunto ordenado donde toda cadena tiene cota superior y existe

I ∈ ε maximal en ε. Esto implica maximal en B, ya que si I ⊂ K estrictamente K /∈ ε

pero J ⊆ K ⇒ K = B. Por estar en un álgebra de Boole I es primo.

II: Consideramos J,G ⊆ L verificando las hipótesis del enunciado. Definimos el con-

junto ε = {K ∈ I(L)|J ⊆ K,K ∩G = ∅}. ε es no vaćıo ya que J ∈ ε. Consideramos una

cadena {Kλ|λ ∈ Λ} y veamos que K =
⋃
λ∈ΛKλ está en ε. Que es un ideal que contie-

ne a J se prueba igual que en la parte anterior. Veamos que K ∩ G = ∅, si no lo fuera

∃x ∈ K ∩ G ⇒ ∃Kλ tal que x ∈ Kλ ∩ G lo que es una contradicción. Entonces existen

elementos maximales en ε. Sea I un elemento maximal, queda probar que es primo.

Supongamos que a∧ b ∈ I pero a, b ∈ L \ I. Consideramos el ideal Ia =↓ {a∨ c|c ∈ I},
que hemos visto que es un ideal que contiene propiamente a I, por tanto no puede estar

en ε ⇒ G ∩ Ia ̸= ∅. Entonces existen x ∈ G y ca ∈ I tal que x ≤ a ∨ ca ⇒ a ∨ ca ∈ G.

Análogamente podemos encontrar cb tal que b ∨ cb ∈ G.

Entonces tenemos por un lado (a ∧ b) ∨ (ca ∨ cb) ∈ I por ideal y (a ∧ b) ∨ (ca ∨ cb) =
(a∨(ca∨cb))∧(b∨(ca∨cb)) = ((a∨ca)∨cb)∧((b∨cb)∨ca) ∈ G ya que (a∨ca) ≤ (a∨ca)∨cb
y (b ∨ cb) ≤ (b ∨ cb) ∨ ca entonces por filtro ambos están en G y los ı́nfimos de elementos

de G están en G. Pero esto es una contradicción ya que I ∩G = ∅ ⇒ I primo. □

Notar que en el caso II de teorema anterior, L \ I es un filtro primo.

Definición A.21. Sea L un ret́ıculo definimos η : L→ Ip(L) como

η(a) = Xa = {w ∈ Ip(L)|a /∈ w}

La aplicación de la definición anterior es un homomorfismo de ret́ıculos.

Teorema A.4. Sea L un ret́ıculo son equivalentes

i. L es distributivo.

ii. Dados J ⊆ L un ideal y G ⊆ L un filtro verificando J ∩ G = ∅ entonces existe un

ideal primo I tal que J ⊆ I, G ⊆ L \ I.

iii. Si a ≰ b existe un ideal primo I tal que a /∈ I, b ∈ I.

iv. η es un encaje.

Dem. I ⇒ II: Es el teorema anterior.
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II ⇒ III: Consideramos ↓ b y ↑ a. ↓ b es un ideal y ↑ a un filtro. Si x ∈↓ b∩ ↑ a entonces

a ≤ x ≤ b ⇒ a ≤ b lo que es una contradicción, por tanto ↓ b∩ ↑ a = ∅. Aplicamos II y

obtenemos el ideal buscado.

III ⇒ IV: Como es un homomorfismo de ret́ıculos será un encaje si es inyectiva. Sea

η(a) = η(b) ⇒ todo ideal primo que no contiene a a no contiene a b y viceversa. Si a ̸= b

o bien a ≰ b o bien b ≰ a y en cualquier caso existiŕıa un filtro primo conteniendo a uno

de ellos y no al otro, lo que es una contradicción ⇒ a = b.

IV ⇒ I: Si η es un encaje, L ∼= η(L) ⊆ P(Ip(L)), como un ret́ıculo de conjuntos es

distributivo, cualquier subret́ıculo suyo lo es ⇒ L distributivo. □

Teorema A.5. Sea B un álgebra de Boole, entonces

i. Dado un ideal propio existe un ideal maximal que lo contiene.

ii. Si a ̸= b existe un ideal maximal que contiene solo a uno de ellos.

iii. η es una inmersión de álgebras de Boole.

Dem. I: Ya probado aceptando el lema de Zorn.

II: Sea a ̸= b, sin pérdida de generalidad suponemos a ≰ b esto implica que ¬a∨ b ̸= 1.

Consideramos ↓ (¬a ∨ b) que es un ideal propio, entonces está contenido en uno maximal

que contiene a b pero no a a ya que ¬a ∈↓ (¬a ∨ b).
III: La inyectividad se deduce de II de forma análoga al teorema anterior. η(1) = Ip(B),

ya que ningún ideal primo contiene al 1, y η(0) = ∅, ya que todo ideal contiene al 0. Como

es un homomorfismo de ret́ıculos que conserva 0 y 1 es un homomorfismo de álgebras de

Boole. □

Lema A.4. Sea p un elemento distinto de 0 en un ret́ıculo distributivo A, existe un

homomorfismo de ret́ıculos f : A −→ 2 tal que f(p) = 1.

Dem. Como p ̸= 0 ⇒ p ≰ 0 ⇒ existe un ideal primo I tal que p /∈ I, 0 ∈ I. Consideramos

la aplicación f : A −→ 2 que actua de forma que f(a) = 1 si a /∈ I y f(a) = 0 si a ∈ I. f

es un homomorfismo de ret́ıculos:

0 ∈ I ⇒ f(0) = 0, 1 /∈ I (I primo y por tanto propio) ⇒ f(1) = 1.

f(a ∨ b) es 0 si a ∨ b ∈ I entonces como a ≤ a ∨ b y b ≤ a ∨ b por ideal tenemos que

a, b ∈ I ⇒ f(a) ∨ f(b) = 0. Si f(a ∨ b) = 1 ⇒ a ∨ b /∈ I ⇒ a o b no están en I (I es

un filtro a′, b′ ∈ I ⇒ a′ ∨ b′ ∈ I) ⇒ f(a) ∨ f(b) = 1.

f(a ∧ b) = 0 ⇒ a ∧ b ∈ I y por ser primo a o b están en I ⇒ f(a) ∧ f(b) = 0. Si

f(a ∧ b) = 1 ⇒ a ∧ b /∈ I ⇒ a y b no pueden estar en I (si alguno lo estuviera con

a∧ b es menor o igual que cualquiera de ellos lo estaŕıa tambien) ⇒ f(a)∧ f(b) = 1.

Por tanto f es un homomorfismo de ret́ıculos acotados y claramente f(p) = 1. □
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Anexo B

Topoloǵıa.

B.1. Espacios topológicos y funciones continuas

Definición B.1. Un espacio topológico es un par (X, τ) donde X es un conjunto y τ es

una topoloǵıa sobre X, es decir, es una colección de subconjuntos de X que verifica:

X, ∅ ∈ τ .

U1, U2 ∈ τ ⇒ U1 ∩ U2 ∈ τ .

{Ui}i∈I ⊆ τ ⇒
⋃
i∈I Ui ∈ τ .

A los elementos de τ los llamamos abiertos de la topoloǵıa.

En particular, si consideramos τ = P(X), (X,P(X)) es una topoloǵıa y se llama

topoloǵıa discreta sobre X.

Definición B.2. Dadas τ y τ ′ dos topoloǵıas definidas sobre un mismo conjunto X dire-

mos que τ es más fina que τ ′ y τ ′ es más gruesa que τ si τ ′ ⊆ τ .

Definición B.3. Sea (X, τ) un espacio topológico, C ⊆ X se dice cerrado si existe U ∈ τ

tal que X \ U = C.

Proposición B.1. Dado un espacio topológico (X, τ) se cumplen las siguientes condicio-

nes:

X y ∅ son cerrados.

Las intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son cerradas.

Las uniones finitas de conjuntos cerrados son cerradas.

Definición B.4. Sea (X, τ) un espacio topológico, A ⊆ X llamamos interior de A al

mayor abierto contenido en A y clausura de A al menor cerrado que contiene a A.

Definición B.5. Un espacio topológico (X, τ) se dice Hausdorff si para todo x ̸= y ∈ X

existen abiertos disjuntos U, V con x ∈ U , y ∈ V .
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Definición B.6. Sea (X, τ) un espacio topológico x ∈ X, un conjunto V ⊆ X se dice

entorno de x si existe un abierto U ∈ τ tal que x ∈ U ⊆ V .

Definición B.7. Sea X un conjunto, una colección B ⊆ P(X) es una base para una

topoloǵıa sobre X si verifica

Para cada x ∈ X existe algún B ∈ B tal que x ∈ B.

Sean B1, B2 ∈ B, si existe x ∈ B1 ∩ B2 entonces existe un B ∈ B tal que x ∈ B y

B ⊆ B1 ∩B2.

Si B satisface esas dos condiciones se define la topoloǵıa generada por la base B como

τ = {U |∀x ∈ U existe B ∈ B con x ∈ B ⊆ U} =

{U |U es unión arbitraria de elementos de B}.

También podemos considerar a partir de un espacio topológico una base que lo genera.

Definición B.8. Sea (X, τ) un espacio topológico, una colección de conjuntos B ⊆ τ

verificando que para todo U ∈ τ existe una colección {Bi}i∈I tal que U = ∪i∈IBi es una
base cuya topoloǵıa generada es igual a τ . Esta condición es equivalente a:

∀x ∈ U ∈ τ existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ U .

Definición B.9. Dada una colección S ⊆ P(X) tal que
⋃
S = X, entonces la topoloǵıa

generada por la subbase S se define como la colección τ de las uniones arbitrarias de

intersecciónes finitas de elementos de S. En estas condiciones S se dice subbase de τ y a

los elementos de S se los llama subbásicos.

Si S es una subbase de τ entonces el conjunto

B = {S1 ∩ · · · ∩ Sn|n ∈ N, Si ∈ S}

es una base de τ .

Definición B.10. Sea (X, τ) un espacio topológico, S ⊆ τ se dice subbase de la topo-

loǵıa si todo abierto puede escribirse como producto arbitrario de intersecciones finitas de

elementos de S.

La topoloǵıa generada por una base (subbase) es la menor topoloǵıa que contiene a

los elementos de esa base (subbase). Por tanto, si tenemos una topoloǵıa τB generada por

la base B, y otra topoloǵıa τ , τB ⊆ τ si y solo si B ∈ τ para todo B ∈ B (análogo para

subbase).

Definición B.11. Una función f : (X, τX) −→ (Y, τY ) entre dos espacios topológicos se

dice continua si para todo U ∈ τY , la preimagen por f de U es un abierto en X, es decir

f−1(U) ∈ τX .
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Si la topoloǵıa en Y estuviera generada por una base B. Entonces para todo U ∈ τY :

U =
⋃
i∈I Bi con Bi ∈ B y f−1(

⋃
i∈I Bi) =

⋃
i∈I f

−1(Bi). Por tanto

f−1(U) es abierto si cada conjunto f−1(Bi) es abierto.

Análogamente si está dada por una subbase S, para probar la continuidad de f será

suficiente con demostrar que la imagen inversa de cada elemento subbásico es un abierto

en X.

Definición B.12. Una función f : X → Y donde X,Y son espacios topológicos se dice

homeomorfismo si es biyectiva y tanto ella como su inversa son continuas.

Definición B.13. Una función f : X −→ Y donde X,Y son espacios topológicos se dice

abierta si la imagen por f de cualquier abierto de X es un abierto de Y .

Proposición B.2. Una función f : X −→ Y biyectiva donde X,Y son espacios topológi-

cos es un homeomorfismo si y solo si es abierta y continua.

Definición B.14. (Topoloǵıa heredada) Sea (X, τ) un espacio topológico, Y ⊆ X. En-

tonces el conjunto

{U ∩ Y |U ∈ τ}

es una topoloǵıa sobre Y . A esta topoloǵıa la llamaremos topoloǵıa de subespacio o topoloǵıa

heredada de X en Y .

Lema B.1. Sea (X, τ) un espacio topológico, Y ⊆ X y B una base de τ entonces

{B ∩ Y |B ∈ B}

es una base de la topoloǵıa heredada de X en Y .

B.1.1. Topoloǵıa producto

Definición B.15. Sea J un conjunto de ı́ndices, X un conjunto, una J−upla de elementos

de X es una función x : J → X. Si α ∈ J a menudo se denota x(α) = xα y se dice α-ésima

coordenada. La función x suele denotarse (xα)α∈J .

El conjunto de todas las J−uplas de elementos de X se denota XJ .

Definición B.16. Sea una familia de conjuntos {Aα}α∈J , se define el producto cartesiano

de {Aα}α∈J como las funciones x : J →
⋃
α∈J Aα tales que x(α) ∈ Aα para todo α ∈ J y

se denota
∏
α∈J Aα.

Cuando todos los Aα son iguales a un conjunto X tenemos
∏
α∈J Aα = XJ .

En estas condiciones, dada α ∈ J se llama proyección α-ésima a la aplicación

πα :
∏
β∈J

Aβ −→ Aα

tal que πα(x) = xα para todo x ∈
∏
β∈J Aβ
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Definición B.17. Dado un conjunto de espacios topológicos (Xi, τi) definimos sobre∏
i∈I Xi topoloǵıa por cajas como la que tiene como base los conjuntos de la forma

∏
i∈I Ui

con Ui ∈ Xi para todo i ∈ I.

Definición B.18. (Topoloǵıa producto) Dado un conjunto de espacios topológicos (Xi, τi)

definimos sobre
∏
i∈I Xi la topoloǵıa producto como la más gruesa que hace continuas todas

las proyecciones. Esta topoloǵıa tiene como subbase al conjunto
⋃
i∈I{π−1(Ui)|Ui ∈ τi}.

Cuando el número de espacios topológicos involucrados es finito la topoloǵıa por cajas

y la topoloǵıa producto coinciden.

Teorema B.1. Si cada espacio topológico Xi con i ∈ I es Hausdorff entonces el espacio

topológico
∏
Xi considerando la topoloǵıa producto es Hausdorff.

Teorema B.2. Sean A, {Xi}i∈I espacios topológicos, f : A −→
∏
Xi dada por la ecuación

f(a) = (fi(a))i∈I donde fi : A → Xi para todo i ∈ I. Si consideramos sobre
∏
Xi la

topoloǵıa producto se tiene que f es continua si y solo si fi es continua para todo i ∈ I.

B.2. Conexión, compacidad y separación.

B.2.1. Espacios conexos

Definición B.19. Sea (X, τ) un espacio topológico, una separación de X son un par de

abiertos (U, V ) disjuntos, no triviales cuya unión es X.

El espacio (X, τ) se dice conexo si no existe ninguna separación de X.

Lema B.2. Un subespacio Y ⊆ X de un espacio topológico (X, τ) es conexo con la

topoloǵıa heredada de X si y solo si no existe ningún par A,B de conjuntos no vaćıos y

disjuntos cuya unión es Y y ninguno de ellos contiene puntos ĺımite del otro.

B.2.2. Compacidad

Definición B.20. Sea (X, τ) un espacio topológico, {Ui}i∈I una colección de subconjuntos

de X se dice cubrimiento por abiertos de X si verifica:

Ui ∈ τ para todo i ∈ I.⋃
i∈I Ui = X.

Además {Vj}j∈J ⊆ {Ui}i∈I se dice subcubrimiento de {Ui}i∈I si es también un cubri-

miento por abiertos de X.

Definición B.21. Un espacio topológico (X, τ) se dice compacto si de todo cubrimiento

por abiertos de X se puede extraer un subcubrimiento finito.

Un subconjunto Y ⊆ X se dice compacto si de cualquier cubrimiento por abiertos de

Y se puede extraer un subcubrimiento finito.
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Proposición B.3. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.

Dem. Sea (X, τ) un espacio topológico compacto, Y ⊆ X un subconjunto cerrado y

{Ui}i∈I un cubrimiento por abiertos de Y , entonces {Ui}i∈I ∪ {X \ Y } es un cubrimiento

por abiertos de X ⇒ se puede extraer un subcubrimiento finito {V1, . . . , Vn} y pueden

darse dos casos:

Si X \ Y ̸∈ {V1, . . . , Vn} ⇒ {V1, . . . , Vn} es un subcubrimiento finito de {Ui}i∈I que

cubre a X ⇒ cubre a Y .

Si X \Y = Vj para algún j = 1, . . . , n consideramos {V1, . . . , Vn}\{X \Y } ⊆ {Ui}i∈I
que es necesariamente un subcubrimiento finito de Y .

Definición B.22. Una colección de conjuntos C se dice que tiene la propiedad de la

intersección finita si cada colección finita de conjuntos de C tiene intersección no vaćıa.

Proposición B.4. Sea (X, τ) un espacio topológico, son equivalentes:

(X, τ) es compacto.

Toda colección de cerrados C verificando la propiedad de la intersección finita cumple⋂
{C|C ∈ C} ≠ ∅.

Proposición B.5. Lema de la subbase de Alexander Sea S una subbase del es-

pacio topológico (X, τ) si todo cubrimiento subbásico R ⊆ S con
⋃
R = X admite un

subcubrimiento finito, entonces (X, τ) es compacto.

Teorema B.3. Tychonoff : El producto arbitrario de espacios compactos es compacto

con respecto a la topoloǵıa producto.

B.2.3. Separación

Definición B.23. Axiomas de separación: Dado un espacio topológico (X, τ) decimos

que cumple el axioma de separación o que es...

T0 si para cada x, y ∈ X con x ̸= y existe U ∈ τ con o bien x ∈ U, y /∈ U o bien

x /∈ U, y ∈ U .

Td si para todo x ∈ X existe U ∈ τ con x ∈ U y U \ {x} ∈ τ .

T1 si para cada x, y ∈ X con x ̸= y existe U ∈ τ con x ∈ U , y /∈ U

T2 si para cada x, y ∈ X con x ̸= y existen U, V ∈ τ con x ∈ U, y ∈ V y U ∩ V = ∅.

Regular si para cada x ∈ X, C ⊆ X un cerrado verificando x /∈ C existen U, V ∈ τ

tales que x ∈ U , C ⊆ V y U ∩ V = ∅.

Normal si para cada par de cerrados D,C ⊆ X con D∩C = ∅ existen U, V ∈ τ tales

que C ⊆ V , D ⊆ U y U ∩ V = ∅.
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Afirmar que un espacio topológico es Hausdorff es lo mismo que decir que cumple el

axioma de separación T2. La definición de Td ha sido tomada de [40].

Proposición B.6. Un subespacio de un espacio de Hausdorff es de Hausdorff y el producto

arbitrario de espacios de Hausdorff es Hausdorff.

Proposición B.7. Hausdorff y compacto implica normal.

Dem. Sea (X, τ) un espacio topológico que es Hausdorff y compacto, D,C ⊆ X dos

cerrados con intersección vaćıa. Si alguno de ellos es el vaćıo tomamos los abiertos X, ∅ y

se cumple la definición de normal. Si ninguno de ellos es vaćıo. Fijamos un d ∈ D y para

cada x ∈ C existen abiertos Ux, Vx cuya intersección es vaćıa tales que C ⊆
⋃
Vx y d ∈ Ux

para todo x. Como C es cerrado y X compacto, C es compacto y podemos extraer un

subcubrimiento finito V1, . . . , Vn. Entonces Vd = V1 ∪ · · · ∪ Vn y Ud = U1 ∩ · · · ∩ Un son

dos abiertos tales que Ud ∩ V = ∅, d ∈ Ud y C ⊆ Vd. Para cada a ∈ D podemos repetir el

proceso y obtenemos {Ua} un cubrimiento por abiertos de D. Como D es cerrado podemos

extraer un subcubrimiento finito de forma que U = Ua1 ∪ · · · ∪Uam y V = Va1 ∩ · · · ∩ Vam
son abiertos disjuntos que contienen a D y a C respectivamente. □

Lema B.3. Sean f, g : X → Y funciones continuas entre espacios topológicos, Y un

espacio topológico Hausdorff entonces el conjunto {x|f(x) = g(x)} es cerrado.

Dem. {x|f(x) = g(x)} es cerrado si y solo si su complementario es abierto. Sea y ∈ X

tal que f(y) ̸= g(y), como Y es Hausdorff existen abiertos U, V tales que U ∩ V = ∅,
f(y) ∈ U y g(y) ∈ V . Entonces y ∈ f−1(U) ∩ g−1(V ) que es un abierto en X por ser f, g

continuas y para todo x ∈ f−1(U) ∩ g−1(V ) ⇒ f(x) ∈ U , g(x) ∈ V ⇒ f(x) ̸= g(x) aśı

que x ∈ {x|f(x) = g(x)}c. Para todo y ∈ {x|f(x) = g(x)}c existe un abierto W tal que

y ∈W ⊆ {x|f(x) = g(x)}c ⇒ {x|f(x) = g(x)}c es abierto en X. □
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