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Resumen

Los fenémenos fisicos en los que intervienen fuerzas y aceleraciones suelen modelarse mediante
sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Esto sucede cominmente en problemas
relacionados con la mecénica clésica, la mecanica cuantica o la electronica [10]. Salvo en casos
muy particulares, resulta imposible determinar la solucién exacta del problema y por tanto es

necesario recurrir a métodos numeéricos.

En esta situacion (y tal como se penso hasta principios del siglo XX), es comun transformar el
sistema, diferencial de orden 2 en otro equivalente de orden 1, doblando la dimensién del sistema,

para poder resolverlo numéricamente con métodos clasicos (de uno o varios pasos).

Desde un punto de vista computacional, el coste de trabajar con un sistema de ecuaciones de
mayor tamano puede afectar decisivamente a la eficiencia de los métodos utilizados. Por ello, es
interesante disponer de métodos especificos para sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo

orden, como propuso Nystrom en 1925 [8].

En este Trabajo de Fin de Grado se estudia el marco teérico de los métodos de Runge-Kutta-
Nystrém, que derivan de los métodos de Runge-Kutta y estan disefiados especialmente para la

resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden.

En la primera parte del trabajo se recuerdan algunas nociones elementales sobre la resolucion
numérica de sistemas de ecuaciones diferenciales y los métodos de Runge-Kutta, que se estudian
en el Grado. La justificacién rigurosa de las propiedades de tales métodos y el andlisis del error
necesitan del desarrollo de la Teoria de Butcher, que se trata en el Capitulo 2. Este estudio es
la antesala obligatoria para el Capitulo 3, dedicado a los métodos de Nystrom; en él se hace un
analisis del error y se deducen los principales resultados sobre su orden de consistencia. En el

dltimo capitulo se construye un método de Nystrom y se llevan a cabo simulaciones numeéricas.

El libro de Hairer, Ngrsett y Wanner [5] ha sido la referencia principal utilizada en este trabajo.

También 3] y [2] han sido consultados frecuentemente.






Capitulo 1

Los métodos de Nystrom

En este trabajo nos ocuparemos de la resoluciéon numérica de sistemas de ecuaciones diferenciales

de segundo orden del tipo
y' =f(ty,y'), tel=Iltto+T], (1.1)

con condiciones iniciales
!

y(to) =n, y'(to) =7

Para su resolucion numérica se puede utilizar un método clasico (de uno o varios pasos) para
sistemas de primer orden, pero para ello es necesario transformar el sistema original de orden 2 en
otro de orden 1, lo que supone doblar el tamaifio del sistema y aumentar el coste computacional del
método a utilizar. Sin embargo, existen métodos disenados especificamente para estos sistemas,

como son los métodos de Nystrom.
Como hemos dicho, el sistema (1.1) se puede transformar en un sistema equivalente de orden 1
)T

y resolverlo con un método de Runge-Kutta. Para ello, basta considerar Y = (y,y’)” como una

nueva variable, de manera que el sistema (1.1) equivale a

v (3) = () 12)

Si denotamos f; y f5 a las funciones
fi(t,u,v) =v, f£H(t,u,v)="~Ff(tu,v),

v definimos F mediante
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entonces (1.2) se puede escribir en la forma
Y = F(t,Y). (1.3)

Este sistema de primer orden se puede resolver con un método de Runge-Kutta de ¢ etapas con
tabla de Butcher [1]

¢ci|ai1 air2 ... Qlgqg
C2 | a21 Q22 ... Q24
o abreviadamente cl4 : (1.4)
bt
Cq | Qg1 Qg2 ... Qqq
by by ... b,

Los métodos de Runge-Kutta (abreviadamente, RK) son una familia especial de métodos de un

paso. Para resolver un problema de valor inicial de primer orden

y =f(t,y), t el =to,to+T),
(1.5)

y(to) =,
con un método de Runge-Kutta, es necesario construir una particion P
Py, = {to,tl,...,t]\[ ity <tpyrparan=0,1,..., N=1y ity :to—l-T}

del intervalo I = [tg, to + T]. La diferencia h,, = t,+1 — ty, es el paso que se necesita para avanzar
desde t,, hasta t,,11 (Figura 1.1).

hO hl h2 hn hN,Q thl
I } } } } } } } |
T T T T T T T T 1

to 1 to i3 tn tn+1 tn_2 tN—1 tn

Figura 1.1: Una particion del intervalo I = [tg, to+7]. La diferencia h,, = t,,+1—tp
es el paso que se necesita para avanzar desde t, hasta ;1.

Un método de un paso calcula una aproximacion y,1 mediante una férmula en la que interviene
la aproximacién y,, pero no las anteriores; también puede intervenir el instante ¢, y el paso h,,.

El método maés sencillo es el método de Euler explicito, cuya ley de recurrencia es

Yn+1 = ¥Yn + hn f(tna yn)

En general, partiendo de una aproximacién inicial yq la ley de recurrencia de un método de un



paso es de la forma
Yn+1 :Yn+hn¢(tn;yn7hn)v n:O,...,N—l. (16)

La funcion incremento ¢ depende del método elegido.

Cuando se utiliza el método de Runge-Kutta (1.4) para aproximar numéricamente la solucion
del problema (1.5), en cada instante ¢, usando un paso h,, hay que disponer de ¢ evaluaciones

intermedias ki, ..., k, definidas por

ki =f(tn +cihn, yn+honaiiki +hpaioke + -+ hyargkg),

ko =f(tn +cohn, yn+hnazi ki +hpasoke + -+ hyasgky), W

ko =f(th+cghn, yn+hnagi ki +hpagoka+ -+ hypagqky).

Si la matriz de coeficientes A = {a;;} de la tabla de Butcher (1.4) es estrictamente triangular
inferior, entonces las evaluaciones Ky, ...,k, estdn definidas explicitamente y el método se di-
ce explicito; en caso contrario, el método es implicito. Este sistema (1.7) depende de la terna
{tn,¥n, hn}; por eso cada k; es una funcion de esos tres argumentos. Una vez calculadas estas

evaluaciones, la aproximacién y,y1 se define mediante
Yn+1 ZYnJrhn (b1k1+"'+bqkq)7 (18)

es decir
d)(tm}Im hn) =b ki +---+ bq kq.

Ahora, para adaptar el método de Runge-Kutta (1.4) cuando se utiliza para resolver el pro-
blema (1.5), vamos a suponer que en el instante ¢, se conoce una aproximacion (y,,y,,) del

valor exacto (y(tn),y’(tn)); entonces, para calcular la aproximacion (yn41,¥;,1) en el instante

tnt+1 = tn+ hy es necesario obtener 2¢ variables intermedias {ki,...,kq} v {k], ... ,k;} definidas
por
q
ki =y +hn Y _aijKj, (1.9)
j=1
q q
k; = f(tn + ¢; hn, Yn + hy, Za@j kj, y% + hy, Zai’j k;), (1.10)
j=1 j=1

para i € {1,2,...,q}. Una vez obtenidas, basta hacer

q
Ynt1 =Yn + hn Zbikz’, (1.11)

=1



10 CapriTuLO 1. LoS METODOS DE NYSTROM

q
Yni1 = Yn+hn Y bik. (1.12)

i=1
En la préactica, esto supone un gran coste computacional, porque el ntmero de variables se

duplica.

Vamos a ver que el algoritmo se puede escribir de una forma mas sencilla; esa es la idea original
de Nystrom [8] y de los métodos que llevan su nombre. En lo que sigue, supondremos que los
coeficientes {¢;} y {a;;} del método de Runge-Kutta (1.4) satisfacen la denominada condicion

de suma de filas: para cada i = 1,2,...,q, se cumple

q
ZaiJ = Cj, (1.13)
j=1

y que los coeficientes {b;} verifican la condicion de consistencia

q
> bi=1. (1.14)
=1

La condicion de suma de filas (1.13) significa que cada k; en (1.7) es una aproximacion de orden 1

de la derivada; la condicion de consistencia (1.14) permite interpretar la suma

biki +--- + by kg
que aparece en (1.8) como una media ponderada de tales aproximaciones de la derivada.
Si sustituimos las formulas (1.9) en (1.10), se obtiene

q q q
R {CETIR RS S (RN ST S TS S ¥
=1 k=1 j=1

q q q
= f<tn + ¢ hnv Yn + hn Ci yz =+ h?z Z Zai:j Qjk k;w y;L + h’n Zai,j k;) :
j=1 k=1 j=1

Por brevedad, denotemos

q
Qi j = Z ik Ok 5, (1.15)
k=1
para cualesquiera i,j € {1,2,...,¢}. Con esta notacién, la expresion anterior de k! se puede

reescribir en la forma

q q
kj = f(tn + il Yn ot hn iy, Hhh Y ai K v e Y ai kz‘)' (1.16)
j=1

j=1
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En cuanto a la formula (1.11), equivale a

q
Y41 =Yn + hnyy +hi Y bk, (1.17)
i=1

donde hemos denotado

q
l_)l' = ij (Lj,i, (1.18)
7=1

parai € {1,2,...,q}. La expresion (1.12) no es necesario modificarla. De esta manera, el método
queda definido por las expresiones (1.16), (1.17) y (1.12), en las que no intervienen las variables
{ki,...,kq}, en lugar de (1.9), (1.10), (1.11) y (1.12). En la practica, esto supone un ahorro de

casi la mitad de las variables que deben almacenarse [5].

En 1925, Nystrém [8] propuso usar métodos de este tipo, pero sin exigir que los coeficientes a;
y b; se calculen como en (1.15) y (1.18), lo que permite mayor grado de libertad para escogerlos.

En su honor, estos métodos se conocen como métodos de Nystrém (abreviadamente, RKN) [5].

Por lo tanto, los métodos de Nystrom constituyen una generalizacion de los métodos de Runge-
Kutta; como ellos, son métodos de un paso, de manera que son aplicables las definiciones y

resultados estudiados en [9] para este tipo de métodos.

El error global en un instante t,,, que se denota e, es la diferencia entre la solucién exacta y la

solucion aproximada en ese instante:
e, =y(tn) — ¥n
Se dice que el método de un paso (1.6) es convergente para el problema de valor inicial (1.5) si
- —0 h—0 = ax |len|| — 0,
7 = ol y X flen|

donde h denota el didmetro de la particion Py, es decir, h := max,—o_._ N—1 hyp. Ademads, se dice

que es convergente de orden p > 0 para el problema (1.5) si
—_ = @ hp A - (9 hp .
In—yoll=00#) = mix llea]] = ()

En general, es muy complicado analizar directamente el comportamiento asintético del error
global, porque la soluciéon aproximada se define mediante una ley de recurrencia (1.6) (una
ecuacion en diferencias) que, habitualmente, es no lineal. Por ello, se introduce el concepto de
error local en un instante t,,, con paso h, y asociado a una solucién y de la ecuacién diferencial
del problema (1.5):

€(tn7 I y) = )’(tn-H) - y(tn) — hn, (»b(tn? Y(tn)7 hn)
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El error local es el error propio del método: representa el error cometido al dar un paso partiendo
del valor exacto; es el precio inevitable que hay que pagar por utilizar el método numérico en

cada instante.

El método de un paso (1.6) es consistente con la ecuacion diferencial del problema (1.5) si, para

cualquier solucion y de la ecuacion diferencial del problema, se cumple

N-1
h=0 = > llelto hu;y)| = 0.

n=0

Ademis, se dice que el método es de orden al menos p > 0 si, para cualquier solucién y de la

ecuacion diferencial que sea de clase CP*!, se verifica

N-1
D lletn, hnsy)|l = O(RP).

n=0

Para que el método sea de orden p, es suficiente que se verifique ||e(tp, hn;y)|| = O(RPT!) para
n=0,1,...,N —1.

La consistencia (o el orden) de un método no aseguran que sea convergente, por el efecto que
puede tener la acumulacién de los errores locales en cada instante. Por eso se introduce el con-
cepto de estabilidad, que es un indicador de la sensibilidad del método numérico con respecto a

perturbaciones en los datos iniciales.

El método de un paso (1.6) se dice estable si existen h* > 0y M > 0 tales que para cualquier
particion P, = {tp < t; < ... <ty =to+T} con didmetro h < h* y cualesquiera tres colecciones

{un}fyzo, {vn}g:O y {wn},ﬁV:O que verifiquen

Upr1 = Uy + hn, ¢(tm Up, hn)y

n=0,1,...,N —1,
Vnil = Vp + I d)(tnvvm hn) + Wp,

se cumple
n—1

Vi —us|| < M <HVO—110H +ZHW1H>7 n=1,2,...,N.
i=0

La estabilidad equivale a afirmar que pequenas perturbaciones en la relacién de recurrencia
generan pequenios cambios en la solucién numérica. La estabilidad es una propiedad intrinseca
del método (mas bien, de su ley de recurrencia), no de la ecuacion diferencial del problema. Para
un método de un paso, es conocido que se garantiza la estabilidad si la funcién incremento ¢ es

lipschitziana respecto de su segundo argumento.

El resultado siguiente relaciona los conceptos de convergencia, estabilidad y consistencia; la

demostracion puede consultarse en [5].

Teorema 1.1. Si un método de un paso es estable y consistente con la ecuacion diferencial del
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problema (1.5), entonces el método es convergente.

Ademds, si el método de un paso tiene orden p > 0, entonces es convergente de orden p.

Observaciéon 1.1. Notemos que es suficiente estudiar el comportamiento del error local en
un instante genérico ty € I con paso h, en vez de considerar cada instante ¢; de la particion
Pp={to <t1 <...<t;<...<tyn} del intervalo de integracion.

Esto es debido a que en los métodos de un paso el computo de e(t;, h;;y) no depende de los
instantes t; ni de las aproximaciones y; anteriores. En todo este trabajo, ese seréd el criterio

utilizado, porque permitira aligerar la notacién.

La dificultad de la construccién de métodos numéricos para la resolucién de ecuaciones diferen-
ciales reside en el analisis del error local y en asegurar que el método proporcione aproximaciones

fiables y de bajo coste computacional para la solucién del problema.

Para poder abordar la base teorica de los métodos de Nystrom (concretamente el estudio del
error local), resulta necesario profundizar primero en la Teoria de Butcher para los métodos de
Runge-Kutta; en concreto, el fundamento de los métodos de Nystrom es una generalizacion de

la Teorfa de Butcher para ecuaciones diferenciales de segundo orden.






Capitulo 2

Analisis del orden de un método RK

En este capitulo deduciremos el desarrollo en potencias del paso del error local de un método RK.
Siguiendo la linea de [5], se establecera una relacion entre los términos del desarrollo en serie de
Taylor del error local y ciertos objetos de Teor{a de Grafos. Esto permitira deducir las condiciones
que deben de satisfacer los coeficientes del método RK para alcanzar un determinado orden. A
toda la teoria que se desarrolla a partir de esta idea se la denomina Teoria de Butcher, en honor
a J.C.Butcher [1].

Si bien esta seccion se suele enfocar a través del concepto de B-serie (ver [2]), en este trabajo se
optard por un acercamiento mas directo expuesto en [5] porque es mas sencillo de extender para

los métodos de Nystrom, que se estudiaran en el Capitulo 3.

El problema de valor inicial.

{ y/ _ f(t,y), tel = [to,to + T]’ (2.1)
y(

tO) =n,

se puede transformar en un sistema auténomo equivalente considerando el cambio de variable

()

Ademaés de lo expuesto en el capitulo anterior, se puede probar que, si el método RK satisface la
condicion de suma de filas (1.13), entonces la solucién numérica del problema original coincide

con la del problema auténomo asociado |9].

Asi pues, sin pérdida de generalidad, consideramos un problema auténomo de la forma

{ y' =1f(y), tel=]to,to+T], 22)
y(

to) =,

15
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con f : R? — R?. Tomemos un método RK de ¢ etapas definido por la tabla de Butcher (1.4) y
cuyos coeficientes cumplan la condiciéon de suma de filas (1.13). A partir de un terna {to,yo, h},

la aproximacion y; de la soluciéon exacta y del problema (2.2) en to + h viene dada por
q
ki:f<y0+h2aijkj>, 1=1,2,...,¢q
j=1

q
yi=yo+h § biki.
i=1
De aqui en adelante, indicaremos con un superindice en mayuscula las diferentes componentes

de un vector: y = (y‘]) 4+ Por ejemplo, en (2.2) se puede ver la ecuacion diferencial

J=12,..,
individualizada para cada componente J =1,2,...,d como

) =) =t/ (" ..y

Esta notacion resultara especialmente util en los sumatorios.

Como la ecuacion diferencial del problema (2.2) es autéonoma, podemos expresar la ley (2.3) del
método RK de manera alternativa. Si denotamos g; = yo + hzgzl a;jk;, entonces k; = f(g;) vy

por lo tanto

q
g =Yo+ hz ai;£(g;)-
j=1

Asi, la relacion de recurrencia del RK original se puede reformular como:

q
gl =yg +h)y_ayt’(g),....gf), i=12....4q

7 (2.4)
yi =yi +h) _bif'(gl,... g}
i=1
para cada componente J =1,2,...,d.

Para poder establecer qué condiciones deben satisfacer los coeficientes {a;;}, {b;} v {c;i} para que

el método alcance un cierto orden, es necesario analizar el desarrollo de Taylor del error local
q
e(to, h;y) =y(to+h) —y1 =y(to+h) —yo—h Y _bif (i),
i=1

donde y; es el valor aproximado que proporciona el método partiendo del valor exacto yq en el

instante tg.

Para ello, se estudian por separado los desarrollos en serie asociados a la solucion exacta y (to+h)

y a la aproximacion numeérica y; proporcionada por el método (2.4), donde esta ultima se esta
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entendiendo como funcion de h.

Una primera manera de abordar este problema serfa aplicar directamente la férmula de Taylor
a los términos y(to + h) e y1, supuesto que f sea suficientemente regular. No obstante, a medida

que se anaden mas términos al desarrollo, los calculos rapidamente se vuelven impracticables.

Por esta razon, para poder tratar de manera mas comoda y eficiente los desarrollos en serie, es
conveniente introducir un formalismo desarrollado por Butcher (ver |1]) y posteriormente refinado
por Hairer (ver [5]) [2]. Esta idea, consistente en reproducir el comportamiento de la Regla de la
Cadena a través de una familia de grafos llamada drboles ordenados mondtonamente, es el pilar
fundamental de la Teoria de Butcher v lo que da pie, extendiéndolo a las ecuaciones diferenciales

de segundo orden, a este trabajo.

2.1. Desarrollo en serie de la solucion exacta

Sea y una soluciéon de la ecuacion diferencial del problema (2.2). Las sucesivas derivadas de su
componente J-ésima, y”, se pueden obtener derivando directamente en la ecuacion diferencial.
Por simplicidad de notacion, se escribira f en lugar de f(y) e igualmente para todas sus derivadas.

Teniendo en cuenta la Regla de la Cadena y que la ecuacion es auténoma, resulta

() =1/,
d
)" =D fk (v5) = D0 f R
K=1 K=1
DAY ’ J K eL : J oK oL
)7 = D0 ErpfEE Y fifE £
K,L=1 K,L=1
d d d
FZ0 BRI DR /A9 F L8 L U R S (% L U N S L 173 o
K,L,M=1 K,L.M=1 K,L,M=1
d d d
S YD 378 128 Sk Sl S YD i3 {28 174 S THN YOS /8 12VS Sif S
K,L,M=1 K,L,M=1 K,L,M=1

donde los superindices indican coordenadas y los subindices se asocian con la derivacién respecto
de las variables de los indices correspondientes:
of’ 0%t/ omf’
fl=——- ff,=—"— ... | ff =—F. (2.5)
K™ gyK KL ™ gyK oyl el ™ gyl gylm
Tras el calculo de estas primeras derivadas, se puede ver que en general (y‘] ) ™) o5 suma de varios

términos de naturaleza distinta; cada uno un sumatorio sobre las coordenadas del producto de
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n

las diferentes derivadas parciales y componentes de f. Por ejemplo, en (y’)"” hay dos sumandos,

mientras que en (y‘])(4) hay seis, de los cuales el 2°, 3% y 4° coinciden (nétese que se esta iterando

sobre los indices, luego el sumando es independiente de la nomenclatura I, L o M) |[2].

Los términos anteriores se construyen a partir de la Regla de Cadena y de la derivada del producto

vy suma de términos y se pueden modelar mediante los siguientes objetos matematicos:

Definiciéon 2.1. Dadon € N, sea A,, = {j1 < j2 < ... < jn} un conjunto ordenado de n indices.

Se define un drbol ordenado mondtonamente de orden n como una aplicacién
T: A \{j1} — Ax (2.6)

tal que 7(j) < j para cada j € A,\{71}.

Los arboles ordenados monétonamente se pueden representar a través de grafos. Por ejemplo,

podemos identificar el 4rbol 7 de orden 4 dado por

7oAk, Lmy — {4k, 1,m}
k — J
I — k
m — k
con el grafo
l m
k
J

Podemos por tanto identificar los indices de un arbol ordenado monétonamente con los nodos de

su grafo y de hecho los trataremos indistintamente.

Al namero de nodos de un arbol 7, que denotaremos por o(7) = n, se le denomina orden del

arbol. El conjunto de todos los drboles ordenados monétonamente de orden n se denota por LT,,.

Por convenio se denotara por () al arbol vacio, que es el tinico arbol de orden 0, y por 79 : 0 — {j}

al tinico arbol de orden 1, cuyo grafo es un tinico nodo.

Se dird ademas que un nodo j es hijo de 7(j), y a su vez, 7(j) se dira padre de j. Queda claro
que un mismo nodo puede tener varios hijos, pero sélo puede tener un tnico padre. Ademaés, se

llamaré raiz de 7 al nodo del cual descienden los demés.

Si volvemos al ejemplo anterior, se tiene 7 € LTy. Ademaés, el nodo raiz es j, que tiene por hijo

a k y a su vez, este tiene por hijos a l y a m.
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Notemos ahora que se puede establecer una correspondencia biunivoca entre los arboles orde-
nados mon6tonamente de un cierto orden y los términos de la derivada k-ésima de y”’ [2]. Esta
correspondencia queda reflejada en la Tabla 2.1, que recoge las sucesivas derivadas de la compo-

nente y’ y los arboles ordenados monétonamente hasta orden 4.

Dado un arbol ordenado monétonamente 7 € LT, asignemos cada nodo z que no tiene hijos
(lamado hoja del arbol) con un término del tipo fZ; cada nodo 2 con un solo hijo w con el término
fﬁ/; cada nodo z con dos hijos w y ¢ con fﬁ/Q, v asi sucesivamente. Entonces, la presencia de un
nodo genérico z en el arbol considerado se reflejaria con un término ff_l( Z) donde 7(2)~! denota
la imagen inversa del indice z en el arbol 7 (Notemos que en el subindice de la expresion anterior
estamos haciendo un abuso de notacién: con 77!(Z) nos referimos a los indices en maytsculas

en 771(2)).

Asociemos ahora a 7 el sumatorio sobre las coordenadas de f del producto de los términos

vinculados a cada uno de sus nodos (excluyendo en el sumatorio el indice asociado al nodo raiz).

Por ejemplo, los sumandos de la tercera derivada de y” se relacionan con los arboles de LT3 de

la siguiente manera:

k l
d d ,
\j/ — Dl—1 k=1 fJ{'LfK
ik — ZL 1 ZK 1 f fK

Precisamente de estas identificaciones, que son también ciertas para (y‘])(l), (y‘])(Z) y (y‘])(4)

como se puede apreciar en la Tabla 2.1, surge la definicién formal de diferencial elemental:

Definicion 2.2. Dado un arbol ordenado monétonamente 7 de orden n cuyos indices vienen
dados por A, = {j1 < jo < ... < Jn}, se define el diferencial elemental de orden n de la

componente Ji-ésima de £ asociado a 7 en el punto yg como

F (1) (yo) = Z Hf’lj)}’O (2.7)

J27 ) Jnfll 1

Se dice sencillamente diferencial elemental de orden n de f al vector

F(r)(yo) = (F'(®)(o)..... FU)vo)) - (28)

Por convenio, se consideran

F7(0)(yo) = yo y FY(10)(yo) = £7.
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Arboles Ordenados

Orden Derivada Monétonamente
1 (y’) =£’ *J
d Ik
2 (/) => fifR J
K—1

d k l
(yJ)//l: Z f[%LfoL V

3 K,L=1 J l
+ > LR j
K,L=1

d k [pm
(YJ)(4)_ Z fIJ(LMfoLfM \I/

K,L,M=1 m
d kk/l
+ DR 7925t e i
K,L.M=1 m
d k\)l
+ DI /9% Rt i7E ‘
4 K,L,M=1 J I
d
k m
+ D Y 18 ik i K/

K,L,M=1 m J
d l
+ > e k
K,L,M=1 j
d m !
+ DD 715 112 it i Y
K,L,M=1 i

Tabla 2.1: Correspondencia entre los arboles ordenados monétonamente y las
derivadas de ordenes 1 a 4 de y”.
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El diferencial elemental F71(7)(yo) se trata de la suma sobre los n—1 indices no-raiz Ja, J3, . . ., J,,
de 7 del producto de las n derivadas parciales de las coordenadas de f asociadas a los indices J;

con respecto de las variables dadas por sus hijos correspondientes, 771(.J;).

Ejemplo 2.1 Para ilustrar el concepto de diferencial elemental, podemos considerar el arbol

ordenado mondétonamente de dos nodos

La diferencial elemental de f7 asociada a 7 resulta
d
F/(r)(y) =Y _ fifF,
K=1

que no es mas que la expresion de la segunda derivada de y”/.

Por otra parte, los tres arboles
k m l

parecen tener una estructura topologica similar. Ademas, los diferenciales elementales a los que

se asocian, respectivamente
DD /9% Sb 478 e > f M e E DD /0% 2k % el
K,L,M K,L,M K,L,M

coinciden, ya que en realidad los indices K, M y L varian entre los mismos valores, que son las

coordenadas 1 a d de y.

Por tanto, aunque 71,7 y 73 sean diferentes vistos como arboles ordenados monétonamente, en

realidad estan representando a un mismo diferencial elemental [5].

Resulta natural (teniendo en mente que nuestro objetivo es el de reflejar el comportamiento de
la derivacion y de la Regla de la Cadena a traves de los &rboles) ver que 7,72 y 73 comparten

una misma estructura si se eliminan sus indices.

Definicion 2.3. Dos arboles ordenados mon6tonamente 7,7 € LT, se dicen drboles equivalentes,
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v se denota por 7 ~ 7, si existe una permutacién

o: A, — A,
entre sus indices tal que o(j) = j, donde j es el nodo raiz de los arboles, y ademas coT =7o0

en A,\{j}.

Esta condiciéon quiere decir que o define una permutacion entre los indices A,, de tal manera que
al aplicarla sobre 7 resulta 7 y viceversa. Es decir, que los arboles no etiquetados asociados a

ambos coinciden.
Se puede probar que ~ define una relacién de equivalencia en LT, [5].
Haciendo referencia al ejemplo anterior, se tiene 7 ~ 19 ~ 73.

Denotaremos por T, al espacio cociente definido por la relacién ~, es decir
T,= LT,/ ~
y a la clase de equivalencia [t]. € T), se le llama drbol de orden n y se denotara sencillamente

por T.

Su orden se seguird denotando como o(7) y, ademés, denotaremos por «(7) al nitunero de ele-
mentos de la clase de equivalencia 7. Precisamente, a(7) no es més que el numero de posibles
arboles ordenados monétonamente que se pueden obtener a partir de 7. Existen varias formulas

para el calculo de a(7), pero excede de los objetivos de este trabajo (ver [7]).

De nuevo, resulta adecuado considerar @, el drbol vacio, como el tnico arbol de orden 0 y 79 : @

al anico arbol de primer orden.

Observacion 2.1. A partir del ejemplo y definicion anteriores, si se tienen dos arboles equiva-

lentes 71 y T2, entonces F(m1)(y) = F(m2)(y).

Volviendo al Ejemplo 2.1, la clase de equivalencia de los arboles 7,79 y 73 viene dada por el

\)

Observacion 2.2. Una vez introducido el concepto de &rbol de orden n como una clase de

arbol sin etiquetar de orden 4

equivalencia y teniendo en cuenta la Observacion 2.1, se tiene
Y F(#)(y) = a(n)F(r)(y), (2.9)

donde F(7)(y), en un abuso de notacion, representa al diferencial elemental asociado a cualquier

4rbol ordenado monétonamente de la clase de equivalencia 7.



2.1. Desarrollo en serie de la solucién exacta 23

A partir de ahora, para simplificar la notacion, se denotara indistintamente un arbol ordenado
mondtonamente que uno sin indices, aunque representen objetos matematicos diferentes. Las
diferencias en el trato y significado de tales objetos se interpretaran a partir del contexto de la

expresion en cuestion.

Por lo anterior, podemos enunciar el siguiente resultado para la derivada n-ésima de la solucion

exacta de la ecuacion diferencial del problema:

Teorema 2.1. Sea 'y una solucién de la ecuacion diferencial de (2.2). Entonces, bajo condiciones

suficientes de reqularidad, para cualquier n € N, se cumple

W)™ (to) = > F(r)(yo) = Y a(r)F(r)(yo)- (2.10)

TeLT, T7€T,

Demostracion. Apliquemos induccion sobre el orden n de derivacion de la componente J-ésima

y” de una solucién de la ecuacion diferencial con J = 1,...,d genérico.

Para n = 1, el tnico arbol mondtonamente ordenado de orden 1 y su respectivo diferencial

elemental es

w00 ) F (1) (y0) = £ (y0)

Luego se cumple, dado que y es solucion de (2.2),

> F(7)(yo) = F/(70)(y0) = £’ (v0) = (¥7)'(to).
TeLT,

Para n = 2, el tinico arbol de orden 2 y su respectivo diferencial elemental es

k
ST ¢ FY(m)(y0) = Yl £ ()% (30)

Por tanto, por la Regla de la Cadena, tenemos

d
> F/(7)(yo) = F/(m1)(y0) = Y fit(yo)F¥ (yo) = (v7)" (t0)-

TGLTQ K:l

Supongamos cierta la hipdtesis de induccién hasta el orden n — 1 de derivacion y veamos que

esta propiedad se mantiene para n:
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Partiendo de

LoV =2 [ X Fow )= X jt(F% )(30)).

T7€LTH_1 TelT,_

(v”) ") (1) =

donde se ha aplicado la hipétesis de induccion, el hecho de derivar (y”7)™~1)(ty) se traduce en
derivar los términos F’(7)(yo) para cada 7 € LT,,_1. Si se recuerda ahora la expresion (2.7), por
la Regla de la Cadena esto se corresponde geométricamente con la adiciéon de una nueva rama
con una hoja al 4rbol 7 en alguno de sus nodos a la hora de representar el sumando indicado.
Esto da lugar a varios &rboles de orden n a partir de 7, cada uno representando un tGnico término

de la derivada del diferencial elemental. Esta idea queda ilustrada en la Tabla 2.2.
k l m k I m
; m
k l k l
o \) ~ k/
J d g y
J J J
l | «am l Zm
2L
J J J

Tabla 2.2: Visualizacion de la derivacién en los arboles.

L Y] — If

En concreto, para el arbol 7 con o(7) = n—1, se obtienen n—1 nuevos arboles de orden n siguiendo
el proceso descrito. Asi, notando cémo se han definido los arboles ordenados mono6tonamente,
mediante este proceso se obtienen todos los arboles de orden n posibles y cada uno de ellos
aparece una unica vez. Por ende, el sumatorio de los diferenciales elementales de estos nuevos

arboles se esta realizando sobre la totalidad de LT,,. Con lo cual se llega a la expresion
(y") ™ (t0) Z F (7
TeLlTy
Queda asi completado el proceso inductivo.
Finalmente, la segunda igualdad del enunciado se deduce de la expresion (2.9). O
Como consecuencia inmediata de este teorema, se pueden expresar los términos del desarrollo en
serie de Taylor de y en funcién de los correspondientes diferenciales elementales.

Corolario 2.2. La serie de Taylor asociada a cualquier solucion y de la ecuacidn diferencial en

(2.2) se puede expresar, utilizando (2.10), como

y(to+h) =yo+ ) ( > F(T)(YO)> % =yo+ Y, (Z a(T)F(T)(YO)> % - (211)

n=1 \r€LT, n=1 \7€T,
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2.2. Desarrollo en serie de la solucion numeérica

Recordemos que el objetivo que perseguimos es desarrollar el error local

e(to, ;y) = y(to +h) — y(to) — h d(to, y(to), h)

en potencias del paso h. En la seccién anterior hemos analizado el desarrollo de la solucién exacta

y(to + h); nos ocuparemos ahora del desarrollo de la solucion aproximada

q
yi=yo+h> bf(gi)
=1

Observacion 2.3. Notemos que, dado que los términos g; e y1 en (2.4) se tratan como funciones
del paso h de integracién, para simplificar la notacién indicaremos las evaluaciones de estos valores

v sus sucesivas derivadas en el valor 0 como (gi)(")

h=0"

Un resultado que nos serd de mucha utilidad teniendo en cuenta la definicion de g; es la llamada

Regla General de Leibniz, que se trata de una generalizacion de la regla de derivacion del producto.

Lema 2.3. (Regla de Leibniz) Dadas dos funciones u y v n veces derivables, entonces el producto

uv también es derivable n veces y se cumple
" /n
()™ =3 <k> u—R) ()
k=0
donde, por convenio, se denota w(®© = w.

Particularizando esta férmula para v(h) = h, se tiene que

(n) — (n—1)
(ha() ™| = n ()| (212)

Demostracion. Ver [11]. O

De igual manera que se hacia con la solucién exacta, podemos obtener manualmente las primeras

derivadas de g;] :

Para n = 0, por la definicién de g;, se tiene

(g‘i])(o)‘ =g/|,_, =vi- (2.13)

h=0



26 CAPITULO 2. ANALISIS DEL ORDEN DE UN METODO RK

Para n = 1, considerando (2.12) y el resultado anterior, tenemos

(1)

q
(1)
&) "] = [P ast'(e). 8
h=0

; (0)
2.14
= Zazjfjg],...,g?) (2.14)

7=1
h=0

q
= ai;f’ (y0)
j=1

Para n = 2, dado que la idea de nuevo es aplicar (2.12), primero resulta necesario calcular

d
(f(g;) ' =D & ), (2.15)
K=1

Por tanto, utilizando la expresién de (gJK )(2) resulta

2
)], = hZaw (8], 8))
h=0
g (1)
=2 (Y ai,;f'(g),....8))
= (2.16)
h=0
(1)
_QZa” ( g],...,g;l))
h=0
_2Za1]angfK yO
7,k=1
Notemos que si derivamos de nuevo (2.15), obtenemos
d
(f'(g))) Z fn(g5) - (&) - ()W + > fllg) - (g (2.17)
K,L=1 K=1

Como también sucedia en la seccién anterior, el uso reiterado de la derivacién pronto se complica

enormemente.

De igual manera que habiamos considerado una familia de drboles ordenados monétonamente de
un orden n para representar los sumandos de (y” )("), en este caso podemos también relacionar el

comportamiento de la Regla de la Cadena en la derivacion sistemética de £7(g;) con una familia
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concreta de arboles.

En esta situacion, sin embargo, no es necesario trabajar con la familia LT,. Al derivar ng no se
estdn considerando sus derivadas parciales, sino su derivada total, ya que se trata de una funcion

real de variable real.

Con esta idea en mente, la familia de arboles buscada debe de segur las siguientes reglas |5]: cada

vez que se deriva, por la Regla de la Cadena debemos

= derivar el primer factor f I‘é 1.3 1o que supone anadir una nueva rama a la raiz j,

= aumentar el orden de derivacién de cada término dependiente de g; lo que supone alargar
la rama correspondiente. La longitud total de la rama indica el orden de derivacién de la

componente gK.

Veamos como se ilustra esta idea al calcular (f 7 (g)) ®), Aplicando de nuevo la Regla de 1a Cadena
a (2.17) obtenemos

@) = Y ) &0 gHD . (g

K,L,M=1
q q
+ > fenlg) (8P @)W+ > (g )V (8h)® (218)
K,L=1 K,L=1
q q
+ > fhulg) - )P @)D+ >0 k(e - (85
K,M=1 K,M=1

Si tenemos en cuenta las reglas anteriores, la construccion de la familia &drboles de orden 3 se
kel Al Tk I
o m
k l k l
s \) ~ k./
J J J
l l
\ {"f — m\)k

J

recoge en la Tabla 2.3.

o] — If

Som 3

Tabla 2.3: Construccién de los sucesivos drboles especiales.

En cada etapa, se anade una nueva rama a la raiz o se prolonga una rama ya existente. Las

dnicas ramificaciones se encontrarian en la raiz. Esa es la razon de que falte el arbol Y , dado
que su ramificacion no esta en la raiz. Asi, podemos identificar cada uno de los cinco &rboles que

hemos deducido con un tnico sumando de (2.18). Por ejemplo,
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E I m 4

~N - S )M ) g,
J K.L.M=1

l

kk/m d J K\ (2) 1My (1
‘ — Z fKM(g)(g&y )(g )( ).
J K M=1

Notemos que al interpretar una ramificacién concreta de un arbol, solo nos resulta relevante su
longitud (que indica el orden de derivacion) y el primer indice que no sea la raiz (que indica qué

componente g/ es la que se deriva). El resto de indices de la rama resultaran irrelevantes.

Definicion 2.4. Un arbol ordenado mondtonamente se dice especial si no tiene ramificaciones
excepto en la raiz. El conjunto de drboles especiales ordenados mondtonamente de orden n se

denota por LS.

Resulta evidente que LS,, C LT),. Ademés, en vista de esta definicién, para expresar los sumandos
de (fj(gj))(3) hemos hecho uso de LS3. Esta idea, que ya se ha visto en la seccién anterior para

expresar el desarrollo en serie de y, se adaptard para y;.

Antes de abordar el problema de relacionar (yl)(") con LT, debemos introducir un resultado
auxiliar, conocido como Fdérmula de Faa Di Bruno, que no es mas que la generalizacién de la

Regla de la Cadena para mayores érdenes de derivacion.

Lema 2.4 (Formula de Faa di Bruno). Para n € N y las funciones u, v, se tiene que

d
(u‘](v))(n_l) = Z Z uf(lme(v) : (vKl)((sl) ceee (VK’")((SW) , (2.19)

ueLSy, Ki,....Km=1

donde para cada drbol especial w € LSy, m es el nimero de ramas partiendo de la raiz y 9;
el nimero de nodos que tiene la rama i-ésima excluyendo la raiz. De tal manera, se cumple
n=14+014+ 4+ 0m.

Demostracion. Ver [5]. O

Los arboles ordenados mondétonamente, de manera alternativa a como los hemos introducido en

la seccién anterior, también admiten una definicién recursiva.

Si a un arbol 7 € LT, se le elimina su raiz, entonces da lugar a varios arboles 7, 72,..., 7%

no conectados llamados drboles hijos de 7. Reciprocamente, dados 71,7, ..., T, no vacios, se
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puede construir un arbol 7 de orden o(7) = 1+ o(71) + -+ + 0(7) uniendo las respectivas
raices de 7; con un nuevo nodo raiz. Ademas, esta representacién es tnica salvo permutaciones

de 7, 79,...,7Tm [2]. En tal caso, se denota
T=1[T1,7T2,. ., Tm]
y su construcciéon puede observarse en la Figura 2.1.

T T2 T

Figura 2.1: Arbol por recurrencia.

Como este proceso puede seguir haciéndose para los arboles hijos 71,7, ..., 7, hasta llegar a 79,

entonces todo arbol 7 no vacio se puede expresar en términos de 7.

También, resulta notable que esta definiciéon de arboles ordenados se puede trasladar de igual
manera a T),, ya que la clase de equivalencia asociada a un arbol 7 = [11,72,..., 7] € LT,

depende exclusivamente de las clases de equivalencia de los arboles hijos 71,72, ..., 7 [5].

Ejemplo 2.2 Si consideramos 7 el drbol ordenado monétonamente de orden 7

g3 da Lt

=

v eliminamos el nodo rafz, quedan tres 4rboles no conectados:

J3 J4 J7
71 -+ v T2 © ‘7.5 T3 : I
J2 J6

Con lo cual se tiene, aplicando este proceso inductivamente,

# = 1, 72,75 = [[r0, ol o, ol
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Definicién 2.5. Dado 7 = [11, ..., 7] € LT, expresado segun la definicion recursiva de arbol,

definimos la densidad o producto de inundacion de 7, v(7), de manera recursiva como

(o) =1, (1) =o(7) H v(73).- (2.20)

i=1,....m

En el Ejemplo 2.2, el producto de densidad del arbol estudiado resulta:

R ¥ js i jr jsodndr
\]2<I)]6 V°Js.-.I R
; J2 i 06 e
J1
V(7)) = 7 3.1.2 1-1-1=42.

Definiciéon 2.6. Dado 7 € LT, de indices A, = {j1 < j2 < ... < jn}, con j; la raiz del arbol,

denotaremos
q

(bjl (T) - Z aT(j2)>j2 e aT(jn)yjn’ (22]‘)

J2yejn=1

donde a;; es el elemento en la fila ¢ y columna j de la matriz A que define el RK (2.4).

Ademas, por convenio se considera ®;, (19) = 1.

La forma de trabajar con los arboles a partir de sus arboles hijos permite el calculo recursivo de

los diferenciales elementales y las expresiones ®;(7).

Proposicion 2.5. SiT = [r,...,7n] € LT, y k; denota el indice raiz del drbol hijo T;, entonces
d
F/(n)y)= Y i x,@Fn)(y)... FX (rn)(y)
Ki,..Km=1 (2.22)
d m
= > ok W][FE ).
Klv---vK'mzl =1
Ademds,
q q m
(1) = D Gk Gk P (1) Pk (T) = Y [ @ik ®h (), (2.23)
E1yeokm=1 Eiyeeskm=1i=1

Demostracion. Los resultados se obtienen agrupando por subérboles en las formulas (2.7) y (2.21)

respectivamente. O

De igual manera que sucedia con los diferenciales elementales, las definiciones de la densidad
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v(7) y de la expresion ®;(7) son independientes de los indices del arbol 7 concretos, luego estan

igualmente definidos tanto en LT}, como en T,,.

Ejemplo 2.3 En el Ejemplo 2.2 hemos considerado el drbol 7 de orden 7
J3 Ja Jr
\ J5 M J6
J2
J1

Podemos calcular ®; (7) de dos formas. Por un lado, aplicando directamente (2.21) obtenemos
®;, (1) = E , Aj1,52 Ajz,j5 Aj2,ja @j1.56 Ajs.j7-
j2"“)j7

Por otro lado, 7 = [r1, 72, 73] ¥ para los arboles hijos 71, 72, T3 se tiene

@5, (1) E :a]27J3 Ajo,jas @5 () =1, 5 (73) E :aJ67]7
73,74

Entonces, agrupando estos términos en ®;, (7), se obtiene

®; (7) = Z Wj1,5o Pja (1) @1 s Pis (T2) @5y s g (T3),
J2:35,J6

que no es mas que la expresion alternativa (2.23).

Estamos en posicién de abordar el resultado principal de esta seccidon, que establece una relacién
entre las derivadas n-ésimas de los términos g; del método RK y las de la solucién numérica y;

con los diferenciales elementales asociados a LT,.

Teorema 2.6. Para cualquier n € N la derivada n-ésima de g; satisface

ggn)‘h ) Z Z“W (7)(y0) (2.24)
TeLlTy,
y la solucion numérica cumple

= ) A D@ () F(T)(ve) = Y of Z yo).  (2.25)
i=1 ot

TGTn

Demostracion. Debido a la similitud entre las formulas de g; e y; en (2.4), desarrollaremos la

demostracién exclusivamente para g;. Para y; serd andloga.
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Apliquemos induccién sobre el orden n de derivacion de la componente J-ésima g;-] para algan
i1=1,...,qfijadoy J =1,...,d genérico.

Para n = 1 y 2, basta observar los desarrollos (2.14) y (2.16) junto con la definicion (2.21) de
®. Teniendo en cuenta que los tnicos arboles de 6rdenes 1 y 2 son respectivamente 7y y [p], se

verifican las formulas buscadas.
Supongamos que (2.24) sea cierta hasta el orden n — 1 y veamos que se cumple para orden n.

Por la Formula de Leibniz (2.12),

A continuacion, aplicando la Férmula de Faa Di Bruno (2.19) obtenemos

q d
(gij)(n)‘hzo = nZam Z Z f;](h_Km (gj) - (gJKI)(‘m .. (gf{m)(‘;m)
j=1

WELSn K1, Kup=1 b0

Dado que de la formula se tiene que n —1 = §; + - -+, entonces §; <n—1parai=1,...,m

v podemos aplicar la hipotesis de induccién a cada uno de los términos:
(64)
K;
(gﬂ' )

Introduciendo cada una de estas derivadas en la expresiéon anterior de (g;] )(n) y notando que

gilh_o = Yo, se llega a

q d m q
DN TD DD f;a,..Km<yo>H( > ) Zaj,kfbki<tz->FKi<ti><yo>).
j=1 k;=1

u€LS, K1,...,Km=1 =1 tiGLTgi

q
= 3 ) Y @i (8) Pt (v0), 0= L,...,m.
k=1

h=0 " t,eLTs,

(n)
(&)

Ahora bien, teniendo en cuenta que los sumatorios estan definidos sobre un nimero finito de

indices, es posible permutarlos de manera adecuada. De tal forma, resulta

(n)
CONIED DD DD D (I RRICS)
- UELSn t1 ELT51 tweLT57n
q q
. Z aij Z aj i, Pr, (t1)... @ ke Py (tm) (2.26)
=1 Kty kom=1
d
Ytk (o) FXU(t)(y0) . FF (tm)(y0)
Ki,...Kn=1

Llegados a este punto, solo resta relacionar esta expresion con la formula buscada. Para ello,
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resulta necesario justificar que, para cada tupla

(u,t1,...,tm), w€ LSy, t1 € LTs,,..., tm € LT;,,
exista un arbol 7 € LT, tal que satisfaga

1) =ny(tr) -y (tm),

d
F/(r)(yo)= Y fi k.0 FX (t1)(y0) ... FF(tm)(yo0),
Ki,o Kim=1 (2.27)
i(r) = > i (1) @k, P, (tm)-
k1yeerskm=1

El 4rbol 7 buscado se puede obtener si las ramas del arbol especial u se reemplazan por los arboles
t1,...,t, respectivamente (recordemos que m es el niamero de ramas de u y J; la longitud de la
rama i-ésima.). Los indices de este nuevo arbol se obtienen manteniendo el orden de las etiquetas

en cada t;.

Siguiendo la construccién por recurrencia de los arboles y los resultados (2.22) y (2.23), el arbol

buscado no es mas que

T = [tl,tg,...,tm].

De esta manera, cada 7 € LT, se puede construir mediante el proceso descrito y solo de una

manera, luego aparece una tnica vez. Por tanto, esta construccién da lugar a una biyeccion
(u,t1,...,tm) T = [tl,... ,tm],

que se puede observar en la Tabla 2.4.

Js
Ja Js Js Ja ) )
s . \ 2 3
J3 J7 W J v]
Jo Jé ; J1
J1

Ji
Js
J4 J8 J3 J2 Ja 3
J3 J7 ]]2
J2 J6 jl ,jl

Ji

U i to —

Tabla 2.4: Biyeccion (u,t1,...,ty) <> 7 = [t1,...,tm].
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Recordando (2.26) y (2.27), obtenemos la expresion buscada

heo Z Z a’Lj )(YO)v

TeLT,

(n)
(&)

con lo cual se ha completado el proceso de induccion.

(n)

Finalmente, para y; ’ el proceso es idéntico, pero sustituyendo a;; por b;. Para la segunda

igualdad basta notar la expresion (2.9). O

Estamos ahora en condiciones de desarrollar y; es serie de potencias:

Corolario 2.7. La serie de Taylor asociada a la solucion numérica y1 proporcionada por el

método RK (2.4) para el problema (2.2) se puede expresar, utilizando (2.25), como

Yilh—o = Yo + Z Z ~(T) Z bj®;(7)F(7)(yo) %
j=1

=1 LT,
"TTE (2.28)

n=1 \7€T,

o d "
=30+ Y [ 3 a0 X b FE ) | o
7j=1

2.3. Condiciones de orden de un método RK

Una vez introducidos los teoremas (2.11) y (2.28), podemos establecer una caracterizacion del

orden de consistencia p de un RK genérico en funciéon de sus coeficientes.

Si f es suficientemente regular, el error local asociado al método (2.3) en un instante ¢y con paso

h verifica:

(t07h y Y(tO +h

D DI ><yo>)’jj

n=1 \7€T,
p q hn
=20 2 () o hE M FE) o) | o+ O
n=1 \1€T, j=1 ’

=> of Zb(l) F(1)(y0) %-ﬁ-@(thrl).

n=1 \7€T,

Identificando ahora los términos de las sucesivas potencias de h, obtenemos el teorema deseado.

Teorema 2.8 (Caracterizacion del orden de un RK). El método RK (2.3) tiene orden p para
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cualquier problema del tipo (2.2) si y sdlo si para cada T € T,, con n < p se verifica

zq:bjcpjm S (2.29)
v(7)
=1

Demostracion. La condicion es suficiente como consecuencia del desarrollo anterior. Ademas, es

necesaria debido al hecho de que los diferenciales elementales asociados a arboles diferentes son

independientes; es decir, no pueden coincidir para distintos arboles (ver [5]). O]
o(T) Arbol 7 F/(1)(y) ~(7) Q;(7)
1 0 o £/ 1 1
2 | [m] I > fRfR 2 Dk Wik = Cj
3 | fonl N P fier £ 3 Yok 03k = Cf
- £l K gL 6 zk,l ajk0k,l =
[[70]] } >k r EictL S @5 kCh
4| 70,70, 7] \I/ Ycn EpaEEHEN LA ST agkaaa5m = ¢
JeK eLeM Zkl A5 kAk, 10k m =
([0, 70]] >k, oom SifryEE 12 PR T
o >k @5 kC,
70, [T fJ foL fM 8 Zk,l,m 5 k51,m =
[70, [70]] Q >k, fien £7 By S o CRAIC
- £l K gL gM 24 Zk,z,m A ke 1A m =
[[[7o]] > r.om Lickr £y > @k

Tabla 2.5: Arboles y parametros involucrados en las condiciones de orden hasta
orden 4. Se ha utilizado la condicion (1.13).

Si ahora nos planteamos la construccion de un método RK de ¢ etapas descrito como en (2.4)
(cumpliendo (1.13) y (1.14)) que alcance orden 4, por (2.29) junto con los parametros descritos
en la Tabla 2.5, las condiciones a imponer se recogen en la Tabla 2.6. Se obtienen 8 condiciones
no lineales que deben de verificar los coeficientes del método RK. En concreto, para obtener un
método de orden 4, es posible partir de un RK explicito de ¢ = 4 etapas. La determinacién de
sus coeficientes {a; ;}, {bi},{c;} se hace parametrizandolos hasta llegar a un sistema compatible
(ver [2]). Si se considerase de partida un método de ¢ > 4 etapas, entonces se tendrian varios

pardmetros indeterminados a modificar libremente.
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Arbol | Condicién
Orden 1: 0 Ej b =1
Orden 2: [ro] | X2;bjci=3
Orden 3: [70, T0] Zg b; c? — %

o) | by g = &

Orden 4: [r9,70,70] | >, bjcd = §

[[70,70]] | 2054 b5 @k ck = 15

[70, [70l] | 225k, b5 @ji Crck = %

ol | 31ty ane s — 2

Tabla 2.6: Condiciones de orden 4 para un RK.

La construccién de métodos de RK de orden superior a 4 resulta complicado incluso habiendo
desarrollado esta teoria, debido que la cantidad de condiciones (no lineales) que debe de verificar
crecen excesivamente (en especifico, a la par que el numero de arboles posibles en 7),). En la
Tabla 2.7 se incluye el nimero de condiciones para alcanzar un cierto orden y el nimero minimo

de etapas para que se puedan cumplir tales condiciones.

Orden Condiciones N© minimo de etapas

1 1 1
2 2 2
3 4 3
4 8 4
5 17 6
6 37 7
7 85 9
8 200 11
9 486 > 12
10 1205 >13

Tabla 2.7: Namero de condiciones de orden en un RK y el ntmero minimo de
etapas para que el orden sea alcanzable [2].



Capitulo 3

Analisis del orden de un método RKN

Como hemos comentado en el Capitulo 1, los métodos de Nystrom surgen de la observacion de
que es posible disminuir el esfuerzo e cdlculo que precisa un método de Runge-Kutta cuando se

utiliza para resolver un sistema diferencial de segundo orden

y' =£(ty,y’) (3.1)

con condiciones iniciales y(to) = n, y'(to) = n'.

El estudio del orden de los métodos de Nystrém tiene algunas semejanzas con el de los métodos
de Runge-Kutta (Capitulo 2), pero es mas complejo. También aqui nuestra cita principal seguira

siendo el libro de Hairer, Ngrsett y Wanner [5].

Definicion 3.1. Un método de Nystrém de q etapas para resolver numéricamente la ecuacion
(3.1) (junto con las condiciones iniciales) es un método de un paso que calcula una aproximacion
y1 de y(to+h) a partir de las aproximaciones yg e y(, de y(to) e y’'(to) respectivamente mediante

el siguiente algoritmo:

q q
k;:f to+cih,yo+cihy'0+h2Zdi,jk;,yf)—l—hZai,jk; , 1=1,2,...,q,
j=1 j=1

q
y1 =yo+ hyp+ h? 251 K., (3.2)
i—1

q
Yi=yo+h > bk

i=1

Los coeficientes {c¢;}, {b;}, {b;}, {ai;} v {@i;} para i,j = 1,2,...,q caracterizan al método de

37
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Nystrém, y se pueden recoger en la tabla de Butcher

c1|ai1 a2 ... Giq| Q11 a2 ... Qlg
C2 | Q21 G22 ... G24|G21 Q22 ... Q24
) c|lA| A
o abreviadamente .
bt | bt
Cq | Gg1 Qg2 .. Gqq |0Gq1 0Gg2 ... dggq
by by ... by b1 by ... by

Si las matrices de coeficientes A y A son triangulares inferiores estrictas, entonces los términos
k! estan definidos explicitamente. En tales casos el método de Nystrom se dice ezplicito; de no

ser asi, el método se dice implicito.

Con el cambio de variable Y = (;’,), el método RKN (3.2) se puede expresar como método de

un paso
Yl == YO + h¢(t07 Y07 h)7

cuya funcién incremento es

Yo +h 3 bi ké)

Vistos como tal, las caracterizaciones de consistencia, estabilidad y convergencia propias de los

métodos de un paso son aplicables a los RKN [5].

Ademas, el error local asociado al método viene dado por

elto,h;Y) =Y (to+h) — Y1 = <y(t°+h) _“) (3.3)

y'(to+h) =y}
donde Y es el valor aproximado que proporciona el método partiendo del valor exacto Yy en
el instante tg. Por lo tanto, un método RKN tiene orden p si e(tg, h;z) = O(hPT1), lo que es

equivalente a
y(to+h) —y1 =O("™),  y'(to+h) —y| = O(hP™). (3.4)

Las principales ventajas que reporta el uso de un método RKN respecto de un RK son princi-

palmente dos:

» permite trabajar directamente con las variables originales del problema y,y’ en vez de

considerar un cambio de variable que suponga un aumento del coste computacional,

= los coeficientes {a; ;} y {b;} pueden elegirse sin necesidad de que se verifiquen las condicio-
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nes (1.15) y (1.18). Es decir

q q
Q;5 = Z ik Ok 5, b; = ij Qj.i, (35)

k=1 j=1
para 4,5 = 1,...,q, con lo que se obtiene mayor grado de libertad para satisfacer las

condiciones de orden

Ejemplo 3.1 Un método RKN que no cumple con las condiciones (3.5) viene dado por la tabla
de Butcher [3]

0

1)1 1

2| 8 2

1|11 1

215 O 0 3

110 0 1 001
1 1 1 1 1 1 1
566 9/ 35 3 &

Se trata de un método explicito de orden 4 cuyas aproximaciones vienen dadas por

ki = f(to,y0,¥0)

1 1 1 1
p="f <t0 + ih,}’O + §hY6 +h2§ Y0 +h2k/1>

1 1 1 1
3=f <750 + §h,}’0 + §hY6 + hzg LYo +h2k/2>

1
K, = f(to + h,yo + hy} + h?5 5 yo + hkb)

k! k! k!

— hvh -2 2L 4 22 4 28
Y1 =Yo+ hyy+ <6+6+6
k! k! k! k/

Py o p (2L 22 4 28 4 ™)
Yi=yo+ (6+3+3+6

3.1. Desarrollo en serie de la solucién exacta

De igual manera que en el Capitulo 2, sin pérdida de generalidad' podemos restringirnos al

estudio de ecuaciones diferenciales auténomas de la forma

y' =£(y,y"), (3.6)

!Basta considerar el cambio de variable z = (¢t,y)”, 2z’ = (1,y’)” y notar que, dado que ¢’ = 0, la ecuacién
diferencial (3.1) es equivalente a z” = F(z,z) = (0,f(z,2"))" .
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con f: R? x R? — R%. Como hicimos anteriormente, la coordenada J de un vector se denota son
un superindice J. Asi:

(yJ)// = f‘](y17 A ’yd7yll7 R ,y/d)‘

Derivando sucesivamente esta expresion y utilizando (3.6) obtenemos:

d d
of’ of’
J\m 1K K
= — + f 3.7

y”) K§:1 JKY K§:1 oy’ (3.7)

d

0*f

(yJ)(4) _ 2 : —— /K /L+ } : ey /K L

K,L dy* oyt K,L= 18y ay’

) ] (3.8)
Z 82f K /L+ Z azf foL
+ K L K L
K,L=1a "o K,L=1 Oy oy’
zd: of7 ofk . Zd: ot7 ofk |
K L K L
K,L=1 Oy'™ Oy K,L=1 dy™ oy’

Este proceso se vuelve rapidamente complicado debido a que resulta necesario, a diferencia de
como sucedia para ecuaciones diferenciales de primer orden, distinguir entre y e y’ a la hora de
considerar las derivadas parciales de f(y,y’), lo que da lugar a términos que son un producto de

funciones de naturaleza distinta.

Sera util reproducir el comportamiento de este fendémeno graficamente, mediante una familia
de arboles adecuados [5]. Para distinguir las derivadas respecto de y e y’ en los nodos de esos
arboles, tendremos que considerar dos tipos de nodos, que denotaremos ‘flacos’ y ‘gordos’. A este
tipo de arboles se les denominard N-drboles, en honor a Nystrém. Un N-arbol de orden n es un
grafo de n vértices (que pueden ser ‘flacos’ o ‘gordos’) y un cierto ntimero de arcos conectando
cada nodo (nodo hijo) a un tnico nodo en un nivel inferior (nodo padre), de manera que en el
nivel mas bajo solo haya un nodo gordo (raiz) y que cada nodo ‘flaco’ tenga a lo sumo un hijo y

este sea ‘gordo’ [3].

Definicion 3.2. Un N-drbol mondtonamente ordenado de orden n es un par (7,7'), donde 7 es

un arbol monétonamente ordenado (ver Definicion 2.1)
T: A \{j1} = 4,
con A, ={j1 <j2<...<jn}y 7 esuna aplicacion

7 A, — {flaco’, ‘gordo’}
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que satisface:

» 7/(j1) = ‘gordo’. Es decir, la raiz del arbol es un nodo gordo,

= un nodo flaco tiene a lo sumo un tinico nodo hijo y este debe de ser gordo.

El motivo para considerar la segunda condicién es que todas las derivadas de y se pueden expresar,
a excepcion de la primera, en funcién de f. Por tanto, no es necesario realizar la distincién entre

todas las derivadas de y e y’, sino solo en los términos de primer orden.

En un abuso de notacion, al N-arbol monétonamente ordenado (7, 7’) se le denotara sencillamente
por 7. Ademaés, denotamos al conjunto de todos los N-arboles de orden n como LNT, y, dado

un N-arbol monétonamente ordenado 7 = (7,7'), se denota por o(7) a su orden.

Llamaremos nodos hoja a los nodos sin hijos del N-arbol.
De igual manera que con los arboles ordenados monétonamente, los N-arboles ordenados mo-
notonamente se pueden asociar con una familia de grafos. Para distinguir entre nodos gordos y

flacos, representaremos los nodos gordos como nodos sin relleno (o), mientras que los flacos seran

nodos con relleno (e).

Ejemplo 3.2 El N-arbol ordenado monétonamente de 4° orden dado por las aplicaciones

2 Lo, g3y da} — L1, jos jas gt 7' {1, J2, J3, ja} — {flaco’, ‘gordo’}
jo — 41 J1 — ‘gordo’
A jo — ‘flaco’
Ja— 1 j3 — ‘gordo’
ja — ‘flaco’

se puede representar mediante el grafo

J3

. J4
”R/

J1

Observaciéon 3.1. Resulta conveniente considerar al N-arbol vacio ) como el tinico N-arbol

. J L.
ordenado monétonamente de orden 0 y a 79 : © como el tnico de orden 1.

Analogamente al concepto de diferencial elemental (2.7) definido en LT,,, podemos identificar los
N-arboles de orden n con los términos presentes en la derivada n-ésima de la solucién exacta y
de (3.6).
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Definicién 3.3. Dado un N-arbol 7 € LTN,,, se dice diferencial elemental de £/ asociado a T

en (y,y') y se denota por
F/(m)(y,y") (3.9)

a la expresion dada por la suma sobre los indices asociados a los nodos gordos de 7 (excluyendo

el nodo raiz) y a los nodos flacos finales de 7 del producto de términos:

b K
8a+ +Cf .

' / ..
(l) 8yU1 .. 'ayU‘layLl . _8yLbay1M1 B .8y'MC (Ya y ) 0o (Zl) y

Los términos de tipo (i) aparecen si un nodo gordo k esté conectado con a nodos flacos hoja
Ui, - - -, Ug, con b nodos gordos l1,...,0, a través de un nodo flaco, y directamente con ¢ nodos

gordos myq, ..., m.. Es decir, se tiene un nodo de la forma

donde no se han incluido los indices asociados a los nodos flacos no finales porque no son relevantes

para el calculo.

Ademas, si a = b = c¢ =0, es decir, el nodo gordo concreto es un nodo hoja

Ok

entonces se considera el término £%.

Un término de tipo (ii) aparece si el nodo flaco k es un nodo final, es decir, se tiene un nodo de

la forma

----®
oy

Notemos que, si bien se consideran en la definicién de LT N, los indices asociados a nodos flacos
no-hoja para continuar con la notacién estandar de arbol ordenado mono6tonamente, estos no

seran relevantes a nivel practico.
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Ademas, al vector ,
F(r)y.y) = (F .y, FU7).5")

se le llama sencillamente diferencial elemental de £ asociado a 7.

Por convenio se consideran

F'0O)(y,y)=1 vy Fl(ro)yy)=f"

Ejemplo 3.3 El diferencial elemental asociado al N-arbol 7 introducido en el Ejemplo 3.2 resulta

[

k‘bm R FJ Z ()Qf/ L
dyLdy U

j L,M=1

Como se comentaba en la definicién previa, el indice k no estd implicado por ser un nodo flaco

no-hoja.

En la Tabla 3.1 se incluyen las primeras tres familias de N-arboles monétonamente ordenados

junto con las expresiones analiticas de las primeras derivadas de la soluciéon y de (3.6).

Considerando los diferenciales elementales (3.9) asociadas a los arboles de LT Ny, LT Ny y LT N3
en la Tabla 3.1, podemos identificar cada sumando de (y” )(”) con un Unico diferencial elemental
asociado a un N-arbol de LT N,,_1.

Observacion 3.2. Igual que en la Definicién 2.3, si en LT N3 consideramos los siguientes N-

arboles mondtonamente ordenados
J2 \/js J2 \/js
N J
entonces sus respectivos diferenciales elementales vienen dados por
2 20
Z 0 f ! fngljg Z ot /Jgf]g
ay/JzayJ;g 8yJ28y/J3 :

J2,J3=1 J2,J3=1

Si f es suficientemente regular, tales expresiones coinciden por la igualdad en las derivadas
cruzadas (Teorema de Schwratz). Ademés, ambos N-arboles coinciden si eliminamos los indices

asociados a cada nodo.
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Ord N-Arboles Ordenados
raen Derivada Mono6tonamente de orden
n n—1
9 ( )(2) —f/ °J

d k
of’ .
¥ = > ey IJ
3 K=1
d k
of’
fK
- ¥
k l
L N
(y )(4) Z IK 1L ]
K,L=1 Oy* oyt
’ k l
+ Z /KfL v
AvK Av/L J
K,L=1 3y ay
l
d
of’ I
+ > o f Ik
= 9y J
d k l
02t/
4 ¥ Kyt N
K,2L;1 (3y’K3yL ]
d
o0f Kol k !
s Y gt N
K,L=1 J I
. i of’ ofk . }k
S 8le 8yL 7
’ l
d
ot/ 8fK
+ Z o N K /L Ek
Kl Y dy J

Tabla 3.1: Correspondencia entre los N-arboles ordenados mondétonamente y las
derivadas de ordenes 2 a 4 de y”’.

Surge asi el siguiente concepto [5]:

Definicion 3.4. Dados dos N-arboles mon6tonamente ordenados (71,71 ), (72, 74), se dicen equi-
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valentes si solo difieren en cuanto a la permutacion de sus indices, es decir, si tienen mismo orden

n y existe una biyeccién
o: A, — A,

con o(j1) = j1 cumpliendo

T100 =00T2 ¥ T{OU:TQ.

Dicho de otra forma, existe una permutacion de los indices de 7 respetando la asignacién gordo-

flaco de sus nodos tal que resulta 7o (y viceversa).

En la Observacién 3.2 bastarfa tomar ¢ dado por
o(ji) =j1, o(j2) =Js vy o(js) = jo

De nuevo, la relacién “ser equivalente” define una relacion de equivalencia sobre LT N,,. A una
clase de equivalencia se le llama sencillamente N-drbol de orden n y se denota como la estructura
del grafo asociado al N-arbol monétonamente ordenado sin indices. Al conjunto de todas esas

clases de equivalencia se le denota por NT,,.

Siguiendo la linea del Capitulo 2, denotaremos idénticamente a un N-arbol monotonamente
ordenado y a su clase de equivalencia. Ademés, dado 7 € NT,,, se denota por «(7) al numero
de elementos de la clase de equivalencia 7, que no es mas que el namero de posibles etiquetados

diferentes que se le pueden asignar en LNT,,.

En la Observacion 3.2, su clase de equivalencia viene dada por el grafo
N

Se tiene a(7) = 2, ya que resulta indistinguible considerar \/ que \/ El resto de elementos

de LNT3 conforman su propia clase de equivalencia de cardinalidad 1.

Si 11,7 € LNT, son dos N-arboles equivalentes, entonces coinciden sus diferenciales elementales
F/(r) = F/(r).

Sea ahora 7 € NT),, en un abuso de notacién, se denota
F/(r) = F/(3),

donde 7 € T es cualquier representante de la clase de equivalencia de 7.
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Se cumple, en definitiva, la siguiente propiedad:

Y F'(#) =a(r)F/(r). (3.10)

TET
Podemos entonces enunciar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.1. La solucion exacta 'y de (3.6) satisface, para cualquier n > 2,

W™= > FOy)= Y a@F@l.y). (3.11)

TELNT, _1 TENT, 1

Demostracion. Apliquemos induccion sobre el orden n de derivacion. Basta probar la primera
igualdad para la J-ésima componente de y con J = 1,...,d genérico. La segunda se deduce a

partir de la primera gracias a (3.10).

Para n = 2,3 y 4 se cumple el resultado buscado, basta volver a ver la Tabla 3.1.
Supongamos que (3.11) sea cierto hasta orden n — 1 y probemos que es cierto para orden n:
Por hipétesis de induccién tenemos

) =S () = 3

TELNTy, 2

4 )y )).

Ahora bien, derivar F(7)(y,y’) con respecto de t se traduce, por la Regla de Producto y de la
Cadena, y atendiendo a la definicion de diferencial elemental, en derivar un producto de términos

de tipo (i) y (7). Esto da lugar a una suma de las derivadas de cada uno de estos términos:

» Sise deriva un término de tipo (i), entonces se tiene la suma

0 potbteeK e
. a+1
dyUet oyUr . oyUedylr . oyLedy ™ gy Me Y *
0 AN Mt

* Oy'Me+1 gyUr || gyUadyls | gyLlegy™i . Jy'Me
multiplicada por el resto de términos del producto original.

Esto es graficamente equivalente a considerar la suma de los diferenciales elementales aso-
ciados a los dos arboles resultantes de anadir a 7 en k un nuevo nodo flaco y un nuevo

nodo gordo respectivamente.
» Si se deriva un término de tipo (ii), entonces la expresion resultante es idéntica, a excepcion
de que el término y'X se susitituye, dada la ecuacion diferencial (3.6), por £X.

Graficamente esto es equivalente a considerar el diferencial elemental asociado a 7 anadien-

do un nodo gordo al nodo flaco k. Esta idea se ilustra en la Tabla 3.2.
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k ok !
S NN

J
oj
l
N T e {’?
J J J

Tabla 3.2: Visualizacién de la derivacién en los N-arboles.

Los arboles construidos en este proceso son todos de un orden superior a 7, es decir, de orden
n — 1 y atendiendo a la definicién de LNT,,_1, son cada uno de los arboles de orden n — 1 que

se pueden construir a partir de 7. Ademas, cada uno de ellos aparece una tnica vez.

De esta manera, el resultado de derivar > c;np F7(7)(y,y") es la suma de los diferenciales

elementales asociados a todos los elementos de LNT,,_1. Es decir:

yH™="> F@yy),

TELNT, 1

que es el resultado buscado y con el que queda completo el proceso de induccién. O

Corolario 3.2. La serie de Taylor asociada a una solucién y de la ecuacion diferencial del

problema (3.6) se puede expresar, utilizando (3.11), como

(o.) hn
y(to+h) =yo+yoh+ Y > F(n)(yo¥) o
n=2 \7€LNT,_; '

(3.12)
(0.) h”
=yo+yoh+> [ D a@F)(yoyh) i
n=2 \7€NT,_ ’
De igual manera, para'y’ se obtiene
ot =v+3 [ 5 FOmewn | L =i+ 3 3 amF@ ey | L
y (to Yo Yo0,Yo ol Yo Yo0,Yo nl
n=1 \T€LNT, n=1 \7eNT,
(3.13)

3.2. Desarrollo en serie de la solucion numeérica

En esta seccién se busca obtener un desarrollo en serie de la solucién numérica y; (3.1) en

términos de los sucesivos diferenciales elementales dados por (3.9). Para el problema auténomo
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(3.6), el método se puede reescribir de forma anédloga a (2.4):

q
gi=yotcihyo+ Y ai;h?f(g;.g)), i=12...4q

j=1
q
j=1
q
yi=yo+hyo+ > bih’fgigl),
=1

q
Yi=yo+ Y bihf(gg)
=1

(3.14)

De nuevo, los términos y1,y}, g v & son funciones del paso h de integracion del RKN, pero para
) Y1,¥1:8: Y 8; g

simplificar la notacién, se indicaran sus evaluaciones y las de sus sucesivas derivadas en h = 0

como (y7)|,_o, como ya hicimos en el Capitulo 2 (véase la Observacion 2.3).

Ademés de la formula (2.12) obtenida en el capitulo anterior, también sera de utilidad el siguiente

resultado, que se deduce de la Regla de Leibniz para v(h) = h%:

(W a()™| = ntn—1) @) .

Veamos ahora la naturaleza de las primeras derivadas de los términos g; y g;.

Para n = 0 basta evaluar las expresiones (3.14)

(g;])(o)’hzo =¥,
&), =5

Para n = 1 notamos que, por ser y(‘)] e y6‘7 constantes y por (2.12), entonces

(&/)"] _ =cvi
o - -
)",y = | 2wt (e 8) =>_aisf (o, ¥p):
j=1 Jj=1

Para n = 2, utilizando (3.15), (3.17) y dado que se tiene

d d

a d of’ 1) of’ (1)
(fJ(ggwg;')) = ﬁf‘](gj,g;) = Z v K (gf) + Z doy'K (ggK)
K=1

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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entonces obtenemos

q
(g;])@)‘ = h’ Zalﬂ gJ7gj) = 2262,] fJ(y07Y6)7

(ggj)@)‘ 0 hZCL” g]7gj)

E afJ of’
~23 s (30 0 600+ 3 e @ ><”)
j=1

K=1 K=1

d ¢ o’
_ E : o E : 1K
=2 ‘ @i, Cj 8yK y
Jj=1 K=1

h=0

+2 Z ;5 Qj ks Z 8 /K
=0

7,k=1

®3)
Para (gf) se procede como en la ultima expresion:

(3)
(3) Z
J) ’h:O = | » ai; £ g], gj)

h=0

d O
:6251'73'0]'27[(}’ +6Zam%kz§ i f

j=1 k=1 %Y h=0 Gk=1

49
(3.18)
K(yo,¥0)
(3.19)
K(y0,55)-

Resulta necesario en este punto establecer una construccién recursiva de los N-arboles. Si bien

en [6] se indica una posibilidad para esta idea, se ha considerado mas adecuado adoptar una

notacion distinta.

Definicion 3.5. Sean m,k,w € Ncon 0 < m < k < w y sean Tm+1, Tm+42, - - -

mondétonamente ordenados no vacios. Entonces denotamos por

(05 Tontds o v o s T Thtly - -+ Tw)

al N-arbol monétonamente ordenado obtenido como sigue:

se considera un nodo raiz gordo,

de la raiz salen m nodos flacos hoja,

los arboles 7,41, ..., 7Tk se conectan con la raiz mediante un nodo flaco,

los arboles 7;41, ..., 7Ty se conectan directamente a la raiz.

, Tw N-arboles

(3.20)

Los indices del nuevo arbol se le asignan siguiendo el orden en que se anade cada elemento y,

dentro de cada uno de estos, segtin el orden de los indices del arbol ;.
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De tal manera, se tiene un arbol como el representado en la Figura 3.1.

Tl Tk Tkl e Tw

Figura 3.1: N-Arbol por recurrencia.

De nuevo, a los arboles 7,41, Tm+2, - - -, Tw se les denominard N-drboles hijos.

Notemos que esta construcciéon se puede considerar idénticamente tanto en LNT,, como en NT,,,
ya que la clase de equivalencia de [m; Tpm41,- -+, Tk} Tht1s - - - » Tw) depende exclusivamente de las

clases de Ty41, .-+, Tw-

Observacion 3.3. Siguiendo esta notacion, todo N-arbol 7 de orden o(7) > 1 se puede expresar

por recurrencia y tal representacion es tnica salvo permutaciones de sus N-arboles hijos.

A diferencia de c6mo se comentaba en el Capitulo 2, al eliminar la raiz de un N-arbol definido
por recurrencia, no se obtienen necesariamente w N-arboles, ya que en concreto las primeras k

ramas contradirian la definicién de N-arbol (pues el nodo raiz seria flaco).

Ademas, dado el arbol 7 = [m; Tyg1, .oy Tk 5 Tht1s - - - » Tw), denotaremos por comodidad (y siem-
pre que se trabaje en LNT,) a la raiz de 7 por j, a los m nodos flacos hoja por ji,...,jm y a

las raices de 7; por j; parai=m+1,..., w.

Los indices asociados a los nodos flacos que conectan la raiz con 7,41, ..., 7% no toman ningin
rol en el computo del diferencial elemental asociado. Por tanto, aunque desde un punto de vista

tedrico es necesario asignarles un indice, estos no seran relevantes en lo que sigue.

Proposicion 3.3. El N-darbol 7 = [m; Tpng1, - Ths Thl,-- - Tw) tiene orden
k w w
o) =m+1+ > (olm)+ D)+ > om)=m+k+1+ > oln)
i=m+1 i=k+1 i=m+1

Notemos que, considerando la definicién por recurrencia de los N-arboles, todos ellos se pueden

expresar en términos de 7y anidando la notacién descrita.

Ejemplo 3.4 Varios N-arboles expresados como en (3.20) son:

9%
LOJ

053] =70
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J1 J3

(13 705 70] :

La notacién recursiva se puede anidar para representar N-arboles mas complejos:

l
; K
J1 .
k J3
(150055 70) 5 (155 ]] /

[gualmente a como sucedia en el Capitulo 2, gracias a la notacion (3.20) podemos expresar los
distintos pardametros asociados a los N-arboles en funcién de sus N-arboles hijos, lo que serd de

mucha utilidad.

Proposicion 3.4. Dado el N-drbol 7 = [m; Tmi1, -« Tk} Thtls-- - Tw), €ntonces se tiene
d 8wf'] m w
J _ 1J; Ji (.
F (T) - Z 8yJ1 . 8me 8me+1 L aka 8y‘]’€+1 o aij Hy A H F (T’L)‘ (321)
J1yeJw=1 =1 i=m-+1

Demostracion. Basta identificar en la formula de los diferenciales elementales (3.9) los términos

asociados a los arboles hijos.

Notemos que w es el ntmero de ramas saliendo del nodo raiz de 7. Las derivadas parciales
Oy’1 ... 0y’m estan asociadas a los nodos flacos hoja conectados con j, dy’m+1 ... dy”* con los

arboles conectados a través de un nodo flaco con j y dy’/s+1 ... dy’/» con los arboles conectados

directamente. El término [}, y’/¢ proviene también de los nodos flacos hoja y [T, 44 Fi(1))
del resto de ramificaciones de j (recordemos que los nodos flacos que unen j con 7,41, ..., T 1O
se consideran en el diferencial elemental de 7). O

Consideramos ahora dos pardmetros més asociados a los N-arboles: la densidad y el parametro

®, que de nuevo se veran involucrados en el desarrollo en serie de y; e y].

Definicion 3.6. Dado (7,7) € LNT,, definimos la densidad de (7,7') como la densidad del

arbol monoétonamente ordenado asociado

Y((r, 7)) = (7). (3.22)

Ademas, en un abuso de notacion, indicaremos sencillamente y(7) como la densidad asociada al
N-arbol.
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Proposicion 3.5. Dado el N-drbol T = [m; T, -« Ths Thal,- -« Tw)], entonces su densidad

puede expresarse recurrentemente como

k w
Ym) =1, )=o) [[ () +Drm) [] v(). (3.23)
i=m+1 i=k+1

Demostracion. Basta recordar la definicion (2.20) de densidad de un arbol y tener en cuenta

la definicién por recurrencia de N-arbol, ilustrada en la Figura 3.1. En particular, para i =

m+1,...,k, el término asociado a 7; es (o(7;) + 1) v(7;) porque que hay un nodo flaco que lo
une con la raiz de 7; para i = k+ 1,...,w, el término es y(7;), ya que los arboles 7; estan
directamente conectados con la raiz. O

Para ilustrar este concepto, veamos la densidad del N-arbol 7 = [1; 2 =[0;; 70] ; 3 =[1; ; ]]

que considerdbamos antes. Veamos el célculo tradicional y comparémoslo con (3.23):

l l l
» jo g ~ %Jé 63 , I]é 63
J . J1 . Wi P
k 73 .. k Ijg o. ek 03
J J J
y(7) = 7 1-3-2 2.1=84

Ahora, dado que (1) = v(73) = 2, entonces se tiene

Y(7) = o(7)(o(m2) + )y (mo)y(r3) =7-(241)-2-2 = 84.

Definicién 3.7. Dado un N-arbol 7 € LNT,, de indice rafz j, denotamos por ®;(7) a la suma

sobre los indices de los nodos gordos de 7 (excepto su raiz) del producto de términos:

= ay si el nodo gordo k tiene un hijo gordo [,
» ay si el nodo gordo k estd conectado a través de un nodo flaco con el nodo gordo [,

» (ci)™ si el nodo gordo k tiene m nodos hijos flacos hoja,

donde los coeficientes ayy, ag; y cx son los coeficientes en (3.2) que definen el RKN.
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Por ejemplo, para el arbol 7 =[1; 75 =[0;; 10] ; 73 = [1;; ]], se tiene

l
. m
71 22 » q
B ()= Y 6 s

J2,l,js=1

Pero es que, si notamos que los términos en rojo estan asociados al N-arbol hijo 79 y los azules

a 73, entonces surge la siguiente propiedad:

Proposicion 3.6. Dado el N-drbol 7 = [m; Typs1, -+, Tk Thtls - - -, Tw] de nodo raiz j, entonces
se tiene

k w
)= D ()™ 1] @ @) ] @i @57 (3.24)

JmA1sJw i=m+1 i=k+1

Demostracion. De nuevo, basta tener en cuenta la Definicién 3.7 del pardmetro ® y asociar

términos en funcién de los N-arboles hijos de 7. O

Debemos ahora adaptar la Formula de Faa Di Bruno (2.19) para la situacién en que se tenga
u(wi,we). En este caso, y dado que en la formula original v representa una funcion vectorial,
puede tomar el rol v = (wy,ws2)T. Ahora bien, serd necesario distinguir en (2.19) si se estd

considerando la derivada parcial respecto de la componente wy o respecto de wo.

En la férmula de Faa Di Bruno se consideraba la familia de arboles especiales LS,. Cada uno
de ellos representaba un sumando de la derivada de u(v) y en concreto cada rama indicaba el
orden de derivacién total de una componente de v. Es decir, el hecho de que un arbol especial

tuviese una rama de longitud m e indice inicial k se reflejaba en el término (v)(™).

Reproduciremos esta idea en una familia concreta de N-arboles gracias a la cual podremos dis-

tinguir la componente y el orden de derivacién de los términos w1 y wo.

Definicion 3.8. Un N-arbol 7 se dice especial si:

= no tiene ramificaciones mas que en la raiz,
= solo el nodo raiz puede tener hijos flacos.
La segunda condicion se considera precisamente con la finalidad de distinguir con los nodos flacos

los términos asociados a wi y con los nodos gordos las derivadas de wa.

Al conjunto de los N-drboles especiales mondtonamente ordenados de orden n lo denotaremos
por LNTS,,.
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Por ejemplo, el primer orden en el que se diferencian LNT'S,, y LNT,, es para n = 3.

l l
LNTS3 = }k Ik lq\/pk lq\/)k l\\/)k £ LNTy
J J J J J

va que el N-arbol % no cumple la segunda condicion.

En definitiva, se tiene el resultado:

Lema 3.7 (Formula de Faa di Bruno Adaptada). Para n € N, n > 1 y las funciones u, wi, wa,

se tiene que

(uJ(Wl, W2)) (n—l) =

Z i ovu’ (w1, w) H <W1J2> (8;+1) | l—w[ <Wé]i>(6i),

J1 Jk Jk+1
WELNTSy, Jy,oJop=1 owi' ... OwF 0wy T L OwyY
(3.25)

donde para cada uw € LNTS,, w es el nimero de ramas partiendo de la raiz, 6; el nimero de

nodos gordos que tiene la rama i-ésima excluyendo la raiz y k el ndmero de ramas que empiezan

con nodo flaco. Notemos que puede ser 6; = 0 para i = 1,...,k en el caso en que se tenga un
N (D)
término (wl‘h) :

De tal manera, se cumplen =14+ (61 +1)+ -+ 0+ 1)+ 011+ + dy -
Demostracion. Basta tener en cuenta el desarrollo visto para la férmula original (2.19). O

En concreto, nos interesa particularizar la formula (3.25) para £7(g;, g!) y expresar los N-drboles

especiales de manera recursiva:

(fj(gug;))(n_l) =

d oug
(g 8))
ueLzN:Ts,,, Jl"%;}l Ay’ ... QyIm dyIm+1 . QyIk Oy Tkt . Qy!Tw O (3.26)

ﬁ( ;]l>(1) ﬁ (g%]l)(lsl—i-l) lw—I (g;‘]’)(él),

=1 l=m+1 I=k+1

donde para cada u € LNT'S,, se tiene u = [m; Tyna1, -+, Tk} Thtls---»Tw) Y 0; # 0 es la cantidad

de nodos gordos que tiene su rama i-ésima.

Una vez introducidos los resultados anteriores y habiendo considerado la definiciéon de N-arboles
por recurrencia, podemos abordar el resultado principal de esta seccion. Se puede establecer la

siguiente relacion entre las sucesivas derivadas (g;)" ") y (g/)(™ de la definicion (3.14) de un
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método RKN con la familia de N-arboles LNT,, como sigue:

Teorema 3.8. Dado n € N, la derivada (n + 1)-ésima de g; y la n-ésima de g, satisfacen:

)" = 1) Y ) Y () F(r)(vo, vh),

h=0
T7€LNT,

= > )

T€LNT, j

(3.27)

M- 1]M-

(g)™ a;,; (1) F(7)(y0, yh)-

1

Demostracion. Basta probar las relaciones (3.27) para las componentes J-ésimas g7 y g’/ para

un J =1,...,q genérico.

Apliquemos induccion sobre el orden n de derivacion.

Para n = 1, el anico elemento de LNT} es 19 : “Z) , de parametros

F/(10)(y0,50) = £/ (y0.¥0), ®j(r0) =1, ~(70)=1.

Luego de (3.17) y (3.18) se tiene que

®(70)F” (70)(y0, ¥0),

i
Sl

q
(&)?] _ =2 @ vo.v6) = 1+ 1))

<.
Il
—

]:

q
(g?})(l)’hzo = a7 (y0.70) = (70 Zaw (70)(yo0, ¥0)-

Para n = 2 basta realizar las mismas comprobaciones en (3.18) y (3.19) con la familia LNT5.

Supongamos ahora que la hipdtesis de induccion sea cierta hasta orden n — 1 y veamos que

entonces se cumple para orden n.

Dado que n > 2, entonces de (3.14) y la Formula de Leibniz (3.15) se tiene

(n+1)
(gz)(nH ‘ = | Za” gjvgj (n+1)n Zaw (g5 8 ]))(n—l)‘hzo.
h=0
Aplicando (3.26), el término de la derecha resulta
(n+1)n Zaw Z Z ale. 8y’Jw ﬁ( Jl>(1) ﬁ (g}h)(aﬁl) l_w[ (g;'Jl>(§l)
' WELNTSy, Ji,.... Jw l=m+1 I=k+1 he0

Ahora bien, dado que se tiene & <n—2paral=m-+1,....kyy <n—1paral=k+1,..., w,

podemos aplicar la hipétesis de induccion en los dos ultimos productorios de la expresiéon anterior
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y se puede aplicar (3.17) en el primero. Resulta asi

oL O
(n+1)n Za” Z Z Ayt ... 0y e H Jy/Jl

WELNT Sy J1,....Jw

k
II G+0 D ) a5 () F(m)(yo, v0)-
l=m+1 TZGLNT(;Z 7

IT > @D a5 %) F (7)o, vo)-
Ji

I=k+17ELNT;,

Dado que los sumatorios son finitos, podemos reordenarlos coherentemente y resulta

(n+1) > > Yy <n ﬁ(élﬂ)ﬁy(n))

WELNTSy T 1€ELNTs | TwELNT;, l=m+1 l=m+1

k w
Soa | D I ma®im) I @i (3.28)
j

JmA1smjw l=m+1 I=k+1

vt/ g TT e
Z oyl oy Hyol II F () (o v0)

Jl, 7w =1 l=m-+1

Buscamos, de igual manera que en la demostraciéon del Teorema 2.6, un N-arbol 7 € LNT,

constituido a partir de 7,11, ..., Tw tal que satisfaga
k w
V() =n H (6 +1) H v(7)
l=m+1 l=m+1
7 ove/ e A
/
F/(T)(yo.y0) = Y T [Ty TI F' () 0v0.v%) (3.29)
Ty I=1 I=m+1
k w
()= > & ] @Ga®im) [I @ ®i(m)-
Jmtsesjw  l=ml I=k+1

El N-arbol buscado se puede obtener si en u € LNT'S,, se tiene en cuenta lo siguiente:

= las ramas constituidas exclusivamente por un nodos flaco hoja no se modifican,

= en las ramas con primer elemento flaco y con algin nodo gordo se sustituyen los nodos
gordos por Tm+1,- .., 7k (notemos que, segun la formula de Faa di Bruno adaptada (3.26),

hay k —m ramas de estas caracteristicas y longitud ¢; = o(7)),

» las ramas con primer elemento gordo se sustituyen enteramente por Txi1, ..., Ty (que tam-

bién deben de casar por construccion).
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Los indices del nuevo N-arbol se obtienen manteniendo el orden de los indices de u en cada 7;.

Considerando la construccion por recurrencia (3.20) de los N-arboles, el arbol buscado es
T =1[M3 Tontly oo s Tk Thtly -, Tw) € LNT,.

Recordando los resultados (3.21), (3.22) y (3.24), el N-arbol 7 cumple (3.29). Con lo cual, por
la arbitrariedad de w € LNT'S,, y m; € LNTs, paral =m +1,...,w, al considerar las sucesivas
construcciones de 7 se esta recorriendo todo LNT,, y cada uno de estos N-arboles aparece una

linica vez. Se tiene pues la biyeccién
(Uy g1y e ey bw) S T =[5 Tty e oo s Th3 Thtls -« s Tw)s

que se puede observar en la Tabla 3.3.

J2 U3 o Ja
\f J3
s

J it
il
U TS T3 — T=1[1; 79; 73]
Tabla 3.3: Biyeccion (u, typi1, .- tw) € [M5 Tty e ooy Th s Thtls -« s Tw)-

Retomando (3.28), por lo apenas notado tenemos la expresion buscada

)" =) Y ) Y w80 FY () o, vh).
j=1

- TELNT,

Para (g/”)™ el procedimiento es idéntico, solo habria que aplicar (2.12) en vez de (3.15) en un

primer paso. Por lo tanto, se obtiene también

q
(n)
(&)™), = 2 1) D ai; &) F(1)(vo, ),
o TELNT, j=1
con lo que queda completo el proceso inductivo. O

Dada ahora la similitud entre las férmulas (3.14) de y; con g; e y; con g}, entonces se tiene la

siguiente consecuencia del Teorema 3.8:

Corolario 3.9. Las aprozimaciones numéricas y1 ey} proporcionadas por el RKN (3.14) sa-
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tisfacen para cualquier n € N:

q
1
vt )‘h_o = (n+1) Y 7 Z ) (y0, ¥0),
- TELNT, i=1
. ) (3.30)
/
7, = > 4l S n ) F30.9)
- TELNT, i=1

Corolario 3.10. Las serie de Taylor asociadas a las aprozimaciones numéricas y1, y} del pro-

blema (3.6) obtenidas mediante un método RKN (3.14) se pueden expresar, utilizando (3.30),
como
hn

00 q
Y1=}’0+Y6h+z n Z Z 7)(¥0,¥0) o

n=2 TELNT, 1 (3 31)

—yotybh+ 3 (0 S amnm) Y88 Fr) (o, vh) %
=1

n=2 TENT,_1

s yO+Z< > D) be() F(r ><yo,y0>> n
= TELNT, 1=1 , ) (332)
Y6+Z< > alm(n)d  bi®i(r) F(r )(yO,yU)> Z!-
n=1 \7eNT, =1

3.3. Condiciones de orden de un método RKN

Utilizando los resultados desarrollados en este capitulo podemos caracterizar el orden de un

método RKN en funciéon de los coeficientes que lo definen.

Si f es suficientemente regular, de (3.12) y (3.31) obtenemos

ot -w=3 | 5 a0 [1—m<f>2bz-<1>i<f> POy |
n=2 \reNT,_ i—1
n+1
—Z S a(r) |1 (o(r) + D7) S Bedi(r) | Py ) | e
=1 \7eNT, i=1 (n+1).
+ O(hPT).
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Por otra parte, de (3.12) y (3.32) se tiene

n=1 \TeNT, i=1

- Z( Y aln) [1 —v(ﬂme(r)] F(T)(YO,Y6)> weo e
n=1 \7€NT, i=1 ’
+(C)(hp+1)

Por lo tanto, de la expresion (3.3) del error local y de la caracterizacion (3.4) del orden, podemos

establecer el siguiente resultado, en virtud de (3.33) y en (3.34):

Teorema 3.11 (Caracterizacion del orden de un RKN). EIl método (3.1) tiene orden p para

cualquier problema del tipo (3.6) si y solo si para cada T € NT,,, con n < p— 1, se verifica

7. _ 1
2 h) = e ) (335)

y para cada T € NT,,, con n < p, se cumple

q
> bi®i(r) = ’Y(lT) (3.36)
=1

Demostracion. Tal y como se argumentaba en el Teorema 2.8, las condiciones (3.35) y (3.36)
son condiciones suficientes. Ademds, son condiciones necesarias debido a que los diferenciales

elementales asociados a N-arboles diferentes son independientes. O

En la Tabla 3.4 se incluyen las tres primeras familias de N-arboles.

Por ejemplo, para construir un método RKN de ¢ etapas (3.2) que alcance orden 3, por el
Teorema 3.11 y los pardmetros de la Tabla 3.4, basta imponer las condiciones se recogen en la
Tabla 3.5. Asi pues, obtenemos 12 condiciones (no lineales) a imponer sobre los coeficientes del

método para que sea de orden 3.

Como se observa en la Tabla 3.5, realmente los métodos RKN no aportan una gran ventaja
frente a los métodos RK cuando se trata de resolver ecuaciones de segundo orden del tipo
y" =f(t,y,y’), porque son mas dificiles de diseniar: para alcanzar un cierto orden, los coeficientes
del método no solo deben satisfacer las ecuaciones propias del método RK asociado (3.36), sino
que ademéas hay que exigir condiciones adicionales (3.35) en las que también intervienen los
coeficientes {a; ;} y {bi}. Sin embargo, para algunos tipos de ecuaciones, los métodos de Nystrom

si resultan ventajosos; de eso trata la seccion siguiente [5].
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o(1) N-Arbol 7 F'(1)(y,y") )| ®(1)
1 To ° £/ 1 1
J
2 | 1] ! Sk ey 2 ¢
J
[0; ; 70] i Sk o —f 2 Dok Gk
J
3 [2;5] \/ ZKL dyKayLy Kyt 3 C?
J
il N o vy SO I TR S
¢ J
[07 5705 7-0] v ZK,L Wfl{f[l 3 Ek,l Akl
05 70; ] I YKL By P 6 2k @ik
J K
(055 [1531] i YKL ayk ayrY " 6 | Xypajkck
(05505 70]] E Sk.r oo gt 6| Dok @jkak

Tabla 3.4: N-Arboles y parametros involucrados en las condiciones de orden hasta

orden 3.
N-arbol | Condicion (3.35) | Condicién (3.36)
Orden 1 70 Z’B‘:l Zjbjzl
Orden 2 (1551 | X2 bicj = & >ibjcj =3
05570) | Dok bja :% >oibjajk =3
Orden 3 [2;5] > bc :,l
(155 70] > ikbiciajr =3
(055 70, To] > ik biajkas = 3
[0; 70 ] > itk =5
[0 [155] > biajnce = g
055 [0 7o) S5k bR =

Tabla 3.5: Condiciones de orden 3 para un RKN.
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3.4. Meétodos de Nystrom para ecuaciones y” = f(¢,y)

En el caso especial en que la ecuacion diferencial del problema (3.1) no dependa de y’, es decir,

se tiene una ecuacion diferencial de la forma

y' =1(t,y), (3.37)
entonces el método RKN (3.2) resulta:
( q
Kj=f|to+cih yo+ehyo+h> ) aiK; |, i=12...,q
j=1
q —
yi=yo+hyo+h* Y bk, (3.38)
i=1
q
Vo= yheh S bk
\ =1

Se dice que un problema de la forma (3.37) es un problema especial y asimismo, a los métodos
como (3.38) se les llama métodos de Nystrom especiales. Este tipo de ecuaciones es habitual en
problemas en los que la aceleracién de un cuerpo dependa de su posiciéon exclusivamente, como
en el problema de los tres cuerpos de la Mecanica Celeste, o al modelar el movimiento de dos

péndulos aparejados no lineales [5].

Los coeficientes {a;;} ya no toman partido en el método, por lo que pueden ser obviados. El resto

de coeficientes que definen al RKN se recogen en la Tabla de Butcher simplificada [3]

U:J‘tm

bt

Como f es independiente de y’, sus derivadas con respecto de y’ se anulan. En concreto, derivar
con respecto de y’ se representa en el N-arbol como que aparezcan dos nodos gordos conectados,
luego podremos obviar todos aquellos N-arboles que presenten tal situaciéon, ya que los diferencia-
les elementales (3.9) a los que estan asociados se anulan. Con lo cual, no es necesario considerar

las familias N'T), en su totalidad, sino que nos podemos restringir a un subconjunto de estas |[3].

Definicién 3.9. Decimos que un N-arbol es un drbol de Nystrom especial (abreviadamente SN-
drbol) si sus nodos gordos solo tienen hijos flacos. El conjunto de todos los SN-arboles de orden n
se denota por SNT,,.

De esta manera, como para la ecuacion diferencial (3.37) se anulan los diferenciales elementales

asociados a 7 € NT,,\SNT,, las condiciones de orden (3.35), (3.35) se simplifican como sigue:
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Teorema 3.12 (Caracterizacion del orden de un RKN especial). El método (3.1) aplicado a
(3.37) tiene orden p para cualquier problema del tipo (3.37) si y sélo si para cada 7 € SNT,,, con
n <p-—1, se verifica

~r 1
;bi@m UGEDEG) (3.39)

y para cada T € SNT,, conn < p, se cumple

> bi®i(r) = W(lﬂ. (3.40)
=1

Demostracion. Basta tener en cuenta los comentarios precedentes y el Teorema 3.11. Ul

En la Tabla 3.6 se incluyen los SN-arboles hasta orden 4. Notemos que, dado que f no depende

de y’, se puede adoptar la notacion (2.5) del Capitulo 2 para los diferenciales elementales.

o(T) SN-Arbol 7 F/(1)(y,y") ~(7) (1)
£/ 1 1

DK f}%y/K 2 Cj

1 T0

2 | [L;3]

YKL £y "y 3 c

S X 6 >k Gk

(@]
4 [3;5] W ZK,L,M fiéLMley/Ly/M 4 C?

J 1K ¢ M —
ZK,L,M feny ™ f 8 221655

[0; 15515 ] dK.LM £ty y™ 24 2.1G500

Tabla 3.6: SN-Arboles y parametros involucrados en las condiciones de orden
hasta orden 4 para problemas y” = f(t,y).

La cantidad de condiciones a imponer para poder asegurar orden p es notablemente inferior al
considerar (3.37) con respecto a un PVI genérico, debido a que las familias SNT,, (a partir de

orden 2) tienen muchos menos elementos que NT,, [3].

Si nos planteamos esta vez la construccién de un método RKN especial de ¢ etapas descrito

como en (3.38) que alcance orden 3, las condiciones a imponer se recogen en la Tabla 3.7. En
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este caso, el niimero de condiciones a imponer se reduce de 12 condiciones en un RKN genérico

a 6 condiciones para el RKN especial.

N-arbol | Condicién (3.39) | Condicién (3.40)
Orden 1: To Zj Ej = % Zj b =1
Orden 2: [155] | X2, bjc; = ¢ >, bic; = 1
Orden 3: [2;;] >, bjc? = 1
[0; 705 ] Sk bk =&

Tabla 3.7: Condiciones de orden 3 para un RKN Especial.

Se pueden reducir atn maés si consideramos la siguiente hipdtesis simplificadora.

Lema 3.13. Bajo la hipotesis
bi:bi(l—ci), izl,...,q, (341)

la condicion (3.40) implica (3.39).

Demostracion. Sean T un SN-arbol de orden o(7) < p — 1y u el SN-arbol obtenido anadiendo

un nuevo nodo flaco a la raiz de 7.

Por (3.24) se tiene ®;(u) = ¢; ®;(7), luego por (3.41)

Bi (I)i(T) = Q(I)l(’u,) = E @Z(u) — bz‘ @Z(u) = bi (I)Z‘(T) — bi (I%(u)

Gi Ci

Ademas, de (3.22) y notando que los N-arboles hijos de u y 7 coinciden, pero u tiene un nodo

flaco hoja més en la raiz (luego o(u) = o(7) + 1), se obtiene y(u) = Q(QT():)FI (7).

En suma, si partimos de (3.40) se satisface la condicion (3.39):

2 bi®i(r) =3 i) = ) bi®lw) = 5 = s = ey T -

Se pueden considerar mas hipotesis simplificadoras (ver [5]), pero no se incluyen aqui porque

exceden de los propositos de este trabajo.

Las condiciones a imponer para que un método RKN especial (3.38) cumpliendo la hipotesis

simplificadora (3.41) alcance orden 3 se recogen en la Tabla 3.8.
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N-arbol | Condicién (3.40)

Orden 1: 70 Ej b =1

Orden 2: [L;5] | D2, bi¢ %

Orden 3: [2;5] Zj bjc? = %
[0570; ] | 224 055k = §

Tabla 3.8: Condiciones de orden 3 para un RKN Especial satisfaciendo (3.41).

En este caso, el niimero de condiciones se reduce a 4, lo que supone una importante relajaciéon

respecto del caso general.



Capitulo 4

Construcciéon de un método RKN y

experimentos numeéricos

En este capitulo se hace uso de los resultados tedricos desarrollados en el Capitulo 3 para construir
un método de Nystrom especial que sea explicito, de 2 etapas y de tercer orden. Posteriormente,
se implementa el método en MatLab y se realizan varios experimentos numéricos para evaluar

su comportamiento y compararlo con otros métodos de integraciéon numérica.

4.1. Construccién de un método RKN especial

Consideramos un método RKN especial (3.38) explicito de ¢ = 2 etapas. Ademas, supondremos

a priori (3.41). Tal método viene descrito por la tabla de Butcher

c1 0
2l 0 (4.1)
bi(1—c1) ba(l —ca)
by by

Imponiendo para este método las condiciones de la Tabla 3.8, obtenemos el siguiente sistema de

cuatro ecuaciones no lineales con incégnitas ci, co, @21, b1 v ba:

1 1 1
bi+bs=1, bici+ bocy = 5, blc% + bgcg = g, 626271 = 6

De aqui se obtiene una familia uniparamétrica de métodos, con coeficientes

1 1 *blcl 1
bp=————— by=1-b, =2 —— 1=,
TRE@—a+d) b2 T 0 Ty T s — )

65



66 CAPITULO 4. CONSTRUCCION DE UN METODO RKN Y EXPERIMENTOS NUMERICOS

donde ¢; # % (para que by # 1). La familia de tales métodos viene descrita por la tabla simplifi-
cada de Butcher:

C1 0
1 by 1 0
I-b 6(1-b
(1-b1) (1=b1) T (4.2)
b1(1—01) (1—b1) (1—%1_71)1))
b1 (1—"01)
En estos casos, es usual imponer ¢; = 0. Asi, el método (4.1) resulta
kll = f(t0> YO)v
00 2 2 2
kh="f(to+=-h “hyh + =h%K
2|2 2 (0+37YO+3YO+9 1)
519 0
] 1 1 _ h / h2 1 / 1k/ (43)
la 1 Y1 =Yo+ Yo + E1+Z2 R
l § / / 1 / 3 /
L 4 4

4.2. Experimentos numéricos

En esta seccion se compara el rendimiento de cuatro métodos de integracién numeérica para un

problema especial. Consideremos los siguientes métodos:

00 0 O 0 00 010 0
320 3o 3o dbo oo [ho

L4 2l zooiio 2lozo 220000

b Podliod P 03 o[ 03
RKN especial RKN general RK Heun RKN Heun
q= 2, orden = 3 q =3, orden = 3 q = 3, orden = 3 q= 3, orden = 3

El primero es el método (4.3) de RKN especial que acabamos de construir; el segundo es un
meétodo RKN estandar de ¢ = 3 etapas y tercer orden, obtenido de [4]; el tercero es el método de
Heun, que es un RK de ¢ = 3 etapas y tercer orden |9]; el cuarto es el mismo método de Heun

pero implementado como un método de Nystrém (observemos (1.16), (1.17) y (1.12)).
Para evaluar estos métodos se considera el PVI especial dado por
y" = (cos’t —sint)y, para te[0,1],

y(to)
y'(to)

L,
L



4.2. Experimentos numéricos

cuya solucioén analitica es

y(t) _ esint7

Los resultados se recogen en la Tabla 4.1.

En ella, N denota el nimero de subintervalos de la particion de [0,1]; h es el paso, que es
constante; Neval es el nimero de evaluaciones de la funcion f realizadas por el algoritmo; méx |ey, |

es el méaximo de los errores globales asociados a la solucion y del problema y méx |e,| es el maximo

t €10,1].

de los errores globales asociados a la primera derivada y’ de la solucion.

RKN Especial
N h Neval — méx|ep,| max |e],| méx |e,|/h®  méx|el|/h3
20 5.000 - 1072 || 40 5.950-1076  2.548-107% 4.759-10"2 2.039-10~2
80 1.250-1072 || 160 9.186-107%  3.849-107% 4.703-10"2 1.971-102
320  3.125-1073 || 640 1.431-107  6.052-1071 4.690-1072 1.983-1072
1280 7.813-107% | 2560  2.235-10"'' 9.471-107'2 4.686-10"2 1.986-102
RKN General
N h Neval MAX |ey| méx |e] | méx |e,|/h® max|el|/h?
20 5.000 - 102 || 60 5.950-107¢  2.548-1076 4.759-107% 2.039 102
80 1.250 - 1072 || 240 9.186-107%  3.849-10% 4.703-10"2 1.971-102
320 3.125-1073 || 960 1.431-107  6.052-1071° 4.690-1072 1.983-1072
1280 7.813-107% || 3840  2.235-107'1 9.471-107'2 4.686-10"2 1.986-102
RK Heun
N h Neval MAX |ey,| méx |e], | méx |e,|/h®  méx|el|/h>
20 5.000-1072 || 120 7.525-107%  3.182-1076 6.020-107% 2.546 - 102
80 1.250 - 1072 || 480 1.193-1077  5.246-107% 6.109-10"2 2.686 - 102
320 3.125-1073 || 1920 1.871-107? 8.302-107'° 6.131-1072 2.720-1072
1280 7.813-107* | 7680  2.926-10"'' 1.301-10"'' 6.136-10"2 2.729-102
RKN Heun
N h Neval max ey, | méx |e], | méx |e,|/h® max|el|/h3
20 5.000 - 1072 || 60 7.525-107%  3.182-107% 6.020-107% 2.546 - 1072
80 1.250- 1072 || 240 1.193-107 5.246-107% 6.109-1072 2.686- 1072
320 3.125-1073 || 960 1.871-107% 8.302-107'° 6.131-1072 2.720-1072
1280 7.813-107% || 3840  2.926-10"' 1.301-10"'' 6.136-1072 2.729-102

La base tedrica presentada en este trabajo nos asegura a priori el orden 3 de cada uno de los

Tabla 4.1: Resultados numéricos de los algoritmos.




68 CAPITULO 4. CONSTRUCCION DE UN METODO RKN Y EXPERIMENTOS NUMERICOS

cuatro métodos considerados (basta comprobar las condiciones de orden pertinentes para cada
uno de ellos). La comprobacion de que, de acuerdo al Teorema 1.1, los métodos estudiados son
convergentes de orden 3 se puede corroborar en las columnas max |e,|/h3 y max e/ |/h3 de la
Tabla 4.1, que parecen estabilizarse y alcanzar un limite finito y no nulo en cada uno de los

métodos.

Dado que los métodos implementados son los cuatro de tercer orden, nos interesa valorar la
eficiencia de cada uno de ellos, ya que el error global decrecerd a un ritmo parecido a medida
que se refine la particion. Por ello compararemos el error global maximo en el que incurre cada
método con el niamero de evaluaciones de la funcion en (4.4) requeridas para alcanzar tal error. El
grafico de los errores absolutos cometidos por cada método respecto del niimero de evaluaciones

se incluye en la Figura 4.1.

Error global maximo respecto del nimero de evaluaciones
T T T

‘][}_5 T T T T
RKN Especial - y
— — — -RKN Especial -y’
108 RKN General -y ||
— — — -RKN General - y’
RK Heun -y
= ———-RKHeun-y’
10 RKN Heun -y E
RKN Heun -y’
— 10° E
w
-

107 E
10710 TT— L i
101 o=
10_12 1 1 1 1 1 1 1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Neval

Figura 4.1: Grafico de la evolucién del error maximo respecto del nimero de
evaluaciones de la funcién para cada método.

En la Figura 4.1 se puede observar que el método RKN especial es significativamente més eficiente
que el RKN general y que el Método de Heun (visto como RK y RKN). Esto es debido a que
gracias a la teoria desarrollada, y particularizando el problema estudiado a un problema especial,
hemos podido construir un método de orden 3 con solo 2 etapas, lo que es imposible de alcanzar

en condiciones generales, tanto para métodos de RK como RKN. En contraste con el RKN
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especial, los otros tres métodos son de 3 etapas, lo que los hace menos eficientes; cuestion logica,
ya que tal método esta construido exclusivamente para problemas del tipo (3.37), mientras que

el resto son métodos que se pueden utilizar para cualquier tipo de problema.

Por otra parte, el método RKN general es a su vez mas eficiente que el Método de Heun (visto
como RK y RKN). Esta diferencia es sobre todo notable en el RK porque, tal y como se comentaba
en el Capitulo 1, en el método RK es necesario doblar las dimensiones del problema para poder
operar con el PVI de 2° orden, mientras que en los RKN esto no es necesario. Precisamente el
aumento de las dimensiones del problema se refleja en que, utilizando directamente el método
de Heun, resulta necesario hacer el doble de evaluaciones de f. Notemos no obstante que si
consideramos el método de Heun como un RKN, entonces este problema no se da, y utilizar el
RKN genérico no supone ventaja notable con respecto al método de Heun implementado como
RKN. De hecho, ambos tienen un comportamiento muy similar y practicamente se solapan en la

grafica.

Resulta resenable que, casualmente, los errores globales del RKN especial v del RKN estandar
coinciden, lo que sugiere que, aunque el primero sea més eficiente, ambos métodos se compor-
tan de igual manera. Y es que, el método RKN general que hemos considerado, aplicado a un

problema especial, resulta:

kll =f (tﬂa YD) P

2 2 1
K,="Ff(ty+=h Zhy! — Zh2%K,
2 <0+3 aYO+3YO 9 1>,
2 2 2

1 1
Y1 =yo+hyp+ h? <4 /1+4k§>,

1 3
vi=vot (G4 5).
Las aproximaciones y; ey} coinciden con las proporcionadas por el RKN especial (4.3), aunque
el método calcula (a pesar de no utilizarse para problemas especiales) la etapa ka.

Por otra parte, los errores asociados al método de Heun visto como RK y RKN coinciden, ya

que sencillamente son reformulaciones de un mismo método numeérico.
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