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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Las sucesiones recursivas estocdasticas son un tipo de sucesiones recursivas
en las que parte de la relacién de recurrencia involucra variables aleatorias [1J.
Formalmente, se consideran dos espacios medibles, (X, Bx) y (Y, By) y una
secuencia aleatoria &, con valores en Y. Entonces si f: X xY — X es una
funciéon medible, se dira que X, es una sucesién recursiva estocastica si se

cumple:

Xn-‘rl = f (Xnagn)

para todo n > 0 [2]. Este tipo de sucesiones ha sido estudiado con pro-
fundidad en la literatura, véase, por ejemplo [2, B]. Entre sus principales
aplicaciones, se encuentra su uso en teoria de colas [4, [5].

Una forma mas especifica de este tipo de sucesiones son aquellas que cum-
plen la propiedad de Markov [6]. Esta propiedad sobre sucesiones estocasticas
establece que un término futuro de la sucesién depende exclusivamente del
valor presente, pudiendo despreciar el resto en su calculo. De este modo, su-

cesiones que cumplan esta propiedad pueden ser construidas en base a un



Unico valor inicial.

Sin embargo, una vez traspasado este concepto a sucesiones de datos
reales, dicha construccién resulta algo mas compleja. Al considerar datos
reales, como puede ser el caudal de un rio, una variaciéon de temperaturas o
cualquier situacion en la que los valores futuros partan de un estado presente,
el problema se centra en hallar una sucesién que se ajuste adecuadamente.
De este modo, una vez se haya obtenido este modelo, seria posible aplicarlo
sobre los datos conocidos con el fin de predecir valores futuros de la serie.

En el presente estudio se analizara la utilidad de una sucesion construi-
da elevando el valor presente a un cierto exponente b y multiplicando este
término por una constante a y un ruido aleatorio ¢. Todo ello con el fin
de estudiar sus propiedades tedricas y sus posibles aplicaciones sobre datos

reales.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es definir y estudiar una sucesién
estocastica recursiva con un ruido multiplicativo.

Para ello en primer lugar se realizard un estudio teérico, comprobando
si la sucesién considerada cumple la propiedad de Markov y obteniendo ex-
presiones para propiedades como el momento, la varianza o la covarianza en
funcién de la distribucién del ruido multiplicativo. A partir de estos resul-
tados, se estudiara el comportamiento asintético de la sucesion para alguna
distribucién de los ruidos concreta.

Finalmente, en base a los resultados tedricos obtenidos se analizara la
posibilidad de aplicar este modelo a una serie de datos reales y se comprobaré

si estos se ajustan a los observados.



En resumen, se tienen como objetivos principales:

s Verificar que el tipo de sucesiones estudiado cumple la propiedad de

Markov.

= Hallar expresiones para la esperanza, la varianza, la covarianza y el
coeficiente de correlacién de Pearson en funcion de la distribucion de

los ruidos.

» Analizar el comportamiento asintotico de la sucesion para diferentes

distribuciones de los ruidos.

= Aplicar los resultados sobre una serie de datos reales.

1.3. Estructura del trabajo

En base a los objetivos del trabajo, la estructura de este serd la siguiente:

= En el capitulo 2 se introduciran varios conceptos basicos que estaran
involucrados en analisis de capitulos posteriores, con el fin de hacer el
trabajo lo més autocontenido posible y fijar la notacion. Estas seran
nociones tanto del campo de la probabilidad como del de la estadistica.
Se introduciran, por tanto, conceptos como el de variable aleatoria o el
de funcion de distribucion. De modo mas concreto se consideraran dis-
tribuciones como la uniforme, la exponencial o la normal-logaritmica,
que seran necesarias posteriormente. Asimismo, se introducira la no-
cion de independencia de variables y de conceptos como la esperanza o

la varianza y alguna de sus propiedades.

Por otro lado, se definiran conceptos primordiales para el presente es-

tudio como el de proceso estocastico o el de propiedad de Markov.



Adicionalmente se introduciran herramientas propias de la estadistica
que seran empleadas en la aplicacion a datos reales, como son los test

de hipétesis y varios ejemplos concretos de estos.

Finalmente, se introducirdn varias férmulas y propiedades que resul-

taran de gran utilidad en los capitulos posteriores.

= En el capitulo 3 se introducira la sucesion que sera sometida a estudio y,
tras su definicién, se estableceran diferentes lemas y proposiciones que

permitiran determinar el cumplimiento de la propiedad de Markov.

Por otra parte, se llevara a cabo el calculo del momento de orden m en
funcion de la distribucién del ruido multiplicativo, extrayendo de este

resultado diferentes conclusiones.

= En el capitulo 4 se analizara el comportamiento asintdtico de la espe-
ranza de la sucesion para diferentes distribuciones asociadas a los rui-
dos. Para ello se considerardn ruidos con distribucién uniforme [0, 2],
con distribucién exponencial (A) y con distribucién normal-logaritmica
(1, 0). En base a estos se obtendra una expresién para la esperanza de
sucesiones con este tipo de ruidos y, por simplicidad, se analizara el

comportamiento asintotico de su logaritmo.

= En el capitulo 5 se aplicaran los resultados obtenidos al caso concreto de
fluctuacion del caudal de un rio. Para ello, mediante test de hipdtesis, se
comprobara si el modelo estudiado es adecuado para el andlisis de estos
datos. Posteriormente se obtendran intervalos de confianza asociados
a los valores finales de la sucesion y se comprobara si se ajustan a los

reales.

= Finalmente, en el capitulo 6, se incluiran las conclusiones.



Capitulo 2

Conceptos basicos

El fundamento de este trabajo se asienta sobre principios y definiciones de
la estadistica y la probabilidad, es por ello que de forma previa al estudio de
los resultados aqui mencionados, conviene destacar ciertos conceptos basicos

de este ambito.

2.1. Probabilidad

En primer lugar, se definira el espacio de trabajo en el que se sitian todas
las definiciones posteriores, dentro del marco de la probabilidad: el espacio
muestral. Sin embargo, de forma previa a esta definicion resulta necesario
considerar el modo en el que los datos son adquiridos, es decir, el concepto

de experimento aleatorio.

Definicién 2.1. [7/ Un experimento aleatorio es un experimento en el

que:

» Todos los posibles resultados del experimento son conocidos de ante-

mano.



s Cualquier realizacion del experimento da lugar a un resultado que no

se puede predecir con precision de antemano.
» FEl experimento puede ser repetido bajo condiciones idénticas.
De este modo es posible definir el concepto de espacio muestral.

Definiciéon 2.2. El conjunto de todos los posibles resultados de un experi-

mento aleatorio se denomina espacio muestral.
Dentro de un espacio muestral es posible definir el concepto de o-algebra.

Definicién 2.3. Una coleccion F de subconjuntos de un espacio muestral €2

se denomina o-dlgebra si cumple las siguientes condiciones:
1. Qe F.
2. Si A € F entonces A° € F.
3. A, e F,VneN=J,.nyAn € F.

A los elementos de F se les denomina sucesos. En base a las dos defini-

ciones anteriores se define el conocido como espacio probabilizable.

Definicién 2.4. Sea (92,.A) tal que Q es un espacio muestral asociado a
un experimento aleatorio y A C P(Q) es una o-dlgebra, entonces (2, .A) se

denomina espacio probabilizable.

Ademas, a este tipo de espacios se les puede asociar una aplicacién cono-

cida como medida de probabilidad.

Definicién 2.5. Una medida de probabilidad P asociada a un espacio
probabilizable (2, F) es una aplicacion P: F — R que cumple las siguientes

propiedades:



1. VA€ F: P(A) > 0.

2. PQ) = 1.

3. Ay, Ay A, € F tal que A;NA;j =D para i # j
P(ATUAU.-UA,...) =>", P(A,).

Si se consideran estas dos ultimos definiciones surge el concepto de espacio

de probabilidad, sobre el cual se trabajara.

Definicién 2.6. Un espacio de probabilidad es una terna (S0, F, P), don-
de Q) es un espacio muestral, F es una o-dlgebra de subconjuntos de €2 y P

es una medida de probabilidad definida sobre F.

Sobre los espacios de probabilidad se trabaja con las variables denomi-
nadas aleatorias, que consisten en funciones medibles entre un espacio de

probabilidad y la recta real.

Definicién 2.7. Una variable aleatoria es una funcion que asigna ele-
mentos de ) a elementos de R, esto es: X: Q0 — R, tal que para cualquier

conjunto de Borel B € By se cumpla:
X' B)={weQ: X(w)eBYecF
Es decir, la anti-imagen de B por X en R es un suceso de ) [1).

Una vez definido el concepto de variable aleatoria es posible asociarle una
funcién que exprese la probabilidad de que esta adquiera un determinado

valor, esta es la funcion de distribucién.

Definiciéon 2.8. Dada X una variable aleatoria y F' : R — R una funcion

tal que

» F es mondtona no decreciente



» Fes continua por la derecha, es decir: lim, .+ F(z) = F(a)
» Se cumple lim, 1o F(x) =1 ylim,, o F(z) =0

Esta funcion F(z), es conocida como funcién de distribucion de X
cuando describe la probabilidad de que la variable aleatoria adquiera un valor

menor o igual que z, es decir, F(x) = P(X < x) .

En base a esta definicién es posible definir un tipo de variable aleatoria

concreto, la variable aleatoria continua.

Definicién 2.9. Una variable X es una variable aleatoria continua si
su funcion de distribucion, F, es absolutamente continua, es decir, puede

expresarse para cada r € R como:

F(z) = /_ "t

para cierta funcion f: R — R tal que f(t) > 0V t € R y que ademds cum-
ple [ f(t)dt = 1. A dicha funcién f se la conoce como la funcion de

densidad de X.

Por otra parte, es necesario considerar la definiciéon de independencia de

variables, de cara a la simplificacién de futuros céalculos.

Definicién 2.10. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y A, B € F se

dice que A y B son sucesos independientes si y solo si:
P(ANnB)=P(A)- P(B)

Sin embargo, existen ocasiones en las que la probabilidad de un suceso
se ve condicionada por la probabilidad de otro, surge asi el concepto de

probabilidad condicionada.



Definicién 2.11. La definicion formal de probabilidad del suceso A
condicionada por un suceso B, supuesto que P(B) > 0, viene dada

por:
P(ANB)

Pg(A) = P(A|B) =
A partir de esta definicion es posible considerar la nocién de dos sucesos

condicionalmente independientes de otro.

Definicién 2.12. Sea (0, F, P) un espacio de probabilidad y A, B,C € F,
con P(C) >0, se dice que A y B son condicionalmente independientes
a C si:

P(ANB|C)=PA|C)-P(B|C)

Del mismo modo en que se definié la independencia de sucesos es posible

asignar este concepto a dos variables aleatorias.

Definicién 2.13. Dos variables aleatorias X e Y son independientes si
los sucesos (X < z) e (Y < y) son independientes para cualesquiera valores

reales de x e y, es decir, si se cumple la igualdad:
P(X<z)N(Y <y)]=PX <z)-PY <y)

En otros términos, unas de las principales caracteristicas de las variables
aleatorias son su esperanza y su varianza. Fn el caso de las variables aleatorias
continuas, la expresion para estos parametros puede ser obtenida a partir de

su funcién de densidad.

Definicion 2.14. La esperanza matemdtica de una variable aleatoria

continua X es el valor:

B(X) = /Rx - F(a)da



Existen variables aleatorias cuya esperanza no existe, esto ocurre si la
integral que la define no es convergente. Este valor de esperanza expresa una
medida de la centralidad alrededor de la cual se distribuyen los valores de la
variable.

Por su parte, la varianza mide la distribucién de la variable aleatoria
respecto al valor de la esperanza. Por tanto, esta puede definirse en funciéon

de la esperanza.

Definicién 2.15. Sea X una variable aleatoria para la que existe E(X), se

define su vartanza como el valor, si existe, dado por:
Var(X) = E([X — B(X)]") = E(X?) - E(X)*

Para el calculo de determinadas expresiones relacionadas con estos valores
de esperanza y varianza, conviene destacar alguna de las siguientes proposi-

ciones.
Proposicién 2.1. Sea c € R y X una variable aleatoria, entonces se cumple:

E(cX) =cE(X)
Var(cX) = *Var(X)

Proposicion 2.2. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes, la
esperanza del producto de variables es igual al producto de las esperanzas de
las mismas. Es decir:

BE(XY) = E(X)E(Y)

Sin embargo, en el momento en que resulta necesario estudiar la rela-
cién entre varias variables, conviene considerar los términos conocidos como
covarianza y coeficiente de correlacion de Pearson. Estos dos valores
involucran las relaciones entre variables, por lo que son de gran utilidad a la

hora de estudiar el comportamiento de estas de manera conjunta.
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Definicién 2.16. Sean X e Y dos variables aleatorias, si existe E((X —
EX)(Y — E(Y))), a este término se le denomina covarianza entre X e

Y y se denota como:
cov(X,Y)=E(X -EX)) (Y —-EY))) =EXY)-EX)EY) (21)

Este parametro es una muestra del grado de dependencia lineal entre las
variables X e Y [7].
Si se considera una normalizacion de la covarianza se obtiene el coeficiente

de correlacién de Pearson.

Definicién 2.17. [7/ Sean X eY dos variables, se define el coeficiente de
correlacion de Pearson como:

ey — cov(X,Y) _ E(XY) - E(X)E(Y)
Y VaeXVarY)  VER?) - BX?PVE(Y?) - B(Y)?

(2.2)

De modo que si X e Y fueran dos variables aleatorias independientes se
tendria, pxy =0 = cov(X,Y).
Asimismo, otra de las propiedades a considerar es el momento de orden

m, que resultara util en calculos posteriores.

Definicién 2.18. [7/ El momento de orden m de una variable aleatoria
X, es el valor E(X™). Asimismo el valor E((X — E(X))™) se denomina

momento central de orden m.

En base a la definicién [2.14] para la esperanza matematica es posible
obtener una expresién para el momento de orden m de una variable aleatoria

continua.

Proposicién 2.3. El momento de orden m € R de una variable alea-

toria se obtiene a partir de la expresion:
E(X™) :/xm - f(z)dz (2.3)
R
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Una vez definidos estos valores asociados a las variables, es necesario men-
cionar tres distribuciones que resultaran de utilidad en capitulos posteriores.
Estas son la distribucion uniforme, la distribucion exponencial y la

distribucién normal-logaritmica.

Definicién 2.19. [7/ La distribucion uniforme depende de dos pardme-
tros a,b, que determinaran un intervalo de una determinada longitud. Esta
distribucion se caracteriza porque la probabilidad de que las variables tomen
valores dentro de un intervalo contenido en [a,b] depende unicamente de su
longitud.

La funcion de distribucion de una uniforme [a,b] asociada a una variable

aleatoria X, es de la forma:

0, z<a
P(X<z)={ 2=  4<z<b (2.4)
1, z>b

Mientras que el momento de orden m esta determinado por:

bm+1 _ am—l—l

(m+1)(b—a)

E(X") = (2.5)

para n € N .

Definicién 2.20. [7] La distribuciéon exponencial depende de un ini-
co pardametro, A. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion

exponencial, entonces su funcion de distribucion es de la forma:
PX<z)=1—¢e (2.6)

Mientras que el momento de orden n estd determinado por:

B(X") = :‘—L (2.7)
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Finalmente, de forma previa a la definicién de distribuciéon normal-logaritmi-

ca resulta imprescindible la definicién de distribucién normal.

Definicién 2.21. [7] La distribucion normal es una distribucion de pro-
babilidad stmétrica respecto a su media. Esta distribucion depende de la media

Wy de la varianza o, siendo su funcion de distribucion:

1 T @mw?
P(X <zx)= e 22 dx 2.8
(X <o) = - %/_OO (2.8)

Debido a la complejidad del cdlculo del momento de orden m, para esta dis-
tribucion se suele expresar el momento central de orden m, que dependerd de

la paridad de m. Asi:

= Sim es impar, el momento central serd nulo.
= Sim es par:

E((X—p)*™) = %W“ﬂr <m + %) =[(2m—-1)(2n—-3)---3-1]o™™

Tomando logaritmos sobre la distribucién anterior, es posible definir una
de las distribuciones que seran de mayor importancia en capitulos posteriores,

la distribucion normal-logaritmica.

Definicién 2.22. [7] La distribucién normal-logaritmica se asocia a
una variable aleatoria X cuyo logaritmo sigue una distribucion normal. Es
decir, se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion normal-
logaritmica si Y = In(X) sigue una distribucion normal.

Su funcion de distribucion es de la forma:

P(X<z)=0® (ln‘”—_“) (2.10)

o
Donde ® es la funcion de distribucion de una distribucion normal con

media 0 y varianza 1.
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Mientras que su momento de orden n, es de la forma:

2 2

E(X") = () (2.11)

2.2. Procesos estocasticos

A continuacién, considerando ya definiciones menos generales y mas apli-
cables al caso que posteriormente se estudiara, es necesario introducir el

concepto de proceso estocéstico.

Definicién 2.23. Un proceso estocdstico es un conjunto de variables alea-
torias definidas en un espacio de probabilidad dado (2, F, P) e indezadas en
un conjunto T, tal que (X;, t € T).

Un proceso estocastico se suele caracterizar por el conjunto de indices,
el espacio de estados en el que toman valores las variables aleatorias y las
relaciones de dependencia entre las mismas. En el siguiente capitulo se estu-

diard un proceso estocastico concreto, fundamentado sobre la conocida como

Propiedad de Markov.

Definicion 2.24. Una sucesion de variables aleatorias X,, se denomina ca-
dena de Markov en tiempo discreto si, para cada Ai,... A, C R

Borel-medible, se cumple:
P{Xn € An ‘ X € Ala - 7Xn71 € Anfl} =P {Xn € An ‘ Xn1 € Anfl}
Esta igualdad es conocida como propiedad de Markov [6].

Esta propiedad es equivalente a considerar que X,, es condicionalmente
independiente a X con kK < n — 1 conocido el valor de X,,_;. Por ello, para
trabajar con esta ltima definicion, sera necesario en ocasiones considerar el

siguiente teorema de independencia:
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Teorema 2.4. [7] Sean X = (X1, Xs,..., X)) e Y = (Y1,Y5, ..., Y,) varia-
bles aleatorias independientes. Entonces la componente X; de X (j=1,2,...,m)
y la componente Yy, de Y (k=1,2,...n) son variables aleatorias independien-
tes. Si h y g son funciones medibles de Borel, entonces h(X1, Xo, ..., Xm) y
g(Y1,Ys5, ..., Y,,) son independientes.

2.3. Inferencia estadistica

En el ambito de la estadistica, de cara a la aplicacién de lo estudiado a
series de datos reales, sera necesaria la realizacién de diferentes tests, con el
fin de verificar si es posible asumir ciertas hipdtesis impuestas por la defi-
nicion de nuestro proceso. En base a estos se buscara el establecimiento de
conclusiones ttiles acerca de las muestras, interviniendo aqui la determina-
ciéon de intervalos de confianza. Es decir, conjuntos de valores en los que
se encuentre con alta probabilidad el valor real de un parametro desconocido.
Dado un vector de variables aleatorias X identificado como muestra, se trata
de encontrar una familia de conjuntos I(X) para un pardmetro 6, tal que
dado un «, generalmente pequeno, conocido como nivel de significacién,

se cumpla:

P{OcI(X)}>1—a

Definicién 2.25. [7] Sea I(x) = (0(x),0(x)), I(x) se define como intervalo

de confianza a nivel 1 — « si se cumple

P{d(X)<0<0X)}>1-a

El valor infg Pp{8(X) < § < 6(X)} se denomina coeficiente de con-

fianza asociado al intervalo.

15



Sin embargo, en la aplicacién propuesta en el capitulo 6, serd necesario
comprobar que los resultados estudiados pueden ser aplicados sobre las mues-
tras. Por todo ello, se utilizaran test de hipdtesis para estudiar las condiciones

necesarias. En primer lugar es necesario el concepto de hipétesis.

Definiciéon 2.26. Una hipotesis es una afirmacion acerca de un pardametro
o del comportamiento de una variable aleatoria. Sea © el conjunto de posi-
bles distribuciones para una variable aleatoria, para los andlisis posteriores,
se suele considerar una hipotesis conocida como hipdoteis nula Hy, donde
Hy : 0 € ©yg C ©. También serd necesaria la definicion de la hipotesis

alternativa, H; : 0 € ©; = ©\O,.

De forma previa a la definicion de los test de hipdtesis, que seran la he-
rramienta que permita rechazar ciertas hipotesis es necesaria la introduccién

del concepto de funcién test.

Definicién 2.27. Una funcidén test serd una funcion medible Borel tal que

0 :Q —{0,1}, donde Q es el espacio muestral en el que se trabaja.

En base a todas estas definiciones se puede, finalmente, establecer el con-

cepto de test de hipétesis. [7]

Definicién 2.28. Una funcion test ¢ se denomina test de la hipdtesis

Hy:0 € 0O frente a Hy : 0 € ©1 con error de probabilidad o si se cumple:
Eo(o(X)) <a  para todo 0 € ©q

Este test divide el espacio muestral en una parte conocida como region
critica, donde se rechaza Hy y en la region de aceptacion, donde Hy no

se rechaza.

Para la aplicacion de los test de hipdtesis a diferentes muestras se compara

el valor de un parametro conocido como estadistico de contraste.
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Definicién 2.29. Un estadistico de contraste serd aquel valor obteni-
do a partir de los datos muestrales, que permite determinar si se rechaza o
no la hipotesis nula. FEsta determinacion se lleva a cabo en funcion de si el
estadistico adquiere valores mds o menos frecuentes en funcion a su distri-

bucion muestral.

Una vez se han considerado todas las definiciones previas, es posible valo-
rar ciertos ejemplos mas concretos sobre test de hipotesis, que seran utilizados

en el estudio posterior:

= Test de Shapiro-Wilk:

El test de Shapiro-Wilk se trata de una prueba de normalidad, es decir,
determina si es razonable asumir que una serie de datos proviene de
una distribucion normal. Por lo tanto, presenta como hipdtesis nula y

alternativa:

Hy: La distribuciéon es normal

H,: La distribucion no es normal

El estadistico que emplea este test es de la forma:

Donde z(;) es, una vez ordenada de menor a mayor la muestra, el valor

que ocupa la posicién i-ésima , T es la media muestral y a; se calcula

como:
( ) mTVfl
A1y...,0p) =
1/2
(mTV-1V-1m)"
T . .
Donde m = (my,...,m,) y V son, respectivamente, los valores medios

y la matriz de varianzas y covarianzas de los estadisticos ordenados
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de variables aleatorias e independientes muestreadas de distribuciones
normales. Mientras que V es la matriz de covarianzas del estadistico de

orden [§].

De este modo, se obtendra una regiéon critica formada por aquellos
valores donde el estadistico W es menor que un valor critico de este a
nivel de significacién «. Es decir, la hipétesis nula sera rechazada para

valores pequenos del estadistico.

Este test puede ser realizado en R a partir de la funcién shapiro.test().

Test de Rachas:

El test de Rachas es una prueba de la aleatoriedad de un variable

aleatoria. Por lo que las hipdtesis que se someten a contraste son:

Hy: La muestra se produjo de forma aleatoria.

H;: La muestra no se produjo de forma aleatoria.

En este caso, la aleatoriedad se refiere a que las componentes de la
muestra deben ser independientes entre si como variables aleatorias.
Para ello, este test se basa en el andlisis de rachas. Las rachas son
conjuntos de valores similares consecutivos, generalmente se consideran
dos tipos: los que se desvian por encima de la media del conjunto y los
que se desvian por debajo. Asi, se analiza el orden y la longitud de
aparicion de estas rachas, en busca de posibles secuencias que hagan

sospechar acerca de una dependencia en los valores.

El estadistico que emplea este test es:
" R-R

SR

Z

Donde R es el numero de rachas observado, R es el numero de rachas

esperado y sg es la desviacion estandar del nimero de rachas. De modo
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2.4.

que estos dos ultimos parametros se obtienen de:

2n1n2 2n1n2 (2711712 — Ny — ng)

R:

+1 §h =
ni + neg g (ny +n9)? (ny +ny — 1)

Donde n; es el nimero de rachas por encima de la media y ny el niimero

de rachas por debajo de la misma.[9)

La region critica que caracteriza este test es una region de valores tanto
grandes como pequenos, de modo que la hipotesis nula serd rechazada
en caso de que el estadistico supere un valor critico maximo o no alcance

uno minimo, obtenidos en funcién del nivel de significacién [10].

Este test se puede realizar sobre una muestra en R a partir de la funcién

runs.test().

Algunas férmulas de interés

Finalmente, algunos puntos que resultardn de interés para el desarrollo

de las demostraciones en capitulos posteriores son:

—_

s

. [11]Si |a| < 1, se tiene > o7 a" = .

C 12 2 — o

[11](P4gina 538, propiedad b)) Para todo x € [0, 1], z! > z*.

[11] Criterio del cociente

Sea Y > | a, una serie con términos distintos de cero. Y sea

An+1

p = lim
n—oo

G

= Si los valores de 0 < p < 1, entonces y - a, converge absoluta-

mente.
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» Si los valores de p > 10 p = oo, entonces » -, a, diverge.

= Si los valores de p = 1, la prueba no proporciona ninguna infor-

macion.

A lo largo de este trabajo, se utilizard la notacién de factorial (n!) para
referirse a su extension para todo niimero real que no sea entero estrictamente
negativo. En particular se considerard n! = I'(n — 1), donde I es la funcién

Gamma [13].
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Capitulo 3

La sucesion recursiva

estocastica multiplicativa

El presente estudio se centrard en el andlisis y posibles aplicaciones del

siguiente concepto:

Definicién 3.1. Sean a, b, xo € RT y ¢1, ¢, ... variables aleatorias positivas
independientes con la misma distribucion. Entonces la sucesion Xy, Xo, ...,
tal que:

X, =aX’ 6, (3.1)

es una sucesion recursiva estocdstica multiplicativa.

A modo de ejemplo, para comprender de forma sencilla que implica esta
definicién, se podria considerar un valor fijo para xq = 1, para a = 2 y para
b = 3. Ademas de un ruido aleatorio ¢ que tome cada uno de los valores
0.5 y 1.5 con probabilidad 0.5. Con estos valores, se podra ir obteniendo el
resto de variables en funcion de la definicién de sucesion recursiva estocastica

multiplicativa. Asi:

21



Para X, habra dos posibles valores: X;; = 2 - 13-05=1y X2 =
2-13-1.5 = 3, cada uno de ellos con probabilidad 0.5.

Para X, seran 4 los valores posibles, cada uno con probabilidad 0.25,

estos son:

X, € {1,3,27,81}

Para X3 habrda 8 posibles valores, cada uno con probabilidad 0.125,

estos son:

X3 €{1,3,27,81,19683, 59049, 531441, 1594323 }

Y asi sucesivamente para el resto de iteraciones.

3.1. Propiedad de Markov

Este apartado se dedicard a demostrar que las sucesiones recursivas es-
tocasticas multiplicativas cumplen la propiedad de Markov. En primer lugar,
se encontrara una expresion para el término general X,,, resolviendo la rela-

cion de recurrencia.

Lema 3.1. Sea (X,,)nen una sucesion recursiva estocdstica multiplicativa, la

variable X,, se puede expresar en funcion de las constantes xq, a y b, ademds

de las variables aleatorias ¢q, ¢s, ..., del siguiente modo:
n - (n—1)
Xn = xg H <¢z’a)b (3.2)
i=1

Demostracion. En primer lugar, partiendo de la propia definicién de sucesién

recursiva estocastica multiplicativa, se puede ver, mediante induccion:

» Se cumple para n = 1: Por definicién, se tiene X; = azfe;.
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= Supuesto cierto para n — 1, véase que se cumple para n:

Partiendo de la hipdtesis

n—1

n—1 (n—1—1)
Xn-1 = 5158 H (¢z‘a)b

i=1
Por definicién se tiene X,, = aX® ,¢,, de modo que en base a la ex-

presion anterior:

De este modo se deduce que X, se puede escribir de la siguiente forma:
- (n—i)
'3 b n—
i=1

]

A continuacién, se probara que la variable n-ésima es independiente de

los ruidos futuros.

Lema 3.2. Sea (X, )nen una sucesion recursiva estocdstica multiplicativa,

entonces las variables X,, y ¢ son independientes si k > n.

Demostracion. A partir de la expresién [3.2] es posible ver que la variable
aleatoria X,, es funcién de las variables ¢;, Vi = {1,2,...,n}. De modo que
considerando el teorema se puede comprobar que X,, y ¢, son indepen-

dientes si k > n. O
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Finalmente, haciendo uso de los resultados anteriores, es posible probar

la propiedad de Markov.

Proposicién 3.3. Sea (X,)nen una sucesion recursiva estocdstica multipli-
cativa, dada X,_1, la variable X,, es independiente de Xy con k < n-1. En

consecuencia las sucesiones recursivas multiplicativas son de Markov.

Demostracion. Dado X,,_1 = A\, en el lema anterior se ha visto que X,, y ¢
son independientes si k > n.

Ademas, por la definicién de sucesién recursiva estocastica multiplicativa,
se tiene:

Xn = a)\bgbn

De modo que X,, serd funciéon unicamente de ¢,,, es decir, efectivamente
X, es independiente de X con k <n — 1.
Entonces, la sucesién de variables (X, ),eny cumple la propiedad de Mar-

kov. O

3.2. Momentos

La expresiéon hallada en el lema para la sucesion recursiva a estudiar
permite expresar los momentos del proceso en funciéon de los momentos del
ruido introducido.

De forma general, es posible hallar una expresion para el momento de

orden m € N de X,, en funcion de los momentos del ruido.

Proposiciéon 3.4. Sea (X,,)nen una sucesion recursiva estocdstica multiplica-

tiva, el momento de orden m € R de X,,, viene determinado por la expresion:
B(X7) =g [[a™'E (qb;”b”*") (3.3)
i=1
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Demostracion. Por la definicion de momento de orden m se tendra:

E(X)") =E <<$gn ﬁ (@'a)b(ni)) ) =F (q;g“’" H ((bia)mb("i))

Dado que X" [[1, a™" " € R, aplicando la proposicién [2.1]se tiene:

n
E m . 370 mb™ Hamb" Z (H ¢;nb”l>
i=1
Ademas, dado que ¢, ¢, ... son variables aleatorias independientes, a

partir de la proposicion [2.2] se obtiene la expresion:

E xm _mob H mb"— ’ <¢;nb”’i>
[

Mediante el resultado anterior es posible obtener la expresién de la espe-

ranza y varianza de las variables de la sucesién.

Corolario 3.5. Sea (X,)nen una sucesion recursiva estocdstica multiplicati-

va, se cumple:

1. Media:

BE(X,) =" Ta"'F (&"”) (3.4)

1
i=1
2. Varitanza:

Var(X,) = 2" H "

=1

1:11 () -1 (s (sbf”i))Q] (35)

1=1

Demostracién. 1. Basta con tomar m = 1 en la expresién [3.3]

2. Por la propia definicién de varianza se tiene:

Var(X,) = E(X?) — B(X,)*



De modo que sustituyendo en la expresion para m = 2 y conside-

rando la expresién anterior para E(X,), se tiene:

n

2
Var(X,) = x%"Ha%n_iE(gbw 1 ( H oy e 1>>

i=1

n
2pn anfi 2pn— z bn z
| G | (HE )
=1 =1

Por lo que la expresion para la varianza serd, efectivamente:

Var(X,) = z2" H "

=1

n n

[ - Tzt )]

i=1 =1

]

Sin embargo, para el cdlculo de la covarianza es necesaria la realizacion

de calculos adicionales.

Proposicién 3.6. Sean X, y X, sucesiones recursivas estocdsticas multi-
plicativas, con n,m € N con n<m, la covarianza asociada a estas variables

es.’

Con(X, X) = AT B () ~ T B ) B0 TTys B
(3.6)
Donde A =z " [, a?" " [ bt

=1 i=n-+1 a

Demostracion. Por la propia definiciéon de covarianza se tiene:
Cov(Xp, Xm) = E(X Xm) — E(X,)E(X,)

Para el término F(X,,X,,) habra que considerar la expresién de X, X,,, que
sera:

XX = [ ﬁ(dh v ] [x ’"ﬁ ”“"”]

=1
m

o Tl T @)™
=1

=1
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De modo que la esperanza de este término serd de la forma:

B(X,Xy) = (H O ”Hwia)"“”“)

=1

m
m (n—1t) m— 7,) n—1 .
S | (| o | 1

i=1 i=1
Y, por considerar n < m:

ot Tt =T [T o
=1

i=n+1
De forma que ﬁnalmente se tendra:

E(Xo X b"*"”H " ”H N (Hsb?”*b"” ﬁ cb?'”)

i=1 1= n+1
m
b b(nfz)_'_b(mfz) p(m—i) pn— ’L_"_bm 7 pm—i
= o I] @ H E (9 I1 # (s
1=1 1=n+1 i=n+1

Por otro lado, para el término F (Xn)E (X,n) bastara considerar la expre-

sién obtenida para la media, es decir:

e o st e ey

b”+bmH i (¢b” ) Habm ‘B ((b?m—i)

i=1
i=n+1

(AR n (NN » U bm
Denotando A = z; [T, a [T, a

En base a los resultados anteriores se tendra:

m

e () T e ()

1=n+1

—;1E<¢sw>E<¢f“> I =)

i=n+1

— A ﬁE <¢§”"’+b’""') - ﬁlE <¢?n_i) ( 4 )] H E (qﬁbm )

i=n+1

Cov (X,, X,
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A partir de los valores de la varianza y la covarianza se podrd obtener

una expresion para el coeficiente de correlacion de Pearson.

Proposicion 3.7. Sean X, y X,, sucesiones recursivas estocdsticas multi-
plicativas, con n,m € N con n<m, el coeficiente de correlacion de Pearson

asociado a estas variables es:

I G S G L G| G
e s 2 )T (B )] [T (™) T (2o
Demostracién. En base las expresiones 3.5y B-6} se tendré:

AL B (o) T B () B ()]
T o T [T B (62~ T (£ o]

T B ()

o T e [T 8 (o)~ T (5 ()]

A 2 (o) ~IL B (o) B (o))

o T o [T o) =TI (B ()]

[T B ()
T I B ) - T (B )]

En base a la definicién dada para el término A:

b-‘rbe ‘+b Ha

i=n-+1

se observa que este puede ser simplificado, resultando la expresion:
L G . R G S G L
PXr, X — n—i br— i\ 2 s —
VI m(6 =) =11z (ot ) [Tz 2 ) T (26 ))'
O
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Capitulo 4

Casos particulares para la

distribucion de los ruidos

En este capitulo se analizaran algunos casos en los que el ruido tenga una
distribucién particular, con el fin de determinar el comportamiento asintdtico
del proceso en funcién de los parametros. Sin embargo, debido a la dificultad
de calcular dicho comportamiento sobre una distribucién, se estudiara sobre
la esperanza del mismo.

Asimismo, para comprobar la tendencia de la sucesion (E (X,)),cy se
analizara, por simplicidad y gracias a la monotonia de la sucesion, el logarit-

mo de (£ (X,))

neN”

4.1. Ruido con distribucién uniforme [0,2]

Al considerar una sucesién recursiva estocastica multiplicativa con ruidos
con una distribucién uniforme [0,2], se puede observar un cierto comporta-
miento asintético en funcién del valor de los pardmetros que intervienen,

es decir, de a, b y xp. Se tomard la uniforme [0,2] a fin de no involucrar
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demasiados parametros en el andlisis y facilitar su ejecucién y simulacion.
Asimismo, se ha escogido este intervalo [0,2] debido a que la media para
una distribucién uniforme de este tipo es igual a 1. Por lo tanto, los calculos
asociados a la esperanza de la sucesion en base a la de los ruidos se sim-
plificaran considerablemente. Sin embargo, este estudio es aplicable también
a una sucesion recursiva estocastica multiplicativa con ruidos siguiendo una
distribucién uniforme [0, #]. Para ello tan solo seria necesario relacionar el
valor de a con el 6 en funcién de las expresiones obtenidas.

A modo de ejemplo de estos diferentes comportamientos, en la Figura
se puede observar un comportamiento diferente a partir de la simula-
cion de muestras con distintos parametros a y b, produciéndose en un caso
convergencia y en el otro divergencia hacia oco.

035- 1.004320e+175 -

7.412006e+174 -
0.30-

4.782520e+174 -

Esperanza
Esperanza

21521

)

de+174 -

' ' ' . ' -4782520e+173- ' ' ' '
0 250 500 750 1000 ] 250 500 750 1000

Figura 4.1: Comportamiento de muestras simuladas con b < 1 (izquierda) y

b=1, a =1 (derecha), para un valor de zq = 0.0775225.

Como, por simplicidad, se va a estudiar el comportamiento de (£ (X)), cn

conviene simplificar su expresién, considerando la expresion para el momento

de orden m asociada a la distribucién uniforme [0,2] de los ruidos.

Proposicién 4.1. Sea (X,)nen una sucesion recursiva estocdstica multipli-
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cativa y sean los ruidos ¢; variables con una distribucion uniforme [0,2], la
esperanza de (X, )nen €s de la forma:

(B (), = a8 T (ZS“T) (@)

=1
Demostracion. Para probar este resultado, basta observar en primer lugar

que, debido a la forma de la variable X,, a considerar (3.2)), se tiene:

(B (Xa))en = 26 ‘n (e () (4:2)

1=
Asimismo, dado que la funcién de densidad para una distribuciéon uniforme

0,2] es f(z) = 3, se tiene:

De modo que considerando [£.2] se obtiene:

(B (), = a8 T (%)
: [

En base a la expresion anterior es posible obtener el logaritmo de la

misma.

Corolario 4.2. Sea (X,,)nen una sucesion recursiva estocdstica multiplicativa
y sean los ruidos ¢; variables con una distribucion uniforme [0,2], el logaritmo
de la esperanza de (X,)nen es de la forma:
(log (E(X0n))),en = 0" log(xo) + > (0" log(2a) — log(b" " + 1)) (4.3)
i=1
Finalmente, como ha sido mencionado, debido a la continuidad y mo-
notonfa del logaritmo, mediante el andlisis de (log (E£(X,))),,cy serd posible

conocer el comportamiento asintético de (£(Xy)),,en-
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Proposicién 4.3. Sea (X,)nen una sucesion recursiva estocdstica multipli-

cativa con ruidos siguiendo una distribucion uniforme [0,2]. Entonces:

» Sib<1, (E[X,])nen s convergente.

m Sib>1y
o aq> % (I—10>1117, (E[X,])nen diverge hacia co.
ea<i 1—10 17%, (E[X,])nen converge a 0.

m Sib=1y

e a>1, (F[X,])nen diverge hacia co.
o a =1, (E[X,])nen converge a xy.

e a <1, (E[X,])nen converge a 0.

Demostracion. En funcion del valor de b se tendré:

n Sib=1:

(log (E(X0)))en = log(zo)+  (log(2a) —log(2)) = log(wo)+) _ log(a)

i=1 i=1

De forma que surgen tres casos en funcion del valor de a:

o Sia>1: lim, (log(E(Xy))),eny = 00

o Sia=1: (log(E(Xy))),en = log(zo)

e Sia<1l: lim,, (log(E(X,))),en = —00

= Sib>1: La expresién 4.3 se puede escribir como:

(log (E(X3)))pen = 0" (108;(350) + Z (% log(2a)>) - Z log(b" ™" + 1)
N X P 1=1 E

(4.4)
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El factor A crece mas rapido que el factor B de modo que en primer
lugar se analizara la convergencia de este. Si se considera, por tanto,
la expresion: b" (log(zo) + i (3 log(2a))), del hecho de que b > 1
resulta evidente que el término b" se va a infinito conforme lo hace
n. Por lo que el factor restante sera el que determine el signo de la

tendencia. Se analizara entonces la expresion:

log (o) + ; (bl log(Qa))

Pero:

lim <1og(mo) +2 (%bg(?a))) = log(wo) + 7 !

— log(2a)
b

Existird, por tanto, un caso critico que sera aquel en el que el factor A es
igual a 0, donde la convergencia vendra determinada por B. Por lo que
se tendran tres casos diferentes, que de nuevo se podran caracterizar

en funcién del parametro a:

e A > 0: Se cumple si

1 1 1
log (z9) + —— log (2a) > 0 « -log (2a) > log | —
1 1— b o

& log (20) > log ((%)Pi)

Por lo que, en funcién de a, se tendra A > 0 si:

_1(1 =3
“ 2 o

Y bajo esta condicién, dado que b" tiende a infinito, se tiene:

limy oo (log (E(X3))) ey = 00

1
b
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e A <0: De forma andloga al punto anterior, se obtiene que este

caso se da bajo la condicion:

_1(1 =3
“ 2 Zo

Y en tal caso, como b" tiende a infinito:
Limsoe (108 (B(X))) ey = —00

e A=0: En base a los apartados anteriores resulta evidente que A

serd igual a 0 cuando se cumpla:

11\
CL—2 i

En tal caso se tendra, debido a la presencia de b", una indeter-
minacion del tipo 0-00. Sin embargo, operando se puede observar
una divergencia positiva. Asi pues, sustituyendo este valor de a en

A se tendra:

11 bl — b 41
— 5" log () (1 -+ W) = log (20) (f)

Por lo que claramente 0" - A — oo

» Si b < 1: Considerando la expresién [4.3] al tomar b < 1, se tiene que

el primer término: b" log (xy) tiende a 0 cuando n — oco. De modo que
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bastard con analizar el sumatorio. Es decir, habra que comprobar la

convergencia de:

n

Z (b" " log(2a) — log(b" " + 1))
i=1
Pero, > (%) = >0 ~, (b)), de forma que para el primer término del

sumatorio se da convergencia, pues:

n n—1 n—1
Z (bn—i log (2a = log (2a Z :Jgr;o <log (2a) z; ) 2;)

i=1 =0

Finalmente habra que comprobar que ocurre con el otro término del

sumatorio, es decir con:

n

— Z (log (b"*" + 1))

i=1
Para ello se vera su convergencia, esto se puede comprobar mediante
comparacion con otra funcion. De forma analoga a los pasos anteriores

esta serie se puede reescribir como:

n—1
Z log b2+1
=1

Por otra parte, se tiene que log(z + 1) < z, de modo que se podré

considerar: . .
=) (log (b +1)) <> (¥)
i=1 i=1

Por lo que tomando ahora el limite infinito para comprobar la conver-
gencia, al ser |b| <1 se tiene:
n—1 n—1 b

S =D (g (P4 1) < Jim > () = 1=

i=1
Es decir, para este caso se dard convergencia.
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Todos resultados se pueden ver resumidos en la Figura , donde la
desviacion observada procede de la funcién corte debida al caso b >1, para

un xq concreto (xo=2 en el caso expuesto).

20-
1.5-
E(Xn)
. Canverge
@ 1.0-
. Converge a
Diverge a +=
05-
0.0-
0.0 05 1.0 15 210
b

Figura 4.2: Comportamiento de (E(X,)), oy en funcién de b y a para xo=2.

4.2. Ruido con distribuciéon exponencial ()

A continuacion se considerard una sucesion recursiva estocdstica multi-
plicativa con ruidos con distribucién exponencial (). En el andlisis del com-

portamiento asintotico de la esperanza de este tipo de sucesiones intervendra
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ahora un pardmetro més que en el caso anterior, el parametro A. Por lo tanto
habré que considerar dicho comportamiento en base al valor de a, b, xy y .

Del mismo modo que para la distribucién uniforme [0,2], en la figura
se pueden observar diferentes comportamientos para muestras con ruidos
de distribuciéon exponencial simuladas a partir de diferentes valores de los

parametros.

3e+96 -

07-

06- 2e+06 -

Esperanza
Esperanza

1e+96-

% J

Oe+00

0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000

Figura 4.3: Comportamiento de muestras simuladas con b < 1 (izquierda) y

b=1, a> X (derecha), para o = 0.453342 y A\ = 2.

Como se va a realizar el analisis del comportamiento asintdtico de la
esperanza de la sucesion, conviene conocer la expresion de la misma en base

a la esperanza de una distribucién exponencial.

Proposicién 4.4. Sea (X,,), oy una sucesion recursiva estocdstica multipli-
cativa y sean los ruidos ¢; variables con distribucion exponencial (M), la es-

peranza de (X,), oy €s de la forma:

B, = TT((5) o) (4.5

=1
Demostracion. Para obtener la expresion de la proposicion basta con con-

siderar la ecuacién [3.4] De modo que, como la funcién de densidad de la
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distribucién exponencial es de la forma f(x) = Ae™**, se tendra:

B () = /0 T e Mg = U

)\bnfi

Por lo tanto, sustituyendo esta expresion en |3.4] se tendra:

n n i bn—z| . n - ‘
(B(X0))pen = 7 1 (ab Abm) I ( <§>b bn_”)

]

Sin embargo, de nuevo por simplicidad en los calculos, se considerara el

logaritmo de la esperanza, por lo que sera necesario conocer su expresion.

Corolario 4.5. Sea (Xy), oy una sucesion recursiva estocdstica multiplica-
tiva y sean los ruidos ¢; variables con una distribucion exponencial (N), el

logaritmo de la esperanza de (Xy,), oy €s de la forma:

(log (E(X))),en = b log (o) + ni (bi log (%) +log (bi!)> (4.6)

A partir de la expresion dada en este corolario, gracias a la continuidad
y monotonia del logaritmo, se podra analizar el comportamiento asintético
de la esperanza de (Xy,), .y, obteniendo diferentes casos para la convergencia

en funcion de los distintos parametros.

Proposicién 4.6. Sea (X,,), oy una sucesion recursiva estocdstica multipli-

cativa con ruidos siguiendo una distribucion exponencial (N), entonces:
n Sib=1y
e o=\, (F[X,]),cy converge a x.

e o>\ (EF[Xy]),en diverge hacia oo.

e a <\ (E[X,]),ey converge a 0.
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= Sib <1, (E[X,]),cy converge.

w Sib>1, (E[X,)]),y diverge a 0o.

neN

Demostracion. La expresién depende de 4 parametros, a, b, xy y A, por
lo que habra que analizar la convergencia de la esperanza en funcion de
los valores de estos. En primer lugar, en funcién del parametro b es posible

distinguir tres casos:

= Si b= 1 entonces el logaritmo de la esperanza sera de la forma:

(log (E(X,))),cxs = log(z0) Zlog()

El sumatorio del logaritmo producira divergencia hacia 00, en funcion
del signo de log (%), por lo que en funcién de a se obtienen tres nuevos

Ccasos:

e Sia = A, entonces (log (E(X,))),en = log(zo) y por lo tanto se
da convergencia.

e Sia > A, entonces (log (E(X,))),eny — o0

e Sia < A, entonces (log (E(X,))),ey — —00

» Sib <1, el término b" log(xg) tiende a 0 por lo que bastara con consi-

derar el sumatorio. Este se subdivide en dos sumandos

e Para Y7 log(b'),

i | lOg bzl b<1 i log bl' S i —log <(bl)bz> _
i=0 =0 P
= i b log(b') = i —ib" log(b)
=0 i=0
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De modo que, aplicando el criterio del cociente a esta expresion

se tendré:

(i i+1 :
i (i +.1)b log(b) — lm (¢ —I—.l)b
i—o0 —ib'log(b) imwoo 4

=b<l1

De modo que Y2, log(b"!) converge absolutamente, por lo tanto

converge.

e Para ) |, 'l log (%) es claro que se da convergencia pues:

o (§) = s (3) = o (§) S0 = s () 1

Por lo tanto, dado que todos los términos convergen, se puede concluir

que para b < 1, (log (E(X,))), ey converge.
= Sib> 1, se distinguen de nuevo tres casos en funcion del valor de a:

e Sia = )\, entonces:

n—1

(log (E(X,))) ey = V" log(zo) + > log(b') (4.7)

=0

Por lo tanto se tendra, (log (£(Xy,))),en — 00

e Sia > )\, ademds de los términos presentes en [4.7] serd necesario
considerar también el término > ' b log (%) Sin embargo, como
a > A, se tendra log (X) > 0y, por tanto, el logaritmo de la

esperanza cumplird de nuevo: (log (E(X,))),cy — o

e Sia < A\, en base a la expresion , dado que 0™ log (xg) crece
mas despacio que el término en el sumatorio, bastara con analizar
que ocurre con dicho sumatorio, es decir, se estudiara el compor-

tamiento de

[y

n—

(bl log ( ) + log (b”))

=0
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Por lo tanto, sera necesario determinar cudl es el término domi-

: : 4 n—17; a) __ a n—1144
nante en dicha expresion. Pero ) ' ' b* log (X) = log (X) >y b
tomando entonces exponenciales se obtiene:

(i (ren() o) Z T (04)

i=0
Es conocido que z! tiende a infinito mas rapido que e®, por lo
tanto, el término en log (b'!) serd el que determine el signo de la
divergencia. Dado que se esta considerando el caso b > 1, se tiene

por tanto: (log (E(Xy))),eny — 00
U

En la figura £.4] se puede observar un resumen de los expresado en la

anterior proposicién, para unos valores de zy y A fijos.

E(Xn)
. Converge

Convergeal

. Diverge a +=

0.0 05 1.0 15 2.0

Figura 4.4: Comportamiento de (£(Xy)), oy en funciéon de b y a para 2y =

A =2
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4.3. Ruido con distribucién normal-logaritmi-

ca (o, )

A continuacion, se considerara un caso algo mas complejo, el de suce-
sién recursiva estocastica multiplicativa con ruidos con distribuciéon normal-
logaritmica (o, ). En el andlisis del comportamiento asintético de este tipo
de sucesiones (o en su defecto de su esperanza), intervendran, por tanto,
cinco parametros, a, b, xq, u y o. Este caso tendré especial importancia en el
capitulo posterior al poder aplicarse sobre una serie de datos reales.

De forma andloga a lo ocurrido con los casos anteriores, en la figura[4.5se
puede observar, a modo de ejemplo, distintos comportamientos para mues-
tras con ruidos de distribucién normal-logaritmica simuladas con diferentes

parametros.

400-

Esperanza
1
Esperanza

0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000

Figura 4.5: Comportamiento de muestras simuladasconb=a =y =0 =0.5
y o = 1.02623 (izquierda) y b = 1.5, a = p = 0 = 0.5 y 2y = 0.6599443
(derecha).

Dado que el objetivo es, por simplicidad, el estudio de la esperanza de

(E(Xn))

neNs Conviene conocer su expresion en base a la esperanza de un

ruido con distribucién normal-logaritmica.
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Proposicién 4.7. Sea (X,,), oy una sucesion recursiva estocdstica multiplica-
tiwa y sean los ruidos ¢; variables con distribucion normal-logaritmica (o, u),
entonces la esperanza de (Xy), oy €s de la forma:

n

(B (X0))nen = b T (ae")? ™ """ (4.8)

i=1
Demostracion. De nuevo, para probar este resultado, basta considerar que

debido a la forma de la variable X, a considerar (3.2), se tiene:

(B (%) = T (a2 (87))

1=

Para ruidos de distribucién normal-logaritmica se tiene:
B (¢7) = e+’
Por lo que se tendra:

Por lo que sustituyendo en [4.3] se obtiene la expresién [4.8 Asf:

n

n
(E (Xn))nEN e 1‘8" <abn716bn7’bﬂ+b<n7'b)02> _ xgn H (aeu)bn—z eb(nfz)o.2
=1

=1

]

Sin embargo, por simplicidad en los calculos, se considerara el logaritmo

de la esperanza, por lo que resulta conveniente conocer su expresion.

Corolario 4.8. Sea (X,,),, oy una sucesion recursiva estocdstica multiplicativa
y sean los ruidos ¢; variables con una distribucién normal-logaritmica (p, o),

entonces el logaritmo de la esperanza de (X,,), oy €s de la forma:
(log(E(X,))),en = b"log(wo) + (log(a) + p + o°) Z bt (4.9)
i=1

43



En base al corolario anterior, gracias a la continuidad y monotonia del

logaritmo, es posible conocer el comportamiento asintético de la esperanza

de (X;),en- Como se podrd comprobar, para ruidos con este tipo de distri-

bucion, habra una gran cantidad de casos debido a la dependencia de cinco

parametros.

Proposicién 4.9. Sea (X,,)nen una sucesion recursiva estocdstica multipli-
cativa con ruidos siguiendo una distribucion normal-logaritmica (u, o), en-

tonces:
m Sib=1y

e Si(log(a) + p+ 0%) > 0, (E[X,])nen diverge a co.
o Si(log(a) + p+0?%) <0, (E[X,])nen converge a 0.

o Si(log(a) + p+0%) =0, (E[X,])nen converge a .
= Sib>1y

o 29 <1, (E[X,])nen converge a 0.

o 29> 1, (E[X,])nen diverge a co.

o 1o =1, se dan tres nuevos casos:
o Si (log(a) + p+0%) >0, (E[X,])nen diverge a oo.
o Si (log(a) + pu+ 0%) <0, (E[X,])nen converge a 0.

o i (log(a) + pu+ 0?) =0, (E[X,])nen converge a x.

log(a)+//.+02

» Sib<1, (E[X,])nen converge a e -0

Demostracion. La expresion a considerar depende de cinco parametros, p, o, xg,

a v b, por lo que seran varios los casos a valorar. Para la simplificacion de este
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andlisis se definirdn dos términos, en base a[4.9] de modo que se considera:

n

A = b"log(o) B = (log(a) + p+ 0?) Z b

i=1
Para el andlisis de los distintos casos, en primer lugar, en funciéon del
parametro b es posible distinguir tres casos que afectaran de forma diferente

al comportamiento de la sucesion:

m Sib=1:

(log(E (X)) pen = log (z0) +n (log(a) + 1+ o°)
De modo que se obtienen tres posibles casos:

e Si (log(a) + p+0?) >0, (log (E(X,))),eny — 00
e Si (log(a) + p+0?) <0, (log (E(Xy))) ey — —0©.
e Si (log(a) + p+0%) =0, (log (£ (Xn))),eny — log ().
= Sib > 1: Sise considera en [£.9] es claro que:
e Para A: El término 0" — oo, por lo tanto A tenderd a +oo en

funcion del valor de xg. Asi,

o Sixzg< 1, entonces A— —o0
o Sixg > 1, entonces A— 0o
o Sizg=1, entonces A =0

e Para B: El término Y " | b"~* también diverge hacia infinito, pues:

‘ nn —1 ‘ n 1
,}g&b ;b :hmbm:oo

n—oo

Por lo tanto B tenderd a +co en funcion del valor de p, 0 y a. De

modo que, al igual que para b = 1 se pueden definir tres casos:
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o Si (log(a) + p+0?) >0, (log (E(X,))),.eny — 00
o Si (log(a) + p+0?) <0, (log (E(X,))),eny — —0©.
o Si (log(a) + p+0%) = 0, (log (E (Xn))),,ery — log (20)
Pero A crece mas rapido, por lo que sera el término dominante,

y por tanto solo habra que considerar el analisis de B en el caso

A=0.

m Sib<1:

Es claro que para este caso el término A tiende a cero. Bastard, por tan-
to, con analizar que ocurre para el término B. Asi pues, considerando

que b < 1, se tendra la igualdad Z?Zl pn—i = b'=1

b—1
Tomando el limite cuando n — oo se tendra: b;_—_ll = ﬁ
Por lo tanto en este caso, (log(E(X},))), ey converge a W

]

En la figura [4.6] se puede observar un resumen del comportamiento de
(E (Xn)),en para diferentes parametros en base a lo visto en la Proposicion
Asi, para = 0 = 0.5 y £y = 2, se tienen tnicamente dos casos conver-
gencia o divergencia a oo (a). Sin embargo, para = —0.5, 0 = 0.5y 29 = 1,
dado que se anula el término A, surgen mas casos, tal y como se observa en

(b).
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20- 20-
15- 15-
E(Xn)
E(Xn) . Converge
©9q0- .Oorlverge @40~ . g8 a0
. Diverge a +» . Diverge a +w=
05- 0.5-
00- 0.0-
0‘0 0‘5 1 .‘0 1 .‘5 2.‘0 0.‘0 0.‘5 1 .‘0 1 .‘5 2.‘0
b b
(a) p=0=05yz9=2 (b) u=-05,0=05yz9=1

Figura 4.6: Comportamiento asintético de (E(X},)),,cn Para distintos pardme-

tros.
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Capitulo 5

Aplicacién del proceso a datos

de caudal fluvial

Los resultados obtenidos en los capitulos anteriores son puramente teéri-
cos. Sin embargo, este capitulo se centrara en un ejemplo de aplicacién del
tipo de procesos estudiados a datos reales.

De este modo, a partir de una muestra de datos iniciales, es posible esti-
mar los parametros a y b para la sucesion recursiva estocastica multiplicativa.
A partir de ellos se podra obtener una estimacién de los datos futuros en fun-
cion de diferentes condiciones sobre los datos iniciales, mediante simulaciones
en base a la definicion recursiva y establecer un intervalo de confianza para
el maximo, el minimo y la media de los resultados futuros.

Un ejemplo de aplicacion de estos resultados se puede observar a partir
de la serie de datos del conjunto datasets de R. Se probara en este caso con

la serie de datos Nile, que se puede observar en la Tabla [5.1]
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Anos Caudal Anos Caudal Anos Caudal Anos Caudal

1 1871 1120.00 1896 1220.00 1921  768.00 1946 1040.00
2 1872 1160.00 1897 1030.00 1922  845.00 1947  860.00
3 1873 963.00 1898 1100.00 1923  864.00 1948  874.00
4 1874 1210.00 1899  774.00 1924 862.00 1949  848.00
5 1875 1160.00 1900  840.00 1925 698.00 1950  890.00
6 1876 1160.00 1901 874.00 1926  845.00 1951  744.00
7 1877  813.00 1902 694.00 1927  744.00 1952  749.00
8 1878 1230.00 1903 940.00 1928 796.00 1953  838.00
9 1879 1370.00 1904 833.00 1929 1040.00 1954 1050.00
10 1880 1140.00 1905  701.00 1930  759.00 1955  918.00
11 1881 995.00 1906  916.00 1931  781.00 1956  986.00
12 1882  935.00 1907  692.00 1932  865.00 1957  797.00
13 1883 1110.00 1908 1020.00 1933  845.00 1958  923.00
14 1884 994.00 1909 1050.00 1934  944.00 1959  975.00
15 1885 1020.00 1910  969.00 1935 984.00 1960  815.00
16 1886  960.00 1911  831.00 1936 897.00 1961 1020.00
17 1887 1180.00 1912  726.00 1937  822.00 1962  906.00
18 1888  799.00 1913  456.00 1938 1010.00 1963  901.00
19 1889  958.00 1914  824.00 1939  771.00 1964 1170.00
20 1890 1140.00 1915 702.00 1940 676.00 1965  912.00
21 1891 1100.00 1916 1120.00 1941 649.00 1966  746.00
22 1892 1210.00 1917 1100.00 1942  846.00 1967  919.00
23 1893 1150.00 1918 832.00 1943 812.00 1968  718.00
24 1894 1250.00 1919  764.00 1944  742.00 1969 = 714.00
25 1895 1260.00 1920 821.00 1945 801.00 1970  740.00

Tabla 5.1: Datos del caudal del rio Nilo (Anos 1871-1970)
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Esta serie de datos proporciona las medidas anuales del caudal medio
del rio Nilo en Aswan (Egipto), desde el afio 1871 hasta el 1970. Este es un
ejemplo de interés en cuanto a la prediccién de valores futuros, destacando
el establecimiento de un intervalo de confianza para el méaximo que podria
ser estudiado para la prevencion de inundaciones o desbordamientos del rio

o, en su defecto, del minimo, en el caso de que se puedan producir sequias.

1400~

1200-

1000-

Caudal

800-

600 -

1 1 1
1875 1900 1925 1950
Afios

Figura 5.1: Caudal del rio Nilo (Afos 1871-1970).

En primer lugar, se toman los 70 primeros anos para estimar los parame-
tros a y b adecuados para la expresion de la sucesion recursiva estocastica
multiplicativa. Los 30 tultimos anos se reservaran para comprobar si esta es-
timacién produce una buena aproximacion de lo sucedido posteriormente.

Para ello, en primer lugar se ha realizado la estimaciéon de dichos parame-
tros a y b. Esto se hace de manera numérica a partir de la funcién optim

implementada en R, minimizando la expresion:
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(a-Xp_ | — Xp)? (5.1)
k=1

Donde n es el 70 % de la longitud de la serie de datos original.

Los resultados obtenidos de esta parametrizacion son de a=26.16553
para a v de b=0.5233133 para b.

Con estos valores es posible obtener los ruidos de la serie, en base a la
propia definiciéon de sucesién recursiva estocastica multiplicativa. Es decir

mediante la expresion:

- X
®, = -
Xy,

Donde X,, y X,,_; seran los valores de la serie real de datos.

(5.2)

Ademas al considerar la definicién de sucesion recursiva estocastica mul-
tiplicativa, por hipotesis se considera la independencia de los ruidos, por lo
que conviene realizar un test de aleatoriedad para saber si es posible aplicar
los resultados estudiados. Para ello se realiza el test de rachas, comprobando
asi si se pueden considerar condiciones de aleatoriedad. Esto se realiza defi-
niendo una variable factor que asigne un valor a aquellos ruidos menores que
la mediana y otro a los mayores. Aplicando a esto la funcién runs.test del
paquete tseries se obtiene un p-valor de 0.2742. Al considerar un nivel de
significacién de 0.05 y dado el p-valor obtenido, como este es mayor que el
nivel de significacién, no se rechaza la hipétesis de aleatoriedad, por lo que
efectivamente es razonable asumir la independencia de los ruidos obtenidos.

Posteriormente, es necesario comprobar si existe alguna distribucion co-
nocida asociada a dichos ruidos. En este caso, se considera la distribucién
normal-logaritmica. Para corroborar que la eleccién de esta distribucion es

valida, se realiza un test de Shapiro-Wilk sobre el logaritmo de la serie de

o1



ruidos, obteniendo un p-valor de 0.191. Se trabaja con un nivel de signifi-
caciéon de 0.05, por lo que al obtener dicho p-valor, como este no es menor
que 0.05, no se rechaza la hipdtesis de normalidad. Por ello, al tratarse del
logaritmo de los ruidos, es razonable asumir la log-normalidad.

Por lo tanto, se concluye que se puede asumir la independencia y log-
normalidad de los ruidos. Por lo que los datos de la muestra estan bajo las
condiciones planteadas en la definicién de una sucesion recursiva estocastica
multiplicativa con ruidos de distribucién normal-logaritmica (caso estudiado
tedricamente en la seccion .

Con el objetivo de comparar los posibles resultados obtenidos a partir
de la introduccion de ruidos aleatorios con distribucion normal-logaritmica
con los datos reales, se realiza una simulacién de 10° series, en base a la
expresion recursiva, para los 30 tultimos anos. Tomando los maximos de estas
series, se puede realizar un intervalo de confianza con nivel de confianza del
95 % asociado a los valores del méximo mads cercanos a cero, suponiendo que
las estimaciones a y b son iguales a los valores poblacionales. El resultado
obtenido es (—o00,1653]. Por tanto, el limite superior del intervalo es mayor
que el observado en la serie (1170), por lo que todos los valores de la serie

original se encontraran dentro del intervalo de confianza. [Figura
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900-

I

! ! !
1940 1950 1960 1970
Arios

600-

Figura 5.2: Intervalo de confianza para el méaximo en el 30% final de los

datos.

Sin embargo, este intervalo de confianza depende del niimero de valores
(en este caso anos) considerado, de modo que aumenta cuantos mas valores

se consideren, con una aparente estabilizacién cuanto mayor es la cantidad

de tiempos considerados. [Figura

1600~ . *

ICmaximo
.

1400

Tiempos

Figura 5.3: Dependencia del intervalo de confianza para el maximo con el

numero de tiempos considerados.
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Caudal

1000-

800-

600 -

1940 1960 1970

Afios

Figura 5.4: Intervalo de confianza para el minimo en el 30 % final de los datos.

Asimismo, si se consideran los minimos de la serie, es posible realizar

un nuevo intervalo de confianza. Se obtiene asi un intervalo para la cola

superior, tal y como se muestra en la Figura , de [496.0638, oc). Ademas,

el minimo real de los datos es 649, por lo que todos los valores de la muestra

estan dentro del

550 -

ICminimo

510~

intervalo de confianza.

Tiempos

Figura 5.5: Dependencia del intervalo de confianza para el minimo con el

nimero de tiempos considerados.
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Como cabria esperar, este intervalo de confianza depende también del
ntimero de valores (anos) considerado.|[Figura

Finalmente, considerando que estamos en las condiciones de la seccién
y dado que el parametro b es menor que 1, aplicando la proposicion
se espera una convergencia de la esperanza. Si se establece un intervalo de
confianza centrado para la media, se puede ver que efectivamente se da cierta

tendencia a la estabilizacién conforme se aumenta el nimero de afos consi-

derados. [Figura

1000-

900-

|Crmedia

800~ Less et

700- .

0 10 20
Tiempos

Figura 5.6: Intervalo de Confianza para la media.
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Capitulo 6

Conclusiones

Este trabajo se ha centrado en el estudio de una sucesién recursiva es-

tocastica multiplicativa de la forma
X, =aX’ | ¢,.

Este tipo de sucesiones se caracterizan fundamentalmente por la distri-
bucién de los ruidos multiplicativos. Independientemente de la distribucién
del ruido multiplicativo, se ha podido probar de forma general que estas su-
cesiones cumplen la propiedad de Markov. A su vez se han obtenido también
expresiones para el momento de orden m y para la varianza, covarianza y
coeficiente de correlacién de Pearson.

A continuacién, se ha realizado un estudio detallado del comportamiento
asintotico de la media para ruidos con distribucién uniforme [0,2], con distri-
bucién exponencial (A) y con distribucién normal-logaritmica (u, o). De este
analisis se puede extraer, como conclusién, que para valores b < 1, en estos
tres casos, siempre se da convergencia.

Finalmente, se ha comprobado que es posible aplicar estos resultados a

un caso real, la fluctuacién en el caudal del rio Nilo. Para ello, mediante

56



herramientas estadisticas se ha comprobado si la sucesion recursiva multipli-
cativa resulta un modelo razonable para esta serie de datos. Una vez que este
andlisis ha sido favorable, se han construido intervalos de confianza para el
maximo, el minimo y la media, obteniendo intervalos dentro de los cuales se
hallan los valores observados.

De este modo, se han logrado los objetivos inicialmente planteados, consi-
guiendo una sucesion recursiva estocastica multiplicativa que cumple ciertas
propiedades y ademas puede ser empleada como modelo tedrico para algin

conjunto de datos reales.
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