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Resumen

Este trabajo fin de grado esta dedicado al estudio de los métodos multipaso de resolucién numeé-
rica de ecuaciones diferenciales. El término multipaso hace referencia a que es necesario recordar
las aproximaciones obtenidas en varios instantes previos para poder calcular la aproximacién en
el cada instante; se conocen también como métodos con memoria; en cambio, en los métodos
de un solo paso, la aproximacién en un instante se calcula a partir de la informacién disponible
iinicamente en el instante inmediatamente anterior. Cada una de estas familias tiene ventajas e
inconvenientes; segin como sea la ecuacion diferencial (o el sistema diferencial) unos métodos

pueden ser mas eficaces que otros, aunque esta es una cuestiéon dificil de medir.

Hemos dividido el trabajo en tres capitulos. El primero es meramente introductorio: sirve para
fijar la notacién que vamos a utilizar y para recordar algunos conceptos bésicos. En el Capitu-
lo 2 construimos en detalle los métodos multipaso mas conocidos, como los métodos de Adams
(Bashforth y Moulton), de Nystrom, de Milne-Simpson y los métodos BDF (del inglés Backward

Differentiation Formulae).

El Capitulo 3 estd dedicado al estudio de la convergencia de los métodos. Se puede decir que
la nocién de convergencia estd basada en una idea simple: se trata de estudiar en cada instante
la diferencia entre la solucién exacta y la solucién numérica. Sin embargo, el andlisis de la
convergencia es una tarea complicada; una forma de abordarlo consiste en introducir los conceptos
de estabilidad y consistencia (u orden), que son habituales en Analisis Numérico, y establecer
las relaciones entre estos conceptos y el de convergencia. El resultado fundamental es que la
estabilidad y la consistencia son condiciones necesarias y suficientes para la convergencia. Eso
justifica que se dedique también mucha atencion a la caracterizacion de la estabilidad (en términos
de la condicion de las raices) y de la consistencia. Al final, nos ocupamos de un tipo de métodos
multipaso muy utilizados, conocidos como métodos predictor-corrector, porque reducen el coste

computacional que conllevaria utilizar métodos implicitos pero sin disminuir su orden.






Capitulo 1

Introduccion

Existen muchos fenémenos de interés cientifico que, cuando se modelan matematicamente, dan
lugar a problemas escritos en términos de sistemas de ecuaciones diferenciales. Estos problemas
pueden ser de escalas muy distintas: desde escalas atémicas, en problemas de mecénica cudntica
o reacciones quimicas, hasta grandes escalas, como en la prediccion del tiempo atmosférico, o
incluso escalas césmicas, como en el movimiento de objetos celestes. También la naturaleza de
los fenémenos estudiados puede ser muy diversa, pues pueden estar relacionados con la quimica,

la fisica, la biologia, las finanzas...

Una ecuacion diferencial ordinaria (ODE) describe c6mo cambia una funcion; dicho de otro modo,
una ecuacion diferencial establece la relacién que satisface la tasa instantanea de variacion de

una variable con respecto a otra de la cual depende. Asi, la ecuacion

y'(t)=ftyt), t=to,

indica que, para cada t > t¢, la tasa de variacion de y en el instante ¢ (o sea, y/(t)) coincide con
el valor f(t,y(t)), donde f se supone que es una funcién conocida. Utilizaremos letras en negrita
para variables cuyo valor puede ser vectorial. Es habitual utilizar la letra ¢ (inicial de tiempo) para
referirse a la variable independiente porque histéricamente muchos de los problemas estudiados
modelan fenémenos que evolucionan con el tiempo. La variable y es la variable dependiente y el
valor y(t) representa el estado de esa variable en el instante t. Es costumbre escribir la ecuacion

en la forma
y/:f(tay)a 752750-

Esa es la forma normal de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden. Por supuesto,
existen ecuaciones de orden superior a 1, o escritas en forma implicita, pero no son objeto de

estudio en este trabajo.

Generalmente se conoce el estado inicial del sistema, es decir, el valor de la variable dependiente
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en el instante inicial tg. Ademés, es natural restringir el estudio a intervalos acotados en el tiempo,
sobre todo si se pretende hacer simulaciones numéricas. Por tanto, escribiremos el problema en

la forma

{ y/:f<tay)7 tGI:[t07t0+T], (11)
y(

to) =,
donde n representa el estado en el instante tg, que se supone conocido, y T es la longitud del

intervalo I de tiempo. El problema (1.1) se dice que es un problema de Cauchy o de valor inicial.

Esta formulacion engloba tanto ecuaciones escalares como sistemas de ecuaciones. Por ejemplo,

el sistema de valor inicial

/
Yy = fl(tay17y2>7
, tEI:[t07t0+T],
Yo = f (t791>y2)7
y1(to) = m1,
ya2(to) = m2.

se puede expresar en la forma (1.1) si se denota y = (y1,v2) ¥

f: IxR? = R?
fi(t,y1,92)
fa(t,y1,v2)

(t,y) — flt,y) =

Asi, en general supondremos f : I x R™ — R™, con m > 1. Cualquier funcion y : I — R™ que
verifique
y'(t) = f(t,y(t)), para cualquier t € I,

es una solucion de la ecuacion diferencial; si ademés satisface la condicion inicial y(tg) = m,

entonces es una solucién del problema.

La existencia y unicidad de soluciéon se pueden garantizar si la funciéon f es continua en I x R™
y lipschitziana respecto de su segundo argumento, es decir, si existe alguna constante L > 0

(lamada constante de Lipschitz) para la cual se cumpla lo siguiente:
tel, yzeR" = |[f(t,y) - F(t,2)| <Lly -z,

donde || || denota una norma en R™.

Para abreviar, representaremos por Cr, (I x R™) al conjunto de las funciones continuas en I x R™
y lispchitizianas respecto del segundo argumento con constante L > 0. En lo que sigue, siempre
supondremos siempre f € Cr(I x R™) para alguna constante L > 0. En esas condiciones, se

puede probar el resultado siguiente (véase [3]).
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Teorema 1.1 (de Cauchy-Lipschitz). Si f € Cr(I x R™) para alguna constante L > 0, entonces
para cada m € R™ el problema de valor inicial (1.1)

{ Y = f(ty), tel=][to,to+T),
y(to) = n.

posee una solucion y sélo una.

Ahora bien, aunque el problema tenga solucién tinica, eso no significa que sea sencillo encontrarla.
En general, esa es una tarea imposible salvo en pocos casos (cuando los sistemas son lineales,
por ejemplo) y por ello es necesario recurrir a métodos numeéricos que permitan aproximar la

solucion exacta del problema. Habitualmente, los métodos numéricos utilizan una particion P
P ={to,t1,...,tN : tn <tpy1paran=0,1,... N—1yty=to+T}

del intervalo I y en cada instante t, de la particién proporcionan un valor aproximado y,, del
valor exacto y(t,). Por tanto, la solucion aproximada {yg,y;,..., Yy} es una coleccion discreta

mientras que la solucién exacta es una funcidén continua y definida en el intervalo I.

Sea P = {to, t1,...,tn} una particion del intervalo I. La diferencia h,, = t,+1 —t, es el paso que
se necesita para avanzar desde ¢, hasta t,41; asi, N representa el nimero de pasos que damos,

v ese ntmero depende de cada particién. Denotaremos por h al didgmetro de la particion P:
h=|P| = max{t,t1 —tn : 0<n< N -1} =méax{h, : 0<n<<N-—1}.

;Lo hl h2 hn hN_2 hN_1
I } } } } } } } ]
i T T T T T T T 1

to t1 to 13 ty tnt1 tN—2 INn—1 tn

En los métodos numéricos, la aproximacion y,, de la solucion en el instante ¢,, se calcula utilizando
una o varias aproximaciones anteriores consecutivas. Cuando solo interviene la aproximacion
en el instante inmediatamente anterior, se dice que el método es de un paso; si se utiliza la
aproximaciéon en los dos instantes previos, entonces el método es de dos pasos; en general, un
método es de k pasos si la aproximacién en el instante ¢, se obtiene mediante una férmula en la
que interviene la aproximaciéon en el instante ¢,_j y, posiblemente, algunas de las calculadas en

los instantes intermedios tp—1, tp—2,.- -, tn—k+1-

1.1. Los métodos de un paso

Como hemos dicho, un método de un paso calcula una aproximaciéon y, mediante una férmula

en la que interviene la aproximacion y,,_;, pero no las anteriores. El método méas sencillo es el
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método de Euler explicito. Existen varias formas de motivar cémo se deduce su ley de recurrencia;

por ejemplo, si y es una solucion de la ecuacion diferencial del problema de Cauchy(1.1), entonces

Yltr1) = y(ta) + / ) dt = y(t) + / "Ry () . (1.2)

Asi, una forma de aproximar y(t,41) consiste en aproximar cada sumando del lado derecho de la
aproximacién anterior. Si y,, es conocido, en realidad la tarea se reduce a aproximar la integral
definida y eso puede hacerse mediante una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio; en el
método de Euler explicito esa formula es la del rectdngulo o la izquierda, representada en la

Figura 1.1.

Figura 1.1: Interpretacién geométrica de la férmula del rectangulo a la izquierda.

Si en la expresion(1.2) sustituimos y(t,) por y,, y utilizamos la féormula de cuadratura con
o: I —s R7
t — pt)=ft y(t)
entonces obtenemos
Y(tng1) 2 Yy + (tngr — tn) @(tn) = Y + (tns1 — tn) Ftn Y(tn)) 2 Yy + (tngt — ta) f(tn, ¥y)-

Por tanto, el valor y,, ,; definido por

Yn+1 = Yn T+ (tn+1 - tn)f(tna yn) =Y, + hn f(tnv yn)

puede tomarse como una aproximacion del valor exacto y(tn+1)-

A partir de una aproximacion y, = n;, de y(tp) = 1 y una particiéon P del intervalo, el método

de Euler explicito queda definido por la siguiente ley de recurrencia:

Yo=1n
{ o (1.3)
Yol = Yn + i f(tn, yn), n=0,1,2,...,N-1.

Como vemos en la ley de recurrencia, para calcular y,,,,, que es la aproximacién de la solucién
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en el instante t,11, solo se utiliza la informacién disponible en el instante t,, pero no en los

anteriores. Por eso se dice que es un método de un paso (o sin memoria).

En general, un método de un paso es un algoritmo que proporciona una aproximacién de la
solucién en un cierto instante a partir de la informacién del instante anterior. Su ley de recurrencia

suele escribirse en la forma

{ Yo = N (1.4)
yn+1 :yn+hn¢(tn7ynvhn)7 n:071,...,N—1.

La funcion ¢ se denomina funcidn incremento; cada método queda determinado por la eleccion
de la funcién ¢, que generalmente se construye a partir de f y sus derivadas. Asi, en el método

de Euler explicito, la funcién incremento esté definida por

¢(t7 Y, h‘) = .f(t7 y)

y en este caso particular no depende del paso h. Otro ejemplo de método de un paso es el método

de Euler modificado, cuya ley es

1 1
Ypi1 = Yo + hnf(tn + 3l Yn + thf(tn, Yn)), (1.5)

que puede deducirse a partir de la formula de cuadratura del punto medio; en este caso la funcién

incremento es

Bty h) = £+ Shoy + ShF(ty))

Como ya hemos mencionado, para cada particién P, un método numérico proporciona una co-
leccion de aproximaciones {yg, Yy, .., Yy }. La discrepancia entre cada valor exacto y(t,) y su

aproximacién y,, es el error en t,, que denotaremos por ey:
e, =Y(tn) — Yy, n=0,1,2,...,N.
Observemos que el error inicial es eg = y(ty) — yo = M — Ny, es decir, es el error cometido por

utilizar n;, como estimacién del valor de la condicién inicial.

Usualmente se necesitara que, en todos los puntos de una particiéon P, el error (en norma) no
supere una cota prefijada; por esa razén serd necesario analizar el comportamiento asintético
de méx{||e,] : 1 < n < N} cuando utilizamos particiones cada vez mas finas (h = ||P| — 0)
y disminuimos el error inicial (||n — n,|| — 0). De forma un tanto imprecisa, diremos que un

método de un paso tiene orden de convergencia al menos p si se verifica que
méx{|le]| : 0<n < N} = O(h¥), siempre que |1 — myl| = O(h?).

Se puede probar que el método de Euler explicito tiene orden de convergencia 1 si la funcién
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f es de clase C' en I x R™. Y el método de Euler modificado es de orden 2 bajo condiciones

adecuadas de regularidad.

1.1.1. Los métodos Runge-Kutta

Los métodos Runge-Kutta son una familia de métodos que permiten alcanzar un orden de conver-
gencia alto a base de reevaluaciones inicamente de la funcién f (no intervienen sus derivadas). Un
ejemplo de método de Runge-Kutta es el método de Euler modificado; su ley de recurrencia (1.5)

puede reescribirse en la forma siguiente

kl == .f(tnvyn>7
1 1
ko= f(tn, + th, Yy, + §hnk1), (1.6)
Ynt1 = Y + k.

En general, un método de Runge-Kutta es un método de un paso cuya ley de recurrencia es de

la forma

Ynt1 = Yn T ha (b1 k1 +baka + ... + by kg),

con
ki = f(tn+ cihn, Yy, + hn (a11k1 + ar2ka + ... + aigky)),

ky = f(tn + c2bn, Y, + hn (a21k1 + agoka + ... + azqgky)),

kq = f(tn+ cqhn, Yy + hn (agik1 + agaks + . .. + ageky)).

Cada método de Runge-Kutta queda definido por el nimero g de etapas y el conjunto de coefi-
cientes {a;;j}, {bi} v {c;i}. Estos coeficientes suelen disponerse en la forma siguiente, denominada
tabla de Butcher:

c1|aml a2 ... alq
C2 | A12 G22 a2q
Cq | Qq1 aqg N aqq

by by ... b,

La tabla de Butcher del método de Euler modificado, escrito en la forma(1.6) es

o
o

S ol
—_
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También el método de Euler explicito puede considerarse como un método de Runge-Kutta de 1

etapa, con tabla de Butcher

Si la matriz A = {a;;} es estrictamente triangular inferior, los métodos de Runge-Kutta son
explicitos; en caso contrario son implicitos. Los métodos explicitos son faciles de programar y
proporcionan buenas aproximaciones cuando el problema no presenta rigideces numéricas; cuando
si las hay (el problema se dice rigido o stiff) es necesario recurrir a métodos de Runge-Kutta
implicitos (muy costosos computacionalmente) o a métodos multipaso. Estos son los métodos

que vamos a estudiar en este trabajo.






Capitulo 2

Algunas familias notables de métodos

multipaso

Como comentamos en el capitulo anterior, un método numérico de k pasos para resolver numé-
ricamente un problema de valor inicial es un algoritmo que permite calcular una aproximacién

en el instante ¢, mediante una férmula en la que interviene la aproximacién en el instante ¢,,_p

y, posiblemente, algunas de las calculadas en los instantes intermedios t,_1, tp—2,. .., th—k+1-
Yn—k  Yn—k+1 Yn—2 Yn-1 Yn
R | | |
tn—k tn—k+1 th—2 tph- tn

Los métodos multipaso se pueden disefiar combinando diversas técnicas de aproximacién. A modo
de ejemplo, vamos a mostrar cémo se puede construir un método de 2 pasos utilizando técnicas
de interpolacion polinémica. Consideremos un problema de valor inicial escalar (por simplicidad

para la exposicion) escrito en la forma habitual

{ v =flty), tel=[to,to+T], 1)
y(t(]) =1
con f : I x R — R. Denotemos por P = {tg,t1,...,tnx} una particion del intervalo I. Para
cualquier solucién y del problema se puede escribir
tn tn
y(tn) = y(tn-1) + / y'(t)dt = y(tn—1) + f(t,y(t)) dt. (2.2)
th—1 tn—1

Esta expresion es equivalente a (1.2), pues no hay méas que un cambio de indices entre ambas
(aparte de que ahora estamos suponiendo que las funciones son escalares). En un método de
2 pasos, para calcular la aproximacién ¥, solo podremos utilizar las aproximaciones yn—1 € Yn—2,

que supondremos conocidas porque ya habran sido calculadas.
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Segun la expresion (2.2), una forma de aproximar y(t,) consiste en aproximar el lado derecho
de esa identidad, es decir, cada uno de los dos sumandos. Para aproximar y(t,—;) disponemos
de y,_1, asi que la tarea se reduce a estimar la integral definida. Observemos que la funciéon que
integramos es t — f(t,y(t)): es una funcion de una sola variable en la que interviene la solucion
exacta, que serd desconocida. Podemos reemplazar esta funcién de integraciéon por un polinomio

de interpolacién calculado a partir de las aproximaciones 4,—1 € Yn—o, s decir,

tn in

flt,y(t))dt ~ / p(t) dt, (2.3)

tn—1 tn—1

donde p es el polinomio de menor grado que satisface

p(tn—2) = f(tn—nyn—Q)a p(tn—l) = f(tn—la yn—l)-

f(t’n—Qa y(tn—Q))
f(tn—27 yn—2) L 4

T (t—1s Yn1)

tn—2 tn— 1 tn

Figura 2.1: Construccién de un método de 2 pasos

El polinomio p queda determinado por dos puntos (es una recta, véase la Figura 2.1) y puede

calcularse facilmente:

p(t) = f(tn—2,yn—2) + (t —th—2) ftn-1,yn-1) = Jtn-2, Yn-2)

tn—l - tn—2
2.4
t—1p—2 t—1n—1 ( )
= fltn-1,Yn1) ———— + f(tn—2,yn—2) —— .
tp—1— th—2 tp—2 —th_1
Si denotamos por L,_1y L,_2 a los polinomios
t—tn_o t—tnh_1
L,_1(t) = — = L,_o(t) = — (2.5)
th—1 —th—2 th—2 —th—1

entonces la expresion (2.4) se puede escribir en esta forma equivalente:

p(t) = f(tn—la yn—l) Ln—l(t) + f(tn—2a yn—Z) Ln—Z(t)-
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Podemos utilizar esta formula para aproximar el valor de la integral en (2.2) y por tanto proponer

un valor aproximado de y(t,):

t'n,
Y(tn) = y(tn—1) + t f(ty(t))dt
tn "
~ Yn1 +/ p(t) dt
tnfl
tn tn
= Yn—1+ f(tn—1,Yn-1) /t Lyp1(t)dt + f(tn—2,Yn—2) /t Ly, _o(t) dt.
n—1 n—1

Es importante resaltar que las dos integrales que aparecen en esa expresién no dependen de los va-
lores aproximados y,—1 € yn—2; €l valor de esas integrales depende tinicamente de la construccion

de la particion, en virtud de (2.5). El método quedaria asi: definimos y,, mediante

tn tn

Lo 1 (8)dt+ f(tn2, yn_s) / Lo s(t)dt.  (2.6)

tn—1

Yn = Yn—1 + f(tnflaynfl) /

tn—1

En particular, si la particion P es equiespaciada, es decir, si

T
t, =ty +nh, n=0,1,2,...,N, con h=

Na
entonces . .
" L AR A 3
/ Lo_i1(t)dt = / "2 qt="h,
tn—1 tnh—1 tn_]. - tn—? 2
t t
" [ AR 1
/ Lng(t)dt:/ L dt =~ h,
tno1 th_q tn—2 —Tn-1 2
y en ese caso la expresion de y,, dada por (2.6) es més sencilla:
3 1
Yn = Yn—1 + h (5 f(tn—ly yn—l) - 5 f(tn—27 yn—2)> . (27)

Este es el método de Adams-Bashforth de 2 pasos. De la misma forma, podriamos construir un
método de 3 pasos; en este caso, la solucién aproximada y, en un instante t¢,, se calcula mediante
una férmula en la que intervienen las tres aproximaciones anteriores: yn_1, Yn—2 € Yn—3. Fl
proceso se puede generalizar para un namero de pasos k cualquiera. Esto lo haremos para las

diferentes familias de métodos multipaso que estudiaremos a lo largo este capitulo.
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2.1. Los métodos de Adams

Como hemos comentado, la solucién del problema de valor inicial (2.1) satisface la relacion (2.2)

tn
y(tn) = y(tn—1) + fty(t)) dt.
tn—1
Una forma de construir un método numeérico para aproximar la solucién del problema consiste
en reemplazar esa integral por una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio, de forma que

se obtiene una expresiéon del tipo

m
Y(tn) = y(tn-1) + (tn — tn-1) ij f(T5,9(75)) + E(f),
j=1
donde {11,72,...,Tm}, {wi,wa,...,wn} v E(f) son, respectivamente, los nodos, los pesos y el

error de la féormula de cuadratura. La dificultad reside en como aproximar los valores de la solucién
en los nodos elegidos, es decir, como reemplazar {y(71),y(72),...,y(7m)} por aproximaciones sin
incurrir en un gran coste computacional. En los métodos de Runge-Kutta (véase [1]), los nodos
de la formula se encuentran habitualmente en el intervalo [t,—1,%,] ¥y cada y(7;) se aproxima a
su vez por una nueva férmula de cuadratura con los mismos nodos {71, 72, ..., 7m}. Un punto de
vista diferente consiste en utilizar como nodos los puntos en los que se ha calculado previamente
la solucion (que habra que guardar en la memoria). Hay varias formas de llevar esto a cabo. En
los métodos de Adams-Basforth de & pasos, los nodos son los k instantes anteriores, es decir,
son {tp—1,tn—2,...,tn—}, de forma que el nodo ¢, no interviene en los céculos: el método es
explicito. En cambio, en los métodos de Adams-Moulton, se usa también el nodo ¢, y los métodos

resultan ser implicitos. Veremos esto con detalle a continuacion.

2.1.1. Los métodos de Adams-Bashforth

Los métodos de Adams-Bashforth se construyen partiendo de la identidad (2.2):

tn
y(tn) = y(tn—1) + f(t,y(t)) di.
tn—1
Al igual que para el método de dos pasos, se puede estimar el valor de y(¢,) mediante la aproxi-
macién de cada uno de los sumandos del lado derecho de esa identidad. Consideramos entonces
Yn—1 como aproximacion de y(t,—1), y un polinomio de interpolaciéon py_1(t) para reemplazar la

funcion de integracion f(t,y(t)), es decir,

tn
y(tn) >~ Yn—1 +/ pkfl(t) dt7

tn—1
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donde, en este caso, pp_1 es el polinomio de interpolacién de Lagrange asociado a los k nodos

anteriores {tn—la tn—2a s 7t’n—k} ya los valores {f(tn—h yn—l)a f(tn—Za yn—?)u s 7f(tn—k) yn—k)}
Para simplificar la escritura, denotaremos f,—; = f(tn—i,yn—i) para i=1,2,... k.

fnfk fn_

tn—k s tn—2 tn—1 tn

Figura 2.2: Nodos y valores de interpolaciéon en el método de Adams-Bashforth.

Este polinomio puede escribirse en la forma (véase [3])

k
Pr—1(t) = fa—1 Lp—1(t) + fa—2 Ln—2(t) + ... + fa—k Ln—k(t) = Z fr—i Ln—i(t),
i=1

donde, para cada i = 1,2,...,k, hemos denotado por
k
t—tp—;
Ln_i(t) = H B
i1 tn—i — tn—]
J#i

al denominado polinomio de Lagrange del nodo ¢,,—;. El conjunto {L,,—1(t), Lp—2(t), ..., Lp—x(t)}
se conoce como la base de Lagrange del espacio vectorial de los polinomios de grado menor o

igual que k—1 en la variable ¢, que denotaremos por Py_1[t].

Razonando como en el caso del método de 2 pasos, podemos escribir

n—1

k tn
y(tn) >~ Yp—1+ Z frn—i / Lnfi(t) dt.
i=1 t

En el método de Adams-Bashforth de dos pasos que construimos en la seccién anterior suponia-
mos conocidas las dos aproximaciones inmediatamente anteriores y,_1 € y,_o. Ahora necesitamos
disponer de las k aproximaciones {yn—1,Yn—2,.-.,Yn—k} para poder calcular las evaluaciones
fn—i = f(tn—i,yn—i). Cabe resaltar que las k integrales que aparecen en esa expresion no de-
penden de los valores aproximados {yn—1,Yn—2, .-, Yn—k}, sino unicamente de la eleccion de los
nodos, en virtud de la expresion de cada polinomio L,_;(t). En lo que sigue supondremos que

los nodos forman una particion equiespaciada del intervalo I = [tg,tg + T]. Asi, definimos y,
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mediante
tn k tn
Yn = Yn—1 + / pk—l(t) dt = Yn—1+ Z fnfi / Lnfi(t) dt. (28)
tnfl i=1 tnfl
Podemos reordenar los sumandos del lado derecho para que aparezcan en orden creciente:
k—1 tn
Yn = Yn—1 T Z fn—k:-‘ri / Ln—k-i—i(t) dt’ (29)
i=0 n—1

En esta formulacion, parece que el coeficiente que multiplica a cada evaluacion f,—p4+; depende
de n; de ser asi, el coste computacional del método seria enorme porque en cada instante ¢,
deberiamos calcular k coeficientes definidos por medio de una expresion integral. Sin embargo, se
puede probar que tales coeficientes son independientes de n; para ello, vamos a hacer el cambio

de variable s — t = t,_1 + s h en la integral definida:

tn tn k=1 t— byt
Ly dt—/ nEE g
/tvn—l " - tn—1 JHO tn k+7’_tn*k+]
k— 1
/1 tno1+sh—t,_ k+j hdt
tn— k+i_tnfk+j
J#Z
1 k-1 )
_h/ n,k+(k—1)h+sh—tn,k—ghdt
- tn—k"i'?:h_tn—k_jh)
J#z
1 k-1 .
k—1-—
:h/ M " a
0 o L=
i

Notemos que no solo el intervalo no depende de n, sino que tampoco lo hace el valor de la integral.

Si denotamos

k: 1) —1—-j5+s .

dt =0,1,2,...,k—1 2.10
/ H Z _ j Y 4 ) ) ) b ) ( )

J#Z

entonces la expresion (2.9) equivale a
k—1
k—1

Yo = Yno1+h D BT fuk (2.11)

Para cada eleccién del nimero natural k, el método que hemos construido es explicito puesto
que la formula que define a y, es explicita; ademés, se trata de un método de k pasos porque

para calcular y, intervienen a lo sumo los nodos ¥n—1,Yn—2, ..., Yn_i v este Gltimo es necesario
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ya que el coeficiente de f,—r = f(tn—k, Yn—k) DO se anula:

B 71)1@—1 1 k-1
bk 1)2(,/ kE—1—j4s)dt.

Por ejemplo, para k = 2 resulta bgl) = % y bgl) = —%, que es lo que habiamos obtenido en (2.7).

)

Es preciso notar que calcular cada uno de los coeficientes b,g:l usando (2.10) es laborioso. Méas
adelante mostraremos que es posible encontrar una formulacion equivalente a (2.11), que permite

obtener un algoritmo sencillo para calcular dichos coeficientes.

2.1.2. Los métodos de Adams-Moulton

Los métodos de Adams-Moulton también se construyen partiendo de la identidad (2.2):

y(t) = y(tn )+ [ F(ty(t))dt

tn—1
Aproximaremos entonces y(t,) mediante la aproximacion de cada uno de los sumandos del lado
derecho de esa identidad: consideraremos y,—1 como aproximacion de y(t,—1) y en la integral
reemplazaremos f(¢,y(t)) por un polinomio de interpolacién py(t):

ln

Y(tn) > yn—1 +/ pr(t) dt.

tn—1

En este caso, pi serd el polinomio de interpolacién de Lagrange asociado al conjunto de k+1
nodos {tn,tn—1,...,tn—rt v k+1 valores { fp, fn—1,.. ., fa—k}- Depende de f, = f(tn,yn), que es

fTL

Jn—k fn

tn—k s tn—2 tn—1 tn

Figura 2.3: Nodos y valores de interpolaciéon en el método de Adams-Moulton. El valor en ¢, es
fn = f(tn,yn), que es desconocido.

desconocido, pero podemos usando la formulacién de Lagrange:

k
pk(t) = fn Ln(t) + fn—l Ln—l(t) +...+ fnfk Lnfk(t) = Z fn—i Ln—i(t);
=0
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donde, para cada ¢ =0,1,2,...,k, hemos denotado por
k
t—1tp—
=0 tn—z - tn—j
J#1

El conjunto {L,(t), Lp—1(t),..., Ln—k(t)} es la base de Lagrange del espacio Py[t]. Aunque es un
caso singular, se puede elegir k£ = 0; el tnico nodo seria ¢, y el polinomio py(t) tomaria el valor
constante f, = f(tn,yn). Supondremos en lo que sigue k > 1 y analizaremos el caso k = 0 més

adelante.

Razonando como en el caso de los métodos de Adams-Bashforth, la aproximacion y,, de y(t,) se

define mediante la férmula siguiente:

tn 3
Yn = Yn—1+ /t pk:(t) dt = Z Jn—i /t Lnfi(t) dt, (2'12)

o equivalentemente, mediante una reordenacién de sumandos, como

tn
Yn = Yn—1 + Z fn k-+i / Lnkarz(t) dt.
tn—1

=0

Vamos a probar que el coeficiente que acompana a cada f,_i+; no depende de n; si hacemos el

cambio de variable s — ¢t = t,, + sh, entonces resulta lo siguiente:

k

2 t
n n t — t _ .
/ Ln—k:-‘ri,kdt :/ H noktj dt
tn—1 th—1 ]-:0 tn k"’_l - tn_k""]

];Z

tn— k+i — [ k+7

tn +sh—t + (k= j)h
_h/ H k— 1) —tn+(k‘f')hds

0 k .
k—
:h/ ”ﬂds
-1 35 t7J
J#i

Si denotamos

b, / H Foits e i—012. . .k (2.13)
i—j
J#Z
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entonces el método que estamos construyendo equivale a

k
7(k
Yn =Yn—1+h g bl(cjz f(tn—k:-i-ia yn—k+i)' (2'14)
1=0

Claramente es un método implicito, porque el coeficiente de f(t,,y,) es no nulo:

Ademas, el nodo t,_j interviene en la formula porque

0o k .

- k—

blgk)z/ ||$d$7&0.
-1 55 —J

Por tanto, para cada k > 1 el método es de k pasos. { Y qué sucede si k = 07 En ese caso ya

hemos dicho que po(t) = f,, (es constante) y se obtiene de forma inmediata

tn
yn:yn—1+/ pO(t)dt:yn—1+hfn7
t

n—1
que es un método de un paso: es el método de Euler implicito.

En los métodos implicitos es necesario resolver en cada instante la ecuacion implicita (2.14) que
define a y,. De hecho, es necesario analizar previamente si tal ecuacién posee solucién y si es
unica. En general, eso es cierto siempre que el paso sea suficientemente pequeno, bajo la hipdtesis
de que la funcion f sea lipschitziana respecto de su segundo argumento. La resoluciéon de (2.14)
suele llevarse a cabo mediante un método iterativo (punto fijo, Newton...), lo que incrementa el
coste computacional. Sin embargo, existen técnicas numéricas que evitan este inconveniente y

hace que estos métodos sean muy utlizados. De ello hablaremos en la Seccion 3.5.

2.1.3. Férmulacion de los métodos de Adams con diferencias regresivas

Las formulaciones anteriores de los métodos de Adams-Bashforth y de Adams-Moulton estan
basadas en la expresién de Lagrange de los polinomios de interpolacién pi_1 v pr. En el caso de
que los nodos estén igualmente espaciados, mostraremos que la expresion de estos polinomios en
términos de las diferencias regresivas de Newton permite obtener los coeficientes b(k b l_)l(i) ; de
(2.10) y (2.13) de una forma bastante sencilla.
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Denotemos

fi= f(tn—is yn—i),
Vii=fi— fi-1,
Vifi=VIT = VI
Con esta notacién, el polinomio de interpolacion de Lagrange pr_1 asociado a los k nodos

{tn—1,tn—2,...,tn—k} y a los valores {fn,_1, fn—2,..., fn_k} se puede escribir en la forma si-

guiente (véase [3]):

s s(s+1 s(s+1)---(s+k—2 _
T A A
k-1
~ 3 ( | ) VI fus
i=0 J
con s = HT”” Si usamos esta representacion de pi_1(t) en la formulacion (2.8) del método de
Adams-Bashforth y hacemos un cambio de variable en la integral, resulta
tn
Yn = Yn—1+ / Pe-1(t)dt
tn—1
1 k-1 /s )
=yoa+ [ D (-1 < . > Y foer hds
— J
1 g, (2.15)
=Yn1+h Y VIfny(—1) / ( . > ds
=0 0 J
J
k—1
=Yn-1+h Z i V]fn—h
j=0

donde hemos denotado por «; a la integral siguiente

= (7)) (216)

Obviamente, las formulaciones (2.11) y (2.15) son equivalentes, en el sentido de que definen el

)

mismo método. Por tanto, debe haber alguna relacién entre los coeficientes b(k:il de la primera

y los 7; de la segunda. Las diferencias regresivas satisfacen las relaciones

Vif, = zj:(l)i (Z) Fri, (2.17)

1=0
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con j > 0; si utilizamos estas relaciones en (2.15) obtenemos

k—1
Yn = Yn—1 +h Z’Yj vjfn—l

§=0
k—1 J ‘ j

=Yp—1+h nyj Z:(—l)Z <z> Sfn—1—i (2.18)
j=0 =0
k—1 -1 j

= Yn— h _1i j Jn—1—1-

Yn—1 + ;( );(Z)%f 1

Por otro lado, podemos reordenar los sumandos en (2.11):

k-1 k—1
Yn = Yn—1 + h Z b](f__zl) fnkari =Yn—1+ h Z bg_;l) fn—l—i-
1=0 1=0

Si comparamos ambas expresiones, se deduce

k-1 ,.
B = (—1) Z(f) v, i=0,1,2,... k-1 (2.19)

j=i

k_l), b;k_l), . ,blgk_l)} a partir de {v0,71,-.-, -1}, O

viceversa (resolviendo un sistema lineal). Estos tltimos se pueden obtener mediante la expre-

Esto permite calcular los coeficientes {bg

sion (2.16), pero existe un procedimiento altenativo que es mucho més sencillo; definimos una

funcién generatriz G cuya expansiéon en serie de potencias tenga por coeficientes a los ;, es decir,
+o0

G(t) =) 7t (2.20)
i=0

Si reemplazamos cada coeficiente v; por su expresion en (2.16) y operamos formalmente, obte-

Glt) = gti (—1)i /01 CS) ds — /OHE:; (‘f) (—t)! ds.

La funcién integrando del término derecho es la serie de potencias de (1 — t)™*; por tanto

nemos

s=0  (1—t)In(1—1¢)

Asi, la funcion generatriz G satisface la relacion

_ln(lt— t) G(t) = L

Los célculos anteriores son validos si ¢ € [—r,r] con r € (0,1). Por otro lado sabemos que, en ese
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caso, son validas las identidades siguientes:

-t _, 2 0,
t 23 4 7
S .
1—t

luego utilizando ademés la definicion (2.20) se deduce

t 2 13
(1—|—§+§+Z+...)(70+71t+72t2+73t3+...):1—|—t+t2+t3+...

y por tanto, identificando los coeficientes de cada t* en ambos lados, resulta

7i—1+7i—2+.__+l.1+ 0

%t 3 i i1

Luego hemos obtenido una ley de recurrencia para calcular los coeficientes {;} de forma sencilla.
Por ejemplo, para i = 0 obtenemos 7o = 1, y para i = 1 obtenemos L + v = 1, luego 1 = %

Reiterando este proceso construimos la Tabla 2.1. Ahora, volviendo a la ecuacion (2.19), podemos

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 5 3 251 95 19087 5257 1070017
Vs 2 12 8 720 288 60480 17280 3628800

Tabla 2.1: Coeficientes {v;} para los métodos de Adams-Bashforth

obtener los coeficientes {bg{:l)}, y ello nos permite escribir algunos métodos de Adams-Bashforth

para cada eleccion de k:

k=1: yn:yn—1+hfn—17
h
k=2: yn:yn71+§(3fnfl_fnf2)>
h
k=3: yn:yn—1+ﬁ(23fn—1_16fn—2+5fn—3)7

h
k=4: Yn = Yn—1 *+ 274(55,]071—1 - 59fn—2 +37fn—3 - 9fn—4)-

Cabe notar que para k = 1 se obtiene el método de Euler explicito.

La misma idea se puede usar para obtener los coeficientes de los métodos de Adams-Moulton.

En este caso, el polinomio py que interpola en los k + 1 nodos {t,,tn—1,...,t,—k} con valores
{fn, fa=1,- - fn—k} se puede escribir utilizando la férmulacion con diferencias divididas:
s(s+1) s(s+1)...(s+k—-1)

VE fa,

S
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con s = % Asi, reemplazando esta expresion en (2.12), se obtiene
k

t7l .
Yn = Yn—1 + / pr(t)dt =yn_1+h > vV fn, (2:21)
tn—1 i
7=0

0 /_
donde hemos definido v} = (—1)7 / ( ,S> ds. Si usamos de nuevo las formulas (2.17), obtene-

-1\ J
mMos

tn
Un = Un—1 +/ pr(t) dt

tn—1

k
=Yp_1+h nyj* vif,
j—O

= Yn— 1+h27] Z (.Z) fnfi

1=0
k .
=Yn-1+h Z(—l)i Z’Y; (Z) Jn—is
i=0 =i

de manera que, si comparamos con (2.14), se deduce

_ Z% <Z> (2.22)

Para calcular los coeficientes {7} }, podemos definir la funcion generatriz G*

400
t)=> it (2.23)
=0

Si sustituimos cada *y; por su expresién, obtenemos
0
th ) / s
1
0 +00 ,
/ ( ) —t)'ds
_ / (1—t)*ds
—1

ot
In(1—1¢)’

con t € (—1,1). Deducimos que la funcién generatriz G* verifica la identidad siguiente:

~In(1-1)

G =1
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Nuevamente estamos suponiendo ¢ € [—r,r] con r € (0,1).

Por otro lado sabemos que

Ul NPV L
¢t 23 4T

luego utilizando ademés la definicion (2.23), se deduce

t 2 . . .
(It g+ 5+ )06+t +5 +958 +..) =1,
y por tanto
Y% =1,
* * * *
7?+%2’1+7§2+...+%1+Zf1=0, para i > 1.

Asi obtenemos una ley de recurrencia para calcular los coeficientes {7}: para i = 0 tenemos
75 = 1, para ¢ = 1 obtenemos entonces 7} — % = 0, luego 7{ = %, y reiterando de esta forma
determinariamos los demaés. Sin embargo, para simplificar dichos célculos, cabe notar que esta no
es la tinica forma de calcular los coeficientes 'y;»‘, pues facilmente podemos relacionar las funciones

generatrices G* y G:

In(1—1¢ 1
. n( ) G(t) _ 17
n(1—4) T = G =0-16w),
— G*(t) =1
t
luego podemos deducir
Y = 70,
Y =%~ Yie1, para i > 1.

Asi, tomando los datos de la Tabla 2.1, obtenemos los primeros términos de la sucesion {v;},

como se muestra en la Tabla 2.2. Finalmente, los coeficientes {Egk)} se obtienen mediante la

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
x 1 1 1 119 3 83 _ 275 33953
5 2 12 24 720 160 60480 24192 3628800

Tabla 2.2: Coeficientes {7} para los métodos de Adams-Moulton
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relacion (2.22). Los métodos de Adams-Moulton de hasta 4 pasos son los siguientes:

k=0: yp==yn-1+hfn
h
k=1: Yn :yn—1+ §(fn+fn—l)7
h
k=2: yn:yn_1+ﬁ(5fn+8fn—1 _fn—2)7

h
k=3: Yn = Yn—1 + ﬂ (9fn + 19fn71 - 5fn72 "‘fnfB)-

Es preciso notar que, en el caso de los métodos implicitos, k solo representa el namero de pasos
si k > 1; realmente, k es el niimero de nodos distintos de t, en los que interpola el polinomio pg.
Es decir, en el caso k = 0, el polinomio pg interpola tnicamente en el instante ¢,; es un método
de un paso: se trata del método de Euler implicito. Para k = 1 el polinomio p; interpola en ¢, y

en t,_1; también es un método de un paso, es el método del trapecio.

2.2. Los métodos de Nystrom

Los métodos de Nystrom (1925), al igual que los métodos de Adams-Bashforth, son métodos

explicitos. Se construyen de manera similar: se parte de la identidad
t’!L
y(tn) = y(tan) + f(t, y(t)) dt.
tn—2
y se define la aproximacién y, mediante
tn
Yn = Yn—2+ / pr—1(t) dt
tn—2
La unica diferencia es que, en la identidad inicial, ahora hemos considerado el intervalo [t,—_2, t,]

en lugar de [t,—1,tn].

fn—

tn—k s tn—2 tn—1 tn

Figura 2.4: Nodos y valores de interpolacién en el método de Nystrém.

Siguiendo un procedimiento anélogo al de los métodos de Adams-Bashforth en (2.11), podemos
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escribir el método en la forma (véase [6])

k—1

Un=Un-2+h Y ki VIfo,
=0

Kj = (—1)! /11 (;8) ds. (2.24)

Estos coeficientes se muestran en la Tabla 2.3.

con

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
i 9 0 1 1 29 14 1139 41 32377
J 3 3 90 15 3780 140 113400

Tabla 2.3: Coeficientes {x;} para los métodos de Nystrom.

Asi, para k = 1, se obtiene el método

Yn = Yn—2 +2h fr_1,

que es conocido como el método del punto medio. Si k& = 2 también se obtiene lo mismo porque

k1 = 0. Para k = 3 resulta

7 2 1
Yn = Yn—2+h (g Jn-1— gfan + g fnfS)-

2.3. Los métodos de Milne-Simpson

Los métodos de Milne-Simpson se asemejan a los métodos de Nystrom porque parten de la misma
identidad

y(t) = ylta o) + | Flt () dt

tn—2
pero se diferencian en que la funcién f se aproxima por el polinomio de interpolacién p; que inter-
pola en los k+1 nodos {t,, tp—1,...,tn—k} con valores {fp, fn—1,..., fn—k}; asi, la aproximacion
Y, se define mediante

tn
Yn = Yn—2 + / pk(t) dt.

tn—2
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Por esta razén, en general se trata de métodos implicitos, como los de Adams-Moulton. Algunos

ejemplos sencillos son los siguientes:

k=0: yp, = yYn—o+2hfn,
k=1: yn = yn—2+2h frn, (2.25)

1 4 1
k=2: y, = ynf2+h(§fn+§fnfl+§fn72)-

En el caso k = 0, se trata del método de Euler implicito con paso 2h. Para k = 1, de nuevo
nos encontramos con el método del punto medio. El método obtenido para k = 2 se denomina
método de Milne, y es una generalizacién de la formula de cuadratura de Simpson. Para k = 3

se obtiene el mismo método que si k = 2 (véase [6]).

2.4. Los métodos BDF

Las familias de métodos que hemos presentado hasta ahora tienen en comun que en todos los
casos se parte de una identidad de la forma

tn
y(tn) = y(tnfr) + f(t7 y(t)) dt,
tn—r
y a continuacion reemplazan la funcion f por el polinomio deinterpolaciéon py_;1 (métodos ex-
plicitos de Adams-Bashforth y Nystrom) o por px (métodos implicitos de Adams-Moulton y
Milne-Simpson). Son métodos que se basan en la integracion numeérica de la funcion f mediante

una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio.

Existen otras técnicas para construir métodos de varios pasos. En los métodos que vamos a
considerar ahora, denominados métodos BDF (del inglés Backward Differentiation Formulae), se
utilizan férmulas de derivaciéon numérica. Como referencia seguiremos las ideas expuestas en [8].

Asi, partimos directamente de la ecuacién diferencial

y = f(t,y).

En el instante ¢,,, supongamos que disponemos de las aproximaciones {yn—1, Yn—2, - - -, Yn—k } de la
solucion en los k instantes anteriores {t,—1,tn—2,...,tn_k}. Sea gx €l polinomio de interpolacion
asociado a los k+1 pares {(tn—i,yn—i) : @ = 0,1,2,...,k}; obsérvese que hemos incluido el
nodo t, y el valor y,, que es justamente el valor que deseamos calcular. Este valor se obtiene

imponiendo que el polinomio g satisfaga la ecuaciéon diferencial al menos en el instante t,:

q;c(tn) = f(tn, ak(tn)) = f(tn, Yn)
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qr(t)

tn—k to tn—2 tn—1 tn

Figura 2.5: Nodos y valores para la construccién del polinomio de interpolacién g en el méto-
do BDF de k pasos. La pendiente de la recta tangente en el intante t,, debe ser igual a f(t,, yn)-

A modo de ejemplo, vamos a ilustrar como se construye el método BDF de un paso. Primero,

denotamos por ¢; al polinomio que pasa por los puntos (t,—1,Yn—1) V (tn,Yn), €s decir,

>yn — Yn—1

q1 (t) =Yn—1+ (t —th—1 .
tp —th_1

Este polinomio depende de y,, que es la aproximacién que queremos obtener. Para ello, impo-

nemos la condicién
qi (tn) = f(tm yn) (2.26)

Luego, si calculamos ¢/ (¢,) y sustituimos su expresion en (2.26), obtenemos

Yn — Yn—1
ﬁ = f(tna yn) <~ Yn=Yn—1+t (tn - tn—l) f(tmyn) =Yn-1+ hn1 f(tmyn)a
n n—

que es el método de Euler implicito.

En general, si la particién P es equiespaciada, entonces la ley de recurrencia del método BDF de

k pasos se puede escribir en la forma,
koq o
> V7 = hfo. (2.27)
j=1

Para k = 2 resulta

3 1
§yn —2yYp_1 + §yn—2 = hfna

v para k = 3 se obtiene

11

3 1
771_3 n— SYn—2 — 5 Yn— =h n-
G Y Yn-1+ 3Yn-2 = g Yn-3 =N f
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2.5. Meétodos con paso variable

Para construir los métodos de Adams, de Nystrom, de Milne-Simposn y BDF hemos supuesto,
salvo en casos muy particulares, que la particion P estd formada por nodos equidistantes. Esta
limitacién puede ser muy exigente porque puede obligar a elegir un paso excesivamente pequefio
si se desea que sea valido para obtener una buena aproximacién en todo el intervalo; en los
algoritmos modernos, el tamafio del paso se va a acomodando en cada instante a la variacién de
la solucién a lo largo del proceso de integraciéon para cumplir con los requisitos de la precision

exigida.

Los métodos que hemos visto hasta ahora también se pueden utilizar en el caso de que la particién
P ={to,t1,...,tn} no esté formada por nodos equidistantes. En esta situacion, es evidente que

los pasos hy, = tp4+1 —tn, con n=0,1,2,..., N—1, no son todos iguales.

Para calcular una aproximacién en el instante t, mediante un método numeérico de k pasos,
precisamos de la aproximacién en el instante ¢,,_j y, si cabe, de algunas de las calculadas en los
instantes intermedios t,—1,tp—2, ... th—k+1. De esta forma, estamos considerando un subconjunto
de k£ 4+ 1 nodos de la particion P:

—“+—t % % %
tn—k tnkarl th—2 tn—1 29

A modo de ejemplo, vamos a mostrar como se construye el método de Adams-Bashforth de
2 pasos, con paso variable. Para calcular la aproximacion y,, en t, intervienen las aproximaciones

en los instantes t,_2 y t,—1, como se muestra en la Figura 2.6. Denotamos por p; al polinomio de

[t y(tn))

f(tn—2,y(tn—2))
f(tana ynf‘Z) L 2

T T T

tn72 tnfl tn

Figura 2.6: Construccién de un método de 2 pasos con paso variable. Obsérvese que los intervalos
[tn—2,tn—1] ¥ [tn—1,ts] tienen distinta longitud.

interpolacién que pasa por los puntos (tp,—2, frn—2) ¥ (tn—1, fn—1). La aproximacion y, se define

del modo siguiente:

tn
Yn = Yn—1 T / yal (t) dt.

tn—1
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Como p; es una recta, en este caso su expresion se calcula facilmente:

fn—l - fn—2

t—tn_o).
tn—l_tn—Z( " )

pl(t) = fn72 +

Se obtiene .
Yn = Y1 + / () dt
t

n—1
1 hnfl

— U hn_(l -
Yn—1 + 1(+2hn72

) fam1 =5 7

Esta formula es la generalizacion de la que habiamos escrito en (2.7):

3 1
Yn = Yn—1 + h (5 f(tn—h yn—l) - 5 f(tTL—Qv yn—2)> .

Este es el método de Adams-Bashforth de 2 pasos con paso variable. En los demés casos, el
procedimiento es analogo al del método correspondiente con paso constante; sin embargo, las
férmulas que obtenemos no son tan sencillas porque los coeficientes dependen de las longitudes

de los subintervalos.

En la técnica que hemos ilustrado con ese ejemplo, los coeficientes del método considerado son
variables: los coeficientes se ajustan a la particion. De hecho, se dice que el método es de coefi-
cientes variables. Una técnica alternativa es la siguiente: para avanzar desde t,_; hasta ¢, con
un paso h, se obtienen las aproximaciones de f(t, —ih,y(t, —ih)), parai = 2,3,..., k, mediante
un polinomio de interpolacién adecuado y luego se usan esas aproximaciones con el método de
k pasos de coeficientes constantes. En cualquiera de los dos casos, un aspecto importante es la
eleccién del paso en cada instante, es decir, qué paso debe elegirse para que el error se mantenga
por debajo de una cierta cota a lo largo de todo el intervalo I = [tg,to + T|. Eso queda fuera de

los objetivos de este trabajo, pero el lector interesado puede consultar el Capitulo 11 de [2].



Capitulo 3
Consistencia, estabilidad y convergencia

Todos los métodos que se han construido en el capitulo anterior tienen en comun que su ley de

recurrencia se puede escribir en la forma siguiente:

K k
Yk iYui=h Y Bri Fltn—is¥n_i), con n > k. (3.1)
i=0 i=0

Un método de este tipo se dice lineal porque la expresion (3.1) solo contiene combinaciones
lineales de las aproximaciones y,,_, v de las evaluaciones f(t,—;,¥y,,_;), parai=0,1,2,... k, en
contraposicion con lo que ocurre en los métodos Runge-Kutta. No debe confundirse esta linealidad
con la de la ecuacién diferencial: es el método el que es lineal, pero la ecuaciéon diferencial no
tiene por qué serlo. Se supone que el coeficiente de y,, es distinto de 0, es decir, ay # 0; de hecho,
es habitual imponer la condicion de normalizacion oy = 1 (basta dividir entre ag). El método
se dice de k pasos porque para determinar y,, con la ley de recurrencia intervienen a lo sumo las
aproximaciones en los k instantes anteriores; es necesario que y,,_x 0 f(tn—k, Y,,_)) intervengan
en la formula (3.1), es decir, ap y By no pueden ser ambos iguales a 0; asi supondremos también

lao| + |Bo| # 0. Si Br = 0, el método es explicito; en caso contrario es implicito.

Cada método queda univocamente determinado por las colecciones de coeficientes {ag, a1, . .., g }
y {Bo, b1, - .-, P} Existe una forma méas compacta ( [2,8]) de escribir la ley de recurrencia; dada
una coleccion {x, : n=0,1,2,...}, denotaremos por E al operador de incremento progresivo o

desplazamiento que actta en la forma
Ex, =x,., FE*x,=E(Ex,)=,o,

Definicion 3.1. Los polinomios

k k
p(Q) =D ', o(Q)=) B¢, com(eC,
=0 1=0
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se denominan primer y sequndo polinomios caracteristicos asociados al método (3.1).

Con esta notacion, la expresion (3.1) equivale a

P(E)Yy— =ho(E)f(tnt Yn—t), con n > k.

Por esa razén, nos referiremos al método (3.1) como el método (p, o).

Finalmente, es evidente que, en un método de k pasos, es necesario proporcionar las k aproxima-
ciones Yo, Y1, .- -, Yp_1 en los primeros k instantes; en general, se utiliza un método de un paso

de la misma familia ( [8]).

3.1. Convergencia

En lo que sigue, consideraremos un problema de valor inicial escrito en la forma

{ y/ — f(t, y)7 tel = [tO,tO + T]’ (32)
y(

tO) =n,

con f € Cr(I x R™) para alguna constante L > 0. Bajo esas hipotesis, el problema tiene una

tnica solucion (Teorema 1.1, de Cauchy-Lipschtiz).

Lo que nos planteamos ahora es comparar, en cada uno de los instantes t¢,, de una particién P,

el valor de la solucion exacta y(t,) con el valor y,, que proporciona el método multipaso.

Definicion 3.2. Se dice que el método lineal (p,o) de k pasos (3.1) es convergente si para cada
problema de valor inicial (3.2), con f € Cr.(I xR™), y si los valores de arranque Yo, Yq,- -, Yp_1
satisfacen

hli%h max{||y(tn) —y,ll 1 th €P con 0<n<k—1} =0,

se verifica

lim max{||y(tn) —y,ll : th € P con n >k} =0.
h—0+

La diferencia e, = y(t,) — y,, se denomina error de discretizacién global y representa la dis-
crepancia entre el valor exacto y el valor aproximado. En esencia, la definicién de convergencia
significa que los errores globales se pueden hacer tan pequefios como se desee siempre que los

errores iniciales sean suficientemente pequenos.

Desafortunadamente, es complicado probar la convergencia de un método de forma directa. Para
ello, utilizaremos las nociones de estabilidad y consistencia. En Analisis Numérico, la estabilidad
estudia el efecto que los errores de redondeo (o las perturbaciones en los datos) producen en la

aproximacion que proporciona un algoritmo. La consistencia se refiere a la precision del método
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cuando calcula un valor aproximado a partir de valores exactos. Estudiaremos y caracterizaremos

estos conceptos en las secciones siguientes.

3.2. Estabilidad

Definicion 3.3. Dado un método (p, o), se denomina operador lineal en diferencias, que de-
notaremos por Ly, al operador que actia sobre el elemento z, de una coleccion en la forma

siguiente

k k
Li(zn) =) h—izni—h > Bei fltn-irzn), n>k (3.3)
=0 =0

Este operador lineal se puede escribir de manera equivalente si utilizamos la expresién del ope-

rador desplazamiento:

k k
Ln(zn) = p—izni—h Y _ Broi ftn—ir2n—i) = p(E)zn_t — ho(E) f(tnk: 2n—t).
=0 1=0

Ademés, una condiciéon necesaria y suficiente para que una coleccion {z,} satisfaga la ley de

recurrencia (3.1) del método (p, o) es que se cumpla la ecuacion en diferencias
Ly(zn) =0, n > k. (3.4)

Definicion 3.4. Decimos que el operador en diferencias L es estable si existen h* >0 y M > 0
tales que para cualquier particion uniforme P = {to < t1 < --- <ty = to + T} con didmetro
h < h* y cualesquiera tres colecciones {u,}N o, {v,}0 o y {wn})y que para k < n < N

verifiquen

k k
Lyn(un) =0, es decir, Zak—i Uy =h Zﬁk—i Ftni, un—i),
=0 =0

B B (3.5)
Ly(vy) = wyp, es decir, Z Qi Vn—i = h Z,Bk—i F(tn—i,vn—i) + wn,
i=0 i=0
se cumple
n
|vn — un| < M (Ogéél{nvj —ujl[} + Zk ||wiH)> n=kk+1l,...,N. (3.6)

Decimos que un método multipaso (p,o) es estable si su operador en diferencias asociado es

estable.

En la expresion (3.3), cada vez que calculamos Zf:o Br—i f(tn—i, Zn—;) aparecen errores inevi-
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tables de redondeo, es decir, una serie de perturbaciones, pues ningtin ordenador puede calcular
con precision infinita. Ahora, para entender mejor el sentido de la definicion anterior vamos a
suponer que tenemos dos ordenadores: uno es capaz de calcular de forma exacta y el otro tiene
una precision finita. Las dos ecuaciones (3.5) representan esos dos procedimientos diferentes de
célculo. La primera ecuacion se corresponde con el ordenador que opera de forma exacta (serfa un
ordenador ideal), luego no hay perturbaciones: {u, })\_, representa la solucién numérica ideal de
la ecuacion en diferencias (3.4); en la segunda ecuacion de (3.5), {v, })\_, representa la solucién
numeérica de la ecuacién perturbada, es la solucién real de la ecuacién en diferencias debida a la

presencia tnevitable de las perturbaciones {wn}fl\fzo que provocan los errores de redondeo.

Cuando el método es estable, lo que aseguramos es que las sucesiones {u,}Y o v {v,})_, no

serdn muy diferentes, puesto que su diferencia se encuentra bajo control. Asi, aunque calculemos

N

n—o, entre ambas no habra diferencias notables.

{v, )N en lugar de {u,}

Sin embargo, eso no se puede asegurar cuando el método no es estable, de manera que podria
ocurrir que las soluciones {u,}Y v {v,})_, estuviesen muy alejadas entre si, es decir, los
errores de redondeo podrian hacer que obtuviéramos una solucion {v,}Y_, muy alejada de la

esperada y por tanto no tendria sentido emplear el método numeérico.

Este concepto de estabilidad también se denomina 0-estabilidad, pues se controla la acumulaciéon
de errores cuando el paso h tiende a cero, o también D-estabilidad, en honor a Germund Dahlquist
(véase [6,11]). En esta seccion veremos que la estabilidad del método depende tnicamente de los
coeficientes {ag, a1,...,ax}, esto es, del primer polinomio caracteristico p. En otras palabras,

podemos considerar que el polinomio ¢ es nulo, que es equivalente a la condiciéon f = 0.

3.2.1. Formulacién como un método de un paso

Es posible reformular un método multipaso en la forma de los métodos de un paso (véase [2,11]).

A modo de ejemplo, consideremos el método del punto medio (2.25)

Yn = Yn—2 + thn—l-

Por simplicidad, supondremos que el problema es escalar. La ley de recurrencia se puede escribir

en forma vectorial:

01 _ —
Yn _ Yn—1 +2h f 1
Yn—1 10 Yn—2 0

Se puede usar la misma idea incluso si el método es implicito; por ejemplo, el método de Adams-

Moulton de 3 pasos, definido por

h
Yn = Yn—1 + o (9fn+19 fne1 =5 fa—2 + fa3s),
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también se puede reescribir asi:

Yn 1 00
Yn—1 | = |1 0 O
Yn 2 01 0

Yn—1
Yn—2

Yn—3

9fn4‘19fﬁ—1_‘5fﬁ—24‘fﬁ—3
0
0

En general, la ley de recurrencia del método multipaso (3.1), bajo la hipotesis de normalizacion

ap = 1, equivale a

Yn —Qp1 —Qp2 -1 —ap Yn—1 S0 B F(tnis Yns)
Yn—1 1 0 0 0 Yn—2 0
Yn—2 - 0 1 0 0 Yn—3 th 0
Yn—k+1 0 0 1 0 Yn—k 0
Si denotamos
Yn —Qg—1 T2 —Q1 —Qp
Yn_1 1 0 0 0
Yo=|y, o |- A4A=] o0 1 o o | (3.7)
Yn—k+1 0 0 1 0
y
k
t
B(tn, Yo Yoot b F) = (3 Bomi fltnmis ), 0,0,...,0) (3.8)
i=0
entonces podemos escribir
Yio1 = (Yee1r- -2 %0)"
(i 0) (3.9)

Y,=AY, 1 +h®t, Yo, Ye 1, f), con n>k

que es como se formulan en general los métodos de un paso. Podemos darle una interpretacion
a esta notacion: una sucesion {y, }2_, que satisfaga la ley (3.1) queda determinada por los k
términos iniciales Yy, Yy, . .., Yr_1, puesto que para calcular un término de la sucesion se necesitan
k términos anteriores. Por ejemplo, para avanzar desde t,_; hasta ¢, necesitamos recordar los
valores de las aproximaciones Y1 = {y,,_1,Yn_9s---»Yn_r}, Dero para seguir desde t,, hasta
tn+1 haremos intervenir a Y, = {y,,, Y, 1,---»Yn_gs1}; asi, hemos eliminado el recuerdo mds

antiguo v anadido al principio uno mds reciente.
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La formulacién (3.9) engloba a todos los métodos lineales multipaso que hemos construido en
el capitulo anterior, y también a métodos multipaso més generales, como los métodos predictor-

corrector (véase [7,11]). Debe exigirse siempre que la funcion ® satisfaga las hipotesis siguientes:
f=0 = @-o (3.10)

y ademads que exista Lg > 0 tal que para cualesquiera {Y ,—1,Y,} v {Z,—1,Z,} se verifique

k
”(I)(tna YY1, .f) - (I)(tna Zin, Lin_1,h; .f)H < Ls Z Hyn—i - zn—iH- (3-11)
=0

Estas dos hipotesis se cumplen en el caso de un método lineal multipaso (p, o) si f € Cr(I xR™);
en efecto, la funcion ® esta definida por la expresion (3.8) y por tanto es idénticamente nula si
f =0. Ademas,

Hq)(tn7 YTL7 YTL—17 h'7 .f) - (I)(tny ZTL7 Zn—l; h’v .f)”
k k
= 1D Bri F(bnmis Yni) = D Br—i F iy 20i) |
=0 =0
k
<BLY Ny, i — znl
=0
con ﬁ = méX{ﬁo,,Bl, ey 61@}

Es conveniente adaptar la definicién de estabilidad para la notacion (3.9).

Definiciéon 3.5. Decimos que el método (3.9) es estable si existen h* > 0 y M > 0 tales que
para cualquier particion uniforme P = {ty < t1 < -+- < ty = to+ T} con didmetro h < h*
y cualesquiera tres colecciones {Up}N_, |, AV}, | y {wn}, | que para k < n < N

verifiquen
Un:AUTL—l+h@(tn7UTL7Un—17h’af)v (3 12)
V= AV 1 +h®(ty, Vi, Vit b f) + wi, |
se cumple
Vi — Unll < M (HV,H ~ Ul + Y Hwiu), n=rkk+l,...,N.  (3.13)

i=k

Como hemos dicho anteriormente, nos proponemos probar que, si el método es estable para f = 0,
entonces lo es para cualquier f € Cr(I x R™). Obviamente, el reciproco también es cierto. Para
f = 0, en virtud de la hipotesis (3.10), la definicion de estabilidad se enunciaria asi: existen
h* >0y M > 0 tales que para cualquier particion uniforme P = {to <t; < --- <ty =to+ T}
con diametro h < h* y cualesquiera tres colecciones {U,}_, |, {V, 1Y, | v {w,}, | que
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para k < n < N verifiquen

U, = AUn—la
(3.14)
Vo,=AV, 1+ wn,
se cumple
Vo= Unl| S M (Vi1 = Upa| + Y lwill), =k k+1,...,N. (3.15)

i=k

Supondremos en lo que sigue que el problema de valor inicial es escalar, pero eso no resta

generalidad a nuestra exposicion (véase [2]).

Teorema 3.1. El método (3.9) es estable para cualquier f € Cr(I x R) si y sdlo si lo es para

f=o0.

Demostracion. Realmente, basta probar que si el método es estable para f = 0 entonces también
lo es para cualquier funcion f € Cr(I x R), ya que f = 0 es una funcién continua y lipschitziana

respecto del segundo argumento.

Supongamos entonces que el método es estable para f = 0. Sea f € Cr(I xR) y sea L su constante

de Lispchitz. Sean h* y M > 0 las constantes de la definicién de estabilidad para f = 0.

Sean {U, N, |, {V,}Y, | v {wn}?, | que para k < n < N verifiquen (3.12). Restando

miembro a miembro se tiene
Vn — Un =A (anl - Unfl) + ’(pn

con
’(/;n - h (q)(tTM Vn7 Vn—17 h7 f) - é(tna U’ru Un—la h7 f)) + Wn,
Como el método es estable para f = 0, entonces

Vo =Unl| S M (Vs = Ual| + Y 1ill),  E<n<N.
i=k

Para acotar [|%;]| utilizaremos la hipotesis (3.11):
[l < h||®(t:, Vi, Viey, bs f) = ®(t:, Ui, Uiy, b £ + [l

k
ShBLY  |vij —uisj| + |will
=0

<hBL|V;—=Ui|| +hBL|Vii1 —U;q]| + ||wil-
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Si sustituimos en la expresién anterior, obtenemos
IVa= Ul <M (IVier = Usal

FRBL Y IVi= Ul +hBL Y Vi = Uil + 3 wil)

=M ((L+hBL) Vi1~ Uy
n—1

+2RBLY |Vi—Ui|+hBL|V, U\|+Z||wz||> k<n<N.
i=k =

Podemos suponer que las constantes h* y M > 0 se eligen de modo que h* LM < 1; de no
ser asf, basta reducir el valor de h*. Sea M = M/(1 — h* LB M) y sea h € (0, h*); si denotamos
Z,=V,—-U,ytambién w1 =V 1 —Uy_1 = Z)_1, entonces

|Z0ll < M ((1+hBL) | Zosl| +20B L Z 12+ Y o)

i=k
<1\7(zhﬁL Z 1Z;]) + Z ||wi\|>, k<n<N.
i=k—1 i=k—1
Ahora, por induccion (véase [2]) se puede probar
1Z|| <M (1+2hBLM)" Z |wi|  k<n<N.

i=k—1

Finalmente, si tenemos en cuenta la desigualdad (1 4+ x) < e® y que ademas nh < Nh = T,

entonces podemos deducir

|2, < M 2TEEM Z lwi]  k<n<N.

Si deshacemos los cambios de variable y denotamos M=DMe2THLM , hemos probado

Ve = Ul <M (Vi = Ul + Y Jwill),  k<n <N,

que concuerda con (3.13); por lo tanto, el método es estable. O

El resultado anterior establece que la estabilidad para f € Cr (I x R™) se garantiza si y solo si el
método es estable para f = 0. El objetivo ahora va a ser caracterizar de forma sencilla cuando
podemos asegurar esto tltimo. De nuevo nos restringiremos al caso escalar, por sencillez en la

notacion.
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Teorema 3.2. El método (3.9) es estable para f =0 si y sélo si existe una constante K > 0 tal
que
sup || A" < K. (3.16)
n

Demostracion. Supongamos que el método es estable para f = 0. Sean h* > 0y M > 0
las constantes de la definicion de estabilidad y sea h < h*. Sean {U,}Y_, |, {V.}M, | v

{wn}_, | tres colecciones que verifiquen

Un = AUnfla
Vn = AVn—l + whn,

para k < n < N. Si elegimos w, = 0, entonces
Vo—-U,=A"""\(V,_, —U,_), k<n<N.
Como el método es estable, sabemos que se verifica
\Vi—=Upl| < M||Vi_1—Ug_1|, k<n<N.

y por tanto se deduce (3.16) con K = M.

Recfprocamente, supongamos que existe K > 0 tal que se verifica (3.16). Sean {U,}"_, ,,

(VoI v {wn}_, | que para k < n < N verifiquen
U, = A Un—la

Va=AV,._1+w,.
Entonces, por induccién, se prueba
n .
Vo—-U,=A" "M\ (V| —U,_1) + ZA”‘Z w;. k<n<N
i=k
y, en virtud de (3.16), concluimos que también se verifica
n
Vi = Unll < K (Vi1 = Ugall + ) lwill)-
i=k

Asi, el método es estable para f = 0. O

En general, el resultado anterior es de dificil aplicacién practica. Veremos a continuacién cémo

expresar la condicion (3.16) en otros términos. Recordemos (véase [5]) que, dada cualquier matriz
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A, real o compleja, existe una matriz C' invertible tal que A puede factorizarse en la forma
A=cCJc,

donde J es una matriz de Jordan (se dice que es la forma candnica de Jordan de A) cuyos

elementos en la diagonal son los valores propios de A. La matriz J es una matriz diagonal por

bloques
Ju) 0 0
J_ 0 Jgo QQ) 0 7
0 0 oo g (M)

donde cada bloque J,, (A;) es una matriz cuadrada ¢; x ¢; de la forma

A1 0 0 0
0 A 1 0 0
000 A ... 00
JN=" " T T T =AM+ N,
00 0 Al
00 0 0 A

La condicién (3.16) equivale a sup,, ||[J"]| < K, aunque no necesariamente con la misma cons-
tante K. Al ser la forma candnica de Jordan J una matriz diagonal por bloques, resulta que J"
también lo es y sus bloques son las potencias de los bloques de J. Ahora bien, si Jy(\) es un

bloque de tamafno g X g, entonces

(DA (AT (A ()
0 N (AT (A (e
n n n—q+4 n n—q+3
ORI
0 0 0 . A" (At
0 0 0 . 0 ™

Las normas ||J"|| estaran uniformemente acotadas si y solo si se cumplen las condiciones siguien-

tes:

» |A\| < 1, para cada valor propio A;
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» Si |\| = 1, entonces el valor propio A no puede tener asociados bloques de tamano ¢ > 1,
sino solo bloques de tamano g = 1 (bloques simples). Dicho de otro modo, la multiplicidad

de A como valor propio coincide con la dimensién del subespacio propio asociado a A.

En el caso particular de un método lineal multipaso (p, o), recordemos que la matriz A tiene la

expresion siguiente (véase (3.7)), bajo la hipotesis oy, = 1:

—Qk_1 —O0p_o2 ... —01 —Qy
1 0 .0 0
A=1 o0 1 ... 0 0 |
0 0 1 0

y, por tanto, el polinomio caracteristico esta definido por
p(A) =det(A — ML) = (-1 (N +ap_1 Me— 1+ ...+ a1 AL+ ag) = (=1)% p(N).

Ademés, el subespacio propio S(A) asociado a un valor propio es siempre de dimensién 1, mas

concretamente, viene dado por
S(\) = (v), con v = (AL N2 1),

Esto motiva la definicion siguiente (véase [1])

Definicién 3.6 (Condicion de las raices). Se dice que un polinomio P satisface la condicion de
las raices si todas sus raices se encuentran en el disco unidad cerrado del plano complejo y todas

las raices maultiples estdn en el disco unidad abierto, es decir, st se cumple
Il <1,
P)=0 = 6
I¢l =1 y C es una raiz simple.
Los Teoremas 3.1 y (3.2), junto con los razonamientos anteriores y la Definicion (3.6) (condicion

de las raices), permiten enunciar el resultado fundamental siguiente sobre la estabilidad de los

métodos lineales multipaso.

Teorema 3.3. El método lineal multipaso (p, o) es estable para cualquier f € Cr(I x R™) siy

sdlo si el polinomio p satisface la condicion de las raices.
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3.2.2. Estabilidad de los métodos de Adams, de Nystrom y de Milne-Simpson

En los métodos de Adams de k pasos, los coeficientes {ag, a1, ...,ar} del primer polinomio

caracteristico son
a =1, a1 = —1, aj =0, sij=0,1,2,...,k—2.
Como consecuencia, p(¢) = &¥71(¢ — 1) y, por tanto, p tiene la rafz simple &, = 1 y la raiz

multiple £&2 = 0. Por el Teorema 3.3, todos los métodos de Adams son estables.

Lo mismo podemos afirmar para los métodos de Nystrom y los métodos de Milne-Simpson, donde
p(&) = €F2(€%2 — 1). Asi, p tiene las raices simples & = 1 y & = —1 y la raiz multiple & = 0;

todos estos métodos cumplen la condicién de las rafces.

3.2.3. Estabilidad de los métodos BDF

Estudiar la estabilidad en los métodos BDF es algo més complicado. El polinomio p se obtiene

a partir de la féormula general (2.27)
kg ;
D =V =hfp
=17

En un método de k pasos, a cada sumando V/y, le corresponde el polinomio

R

Por tanto, el polinomio p de un método BDF de k pasos es de la forma

k
6 = Do € lg 1)
j=1
Claramente £ = 1 es una raiz simple de p. Para determinar la estabilidad del método es necesario
localizar todas las raices de p. En la Figura 3.1 se representa el disco unidad y la localizacién de
las raices de p para algunos valores de k. Para 1 < k < 6 el polinomio p tiene una raiz en z =1
v k — 1 raices en el interior del disco unidad. Si k = 7, p tiene una raiz en z = 1, cuatro raices
en el interior del disco y otras dos son aproximadamente z = 0.0768 + 1.01934, que quedan fuera

del disco; lo mismo sucede si k = 8.

Teorema 3.4. El método BDF de k pasos es estable si k < 6 y es inestable si k > 7.

La demostracion de este resultado excede de los objetivos de este trabajo, pero puede consultarse

en el libro de Hairer, Norsett y Wanner [6]. La estabilidad para k& < 6, que es un nimero finito de
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k=3 k=6 k=17 k=38

Figura 3.1: Localizacion de las raices del polinomio p para algunas elecciones de k.

casos, fue probada por Mitchell y Cragss (1953). La segunda parte, la inestabilidad para k > 7,
es més complicada. La primera demostracion se debe a Cryer en 1971 y 1972 [4], pero también
existen demostraciones alternativas debidas a Creedon y Miller (1975), Grigorieff (1977) y Hairer
y Wanner (1983). En esta ultima, los autores prueban la inestabilidad para k > 12; en el caso
k < 6 < 12 recurren a procedimentos numéricos porque se trata de un numero finito de casos.
Ademas, en lugar de estudiar las raices de p, realizan el cambio de variable £ = 1/(1 — 2) y

consideran el polinomio

P = (12 ) = ) 2
j=1

Con este cambio de variable, el interior del disco unidad se transforma en el exterior del disco

centrado en z = 1 y radio 1.

3.3. Consistencia y orden

La estabilidad esta relacionada con la propagaciéon de los errores de redondeo, es una propiedad
de la ley de recurrencia. El concepto que estudiaremos en esta seccién tiene que ver con la forma

en la que el método aproxima a la solucién de la ecuacion diferencial.

En un método lineal de k pasos, la aproximacion y,, en ¢, depende de las k aproximaciones
anteriores Y, _1,Yn_9s---,Yn_p & través de la relacion (3.1). Es utopico pensar que si esas k
aproximaciones anteriores coincidiesen con el valor exacto de la solucién en los k instantes previos,

es decir, si

Y1 =Y(tn-1), Ypo=Y{tn-2), - Yp_t =Yt k)

entonces el método debiera proporcionar un valor exacto en t,, es decir, y,, = y(¢,). Ahora bien,
cabe pensar que cuanto menor sea la discrepancia entre el valor exacto y el valor aproximado
calculado a partir de los datos exactos, mejores propiedades numéricas tendra el método elegido.

Sobre eso tratan los conceptos de congistencia y orden y a eso dedicaremos esta seccion.

Definicion 3.7. Para cada solucion y de la ecuacion diferencial del problema (3.2), llamaremos
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error local (o error de consistencia) en el instante t con paso h asociado a la solucion y, y lo
denotaremos por €(t, h,y), a la diferencia entre y(t) y el valor y*(t) proporcionado por el método

a partir de los k valores exactos y(t — h),y(t — 2h),...,y(t — kh), es decir,

e(t,h,y) =y(t) —y" (1), (3.17)

donde y*(t) estd definido por

k k
apy (1) + iyt —ih) = h B F(Ly" (1) +h Y B F(t —ih,y(t —ih)).  (3.18)

i=1 i=1

El error local es un error intrinseco del método, es la medida de lo que le falta al valor propor-
cionado por el método, si pudiese ser calculado a partir de los valores exactos en los instantes
anteriores, para coincidir con el valor exacto en el instante actual, como se muestra en la Fi-
gura 3.2. De alguna forma, representa el precio que se paga por resolver el problema de forma

aproximada.

Error local

tn—k s tn—2 tn—1 tn

Figura 3.2: Tlustracion del error local. La aproximacion y*(t,) se supone que se ha calculado
utilizando los valores exactos en los k instantes anteriores.

Definicion 3.8. Se dice que un método tiene orden al menos p para el problema (3.2) si para
cualquier solucion y € CPTY(I) de la ecuacion diferencial del problema el error local satisface la

condicion
N-1
> lle(tn, hyy)ll = O(AP). (3.19)
n=0

Si el orden de un método es p > 1, se dice que el método es consistente.

Realmente, basta con probar e(t,, h,y) = O(hPT1). En efecto, en esas condiciones existe C' > 0

tal que
N-1 N-1 N-—1
> et hy)| < Y CHTE=ChP > h=ChT =O(RP),
n=0 n=0 n=0

va que T', que representa la longitud del intervalo I, es igual a la suma de todos los pasos.
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El mayor inconveniente de la definicion del error local es debido a la presencia del término y*(t).
Veremos c6mo podemos usar una expresion equivalente y de manejo més sencillo; ademads, en

ella intervendra el operador en diferencias que hemos introducido en el estudio de la estabilidad.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer aj = 1; ademas, en el caso de los métodos expli-

citos, sabemos que B = 0, luego

k k
y (1) = =Y ariy(t—ih) = h Y By f(t — ih,y(t — ih)).
i=1 =1

y por tanto

k k
e(t,hy) =y(t) —y*(t) =Y axiy(t —ih) —h > _ Bri f(t —ih,y(t —ih)).
=0 =0

Esta expresion del error local se puede escribir en forma mas breve utilizando la definicion del

operador en diferencias £ del método que hemos definido en (3.3); se verifica

E?(t, h, y) = ['h(y(t))

Si el método es implicito, entonces S # 0 y en ese caso y*(t) esta definido de forma implicita a
través de (3.18). En este caso, el error local y el operador en diferencias £ no coinciden, como

Valnos a ver:
E(tv h7 y) = y(t) - y*(t)

k k
=y(t) + > ap_iy(t —ih) = h B f(t,y" (1) + 7 Y Be—i f(t — ih,y(t — ih))

i=1 i=1

= Ln(y(t)) +h B (F(t,y(t) — F(t, ¥ (1))
Si f € C(I x R™), entonces
[La(yEN + R B 1 f (£ y () — &y (@)

1Ln
ILrn(y@)I + B Lly(t) —y* ()|l
Lyl + h Bk Lle(t, h,y)l

le(t, h, y)|l <
<

con L la constante de Lipschitz de f. Igualmente, si escribimos

Li(y(t)) = e(t,h,y) — h By (F(t,y(t) — f(t,y™(1)).

y utilizamos un razonamiento anélogo, se obtiene

ILr(y @) < lle(t, h,y)ll + B Lle(t, h, y)|l.
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Esta acotacion y la anterior se pueden escribir de forma conjunta:

(L=hBe L) llelt, hy)|l < ILh(yO)I < (L + R B L) [let, h,y)].

y por tanto, en norma, €(t, h,y) y Lx(y(t)) tienen el mismo comportamiento cuando h — 0. Esto
significa que en la expresion (3.19) de la definicién de orden p podemos reemplazar ||e(t, h, y)|| por

|ILr(y(t))||. Fijémonos en que, si y es solucion de la ecuacion diferencial y' = f(t,y), entonces
k k
Li(y(t) = ariy(t—ih) —h > _ Bri F(t —ih,y(t — ih))
i=0 i=0

k k
= Z ak—;y(t —ih) —h Z Br_i Yy (t —ih)
i=0 i=0
v su desarrollo en serie de potencias del paso h se reduce al desarrollo de funciones de una variable.
De hecho, en esta dltima expresiéon no interviene la funciéon f del problema y, por tanto, basta

suponer que y es una funcién suficientemente regular.

3.3.1. Orden de los métodos de Adams, de Nystréom y de Milne-Simpson

En los métodos de Adams es posible determinar el comportamiento asintotico de Lp(y(tn)) v
por tanto deducir el orden de estos métodos (véase [10]). Por ejemplo, para k > 1, el método de

Adams-Bashforth de k pasos esta definido por

tn
Yn =Yn— +/ pk—l(t) dta

tn—1

donde p;,_; es el polinomio de interpolacion de Lagrange asociado a los k nodos {t,,—1,...,tn—}

y valores {f(tn—1,Yp_1)s-- > F(tn—ksYn_x)}-

Asi, el operador Ly verifica

C(y(tn) = y(tn) — Y(tar) / " pi(t)dt

tn—1

tn

~ [ wo s
tn—1

donde pj,_,(-) es ahora el polinomio de interpolacion asociado a los k nodos {t,—1,...,t,—r} vy a

los valores exactos { f(tn—1,Y(tn—1)), .- f(tn—k> Y(tn—r))}, s decir, p_, interpola a y'. Usando

la férmula de representacién del error en la interpolacién polinémica, se deduce

1

o yFO) (b —tn1) - (t—tp_g) ... (t —tn_p)dt,

eatyten) = [

tn—1
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para algun 6; comprendido entre ¢ y los nodos, es decir, 0y € [t,,—g, ]

En el intervalo de integracion [t,—1,t,] el producto (t —t,—1) - (t — tp—2) - ...  (t — th—_g) que

aparece en el integrando no cambia de signo; por tanto se verifica

Eh(y(tn)) = %y(k)(c) / n (t - tnfl) : (t - tan) et (t - tn—k) dt

tn—1

1
= kl‘y(k)(c)/ R ls. (s4+1)-...-(s+k—1)ds
- 0

= y®() h’€+1(_1)’€/01 <_;) ds

= y®(c)yp W,

para algin ¢ € [t,_p,t,]. El método es de orden k, pues Lp,(y(t,)) = O(RF1).

Razonando de forma andloga, se puede probar que el método de Adams-Moulton de k pasos, si
k > 2, es de orden k + 1. De los dos métodos de un sélo paso, el de Euler implicito es de orden

1 (se obtiene con k = 0) y el del trapecio (eligiendo k = 1) es de orden 2.

Con los métodos de Nystrom y de Milne-Simpson los razonamientos son similares.

3.3.2. Analisis del orden

Como hemos dicho, para determinar el orden de un método lineal de k pasos, lo mas facil
es desarrollar L (y(t)) en potencias del paso h, con y suficientemente regular. Haremos un
desarrrollo de Taylor de cada sumando y(t — ih) eligiendo t* = ¢t — kh como centro del desarrollo;

lo mismo haremos con y'(t — ih):
k k
Li(y(t) = iyt —ih) —h > By (t —ih)
i=0 =0

k k
= iyt +ih) —h Y _ By (" +ih).
=0

1=0

Ahora basta desarrollar tanto y(t* 4+ ih) como y/(t* +ih) en potencias crecientes del paso h, con

y € CPTY(I). Por un lado, se tiene

y(t* +ih) =Y - y™ () + Fe yPH(r;)
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para algun 7; € (t*,¢* + ih). Del mismo modo,

p—1 . .
w U o PRP
D D
para algun o; € (t*,t* 4+ ih). Entonces,
k P PN k p—1 PN )
Laly() =Y (Z - y(")(t*)) 1305 (Z - Y+ )(t*))
=0 n=0 =0 n=0
A
k
Gp+1 ppt+ P hP
# 3o Ty ) A
1=0 =0
B

Claramente B = O(h?™!) si y € CPT1(I). En cuanto al término A, si se reordena se puede escribir

en la forma siguiente:

k k k
* * . h2 * . .
A=y(t) Y i + hy'(t") Y (i — ) + ay”(t ) Y (i —2i )
i=0 i=0 i=0
B3 k hp k
+ oy ()Y ([P =32 8) + ..+ —yP () D (P —pi By).
3! ; p! :
=0 1=0
En lo sucesivo, denotaremos
k
Co = Zaiv
i=0
k
c =Y (ioi —Bi),
i=0
k
Cp = Z(Z" a; —ni" ! Bi), mn=2,
i=0
lo que nos permite escribir
c c c
Ln(yt)) = coy(t*) + 1—1, hy'(t*) + 23, RPy'(t*) +...+ ﬁ WPy P (%) + O(hPT)

Por tanto, el orden del método es al menos p si y solo si

co=c1=...=¢, =0,

Cp+1
(p+1)!
local. Se puede probar que estas condiciones y el valor del coeficiente principal no dependen del

y es de orden p si ademés c,11 # 0. El valor de se denomina coeficiente principal del error
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punto elegido para hacer el desarrollo (véase [2,6]).

Segiin la Definicion 3.19, un método es consistente si su orden es al menos 1, es decir, si
e(tn, h,y) = O(h?). Por lo anterior, eso es equivalente a exigir cg = ¢; = 0. Estas condicio-

nes se pueden relacionar con los polinomios p y o del método. En efecto,

k k
Co:zai:p(l), y C1 :Z@Odi—ﬂi):p/(l)—o(l).
1=0

1=0

Por tanto, el método (3.1) es consistente si y solosi p(1) =0y p'(1) = o(1). Estas dos condiciones

también se denominan condiciones de consistencia.

Ejemplo 3.1. El método de Adams Moulton de 3 pasos es

9 19 5 1
Yn = Yn—1 + h(ﬂfn + ﬂfnfl - ﬁfnf2 + ﬂfnfii)?

luego los coeficientes del método son

9 19 5 1
=1 =1 =0 =0 - 2 = -2 .
Q3 ’ Qa2 ) aq ; (&%) ) 53 247 52 247 61 247 60 24

Ast, obtenemos

co=cr=cp=c3=c4=0,c5 #0,

luego podemos concluir que el método es de orden 4. Se podria haber llegado a la misma conclusion

siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 8.5.1.

Ejemplo 3.2. El método de Nystrém de tres pasos es

7 2 1
Yn = Yn—2 + h(gfnfl - gfn72 + gfnfi’»)a

luego los coeficientes del método son

063:1, QQZO, 041:—1, 040:0, 53:07 52:77 51:_7 50:7-

As? obtenemos

luego el método es de orden 3 y el coeficiente principal del error local es 8.

3.4. Analisis de la convergencia

En esta seccién estudiaremos condiciones que nos ayuden a determinar si un método es con-

vergente. Kl estudio de la estabilidad y el orden del método que hemos llevado a cabo en las
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secciones anteriores serdn de gran ayuda, como veremos a continuacion.

Teorema 3.5. Si un método lineal multipaso (3.1) es estable y consistente, entonces es conver-
gente.

Demostracion. Supongamos que el método multipaso (3.1) es estable y consistente, y escribamos

el esquema del método en forma matricial

Yk—l = (yk—lu s 7y0)t

(3.20)
Y, =AY, +hq)(tnpyn7Yn—17h;f)7 con n >k,

donde Y ,, representa la coleccién de soluciones aproximadas. Por otro lado, consideramos

y(tn)

Entonces se tiene
Yn == A}_/n—l + h ¢(tn7 }7717 Y’n—la h7 f) + Wn,

donde
e(tn, h,y)
0

Wy = 0

0

con t, € P, k<n < N.Como el método es estable, existe M > 0 tal que
n
10 = Yl <M (I1¥51 = Vil + 3 Jwill)
i=k
n
=M (Vi = Yial+ Y et o)) n=k e+l N,

i=k

Como el método es consistente, se tiene

N
lfm e(t;, h,y)|| = 0.
i D ety
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Por tanto, si también se cumple
lim max{||Y, - Y| : ta €P con 0<n<k—1}=0,
h—0*+
entonces se obtiene
lim méx ||[Y, — Y.l : n>k}=0.
h—0+
y, por lo tanto, el método es convergente. O

Teorema 3.6. Si un método lineal multipaso (3.1) es convergente, entonces es estable y consis-

tente.

Demostracion. Veamos primero que el método es estable. Para estudiar la estabilidad, conside-

ramos el problema de valor inicial escalar

{ y =0, en[0,1],
y(0) =0,

cuya solucion es la funcion nula (y(t) = 0 para cualquier ¢ € [0, 1]). Para probar que el método es
estable es suficiente ver que el polinomio p cumple la condicién de las raices, por el Teorema 3.3.
Supongamos que el polinomio p tiene alguna raiz £ # 0 (si 0 fuese la anica raiz de p, claramente

se cumpliria la condicion de las raices y el método seria estable).

Para cada NV € N, sea h = % y sea Py = {to,t1,...,tn} una particion uniforme del intervalo

[0, 1], de diametro h. Como f = 0y el problema es escalar, la ley de recurrencia del método (3.1)

es:
Ak Yn + Q—1Yn—1+ -+ + A Yp_py1) + @0 Yn—k =0, n==kk+1,...,N.

Si tomamos como valores de arranque y; = h&l, para j =0,1,...,k—1, entonces se prueba por

induccién que y, = h&", paran =k, k+1,..., N. Como el método es convergente y los valores

de arranque satisfacen
lim max{|y(ty) — Yn| : tn € Py con 0 < n < k—1} = lim h max{1,[¢],[¢]%,...,|¢)* '} =0,
h—0*t h—0*t
entonces se verifica
lim méax{|y(t,) —yn| : tn € Py con k<n <N} =0.
h—0+
Ahora bien, como y(t,) = 0 para cualquier n y ademas y,, = h&", entonces eso es equivalente a
lim  mé {€" : k<n<N}=0
N_l}Iiloonax tk<n< =0.

Asi, necesariamente, || < 1, es decir, o bien |{| < 1 o bien || = 1. Si todas las raices son tales
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que [¢] < 1, por la condicion de las raices, el método ya seria estable, luego solo nos falta ver qué
ocurre si existe alguna raiz con |£| = 1. En este caso, para que el método satisfaga la condicion
de las raices, debemos probar que £ es una raiz simple. Por reduccién al absurdo, supongamos
que no lo es, esto es, supongamos que p tiene una raiz ¢ de multiplicidad al menos 2, tal que
|€] = 1. De esta forma £ es raiz de p y de o/, luego p(€) + £p/(€) = 0. Entonces escogemos como
valores de arranque y; = h(j + 1)& y por induccién probamos que y, = h(n + 1)£", para

n=kk+1,...,N. Como el método es convergente, se tiene que cumplir

lim max k<n<N}!=0
Tt max{lyal )

Pero aqui llegamos a una contradiccion, ya que si |£| = 1 entonces

n n+1
gl = [h (4 D€ = h(n+1) = "=,

v por tanto se obtiene

1 N+1
lim méx{|y,| : k<n<N}= lim —mix{(n+1): k<n<N}= lim Ty
h—0+ N

N—+oo N—+oco N

Luego, necesariamente ¢ es una rafiz simple. En cualquiera de los casos, hemos probado que se

cumple la condicion de las raices y que, por lo tanto, el método es estable.

Probaremos ahora la consistencia del método. Para ello, basta probar que se cumple p(1) =0y

p'(1) = (1), porque esto equivale a ¢y = ¢; = 0. Para lo primero, consideraremos el problema
{ y/ =0, en [071]7
y(0) =1,

cuya soluciéon es y(t) = 1 para cualquier ¢t € [0,1]. Si elegimos como valores de arranque los
valores exactos yo = ... = yr_1 = 1, que son independientes de h, entonces y, también sera

independiente de h. Como el método es convergente, entonces
lim méax{|y(tn) —yn| : tn € Pnv con k<n <N} =0.
h—0+

es decir,
lim méax{|l —yn| : t, € Py con k<n< N} =0,
h—0+

luego necesariamente y,, = 1 para cualquier n y, por tanto, p(1) = 0.

Ahora probaremos que p'(1) = o(1). Como p(1) = 0 y el método es estable, entonces 1 es raiz

simple de p, por la condicion de las raices. Luego p(1)" # 0 (de lo contrario, 1 seria raiz doble de
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p). Vamos a probar que ;((11)) = 1. Consideraremos el problema

{ y/ = 1a en [071]a
y(0) =0,
o(1)

cuya solucion es y(t) = t. Elegimos como valores de arranque y; = jh FIOR Por induccién se

o(1)
p'(1)

prueba que y, =nh , para n > k. Como el método es convergente, entonces
lim max{|y(tn) —yn| : tn € Py con k<n< N} =0.
h—0+

Si sustituimos y(t¢,) e y, por sus expresiones, resulta

1
lim max{|nh —nh o )| i tn € Py con k<n<N}=0.
h—0+ p'(1)
: s o(l) _
v eso solo es posible si ) = 1. O

Segun los dos teoremas anteriores, la estabilidad y la consistencia no son solo condiciones suficien-
tes para la convergencia, sino que ademads son necesarias. Por tanto, si un método no es estable
o si no es consistente, es claro que no va a ser convergente. Como ademdas hemos caracterizado
la estabilidad en términos de la condiciéon de las raices y la consistencia equivale a p(1) =0y

p'(1) = o(1), resulta sencillo comprobar si un método es o no es convergente.

3.5. Meétodos Predictor-Corrector

Como hemos visto, un método lineal multipaso puede ser explicito o implicito. Si o = 1, podemos

escribir la ley de recurrencia (3.1) en la forma

k k
yn:hﬁkf(tn)yn)_zak—zyn—z—l_hZﬁk—z‘fﬂfh k‘énéN,
i=1 i=1

donde hemos denotado f; = f(t;,y;) para referirnos a la evaluacién de f en los instantes previos

y asi aligerar la expresion.

Si el método es explicito, es decir, si Sy = 0, entonces la aproximacién y,, estd definida de
forma explicita; una vez calculada solo se necesita realizar la evaluacion f, = f(tn,y,,) porque
se utilizard en el paso siguiente, pues el resto de evaluaciones ya se conoce de las iteraciones
anteriores. Desde el punto de vista computacional, este es un coste pequeno siempre que el
numero de pasos no sea grande: esa situacién puede ocurrir cuando se resuelven numéricamente
problemas rigidos (suelen denominarse stiff ); en esos casos los métodos explicitos son poco

utilizados.
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En los métodos implicitos, es decir, cuando [ # 0, la aproximacién y,, esta definida de forma
implicita mediante una ecuacién que en general serd no lineal; la primera cuestiéon a la que

debemos responder es si realmente y,, esti bien definido. Observemos que y,, es un punto fijo de

k k
Go(w) = h By ftn,w) =k iYi+h D Bri Frois
i=1 =1

Si f es lipschtziana respecto de su segundo argumento, entonces G, también es una funcién

lipschitziana:
|G (1) = Ga(0)] = 1B |1f (b 28) = £ (s 0)I| < 1155 | L [ = o]

Si el paso h se elige de forma que h |8y | L < 1, entonces G, es contractiva y, como consecuencia,
y,, existe y es tnico. Que esté bien definido no significa que sea facil de calcular; usualmente,
para calcular y,, se utilizara un algoritmo iterativo: iteracién de punto fijo, método de Newton...
Elijamos por ejemplo el método de iteracién de punto fijo: a partir de una aproximacion inicial

y;‘)), se construye una sucesion {y;”)}y en la forma siguiente:

k k
Yy = Gy ™) = 0B f(tayy ™) = D akiYi +h Y B Fis
=1 =1

para v > 1. Cuando el algoritmo se programe en un ordenador, se iterard hasta satisfacer un
cierto criterio de tolerancia y usaremos el iltimo término calculado y&”) como aproximaciéon del
valor teorico y,,. Es decir, realmente no calcularemos y,, (jnecesitariamos infinitas iteraciones!) y
por tanto no sabemos cémo puede afectar eso al orden del método. Por otro lado, es evidente que
el coste computacional puede ser enorme si en cada paso n se requiere un ntmero de iteraciones de

punto fijo muy elevado. En ese caso, el uso de métodos implicitos no estaria justificado (véase [8]).

Habitualmente, los método multipaso implicitos se implementan mediante el proceso de predic-

cion-correccion. Este proceso consiste en lo siguiente:

i L . . 0 . )
(P) en primer lugar, se calcula una prediccion o estimacion inicial y;) mediante un método

explicito auxiliar de coeficientes {af,...,a;} v {B],..., B }; es decir:

k k
- Z Qi Yni+h Z Broi Fris
i=1 i=1

(E) a continuacion, se evalia fn = f(tmyglo));
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(C) luego, se corrige la estimacion inicial: se define
_ k k
Yn =18 oo =D i+ 0> Bri Fltnis Yns),
i=1 i=1

(E) se hace una evaluacion final: f,, = f(tn,vy,,)-

Este proceso se denota PECE y equivale a realizar una iteracién de punto fijo para aproximar
y,,- También se puede obviar la evaluacion final: el proceso se denotaria PEC y en ese caso en
el paso siguiente se usaria fn en lugar de f,. Existen otras posibilidades, como P(EC)%E o

P(EC)?, que equivalen a dos iteraciones de punto fijo con evaluacién final o sin ella.

En general, segtin el nimero u de iteraciones de punto fijo que hagamos (y siempre el mis-
mo namero), la forma del método sera P(EC)*E o P(EC)*, dependiendo de si tras la dltima
correccién decidimos o no actualizar el valor de f, mediante una evaluacién méas. El método
explicito se conoce como método predictor y el implicito como corrector, y ambos forman el mé-
todo predictor-corrector, que denotaremos por PC. Asi, existen dos formas distintas de métodos
PC que podemos resumir por P(EC)*E'=9 con > 1y q € {0,1}, donde P denota Prediccidn,
E representa la Fvaluacion y C es la Correccidn. Lo habitual es elegir p = 1 0o p = 2, como

justificaremos méas adelante.

El algoritmo de un método P(EC)*E'~? es el siguiente:

k k
P: ) = =D iyt h Y B
i=1 i=1

(EC)*: Parav=0,1,...,u—1
£ = ftn, )

K k
yg/ﬂ) = h By fg’) — Z Op_; yff‘_)l +h Z Br—i fgf—;q)
i=1 i=1
B0 Sig=0 P = Fltnyt)

Claramente, un método predictor-corrector es un método multipaso, pero no es un método lineal
multipaso. En el esquema anterior hemos supuesto que el ntmero de pasos del método predictor
coincide con el del método corrector; en esa situacion, ese niimero comun k es el niumero de pasos
del par PC. En realidad, el método predictor y el método corrector podrian tener nimeros de

pasos k* y k diferentes, en cuyo caso el ntimero de pasos del par PC seria el maximo de k* y k.

Si el namero de pasos del corrector es menor que el del predictor, es decir, si k < k*, siempre
es posible considerar que el corrector es un método de k£* pasos si se renumeran sus coeficientes
y se elimina la condicion |ag| + |Bo| # 0. Lo mismo se puede hacer en caso contrario, esto es,

cuando el predictor es de menos pasos que el corrector. Por esa razoén, en el desarrollo anterior
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hemos supuesto que ambos métodos tienen el mismo ntimero de pasos y lo hemos denotado k.

3.5.1. Orden de un método predictor-corrector

Consideremos un par predictor-corrector P(EC)*E'~9; supondremos que el método explicito es
de orden p* y tiene asociado un operador en diferencias £}, mientras que el método implicito
es de orden p y su operador en diferencias lo denotamos por L. Supondremos ademas que las
soluciones de la ecuacion diferencial son suficientemente regulares (al menos continuidad en las

derivadas hasta el mayor de p* y p).

En el instante £, se utiliza el método predictor para calcular una estimacion inicial y%o) definida

por
k

k
D DTSN S SF il

i=1 i=1
Para determinar el orden del método predictor-corrector, lo que haremos serd determinar el
término principal del desarrollo del error local, como se hace en el libro de J.D. Lambert [§].
Recordemos que el error local es el error propio del método, es el error cometido tras un paso de
integracién cuando se parte de los valores exactos. Por tanto, vamos calcular la aproximaciéon en
t, partiendo de los valores exactos en £, _1,t,_92,...,t,_k, es decir,

W = y(t),  i=1,2,... .k

Denotaremos por g%”) a las aproximaciones proporcionadas por el método predictor y el método

corrector a partir de los valores exactos. Con esta notacion, resulta
k k
GO == af yltni) + 0 Y Bi s Fltn-iry(tn—i))-
i=1 i=1

Por otra parte, si usamos la expresion (3.3) del operador en diferencias y tenemos en cuenta que

el método predictor es explicito (5} = 0), se tiene

k k
y(t) = =S ab syt + 0 S By Fltamis y(tass)) + Li(y(ta)):

i=1 i=1

Podemos restar ambas expresiones y recordar el anélisis del orden que hicimos en la Secciéon 3.3.2;

asi, deducimos

~ * C** * * *
y(tn) — GO = Ly (y(tn)) = (p*pi_:i), WP Ty (1) + O(RPTF2). (3.21)

Ahora fijaremos nuestra atencion en el método corrector. Nuevamente, de la definicion del ope-
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rador en diferencias, podemos escribir

k k
y(tn) + Z Qf—; y(tnfi) = hﬁkz f(tm y(tn)) +h Z Bk’—i f(tnfz’a y(tnfi)) + ﬁh(y(tn))

i=1 =1

k k
GO+ iyl = h B F b, )+ R B U
i=1 =1

k
=hBe Ftn, V) + 0D Brei Fltnisy(tn—i)) v =0,1,...,u—1.
=1

De nuevo, si restamos ambas expresiones obtenemos

y(tn) - gg-’_l) = h/Bk: (.f(tnay(tn)) - f(tmggzy))) + Eh(y(tn))v V= Oa 1a AR M_l' (3'22)

Podemos aplicar el Teorema del Valor Medio a cada funcién coordenada f; de f:
Fitnsy(t)) = F3(tas 8) = V£5C57) - (y(ta) = ).

donde V fj(ng)) representa el vector gradiente de f; respecto de las variables {y1,...,ym} en
)

algin punto ng) del segmento de extremos y(t,) y gj%” . Este punto no tiene por qué ser el mismo

para todas las funciones coordenadas. Denotemos

¢ V()
¢ =1 : y o Jp¢™) = :
@) V ()

Con la notacion Jy queremos destacar que cada vector gradiente aparece evaluado en un punto

diferente para cada funcién coordenada de f.

Asi, la expresion (3.22) se puede escribir de esta forma equivalente

y(tn) =G = h B Tp(CY) - (y(tn) = 8Y)) + La(y(ta)),  v=0,1,... -1
Ahora bien, si el método corrector es de orden p, entonces

y(tn) — G = h B Tp(¢M) - (y(tn) — 5Y))

+ﬁhp+l y(p+1)(tn)+0(hp+2)a v=0,1,...,p—1

(3.23)

Vamos a analizar qué sucede segiin sean p* y p. En primer lugar, vamos considerar el caso p* > p,
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es decir, el orden del método predictor es mayor o igual que el del corrector. Podemos utilizar la
expresion (3.21) del predictor en (3.23) para v = 0, es decir, para la primera correccién; como

p* > p, entonces

- C
ylta) = 68 = o Wy () £ O,

De nuevo, podemos usar esta expresion otra vez en (3.23) para v = 1 y obtendremos

(tn) =917 = ) 0

Si reiteramos el proceso, para la ultima correccion (para v = u) llegaremos a

y(t,) — gglu) — ﬁ pptl y(p+1)(tn) + @(hp—f—Q).

Se deduce que el término principal del error del método predictor corrector coincide con el del

método predictor.

En segundo lugar, consideremos el caso p* = p—1, es decir, el orden del predictor es una unidad
menos que el del corrector. Procedemos como antes: sustituimos la expresion (3.21) del predictor

en (3.23) para v = 0; en este caso obtenemos

y(tn) = 5 = h B Tp(CD) - (y(ta) — 50) + — 2= WPy (1) 4+ O(RPH2)

(p+1)!
C>|< — C
= (gk pi; J(¢O) - y® () + 0 Ti)' y(p“)(tn)) WL+ O(hPH2).

Por tanto, si el método predictor corrector fuese del tipo P(EC)E'~9, es decir, si i = 1, entonces
el método predictor corrector y el método corrector tendrian el mismo orden p pero diferente

término principal del error local.

En la misma situacién p* = p—1 pero con p > 2, si razonamos como en el caso p* > p y seguimos

sustituyendo esta ultima expresion en (3.23), entonces se deduce

~ Cp+1
) — g — Pl pptl . (p+1) (4 O(hP+2).
v, por lo tanto, el método predictor corrector y el método corrector tienen el mismo orden p y el

mismo término principal en el error local.

Finalmente, supongamos p* = p—2, esto es, el orden del predictor es dos unidades menos que
el del corrector. Como en los casos anteriores, comenzamos utilizando la expresion (3.21) del
predictor en (3.23) para v = 0; resulta lo siguiente:

%

y(tn) — 5 = B (p_l), WP T(C0) -y (t,) + O(RPH)
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Si ademas p = 1, o sea, si el método es P(EC)E'~9, entonces su orden es p — 1. En cambio, si

i = 2 podemos utilizar esta expresion de nuevo en (3.23) para v = 1 y de ese modo se deduce

y(t,) — G2 = ((pcz_—i)‘ (5k jf)2(C(0)) y®P V(1) + ﬁ y(”“)(tn)) W 4 O(RP),

El método alcanza el mismo orden p que el corrector, pero tiene diferente término principal del
error local. Si fuese u > 3, entonces repitiendo los razonamientos anteriores se prueba que el
orden del predictor corrector es p y su término principal del error local también coincide con el

del corrector.

Si fuese p* = p—3, la forma de proceder seria andloga, y lo mismo en el caso mas general

p* =p—s, con s > 3.

En resumen, el orden y el término principal del error local del método P(EC)E'~% dependen de
la diferencia entre los 6rdenes p y p* de cada uno de los dos métodos que forman el par, asi como

del namero p de correcciones. Los resultados se pueden resumir asi (véase [8]):

1l.sip*Z2p,osip"<pyp>p—p* el método PC y el corrector tienen el mismo orden p y

mismo término principal del error local,

2. 8ip* <py pu=p—p* el método PC y el corrector tienen el mismo orden p pero distinto

término principal del error local, y

3.8ip*<pypu<p—p*—1,el orden del método PC es p* + u, que siempre es inferior a p.

3.5.2. Estabilidad de un método predictor-corrector

Como ya hemos comentado, los métodos de tipo predictor-corrector que estamos estudiando son
métodos multipaso, pero no son métodos lineales multipaso porque en ellos aparecen reevalua-
ciones de la funcion f. Ademaés, son métodos explicitos. Denotaremos k al ntmero de pasos del
par PC.

Como hemos visto, el algoritmo del método P(EC)*E'~1 es el siguiente:

k k
P: ) = =D iyt h Y B
i=1 i=1

(EC)*: Parav=0,1,...,u—1
£ = ftn, )

k k
y ) = hB S = D iyt h Y B 57
i=1 i=1

E'"9:. Sig=0 9 = f(ta, i)

n
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Por simplicidad para la exposicién, consideraremos el caso ¢ = 0; asi, en cada instante £, el

método PC finaliza siempre con la evaluacion fﬁ{‘ ) = ftn, y%“ )).

Es posible es escribir el método en la forma que hemos considerado en la Seccién 3.2.1. En efecto,

(0)

a partir de la prediccion yy,~ se hace la primera evaluacion (para v = 0)

FO = Ftn,y?) = £(tn, — Za,“y +h§jﬁ,“f )
=1

(1),

v se utiliza esta evaluacién para obtener la primera correccion y,  :
D = h g, §O Zak Y+ h Zﬁ e

k k
= 1Bk f (ta, Zak iy 1+h25*_zfn D= eyl 1 S B £
i=1 =1

=1

()

Si se reitera el proceso, se comprueba que en la expresiéon de cada correcciéon yy, ' siempre apa-
recerd el término —> 7 | ap_; yff_) ;» en donde intervienen los coeficientes del polinomio p del

método corrector.

Por otra parte, si denotamos

B FY +h Zﬁk i
()
Y, 1 i=1
() 0
yn—
Ygzu—)l = 2 ) (I)(tnv n— 1vh f) )
: 0
ygi—)k
0

entonces el método se puede escribir en la forma (3.9), es decir,

Y](Ji)l = (yk—lv e 7y0)t

YW =AY L h &, YW, b ), con n > k.

La matriz A, que es del tipo definido en (3.7), se construye con los coeficientes del método

corrector, como ya hemos dicho.

Estudiemos ahora la estabilidad del método. Claramente la funcion ® satisface la hipotesis (3.10),
pues
Ff=0 = &, Y™ ho)=0

n—1»
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Veamos ahora que ® también cumple la condicion de Lipschitz (3.11). Sean

57,) = (yi@l,---,yfi)k)t y ng_)l = (Zn_l,...,z

Puesto que

1D (£, Y 15 ) = ®(tn, 29, 1s )] = B | F (b w4 0) = F(tn, 207

bastaréa acotar las diferencias || f(,, yg')) f(tn, 2\ )H parav =0,1,...,p0— 1.

Para v = 0, se tiene

k
y7(10) - Z%O) == Za#i ( (“) + h Zﬁk i f(tn- i Y- () ) Ftn- z>Z£Lu)z))?
i=1

y por lo tanto, por ser f una funcién lipschitziana, resulta

k
99— 200 < 3ol — 220 4 1L 151 - 2]
=1 =1
k

=3 (lajil + R 1B Iy, — 242l
=1

< (max{lag |} + b L max{|5;_[}) [V, - 2
— AT YW, -z

—

donde hemos denotado
A" = méx{|ag_,;|} + h L max{|B_;|},

v asi también
1F (b @) = F(tn, 2| < LA YW, — 20 .

Repetimos el proceso para v = 1:
W =h B f(tn, ) Zak 1yn“>z+h26k i Fltniyt),

—h/ka Zak P2 Z‘i‘hZﬁk zf n—i, % n 1)

de modo que, si denotamos ahora

A = max{|oy_i|} + h L max{|Be_i},
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podemos escribir
lyD — 20| < BB LAY, — 20 |+ Ay, — ZW)
= (P 1Bl LA™ + A) Iy, —zW
v también
1F (b uD) = £ty 20| < L (BB LA* + A) YW, — 2.

Si se reitera este proceso hasta v = u — 1, se prueba que ® cumple la condicién de Lipschitz

requerida.

De ese modo, la estabilidad del método PC depende solo de los coeficientes de la matriz A
(Teorema 3.2), esto es, del polinomio p del método corrector. Podemos asegurar que el método
predictor-corrector es estable si y solo si el polinomio p cumple la condicién de las raices 3.6, o

equivalentemente, si y solo si el método corrector es estable.

Ejemplo 3.3. Consideremos el método PECE que utiliza como predictor el método de Adams-
Bashforth de 2 pasos y como corrector el método de Adams-Moulton de 1 paso (método del

trapecio). El algoritmo es el siguiente:

(1) (1)

» en el instante t,, se supone que las aprozimaciones y, o ey, y sus evaluaciones

fg,)Q = f(tn—2ayg,)2) ) .fn 1 — f( n— 17y51121)

son conocidas del instante anterior;

» se calcula la prediccion en t, con el método Adams-Bashforth de 2 pasos:

3

) =yl +h (G 1—ff(”) (3.24)

n se hace la evaluacion

O = ftn, y'0),

» se corrige la aprozimacidn en t, mediante el método del trapecio:
1 1 .
yD =y (5 50+ 5 A (3:25)

» se hace la evaluacion final:

£ = F o,y

En este caso, tanto el método predictor como el corrector son de orden 2. Luego, por las reglas

mencionadas anteriormente, el método PC y el corrector tienen el mismo orden y mismo término



3.5 Métodos Predictor-Corrector 69

principal del error local. Como el método del trapecio es estable, entonces podemos concluir que

el método predictor-corrector es convergente de orden 2.

3.5.3. Implementacién en Matlab

MATLAB es “una plataforma de programacién y computacién numérica utilizada por millones
de ingenieros y cientificos para analizar datos, desarrollar algoritmos y crear modelos”, segtin su
propia definicién. Matlab dispone de varios comandos que permiten resolver un problema de valor
inicial mediante un método numeérico. Algunos de estos comandos utilizan métodos multipaso

predictor-corrector (véase [9]):

» odel13 es un método de paso variable y orden variable (VSVO, por sus siglas en inglés:
variable-step, variable-order) que se basa en métodos PECE Adams-Bashforth-Moulton de
6rdenes 1 a 13. El orden méaximo utilizado es 12, pero se usa una férmula de orden 13 para

la estimacion del error junto con técnicas de extrapolaciéon local.

» odelbs es también un método de paso variable y orden variable (VSVO) y puede utilizar,

de forma opcional, métodos BDF.

» odelbi es un método de paso variable y orden variable (VSVO) basdado en las férmulas
BDF de 6rdenes 1 a 5.
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