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Resumen

Este trabajo �n de grado está dedicado al estudio de los métodos multipaso de resolución numé-

rica de ecuaciones diferenciales. El término multipaso hace referencia a que es necesario recordar

las aproximaciones obtenidas en varios instantes previos para poder calcular la aproximación en

el cada instante; se conocen también como métodos con memoria; en cambio, en los métodos

de un solo paso, la aproximación en un instante se calcula a partir de la información disponible

únicamente en el instante inmediatamente anterior. Cada una de estas familias tiene ventajas e

inconvenientes; según como sea la ecuación diferencial (o el sistema diferencial) unos métodos

pueden ser más e�caces que otros, aunque esta es una cuestión difícil de medir.

Hemos dividido el trabajo en tres capítulos. El primero es meramente introductorio: sirve para

�jar la notación que vamos a utilizar y para recordar algunos conceptos básicos. En el Capítu-

lo 2 construimos en detalle los métodos multipaso más conocidos, como los métodos de Adams

(Bashforth y Moulton), de Nyström, de Milne-Simpson y los métodos BDF (del inglés Backward

Di�erentiation Formulae).

El Capítulo 3 está dedicado al estudio de la convergencia de los métodos. Se puede decir que

la noción de convergencia está basada en una idea simple: se trata de estudiar en cada instante

la diferencia entre la solución exacta y la solución numérica. Sin embargo, el análisis de la

convergencia es una tarea complicada; una forma de abordarlo consiste en introducir los conceptos

de estabilidad y consistencia (u orden), que son habituales en Análisis Numérico, y establecer

las relaciones entre estos conceptos y el de convergencia. El resultado fundamental es que la

estabilidad y la consistencia son condiciones necesarias y su�cientes para la convergencia. Eso

justi�ca que se dedique también mucha atención a la caracterización de la estabilidad (en términos

de la condición de las raíces) y de la consistencia. Al �nal, nos ocupamos de un tipo de métodos

multipaso muy utilizados, conocidos como métodos predictor-corrector, porque reducen el coste

computacional que conllevaría utilizar métodos implícitos pero sin disminuir su orden.





Capítulo 1

Introducción

Existen muchos fenómenos de interés cientí�co que, cuando se modelan matemáticamente, dan

lugar a problemas escritos en términos de sistemas de ecuaciones diferenciales. Estos problemas

pueden ser de escalas muy distintas: desde escalas atómicas, en problemas de mecánica cuántica

o reacciones químicas, hasta grandes escalas, como en la predicción del tiempo atmosférico, o

incluso escalas cósmicas, como en el movimiento de objetos celestes. También la naturaleza de

los fenómenos estudiados puede ser muy diversa, pues pueden estar relacionados con la química,

la física, la biología, las �nanzas...

Una ecuación diferencial ordinaria (ode) describe cómo cambia una función; dicho de otro modo,

una ecuación diferencial establece la relación que satisface la tasa instantánea de variación de

una variable con respecto a otra de la cual depende. Así, la ecuación

y′(t) = f(t,y(t)), t ≥ t0,

indica que, para cada t ≥ t0, la tasa de variación de y en el instante t (o sea, y′(t)) coincide con

el valor f(t,y(t)), donde f se supone que es una función conocida. Utilizaremos letras en negrita

para variables cuyo valor puede ser vectorial. Es habitual utilizar la letra t (inicial de tiempo) para

referirse a la variable independiente porque históricamente muchos de los problemas estudiados

modelan fenómenos que evolucionan con el tiempo. La variable y es la variable dependiente y el

valor y(t) representa el estado de esa variable en el instante t. Es costumbre escribir la ecuación

en la forma

y′ = f(t,y), t ≥ t0.

Esa es la forma normal de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden. Por supuesto,

existen ecuaciones de orden superior a 1, o escritas en forma implícita, pero no son objeto de

estudio en este trabajo.

Generalmente se conoce el estado inicial del sistema, es decir, el valor de la variable dependiente
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en el instante inicial t0. Además, es natural restringir el estudio a intervalos acotados en el tiempo,

sobre todo si se pretende hacer simulaciones numéricas. Por tanto, escribiremos el problema en

la forma {
y′ = f(t,y), t ∈ I = [t0, t0 + T ],

y(t0) = η,
(1.1)

donde η representa el estado en el instante t0, que se supone conocido, y T es la longitud del

intervalo I de tiempo. El problema (1.1) se dice que es un problema de Cauchy o de valor inicial.

Esta formulación engloba tanto ecuaciones escalares como sistemas de ecuaciones. Por ejemplo,

el sistema de valor inicial

y′1 = f1(t, y1, y2),
t ∈ I = [t0, t0 + T ],

y′2 = f2(t, y1, y2),

y1(t0) = η1,

y2(t0) = η2.

se puede expresar en la forma (1.1) si se denota y = (y1, y2) y

f : I × R2 → R2

(t,y) 7→ f(t,y) =

f1(t, y1, y2)

f2(t, y1, y2)


Así, en general supondremos f : I × Rm → Rm, con m ≥ 1. Cualquier función y : I → Rm que

veri�que

y′(t) = f(t,y(t)), para cualquier t ∈ I,

es una solución de la ecuación diferencial; si además satisface la condición inicial y(t0) = η,

entonces es una solución del problema.

La existencia y unicidad de solución se pueden garantizar si la función f es continua en I ×Rm

y lipschitziana respecto de su segundo argumento, es decir, si existe alguna constante L > 0

(llamada constante de Lipschitz) para la cual se cumpla lo siguiente:

t ∈ I, y, z ∈ Rm ⇒ ∥f(t,y)− f(t, z)∥ ⩽ L ∥y − z∥,

donde ∥ ∥ denota una norma en Rm.

Para abreviar, representaremos por CL(I×Rm) al conjunto de las funciones continuas en I×Rm

y lispchitizianas respecto del segundo argumento con constante L > 0. En lo que sigue, siempre

supondremos siempre f ∈ CL(I × Rm) para alguna constante L > 0. En esas condiciones, se

puede probar el resultado siguiente (véase [3]).
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Teorema 1.1 (de Cauchy-Lipschitz). Si f ∈ CL(I×Rm) para alguna constante L > 0, entonces

para cada η ∈ Rm el problema de valor inicial (1.1){
y′ = f(t,y), t ∈ I = [t0, t0 + T ],

y(t0) = η.

posee una solución y sólo una.

Ahora bien, aunque el problema tenga solución única, eso no signi�ca que sea sencillo encontrarla.

En general, esa es una tarea imposible salvo en pocos casos (cuando los sistemas son lineales,

por ejemplo) y por ello es necesario recurrir a métodos numéricos que permitan aproximar la

solución exacta del problema. Habitualmente, los métodos numéricos utilizan una partición P

P = {t0, t1, . . . , tN : tn < tn+1 para n = 0, 1, . . . , N−1 y tN = t0 + T}

del intervalo I y en cada instante tn de la partición proporcionan un valor aproximado yn del

valor exacto y(tn). Por tanto, la solución aproximada {y0,y1, . . . ,yN} es una colección discreta

mientras que la solución exacta es una función continua y de�nida en el intervalo I.

Sea P = {t0, t1, . . . , tN} una partición del intervalo I. La diferencia hn = tn+1− tn es el paso que

se necesita para avanzar desde tn hasta tn+1; así, N representa el número de pasos que damos,

y ese número depende de cada partición. Denotaremos por h al diámetro de la partición P:

h = ∥P∥ = máx{tn+1 − tn : 0 ⩽ n ⩽ N − 1} = máx{hn : 0 ⩽ n ⩽ N − 1}.

t0 t1 t2 t3 tn tn+1 tN−2 tN−1 tN

h0 h1 h2 hn hN−2 hN−1

En los métodos numéricos, la aproximación yn de la solución en el instante tn se calcula utilizando

una o varias aproximaciones anteriores consecutivas. Cuando solo interviene la aproximación

en el instante inmediatamente anterior, se dice que el método es de un paso; si se utiliza la

aproximación en los dos instantes previos, entonces el método es de dos pasos; en general, un

método es de k pasos si la aproximación en el instante tn se obtiene mediante una fórmula en la

que interviene la aproximación en el instante tn−k y, posiblemente, algunas de las calculadas en

los instantes intermedios tn−1, tn−2,. . . , tn−k+1.

1.1. Los métodos de un paso

Como hemos dicho, un método de un paso calcula una aproximación yn mediante una fórmula

en la que interviene la aproximación yn−1, pero no las anteriores. El método más sencillo es el
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método de Euler explícito. Existen varias formas de motivar cómo se deduce su ley de recurrencia;

por ejemplo, si y es una solución de la ecuación diferencial del problema de Cauchy(1.1), entonces

y(tn+1) = y(tn) +

∫ tn+1

tn

y′(t) dt = y(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t,y(t)) dt. (1.2)

Así, una forma de aproximar y(tn+1) consiste en aproximar cada sumando del lado derecho de la

aproximación anterior. Si yn es conocido, en realidad la tarea se reduce a aproximar la integral

de�nida y eso puede hacerse mediante una fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio; en el

método de Euler explícito esa fórmula es la del rectángulo a la izquierda, representada en la

Figura 1.1.

tn tn+1
α+β
2

φ

∫ tn+1

tn

φ(t) dt ≃ (tn+1 − tn)φ(tn)

Figura 1.1: Interpretación geométrica de la fórmula del rectángulo a la izquierda.

Si en la expresión(1.2) sustituimos y(tn) por yn y utilizamos la fórmula de cuadratura con

φ : I −→ Rm

t 7−→ φ(t) = f(t,y(t))

entonces obtenemos

y(tn+1) ≃ yn + (tn+1 − tn)φ(tn) = yn + (tn+1 − tn)f(tn,y(tn)) ≃ yn + (tn+1 − tn)f(tn,yn).

Por tanto, el valor yn+1 de�nido por

yn+1 = yn + (tn+1 − tn)f(tn,yn) = yn + hn f(tn,yn)

puede tomarse como una aproximación del valor exacto y(tn+1).

A partir de una aproximación y0 = ηh de y(t0) = η y una partición P del intervalo, el método

de Euler explícito queda de�nido por la siguiente ley de recurrencia:{
y0 = ηh

yn+1 = yn + hnf(tn,yn), n = 0, 1, 2, . . . , N−1.
(1.3)

Como vemos en la ley de recurrencia, para calcular yn+1, que es la aproximación de la solución
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en el instante tn+1, solo se utiliza la información disponible en el instante tn, pero no en los

anteriores. Por eso se dice que es un método de un paso (o sin memoria).

En general, un método de un paso es un algoritmo que proporciona una aproximación de la

solución en un cierto instante a partir de la información del instante anterior. Su ley de recurrencia

suele escribirse en la forma{
y0 = ηh

yn+1 = yn + hnϕ(tn,yn, hn), n = 0, 1, . . . , N−1.
(1.4)

La función ϕ se denomina función incremento; cada método queda determinado por la elección

de la función ϕ, que generalmente se construye a partir de f y sus derivadas. Así, en el método

de Euler explícito, la función incremento está de�nida por

ϕ(t,y, h) = f(t,y)

y en este caso particular no depende del paso h. Otro ejemplo de método de un paso es el método

de Euler modi�cado, cuya ley es

yn+1 = yn + hnf(tn +
1

2
hn,yn +

1

2
hnf(tn,yn)), (1.5)

que puede deducirse a partir de la fórmula de cuadratura del punto medio; en este caso la función

incremento es

ϕ(t,y, h) = f(t+
1

2
h,y +

1

2
hf(t,y)).

Como ya hemos mencionado, para cada partición P, un método numérico proporciona una co-

lección de aproximaciones {y0,y1, . . . ,yN}. La discrepancia entre cada valor exacto y(tn) y su

aproximación yn es el error en tn, que denotaremos por en:

en = y(tn)− yn, n = 0, 1, 2, . . . , N.

Observemos que el error inicial es e0 = y(t0) − y0 = η − ηh, es decir, es el error cometido por

utilizar ηh como estimación del valor de la condición inicial.

Usualmente se necesitará que, en todos los puntos de una partición P, el error (en norma) no

supere una cota pre�jada; por esa razón será necesario analizar el comportamiento asintótico

de máx{∥en∥ : 1 ⩽ n ⩽ N} cuando utilizamos particiones cada vez más �nas (h = ∥P∥ → 0)

y disminuimos el error inicial (∥η − ηh∥ → 0). De forma un tanto imprecisa, diremos que un

método de un paso tiene orden de convergencia al menos p si se veri�ca que

máx{∥en∥ : 0 ⩽ n ⩽ N} = O(hp), siempre que ∥|η − ηh∥ = O(hp).

Se puede probar que el método de Euler explícito tiene orden de convergencia 1 si la función
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f es de clase C1 en I × Rm. Y el método de Euler modi�cado es de orden 2 bajo condiciones

adecuadas de regularidad.

1.1.1. Los métodos Runge-Kutta

Los métodos Runge-Kutta son una familia de métodos que permiten alcanzar un orden de conver-

gencia alto a base de reevaluaciones únicamente de la función f (no intervienen sus derivadas). Un

ejemplo de método de Runge-Kutta es el método de Euler modi�cado; su ley de recurrencia (1.5)

puede reescribirse en la forma siguiente

k1 = f(tn,yn),

k2 = f(tn +
1

2
hn,yn +

1

2
hnk1),

yn+1 = yn + hnk2.

(1.6)

En general, un método de Runge-Kutta es un método de un paso cuya ley de recurrencia es de

la forma

yn+1 = yn + hn (b1 k1 + b2 k2 + . . .+ bq kq),

con 

k1 = f
(
tn + c1hn,yn + hn (a11k1 + a12k2 + . . .+ a1qkq)

)
,

k2 = f
(
tn + c2hn,yn + hn (a21k1 + a22k2 + . . .+ a2qkq)

)
,

...

kq = f
(
tn + cqhn,yn + hn (aq1k1 + aq2k2 + . . .+ aqqkq)

)
.

Cada método de Runge-Kutta queda de�nido por el número q de etapas y el conjunto de coe�-

cientes {aij}, {bi} y {ci}. Estos coe�cientes suelen disponerse en la forma siguiente, denominada

tabla de Butcher :

c1 a11 a12 . . . a1q

c2 a12 a22 a2q

: : :
. . . :

cq aq1 aq2 . . . aqq

b1 b2 . . . bq

La tabla de Butcher del método de Euler modi�cado, escrito en la forma(1.6) es

0 0

1
2

1
2 0

0 1
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También el método de Euler explícito puede considerarse como un método de Runge-Kutta de 1

etapa, con tabla de Butcher

0 0

1

Si la matriz A = {aij} es estrictamente triangular inferior, los métodos de Runge-Kutta son

explícitos; en caso contrario son implícitos. Los métodos explícitos son fáciles de programar y

proporcionan buenas aproximaciones cuando el problema no presenta rigideces numéricas; cuando

sí las hay (el problema se dice rígido o sti� ) es necesario recurrir a métodos de Runge-Kutta

implícitos (muy costosos computacionalmente) o a métodos multipaso. Estos son los métodos

que vamos a estudiar en este trabajo.





Capítulo 2

Algunas familias notables de métodos

multipaso

Como comentamos en el capítulo anterior, un método numérico de k pasos para resolver numé-

ricamente un problema de valor inicial es un algoritmo que permite calcular una aproximación

en el instante tn mediante una fórmula en la que interviene la aproximación en el instante tn−k

y, posiblemente, algunas de las calculadas en los instantes intermedios tn−1, tn−2,. . . , tn−k+1.

tn−k tn−k+1 tn−2 tn−1 tn

yn−k yn−k+1 yn−2 yn−1 yn

Los métodos multipaso se pueden diseñar combinando diversas técnicas de aproximación. A modo

de ejemplo, vamos a mostrar cómo se puede construir un método de 2 pasos utilizando técnicas

de interpolación polinómica. Consideremos un problema de valor inicial escalar (por simplicidad

para la exposición) escrito en la forma habitual{
y′ = f(t, y), t ∈ I = [t0, t0 + T ],

y(t0) = η,
(2.1)

con f : I × R → R. Denotemos por P = {t0, t1, . . . , tN} una partición del intervalo I. Para

cualquier solución y del problema se puede escribir

y(tn) = y(tn−1) +

∫ tn

tn−1

y′(t) dt = y(tn−1) +

∫ tn

tn−1

f(t, y(t)) dt. (2.2)

Esta expresión es equivalente a (1.2), pues no hay más que un cambio de índices entre ambas

(aparte de que ahora estamos suponiendo que las funciones son escalares). En un método de

2 pasos, para calcular la aproximación yn solo podremos utilizar las aproximaciones yn−1 e yn−2,

que supondremos conocidas porque ya habrán sido calculadas.
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Según la expresión (2.2), una forma de aproximar y(tn) consiste en aproximar el lado derecho

de esa identidad, es decir, cada uno de los dos sumandos. Para aproximar y(tn−1) disponemos

de yn−1, así que la tarea se reduce a estimar la integral de�nida. Observemos que la función que

integramos es t 7→ f(t, y(t)): es una función de una sola variable en la que interviene la solución

exacta, que será desconocida. Podemos reemplazar esta función de integración por un polinomio

de interpolación calculado a partir de las aproximaciones yn−1 e yn−2, es decir,∫ tn

tn−1

f(t, y(t)) dt ≃
∫ tn

tn−1

p(t) dt, (2.3)

donde p es el polinomio de menor grado que satisface

p(tn−2) = f(tn−2, yn−2), p(tn−1) = f(tn−1, yn−1).

f(tn−2, y(tn−2))

f(tn−1, y(tn−1))

f(tn, y(tn))

f(tn−2, yn−2)
f(tn−1, yn−1)

p(t)

tn−2 tn−1 tn

Figura 2.1: Construcción de un método de 2 pasos

El polinomio p queda determinado por dos puntos (es una recta, véase la Figura 2.1) y puede

calcularse fácilmente:

p(t) = f(tn−2, yn−2) + (t− tn−2)
f(tn−1, yn−1)− f(tn−2, yn−2)

tn−1 − tn−2

= f(tn−1, yn−1)
t− tn−2

tn−1 − tn−2
+ f(tn−2, yn−2)

t− tn−1

tn−2 − tn−1
.

(2.4)

Si denotamos por Ln−1 y Ln−2 a los polinomios

Ln−1(t) =
t− tn−2

tn−1 − tn−2
, Ln−2(t) =

t− tn−1

tn−2 − tn−1
, (2.5)

entonces la expresión (2.4) se puede escribir en esta forma equivalente:

p(t) = f(tn−1, yn−1)Ln−1(t) + f(tn−2, yn−2)Ln−2(t).
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Podemos utilizar esta fórmula para aproximar el valor de la integral en (2.2) y por tanto proponer

un valor aproximado de y(tn):

y(tn) = y(tn−1) +

∫ tn

tn−1

f(t, y(t)) dt

≃ yn−1 +

∫ tn

tn−1

p(t) dt

= yn−1 + f(tn−1, yn−1)

∫ tn

tn−1

Ln−1(t) dt+ f(tn−2, yn−2)

∫ tn

tn−1

Ln−2(t) dt.

Es importante resaltar que las dos integrales que aparecen en esa expresión no dependen de los va-

lores aproximados yn−1 e yn−2; el valor de esas integrales depende únicamente de la construcción

de la partición, en virtud de (2.5). El método quedaría así: de�nimos yn mediante

yn = yn−1 + f(tn−1, yn−1)

∫ tn

tn−1

Ln−1(t) dt+ f(tn−2, yn−2)

∫ tn

tn−1

Ln−2(t) dt. (2.6)

En particular, si la partición P es equiespaciada, es decir, si

tn = t0 + nh, n = 0, 1, 2, . . . , N, con h =
T

N
,

entonces ∫ tn

tn−1

Ln−1(t) dt =

∫ tn

tn−1

t− tn−2

tn−1 − tn−2
dt =

3

2
h,

∫ tn

tn−1

Ln−2(t) dt =

∫ tn

tn−1

t− tn−1

tn−2 − tn−1
dt = −1

2
h,

y en ese caso la expresión de yn dada por (2.6) es más sencilla:

yn = yn−1 + h
(3
2
f(tn−1, yn−1)−

1

2
f(tn−2, yn−2)

)
. (2.7)

Este es el método de Adams-Bashforth de 2 pasos. De la misma forma, podríamos construir un

método de 3 pasos; en este caso, la solución aproximada yn en un instante tn se calcula mediante

una fórmula en la que intervienen las tres aproximaciones anteriores: yn−1, yn−2 e yn−3. El

proceso se puede generalizar para un número de pasos k cualquiera. Esto lo haremos para las

diferentes familias de métodos multipaso que estudiaremos a lo largo este capítulo.
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2.1. Los métodos de Adams

Como hemos comentado, la solución del problema de valor inicial (2.1) satisface la relación (2.2)

y(tn) = y(tn−1) +

∫ tn

tn−1

f(t, y(t)) dt.

Una forma de construir un método numérico para aproximar la solución del problema consiste

en reemplazar esa integral por una fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio, de forma que

se obtiene una expresión del tipo

y(tn) = y(tn−1) + (tn − tn−1)
m∑
j=1

ωj f(τj , y(τj)) + E(f),

donde {τ1, τ2, . . . , τm}, {ω1, ω2, . . . , ωm} y E(f) son, respectivamente, los nodos, los pesos y el

error de la fórmula de cuadratura. La di�cultad reside en cómo aproximar los valores de la solución

en los nodos elegidos, es decir, cómo reemplazar {y(τ1), y(τ2), . . . , y(τm)} por aproximaciones sin

incurrir en un gran coste computacional. En los métodos de Runge-Kutta (véase [1]), los nodos

de la fórmula se encuentran habitualmente en el intervalo [tn−1, tn] y cada y(τj) se aproxima a

su vez por una nueva fórmula de cuadratura con los mismos nodos {τ1, τ2, . . . , τm}. Un punto de

vista diferente consiste en utilizar como nodos los puntos en los que se ha calculado previamente

la solución (que habrá que guardar en la memoria). Hay varias formas de llevar esto a cabo. En

los métodos de Adams-Basforth de k pasos, los nodos son los k instantes anteriores, es decir,

son {tn−1, tn−2, . . . , tn−k}, de forma que el nodo tn no interviene en los cáculos: el método es

explícito. En cambio, en los métodos de Adams-Moulton, se usa también el nodo tn y los métodos

resultan ser implícitos. Veremos esto con detalle a continuación.

2.1.1. Los métodos de Adams-Bashforth

Los métodos de Adams-Bashforth se construyen partiendo de la identidad (2.2):

y(tn) = y(tn−1) +

∫ tn

tn−1

f(t, y(t)) dt.

Al igual que para el método de dos pasos, se puede estimar el valor de y(tn) mediante la aproxi-

mación de cada uno de los sumandos del lado derecho de esa identidad. Consideramos entonces

yn−1 como aproximación de y(tn−1), y un polinomio de interpolación pk−1(t) para reemplazar la

función de integración f(t, y(t)), es decir,

y(tn) ≃ yn−1 +

∫ tn

tn−1

pk−1(t) dt,
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donde, en este caso, pk−1 es el polinomio de interpolación de Lagrange asociado a los k nodos

anteriores {tn−1, tn−2, . . . , tn−k} y a los valores {f(tn−1, yn−1), f(tn−2, yn−2), . . . , f(tn−k, yn−k)}.
Para simpli�car la escritura, denotaremos fn−i = f(tn−i, yn−i) para i = 1, 2, . . . , k.

fn−k

fn−2

fn−1

tn−k tn−2 tn−1 tn· · ·

Figura 2.2: Nodos y valores de interpolación en el método de Adams-Bashforth.

Este polinomio puede escribirse en la forma (véase [3])

pk−1(t) = fn−1 Ln−1(t) + fn−2 Ln−2(t) + . . .+ fn−k Ln−k(t) =
k∑

i=1

fn−i Ln−i(t),

donde, para cada i = 1, 2, . . . , k, hemos denotado por

Ln−i(t) =
k∏

j=1

j ̸=i

t− tn−j

tn−i − tn−j

al denominado polinomio de Lagrange del nodo tn−i. El conjunto {Ln−1(t), Ln−2(t), . . . , Ln−k(t)}
se conoce como la base de Lagrange del espacio vectorial de los polinomios de grado menor o

igual que k−1 en la variable t, que denotaremos por Pk−1[t].

Razonando como en el caso del método de 2 pasos, podemos escribir

y(tn) ≃ yn−1 +
k∑

i=1

fn−i

∫ tn

tn−1

Ln−i(t) dt.

En el método de Adams-Bashforth de dos pasos que construimos en la sección anterior suponía-

mos conocidas las dos aproximaciones inmediatamente anteriores yn−1 e yn−2. Ahora necesitamos

disponer de las k aproximaciones {yn−1, yn−2, . . . , yn−k} para poder calcular las evaluaciones

fn−i = f(tn−i, yn−i). Cabe resaltar que las k integrales que aparecen en esa expresión no de-

penden de los valores aproximados {yn−1, yn−2, . . . , yn−k}, sino únicamente de la elección de los

nodos, en virtud de la expresión de cada polinomio Ln−i(t). En lo que sigue supondremos que

los nodos forman una partición equiespaciada del intervalo I = [t0, t0 + T ]. Así, de�nimos yn
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mediante

yn = yn−1 +

∫ tn

tn−1

pk−1(t) dt = yn−1 +
k∑

i=1

fn−i

∫ tn

tn−1

Ln−i(t) dt. (2.8)

Podemos reordenar los sumandos del lado derecho para que aparezcan en orden creciente:

yn = yn−1 +
k−1∑
i=0

fn−k+i

∫ tn

tn−1

Ln−k+i(t) dt, (2.9)

En esta formulación, parece que el coe�ciente que multiplica a cada evaluación fn−k+i depende

de n; de ser así, el coste computacional del método sería enorme porque en cada instante tn

deberíamos calcular k coe�cientes de�nidos por medio de una expresión integral. Sin embargo, se

puede probar que tales coe�cientes son independientes de n; para ello, vamos a hacer el cambio

de variable s −→ t = tn−1 + s h en la integral de�nida:

∫ tn

tn−1

Ln−k+idt =

∫ tn

tn−1

k−1∏
j=0

j ̸=i

t− tn−k+j

tn−k+i − tn−k+j
dt

=

∫ 1

0

k−1∏
j=0

j ̸=i

tn−1 + s h− tn−k+j

tn−k+i − tn−k+j
h dt

= h

∫ 1

0

k−1∏
j=0

j ̸=i

tn−k + (k − 1)h+ s h− tn−k − j h

tn−k + i h− tn−k − j h)
dt

= h

∫ 1

0

k−1∏
j=0

j ̸=i

k − 1− j + s

i− j
dt.

Notemos que no solo el intervalo no depende de n, sino que tampoco lo hace el valor de la integral.

Si denotamos

b
(k−1)
k−i =

∫ 1

0

k−1∏
j=0

j ̸=i

k − 1− j + s

i− j
dt, i = 0, 1, 2, . . . , k − 1, (2.10)

entonces la expresión (2.9) equivale a

yn = yn−1 + h

k−1∑
i=0

b
(k−1)
k−i fn−k+i. (2.11)

Para cada elección del número natural k, el método que hemos construido es explícito puesto

que la fórmula que de�ne a yn es explícita; además, se trata de un método de k pasos porque

para calcular yn intervienen a lo sumo los nodos yn−1, yn−2, . . . , yn−k y este último es necesario
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ya que el coe�ciente de fn−k = f(tn−k, yn−k) no se anula:

b
(k−1)
k =

(−1)k−1

(j − 1)!

∫ 1

0

k−1∏
j=1

(k − 1− j + s) dt.

Por ejemplo, para k = 2 resulta b
(1)
1 = 3

2 y b
(1)
2 = −1

2 , que es lo que habíamos obtenido en (2.7).

Es preciso notar que calcular cada uno de los coe�cientes b
(k−1)
k−i usando (2.10) es laborioso. Más

adelante mostraremos que es posible encontrar una formulación equivalente a (2.11), que permite

obtener un algoritmo sencillo para calcular dichos coe�cientes.

2.1.2. Los métodos de Adams-Moulton

Los métodos de Adams-Moulton también se construyen partiendo de la identidad (2.2):

y(tn) = y(tn−1) +

∫ tn

tn−1

f(t, y(t))dt

Aproximaremos entonces y(tn) mediante la aproximación de cada uno de los sumandos del lado

derecho de esa identidad: consideraremos yn−1 como aproximación de y(tn−1) y en la integral

reemplazaremos f(t, y(t)) por un polinomio de interpolación pk(t):

y(tn) ≃ yn−1 +

∫ tn

tn−1

pk(t) dt.

En este caso, pk será el polinomio de interpolación de Lagrange asociado al conjunto de k+1

nodos {tn, tn−1, . . . , tn−k} y k+1 valores {fn, fn−1, . . . , fn−k}. Depende de fn = f(tn, yn), que es

fn−k

fn−2

fn−1
fn

tn−k tn−2 tn−1 tn· · ·

Figura 2.3: Nodos y valores de interpolación en el método de Adams-Moulton. El valor en tn es
fn = f(tn, yn), que es desconocido.

desconocido, pero podemos usando la formulación de Lagrange:

pk(t) = fn Ln(t) + fn−1 Ln−1(t) + . . .+ fn−k Ln−k(t) =

k∑
i=0

fn−i Ln−i(t),
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donde, para cada i = 0, 1, 2, . . . , k, hemos denotado por

Ln−i(t) =

k∏
j=0

j ̸=i

t− tn−j

tn−i − tn−j
.

El conjunto {Ln(t), Ln−1(t), . . . , Ln−k(t)} es la base de Lagrange del espacio Pk[t]. Aunque es un

caso singular, se puede elegir k = 0; el único nodo sería tn y el polinomio p0(t) tomaría el valor

constante fn = f(tn, yn). Supondremos en lo que sigue k ≥ 1 y analizaremos el caso k = 0 más

adelante.

Razonando como en el caso de los métodos de Adams-Bashforth, la aproximación yn de y(tn) se

de�ne mediante la fórmula siguiente:

yn = yn−1 +

∫ tn

tn−1

pk(t) dt =

k∑
i=0

fn−i

∫ tn

tn−1

Ln−i(t) dt, (2.12)

o equivalentemente, mediante una reordenación de sumandos, como

yn = yn−1 +

k∑
i=0

fn−k+i

∫ tn

tn−1

Ln−k+i(t) dt.

Vamos a probar que el coe�ciente que acompaña a cada fn−k+i no depende de n; si hacemos el

cambio de variable s −→ t = tn + sh, entonces resulta lo siguiente:

∫ tn

tn−1

Ln−k+i,kdt =

∫ tn

tn−1

k∏
j=0

j ̸=i

t− tn−k+j

tn−k+i − tn−k+j
dt

=

∫ 0

−1

k∏
j=0

j ̸=i

tn + sh− tn−k+j

tn−k+i − tn−k+j
h ds

= h

∫ 0

−1

k∏
j=0

j ̸=i

tn + s h− tn + (k − j)h

tn − (k − i)h− tn + (k − j)h
ds

= h

∫ 0

−1

k∏
j=0

j ̸=i

k − j + s

i− j
ds.

Si denotamos

b̄
(k)
k−i =

∫ 0

−1

k∏
j=0

j ̸=i

k − j + s

i− j
ds, i = 0, 1, 2, . . . , k, (2.13)
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entonces el método que estamos construyendo equivale a

yn = yn−1 + h
k∑

i=0

b̄
(k)
k−i f(tn−k+i, yn−k+i). (2.14)

Claramente es un método implícito, porque el coe�ciente de f(tn, yn) es no nulo:

b̄
(k)
0 =

∫ 0

−1

k−1∏
j=0

k − j + s

k − j
ds > 0

Además, el nodo tn−k interviene en la fórmula porque

b̄
(k)
k =

∫ 0

−1

k∏
j=1

k − j + s

−j
ds ̸= 0.

Por tanto, para cada k ⩾ 1 el método es de k pasos. ¾Y qué sucede si k = 0? En ese caso ya

hemos dicho que p0(t) = fn (es constante) y se obtiene de forma inmediata

yn = yn−1 +

∫ tn

tn−1

p0(t) dt = yn−1 + h fn,

que es un método de un paso: es el método de Euler implícito.

En los métodos implícitos es necesario resolver en cada instante la ecuación implícita (2.14) que

de�ne a yn. De hecho, es necesario analizar previamente si tal ecuación posee solución y si es

única. En general, eso es cierto siempre que el paso sea su�cientemente pequeño, bajo la hipótesis

de que la función f sea lipschitziana respecto de su segundo argumento. La resolución de (2.14)

suele llevarse a cabo mediante un método iterativo (punto �jo, Newton...), lo que incrementa el

coste computacional. Sin embargo, existen técnicas numéricas que evitan este inconveniente y

hace que estos métodos sean muy utlizados. De ello hablaremos en la Sección 3.5.

2.1.3. Fórmulacion de los métodos de Adams con diferencias regresivas

Las formulaciones anteriores de los métodos de Adams-Bashforth y de Adams-Moulton están

basadas en la expresión de Lagrange de los polinomios de interpolación pk−1 y pk. En el caso de

que los nodos estén igualmente espaciados, mostraremos que la expresión de estos polinomios en

términos de las diferencias regresivas de Newton permite obtener los coe�cientes b
(k−1)
k−i y b̄

(k)
k−i de

(2.10) y (2.13) de una forma bastante sencilla.
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Denotemos
fi = f(tn−i, yn−i),

∇fi = fi − fi−1,

∇jfi = ∇j−1fi −∇j−1fi−1.

Con esta notación, el polinomio de interpolación de Lagrange pk−1 asociado a los k nodos

{tn−1, tn−2, . . . , tn−k} y a los valores {fn−1, fn−2, . . . , fn−k} se puede escribir en la forma si-

guiente (véase [3]):

pk−1(t) = fn−1 +
s

1!
∇fn−1 +

s(s+ 1)

2!
∇2fn−1 + . . .+

s(s+ 1) · · · (s+ k − 2)

k!
∇k−1fn−1

=

k−1∑
j=0

(−1)j
(
−s

j

)
∇jfn−1

con s = t−tn−1

h . Si usamos esta representación de pk−1(t) en la formulación (2.8) del método de

Adams-Bashforth y hacemos un cambio de variable en la integral, resulta

yn = yn−1 +

∫ tn

tn−1

pk−1(t)dt

= yn−1 +

∫ 1

0

k−1∑
j=0

(−1)j
(
−s

j

)
∇jfn−1 h ds

= yn−1 + h
k−1∑
j=0

∇jfn−1 (−1)j
∫ 1

0

(
−s

j

)
ds

= yn−1 + h
k−1∑
j=0

γj ∇jfn−1,

(2.15)

donde hemos denotado por γj a la integral siguiente

γj = (−1)j
∫ 1

0

(
−s

j

)
ds. (2.16)

Obviamente, las formulaciones (2.11) y (2.15) son equivalentes, en el sentido de que de�nen el

mismo método. Por tanto, debe haber alguna relación entre los coe�cientes b
(k−1)
k−i de la primera

y los γj de la segunda. Las diferencias regresivas satisfacen las relaciones

∇jfn =

j∑
i=0

(−1)i
(
j

i

)
fn−i, (2.17)
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con j ≥ 0; si utilizamos estas relaciones en (2.15) obtenemos

yn = yn−1 + h
k−1∑
j=0

γj ∇jfn−1

= yn−1 + h
k−1∑
j=0

γj

j∑
i=0

(−1)i
(
j

i

)
fn−1−i

= yn−1 + h
k−1∑
i=0

(−1)i
k−1∑
j=i

(
j

i

)
γj fn−1−i.

(2.18)

Por otro lado, podemos reordenar los sumandos en (2.11):

yn = yn−1 + h

k−1∑
i=0

b
(k−1)
k−i fn−k+i = yn−1 + h

k−1∑
i=0

b
(k−1)
i+1 fn−1−i.

Si comparamos ambas expresiones, se deduce

b
(k−1)
i+1 = (−1)i

k−1∑
j=i

(
j

i

)
γj , i = 0, 1, 2, . . . , k − 1. (2.19)

Esto permite calcular los coe�cientes {b(k−1)
1 , b

(k−1)
2 , . . . , b

(k−1)
k } a partir de {γ0, γ1, . . . , γk−1}, o

viceversa (resolviendo un sistema lineal). Estos últimos se pueden obtener mediante la expre-

sión (2.16), pero existe un procedimiento altenativo que es mucho más sencillo; de�nimos una

función generatriz G cuya expansión en serie de potencias tenga por coe�cientes a los γi, es decir,

G(t) =
+∞∑
i=0

γit
i (2.20)

Si reemplazamos cada coe�ciente γi por su expresión en (2.16) y operamos formalmente, obte-

nemos

G(t) =

+∞∑
i=0

ti (−1)i
∫ 1

0

(
−s

i

)
ds =

∫ 1

0

+∞∑
i=0

(
−s

i

)
(−t)i ds.

La función integrando del término derecho es la serie de potencias de (1− t)−s; por tanto

G(t) =

∫ 1

0
(1− t)−sds =

[
−(1− t)−s

ln(1− t)

]s=1

s=0
= − t

(1− t) ln(1− t)
.

Así, la función generatriz G satisface la relación

− ln(1− t)

t
G(t) =

1

1− t
.

Los cálculos anteriores son válidos si t ∈ [−r, r] con r ∈ (0, 1). Por otro lado sabemos que, en ese
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caso, son válidas las identidades siguientes:

− ln(1− t)

t
= 1 +

t

2
+

t2

3
+

t3

4
+ . . .

1

1− t
= 1 + t+ t2 + t3 + . . .

luego utilizando además la de�nición (2.20) se deduce

(1 +
t

2
+

t2

3
+

t3

4
+ . . .) (γ0 + γ1t+ γ2t

2 + γ3t
3 + . . .) = 1 + t+ t2 + t3 + . . .

y por tanto, identi�cando los coe�cientes de cada ti en ambos lados, resulta

γi +
γi−1

2
+

γi−2

3
+ · · ·+ γ1

i
+

γ0
i+ 1

= 1.

Luego hemos obtenido una ley de recurrencia para calcular los coe�cientes {γi} de forma sencilla.

Por ejemplo, para i = 0 obtenemos γ0 = 1, y para i = 1 obtenemos γ0
2 + γ1 = 1, luego γ1 = 1

2 .

Reiterando este proceso construimos la Tabla 2.1. Ahora, volviendo a la ecuación (2.19), podemos

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8

γj 1 1
2

5
12

3
8

251
720

95
288

19087
60480

5257
17280

1070017
3628800

Tabla 2.1: Coe�cientes {γi} para los métodos de Adams-Bashforth

obtener los coe�cientes {b(k−1)
i+1 }, y ello nos permite escribir algunos métodos de Adams-Bashforth

para cada elección de k:

k = 1 : yn = yn−1 + hfn−1,

k = 2 : yn = yn−1 +
h

2
(3 fn−1 − fn−2),

k = 3 : yn = yn−1 +
h

12
(23 fn−1 − 16 fn−2 + 5 fn−3),

k = 4 : yn = yn−1 +
h

24
(55 fn−1 − 59 fn−2 + 37 fn−3 − 9 fn−4).

Cabe notar que para k = 1 se obtiene el método de Euler explícito.

La misma idea se puede usar para obtener los coe�cientes de los métodos de Adams-Moulton.

En este caso, el polinomio pk que interpola en los k + 1 nodos {tn, tn−1, . . . , tn−k} con valores

{fn, fn−1, . . . , fn−k} se puede escribir utilizando la fórmulación con diferencias divididas:

pk(t) = fn +
s

1!
∇fn +

s(s+ 1)

2!
∇2fn + · · ·+ s(s+ 1) . . . (s+ k − 1)

k!
∇kfn,
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con s = t−tn
h . Así, reemplazando esta expresión en (2.12), se obtiene

yn = yn−1 +

∫ tn

tn−1

pk(t) dt = yn−1 + h
k∑

j=0

γ∗j ∇jfn, (2.21)

donde hemos de�nido γ∗j = (−1)j
∫ 0

−1

(
−s

j

)
ds. Si usamos de nuevo las fórmulas (2.17), obtene-

mos

yn = yn−1 +

∫ tn

tn−1

pk(t) dt

= yn−1 + h

k∑
j=0

γ∗j ∇jfn

= yn−1 + h

k∑
j=0

γ∗j

j∑
i=0

(−1)i
(
j

i

)
fn−i

= yn−1 + h

k∑
i=0

(−1)i
k∑

j=i

γ∗j

(
j

i

)
fn−i,

de manera que, si comparamos con (2.14), se deduce

b̄
(k)
i = (−1)i

k∑
j=i

γ∗j

(
j

i

)
. (2.22)

Para calcular los coe�cientes {γ∗j }, podemos de�nir la función generatriz G∗

G∗(t) =
+∞∑
i=0

γ∗j t
i. (2.23)

Si sustituimos cada γ∗j por su expresión, obtenemos

G∗(t) =
+∞∑
i=0

ti (−1)i
∫ 0

−1

(
−s

i

)
ds

=

∫ 0

−1

+∞∑
i=0

(
−s

i

)
(−t)i ds

=

∫ 0

−1
(1− t)−s ds

= − t

ln(1− t)
,

con t ∈ (−1, 1). Deducimos que la función generatriz G∗ veri�ca la identidad siguiente:

− ln(1− t)

t
G∗(t) = 1.
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Nuevamente estamos suponiendo t ∈ [−r, r] con r ∈ (0, 1).

Por otro lado sabemos que

− ln(1− t)

t
= 1 +

t

2
+

t2

3
+

t3

4
+ . . .

luego utilizando además la de�nición (2.23), se deduce

(1 +
t

2
+

t2

3
+

t3

4
+ . . . )(γ∗0 + γ∗1t+ γ∗2t

2 + γ∗3t
3 + . . . ) = 1,

y por tanto

γ∗0 = 1,

γ∗i +
γ∗i−1

2
+

γ∗i−2

3
+ . . .+

γ∗1
i

+
γ∗0

i+ 1
= 0, para i ⩾ 1.

Así obtenemos una ley de recurrencia para calcular los coe�cientes {γ∗i }: para i = 0 tenemos

γ∗0 = 1, para i = 1 obtenemos entonces γ∗1 − 1
2 = 0, luego γ∗1 = 1

2 , y reiterando de esta forma

determinaríamos los demás. Sin embargo, para simpli�car dichos cálculos, cabe notar que esta no

es la única forma de calcular los coe�cientes γ∗j , pues fácilmente podemos relacionar las funciones

generatrices G∗ y G:

− ln(1− t)

t
G(t) =

1

1− t

− ln(1− t)

t
G∗(t) = 1

 ⇒ G∗(t) = (1− t)G(t),

luego podemos deducir

γ∗0 = γ0,

γ∗i = γi − γi−1, para i ⩾ 1.

Así, tomando los datos de la Tabla 2.1, obtenemos los primeros términos de la sucesión {γ∗i },
como se muestra en la Tabla 2.2. Finalmente, los coe�cientes {b̄(k)i } se obtienen mediante la

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8

γ∗j 1 −1
2 − 1

12 − 1
24 − 19

720 − 3
160 − 863

60480 − 275
24192 − 33953

3628800

Tabla 2.2: Coe�cientes {γ∗j } para los métodos de Adams-Moulton
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relación (2.22). Los métodos de Adams-Moulton de hasta 4 pasos son los siguientes:

k = 0 : yn = yn−1 + h fn,

k = 1 : yn = yn−1 +
h

2
(fn + fn−1),

k = 2 : yn = yn−1 +
h

12
(5 fn + 8 fn−1 − fn−2),

k = 3 : yn = yn−1 +
h

24
(9 fn + 19 fn−1 − 5 fn−2 + fn−3).

Es preciso notar que, en el caso de los métodos implícitos, k solo representa el número de pasos

si k ⩾ 1; realmente, k es el número de nodos distintos de tn en los que interpola el polinomio pk.

Es decir, en el caso k = 0, el polinomio p0 interpola únicamente en el instante tn; es un método

de un paso: se trata del método de Euler implícito. Para k = 1 el polinomio pk interpola en tn y

en tn−1; también es un método de un paso, es el método del trapecio.

2.2. Los métodos de Nyström

Los métodos de Nyström (1925), al igual que los métodos de Adams-Bashforth, son métodos

explícitos. Se construyen de manera similar: se parte de la identidad

y(tn) = y(tn−2) +

∫ tn

tn−2

f(t, y(t)) dt.

y se de�ne la aproximación yn mediante

yn = yn−2 +

∫ tn

tn−2

pk−1(t) dt

La única diferencia es que, en la identidad inicial, ahora hemos considerado el intervalo [tn−2, tn]

en lugar de [tn−1, tn].

fn−k

fn−2

fn−1

tn−k tn−2 tn−1 tn· · ·

Figura 2.4: Nodos y valores de interpolación en el método de Nyström.

Siguiendo un procedimiento análogo al de los métodos de Adams-Bashforth en (2.11), podemos
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escribir el método en la forma (véase [6])

yn = yn−2 + h
k−1∑
j=0

κj ∇jfn−1,

con

κj = (−1)j
∫ 1

−1

(
−s

j

)
ds. (2.24)

Estos coe�cientes se muestran en la Tabla 2.3.

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8

κj 2 0 1
3

1
3

29
90

14
45

1139
3780

41
140

32377
113400

Tabla 2.3: Coe�cientes {κj} para los métodos de Nyström.

Así, para k = 1, se obtiene el método

yn = yn−2 + 2h fn−1,

que es conocido como el método del punto medio. Si k = 2 también se obtiene lo mismo porque

κ1 = 0. Para k = 3 resulta

yn = yn−2 + h
(7
3
fn−1 −

2

3
fn−2 +

1

3
fn−3

)
.

2.3. Los métodos de Milne-Simpson

Los métodos de Milne-Simpson se asemejan a los métodos de Nyström porque parten de la misma

identidad

y(tn) = y(tn−2) +

∫ tn

tn−2

f(t, y(t)) dt

pero se diferencian en que la función f se aproxima por el polinomio de interpolación pk que inter-

pola en los k+1 nodos {tn, tn−1, . . . , tn−k} con valores {fn, fn−1, . . . , fn−k}; así, la aproximación

yn se de�ne mediante

yn = yn−2 +

∫ tn

tn−2

pk(t) dt.
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Por esta razón, en general se trata de métodos implícitos, como los de Adams-Moulton. Algunos

ejemplos sencillos son los siguientes:

k = 0 : yn = yn−2 + 2h fn,

k = 1 : yn = yn−2 + 2h fn−1,

k = 2 : yn = yn−2 + h
(1
3
fn +

4

3
fn−1 +

1

3
fn−2

)
.

(2.25)

En el caso k = 0, se trata del método de Euler implícito con paso 2h. Para k = 1, de nuevo

nos encontramos con el método del punto medio. El método obtenido para k = 2 se denomina

método de Milne, y es una generalización de la fórmula de cuadratura de Simpson. Para k = 3

se obtiene el mismo método que si k = 2 (véase [6]).

2.4. Los métodos BDF

Las familias de métodos que hemos presentado hasta ahora tienen en común que en todos los

casos se parte de una identidad de la forma

y(tn) = y(tn−r) +

∫ tn

tn−r

f(t, y(t)) dt,

y a continuación reemplazan la función f por el polinomio deinterpolación pk−1 (métodos ex-

plícitos de Adams-Bashforth y Nyström) o por pk (métodos implícitos de Adams-Moulton y

Milne-Simpson). Son métodos que se basan en la integración numérica de la función f mediante

una fórmula de cuadratura de tipo interpolatorio.

Existen otras técnicas para construir métodos de varios pasos. En los métodos que vamos a

considerar ahora, denominados métodos BDF (del inglés Backward Di�erentiation Formulae), se

utilizan fórmulas de derivación numérica. Como referencia seguiremos las ideas expuestas en [8].

Así, partimos directamente de la ecuación diferencial

y′ = f(t, y).

En el instante tn, supongamos que disponemos de las aproximaciones {yn−1, yn−2, . . . , yn−k} de la
solución en los k instantes anteriores {tn−1, tn−2, . . . , tn−k}. Sea qk el polinomio de interpolación

asociado a los k+1 pares {(tn−i, yn−i) : i = 0, 1, 2, . . . , k}; obsérvese que hemos incluido el

nodo tn y el valor yn, que es justamente el valor que deseamos calcular. Este valor se obtiene

imponiendo que el polinomio qk satisfaga la ecuación diferencial al menos en el instante tn:

q′k(tn) = f(tn, qk(tn)) = f(tn, yn)
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yn−k
yn−2 yn−1 yn

qk(t)

tn−k tn−2 tn−1 tn· · ·

Figura 2.5: Nodos y valores para la construcción del polinomio de interpolación qk en el méto-
do BDF de k pasos. La pendiente de la recta tangente en el intante tn debe ser igual a f(tn, yn).

A modo de ejemplo, vamos a ilustrar cómo se construye el método BDF de un paso. Primero,

denotamos por q1 al polinomio que pasa por los puntos (tn−1, yn−1) y (tn, yn), es decir,

q1(t) = yn−1 + (t− tn−1)
yn − yn−1

tn − tn−1
.

Este polinomio depende de yn, que es la aproximación que queremos obtener. Para ello, impo-

nemos la condición

q′1(tn) = f(tn, yn). (2.26)

Luego, si calculamos q′1(tn) y sustituimos su expresión en (2.26), obtenemos

yn − yn−1

tn − tn−1
= f(tn, yn) ⇐⇒ yn = yn−1 + (tn − tn−1) f(tn, yn) = yn−1 + hn−1 f(tn, yn),

que es el método de Euler implícito.

En general, si la partición P es equiespaciada, entonces la ley de recurrencia del método BDF de

k pasos se puede escribir en la forma

k∑
j=1

1

j
∇jyn = h fn. (2.27)

Para k = 2 resulta
3

2
yn − 2 yn−1 +

1

2
yn−2 = h fn,

y para k = 3 se obtiene

11

6
yn − 3 yn−1 +

3

3
yn−2 −

1

3
yn−3 = h fn.
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2.5. Métodos con paso variable

Para construir los métodos de Adams, de Nyström, de Milne-Simposn y BDF hemos supuesto,

salvo en casos muy particulares, que la partición P está formada por nodos equidistantes. Esta

limitación puede ser muy exigente porque puede obligar a elegir un paso excesivamente pequeño

si se desea que sea válido para obtener una buena aproximación en todo el intervalo; en los

algoritmos modernos, el tamaño del paso se va a acomodando en cada instante a la variación de

la solución a lo largo del proceso de integración para cumplir con los requisitos de la precisión

exigida.

Los métodos que hemos visto hasta ahora también se pueden utilizar en el caso de que la partición

P = {t0, t1, . . . , tN} no esté formada por nodos equidistantes. En esta situación, es evidente que

los pasos hn = tn+1 − tn, con n = 0, 1, 2, . . . , N−1, no son todos iguales.

Para calcular una aproximación en el instante tn mediante un método numérico de k pasos,

precisamos de la aproximación en el instante tn−k y, si cabe, de algunas de las calculadas en los

instantes intermedios tn−1, tn−2, . . . tn−k+1. De esta forma, estamos considerando un subconjunto

de k + 1 nodos de la partición P:

tn−k tn−k+1 tn−2 tn−1 tn

A modo de ejemplo, vamos a mostrar cómo se construye el método de Adams-Bashforth de

2 pasos, con paso variable. Para calcular la aproximación yn en tn intervienen las aproximaciones

en los instantes tn−2 y tn−1, como se muestra en la Figura 2.6. Denotamos por p1 al polinomio de

f(tn−2, y(tn−2))

f(tn−1, y(tn−1))

f(tn, y(tn))

f(tn−2, yn−2)

f(tn−1, yn−1)

p1(t)

tn−2 tn−1 tn

Figura 2.6: Construcción de un método de 2 pasos con paso variable. Obsérvese que los intervalos
[tn−2, tn−1] y [tn−1, tn] tienen distinta longitud.

interpolación que pasa por los puntos (tn−2, fn−2) y (tn−1, fn−1). La aproximación yn se de�ne

del modo siguiente:

yn = yn−1 +

∫ tn

tn−1

p1(t) dt.
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Como p1 es una recta, en este caso su expresión se calcula fácilmente:

p1(t) = fn−2 +
fn−1 − fn−2

tn−1 − tn−2
(t− tn−2).

Se obtiene

yn = yn−1 +

∫ tn

tn−1

p1(t) dt

= yn−1 + hn−1

((
1 +

1

2

hn−1

hn−2

)
fn−1 −

1

2

hn−1

hn−2
fn−2

)
.

Esta fórmula es la generalización de la que habíamos escrito en (2.7):

yn = yn−1 + h
(3
2
f(tn−1, yn−1)−

1

2
f(tn−2, yn−2)

)
.

Este es el método de Adams-Bashforth de 2 pasos con paso variable. En los demás casos, el

procedimiento es análogo al del método correspondiente con paso constante; sin embargo, las

fórmulas que obtenemos no son tan sencillas porque los coe�cientes dependen de las longitudes

de los subintervalos.

En la técnica que hemos ilustrado con ese ejemplo, los coe�cientes del método considerado son

variables: los coe�cientes se ajustan a la partición. De hecho, se dice que el método es de coe�-

cientes variables. Una técnica alternativa es la siguiente: para avanzar desde tn−1 hasta tn con

un paso h, se obtienen las aproximaciones de f(tn− ih, y(tn− ih)), para i = 2, 3, . . . , k, mediante

un polinomio de interpolación adecuado y luego se usan esas aproximaciones con el método de

k pasos de coe�cientes constantes. En cualquiera de los dos casos, un aspecto importante es la

elección del paso en cada instante, es decir, qué paso debe elegirse para que el error se mantenga

por debajo de una cierta cota a lo largo de todo el intervalo I = [t0, t0 + T ]. Eso queda fuera de

los objetivos de este trabajo, pero el lector interesado puede consultar el Capítulo 11 de [2].



Capítulo 3

Consistencia, estabilidad y convergencia

Todos los métodos que se han construido en el capítulo anterior tienen en común que su ley de

recurrencia se puede escribir en la forma siguiente:

k∑
i=0

αk−i yn−i = h

k∑
i=0

βk−i f(tn−i,yn−i), con n ≥ k. (3.1)

Un método de este tipo se dice lineal porque la expresión (3.1) solo contiene combinaciones

lineales de las aproximaciones yn−i y de las evaluaciones f(tn−i,yn−i), para i = 0, 1, 2, . . . , k, en

contraposición con lo que ocurre en los métodos Runge-Kutta. No debe confundirse esta linealidad

con la de la ecuación diferencial: es el método el que es lineal, pero la ecuación diferencial no

tiene por qué serlo. Se supone que el coe�ciente de yn es distinto de 0, es decir, αk ̸= 0; de hecho,

es habitual imponer la condición de normalización αk = 1 (basta dividir entre αk). El método

se dice de k pasos porque para determinar yn con la ley de recurrencia intervienen a lo sumo las

aproximaciones en los k instantes anteriores; es necesario que yn−k o f(tn−k,yn−k) intervengan

en la fórmula (3.1), es decir, α0 y β0 no pueden ser ambos iguales a 0; así supondremos también

|α0|+ |β0| ≠ 0. Si βk = 0, el método es explícito; en caso contrario es implícito.

Cada método queda unívocamente determinado por las colecciones de coe�cientes {α0, α1, . . . , αk}
y {β0, β1, . . . , βk}. Existe una forma más compacta ( [2,8]) de escribir la ley de recurrencia; dada

una colección {xn : n = 0, 1, 2, . . .}, denotaremos por E al operador de incremento progresivo o

desplazamiento que actúa en la forma

Exn = xn+1, E2xn = E(Exn) = xn+2, . . .

De�nición 3.1. Los polinomios

ρ(ζ) =
k∑

i=0

αi ζ
i, σ(ζ) =

k∑
i=0

βi ζ
i, con ζ ∈ C,
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se denominan primer y segundo polinomios característicos asociados al método (3.1).

Con esta notación, la expresión (3.1) equivale a

ρ(E)yn−k = hσ(E)f(tn−k,yn−k), con n ≥ k.

Por esa razón, nos referiremos al método (3.1) como el método (ρ, σ).

Finalmente, es evidente que, en un método de k pasos, es necesario proporcionar las k aproxima-

ciones y0,y1, . . . ,yk−1 en los primeros k instantes; en general, se utiliza un método de un paso

de la misma familia ( [8]).

3.1. Convergencia

En lo que sigue, consideraremos un problema de valor inicial escrito en la forma{
y′ = f(t,y), t ∈ I = [t0, t0 + T ],

y(t0) = η,
(3.2)

con f ∈ CL(I × Rm) para alguna constante L > 0. Bajo esas hipótesis, el problema tiene una

única solución (Teorema 1.1, de Cauchy-Lipschtiz).

Lo que nos planteamos ahora es comparar, en cada uno de los instantes tn de una partición P,
el valor de la solución exacta y(tn) con el valor yn que proporciona el método multipaso.

De�nición 3.2. Se dice que el método lineal (ρ, σ) de k pasos (3.1) es convergente si para cada

problema de valor inicial (3.2), con f ∈ CL(I×Rm), y si los valores de arranque y0,y1, . . . ,yk−1

satisfacen

ĺım
h→0+

máx{∥y(tn)− yn∥ : tn ∈ P con 0 ⩽ n ⩽ k − 1} = 0,

se veri�ca

ĺım
h→0+

máx{∥y(tn)− yn∥ : tn ∈ P con n ⩾ k} = 0.

La diferencia en = y(tn) − yn se denomina error de discretización global y representa la dis-

crepancia entre el valor exacto y el valor aproximado. En esencia, la de�nición de convergencia

signi�ca que los errores globales se pueden hacer tan pequeños como se desee siempre que los

errores iniciales sean su�cientemente pequeños.

Desafortunadamente, es complicado probar la convergencia de un método de forma directa. Para

ello, utilizaremos las nociones de estabilidad y consistencia. En Análisis Numérico, la estabilidad

estudia el efecto que los errores de redondeo (o las perturbaciones en los datos) producen en la

aproximación que proporciona un algoritmo. La consistencia se re�ere a la precisión del método



3.2 Estabilidad 39

cuando calcula un valor aproximado a partir de valores exactos. Estudiaremos y caracterizaremos

estos conceptos en las secciones siguientes.

3.2. Estabilidad

De�nición 3.3. Dado un método (ρ, σ), se denomina operador lineal en diferencias, que de-

notaremos por Lh, al operador que actúa sobre el elemento zn de una colección en la forma

siguiente

Lh(zn) =
k∑

i=0

αk−i zn−i − h
k∑

i=0

βk−i f(tn−i, zn−i), n ≥ k (3.3)

Este operador lineal se puede escribir de manera equivalente si utilizamos la expresión del ope-

rador desplazamiento:

Lh(zn) =
k∑

i=0

αk−i zn−i − h

k∑
i=0

βk−i f(tn−i, zn−i) = ρ(E)zn−k − hσ(E)f(tn−k, zn−k).

Además, una condición necesaria y su�ciente para que una colección {zn} satisfaga la ley de

recurrencia (3.1) del método (ρ, σ) es que se cumpla la ecuación en diferencias

Lh(zn) = 0, n ≥ k. (3.4)

De�nición 3.4. Decimos que el operador en diferencias L es estable si existen h∗ > 0 y M > 0

tales que para cualquier partición uniforme P = {t0 < t1 < · · · < tN = t0 + T} con diámetro

h ≤ h∗ y cualesquiera tres colecciones {un}Nn=0, {vn}Nn=0 y {ωn}Nn=0 que para k ≤ n ≤ N

veri�quen

Lh(un) = 0, es decir,
k∑

i=0

αk−i un−i = h
k∑

i=0

βk−i f(tn−i,un−i),

Lh(vn) = ωn, es decir,
k∑

i=0

αk−i vn−i = h

k∑
i=0

βk−i f(tn−i,vn−i) + ωn,

(3.5)

se cumple

∥vn − un∥ ⩽ M
(

máx
0⩽j⩽k−1

{∥vj − uj∥}+
n∑

i=k

∥ωi∥
)
, n = k, k+1, . . . , N. (3.6)

Decimos que un método multipaso (ρ, σ) es estable si su operador en diferencias asociado es

estable.

En la expresión (3.3), cada vez que calculamos
∑k

i=0 βk−i f(tn−i, zn−i) aparecen errores inevi-
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tables de redondeo, es decir, una serie de perturbaciones, pues ningún ordenador puede calcular

con precisión in�nita. Ahora, para entender mejor el sentido de la de�nición anterior vamos a

suponer que tenemos dos ordenadores: uno es capaz de calcular de forma exacta y el otro tiene

una precisión �nita. Las dos ecuaciones (3.5) representan esos dos procedimientos diferentes de

cálculo. La primera ecuación se corresponde con el ordenador que opera de forma exacta (sería un

ordenador ideal), luego no hay perturbaciones: {un}Nn=0 representa la solución numérica ideal de

la ecuación en diferencias (3.4); en la segunda ecuación de (3.5), {vn}Nn=0 representa la solución

numérica de la ecuación perturbada, es la solución real de la ecuación en diferencias debida a la

presencia inevitable de las perturbaciones {wn}Nn=0 que provocan los errores de redondeo.

Cuando el método es estable, lo que aseguramos es que las sucesiones {un}Nn=0 y {vn}Nn=0 no

serán muy diferentes, puesto que su diferencia se encuentra bajo control. Así, aunque calculemos

{vn}Nn=0 en lugar de {un}Nn=0, entre ambas no habrá diferencias notables.

Sin embargo, eso no se puede asegurar cuando el método no es estable, de manera que podría

ocurrir que las soluciones {un}Nn=0 y {vn}Nn=0 estuviesen muy alejadas entre sí, es decir, los

errores de redondeo podrían hacer que obtuviéramos una solución {vn}Nn=0 muy alejada de la

esperada y por tanto no tendría sentido emplear el método numérico.

Este concepto de estabilidad también se denomina 0-estabilidad, pues se controla la acumulación

de errores cuando el paso h tiende a cero, o también D-estabilidad, en honor a Germund Dahlquist

(véase [6,11]). En esta sección veremos que la estabilidad del método depende únicamente de los

coe�cientes {α0, α1, . . . , αk}, esto es, del primer polinomio característico ρ. En otras palabras,

podemos considerar que el polinomio σ es nulo, que es equivalente a la condición f = 0.

3.2.1. Formulación como un método de un paso

Es posible reformular un método multipaso en la forma de los métodos de un paso (véase [2,11]).

A modo de ejemplo, consideremos el método del punto medio (2.25)

yn = yn−2 + 2h fn−1.

Por simplicidad, supondremos que el problema es escalar. La ley de recurrencia se puede escribir

en forma vectorial:  yn

yn−1

 =

0 1

1 0

yn−1

yn−2

+ 2h

fn−1

0

 .

Se puede usar la misma idea incluso si el método es implícito; por ejemplo, el método de Adams-

Moulton de 3 pasos, de�nido por

yn = yn−1 +
h

24
(9 fn + 19 fn−1 − 5 fn−2 + fn−3),
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también se puede reescribir así:
yn

yn−1

yn−2

 =


1 0 0

1 0 0

0 1 0



yn−1

yn−2

yn−3

+
h

24


9 fn + 19 fn−1 − 5 fn−2 + fn−3

0

0

 .

En general, la ley de recurrencia del método multipaso (3.1), bajo la hipótesis de normalización

αk = 1, equivale a

yn

yn−1

yn−2
...

yn−k+1


=



−αk−1 −αk−2 . . . −α1 −α0

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0


.



yn−1

yn−2

yn−3
...

yn−k


+ h



∑k
i=0 βk−i f(tn−i,yn−i)

0

0
...

0


.

Si denotamos

Y n =



yn

yn−1

yn−2
...

yn−k+1


, A =



−αk−1 −αk−2 . . . −α1 −α0

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0


, (3.7)

y

Φ(tn,Y n,Y n−1, h;f) =
( k∑
i=0

βk−i f(tn−i,yn−i),0,0, . . . ,0
)t
, (3.8)

entonces podemos escribir

Y k−1 =
(
yk−1, . . . ,y0

)t
Y n = AY n−1 + hΦ(tn,Y n,Y n−1, h;f), con n ≥ k.

(3.9)

que es como se formulan en general los métodos de un paso. Podemos darle una interpretación

a esta notación: una sucesión {yn}Nn=0 que satisfaga la ley (3.1) queda determinada por los k

términos iniciales y0,y1, . . . ,yk−1, puesto que para calcular un término de la sucesión se necesitan

k términos anteriores. Por ejemplo, para avanzar desde tn−1 hasta tn necesitamos recordar los

valores de las aproximaciones Y n−1 = {yn−1,yn−2, . . . ,yn−k}, pero para seguir desde tn hasta

tn+1 haremos intervenir a Y n = {yn,yn−1, . . . ,yn−k+1}; así, hemos eliminado el recuerdo más

antiguo y añadido al principio uno más reciente.
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La formulación (3.9) engloba a todos los métodos lineales multipaso que hemos construido en

el capítulo anterior, y también a métodos multipaso más generales, como los métodos predictor-

corrector (véase [7,11]). Debe exigirse siempre que la función Φ satisfaga las hipótesis siguientes:

f = 0 ⇒ Φ = 0, (3.10)

y además que exista LΦ > 0 tal que para cualesquiera {Y n−1,Y n} y {Zn−1,Zn} se veri�que

∥Φ(tn,Y n,Y n−1, h;f)−Φ(tn,Zn,Zn−1, h;f)∥ ⩽ LΦ

k∑
i=0

∥yn−i − zn−i∥. (3.11)

Estas dos hipótesis se cumplen en el caso de un método lineal multipaso (ρ, σ) si f ∈ CL(I×Rm);

en efecto, la función Φ está de�nida por la expresión (3.8) y por tanto es idénticamente nula si

f = 0. Además,

∥Φ(tn,Y n,Y n−1, h;f)−Φ(tn,Zn,Zn−1, h;f)∥

= ∥
k∑

i=0

βk−i f(tn−i,yn−i)−
k∑

i=0

βk−i f(tn−i, zn−i)∥

⩽ β L
k∑

i=0

∥yn−i − zn−i∥

con β = máx{β0, β1, . . . , βk}.

Es conveniente adaptar la de�nición de estabilidad para la notación (3.9).

De�nición 3.5. Decimos que el método (3.9) es estable si existen h∗ > 0 y M > 0 tales que

para cualquier partición uniforme P = {t0 < t1 < · · · < tN = t0 + T} con diámetro h ≤ h∗

y cualesquiera tres colecciones {Un}Nn=k−1, {V n}Nn=k−1 y {ωn}Nn=k−1 que para k ≤ n ≤ N

veri�quen
Un = AUn−1 + hΦ(tn,Un,Un−1, h;f),

V n = AV n−1 + hΦ(tn,V n,V n−1, h;f) + ωn,
(3.12)

se cumple

∥V n −Un∥ ⩽ M
(
∥V k−1 −Uk−1∥+

n∑
i=k

∥ωi∥
)
, n = k, k+1, . . . , N. (3.13)

Como hemos dicho anteriormente, nos proponemos probar que, si el método es estable para f = 0,

entonces lo es para cualquier f ∈ CL(I ×Rm). Obviamente, el recíproco también es cierto. Para

f = 0, en virtud de la hipótesis (3.10), la de�nición de estabilidad se enunciaría así: existen

h∗ > 0 y M > 0 tales que para cualquier partición uniforme P = {t0 < t1 < · · · < tN = t0 + T}
con diámetro h ≤ h∗ y cualesquiera tres colecciones {Un}Nn=k−1, {V n}Nn=k−1 y {ωn}Nn=k−1 que
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para k ≤ n ≤ N veri�quen

Un = AUn−1,

V n = AV n−1 + ωn,
(3.14)

se cumple

∥V n −Un∥ ⩽ M
(
∥V k−1 −Uk−1∥+

n∑
i=k

∥ωi∥
)
, n = k, k+1, . . . , N. (3.15)

Supondremos en lo que sigue que el problema de valor inicial es escalar, pero eso no resta

generalidad a nuestra exposición (véase [2]).

Teorema 3.1. El método (3.9) es estable para cualquier f ∈ CL(I × R) si y sólo si lo es para

f = 0.

Demostración. Realmente, basta probar que si el método es estable para f = 0 entonces también

lo es para cualquier función f ∈ CL(I ×R), ya que f = 0 es una función continua y lipschitziana

respecto del segundo argumento.

Supongamos entonces que el método es estable para f = 0. Sea f ∈ CL(I×R) y sea L su constante

de Lispchitz. Sean h∗ y M > 0 las constantes de la de�nición de estabilidad para f = 0.

Sean {Un}Nn=k−1, {V n}Nn=k−1 y {ωn}Nn=k−1 que para k ≤ n ≤ N veri�quen (3.12). Restando

miembro a miembro se tiene

V n −Un = A
(
V n−1 −Un−1

)
+ψn

con

ψn = h
(
Φ(tn,V n,V n−1, h; f)−Φ(tn,Un,Un−1, h; f)

)
+ ωn,

Como el método es estable para f = 0, entonces

∥V n −Un∥ ⩽ M
(
∥V k−1 −Uk−1∥+

n∑
i=k

∥ψi∥
)
, k ≤ n ≤ N.

Para acotar ∥ψi∥ utilizaremos la hipótesis (3.11):

∥ψi∥ ⩽ h ∥Φ(ti,V i,V i−1, h; f)−Φ(ti,U i,U i−1, h; f)∥+ ∥ωi∥

⩽ hβ L
k∑

j=0

|vi−j − ui−j |+ ∥ωi∥

⩽ hβ L ∥V i −U i∥+ hβ L ∥V i−1 −U i−1∥+ ∥ωi∥.
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Si sustituimos en la expresión anterior, obtenemos

∥V n −Un∥ ⩽ M
(
∥V k−1 −Uk−1∥

+ hβ L

n∑
i=k

∥V i −U i∥+ hβ L

n∑
i=k

∥V i−1 −U i−1∥+
n∑

i=k

∥ωi∥
)

= M
(
(1 + hβ L) ∥V k−1 −Uk−1∥

+ 2hβ L

n−1∑
i=k

∥V i −U i∥+ hβ L ∥V n −Un∥+
n∑

i=k

∥ωi∥
)
, k ≤ n ≤ N.

Podemos suponer que las constantes h∗ y M > 0 se eligen de modo que h∗ LβM < 1; de no

ser así, basta reducir el valor de h∗. Sea M̃ = M/(1− h∗ LβM) y sea h ∈ (0, h∗); si denotamos

Zn = V n −Un y también ωk−1 = V k−1 −Uk−1 = Zk−1, entonces

∥Zn∥ ⩽ M̃
(
(1 + hβ L) ∥Zk−1∥+ 2hβ L

n−1∑
i=k

∥Zi∥+
n∑

i=k

∥ωi∥
)

⩽ M̃
(
2hβ L

n−1∑
i=k−1

∥Zi∥+
n∑

i=k−1

∥ωi∥
)
, k ≤ n ≤ N.

Ahora, por inducción (véase [2]) se puede probar

∥Zn∥ ⩽ M̃
(
1 + 2hβ L M̃

)n n∑
i=k−1

∥ωi∥ k ≤ n ≤ N.

Finalmente, si tenemos en cuenta la desigualdad (1 + x) ⩽ ex y que además nh ⩽ Nh = T ,

entonces podemos deducir

∥Zn∥ ⩽ M̃ e2T β L M̃
n∑

i=k−1

∥ωi∥ k ≤ n ≤ N.

Si deshacemos los cambios de variable y denotamos M̂ = M̃ e2T β L M̃ , hemos probado

∥V n −Un∥ ⩽ M̂
(
∥V k−1 −Uk−1∥+

n∑
i=k

∥ωi∥
)
, k ≤ n ≤ N,

que concuerda con (3.13); por lo tanto, el método es estable.

El resultado anterior establece que la estabilidad para f ∈ CL(I ×Rm) se garantiza si y solo si el

método es estable para f = 0. El objetivo ahora va a ser caracterizar de forma sencilla cuándo

podemos asegurar esto último. De nuevo nos restringiremos al caso escalar, por sencillez en la

notación.
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Teorema 3.2. El método (3.9) es estable para f = 0 si y sólo si existe una constante K > 0 tal

que

sup
n

∥An∥ ⩽ K. (3.16)

Demostración. Supongamos que el método es estable para f = 0. Sean h∗ > 0 y M > 0

las constantes de la de�nición de estabilidad y sea h ≤ h∗. Sean {Un}Nn=k−1, {V n}Nn=k−1 y

{ωn}Nn=k−1 tres colecciones que veri�quen

Un = AUn−1,

V n = AV n−1 + ωn,

para k ≤ n ≤ N . Si elegimos ωn = 0, entonces

V n −Un = An−k+1 (V k−1 −Uk−1), k ≤ n ≤ N.

Como el método es estable, sabemos que se veri�ca

∥V n −Un∥ ⩽ M ∥V k−1 −Uk−1∥, k ≤ n ≤ N.

y por tanto se deduce (3.16) con K = M .

Recíprocamente, supongamos que existe K > 0 tal que se veri�ca (3.16). Sean {Un}Nn=k−1,

{V n}Nn=k−1 y {ωn}Nn=k−1 que para k ≤ n ≤ N veri�quen

Un = AUn−1,

V n = AV n−1 + ωn.

Entonces, por inducción, se prueba

V n −Un = An−k+1 (V k−1 −Uk−1) +

n∑
i=k

An−iωi. k ≤ n ≤ N

y, en virtud de (3.16), concluimos que también se veri�ca

∥V n −Un∥ ⩽ K
(
∥V k−1 −Uk−1∥+

n∑
i=k

∥ωi∥
)
.

Así, el método es estable para f = 0.

En general, el resultado anterior es de difícil aplicación práctica. Veremos a continuación cómo

expresar la condición (3.16) en otros términos. Recordemos (véase [5]) que, dada cualquier matriz
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A, real o compleja, existe una matriz C invertible tal que A puede factorizarse en la forma

A = C J C−1,

donde J es una matriz de Jordan (se dice que es la forma canónica de Jordan de A) cuyos

elementos en la diagonal son los valores propios de A. La matriz J es una matriz diagonal por

bloques

J =


Jq1(λ1) 0 . . . 0

0 Jq2(λ2) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Jqr(λr)

 ,

donde cada bloque Jqi(λi) es una matriz cuadrada qi × qi de la forma

Jq(λ) =



λ 1 0 . . . 0 0

0 λ 1 . . . 0 0

0 0 λ . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . λ 1

0 0 0 . . . 0 λ


= λ Iq +Nq.

La condición (3.16) equivale a supn ∥Jn∥ ⩽ K, aunque no necesariamente con la misma cons-

tante K. Al ser la forma canónica de Jordan J una matriz diagonal por bloques, resulta que Jn

también lo es y sus bloques son las potencias de los bloques de J . Ahora bien, si Jq(λ) es un

bloque de tamaño q × q, entonces

Jn
q (λ) =



λn
(
n
1

)
λn−1

(
n
2

)
λn−2 . . .

(
n

q−2

)
λn−q+2

(
n

q−1

)
λn−q+1

0 λn
(
n
1

)
λn−1 . . .

(
n

q−3

)
λn−q+3

(
n

q−2

)
λn−q+2

0 0 λn . . .
(

n
q−4

)
λn−q+4

(
n

q−3

)
λn−q+3

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . λn
(
n
1

)
λn−1

0 0 0 . . . 0 λn


.

Las normas ∥Jn∥ estarán uniformemente acotadas si y solo si se cumplen las condiciones siguien-

tes:

|λ| ⩽ 1, para cada valor propio λ;
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Si |λ| = 1, entonces el valor propio λ no puede tener asociados bloques de tamaño q > 1,

sino solo bloques de tamaño q = 1 (bloques simples). Dicho de otro modo, la multiplicidad

de λ como valor propio coincide con la dimensión del subespacio propio asociado a λ.

En el caso particular de un método lineal multipaso (ρ, σ), recordemos que la matriz A tiene la

expresión siguiente (véase (3.7)), bajo la hipótesis αk = 1:

A =



−αk−1 −αk−2 . . . −α1 −α0

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0


,

y, por tanto, el polinomio característico está de�nido por

p(λ) = det(A− λIk) = (−1)k
(
λk + αk−1 λk − 1 + . . .+ α1 λ1 + α0

)
= (−1)k ρ(λ).

Además, el subespacio propio S(λ) asociado a un valor propio es siempre de dimensión 1, más

concretamente, viene dado por

S(λ) = ⟨v⟩, con v = (λk−1, λk−2, . . . , λ, 1).

Esto motiva la de�nición siguiente (véase [1])

De�nición 3.6 (Condición de las raíces). Se dice que un polinomio P satisface la condición de

las raíces si todas sus raíces se encuentran en el disco unidad cerrado del plano complejo y todas

las raíces múltiples están en el disco unidad abierto, es decir, si se cumple

P (ζ) = 0 ⇒


|ζ| < 1,

ó

|ζ| = 1 y ζ es una raíz simple.

Los Teoremas 3.1 y (3.2), junto con los razonamientos anteriores y la De�nición (3.6) (condición

de las raíces), permiten enunciar el resultado fundamental siguiente sobre la estabilidad de los

métodos lineales multipaso.

Teorema 3.3. El método lineal multipaso (ρ, σ) es estable para cualquier f ∈ CL(I × Rm) si y

sólo si el polinomio ρ satisface la condición de las raíces.
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3.2.2. Estabilidad de los métodos de Adams, de Nyström y de Milne-Simpson

En los métodos de Adams de k pasos, los coe�cientes {α0, α1, . . . , αk} del primer polinomio

característico son

αk = 1, αk−1 = −1, αj = 0, si j = 0, 1, 2, . . . , k − 2.

Como consecuencia, ρ(ξ) = ξk−1(ξ − 1) y, por tanto, ρ tiene la raíz simple ξ1 = 1 y la raíz

múltiple ξ2 = 0. Por el Teorema 3.3, todos los métodos de Adams son estables.

Lo mismo podemos a�rmar para los métodos de Nyström y los métodos de Milne-Simpson, donde

ρ(ξ) = ξk−2(ξ2 − 1). Así, ρ tiene las raíces simples ξ1 = 1 y ξ2 = −1 y la raíz múltiple ξ3 = 0;

todos estos métodos cumplen la condición de las raíces.

3.2.3. Estabilidad de los métodos BDF

Estudiar la estabilidad en los métodos BDF es algo más complicado. El polinomio ρ se obtiene

a partir de la fórmula general (2.27)

k∑
j=1

1

j
∇jyn = h fn.

En un método de k pasos, a cada sumando ∇jyn le corresponde el polinomio(
j

0

)
ξk −

(
j

1

)
ξk−1 +

(
j

2

)
ξk−2 + . . .+ (−1)k−j

(
j

j

)
ξk−j = ξk−j (ξ − 1)j .

Por tanto, el polinomio ρ de un método BDF de k pasos es de la forma

ρ(ξ) =

k∑
j=1

1

j
ξk−j(ξ − 1)j .

Claramente ξ = 1 es una raíz simple de ρ. Para determinar la estabilidad del método es necesario

localizar todas las raíces de ρ. En la Figura 3.1 se representa el disco unidad y la localización de

las raíces de ρ para algunos valores de k. Para 1 ⩽ k ⩽ 6 el polinomio ρ tiene una raíz en z = 1

y k − 1 raíces en el interior del disco unidad. Si k = 7, ρ tiene una raíz en z = 1, cuatro raíces

en el interior del disco y otras dos son aproximadamente z = 0.0768± 1.0193i, que quedan fuera

del disco; lo mismo sucede si k = 8.

Teorema 3.4. El método BDF de k pasos es estable si k ⩽ 6 y es inestable si k ⩾ 7.

La demostración de este resultado excede de los objetivos de este trabajo, pero puede consultarse

en el libro de Hairer, Nørsett y Wanner [6]. La estabilidad para k ⩽ 6, que es un número �nito de
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k = 3 k = 6 k = 7 k = 8

Figura 3.1: Localización de las raíces del polinomio ρ para algunas elecciones de k.

casos, fue probada por Mitchell y Cragss (1953). La segunda parte, la inestabilidad para k ⩾ 7,

es más complicada. La primera demostración se debe a Cryer en 1971 y 1972 [4], pero también

existen demostraciones alternativas debidas a Creedon y Miller (1975), Grigorie� (1977) y Hairer

y Wanner (1983). En esta última, los autores prueban la inestabilidad para k ⩾ 12; en el caso

k < 6 < 12 recurren a procedimentos numéricos porque se trata de un número �nito de casos.

Además, en lugar de estudiar las raíces de ρ, realizan el cambio de variable ξ = 1/(1 − z) y

consideran el polinomio

p(z) = (1− z)k ρ(
1

1− z
) =

k∑
j=1

z

j
.

Con este cambio de variable, el interior del disco unidad se transforma en el exterior del disco

centrado en z = 1 y radio 1.

3.3. Consistencia y orden

La estabilidad está relacionada con la propagación de los errores de redondeo, es una propiedad

de la ley de recurrencia. El concepto que estudiaremos en esta sección tiene que ver con la forma

en la que el método aproxima a la solución de la ecuación diferencial.

En un método lineal de k pasos, la aproximación yn en tn depende de las k aproximaciones

anteriores yn−1,yn−2, . . . ,yn−k a través de la relación (3.1). Es utópico pensar que si esas k

aproximaciones anteriores coincidiesen con el valor exacto de la solución en los k instantes previos,

es decir, si

yn−1 = y(tn−1), yn−2 = y(tn−2), . . . yn−k = y(tn−k),

entonces el método debiera proporcionar un valor exacto en tn, es decir, yn = y(tn). Ahora bien,

cabe pensar que cuanto menor sea la discrepancia entre el valor exacto y el valor aproximado

calculado a partir de los datos exactos, mejores propiedades numéricas tendrá el método elegido.

Sobre eso tratan los conceptos de consistencia y orden y a eso dedicaremos esta sección.

De�nición 3.7. Para cada solución y de la ecuación diferencial del problema (3.2), llamaremos
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error local (o error de consistencia) en el instante t con paso h asociado a la solución y, y lo

denotaremos por ε(t, h,y), a la diferencia entre y(t) y el valor y∗(t) proporcionado por el método

a partir de los k valores exactos y(t− h),y(t− 2h), . . . ,y(t− kh), es decir,

ε(t, h,y) = y(t)− y∗(t), (3.17)

donde y∗(t) está de�nido por

αk y
∗(t) +

k∑
i=1

αk−i y(t− ih) = hβk f(t,y
∗(t)) + h

k∑
i=1

βk−i f(t− ih,y(t− ih)). (3.18)

El error local es un error intrínseco del método, es la medida de lo que le falta al valor propor-

cionado por el método, si pudiese ser calculado a partir de los valores exactos en los instantes

anteriores, para coincidir con el valor exacto en el instante actual, como se muestra en la Fi-

gura 3.2. De alguna forma, representa el precio que se paga por resolver el problema de forma

aproximada.

y(tn−k)

y(tn−2)

y(tn−1)
y(tn)

y∗(tn)

tn−k tn−2 tn−1 tn· · ·

Error local

Figura 3.2: Ilustración del error local. La aproximación y∗(tn) se supone que se ha calculado
utilizando los valores exactos en los k instantes anteriores.

De�nición 3.8. Se dice que un método tiene orden al menos p para el problema (3.2) si para

cualquier solución y ∈ Cp+1(I) de la ecuación diferencial del problema el error local satisface la

condición
N−1∑
n=0

∥ε(tn, h,y)∥ = O(hp). (3.19)

Si el orden de un método es p ⩾ 1, se dice que el método es consistente.

Realmente, basta con probar ε(tn, h,y) = O(hp+1). En efecto, en esas condiciones existe C > 0

tal que
N−1∑
n=0

∥ε(tn, h,y)∥ ⩽
N−1∑
n=0

C hp+1 = C hp
N−1∑
n=0

h = C hp T = O(hp),

ya que T , que representa la longitud del intervalo I, es igual a la suma de todos los pasos.
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El mayor inconveniente de la de�nición del error local es debido a la presencia del término y∗(t).

Veremos cómo podemos usar una expresión equivalente y de manejo más sencillo; además, en

ella intervendrá el operador en diferencias que hemos introducido en el estudio de la estabilidad.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer αk = 1; además, en el caso de los métodos explí-

citos, sabemos que βk = 0, luego

y∗(t) = −
k∑

i=1

αk−i y(t− ih) = h
k∑

i=1

βk−i f(t− ih,y(t− ih)).

y por tanto

ε(t, h,y) = y(t)− y∗(t) =
k∑

i=0

αk−i y(t− ih)− h
k∑

i=0

βk−i f(t− ih,y(t− ih)).

Esta expresión del error local se puede escribir en forma más breve utilizando la de�nición del

operador en diferencias Lh del método que hemos de�nido en (3.3); se veri�ca

ε(t, h,y) = Lh(y(t)).

Si el método es implícito, entonces βk ̸= 0 y en ese caso y∗(t) está de�nido de forma implícita a

través de (3.18). En este caso, el error local y el operador en diferencias Lh no coinciden, como

vamos a ver:

ε(t, h,y) = y(t)− y∗(t)

= y(t) +
k∑

i=1

αk−i y(t− ih)− hβk f(t,y
∗(t)) + h

k∑
i=1

βk−i f(t− ih,y(t− ih))

= Lh(y(t)) + hβk
(
f(t,y(t))− f(t,y∗(t))

)
.

Si f ∈ CL(I × Rm), entonces

∥ε(t, h,y)∥ ⩽ ∥Lh(y(t))∥+ hβk ∥f(t,y(t))− f(t,y∗(t))∥

⩽ ∥Lh(y(t))∥+ hβk L ∥y(t)− y∗(t)∥

= ∥Lh(y(t))∥+ hβk L ∥ε(t, h,y)∥,

con L la constante de Lipschitz de f . Igualmente, si escribimos

Lh(y(t)) = ε(t, h,y)− hβk
(
f(t,y(t))− f(t,y∗(t))

)
.

y utilizamos un razonamiento análogo, se obtiene

∥Lh(y(t))∥ ⩽ ∥ε(t, h,y)∥+ hβk L ∥ε(t, h,y)∥.
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Esta acotación y la anterior se pueden escribir de forma conjunta:

(
1− hβk L

)
∥ε(t, h,y)∥ ⩽ ∥Lh(y(t))∥ ⩽

(
1 + hβk L

)
∥ε(t, h,y)∥.

y por tanto, en norma, ε(t, h,y) y Lh(y(t)) tienen el mismo comportamiento cuando h → 0. Esto

signi�ca que en la expresión (3.19) de la de�nición de orden p podemos reemplazar ∥ε(t, h,y)∥ por
∥Lh(y(t))∥. Fijémonos en que, si y es solución de la ecuación diferencial y′ = f(t,y), entonces

Lh(y(t)) =

k∑
i=0

αk−i y(t− ih)− h

k∑
i=0

βk−i f(t− ih,y(t− ih))

=
k∑

i=0

αk−i y(t− ih)− h
k∑

i=0

βk−i y
′(t− ih)

y su desarrollo en serie de potencias del paso h se reduce al desarrollo de funciones de una variable.

De hecho, en esta última expresión no interviene la función f del problema y, por tanto, basta

suponer que y es una función su�cientemente regular.

3.3.1. Orden de los métodos de Adams, de Nyström y de Milne-Simpson

En los métodos de Adams es posible determinar el comportamiento asintótico de Lh(y(tn)) y

por tanto deducir el orden de estos métodos (véase [10]). Por ejemplo, para k ≥ 1, el método de

Adams-Bashforth de k pasos está de�nido por

yn = yn−1 +

∫ tn

tn−1

pk−1(t) dt,

donde pk−1 es el polinomio de interpolación de Lagrange asociado a los k nodos {tn−1, . . . , tn−k}
y valores {f(tn−1,yn−1), . . . ,f(tn−k,yn−k)}.

Así, el operador Lh veri�ca

Lh(y(tn)) = y(tn)− y(tn−1)−
∫ tn

tn−1

p∗k−1(t) dt

=

∫ tn

tn−1

(y′(t)− p∗k−1(t)) dt,

donde p∗k−1(·) es ahora el polinomio de interpolación asociado a los k nodos {tn−1, . . . , tn−k} y a

los valores exactos {f(tn−1,y(tn−1)), . . . ,f(tn−k,y(tn−k))}, es decir, p∗k−1 interpola a y
′. Usando

la fórmula de representación del error en la interpolación polinómica, se deduce

Lh(y(tn)) =

∫ tn

tn−1

1

k!
y(k)(θt) (t− tn−1) · (t− tn−2) · . . . · (t− tn−k) dt,
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para algún θt comprendido entre t y los nodos, es decir, θt ∈ [tn−k, t].

En el intervalo de integración [tn−1, tn] el producto (t − tn−1) · (t − tn−2) · . . . · (t − tn−k) que

aparece en el integrando no cambia de signo; por tanto se veri�ca

Lh(y(tn)) =
1

k!
y(k)(c)

∫ tn

tn−1

(t− tn−1) · (t− tn−2) · . . . · (t− tn−k) dt

=
1

k!
y(k)(c)

∫ 1

0
hk+1 s · (s+ 1) · . . . · (s+ k − 1) ds

= y(k)(c)hk+1 (−1)k
∫ 1

0

(
−s

k

)
ds

= y(k)(c) γk h
k+1,

para algún c ∈ [tn−k, tn]. El método es de orden k, pues Lh(y(tn)) = O(hk+1).

Razonando de forma análoga, se puede probar que el método de Adams-Moulton de k pasos, si

k ≥ 2, es de orden k + 1. De los dos métodos de un sólo paso, el de Euler implícito es de orden

1 (se obtiene con k = 0) y el del trapecio (eligiendo k = 1) es de orden 2.

Con los métodos de Nyström y de Milne-Simpson los razonamientos son similares.

3.3.2. Análisis del orden

Como hemos dicho, para determinar el orden de un método lineal de k pasos, lo más fácil

es desarrollar Lh(y(t)) en potencias del paso h, con y su�cientemente regular. Haremos un

desarrrollo de Taylor de cada sumando y(t− ih) eligiendo t∗ = t−kh como centro del desarrollo;

lo mismo haremos con y′(t− ih):

Lh(y(t)) =

k∑
i=0

αk−i y(t− ih)− h

k∑
i=0

βk−i y
′(t− ih)

=
k∑

i=0

αi y(t
∗ + ih)− h

k∑
i=0

βi y
′(t∗ + ih).

Ahora basta desarrollar tanto y(t∗+ ih) como y′(t∗+ ih) en potencias crecientes del paso h, con

y ∈ Cp+1(I). Por un lado, se tiene

y(t∗ + ih) =

p∑
n=0

in hn

n!
y(n)(t∗) +

ip+1 hp+1

(p+ 1)!
y(p+1)(τi)
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para algún τi ∈ (t∗, t∗ + ih). Del mismo modo,

y′(t∗ + ih) =

p−1∑
n=0

in hn

n!
y(n+1)(t∗) +

ip hp

p!
y(p+1)(σi)

para algún σi ∈ (t∗, t∗ + ih). Entonces,

Lh(y(t)) =
k∑

i=0

αi

( p∑
n=0

in hn

n!
y(n)(t∗)

)
− h

k∑
i=0

βi

(p−1∑
n=0

in hn

n!
y(n+1)(t∗)

)
︸ ︷︷ ︸

A

+
k∑

i=0

αi
ip+1 hp+1

(p+ 1)!
y(p+1)(τi)− h

k∑
i=0

βi
ip hp

p!
y(p+1)(σi)︸ ︷︷ ︸

B

Claramente B = O(hp+1) si y ∈ Cp+1(I). En cuanto al término A, si se reordena se puede escribir

en la forma siguiente:

A = y(t∗)
k∑

i=0

αi + hy′(t∗)
k∑

i=0

(i αi − βi) +
h2

2!
y′′(t∗)

k∑
i=0

(i2 αi − 2 i βi)

+
h3

3!
y′′′(t∗)

k∑
i=0

(i3 αi − 3 i2 βi) + . . . +
hp

p!
y(p)(t∗)

k∑
i=0

(ip αi − p ip−1 βi).

En lo sucesivo, denotaremos

c0 =
k∑

i=0

αi,

c1 =

k∑
i=0

(i αi − βi),

cn =

k∑
i=0

(in αi − n in−1 βi), n ⩾ 2,

lo que nos permite escribir

Lh(y(t)) = c0 y(t
∗) +

c1
1!

hy′(t∗) +
c2
2!

h2 y′′(t∗) + . . .+
cp
p!

hp y(p)(t∗) +O(hp+1)

Por tanto, el orden del método es al menos p si y solo si

c0 = c1 = . . . = cp = 0,

y es de orden p si además cp+1 ̸= 0. El valor de
cp+1

(p+1)! se denomina coe�ciente principal del error

local. Se puede probar que estas condiciones y el valor del coe�ciente principal no dependen del
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punto elegido para hacer el desarrollo (véase [2, 6]).

Según la De�nición 3.19, un método es consistente si su orden es al menos 1, es decir, si

ε(tn, h,y) = O(h2). Por lo anterior, eso es equivalente a exigir c0 = c1 = 0. Estas condicio-

nes se pueden relacionar con los polinomios ρ y σ del método. En efecto,

c0 =

k∑
i=0

αi = ρ(1), y c1 =

k∑
i=0

(i αi − βi) = ρ′(1)− σ(1).

Por tanto, el método (3.1) es consistente si y solo si ρ(1) = 0 y ρ′(1) = σ(1). Estas dos condiciones

también se denominan condiciones de consistencia.

Ejemplo 3.1. El método de Adams Moulton de 3 pasos es

yn = yn−1 + h(
9

24
fn +

19

24
fn−1 −

5

24
fn−2 +

1

24
fn−3),

luego los coe�cientes del método son

α3 = 1, α2 = 1, α1 = 0, α0 = 0, β3 =
9

24
, β2 =

19

24
, β1 = − 5

24
, β0 =

1

24
.

Así, obtenemos

c0 = c1 = c2 = c3 = c4 = 0, c5 ̸= 0,

luego podemos concluir que el método es de orden 4. Se podría haber llegado a la misma conclusión

siguiendo el procedimiento descrito en la sección 3.3.1.

Ejemplo 3.2. El método de Nyström de tres pasos es

yn = yn−2 + h(
7

3
fn−1 −

2

3
fn−2 +

1

3
fn−3),

luego los coe�cientes del método son

α3 = 1, α2 = 0, α1 = −1, α0 = 0, β3 = 0, β2 =
7

3
, β1 = −2

3
, β0 =

1

3
.

Así obtenemos

c0 = c1 = c2 = c3 = 0, c4 = 8,

luego el método es de orden 3 y el coe�ciente principal del error local es 8.

3.4. Análisis de la convergencia

En esta sección estudiaremos condiciones que nos ayuden a determinar si un método es con-

vergente. El estudio de la estabilidad y el orden del método que hemos llevado a cabo en las
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secciones anteriores serán de gran ayuda, como veremos a continuación.

Teorema 3.5. Si un método lineal multipaso (3.1) es estable y consistente, entonces es conver-

gente.

Demostración. Supongamos que el método multipaso (3.1) es estable y consistente, y escribamos

el esquema del método en forma matricial

Y k−1 =
(
yk−1, . . . ,y0

)t
Y n = AY n−1 + hΦ(tn,Y n,Y n−1, h;f), con n ≥ k,

(3.20)

donde Y n representa la colección de soluciones aproximadas. Por otro lado, consideramos

Ȳ n =



y(tn)

y(tn−1)

y(tn−2)
...

y(tn−k+1)


.

Entonces se tiene

Ȳ n = A Ȳ n−1 + hΦ(tn, Ȳn, Ȳn−1, h;f) + ωn,

donde

ωn =



ε(tn, h,y)

0

0
...

0


con tn ∈ P, k ⩽ n ⩽ N . Como el método es estable, existe M > 0 tal que

∥Ȳ n − Y n∥ ⩽ M
(
∥Ȳ k−1 − Y k−1∥+

n∑
i=k

∥ωi∥
)

= M
(
∥Ȳ k−1 − Y k−1∥+

n∑
i=k

∥ε(ti, h,y)∥
)

n = k, k+1, . . . , N.

Como el método es consistente, se tiene

ĺım
h→0+

N∑
i=k

∥ε(ti, h,y)∥ = 0.
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Por tanto, si también se cumple

ĺım
h→0+

máx{∥Ȳ n − Y n∥ : tn ∈ P con 0 ⩽ n ⩽ k − 1} = 0,

entonces se obtiene

ĺım
h→0+

máx ∥Ȳ n − Y n∥ : n ⩾ k} = 0.

y, por lo tanto, el método es convergente.

Teorema 3.6. Si un método lineal multipaso (3.1) es convergente, entonces es estable y consis-

tente.

Demostración. Veamos primero que el método es estable. Para estudiar la estabilidad, conside-

ramos el problema de valor inicial escalar{
y′ = 0, en [0, 1],

y(0) = 0,

cuya solución es la función nula (y(t) = 0 para cualquier t ∈ [0, 1]). Para probar que el método es

estable es su�ciente ver que el polinomio ρ cumple la condición de las raíces, por el Teorema 3.3.

Supongamos que el polinomio ρ tiene alguna raíz ξ ̸= 0 (si 0 fuese la única raíz de ρ, claramente

se cumpliría la condición de las raíces y el método sería estable).

Para cada N ∈ N, sea h = 1
N y sea PN = {t0, t1, . . . , tN} una partición uniforme del intervalo

[0, 1], de diámetro h. Como f = 0 y el problema es escalar, la ley de recurrencia del método (3.1)

es:

αk yn + αk−1 yn−1 + . . .+ α1 yn−k+1) + α0 yn−k = 0, n = k, k+1, . . . , N.

Si tomamos como valores de arranque yj = h ξj , para j = 0, 1, . . . , k−1, entonces se prueba por

inducción que yn = h ξn, para n = k, k+1, . . . , N . Como el método es convergente y los valores

de arranque satisfacen

ĺım
h→0+

máx{|y(tn)− yn| : tn ∈ PN con 0 ⩽ n ⩽ k−1} = ĺım
h→0+

h máx{1, |ξ|, |ξ|2, . . . , |ξ|k−1} = 0,

entonces se veri�ca

ĺım
h→0+

máx{|y(tn)− yn| : tn ∈ PN con k ⩽ n ⩽ N} = 0.

Ahora bien, como y(tn) = 0 para cualquier n y además yn = h ξn, entonces eso es equivalente a

ĺım
N→+∞

1

N
máx{|ξn| : k ⩽ n ⩽ N} = 0.

Así, necesariamente, |ξ| ≤ 1, es decir, o bien |ξ| < 1 o bien |ξ| = 1. Si todas las raíces son tales
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que |ξ| < 1, por la condición de las raíces, el método ya sería estable, luego solo nos falta ver qué

ocurre si existe alguna raíz con |ξ| = 1. En este caso, para que el método satisfaga la condición

de las raíces, debemos probar que ξ es una raíz simple. Por reducción al absurdo, supongamos

que no lo es, esto es, supongamos que ρ tiene una raíz ξ de multiplicidad al menos 2, tal que

|ξ| = 1. De esta forma ξ es raíz de ρ y de ρ′, luego ρ(ξ) + ξρ′(ξ) = 0. Entonces escogemos como

valores de arranque yj = h (j + 1) ξj y por inducción probamos que yn = h (n + 1) ξn, para

n = k, k + 1, . . . , N . Como el método es convergente, se tiene que cumplir

ĺım
h→0+

máx{|yn| : k ⩽ n ⩽ N} = 0

Pero aquí llegamos a una contradicción, ya que si |ξ| = 1 entonces

|yn| = |h (n+ 1) ξn| = h (n+ 1) =
n+ 1

N
,

y por tanto se obtiene

ĺım
h→0+

máx{|yn| : k ⩽ n ⩽ N} = ĺım
N→+∞

1

N
máx{(n+ 1) : k ⩽ n ⩽ N} = ĺım

N→+∞

N + 1

N
= 1.

Luego, necesariamente ξ es una raíz simple. En cualquiera de los casos, hemos probado que se

cumple la condición de las raíces y que, por lo tanto, el método es estable.

Probaremos ahora la consistencia del método. Para ello, basta probar que se cumple ρ(1) = 0 y

ρ′(1) = σ(1), porque esto equivale a c0 = c1 = 0. Para lo primero, consideraremos el problema{
y′ = 0, en [0,1],

y(0) = 1,

cuya solución es y(t) = 1 para cualquier t ∈ [0, 1]. Si elegimos como valores de arranque los

valores exactos y0 = . . . = yk−1 = 1, que son independientes de h, entonces yn también será

independiente de h. Como el método es convergente, entonces

ĺım
h→0+

máx{|y(tn)− yn| : tn ∈ PN con k ⩽ n ⩽ N} = 0.

es decir,

ĺım
h→0+

máx{|1− yn| : tn ∈ PN con k ⩽ n ⩽ N} = 0,

luego necesariamente yn = 1 para cualquier n y, por tanto, ρ(1) = 0.

Ahora probaremos que ρ′(1) = σ(1). Como ρ(1) = 0 y el método es estable, entonces 1 es raíz

simple de ρ, por la condición de las raíces. Luego ρ(1)′ ̸= 0 (de lo contrario, 1 sería raíz doble de
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ρ). Vamos a probar que σ(1)
ρ′(1) = 1. Consideraremos el problema

{
y′ = 1, en [0,1],

y(0) = 0,

cuya solución es y(t) = t. Elegimos como valores de arranque yj = j h σ(1)
ρ′(1) . Por inducción se

prueba que yn = nh σ(1)
ρ′(1) , para n ≥ k. Como el método es convergente, entonces

ĺım
h→0+

máx{|y(tn)− yn| : tn ∈ PN con k ⩽ n ⩽ N} = 0.

Si sustituimos y(tn) e yn por sus expresiones, resulta

ĺım
h→0+

máx{|nh− nh
σ(1)

ρ′(1)
| : tn ∈ PN con k ⩽ n ⩽ N} = 0.

y eso solo es posible si σ(1)
ρ′(1) = 1.

Según los dos teoremas anteriores, la estabilidad y la consistencia no son solo condiciones su�cien-

tes para la convergencia, sino que además son necesarias. Por tanto, si un método no es estable

o si no es consistente, es claro que no va a ser convergente. Como además hemos caracterizado

la estabilidad en términos de la condición de las raíces y la consistencia equivale a ρ(1) = 0 y

ρ′(1) = σ(1), resulta sencillo comprobar si un método es o no es convergente.

3.5. Métodos Predictor-Corrector

Como hemos visto, un método lineal multipaso puede ser explícito o implícito. Si αk = 1, podemos

escribir la ley de recurrencia (3.1) en la forma

yn = hβk f(tn,yn)−
k∑

i=1

αk−i yn−i + h

k∑
i=1

βk−i fn−i, k ⩽ n ⩽ N,

donde hemos denotado f j = f(tj ,yj) para referirnos a la evaluación de f en los instantes previos

y así aligerar la expresión.

Si el método es explícito, es decir, si βk = 0, entonces la aproximación yn está de�nida de

forma explícita; una vez calculada solo se necesita realizar la evaluación fn = f(tn,yn) porque

se utilizará en el paso siguiente, pues el resto de evaluaciones ya se conoce de las iteraciones

anteriores. Desde el punto de vista computacional, este es un coste pequeño siempre que el

número de pasos no sea grande: esa situación puede ocurrir cuando se resuelven numéricamente

problemas rígidos (suelen denominarse sti� ); en esos casos los métodos explícitos son poco

utilizados.
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En los métodos implícitos, es decir, cuando βk ̸= 0, la aproximación yn está de�nida de forma

implícita mediante una ecuación que en general será no lineal; la primera cuestión a la que

debemos responder es si realmente yn está bien de�nido. Observemos que yn es un punto �jo de

Gn(u) = hβk f(tn,u)−
k∑

i=1

αk−i yn−i + h
k∑

i=1

βk−i fn−i,

Si f es lipschtziana respecto de su segundo argumento, entonces Gn también es una función

lipschitziana:

∥Gn(u)−Gn(v)∥ = h |βk | ∥f(tn,u)− f(tn,v)∥ ⩽ h |βk |L ∥u− v∥.

Si el paso h se elige de forma que h |βk |L < 1, entonces Gn es contractiva y, como consecuencia,

yn existe y es único. Que esté bien de�nido no signi�ca que sea fácil de calcular; usualmente,

para calcular yn se utilizará un algoritmo iterativo: iteración de punto �jo, método de Newton...

Elijamos por ejemplo el método de iteración de punto �jo: a partir de una aproximación inicial

y
(0)
n , se construye una sucesión {y(ν)n }ν en la forma siguiente:

y(ν)n = Gn(y
(ν−1)
n ) = hβk f(tn,y

(ν−1)
n )−

k∑
i=1

αk−i yn−i + h
k∑

i=1

βk−i fn−i,

para ν ⩾ 1. Cuando el algoritmo se programe en un ordenador, se iterará hasta satisfacer un

cierto criterio de tolerancia y usaremos el último término calculado y
(ν)
n como aproximación del

valor teórico yn. Es decir, realmente no calcularemos yn (½necesitaríamos in�nitas iteraciones!) y

por tanto no sabemos cómo puede afectar eso al orden del método. Por otro lado, es evidente que

el coste computacional puede ser enorme si en cada paso n se requiere un número de iteraciones de

punto �jo muy elevado. En ese caso, el uso de métodos implícitos no estaría justi�cado (véase [8]).

Habitualmente, los método multipaso implícitos se implementan mediante el proceso de predic-

ción-corrección. Este proceso consiste en lo siguiente:

(P) en primer lugar, se calcula una predicción o estimación inicial y
(0)
n mediante un método

explícito auxiliar de coe�cientes {α∗
1, . . . , α

∗
k} y {β∗

1 , . . . , β
∗
k}; es decir:

y(0)n = −
k∑

i=1

α∗
k−i yn−i + h

k∑
i=1

β∗
k−i fn−i;

(E ) a continuación, se evalúa f̃n = f(tn,y
(0)
n );
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(C ) luego, se corrige la estimación inicial: se de�ne

yn = hβk f̃n −
k∑

i=1

αk−i yn−i + h
k∑

i=1

βk−i f(tn−i,yn−i),

(E ) se hace una evaluación �nal: fn = f(tn,yn).

Este proceso se denota PECE y equivale a realizar una iteración de punto �jo para aproximar

yn. También se puede obviar la evaluación �nal: el proceso se denotaría PEC y en ese caso en

el paso siguiente se usaría f̃n en lugar de fn. Existen otras posibilidades, como P(EC )2E o

P(EC )2, que equivalen a dos iteraciones de punto �jo con evaluación �nal o sin ella.

En general, según el número µ de iteraciones de punto �jo que hagamos (y siempre el mis-

mo número), la forma del método será P(EC )µE o P(EC )µ, dependiendo de si tras la última

corrección decidimos o no actualizar el valor de fn mediante una evaluación más. El método

explícito se conoce como método predictor y el implícito como corrector, y ambos forman el mé-

todo predictor-corrector, que denotaremos por PC. Así, existen dos formas distintas de métodos

PC que podemos resumir por P(EC )µE 1−q con µ ≥ 1 y q ∈ {0, 1}, donde P denota Predicción,

E representa la Evaluación y C es la Corrección. Lo habitual es elegir µ = 1 o µ = 2, como

justi�caremos más adelante.

El algoritmo de un método P(EC )µE 1−q es el siguiente:

P : y(0)n = −
k∑

i=1

α∗
k−i y

(µ)
n−i + h

k∑
i=1

β∗
k−i f

(µ−q)
n−i

(EC)µ : Para ν = 0, 1, . . . , µ−1

f (ν)
n = f(tn,y

(ν)
n )

y(ν+1)
n = hβk f

(ν)
n −

k∑
i=1

αk−i y
(µ)
n−i + h

k∑
i=1

βk−i f
(µ−q)
n−i

E1−q : Si q = 0 f (µ)
n = f(tn,y

(µ)
n )

Claramente, un método predictor-corrector es un método multipaso, pero no es un método lineal

multipaso. En el esquema anterior hemos supuesto que el número de pasos del método predictor

coincide con el del método corrector; en esa situación, ese número común k es el número de pasos

del par PC. En realidad, el método predictor y el método corrector podrían tener números de

pasos k∗ y k diferentes, en cuyo caso el número de pasos del par PC sería el máximo de k∗ y k.

Si el número de pasos del corrector es menor que el del predictor, es decir, si k < k∗, siempre

es posible considerar que el corrector es un método de k∗ pasos si se renumeran sus coe�cientes

y se elimina la condición |α0| + |β0| ≠ 0. Lo mismo se puede hacer en caso contrario, esto es,

cuando el predictor es de menos pasos que el corrector. Por esa razón, en el desarrollo anterior
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hemos supuesto que ambos métodos tienen el mismo número de pasos y lo hemos denotado k.

3.5.1. Orden de un método predictor-corrector

Consideremos un par predictor-corrector P(EC )µE 1−q; supondremos que el método explícito es

de orden p∗ y tiene asociado un operador en diferencias L∗
h, mientras que el método implícito

es de orden p y su operador en diferencias lo denotamos por Lh. Supondremos además que las

soluciones de la ecuación diferencial son su�cientemente regulares (al menos continuidad en las

derivadas hasta el mayor de p∗ y p).

En el instante tn, se utiliza el método predictor para calcular una estimación inicial y
(0)
n de�nida

por

y(0)n = −
k∑

i=1

α∗
k−i y

(µ)
n−i + h

k∑
i=1

β∗
k−i f

(µ−q)
n−i .

Para determinar el orden del método predictor-corrector, lo que haremos será determinar el

término principal del desarrollo del error local, como se hace en el libro de J.D. Lambert [8].

Recordemos que el error local es el error propio del método, es el error cometido tras un paso de

integración cuando se parte de los valores exactos. Por tanto, vamos calcular la aproximación en

tn partiendo de los valores exactos en tn−1, tn−2, . . . , tn−k, es decir,

y
(µ)
n−i = y(tn−i), i = 1, 2, . . . , k.

Denotaremos por ỹ
(ν)
n a las aproximaciones proporcionadas por el método predictor y el método

corrector a partir de los valores exactos. Con esta notación, resulta

ỹ(0)n = −
k∑

i=1

α∗
k−i y(tn−i) + h

k∑
i=1

β∗
k−i f(tn−i,y(tn−i)).

Por otra parte, si usamos la expresión (3.3) del operador en diferencias y tenemos en cuenta que

el método predictor es explícito (β∗
k = 0), se tiene

y(tn) = −
k∑

i=1

α∗
k−i y(tn−i) + h

k∑
i=1

β∗
k−i f(tn−i,y(tn−i)) + L∗

h(y(tn)).

Podemos restar ambas expresiones y recordar el análisis del orden que hicimos en la Sección 3.3.2;

así, deducimos

y(tn)− ỹ(0)n = L∗
h(y(tn)) =

c∗p∗+1

(p∗ + 1)!
hp

∗+1 y(p
∗+1)(tn) +O(hp

∗+2). (3.21)

Ahora �jaremos nuestra atención en el método corrector. Nuevamente, de la de�nición del ope-
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rador en diferencias, podemos escribir

y(tn) +
k∑

i=1

αk−i y(tn−i) = hβk f(tn,y(tn)) + h
k∑

i=1

βk−i f(tn−i,y(tn−i)) + Lh(y(tn)).

y

ỹ(ν+1)
n +

k∑
i=1

αk−i y
(µ)
n−i = hβk f(tn, ỹ

(ν)
n ) + h

k∑
i=1

βk−i f
(µ−q)
n−i

= hβk f(tn, ỹ
(ν)
n ) + h

k∑
i=1

βk−i f(tn−i,y(tn−i)) ν = 0, 1, . . . , µ−1.

De nuevo, si restamos ambas expresiones obtenemos

y(tn)− ỹ(ν+1)
n = hβk

(
f(tn,y(tn))− f(tn, ỹ(ν)n )

)
+ Lh(y(tn)), ν = 0, 1, . . . , µ−1. (3.22)

Podemos aplicar el Teorema del Valor Medio a cada función coordenada fj de f :

fj(tn,y(tn))− fj(tn, ỹ
(ν)
n ) = ∇fj(ζ

(ν)
j ) ·

(
y(tn)− ỹ(ν)n

)
,

donde ∇fj(ζ
(ν)
j ) representa el vector gradiente de fj respecto de las variables {y1, . . . , ym} en

algún punto ζ
(ν)
j del segmento de extremos y(tn) y ỹ

(ν)
n . Este punto no tiene por qué ser el mismo

para todas las funciones coordenadas. Denotemos

ζ(ν) =


ζ
(ν)
1
...

ζ
(ν)
m

 y J̄f (ζ
(ν)) =


∇f1(ζ

(ν)
1 )

...

∇fm(ζ
(ν)
m )

 .

Con la notación J̄f queremos destacar que cada vector gradiente aparece evaluado en un punto

diferente para cada función coordenada de f .

Así, la expresión (3.22) se puede escribir de esta forma equivalente

y(tn)− ỹ(ν+1)
n = hβk J̄f (ζ

(ν)) ·
(
y(tn)− ỹ(ν)n

)
+ Lh(y(tn)), ν = 0, 1, . . . , µ−1.

Ahora bien, si el método corrector es de orden p, entonces

y(tn)− ỹ(ν+1)
n = hβk J̄f (ζ

(ν)) ·
(
y(tn)− ỹ(ν)n

)
+

cp+1

(p+ 1)!
hp+1 y(p+1)(tn) +O(hp+2), ν = 0, 1, . . . , µ−1.

(3.23)

Vamos a analizar qué sucede según sean p∗ y p. En primer lugar, vamos considerar el caso p∗ ⩾ p,
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es decir, el orden del método predictor es mayor o igual que el del corrector. Podemos utilizar la

expresión (3.21) del predictor en (3.23) para ν = 0, es decir, para la primera corrección; como

p∗ ⩾ p, entonces

y(tn)− ỹ(1)n =
cp+1

(p+ 1)!
hp+1 y(p+1)(tn) +O(hp+2).

De nuevo, podemos usar esta expresión otra vez en (3.23) para ν = 1 y obtendremos

y(tn)− ỹ(2)n =
cp+1

(p+ 1)!
hp+1 y(p+1)(tn) +O(hp+2).

Si reiteramos el proceso, para la última corrección (para ν = µ) llegaremos a

y(tn)− ỹ(µ)n =
cp+1

(p+ 1)!
hp+1 y(p+1)(tn) +O(hp+2).

Se deduce que el término principal del error del método predictor corrector coincide con el del

método predictor.

En segundo lugar, consideremos el caso p∗ = p−1, es decir, el orden del predictor es una unidad

menos que el del corrector. Procedemos como antes: sustituimos la expresión (3.21) del predictor

en (3.23) para ν = 0; en este caso obtenemos

y(tn)− ỹ(1)n = hβk J̄f (ζ
(0)) ·

(
y(tn)− ỹ(0)n

)
+

cp+1

(p+ 1)!
hp+1 y(p+1)(tn) +O(hp+2)

=
(
βk

c∗p
p!
J̄f (ζ

(0)) · y(p)(tn) +
cp+1

(p+ 1)!
y(p+1)(tn)

)
hp+1 +O(hp+2).

Por tanto, si el método predictor corrector fuese del tipo P(EC )E 1−q, es decir, si µ = 1, entonces

el método predictor corrector y el método corrector tendrían el mismo orden p pero diferente

término principal del error local.

En la misma situación p∗ = p−1 pero con µ ⩾ 2, si razonamos como en el caso p∗ ⩾ p y seguimos

sustituyendo esta última expresión en (3.23), entonces se deduce

y(tn)− ỹ(µ)n =
cp+1

(p+ 1)!
hp+1 y(p+1)(tn) +O(hp+2).

y, por lo tanto, el método predictor corrector y el método corrector tienen el mismo orden p y el

mismo término principal en el error local.

Finalmente, supongamos p∗ = p−2, esto es, el orden del predictor es dos unidades menos que

el del corrector. Como en los casos anteriores, comenzamos utilizando la expresión (3.21) del

predictor en (3.23) para ν = 0; resulta lo siguiente:

y(tn)− ỹ(1)n = βk
c∗p−1

(p− 1)!
hp J̄f (ζ

(0)) · y(p−1)(tn) +O(hp+1)
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Si además µ = 1, o sea, si el método es P(EC )E 1−q, entonces su orden es p − 1. En cambio, si

µ = 2 podemos utilizar esta expresión de nuevo en (3.23) para ν = 1 y de ese modo se deduce

y(tn)− ỹ(2)n =

(
c∗p−1

(p− 1)!

(
βk J̄f

)2
(ζ(0)) · y(p−1)(tn) +

cp+1

(p+ 1)!
y(p+1)(tn)

)
hp+1 +O(hp+2).

El método alcanza el mismo orden p que el corrector, pero tiene diferente término principal del

error local. Si fuese µ ⩾ 3, entonces repitiendo los razonamientos anteriores se prueba que el

orden del predictor corrector es p y su término principal del error local también coincide con el

del corrector.

Si fuese p∗ = p−3, la forma de proceder sería análoga, y lo mismo en el caso más general

p∗ = p−s, con s ⩾ 3.

En resumen, el orden y el término principal del error local del método P(EC )E 1−q dependen de

la diferencia entre los órdenes p y p∗ de cada uno de los dos métodos que forman el par, así como

del número µ de correcciones. Los resultados se pueden resumir así (véase [8]):

1. si p∗ ⩾ p, o si p∗ < p y µ > p− p∗, el método PC y el corrector tienen el mismo orden p y

mismo término principal del error local,

2. si p∗ < p y µ = p− p∗, el método PC y el corrector tienen el mismo orden p pero distinto

término principal del error local, y

3. si p∗ < p y µ ≤ p− p∗ − 1, el orden del método PC es p∗ + µ, que siempre es inferior a p.

3.5.2. Estabilidad de un método predictor-corrector

Como ya hemos comentado, los métodos de tipo predictor-corrector que estamos estudiando son

métodos multipaso, pero no son métodos lineales multipaso porque en ellos aparecen reevalua-

ciones de la función f . Además, son métodos explícitos. Denotaremos k al número de pasos del

par PC.

Como hemos visto, el algoritmo del método P(EC )µE 1−q es el siguiente:

P : y(0)n = −
k∑

i=1

α∗
k−i y

(µ)
n−i + h

k∑
i=1

β∗
k−i f

(µ−q)
n−i

(EC)µ : Para ν = 0, 1, . . . , µ−1

f (ν)
n = f(tn,y

(ν)
n )

y(ν+1)
n = hβk f

(ν)
n −

k∑
i=1

αk−i y
(µ)
n−i + h

k∑
i=1

βk−i f
(µ−q)
n−i

E1−q : Si q = 0 f (µ)
n = f(tn,y

(µ)
n )
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Por simplicidad para la exposición, consideraremos el caso q = 0; así, en cada instante tn el

método PC �naliza siempre con la evaluación f
(µ)
n = f(tn,y

(µ)
n ).

Es posible es escribir el método en la forma que hemos considerado en la Sección 3.2.1. En efecto,

a partir de la predicción y(0)n se hace la primera evaluación (para ν = 0)

f (0)
n = f(tn,y

(0)
n ) = f

(
tn,−

k∑
i=1

α∗
k−i y

(µ)
n−i + h

k∑
i=1

β∗
k−i f

(µ)
n−i

)
y se utiliza esta evaluación para obtener la primera corrección y(1)n :

y(1)n = hβk f
(0)
n −

k∑
i=1

αk−i y
(µ)
n−i + h

k∑
i=1

βk−i f
(µ)
n−i

= hβk f
(
tn,−

k∑
i=1

α∗
k−i y

(µ)
n−i + h

k∑
i=1

β∗
k−i f

(µ)
n−i

)
−

k∑
i=1

αk−i y
(µ)
n−i + h

k∑
i=1

βk−i f
(µ)
n−i

Si se reitera el proceso, se comprueba que en la expresión de cada corrección y
(ν)
n siempre apa-

recerá el término −
∑k

i=1 αk−i y
(µ)
n−i, en donde intervienen los coe�cientes del polinomio ρ del

método corrector.

Por otra parte, si denotamos

Y
(µ)
n−1 =


y
(µ)
n−1

y
(µ)
n−2
...

y
(µ)
n−k

 , Φ(tn,Y
(µ)
n−1, h;f) =



hβk f
(µ−1)
n + h

k∑
i=1

βk−i f
(µ)
n−i

0

0
...

0


,

entonces el método se puede escribir en la forma (3.9), es decir,

Y
(µ)
k−1 =

(
yk−1, . . . ,y0

)t
Y (µ)

n = AY
(µ)
n−1 + hΦ(tn,Y

(µ)
n−1, h;f), con n ≥ k.

La matriz A, que es del tipo de�nido en (3.7), se construye con los coe�cientes del método

corrector, como ya hemos dicho.

Estudiemos ahora la estabilidad del método. Claramente la funciónΦ satisface la hipótesis (3.10),

pues

f = 0 ⇒ Φ(tn,Y
(µ)
n−1, h;0) = 0.
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Veamos ahora que Φ también cumple la condición de Lipschitz (3.11). Sean

Y
(µ)
n−1 =

(
y
(µ)
n−1, . . . ,y

(µ)
n−k

)t
y Z

(µ)
n−1 =

(
z
(µ)
n−1, . . . ,z

(µ)
n−k

)t
.

Puesto que

∥Φ(tn,Y
(µ)
n−1, h;f)−Φ(tn,Z

(µ)
n−1, h;f)∥ = hβk ∥f(tn,y(µ−1)

n )− f(tn, z(µ−1)
n )∥

bastará acotar las diferencias ∥f(tn,y(ν)n )− f(tn, z(ν)n )∥ para ν = 0, 1, . . . , µ− 1.

Para ν = 0, se tiene

y(0)n − z(0)n = −
k∑

i=1

α∗
k−i

(
y
(µ)
n−i − z

(µ)
n−i

)
+ h

k∑
i=1

β∗
k−i

(
f(tn−i,y

(µ)
n−i)− f(tn−i, z

(µ)
n−i)

)
,

y por lo tanto, por ser f una función lipschitziana, resulta

∥y(0)n − z(0)n ∥ ⩽
k∑

i=1

|α∗
k−i| ∥y

(µ)
n−i − z

(µ)
n−i∥+ hL

k∑
i=1

|β∗
k−i| ∥y

(µ)
n−i − z

(µ)
n−i)∥

=
k∑

i=1

(
|α∗

k−i| + hL |β∗
k−i|

)
∥y(µ)n−i − z

(µ)
n−i)∥

⩽
(
máx{|α∗

k−i|} + hL máx{|β∗
k−i|}

)
∥Y (µ)

n−1 −Z
(µ)
n−1∥

= Λ∗ ∥Y (µ)
n−1 −Z

(µ)
n−1∥

donde hemos denotado

Λ∗ = máx{|α∗
k−i|} + hL máx{|β∗

k−i|},

y así también

∥f(tn,y(0)n )− f(tn, z(0)n )∥ ⩽ LΛ∗ ∥Y (µ)
n−1 −Z

(µ)
n−1∥.

Repetimos el proceso para ν = 1:

y(1)n = hβk f(tn,y
(0)
n )−

k∑
i=1

αk−i y
(µ)
n−i + h

k∑
i=1

βk−i f(tn−i,y
(µ)
n−i),

z(1)n = hβk f(tn, z
(0)
n )−

k∑
i=1

αk−i z
(µ)
n−i + h

k∑
i=1

βk−i f(tn−i, z
(µ)
n−i),

de modo que, si denotamos ahora

Λ = máx{|αk−i|} + hL máx{|βk−i|},
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podemos escribir

∥y(1)n − z(1)n ∥ ⩽ h |βk|LΛ∗ ∥Y (µ)
n−1 −Z

(µ)
n−1∥+ Λ ∥Y (µ)

n−1 −Z
(µ)
n−1∥

=
(
h |βk|LΛ∗ + Λ

)
∥Y (µ)

n−1 −Z
(µ)
n−1∥

y también

∥f(tn,y(1)n )− f(tn, z(1)n )∥ ⩽ L
(
h |βk|LΛ∗ + Λ

)
∥Y (µ)

n−1 −Z
(µ)
n−1∥.

Si se reitera este proceso hasta ν = µ − 1, se prueba que Φ cumple la condición de Lipschitz

requerida.

De ese modo, la estabilidad del método PC depende solo de los coe�cientes de la matriz A

(Teorema 3.2), esto es, del polinomio ρ del método corrector. Podemos asegurar que el método

predictor-corrector es estable si y solo si el polinomio ρ cumple la condición de las raíces 3.6, o

equivalentemente, si y solo si el método corrector es estable.

Ejemplo 3.3. Consideremos el método PECE que utiliza como predictor el método de Adams-

Bashforth de 2 pasos y como corrector el método de Adams-Moulton de 1 paso (método del

trapecio). El algoritmo es el siguiente:

en el instante tn se supone que las aproximaciones y(1)n−2 e y(1)n−1 y sus evaluaciones

f
(1)
n−2 = f(tn−2,y

(1)
n−2) y f

(1)
n−1 = f(tn−1,y

(1)
n−1)

son conocidas del instante anterior;

se calcula la predicción en tn con el método Adams-Bashforth de 2 pasos:

y(0)n = y
(1)
n−1 + h (

3

2
f
(1)
n−1 −

1

2
f
(1)
n−2). (3.24)

se hace la evaluación

f (0)
n = f(tn,y

(0)
n ),

se corrige la aproximación en tn mediante el método del trapecio:

y(1)n = y
(1)
n−1 + h (

1

2
f (0)
n +

1

2
f
(1)
n−1). (3.25)

se hace la evaluación �nal:

f (1)
n = f(tn,y

(1)
n ).

En este caso, tanto el método predictor como el corrector son de orden 2. Luego, por las reglas

mencionadas anteriormente, el método PC y el corrector tienen el mismo orden y mismo término
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principal del error local. Como el método del trapecio es estable, entonces podemos concluir que

el método predictor-corrector es convergente de orden 2.

3.5.3. Implementación en Matlab

MATLAB es �una plataforma de programación y computación numérica utilizada por millones

de ingenieros y cientí�cos para analizar datos, desarrollar algoritmos y crear modelos�, según su

propia de�nición. Matlab dispone de varios comandos que permiten resolver un problema de valor

inicial mediante un método numérico. Algunos de estos comandos utilizan métodos multipaso

predictor-corrector (véase [9]):

ode113 es un método de paso variable y orden variable (VSVO, por sus siglas en inglés:

variable-step, variable-order) que se basa en métodos PECE Adams-Bashforth-Moulton de

órdenes 1 a 13. El orden máximo utilizado es 12, pero se usa una fórmula de orden 13 para

la estimación del error junto con técnicas de extrapolación local.

ode15s es también un método de paso variable y orden variable (VSVO) y puede utilizar,

de forma opcional, métodos BDF.

ode15i es un método de paso variable y orden variable (VSVO) basdado en las fórmulas

BDF de órdenes 1 a 5.
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