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Introduccion

La computacién cuéntica es un area de investigacion cientifica en la que se concentran
grandes esfuerzos por las implicaciones que supondria llegar a implementarla. La compu-
tacién cuantica hace uso de propiedades exclusivas del mundo cuantico como son la super-
posicion, el entrelazamiento o la teleportacion. La integracién de estas propiedades
cuanticas no es en vano, sino que se teoriza con alcanzar la conocida como supremacia
cuantica con respecto a los ordenadores clasicos. Este término hace referencia al potencial
de la computaciéon cuantica para resolver ciertos problemas a una velocidad exponencial-
mente mayor que la computacién clasica. Por ejemplo, no se conocen algoritmos eficientes
en computacion clasica para la factorizaciéon en ntmeros primos de ntmeros enteros lo
suficientemente grandes. De hecho, sistemas de encriptacién como el sistema RSA se basan
en la dificultad de factorizar el producto de dos ntimeros primos grandes. La computacién
cuantica propone una solucion eficiente a este problema mediante el algoritmo de Shor, lo
que implicaria la necesidad de buscar alternativas criptograficas a sistemas basados en la

factorizacién de ntimeros primos.

Qubits

En electronica digital, los elementos béasicos de los circuitos son los bits, la unidad minima
de informacién. Es un sistema binario que se basa en el algebra de Boole [1]. En compu-
tacién cuantica aparecen los qubits. La diferencia esencial es que un qubit se puede hallar
en una superposiciéon de estados. De esta manera, mientras que n bits contienen n unidades

de informacién, n qubits contienen 2" bits.

Por la naturaleza probabilistica de la mecanica cuantica, el resultado de medir un qubit no
es determinista, por lo que podria ser necesario implementar miltiples veces un algoritmo
para hallar una respuesta correcta. Esto no supone un obstaculo gracias a la eficiencia de

este tipo de algoritmos [2].

Computaciéon Cuantica

Para llegar a implementar ordenadores cuanticos, es necesario desde un punto de vista

teodrico tener en cuenta distintos enfoques.

Por un lado, es importante el desarrollo de modelos matemaéticos que sienten los funda-

mentos para crear algoritmos.

Por otro lado, se requieren conocimientos de ingenieria y fisica para disenar dispositivos
o sistemas fisicos que actiien como qubits. La dificultad de crear un ordenador cuantico
reside en la capacidad de escalar e integrar cientos de qubits en un dispositivo conjunto.
Cada qubit no es un sistema aislado, sino que se ve afectado por las variaciones en su
entorno. Para crear un sistema de dimensiéon 2", los n qubits han de ser entrelazados, y

ademés han de poder ser medidos individualmente. Fisicamente supone un contratiempo



aislar los qubits del ruido de manipular o medir cada qubit vecino.

Se han creado qubits basdndose en distintos fenémenos fisicos. Los qubits supercon-
ductores como el transmoén son actualmente los mas estudiados [3|, pero también se ha
investigado el uso de fotones, atomos, o el espin de fermiones para crear este tipo de

dispositivos.

En este trabajo de computacion cuantica se trataran los dos enfoques para alcanzar un
mayor entendimiento, pero el énfasis se pondré en la parte fisica del diseno de un transmon,
que es el objetivo principal del trabajo. También se introduce el Modelo de Circuitos

Cuanticos como introduccion al disefio de algoritmos cuéanticos.

Un transmoén es un dispositivo fisico superconductor que acttia como un qubit. En la
construccién de un ordenador cuéntico universal son necesarios miles de qubits que estén
entrelazados. La mayor dificultad es conseguir integrar un niimero elevado de qubits en tal
estado con suficientes tiempos de coherencia para realizar las operaciones. Por esta razén
existen diversas formas de enfocar el estudio de los transmones. Las siguientes cuestiones

son temas que podian haber sido tratados en el trabajo.

= La construccion de un dispositivo con dos niveles cuénticos diferenciados que puedan

actuar como qubit.

= La manipulacién del estado de los qubits, tanto para la inicializacién como para la

aplicacion de puertas cuanticas.
= La medicion del estado del qubit.

= La integraciéon de cada qubit en un circuito mayor que integre a todo el conjunto de

qubits.

Por razones de espacio, y puesto que lo esencial es la construccién del qubit antes de tratar
los otros asuntos, el estudio de lo transmones en este trabajo se centrard en la primera
cuestion. Sin embargo, también se incluye una pequena discusiéon cualitativa acerca de la
integraciéon de los transmones en circuitos que permitan manipular el estado del qubit y

medirlo.

Actualidad

En 2019, Google consigui6 implementar un algoritmo de generacién de nimeros aleatorios a
partir de una malla bidimensional de 53 qubits [4]. La operacién conlleva unos 200 segundos
frente a los 10000 afios que le conllevaria al ordenador clasico actual més potente. Fue el

ejemplo que demostro la posibilidad de llevar a la practica la computacion cuéntica.

Empresas como Google e IBM compiten por ser los primeros en construir un ordenador

cuantico [3].



Estructura del Trabajo

El trabajo consta de 6 Capitulos, ademés de un Apéndice y una Conclusién.

= Kl Capitulo 1 sienta los fundamentos matemaéticos de un qubit. Se exponen los crite-
rios para que un sistema fisico pueda ser considerado un qubit, y se exponen a modo

de ejemplo diferentes tipos de qubits que se han investigado hasta la fecha.

= El Capitulo 2 es un estudio sobre la diferencia en los niveles cuanticos de sistemas
armoénicos y anarmonicos. Es clave puesto que la anarmonicidad del transmoén lo

convierte en apto para actuar como un qubit.

= El Capitulo 3 supone una introduccién a la superconductividad, fenémeno en el que

se basan los qubits superconductores.

= El Capitulo 4 trata las uniones Josephson y los SQUID’s, dispositivos que son la base

de qubits superconductores.

= Kl Capitulo 5 versa sobre los qubits de carga superconductores, en particular el

régimen de trabajo del transmoén.

= Kl Capitulo 6 expone el Modelo Cuéntico de Circuitos, ademés de ejemplo de algo-

ritmos cuanticos como introduccién a la computaciéon cuantica.

= El Capitulo 7 trata de forma cualitativa la manipulacién del estado de un qubit y su

medicion, ademés de las fuentes de ruido y decoherencia.

= Se incluye un Apéndice con contenidos de matematicas y fisica como recordatorio de

conceptos que se emplean en el trabajo.

Los contenidos en el trabajo se basan en los vistos en algunas asignaturas del Grado como

Mecéanica Cuantica, Electromagnetismo, Fisica Estadistica y Fisica del Estado Sélido.



1. Computacion Cuantica y Qubits

En computacion clésica los bits son la unidad minima de informacién. Un bit es un sistema
binario: el sistema se halla en el estado 0 o el sistema se halla en el estado 1. Generalmente

se establece esa diferencia de estados si existe un potencial respecto a tierra o no.

A partir de los bits, se consiguen implementar algoritmos mediante puertas clasicas.
Estas operaciones se estudian en el algebra de Boole. De esta forma, los bits se interpretan

como los datos y las puertas clasicas como las operaciones.

Estos dos elementos tienen su andlogo en la computacién cuantica. En lugar de los bits, se

encuentran los qubits, y en lugar de las puertas clésicas, las puertas cuanticas.

La diferencia entre computacion clasica y cuéntica se halla explicita en el nombre: la segun-
da emplea propiedades de la mecénica cuéntica para incrementar el poder computacional.
Un qubit es por tanto un bit cuéntico, con propiedades de superposiciéon, entrelaza-
miento y teleportacion. Para profundizar en los contenidos presentados en esta seccién

se remite a [1].

1.1. Qubits

Definicién 1.1 (Qubits). Un qubit es un sistema cuéntico de dos estados propios: |0) y

|1), que puede expresarse de forma genérica como
1) = al0) + 1)
con a,b € C tal que |af* + [b]* = 1.
Como todo sistema cuantico, un qubit forma un C-espacio de Hilbert de dimensién 2, que

se denotard Ho.

Nota 1.1. En el Apéndice[A] se recuerdan los conceptos de espacios de Hilbert y resultados

pertinentes.
Nota 1.2. La descripcion del sistema de un qubit es andloga a la de un sistema de espin
1/2.

Se puede por tanto establecer un isomorfismo entre Hs y C2?|s ,, de forma que se pueda

c2’
trabajar con notaciéon matricial, donde S¢2 es la esfera de radio 1, que contiene todos los

elementos de norma 1. Asi, se escribe

0) = : ) =

Ademas, por el Teorema de Riesz, a cada ket le corresponde su bra en el dual H's.



Definicion 1.2. Dado [¢) un estado de un qubit en Ha, se define el bra ()| € H'y asociado

a un ket 1) como:

Wl: " —K
o) — (@lp) = (¥}, )

Nota 1.3. Se recuerda que el producto escalar en Ho es
(,y) = 21y1 + z3y2.

Por tanto
<0\=(1 0), (1\=(0 1)-

Por construccion, los dos estados |0) y |1) son ortonormales, y forman una base del espacio

de Hilbert Hs. Tal base se llama base computacional.

En notacién matricial, se tienen las siguientes igualdades:

) =alo)+bj1) = | (6 = (0] +d (1 = (o a)

<d>|¢>:(c*(0\+d*<1|)(a\o>+b|1>):(C* d*) “) =cardn

Toma de Mediciones

En toda operacién de computacién se requieren tres componentes: los datos, las operaciones
v los resultados. En el caso de la computacién cuantica, los datos son representados por
los qubits, las operaciones por puertas cuanticas y los resultados por mediciones. Al hacer
una observacién del estado de un qubit, la funcién de onda colapsara a uno de los estados
de la base en la que se realiza. Esta medicién es de naturaleza probabilistica tal y como se

postula en mecanica cuéntica.

Asi, la probabilidad de medir 0 para un qubit en un estado general sera
Po = [(O)[* = |a|?
mientras que la probabilidad de medir 1 es

Pr= (1) = [b]*.

Como los dos posibles resultados al medir en la base computacional son |0) y |1), con

autovalores 0 y 1 respectivamente, se establece asi la condicién de normalizacién |a]2 +
2

b” = 1.



Es importante definir el concepto de fase global, ya que es clave a la hora de trabajar con

puertas cuanticas.

Definicién 1.3 (Fase Global). Se considera una fase global a una constante C' € C con

|C'| = 1 que multiplica al estado del qubit.

Proposicion 1.1. Una fase global es fisicamente irrelevante, es decir, no afecta a las pro-
babilidades de obtener cada valor propio. En lenguaje matematico, dado |¢) = Z?:l cjlaj)
y C € C con |C| =1, P(a;) es igual para |1) que para C'|i)).

Demostracion. Para |i):
Plai) = |eil”

Para C |¢):
P(ai) = (@il Cl)* = |CP{asly)) P = |CPleil = |eif”

Esfera de Bloch

Proposicion 1.2. Un qubit |¢) se puede expresar de la siguiente manera en coordenadas
esféricas:

W) = cos(0/2) |0) + sen(0/2)e™® |1)

de forma que solo se han de especificar los angulos polar 6 € [0, 7] y azimutal ¢ € [0, 27]

para cada estado.

Demostracion. Sea 1) = a|0) + b|1). Un estado queda descrito por dos nimeros comple-
jos a y b, o equivalentemente, cuatro nimeros reales. Sin embargo, debido a que solo la
diferencia relativa de fases entre a y b es relevante a la hora de realizar una observacién
(Proposicién , los grados de libertad se reducen a tres, de forma que a = r, y b = rpe'®,
Ta,7p € RT, ¢ € [0,27]. De esta manera y sin pérdida de generalidad se supone que a es

real para simplificar los célculos.
A continuacion se impone la condicién de normalizacion, es decir, ||¢|” = (¥|¢) = 1, por

lo que se llega a la siguiente expresion

() = (a* (0] + 0" (1])(a|0) +-b|1)) = a*a + "0 = |al* + [b]* = L.

En coordenadas cartesianas esta expresién se convierte en 72 + rg.

Se define por conveniencia 6/2 como en la Figura (1} de tal forma que 6 € [0, 7]. El arco
es la circunferencia r2 + 7‘% = 1, donde 74,7, > 0. Asi, por trigonometria, cos(6/2) = rq y
sen(6/2) =1y y el qubit queda descrito por |¥) = cos(0/2) |0) + sen(6/2)e'® |1). O

Asi, el estado |0) corresponde con 6 = 0, es decir, el polo norte de la esfera. El estado |1)



Ty

Ta

Figura 1: Arco de circunferencia de radio 1 con ejes rq y 7p.

corresponde con el angulo § = 7, es decir, el polo sur. En la Figura [2] se representan los

dos estados en la esfera de Bloch.

o o

\
Y g;/ y

1) 1)
Figura 2: Representacion en la esfera de Bloch de los estados |0) y |1).

Esta representacion resulta efectiva para visualizar un qubit, pero resulta menos adecuada
para la representacion de sistemas compuestos por miiltiples qubits que se encuentran

entrelazados.

1.2. Sistemas de N Qubits

Para implementar algoritmos es necesario contar con sistemas de méas de un qubit. De
forma genérica, cuando se tienen N qubits, se trabajard con un espacio de Hilbert de

dimension n = 2V,

Nota 1.4. La formalizacion de los conceptos matemdticos se encuentra en el Apéndice.
Se intenta evitar sobrecargar de conceptos no esenciales para el objetivo del trabajo. Se
supone ademds familiaridad con los conceptos de mecdnica cudntica, ya que un sistema de

N qubits es andlogo a la descripcion de un sistema de N particulas de espin 1/2.

Los espacios de Hilbert de mayor dimensién, pero finita, se pueden construir a partir del

producto tensorial de dos espacios de Hilbert de menor dimensién.
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Sistemas de N = 2 Qubits

Para el caso de N = 2, se trabaja con un espacio de Hilbert de dimension n = 22 = 4. A
partir de la Proposicién del Apéndice para el caso concreto n = m = 2, se obtiene una

nueva base:

1 0 0 0

0 1 0 0
0) @10) = 0) ©[1) = 1) ©[0) = Hell)=

0 0 1 0

0 0 0 1

Nota 1.5. Se usa indistintamente la notacion |11) ® [1h2) = |¢112) salvo que esta notacion

lleve a confusion. En ese caso se indicard.

Sistemas de N Qubits

Trabajar con sistemas de N qubits requiere extender de forma analoga los conceptos previos
a un espacio de Hilbert de dimension 2V = n. La base computacional se extiende de igual
forma que para el caso N = 2. En este caso no es comodo trabajar con kets [1112 ... 1y,),
si no que los estados de la base se nombran por el nimero decimal que corresponde al

nimero binario 11 ... 1,, donde el bit mas significativo es ;.

Nota 1.6. Se recuerda que la notacion para espacios de Hilbert de dimension n que repre-

senten un sistema de qubits es H,,, donde el subindice se omite en caso de n = 1.

De esta manera se obtiene una base
0), 1), 12" — 1)

que se asocia a la base canonica de C™ de forma que e; = |[i — 1) con i =1,...,n.

Tras medir un qubit, el sistema no colapsa totalmente, sino parcialmente. La siguiente

Proposicién formaliza este concepto:

Proposicién 1.3. Sea > " | = a;|i) un estado genérico de un sistema de N qubits en ,,.

Entonces:

» Si al medir el qubit j con j = 1,...,n se obtiene |0), el qubit se mantiene en el estado

Zlejo a|l)
\/ ZZGJ() |al’2

con Jy = {|¢1¢2...¢¥yn) € Hp: ¢0; = 0}. La probabilidad de medir |0) es

Dl

ledo

11



= Si al medir el qubit j con j = 1,...,n se obtiene |1), el qubit se mantiene en el estado

ElEJl aj |l>
\/ ZZEJl |al’2

con Ji = {|[¢1¢2...¥,) € Hy: 1pj = 1}. La probabilidad de medir |1) es

> lal.

leJy

1.3. Propiedades de los Qubits
Superposiciéon de Estados

La superposiciéon de estados es la propiedad que diferencia principalmente a los qubits
de los bits. Mientras que un bit se halla en el estado 0 o en el estado 1, un qubit puede

hallarse en una superposicién entre los dos estados.

De forma genérica, un sistema de N qubits se halla en el estado superpuesto

> =aili)

=1

con la restriccion S0 = |a;|?.

Entrelazamiento Cuantico

Se distinguen dos tipos de estado cuando N > 1:

Definicién 1.4 (Estado producto). Dado un espacio de Hilbert de dimensién n = 2V > 1,
un ket [¢) se dice estado producto si existen |11) y |12) tal que [) = |11) ® |12).

Definicién 1.5 (Estado entrelazado). Dado un espacio de Hilbert de dimensién n > 1, un

ket |1) es un estado entrelazado si no es un estado producto.

Ejemplo 1.1. Dado H,, los estados de la base computacional son estados producto. Por
ejemplo si N = 2:
0) = 10) ©0)

Ejemplo 1.2. Uno de los ejemplos més simples de un estado entrelazado de dos qubits es

el estado de Bell |¥T), que se define como:
1

V2

Para ver que el estado de Bell es un estado entrelazado se prueba que no es un estado

[ty = —(|00) + [11)).

producto. Se supone, por reducciéon al absurdo, que |¥') se puede expresar como un

producto tensorial de dos estados:

12



[UH) = (a]0) +b|1)) @ (¢[0) + d[1)) = ac|00) + ad |01) + be |10) + bd |11)

siendo a, b, c,d € C.

Igualando las dos ecuaciones, se deduce que ad = 0 y que bc = 0. Asi, si se emplea la
segunda igualdad, se tiene que b = 0 o ¢ = 0. En cualquier caso se halla una contradiccién
puesto que no se puede obtener [¥1) bajo estas condiciones. Se prueba asi que |[¥™) no es

un estado producto y si es un estado entrelazado.

Es importante observar que en este estado |UT), si se realiza una medicién en uno de los
qubits y se obtiene, por ejemplo, el autovalor de |0), inmediatamente se conoce que el otro

qubit también colapsara en el estado |0), independientemente de la distancia entre ellos.

Existen otros tres estados de Bell que forman una base del espacio de Hilbert de dos qubits.

Son los siguientes:

) = %uom — ),
o+) = \}§<|01> + [10)),
[®) = ——(Jo1) — [10)).

2

5

En términos de computaciéon cuantica, la propiedad de entrelazamiento de estados cuan-
ticos es una de las mas importantes a la hora de construir circuitos que implementen
algoritmos. En un estado entrelazado se conocen los posibles estados en los que colap-
sara la funcion de onda tras haber realizado una medicion. Asi, se pueden implementar
algoritmos que estén programados para depender tinicamente de los resultados de cada

medicion.

Teleportaciéon Cuantica

La teleportacioén cuantica de un estado consiste en trasladar el estado de partida de un
qubit a otro con el que esté entrelazado por operaciones previas. Los detalles se dan en el

Capitulo [6] ya que hay que familiarizarse con el Modelo de Circuitos.

1.4. Criterios de DiVincenzo para Computacion Cuantica

Los criterios de DiVincenzo son una serie de requerimientos propuestos por David P. Di-
Vincenzo para que un sistema fisico pueda implementar un ordenador cuantico [5]. Son los

siguientes:

1. Un sistema fisico escalable con qubits bien caracterizados.

2. La capacidad para inicializar el estado de los qubits en un estado concreto.

13



3. Tiempos de decoherencia lo suficientemente prolongados.

4. Un conjunto universal de puertas cuénticas.

5. Una forma de medir el estado de los qubits.
A la hora de disenar un qubit y poder manipularlo, es necesario tener unos niveles de
energia diferenciados de tal forma que al aplicar un pulso para modificar su estado no
quepa la posibilidad de saltar a otro nivel de energia. Véase, por ejemplo, el caso de un
oscilador armoénico simple, con niveles de energia equiespaciados. La diferencia de energia

entre niveles consecutivos n y n + 1 es por tanto la misma para cada n € N. Esto dificulta

mantener el qubit entre los dos niveles usados como [0) y |1).

1.5. Tipos de Qubits

Se listan a continuacién diferentes tipos de qubits que emplean diversos fenémenos fisicos

como fundamento de su funcionamiento [6].

= Qubits Superconductores: Basados en la superconductividad. Ejemplos incluyen

los transmones (qubits de carga), qubits de flujo y qubits de fase.

= Qubits de Iones Atrapados: Utilizan los estados de espin de iones individuales

atrapados.

= Qubits Semiconductores: Se basan en los estados de espin electronico de electrones

confinados en puntos cuénticos semiconductores [7].

= Qubits Topolbgicos: Fundamentados en las propiedades topolégicas de materiales,

como las propiedades no locales de los fermiones de Majorana.

= Qubits Fotonicos: Basados en propiedades cuanticas de la luz, como la polarizacién,

se manipulan con componentes 6pticos como divisores de haz y detectores.

14



2. Sistemas Armoénicos y Anarmonicos

Para comprender plenamente el funcionamiento de los transmones y su representacion a
través del Hamiltoniano, es esencial abordar la nocién de sistemas armoénicos y anarmoéni-
cos. Estos sistemas mecanicos que serédn expuestos sirven para ilustrar mediante analogias

el funcionamiento de los transmones.

Nota 2.1. En el Apéndice[B se recuerdan los conceptos de Mecdnica Cldsica empleados en

este Capitulo.

2.1. Mecanica Clasica
Oscilador Armoénico Simple

Sistema Masa-Resorte

Como ejemplo de Oscilador Armoénico Simple (OAS) se escoge una masa puntual m sujeta
a un muelle de constante eléstica k sin estar sometida a ninguna fuerza externa como en
la Figura [3] El sistema es unidimensional. De esta manera, se obtiene el Lagrangiano L,
siendo x la distancia al punto de equilibrio

Lo 1. 9

E(a:,x):T—U:§mx —ikx ,

de donde se derivan las ecuaciones del movimiento

d <a£>—a£—md&+kx—0.

dt \ 0% ox
La ecuacién del movimiento se puede expresar como # = —w?x donde se define la frecuencia
2k .
angular w* = > en el espacio de fases.
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Figura 3: Representacion esquemdtica del sistema a considerar como ejemplo de OAS. El
muelle tiene constante eldstica k y estd unida a una masa m.

El Hamiltoniano del sistema es

2
1
Hiw,p) = 5 + ska’,

donde p = g—é es el momento lineal o momento conjugado de la variable x. De las ecuaciones
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de Hamilton (Ecuacion |B.1)) se recuperan las siguientes relaciones

z={x,H} = % y p={p,H} = —k=x.

Circuito LC

Otro ejemplo de comportamiento armoénico es el de un circuito LC. Un circuito LC esta
compuesto por una induccion (L) (como una bobina) y un condensador (C). Su funciona-
miento se basa en la capacidad de almacenar energia en dos formas diferentes. Cuando se
conecta un circuito LC en serie y se carga inicialmente con energia, el sistema entra en un
ciclo de oscilacién armoénica, conocido como oscilacién LC. El circuito LC se representa en
la Figura [l La corriente fluye de un componente al otro, alternando entre la bobina y el
condensador. Durante este proceso, la energia se transfiere repetidamente entre el campo
magnético de la bobina y el campo eléctrico del condensador, generando una corriente
oscilante que fluctia sinusoidalmente a una frecuencia caracteristica determinada por la

inductancia y la capacitancia del circuito.

Figura 4: Representacion esquemdtica de un circuito LC.

El Lagrangiano se puede expresar de la siguiente manera:

. . 2
‘C(QaQ) = %LQz - %%a

donde L es la inductancia del circuito, C es la capacitancia del condensador y @ es la
carga almacenada en el condensador. La primera parte de la ecuacién corresponde con la
energia de la induccién, mientras que la segunda corresponde a la energia del condensador.
La ecuacién del movimiento es:

Q = _w2Q7

donde se define la frecuencia angular como w? = %

Si se tiene en cuenta que ¢ = LI, donde ¢ es el flujo magnético generado por una corriente

I alrededor del circuito, se llega a que Q = —1I. Se concluye que QL = —¢.

De esta manera se obtiene el Hamiltoniano en funcién de la carga () y su momento conju-

gado ¢:

2 2
HQ) = ot o
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con {Q, ¢} =1.

Sistemas Anarmoénicos

Péndulo Simple

En esta seccion se exponen brevemente las ecuaciones del movimiento de un péndulo simple
unidimensional de masa m, longitud [ y siendo # el angulo que se forma con la vertical
como el de la Figura [5] Se trata de uno de los ejemplos més simples de movimientos no
armonicos, pero es suficiente para el propésito de ilustrar més adelante el comportamiento

de los transmones.

Figura 5: Representacion esquemdtica de un péndulo simple.
El Lagrangiano del sistema es el siguiente:
; [y
L£(6,0) = §ml 0° — mgl(1 — cos(0)),
donde el potencial nulo se halla cuando # = 0. La ecuacién del movimiento es la siguiente:

6= —% sin(6).

El momento conjugado de 6 se expresa de la siguiente forma:

oL

00

Po

donde I = ml? es el momento de inercia. El Hamiltoniano se expresa:

2

O, L) = 2ml?

+ mgl(1 — cos(0))

Analisis Comparativo entre Sistemas Armoénicos y Anarmodnicos

Las ecuaciones del movimiento de un oscilador arménico son descritas por la siguiente

ecuacion diferencial:



donde x representa la posicion, & es la aceleracién, y w es la frecuencia angular. El potencial

de este sistema es cuadratico y se expresa en forma genérica como:

1
Vix) = §k:x2

Este tipo de oscilaciones corresponde a movimientos u oscilaciones armoénicas.

Por otro lado, la ecuaciéon del movimiento de un péndulo simple con las caracteristicas

previas se expresa:

b= —§ sin() = —w?sin(0),
donde 6 es el dngulo de desplazamiento, 0 es la aceleracion angular, g es la aceleracion
debido a la gravedad, y [ es la longitud del péndulo. En el caso de oscilaciones pequenas,

es correcto aproximar:

0= —%sin(G) R~ —%9

y se recupera la ecuacién del movimiento de un oscilador armoénico simple.
Cualquier otra oscilaciéon que no sea armonica se le reconoce como oscilaciéon anarménica.

La anarmonicidad se explica a partir de la diferencia de potenciales en los dos sistemas. El

potencial en el caso del péndulo es:

V(0) = mgl(1 — cos(6))
Si se toma la siguiente aproximacion:
1 — cos(f) ~ 192 - i94 + 0(6%)
2 24
se puede expresar el potencial de la siguiente manera:

1 1
V(6) ~ mgl(§92 - ﬂa‘l +0(6%)

La aproximacién cuadrética %92, representada en la Figura@ permite comprender el com-
portamiento del potencial en el régimen de pequenas oscilaciones, donde el sistema se
asemeja a un oscilador armoénico simple. En este contexto, el potencial cuadrético brinda
una descripcién precisa. Sin embargo, esta aproximacion pierde precision a medida que
los 4ngulos aumentan, ya que los términos de orden superior, como —21—404, toman mayor
relevancia. Por lo tanto, la aproximacién cuadratica es efectiva solo dentro de un rango
limitado de dngulos pequeiios y debe reemplazarse por una descripcién mas completa del
potencial en casos de oscilaciones angulares més amplias. Por esta razén en el espacio de
fases, las trayectorias no son elipticas cuando las condiciones iniciales no se encuentran

dentro del marco de la aproximaciéon cuadrética de &ngulos pequenos.
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Aproximaciéon Cuadrética del Potencial del Péndulo
4

x (rad)

Figura 6: Aprozimacion cuadrdtica de 1 — cos(x) en torno a x = 0.
En la Figura [7] se muestran distintas trayectorias en el espacio de fases de un oscilador
armoénico simple. Se observan trayectorias elipticas.

Espacio de Fases del Movimiento Arménico Simple
6 [ [ [ [ [

Velocidad (v) (m/s)

_6 | | | | |
—6 —4 -2 0 2 4 6
Posicién (x) (m)

Figura 7: Representacion de diversas trayectorias en el espacio de fases de un oscilador
armonico simple.

En la Figura [§] se observa que las trayectorias no son elipticas a medida que el angulo 6

crece por encima del régimen de pequenas oscilaciones.

Nota 2.2. La Figura[§ es una resolucion numeérica de la ecuacion del péndulo simple, por

ello no se aprecia una linea sino puntos que corresponden a una particion temporal.
Asi quedan senaladas las diferencias en cuanto a un movimiento oscilatorio armoénico y no

19



Espacio de Fases del Péndulo Simple

FOTA R Ll ¥ .

wn PR o, Bl
~— o ot * o ase Boete a,. "ot
A < ‘et
= R .
= B ol B
s )
N—
~
>
N—
—
<
= 0
o0
2
e,
<
i
g -5 |
'~y
—
(<5} M .,"" s qeqee **” «
> M case?te
T:owg o
| | |

Angulo (0) (rad)

Figura 8: Representacion de diversas trayectorias en el espacio de fases de un oscilador
armodnico simple. Se ha realizado resolviendo la ecuacion diferencial por métodos numéricos
para diferentes condiciones iniciales.

armonico, que se deben a diferencias en el potencial (cuadrético debido a fuerzas de Hook
en el caso armonico). Estas diferencias son importantes de comprender para avanzar al

caso cuéntico y posteriormente comprender el funcionamiento del transmon.

2.2. Mecanica Cuantica

A continuacion se exploran las diferencias entre los sistemas armoénicos y anarmoénicos en
el caso cuantico. La diferencia esencial se halla en la distribucién de los niveles de energia.
Cuanto més se aproximen los sistemas a la armonicidad, mayor seré la uniformidad en la

distribucién de sus niveles energéticos.

Oscilador Armoénico Cuantico

Se describe a continuacién el caso cuantico para un oscilador armoénico consistente una

particula de masa m en un potencial arménico de constante k,

1
Vix) = §k::z2

de forma que el Hamiltoniano se escribe de la siguiente manera:
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. Para mas informacion se remite a |2].
La ecuacion de Schrodinger unidimensional para la funcion de onda ¢ (z) es:

1 d*(a)

1
—o S 4 k(o) = By(e),

donde A es la constante reducida de Planck, F es la energia total, y = es la coordenada

espacial.

Las soluciones a esta ecuaciéon son funciones de Hermite, y los niveles de energia del osci-

lador arménico cuantico estan cuantizados de la siguiente manera:

1
donde n es un nimero cuantico que toma valores enteros no negativos, y w = \/% es la

frecuencia angular del oscilador. Los primeros niveles se representan en la Figura [0

Nota 2.3. Los desarrollos y resolucion de las ecuaciones diferenciales no son relevantes.

Lo importante es conocer la distribucion equiespaciada de los niveles de energia.

Las funciones de onda del oscilador armonico cuantico son:

1 mw\ /4 _mws? [miw
'IIZ)n(.I) = \/ZTTLI (E) e 2h Hn < hfﬂ) 5

donde H,(x) son los polinomios de Hermite.

Estas soluciones describen los estados estacionarios del oscilador arménico cuantico y son

ortogonales entre si.

Es comtn introducir los operadores de subida (a') y bajada (a), que no son hermiticos
puesto que no son observables, pero son ttiles en el formalismo del oscilador armoénico

cuantico:

[mw 1
S e (x_ip)_
2h mw

Si se denota |n) al vector propio normalizado asociado al nivel de energia E,,, la accion de

estos operadores es:

aln) =+vnln—1)
a'lny =vn+1|n+1).

El Hamiltoniano del oscilador armoénico se expresa en términos de estos operadores como:
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Niveles de Energia del Oscilador Arménico Cuédntico

Energfa (£)

n =4
n=3
n =2
n=1
n=>0

Figura 9: Primeros niveles de energia de un oscilador armdnico

el potencial del sistema.

Posicién (x)

1
thw(aTa—FQ),

cudntico superpuestos con

donde a'a es el operador que cuenta el nimero de excitaciones en el sistema. El conmutador

entre a y al es

Circuito LC Cuantico

[a,al] = 1.

El Hamiltoniano de un circuito LC cuéntico se describe de la siguiente forma

de manera analoga al sistema clésico.

Q2 (i)2

20 2L

Como se mencion6 anteriormente en el contexto de la mecanica clasica, se destacd que

este Hamiltoniano representa un oscilador armoénico simple. Por lo tanto, al realizar la

transiciéon al caso cuéntico, es posible emplear las ecuaciones previamente presentadas

para el oscilador arménico cuantico. Para ello es necesario identificar los operadores y las

constantes con sus andlogos en el circuito LC.
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Se concluye entonces que los niveles de energia estédn equispaciados y vienen dados por la

Ecuacion , siendo w? = % la frecuencia angular tal y como se defini6 en el caso clasico.

Péndulo Cuantico

Como se discuti6 en el contexto clasico previo, el sistema de péndulo unidimensional difiere
fundamentalmente de un oscilador arménico simple, pero en ciertas condiciones se puede
aproximar. Esta diferencia conduce a un comportamiento distintivo al dar el salto al mundo
cuéntico, dandose niveles de energia no equiespaciados, una caracteristica intrinseca que
esta directamente relacionada con el grado de desviacidn respecto a la armonicidad en el

sistema.

El Hamiltoniano en este caso concreto, con mismos parametros que el caso previo, se basa

en el ya expuesto, teniendo en cuenta la relacion L = Iw, siendo L el momento angular [8]:

_ L 4 j
H = 2leL + mgl(1 — cos(0)). (2)

La ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo es la siguiente

R? d?

~ 52 12 +mgl(1 —cos(9))| ¥ (6) = Ev(0),

con la condicion de contorno:

B(8) = (0 + 2n).

Es habitual escribir el Hamiltoniano en términos del momento de inercia I y la frecuencia

angular w, por lo que la ecuacién de Schrodinger se escribe ast:
—— —— + Tw?(1 — cos(9)) | ¥(0) = Ey(h).

Proposicion 2.1. La ecuacion de Schrodinger del péndulo cuéntico se puede expresar de
la forma:
%y
2 + (a — 2qcos(2z))y = 0.
Demostracion. Se toma el cambio de variable

0 =
z2=—4 =
2 2
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de forma que ¥(0) = y(z(#)). Por la regla de la cadena:

Py d (dydz\ _ dPy (dz\? _1d%
do2 — do \dzdfd )  dz2 \do T 4dz2’

donde se tuvo en cuenta que
d*z
dp?

Se puede reorganizar entonces la ecuaciéon de la forma requerida, donde se definen por

_ (2w’
=\

B

= 0.

tanto los siguientes parametros:

Nota 2.4. La nueva funcion y(z) tiene periodicidad de 7.

Se tiene una ecuacion de Mathieu. Lo relevante para el trabajo no son las funciones de
onda, sino los autovalores de la energia. Fijado q real, y teniendo en cuenta la periodicidad
de la funcioén, existen infinitos nimeros caracteristicos a,(q) v bn(q) que juegan el papel

de a. Las soluciones vienen dadas también por las funciones de Mathieu de primer orden.

El pardmetro ¢ es un ntimero real que engloba las caracteristicas del péndulo:

<2Iw>2 4m2l3g
q: —_— = .

h h?

Para entender el comportamiento de ¢, se supone que tanto la masa m como la gravedad
g son constantes, y que lo que varia es la longitud [ del péndulo. Por la dependencia de I,

crece més rapido I de lo que decrece w y viceversa. Se pueden estudiar dos limites:

= Kl limite ¢ >> 1 implica que el radio crece méas rapidamente de lo que decrece la
frecuencia, suponiendo m constante. Es decir, el angulo 6 decrece para ajustarse a

los pardmetros. Se observa mayor armonicidad a medida que g crece.
= Si g — 0, ocurre el caso opuesto. El péndulo se comporta como un rotor.
En la Figura [I0] se representan los primeros niveles de energia en funciéon de ¢. A medida

que q crece, se observa que los niveles de energia tienden a los del oscilador armoénico

cuéntico.
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Niveles de Energia en funcién de ¢

10 T T
2
~ 31 N
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N
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g 2+ R
S
=

0

Figura 10: Primeros niveles de energia desde n = 0 hasta n = 5 del péndulo cudntico en
funcion de q.

Nota 2.5. Las grdficas han sido realizadas con el paquete [@ que hallan numéricamente

las soluciones de la ecuaciones de Mathieu en Matlab.
Una vez analizados los niveles de energia de sistemas anarmoénicos, se pasa a comprender

la superconductividad en el Capitulo [3] el fenémeno fisico en el que se basan los qubits

superconductores.
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3. Superconductividad

Cuando ciertos materiales son enfriados a temperaturas lo suficientemente bajas (en el
rango de unidades de Kelvin), la resistividad del material se hace cero |10]. Este fen6meno,
llamado superconductividad, fue descubierto a principios del siglo XX. La resistividad
p nula de estos materiales implica que las corrientes eléctricas circulan sin atenuar duran-
te largos periodos, con estimaciones de mas de 100,000 anos [11]. Experimentalmente se
ha observado corrientes superconductoras que han persistido durante méas de 1 afio hasta
finalizar el experimento. La necesidad de bajas temperaturas para observar este compor-
tamiento implica que existe una temperatura critica, que depende del material, a partir de

la cual no se observa superconductividad.

Sin embargo, la superconductividad no se explica tinicamente desde el punto de vista de
nula resistividad, sino que estos materiales exhiben propiedades diamagnéticas, es decir,
repelen y expulsan los campos magnéticos B en el interior del material. Una conductividad
o perfecta no implica que el campo magnético sea nulo [11]. Este fenomeno es conocido

como efecto Meissner.

Por tanto, la superconductividad de un material concreto se resume en dos propiedades:

1. Conductividad perfecta, o equivalentemente, resistividad p nula dentro del material.

2. Diamagnetismo perfecto, es decir, la repulsion de los campos magnéticos dentro del

material.

Por lo general estos dos fenémenos definen un régimen superconductor, aunque las condi-
ciones para observar tal comportamiento varian segtin el material. Ejemplos de materiales

superconductores son metales como el aluminio, el mercurio, el plomo o el estano.

El objetivo de esta seccién es justificar el origen de la superconductividad y los resultados
que se emplean a la hora de estudiar el funcionamiento de los transmones. Lo esencial
acerca de la superconductividad para entender el funcionamiento de un transmoén son los

dos siguientes fenémenos:

1. Las particulas responsables de la corriente superconductora son los pares de Cooper,

con carga eléctrica —2e.

2. El flujo magnético ¢ que atraviesa un material superconductor esta cuantizado.

3.1. Condiciones para la Superconductividad

El régimen superconductor ocurre bajo ciertas condiciones de temperatura y campo mag-
nético externo. Existe una temperatura critica T, caracteristica de cada elemento, cuya
magnitud varia entre ~ 0K hasta 10K. Esta temperatura puede aumentar a decenas de

Kelvin para ciertos materiales compuestos.
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De igual forma existe un campo magnético critico H.(T'). En la Figura se representa

una aproximacion para la curva de H.(T).

Superconductor

T
TC

Figura 11: Representacion aprozimada de H.(T). La region delimitada por la curva indica
las condiciones de superconductividad.

Superconductores de Tipo I y de Tipo II

Existen dos tipos de superconductores segtin la respuesta al campo magnético externo

aplicado:

= Los superconductores de tipo I repelen totalmente los campos magnéticos hasta un

campo critico H,.

= Los superconductores de tipo II exhiben diamagnetismo perfecto hasta H.; < H., y
repelen parcialmente campos de mayor intensidad hasta H.o. Entre medias exhiben

un comportamiento mixto o estado de vortices.

En la Figura [12] se muesta un esquema del comportamiento de ambos tipos de supercon-

ductores.
H, a
// |
Type 1 Type I1 e :
= = !
5 5 I
=+ =+ |
| | |
|
|

Supe rcondt 1cting| Vortex
state  Normal

/ state
\_i state

|
I
H, H, H, H,

Figura 12: Magnetizacion para los superconductores de tipo I (izquierda) y tipo II (dere-
cha)[11).
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3.2. Teoria BCS

La Teoria BCS de la superconductividad fue propuesta en 1957 por Bardeen, Cooper y

Schrieffer y explica el origen de la superconductividad [10].

Nota 3.1. La exposicion completa de esta teoria requiere conocimientos de teoria cudntica
de campos, en concreto el formalismo de sequnda cuantizacion. FEs por ello que en esta

seccion se exponen unicamente de forma cualiatitiva sus resultados y consecuencias.

Pares de Cooper: Intuiciéon

En una red cristalina, el paso de un electrén deforma la red debido a la interaccién cou-
lombiana entre los iones positivos y los electrones [12]|. En la Figura se esquematiza este
hecho. El movimiento del electréon provoca una vibracion en la red. Se dice que el electrén

emite un fonoén.

Figura 13: Deformacion instantdnea de una estructura cristalina debido a la interaccion
coulombiana entre electrones e iones positivos (puntos azules)

Alrededor del electron en el instante de la deformaciéon aparece una carga neta positiva y
local, debido a la acumulacién de iones positivos alrededor del él. Un segundo electron es

atraido hacia la zona deformada. Se forma una entidad conocida como par de Cooper.

e e
° °
B A B

./C—.\./.—.

Figura 14: Representacion de un par de Cooper. Un segundo electron es atraido debido a
la deformacion de la red cristalina.

Esta atracciéon entre electrones es debido a la interaccion con la red cristalina, y es lo

suficientemente fuerte como para sobreponerse a la repulsion eléctrica entre los electrones.
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A la hora de analizar el origen del potencial atractivo se han de tener en cuenta los dos fac-
tores: la repulsién por el apantallamiento de los electrones y la atracciéon por la interacciéon

con los fonones.

Condiciones para que exista atraccion

La atraccién entre electrones se debe en realidad al principio de energia minima, por
el que todo sistema cerrado tiende en el tiempo a su estado fundamental. Es decir, la
formacion de pares de Cooper, bajo ciertas condiciones, conlleva una reduccién de ener-
gia respecto al sistema de electrones libres. Esto es una consecuencia de la distribucién

energética de fermiones y bosones.

Para estudiar el origen de la interaccion atractiva entre electrones, Cooper emple6 una
primera aproximaciéon que trata tunicamente el proceso de formacion de un solo par de
Cooper. Para ello, se supone T' = 0, por lo que, por definicién, todos los electrones se
hallan en el mar de Fermi. Se anaden al sistema dos electrones que no interacttian con el
resto, excepto por el principio de exclusiéon de Pauli. Es decir, estos dos electrones tendran
energia superior a Er. Se presupone una interacciéon atractiva entre ellos, de forma que

condensen en un estado ligado.

El objetivo es estimar la energia fundamental del nuevo sistema. El estado ligado funda-
mental serd aquel en el que el momento total se anula. Los electrones que forman un par

de Cooper tendran por tanto ntimeros de onda opuestos k y —k.

Ademas, por la suma de momentos angulares, el espin de un par de Cooper seré entero.
Por los argumentos previos, se supone que los espines son inversos, dando un espin total
S = 0 (singlete) en lugar de S = 1. Es por ello que, sin ser bosones, los pares de Cooper

tienen propiedades de este tipo de particulas:

= Los pares de Cooper se rigen por la estadistica de Bose-Einstein.

= Kl principio de exclusion de Pauli no se aplica a pares de Cooper.

En la simplificacién de este modelo, la atraccion entre los dos electrones ocurre si la energia
de ambos electrones es menor que hw,, siendo w,. la frecuencia de corte. Para més detalles
se remite a [10]. En estas condiciones Cooper demostro que la formacion del estado ligado

disminuia la energia total del sistema.

Nota 3.2. Se puede emplear una analogia para entender el origen de la interaccion si
se imagina la red cristalina como una sdbana extendida y los electrones como bolas en
movimiento sobre ella. Entonces dos bolas se atraerdn si estdn lo suficientemente cerca

debido a las deformaciones que crean en la sdbana.

Por dltimo, es importante destacar que es posible estimar la longitud de coherencia £
a partir de la teoria BCS, que es una medida de la distancia méaxima para que exista la

atraccion, o la coherencia entre electrones que forman un par de Cooper |10].
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Distribucion Estadistica de los Niveles Energéticos

Segin el modelo de Sommerfeld de electrones libres, dado un metal, los electrones ocupan
niveles energéticos acorde a la distribucion de Fermi-Dirac (Apéndice . Si dos electrones
en las condiciones anteriores se atraen para formar un par de Cooper, el nuevo estado

ligado se distribuira acorde a la estadistica de Bose-Einstein:

1

"B = 66(6_.“') — 17

donde 8 = kk%T y el potencial quimico. En este caso la energia € > pu.
Nota 3.3. Los conceptos de Fisica Estadistica y Fisica del Estado Sélido se recuerdan en

los Apéndices[( y[F}

Los pares de Cooper, por su naturaleza, se hallan en el mismo estado fundamental. Se
justifica a continuacién que existe una temperatura critica a partir de la cual no existen

bosones en el estado fundamental.

Enunciado 3.1 (Temperatura Critica). Para un gas de bosones en un volumen V, el

numero de bosones en el estado fundamental € = 0 se puede expresar tal que:

3/2
No - N [ (5
T,

donde T, es la temperatura critica a la que no existen bosones en el estado fundamental.

9

Demostracion. Se define N = Ny + N, el namero total de bosones en el sistema, donde Ny

son los que corresponden al estado fundamental con € = 0.

Como se ve en el Apéndice [E] dado un volumen V', el ntimero total de bosones N se halla

tal que:

V o0
N=d——4 k*npdk
(27)° ”/o e

donde d es la degeneracién por nivel cuéntico. Suponemos d = 1, que es el caso de los

singletes. Se puede realizar un cambio de variable:

de forma que

donde
(2m)3/261/2

4m2hR3

es la densidad de estados.
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En la aproximaciéon por integrales, los bosones con € = 0 no se tienen en cuenta en el
céalculo. En el caso de bosones ocurre que, a bajas temperaturas, tienden a condensarse en

el estado fundamental, por lo que es relevante incluirlos en el calculo.
Tomese una temperatura lo suficientemente baja como para que sea cierta la aproximacion:

1

N ~ NO — 787;1/]637' — 17

o de forma equivalente

—H
—— ~log(l+1/N)~1/N
e~ log(1+1/N) = 1/

cuando N crece. Asi

ekBT ~ 1.

Entonces, el nimero de particulas N, se puede hallar en estas condiciones como:

V(2m)3/2 o) 61/2
N, = de.
Am2p? /0 e 1"

Se realiza el cambio de variable z = Be, de forma que

V 3/2 /oo
Ne =N — Ny = ——= (2mkpT ——dx.
07 4n2p3 (2mkpT) 0 e v

Si se define T, como la temperatura a la que Ny = 0, se tiene que:

14 3/2/00
N = ——= (2mkpT, —dx.
47r27i3(mB ) 0 w10

Por tltimo, si se dividen las dos tultimas ecuaciones se llega a la igualdad:

3/2
No= N [ (5
T,

Intervalo de energia prohibido (gap)

La formacién de los pares de Cooper, que ocurre a temperaturas por debajo de T, conlleva
una reduccién de energia con respecto al sistema de electrones libres. Esta diferencia es
conocida como energia de gap superconductor A o E,, y aumenta a medida que disminuye

la temperatura.

Como consecuencia de estos hechos los pares de Cooper condensan en un mismo estado
cuantico, denominado condensado de Bose-Einstein. Se puede expresar como una fun-
cion de onda conjunta. Este estado condensado es el responsable de la superconductividad

y de otros fenémenos como la superfluidez. El hecho de que exista un gap o salto para
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llegar al siguiente nivel de energia, implica que no se adquiera energia por friccion.

Nota 3.4. De ahora en adelante, la funcion de onda que represente los pares de Cooper

de un material superconductor serd:
i0(r
Y = v/ne' ( ),

donde n es la densidad de pares de Cooper y 0 es la fase de la onda. Representa la distri-

bucion uniforme de los pares de Cooper.

3.3. Efecto Meissner

El efecto Meissner es el nombre con el que se conoce al fenémeno de diamagnetismo per-
fecto en superconductores. Se ve a continuaciéon una justificacién de por qué ocurre este

fenémeno.

Enunciado 3.2 (Efecto Meissner). Un material en régimen superconductor en un cam-
po magnético B presenta diamagnetismo perfecto, o de forma equivalente, B = 0 en su

ntertor.

Demostracion. Se parte de la funcién de onda v que representa los pares de Cooper en el

sistema. La velocidad de una particula en un campo magnético se expresa:

1
v=—(p—qA).
—(p—qA)
En el caso de pares de Cooper ¢ = —2e. Con operadores cuénticos esta expresion se vuelve:

1
v=— (—ihV — qA).
m

Por lo que la densidad de corriente eléctrica:
. . nq
J=aptvy =" (VO —qA).

Se toma el rotacional a ambos lados de la ecuacion:

m

Vxj= B,
donde se tuvo en cuenta que B = V x A y que el rotacional del gradiente de un campo

escalar es nulo. Esta ecuaciéon es denominada ecuacién de London.

Ahora, se toma el rotacional a ambos lados de la ley de Ampére en caso estacionario:

an B

VxVxB=V(V-B)-V?B=-V?B=u,Vxj=pu

Se supone que B es uniforme en el interior del material. Esto implica que B = 0, puesto

que dado ¢ un campo vectorial constante, se tiene que g—ﬁ = 0, siendo r una direccién
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Figura 15: Representacion esquemdtica del efecto Meissner, las lineas representan B ex-

terno .

arbitraria. Por tanto se concluye asi la demostracion, ya que la tinica solucién constante

que cumple tal condicién es B = 0.

O

El efecto Meissner implica que j es nula, por lo que entraria en contradicciéon con el
fenémeno de la superconductividad. Realmente el campo magnético externo no es nulo en

la superficie del material, sino que decae exponencialmente a medida que se interna.

Definiciéon 3.1 (Longitud de penetracion). Se define la longitud de penetracion Az, como
la distancia desde la superficie a la que el campo magnético externo decae por un factor
de 1/e.

Enunciado 3.3. Se puede estimar la longitud de penetracion en un material de densidad

1/2
€eom
ng

de pares de Cooper n como:

si se postula que 3 = NO_)}LA .

Demostracion. Se aplica el rotacional a ambos lados del postulado:

V xj= B,

HOAL

y se compara con la ecuaciéon de London. Se concluye que:
com\ ! /2
)\L == — .
nq

En general, Ay, es del orden de 10 %m.
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3.4. Cuantizacién del Flujo Magnético en un Anillo Superconductor

El flujo magnético a través de una superficie S se define como:

c;S:/SB-ds.

Definiciéon 3.2 (Fluxoide). Se define el cuanto de flujo o fluxoide como:

hoo 2,07 x 107 Tm?,

¢0:2?

Para un material en régimen superconductor, el flujo magnético que lo atraviesa esta
cuantizado en miultiplos de fluxoide. Si la forma concreta del material no tiene aberturas,

el flujo magnético sera nulo puesto que en su interior el campo magnético también lo es.

Nota 3.5. Cuando se habla de flujo magnético a través de un volumen, se entiende que
se toma una superficie que cubre la abertura en concreto. Es un ejemplo representativo el

caso de un anillo como en la Figura[If con la superficie que delimita el camino cerrado C.

YZULNS

Figura 16: Flujo magnético a través de un anillo superconductor [11|].

Enunciado 3.4. Dado un material en régimen superconductor, el flujo magnético que
atraviesa la superficie delimitada por un camino cerrado C en el interior del material estd

cuantizado en mailtiplos de ¢g.

Demostracion. Para justificarlo se toma el caso no trivial, de forma que se supone que la
superficie tiene una abertura en la que existe B. Sea C un camino cerrado en el interior
del material que delimite tal superficie. En concreto, siempre se puede tomar un camino lo
suficientemente lejos de la superficie como para que B sea nulo a lo largo de C, por lo que

J superconductora es también nula.

Sea 1 la funcion de onda que representa los pares de Cooper. Se parte de la ecuacion de

densidad de corriente:

) . n
J=qy vwzgq(hve—qA):O.

Esta igualdad implica que:
hAVO = qA.
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Se integra a lo largo de C cada lado de la ecuacion. Si se integra en el lado izquierdo, por
la Proposicion [AZ7}
fhve cdl = h(By — 0y).
C

La fase ha de ser la misma en el mismo punto ya que 1) representa un estado fisico. Por
tanto:
0y — 01 =27N N € Z.

Si se integra a la derecha, por el Teorema de Stokes:

féqA-dl:q//S(VxA)-dS,

siendo S la superficie cuyo borde es C. Pero B =V x A, por lo que:

q//S(VxA)-dS:q//SB-dS:ng.

Se cumple por tanto que:

2wh
- NTE
¢ q

donde g = 2e. Teniendo en cuenta la definicién de fluxoide se concluye que:

¢:N¢07
con N € Z. O

Nota 3.6. El flujo magnético ¢ tiene en cuenta tanto campos magnéticos externos Gegt

como el que se crea a partir de la corriente superconductora ¢pgsc. Ast, se tiene que:

¢ = Pext + PsC-

El flujo externo no estd sujeto a ninguna restriccion, por lo que el flujo psc ha de ajustarse
para que ¢ sea cuantizado. En general, por la ley de Biot-Savart, el campo B generado por

una corriente I dependerd tanto de I como de la distancia al punto donde se mide B.

Nota 3.7. La cuantizacion de flujo se da para todo tipo de forma. Es comin en los dispositi-

v0s superconductores que constituyen un transmon que tengan forma circular o rectangular.

Nota 3.8. Como se wverd posteriormente, a la hora de trabajar con dispositivos super-
conductores existirdn barreras que dividirdn el material superconductor. Esto afectard a la

cuantizacion de flujo magnético, que ya no serd un multiplo de ¢q.

3.5. Conclusiones Principales de la Superconductividad

Los resultados méas importantes a la hora de entender el funcionamiento de un transmoén

son los siguientes:
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A temperaturas lo suficientemente bajas, ciertos metales experimentan conductividad

perfecta y diamagnetismo perfecto.

Los portadores de carga de la corriente superconductora son los pares de Cooper: son

parejas de electrones en estados ligados, cuya carga es —2e.

Los pares de Cooper forman un estado condensado que se puede expresar como una

funcién de onda conjunta que engloba a todos ellos.
En un material superconductor las corrientes fluyen cerca de la superficie.

El flujo magnético que atraviesa una abertura de un material superconductor esta

cuantizado.
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4. Unién Josephson y SQUID

Las uniones Josephson y los SQUID’s son dispositivos superconductores que son la base

del funcionamiento de qubits superconductores como el transmon.

4.1. Unién Josephson

La unién Josephson es un componente fundamental en la electréonica cuantica de super-
conductores. Son estructuras formadas por dos superconductores que no estan conectados
directamente entre si, sino a través de una barrera. Esa conexién débil entre los dos elec-

trodos puede ser mediante un aislante, una barrera fisica, otro superconductor, o un metal.

Nota 4.1. De aqui en adelante se supondrd que los dos superconductores estdn separados

por un aislante.

El objetivo es que la corriente pueda fluir a pesar de ese aislante, por lo que la barrera ha
de ajustarse a ese propésito. Distintos materiales pueden cumplir las funciones de aislante
y superconductor. En el contexto de computaciéon cuantica, generalmente se utiliza una
combinacién de aluminio como superconductor y una capa de 6xido de aluminio como
aislante. Esta capa actiia como una barrera a la corriente eléctrica, pero permite el flujo
de pares de Cooper por efecto tunel. En la Figura [17] se representa una unién Josephson

en dos dimensiones.

SCy

SCy Barrera

Figura 17: Representacion esquemdtica de una union Josephson entre dos superconductores
SCy y SCy en dos dimensiones con vista en planta.

Efecto Josephson Continuo

En la Figura|1§| se representa una unién Josephson como elemento de un circuito.

+

Figura 18: Representacion de una Union Josephson en un circuito.

El objetivo es derivar unas ecuaciones que describan el comportamiento de una unién

Josepshon. Este sistema cuéntico se modela como dos zonas separadas por un potencial
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que tiende a infinito que representa el aislante. El material aislante es una capa fina que
permite el paso de pares de Cooper por efecto tinel. Se parte de la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo que, para cada regiéon ¢ = 1, 2, se formula de la siguiente manera,

tras haber incorporado una constante de acoplamiento T, que posee unidades de frecuencia:

iha(;/: — W4 con i,j = {1,2},i # j. (3)
i i Barrera
0, T,y
71 @

Figura 19: Funciones de onda con distribucion uniforme de los pares de Cooper en cada
zona. Es una simplificacion unidimensional. La zona de la izquierda corresponde al subin-
dice 1, mientras que la zona de la derecha corresponde al subindice 2.

La teoria BCS argumenta que los pares de Cooper en un material se pueden representar
en una funciéon macroscopica que los englobe. Si se presupone una distribucién uniforme

dentro del material, la funcién de onda se puede expresar tal que:
b = /nge”, (4)

donde n; es la densidad de pares de Cooper en la regiéon correspondiente a cada supercon-

ductor y 6 es la fase de onda.

Proposicion 4.1 (Efecto Josephson Continuo). Una unién Josephson en las condiciones

del circuito de la Figura [I8]se puede describir mediante la siguiente ecuacion:
J = J() sin(91 — 92),

donde los subindices hacen referencia a cada zona si el material superconductor es el mismo

en las dos zonas.

Demostracion. Se parte de la ecuacion de Schrodinger (Ecuacion ) y se sustituye la

funcién de onda que se ha asumido previamente en :

81/) _ 1 aTleie‘i‘i\/?ngfeie

ot 25 Ot
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. Se obtienen dos ecuaciones, una por zona de la unién Josephson:

8¢1 . 1 81’&1 i0 . 891 0 . i0
27— 101 01 _ i02.
Y Ty — 5 ot e +iy/m 5 el = —iT\/nae"?;
8¢2 . 1 8n2 1) . 692 1) . 0
Zr2 T Y102 if2 0 _ i01
g~ W = oo ¢ T iTyme

A continuacién, se define ¢ = 0; — 5 y se emplea la igualdad e’ = cos¢ + ising. Se

obtiene por tanto:

1 0 o0
N % 44 n187tl = —iT\/na2(cos ¢ — isin p);
1 0 00
5 nz% +i nga—i = —iT\/ni(cos p +isinp).
Si se iguala la parte real de cada ecuacion:
0
% = —2T\/ning sin ¢;
Ony _ Om
o ot

Esta expresion significa que los pares de Cooper que pasan la barrera por efecto tinel van
a parar a la otra zona. Se toma también la aproximacion ny = nqi & ne, que es razonable

si el material superconductor es el mismo en las dos regiones de la unién Josephson. Si se

define J ‘9&5, se llega a la siguiente expresion:

J = Jysin p. (5)

Por otro lado, si se iguala la parte imaginaria de cada ecuacion se obtiene:

% = —-Tnjcosyp = %
ot ot’
por lo que
8(,0 . 891 602 .
a - ot ot
. Se deduce que @ es constante en el tiempo. O

Nota 4.2. La corriente Jy se define positiva porque hace referencia a una constante, pero

la direccion de la corriente J dependerd de la variacion de n; en cada terminal.

De la Ecuacién se infiere que existird una corriente J continua, que sera proporcional a
las constantes 7" (la tasa de transmision), n y sin ¢. Este fenémeno es el conocido como efec-
to Josephson continuo, ya que se obtiene una corriente continua y constante sin existir una

diferencia de potencial entre las terminales. Esto ocurre al estar los dos superconductores
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en un régimen de resistividad nula.

Efecto Josephson Alterno

En la Figura se representa un circuito con una unién Josephson en el que si existe un

voltaje externo V.

AV
A

Figura 20: Circuito superconductor con una Unidn Josephson y una bateria.

Un par de Cooper experimenta una diferencia en su energia potencial de qV = —2eV
cuando atraviesa la union Josephson, donde 2e es la carga de un par de Cooper. A la
hora de analizar el sistema se ha de tener en cuenta este hecho, considerando que la
energia potencial es —eV en una region, y eV en la otra. La diferencia de energia entre
los terminales sigue siendo —eV — eV = —2eV. Asi, de forma similar a lo hecho en el
efecto Josephson continuo, la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo para este

circuito es:

)
m% — BTy — eVay:
m%/f = KTy + V.

Proposicion 4.2 (Efecto Josephson Alterno). Una unién Josephson en las condiciones

del circuito de la Figura [20| se puede describir mediante la siguiente ecuacion:

J = Jysin <g0(0) + 22‘/15),

siendo ¢ = 01 — 0, la diferencia de fase entre las funciones de onda de cada region.
Demostracion. Se procede de forma anéloga a la demostracion del efecto Josephson con-

tinuo. Se sustituye la funciéon de onda de la Ecuacion [4] en las dos ecuaciones del efecto

Josephson alterno.

9 vV 1 oni 96: 0 &V
% = —iTy + i%wl — 3 i %ewl + Z}/nlaitlewl = —iT\/npe?? + i%\/nlelel;
9 vV 1 ‘ 96> . ‘
(;i? = —il — it — 5 — 8(;2 e iy e = il /nre™ - z‘e;j N

Se iguala la parte real de cada ecuacién, y se toma la aproximacién n; =~ no de forma
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analoga a la demostraciéon previa, y se llega a la expresion

0
£ = —4T'n; sin y;

de donde se obtiene:

J = Jypsinp,
de forma analoga a la demostracién del efecto Josephson continuo.

En la parte imaginaria aparece un nuevo término, de forma que § = 6; — 62 ya no es

constante en el tiempo.

Vv
01 = —Tnycosp+ %;
\%4
0y = —Tnycosp — %.

Por tanto:
6£ _ 2eV

ot h
La expresion explicita de ¢, cuando ¢(0) = ¢ es:

2eV

= —
® =0+ 3

Se concluye que:

2
J = Jysin <go(0) + j;t).

Ecuaciones de Josephson

El efecto Josephson continuo es un caso concreto del efecto Josephson alterno. Por ello, se
pueden resumir las ecuaciones que describen el comportamiento de una unién Josephson

en las denominadas ecuaciones de Josephson.

J = Jpsingp
o0 _ 26V
ot h

que se sintetizan en la ecuaciéon del efecto Josephson alterno:

2
J = Jpsin <<p(0) + c;;t),

Nota 4.3. Se ha de notar que se recupera la ecuacion del efecto Josephson continuo si
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V =0.
Nota 4.4. La intensidad de corriente I es proporcional a la densidad de corriente J, por
lo que es comun encontrar la ecuacion de Josephson en términos de 1:

I =1.singp,

donde 1. representa la corriente critica.

4.2. Hamiltoniano de una Unién Josephson

Para obtener el Hamiltoniano se han de tener en cuenta todas las contribuciones a la
energia. Por un lado, la unién Josephson acttia como un condensador al existir un aislante

entre las dos terminales, mientras que la inductancia contribuye a su vez a la energia total.

4.2.1. Inductancia en una Unién Josephson
Inductancia no lineal

Para un inductor se define la inductancia L mediante la siguiente expresion:

dal

— L=
v dt’

donde V es la tensiéon entre los dos extremos.

Proposiciéon 4.3. La inductancia L en una uniéon Josephson obedece la siguiente expre-

sion:
ho1 I
- 2el.cosp cosp

L(p)

Demostracion. Se parte de la Ecuacion de Josephson:

I =1.singp.

Operando mediante la regla de la cadena se tiene que:

dl - d d 2eV
= = 7 (I.sinyp) = Iccosgodff = Iccosgo%.

Despejando L de la definicién de inductancia se prueba el resultado:

h 1

Lp) = .
() 2el. cos

O

La inductancia no es lineal. Este hecho es significativo, ya que es clave a la hora de establecer

la contribucién a la energia total del sistema.
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Definicién 4.1 (Inductancia de Josephson). El parametro L se conoce como inductancia
de Josephson, y corresponde a la inductancia cuando la diferencia de fase ¢ = 0. Su

expresion es:
2el, 2nl,.

L,

Energia Inductiva

Proposicion 4.4 (Energia Inductiva). La energia almacenada por la union Josephson

debido a la inductancia se puede expresar como:
HL = _EJ COS(()D>7 (6)

donde E; = %.

Demostracion. El trabajo W necesario para mover una carga a través del circuito es V', y
por unidad de tiempo pasan I cargas. La variacién de energia entre ¢ y to es el trabajo

realizado entre esos dos instantes:

to ©2 I
ANFE= / 1Vdt = / Ic@sinnpdgo =— b (cos g — cospy) .
¢ I’ 2

L L 2

Se puede fijar t; = 0 y se concluye entonces que en un instante ¢ con diferencia de fase ¢,

la energfa inductiva se expresa tal que:
E = —FEjcos.

O

Definiciéon 4.2 (Energia de Josephson). La energia de Josephson es la energia inductiva
cuando la diferencia de fase entre las dos terminales es ¢ = 0. Su expresion es:
¢OIc

E; = .
J 2T

Se puede ver que se cumple la siguiente relacion entre la energia de Josephson Ej y la

inductancia de Josephson L ;.

Equivalencia. Se cumple la relacion:

Ejy=L;I?

4.2.2. Fuerza Electromotriz y Flujo Magnético

En un circuito clasico, el cambio en el flujo magnético provoca una diferencia de potencial.

Se cumple que:
do
V="
dt’
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de forma anéloga a la ley de Faraday.

Nota 4.5. En la ley de Faraday, V' se denomina fuerza electromotriz y se denota €. La
fuerza electromotriz es responsable de mover las cargas a través de un circuito, mientras
que en general un potencial V se define como E = —VV. La ley de Faraday se define con
un signo negativo, ya que la fuerza electromotriz es el trabajo por unidad de carga mecesario
para dar una vuelta al circuito. El signo menos hace referencia a que el campo que crea la

corriente inducida se opone al cambio en el flujo.

4.2.3. Capacitancia en una Unién Josephson

La densidad de pares de Cooper n se define como la diferencia de la densidad de pares
de Cooper entre las dos capas superconductoras separadas por la uniéon Josephson, que
pueden pasar de un terminal a otro por efecto tunel. Esta diferencia crea un potencial y

se puede hallar la energia almacenada debido a este fenémeno.

La energia almacenada entre las dos capas se puede interpretar como la que almacena un

condensador.

Nota 4.6. Es comin que al representar un circuito con una union Josephson se anada un

condensador para resaltar que existe tal fendmeno. Esta representacion se ve en la Figura

21

N
/N

Figura 21: Representacion de una union Josephson que resalta su accion como condensador.

Nota 4.7. De forma equivalente, por simplicidad, el condensador de la union Josepshon

se integra en la union Josephson y se representa como en la Figura[23

=

Figura 22: Representacion esquemdtica simplificada de una unidn Josephson que evidencia
su efecto capacitivo.

Nota 4.8. La representacion de una union Josephson de las Figuras[18, [21] y[23 son equi-
valentes. Se exponen las tres representaciones para tener en cuenta las posibles notaciones

en la literatura académica.

Proposicion 4.5 (Energia Capacitiva). La energia almacenada por la uniéon Josephson

debido a la diferencia de pares de Cooper entre terminales se puede expresar como:
H. = AEcn?, (7)
donde E¢ = % vy n es la diferencia de pares de Cooper entre los dos terminales.
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Demostracion. Para un condensador, la energia almacenada se expresa como:

1 2
P 1@

2 C
donde @ es el exceso de carga en el terminal positivo y C' la capacidad del condensador.
Teniendo en cuenta que el exceso de carga () = 2en, siendo 2e la carga de un par de

Cooper, se obtiene que esa energia es:

H— (Zen)zl
2C
Se define B, = % se obtiene:
H. = 4Ecn?.

O

Si se tienen en cuenta las dos contribuciones a la energia, Ecuaciones @ y , se llega a

que el Hamiltoniano de una unién Josephson es:

‘H(n, @) = 4Ecn® — Ej cos(p) ‘

Nota 4.9. Tanto Ec como Ej son constantes que se pueden ajustar de acuerdo a necesi-

dades concretas.

» El ajuste de Ej guarda relacion con el flujo magnético externo aplicado ¢.

= Fc depende explicitamente de la capacidad C, que se puede ajustar cambiando las

caracteristicas y dimenstones del dispositivo.

4.2.4. Analogia con el Péndulo Cuantico

Se vio en el Capitulo[2lque el péndulo cuéntico se distingufa de un oscilador armonico debido
a que su potencial no era cuadratico, pese a poder aproximarse en ciertas condiciones. Un
caso similar ocurre con las uniones Josephson, ya que la energia asociada al fenémeno
inductivo depende de cos(p). De esta manera se puede establecer una analogia entre el

funcionamiento de una unién Josephson y un péndulo cuéntico.

Se recuerda la Ecuacion (2):

H= L? + mgl(1 — cos(6)).

2ml?

Asi se hace corresponder el operador 6 con la fase ¢, mientras que al operador L le corres-

ponde la densidad de pares de Cooper n. Por tanto se puede intuir el funcionamiento de
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una unién Josephson a partir de esta analogia, y la anarmonicidad en los niveles de energia

de aquellos sistemas cuénticos que se basen en estos dispositivos, como los transmones.

4.2.5. Diferencia de Fase Invariante Gauge

La diferencia de fase ¢ no tiene en cuenta el efecto de campos magnéticos. Es por ello que

es necesario redefinir la diferencia de fase para tener en cuenta ese factor.

Definicién 4.3. Se define la nueva diferencia de fase § como:

2
0= —/A-ds,
4 %o

donde la integral es a lo largo del enlace entre los dos electrodos.

Se ha de tener en cuenta esta nueva definiciéon a la hora de introducir campos magnéticos
externos. Se puede ver que las ecuaciones de Josephson tienen una expresiéon andloga en
funcion de § [10]:

J = Jo sin d
@ _ 2eV
ot h
El Hamiltoniano se escribe entonces:
H(n,d) = 4Ecn? — Ejcos(6) (8)

4.2.6. Lagrangiano de una Unién Josephson

Se ha derivado el Hamiltoniano a partir de las contribuciones a la energia total del sistema.
En general, se parte del Lagrangiano para hallar el Hamiltoniano. Sin embargo, en este
caso es mas ilustrativo hallar la energia total mediante las distintas contribuciones. A pesar
de haber hallado el Hamiltoniano, es necesario analizar las coordenadas generalizadas y sus
momentos para poder establecer relaciones entre ellos a la hora de tratar el caso cuantico

con operadores.

Proposicion 4.6. El Lagrangiano de una unién Josephson se escribe, en funcion de ¢, de

la siguiente forma:

_ C¢ IC¢0
2 + 2

2rg
%o

El primer término hace referencia a la energia cinética, mientras que el segundo a la energia

L

cos (

).

potencial. Es importante ademas hallar el momento conjugado de ¢, para tener claro las

relaciones entre las variables cuando se pase al caso cuantico.

Proposiciéon 4.7. El momento conjugado de ¢ tiene la siguiente expresion:
Py = Q,
donde @ es la diferencia de carga entre las dos terminales.
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Demostracion. El momento conjugado de ¢, por definicién, es:

oL

Se tiene que V = %. Pero, por definicion de C, se cumple que V' = @Q/C' en un condensador.

Se concluye que:

Py = Q.

Se establece una relacién mediante los corchetes de Poisson entre @ y ¢.

Equivalencia. Por las relaciones entre coordenadas y momentos conjugados se tiene que:

{¢,Q}=1.

Nota 4.10. Esta equivalencia serd importante a la hora de establecer el conmutador entre

los operadores del Hamiltoniano del transmon.

En el caso cuantico se emplean las magnitudes adimensionales como operadores:

o,
2¢
2w
— =94
®o

4.3. SQUID

A la hora de experimentar, es importante poder modificar los parametros de cada disposi-
tivo superconductor dependiendo de las necesidades o circunstancias del experimento. Sin
embargo, no es posible generalmente modificar una unién Josephson después de haberlas
construido. Los SQUIDs (Dispositivos Superconductores de Interferencia Cuantica), com-
puestos por dos uniones Josephson dispuestas en paralelo, solventan este problema. Esto
permite que puedan ser modificadas y controladas mediante pulsos electromagnéticos. En
particular, tras aplicar un campo magnético externo, la energia de Josephson E; se puede
modificar, lo que a su vez modifica la inductancia del sistema. En la Figura [23| se muestra
la representaciéon de un SQUID en un circuito.

AV
A

AV
A

Figura 23: Representacion esquemdtica de un SQUID, dispositivo superconductor con dos
uniones Josephson en paralelo.

Nota 4.11. Es comin que el SQUID tenga forma de anillo. En la Figura se aprecia
una imagen real de un SQUID.
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Flujo Magnético en un SQUID

Proposicion 4.8. Sea un SQUID al que se aplica un campo magnético B = V x A.
La diferencia entre las diferencias de fases de las dos uniones Josephson de un SQUID se
escribe tal que:

2w

51—52:%4-277]\7 NEZ;

donde §; es la diferencia de fase de la unién Josephson i con i = {1,2} y ¢ = § A - dl el
flujo magnético a través del SQUID.

En la Figura [24] se muestra un esquema de un SQUID para la demostracion.

B

Figura 24: Diagrama esqumdtico de un SQUID [10)].

Demostracion. Sea C un camino cerrado que delimite el interior del SQUID, cuya superficie
recibe el nombre de S§. Se toma C lo suficientemente lejos de la superficie del SQUID como

para que se anule B en la parte de los electrodos.

Se tiene que la corriente eléctrica en los electrodos es nula:
. ngq
J=—(hVp—qA)=0.
m
por lo que se cumple la relacion:

h ®o
Vo = 2
2 V¥ " o

Vp=A.

El fujo magnético en la superficie S del interior del camino C se escribe:

qﬁ:jéA-dl:%/ V<p~dl+/ A-dl;
C 27 electrodos enlaces

¢—¢0(<p1+<p2+27r]\7)+/ A~dl+/ A-dl NeN
2w enlacey enlaces

Por la definicion de §, se concluye que:

2
(51—(522;-@%)4-271']\7 N € Z.
0
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Corriente Superconductora en un SQUID

Proposicion 4.9. La densidad de corriente superconductora en un SQUID se puede ex-

presar como:

J = Jysind,

donde 0 = (81 + 82)/2 y Jy = 2Jg cos 2(%0

Demostracion. La densidad de corriente total J es la suma de las densidades de corriente
por cada unién Josephson:

J=J1+ Jo = Jysindy + Jysin ds.

Por trigonometria:

al +52)COS(61 ; 52) = 2JOSiH5CIOS<7qu +7rN> = 2Jpsin d cos

%o

¢

b0

J = 2Jysin (
donde se toma la corriente positiva. Por tanto la densidad de corriente se puede expresar:

J = Jysiné.

De forma analoga se puede ver que la corriente superconductora tiene la forma:
I = I,sind,

donde Iy = 21, cos g—f

En la Figura se representa la maxima corriente superconductora en funcién del flujo

magnético ¢.

Nota 4.12. Una aplicacion de los SQUID es medir campos magnéticos con gran precision

a partir de la corriente.

Nota 4.13. 5i se tiene en cuenta el apantallamiento debido al efecto Meissner, aparece un

patron andlogo a la difraccion de doble rendija.

Energia Inductiva de un SQUID

Proposicion 4.10. Sea un SQUID formado por dos uniones Josephson con la misma
energia de Josephson Fj, con fases d1 y d9 respectivamente. Entonces la energia inductiva

del SQUID se puede expresar tal que:
Hr = —Ej4cosé, 9)
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Corriente Superconductora Méxima en funcién de 4%

Imaa:

|
-2 —1 0 1 2
¢
$o

Figura 25: Corriente superconductora mdxima en funcion de ¢/¢g.

donde 0 = (61 + 02)/2 y Ejy = 2E; cos (-¢), donde ¢ es el flujo magnético que atraviesa
el SQUID.

Demostracion. Sean dos uniones Josepshon en paralelo. La contribucién a la energfa in-

ductiva es la suma de las dos:
Hp = —FEjcos(d1) — Ejcos(d2).

Por trigonometria, esta expresion es equivalente a:

01 + 02 01 — 02

Hi = —2E; cos( ) cos ( ).

Se define 6 = (01 + d2)/2.

Si se aplica un campo electromagnético externo, el flujo magnético a través de la abertura
del circuito estd cuantizado en unidades de ¢g. Ademas, la diferencia de fases entre las dos

uniones Josephson se puede expresar en términos del flujo ¢:

2T

51_62:%

Teniendo en cuenta estas relaciones, la energia inductiva se puede expresar como:

2

Hp = —2FEjcos (9) cos (m—
b0

Si se define Ejy = 2E; cos (), se llega al resultado:

Hi = —Ej4cosd.
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Nota 4.14. En la prdctica las uniones Josephson pueden tener Ej diferentes. Se puede

probar un resultado equivalente para este caso, pero a costa de una mayor complejidad.

Proposicion 4.11. Sea un SQUID con uniones Josephson con energias de Josephson F j;
vy Ejo respectivamente. Entonces la energia de Josepshon del SQUID es

_ ¢ Ejp—En o
E;, = (En+ Ej2) cos<(;50 > \/1 + o tan( 5 ) (10)

Nota 4.15. Se recupera la energia de Josephson E ;4 de la Pmposz’cio’n@ cuando Ej =
Ejs.

Nota 4.16. El término asociado a la capacidad no se ve afectado por el campo magnético
externo. Sin embargo, Ec ha de verse modificado para tener en cuenta las dos capacidades
en paralelo. En este caso, la capacidad total es C' = C1+Cy, la suma de las correspondientes

a cada union Josephson.

Figura 26: Imagen real de un SQUID producida por microscopio electrénico de barrido .
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5. Qubits superconductores

5.1. Qubit de Carga o Caja de Pares de Cooper

Un qubit de carga se compone de una isla y una reserva de pares de Cooper conectados por
una union Josephson |13]. La isla esta conectada a un condensador donde se acumulan los
pares de Cooper. Tal condensador tiene una capacidad Cy. En la Figura 27| se representa
el circuito. Se anade ademés un voltaje V externo que induce una carga inicial en el

condensador.

Tsla ..—{ }7

Reserva

Figura 27: Circuito de una caja de pares de Cooper o qubit de carga.

Nota 5.1. El condensador de capacidad C; hace referencia a la capacidad de la union
Josephson, tal como se expuso previamente acerca de las representaciones de las uniones

Josephson.

Carga Offset y Energia Capacitiva

Debido al voltaje V, existird una acumulacion de carga @, en el condensador que separa

la isla del circuito. La relacién con la capacidad Cy es la siguiente:

Definicién 5.1 (Carga Offset). Se define la carga de compensacion o carga offset ng a la

fraccion de pares de Cooper que iguala la carga Q4. Equivalentemente:

_ %

9 2

Se define la carga de tal forma para modificar el término capacitivo del Hamiltoniano. En
el caso de un qubit de carga, hay dos diferencias con respecto a la energia capacitiva de

una unién Josephson:
= Existe un condensador con capacidad Uy que se anade a la capacidad de la unién
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Josephson.
= Se ha de tener en cuenta la carga Q.

Proposiciéon 5.1. La energia capacitiva de un qubit de carga se expresa de la siguiente

forma:
H. = 4Ec(n — ny)?
donde Eo = %, siendo é = %; + CL
J

Demostracion. Para dos condensadores en serie:

1_ 1 1
Cj

c G,
Se ha de tener en cuenta la carga offset, por lo que:

1(0—0.)2  4e2(n —n. )2
E:2(Q CQg) = e(nQCng) = 4F.(n — ny)?

Hamiltoniano Clasico del Qubit de Carga

Si se tiene en cuenta el ajuste de la energia capacitiva, el Hamiltoniano del qubit de carga

es el siguiente:

H(n,d) = 4Ec(n — ny)* — Ejcos(d)

Nota 5.2. Como se vio en la Seccion [{.2.0, en realidad el Lagrangiano L depende de la
coordenada generalizada ¢ y su momento conjugado QQ, pero se emplean las magnitudes

adimensionales n y 6.

Hamiltoniano Cuantico del Qubit de Carga

En la descripcion mecano-cuéntica del qubit de carga, se convierten en operadores tanto n

como 4.

Nota 5.3. Se recuerda que tal definicion proviene de los observables qg Y Q

Q .
— ="
2e
27Tg5 -
i A
%o

Asociado a cada observable existirdn unos valores y unos vectores propios, ademés de una

indeterminacion entre los dos operadores.

Equivalencia. Se cumple que:



y ademas

AS-A

>
Vv
N |

Demostracion. Se cumple que:
(6, Q] = ih
Esta relacion se escribe en funcién de & vy 7, por lo que se tiene que:
[Zé, 2en) = ih
Esto implica que:
6,7] =i

Por dltimo, aplicando el Principio de indeterminacién de Heisenberg, se llega a:

AS - A >

N | =

El Hamiltoniano en funcién de los operadores cuanticos es por tanto:

H(,0) = 4Ec(i — ng)* — Ey cos(S)

Tiene la misma forma, salvo por el offset n, y constantes, que el Hamiltoniano del péndulo
cuantico de la Ecuacion .

En [10] aparece una representacion del Hamiltoniano en términos de los vectores propios

|N) de 71 en el régimen Ej < E¢. Los qubits de carga se encuentran en esas condiciones.

Mo =4Ec(h — ng)’ = 4Ec Y (N —ny)*|N)(N]|
N

El término de capacitancia del Hamiltoniano del qubit de carga se expresa en funcién de
los estados de carga. El operador |[NV)({N| es la proyeccion ortogonal sobre cada subespacio

propio. El término inductivo se expresa [10]:
N EJ
Hy = —Bjcosd=—> D> (NN + 1] + [N + 1)(N])
N

Debido a la ortogonalidad de los estados de carga, el operador |N)(N + 1| representa la
transferencia de un par de Cooper desde la isla hacia la reserva. De manera correspon-
diente, el operador |N + 1)(N| tiene una interpretacion similar, pero con el par de Cooper

transferido desde la reserva hacia la isla [15].
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5.2. Qubit de Carga con SQUIDs

Para tener control de Ey a partir del flujo magnético, la unién Josephson se sustituye por

un SQUID. En la Figura |28 se modifica el circuito para tener en cuenta este cambio.

- Q

—_

!

Figura 28: Qubit de carga con un SQUID.

A la hora de escribir el Hamiltoniano, en este caso se ha de tener en cuenta los cambios
producidos por la sustituciéon de la unién Josephson por el SQUID, ya estudiados en el
Capitulo

= La energia capacitiva se modifica para tener en cuenta las dos uniones Josephson en
paralelo. La notaciéon C; se mantiene con respecto al qubit de carga por simplicidad,

pero se ha de tener en cuenta ese detalle.

= La energia inductiva se puede modificar mediante el flujo magnético y viene dada
por la Ecuaciéon , mientras que la parte inductiva del Hamiltoniano viene dada

por la Ecuacion . Se mantiene la notacion E; para hacer referencia a E,.

Con esta notacion, el Hamiltoniano es idéntido al del qubit de carga con una unién Jo-

sephson, pero esta vez es posible controlar la razéon E;/Ec.

Del estudio del péndulo cuéntico se observaron dos comportamientos limites en funcién
del parametro ¢: un rotor o un oscilador arménico simple. La intuicién es que el oscilador
armoénico simple se obtiene para dngulos 6 pequeinios. Para construir un qubit se requiere
una pequeinia variacion de los niveles de energia de forma que no sean equiespaciados. El
adngulo ha de ser pequeno, pero la aproximacién cuadratica del potencial no puede ser

exacta.

En un qubit de carga se traduce en aumentar la capacidad C;. Aumentar la capacidad C'y
es equivalente a aumentar la masa m en el péndulo. Esto implica que es necesario mayor
energia para que la particula salga de los limites de aproximacién cuadratica del potencial,

lo que conlleva amayor estabilidad alrededor del punto de equilibrio.

Por otro lado E; influye en la forma del potencial. Si disminuye E;, esto es equivalente a

disminuir la altura del potencial. Se ha de buscar la relacion E;/E¢ para que los niveles de
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energia del qubit de carga sean aptos para su uso como qubit. Es una explicacién intuitiva

para entender el siguiente paso hacia el transmoén.

Aumentar Cj, en términos de los pardmetros Ej y E¢, implica disminuir Eo (ver la
Proposicion [4.5)). Asi, aumentar la capacidad es tan sencillo como colocar un condensador

en paralelo con el SQUID. De esta manera se obtiene el transmoén.

Nota 5.4. Ezisten variaciones mds complejas de qubits de carga y transmones que emplean

mayor numero de uniones Josephson.

5.3. Transmones

El transmon es un qubit de carga con un SQUID y un condensador en paralelo. En la Figura
se expone una representacion en circuito y en la Figura [31] se muestra una imagen real

de un transmon.

- Q

—_—

Cp

E; C; —Vy

!

Figura 29: Circuito de un transmdn, donde Cp es la capacidad del condensador en paralelo
con el SQUID.

Al introducir el condensador en paralelo, la capacidad Cg de éste se suma a la componente

capacitiva del qubit de carga estudiado previamente.

A continuacion se estudian los niveles de energia del transmon para hallar el ratio E;/E¢

que serd 6ptimo para disenar un dispositivo que actiie de qubit.

Nota 5.5. La resolucion exacta de los niveles de energia se dificulta debido a la intro-
duccion de la carga offset ny. Es por ello que para obtener los grdficos se ha usado el
paquete de Python scqubits [16], que simplifica la obtencion de los datos para representar-
los. Mediante una aproximacion, y variando los pardmetros del transmodn en cuestion, se
obtuvieron los datos que son representados a continuacion. En concreto, se tomd la relacion
E;/Ec = {1,5,10,50} y se representaron los tres primeros niveles de energia en funcion

de ng.

En la Figura[30|se representan los tres primeros niveles de energia del transmén en funciéon

de n4 para diversos cocientes Ej/Ec. Se aprecia el comportamiento esperado, es decir,
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a medida que aumenta el cociente los niveles de armonicidad crecen. Esto implica que la
separacion entre niveles consecutivos es cada vez méas uniforme. Las frecuencias en las que
operan los transmones varian entre 1 GHz y «~10 GHz |15], frecuencias que corresponden

a las microondas.

Nota 5.6. La frecuencia de microondas varia desde 300 MHz hasta 300 GHz [17).

Niveles de energfa con Ey/Ec =1 Niveles de energfa con E;/Ec =5
T T T T
8 |- -
8 |- -
D D
z 6] 1= 6 1
S o
= <
g 4 18 4r
% &b
— -
: :
5] 2 1 /A 21 i
oL T NN T o NN T T
| | | | | | | | | |
—2 -1 0 1 2 —2 -1 0 1 2
ng Ng
Niveles de energfa con E;/Ec = 10 Niveles de energfa con E;/Ec = 50
ol T T T — 0 T T
10| il
N [ | N
m 0 i
S o
<) - = —20 + N
s S
50 13
: 50 |
S i —40 | .
| | | | | | | | | |
—2 -1 0 1 2 —2 -1 0 1 2
Ng ng

Figura 30: Niveles de energia del transmon en funcion de la carga offset ng para Ej/Ec =
{1,5,10,50}.

En la Figura [30] se observa la tendencia a la armonicidad de los niveles a medida que el
cociente Ej/E¢ aumenta. Sin embargo, este aumento se compensa con una menor disper-
sion de los niveles de energfa en cuanto a la carga ny, lo cual limita . En general, se elige
E;/Ec = 50 como el régimen de trabajo para el transmoén. Los dos primeros niveles de
energia sirven como los estados |0) y |1) del qubit. Se cumple asi el requisito de obtener

dos niveles de energia bien caracterizados.

El cociente E;/E¢ es el indicativo del tipo de qubit superconductor que se tiene. Para
qubits de flujo, se supone E;/Ec =~ 10* [18]. En ese régimen se trabaja con la base de fase

y no de carga.
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Figura 31: Imagen real de un transmon obtenida mediante microscopio electronico de ba-
rrido. La imagen de la derecha corresponde a la ampliacion de la parte recuadrada de la
imagen de la izquierda. Imdgenes obtenidas de [19] (izquierda) y [20] (derecha). La imagen
de la izquierda incluye el resonador para medir el estado del qubit (se expone este concepto

en el Capitulo E)

5.3.1. Ventajas e Inconvenientes del Transmoén

El transmoén es el qubit con mayor proyeccion debido a una serie de ventajas de los qubits

superconductores [21]:

= Frente a otros qubits que dependen de constantes de la naturaleza, el transmoén puede

ser construido con las caracteristicas deseadas.

= La tecnologia empleada es accesible: tanto la frecuencia de microondas como el diseno

de chips superconductores son accesibles debido al desarrollo actual de la industria.
Las inconveniencias que presenta son:

= La decoherencia o pérdida de control del estado del qubit, pese a que puede ser

solventada mediante la correccién de errores cuanticos.

= Las bajas temperaturas requeridas para alcanzar el estado superconductor con helio

liquido, debido a su alto coste.

= La posibilidad de salirse del estado de dos niveles. Otros qubits, como los basados en
espin, no tienen ese problema. En el caso del transmon, la transicion |2) — |1) difiere

solo en un 3% de la transicion |1) — |0).



6. Modelos de Computaciéon Cuantica

El Modelo de Circuitos es un modelo de computacién cuantica, es decir, es una formaliza-
cion matematica para describir y manipular informacién cuantica. En particular, el Modelo
de Circuitos se basa en secuencias de operaciones logicas llamadas puertas cuanticas, que

se unen formando un circuito. Para méas informacion se remite a [22].

Existen otros modelos que describen distintas formas de ejecutar la computacién cuantica.
Otros ejemplos son la computaciéon cuéntica adiabatica, la computaciéon cuantica basada en
medidas (Measurement Based Quantum Computing o MBQC) o las maquinas de Turing
cuanticas |22]. Se introduce el modelo de circuitos para dar una vision mas global en el

concepto de qubit y sus aplicaciones.

6.1. Modelo Cuantico de Circuitos
6.1.1. Operaciones sobre un Qubit

A continuacion, se introducen las puertas cuanticas mas importantes, empezando por aque-
llas que actiian sobre uno y dos qubits y posteriormente generalizando a un sistema de N
qubits. Sin embargo, se vera que para cualquier operacién unitaria, se puede construir un
circuito equivalente empleando tinicamente puertas de uno y dos qubits. De esta forma se

extiende el concepto de universalidad a la computaciéon cuéntica.

El caso més sencillo es la puerta I o identidad. Para construir puertas mas complejas, se
ha de tener en cuenta que los autovalores asociados a los vectores de la base computacional

son de modulo 1 al tratarse de una matriz unitaria.

Asi, la puerta Z se escribe

Su accién sobre los estados de la base computacional es

Z10) =0), Z1) =-1).
Otro ejemplo muy importante es la puerta X o puerta NOT:

X:

Su accién sobre los estados de la base computacional es

X0) =11), X 1) =10).
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Esta puerta niega cada estado, de forma equivalente a la puerta NOT clasica.

La puerta Hadamard H sirve para crear una superposicion entre los estados de la base.
Se define
X+Z 1 (1 1

NoRR Vi

Su accién sobre los estados de la base computacional es la siguiente:

1
10) = (0 + 1)) = 14).
HIT) = ——(|0) — 1)) = | ).

V2

de forma que el nuevo estado se encuentra en superposicion de |0) y |1). Se han definido
dos nuevos estados |+) y |—). Estos dos estados forman una base. Se probara tras haber

introducido otras puertas cuénticas.

La puerta Y se escribe

e induce un cambio de fase con respecto de la puerta NOT.

El nombre de las puertas X,Y y Z coinciden con los nombres de los ejes cartesianos. Esta
notacién no es arbitraria, sino que se debe a que cada puerta es una rotacién de 7w radianes
alrededor de su eje correspondiente en la esfera de Bloch. Esto implica que se pueden

generalizar las tres puertas para que dependan de un adngulo 6:

0 (0
Rx(0) = e~i3X = cos Q]I —isin QX = cos(3)  —isin(3) ,
2 2 —zsin(g) cos(g)
by 6. . 6 cos(%) —sin(g)
Ry(f) =e 2" =cos-I—isin-Y = ,
2 2 sm(g) cos(g)

, 0
Rz(0) = e 2% = cos 5}1 —isin=Z =
donde = indica que son equivalentes salvo una fase global.

Se recuperan las puertas X,Y, Z si se sustituye € por m en cada puerta respectivamente.
Son importantes también los casos donde § = 7/2 y § = w/4 alrededor del eje Z. Se

obtienen asi la puerta S
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S =
0 ei7r/2
y la puerta T
1 0
T —
0 ei7r/4

En la Figura|32|se encuentra una tabla resumiendo las expresiones matriciales de las puertas

cuanticas de un qubit més empleadas.

Figura 32: Puertas cudnticas de un qubit mds comunes.

Es importante conocer las relaciones entre las puertas cuénticas a la hora de operar. Por
ejemplo, la puerta Hadamard intercambia los ejes = y z. Por tanto, si se aplica dos ve-
ces, se deduce que esa accién es como no aplicar ninguna puerta. Se puede ver operando

matricialmente.

Equivalencia. H? = 1.

Es importante en el contexto de la computacion cuantica definir las matrices de Pauli.

Definicién 6.1. El conjunto {I, X,Y, Z} se le conoce como matrices de Pauli y forman

una base del espacio vectorial May2(C) de las matrices 2 x 2.

En el caso de las matrices de Pauli, puesto que son rotaciones de 7 radianes alrededor
de un eje, ocurre lo mismo que en el caso de la puerta Hadamard. Puesto que rotar 2w
radianes es lo mismo que no rotar, se deduce que aplicar dos veces seguidas una matriz de
Pauli es equivalente a no aplicar ninguna puerta. Se puede comprobar haciendo el producto

matricial que son ciertas las siguientes equivalencias:
Equivalencia. X2 =Y?=22=1.
Equivalencia.

ZX =1Y =-XZ.
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Es necesario para el trabajo definir bases alternativas a la computacional. En este caso se
ve que dos vectores antipodales en el plano ecuatorial de la esfera de Bloch forman una
base de H.

Proposicién 6.1. Los estados |+), ¥ |—), forman una base ortonormal de H siendo:

1

[+)o = —=(10) + € (1)),

(07

S

2

1

=)o = 5 (10) — e 1)).

S

2

Demostracion. La ortogonalidad se prueba de la siguiente forma:
1 o, —lo
al o = 51— i) =0,
La ortonormalidad es directa ya que

HR:(a)|0) = |+)q

HE.(a) 1) = [=),,
siendo H y R,(#) puertas cuanticas, por tanto unitarias.

Es decir, los estados [+), y |—), definen el estado de un qubit, por lo que su norma es 1.

Asi, forman un sistema ortonormal maximal, por lo que son base de H. O

Corolario 6.1. Si @ = 0 en la Proposicién se tiene que |+) y |—) son una base de H.

1) 1)

Figura 33: Representacion en la esfera de Bloch de los estados |+) y |—).
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6.1.2. Equivalencias entre Puertas Cuanticas de un Qubit

Para cerrar la secciéon de puertas cuanticas de un qubit, es importante destacar distintas

equivalencias que son ttiles a la hora de simplificar los calculos de las operaciones unitarias.

Equivalencia. Sea 6 € [0, 27]. Entonces se cumple HR,(0)H = R.(0)

Demostracion.

11 %)y —isin(Z 11 i
HR,(0)H — 1 cos(5) isin(z) | 1 _ (e 09 _ R.(0).
V2 1 -1 —isin(g) cos(g) 2\1 —1 0 €2
O
Es comiin ver este resultado cuando 6 = 0.
HXH=7. (11)
Se puede obtener otra equivalencia basdndose en este resultado previo.
Equivalencia. Sea 0 € [0, 27]. Entonces se cumple:
R,()X = XR.(—90).
Demostracion.
0 1\ [ez 0\ [0 1 0
e e
XR,(0)X = ., = = R.(-0)
10 0 e 10 0 e'2
O

Con estas equivalencias se demuestra el siguiente resultado, 1til para secciones posteriores.

Proposicion 6.2. Sea m = {0,1}. Entonces HR,(0)X™H = Z™R,((—1)™0).

Demostracion. s Sim=0:

HR.(0)H = R.(6)
s Sim=1:

R.(0)X = XR.(-9),
HR.(0)XH = HXR.(—0)H,
HR.(0)XH = HXHR,(—0)H?,
HR.(0)XH = ZR,(—90).
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6.1.3. Universalidad en Puertas de un Qubit

Por ultimo, es importante destacar que a la hora de llevar a la practica la computacién
se priorizan las puertas universales, ya que abaratan los costes. En el caso de puertas

cuénticas, se da el siguiente resultado:

Proposiciéon 6.3. Para toda puerta cuantica de un qubit U, existen tres angulos «, 3,
de forma que U = R.(a)R,(8)R:(7). Este resultado es cierto para todo par de ejes de

rotacion no paralelos [22].

De la Proposiciéon se puede derivar la siguiente descomposiciéon de una puerta unitaria

U cualquiera.

Proposicion 6.4 (Descomposicion de U unitaria). Sea U puerta cuantica de un qubit,
por tanto, una matriz unitaria 2 x 2. Entonces existen A, B, C' matrices unitarias 2 x 2 tal
que ABC = I y una fase 6 € [0, 27| tal que:

U=e’AXBXC
Es posible describir una puerta universal en funciéon de tres angulos. De hecho, empresas
como IBM las usan. La puerta universal U depende de tres angulos y se escribe
cos(g

ven= |
ewsin(%) et cos

6.2. Puertas Cuanticas de dos Qubits

De forma anéloga a los kets producto y entrelazados, existen puertas cuénticas que se
pueden escribir a partir de las puertas de un qubit y aquellas que no. Para un estado
producto, aquellas puertas que se descomponen en puertas de un qubit actian de forma

individual en cada uno, es decir:

(U1 @ Us)([9h1¢2)) = Ut [¢h1) @ Uz [1h2)

Un ejemplo de puerta de dos qubits es la puerta SW AP.

IRI+XRX+Y QY +Z®Z

SWAP = 5
Su expresion matricial es
1 0 00
1
SWAP = 00 0 ,
0100
0 0 01



y su accién sobre los estados de la base computacional es
SW AP |00) = |00), SWAP|01)=[10), SWAP|10)=|01), SWAPI|11)=|11).

La puerta SWAP intercambia el estado de los dos qubits. Si el primero esta en |0) o |1),

lleva |0) o |1) al segundo qubit. Ocurre lo mismo para el segundo qubit.

Sin embargo, al igual que con estados entrelazados, existen matrices unitarias de dimensiéon
4 en C que no pueden ser descompuestas en productos tensoriales. Estas matrices son
puertas cuanticas que acttian de forma conjunta sobre todos los qubits del sistema. Las
més destacadas son las puertas de control o controladas. En ellas, un qubit sirve como

controlador, y en el otro se aplica U si el primer qubit se halla en el estado |1).

En su forma mas general, una puerta controlada CU con el primer qubit de control es:

1 0 O 0

01 O 0
CcU =

0 0 wir wie

0 0 wor w2

Esta puerta aplica la puerta U al segundo qubit si el estado del primer qubit es |1). En

este caso U hace referencia a una puerta genérica cualquiera de dos qubits.

CU00) = [00), CU|01)=01), CU|10)=|)UI0), CU|1L)=[1)U]1).

Los casos concretos mas comunes y mas importantes son cuando U = X y U = Z. La

primera se conoce como la puerta CINOT o puerta C' X. Su expresiéon matricial es

1 000
1
CNOT = 0 00
00 01
0010

Su accién sobre los estados de la base computacional es negar el estado del segundo qubit

si el del primero es |1). En notacion de Dirac:

CNOT [00) = [00), CNOT|01) =[01), CNOT|10)=|11), CNOT|11) = |10).
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Por su parte, la expresion matricial de la puerta CZ es

100 0
010 0
CZ = :
001 0
000 —1

cuya accién sobre los estados de la base computacional es:
CZ |00y =|00), CZ|01)=101), CZ|10)=|10), CZ|11)=—]11).

Si se analiza en detalle la accién de CZ, se ve que es independiente del qubit que sea el
controlador ya que solo cambia el estado de |11). También se conoce esta puerta como
puerta CPhase o C'Fase.

Equivalencias en Puertas Cuanticas de dos Qubits
Equivalencia. Se cumple:

(I® H)CZ(I® H) = CNOT.

Demostracion.

1 1 0 O 100 O 1 1 0 O
1{1 -1 0 O 010 O 1 -1 0 0
(I H)CZ(I®H) = _
0 0 1 1 0 01 O 0 0 1 1
0 1 -1 0 0 0 -1 0 0 1 -1
1 0 00
010
0 001
0 010

6.3. Universalidad de las Puertas Cuanticas

En computacion clasica, existen puertas universales con las que es posible realizar cualquier
otra operacion. Esto es importante por distintos motivos, entre ellos econémicos, ya que se

reducen el niimero de puertas diferentes a emplear.

Es por tanto importante buscar puertas cuanticas universales. Si se pretende demostrar

la equivalencia de dos modelos de computaciéon cuéntica, se ha de probar que se pueden
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llevar a cabo las puertas universales en lugar de probarlo para toda operacién unitaria.
En consecuencia se proponen a continuaciéon distintos conjuntos que actiian como puertas

universales para toda operacién unitaria de cualquier dimensioén finita.

En una dimension, se vio en la Proposicion [6.3] que cualquier puerta cuantica de un qubit

se puede escribir usando R, y R,. Para dimension n, se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 6.5 (Universalidad de las Puertas de 1 y 2 Dimensiones). Cualquier opera-
ciéon unitaria de dimensién n se puede implementar con un circuito que utilice puertas de

una dimension y la puerta CNOT |22].

Por ultimo, se propone un conjunto concreto de tres puertas que actiian como conjunto
universal. Este conjunto serd importante a la hora de probar la equivalencia de los dos

modelos de computacién cuantica.

Proposicion 6.6. El conjunto de puertas {H,T, CNOT} sirve para aproximar cualquier
operacion U unitaria hasta cualquier grado de precision, en el sentido de que la norma de

la diferencia tiende a 0 [22].

Este conjunto no es tnico, sino que existen diferentes conjuntos que pueden servir como

conjuntos universales.

6.4. Puertas Cuanticas de N qubits

Antes de exponer distintas puertas comunes para N > 2, de forma similar a los casos
N =1y N = 2, se ha de tener en cuenta la Proposicién de universalidad de las
puertas de dimensién 1 y 2. Por ese resultado no es necesario exponer ninguna puerta en
concreto ya que se podran implementar mediante un circuito que utilice solo puertas de 1

y 2 dimensiones.

Hay un caso en concreto de puerta que si es importante para N = 3 y es el caso de la
puerta Toffoli o CCNOT'. Es importante ya que {H,CCNOT} forman también un
conjunto de puertas universales. Sin embargo, no se empleara en este trabajo. De hecho se
vera una descomposicion de CCNOT en funcion de {H,T,CNOT}.

La puerta Toffoli es de dimension 3 y actia en la base computacional de la siguiente forma:
CONOT |z) |y) |z) = |z) [y) [z & (z Ay))

con @ la funcion XOR clasica (suma mdd 2) y A el simbolo de la funciéon AN D (producto

de los dos bits). Se recuerdan las dos funciones clésicas:
XOR|00) =0, XOR|01)=1, XOR|10)=1, XOR]|11)=0.

ANDI|00) =0, AND|01)=0, ANDI10)=0, AND]|11)=1.
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De forma mas simple, la funcion CCNOT aplica la puerta NOT al tercer qubit si los dos
qubits controladores (el primero y el segundo) estan en |1). Extiende la puerta CNOT a

una dimensién mas.

Antes de concluir, ha de tenerse en cuenta la siguiente nota sobre notacioén.

Nota 6.1. En un sistema de N qubits, es comun que se aplique una puerta a un qubit j con
j=1,...., N 0 avarios ji, ..., jm con m < N, mientras que al resto de qubits no se le aplica
ninguna puerta. En esos casos los subindices de la puerta en concreto hardn referencia a
los qubits a los que se aplica. Por ejemplo, Uro es una puerta de dos qubits que se aplica
al qubit 1 y al 2. Los primeros nimeros hacen referencia a los controladores, en el caso de
que existan mds de uno. Asi, CNOTsy tiene el sequndo qubit como controlador, mientras

que CNOTiq tiene el primer qubit como controlador.

En lugar de escribir (I ® ... Uj,._j,, @ ....® 1), se escribe solo Uj, ;.. Se sobreentenderd

que al resto de qubits no se le aplica ninguna puerta.

Como ejemplo, con N = 4, sea CZa3 y |1) el estado del sistema. Se puede escribir, de
forma equivalente, CZa3 |1b) en lugar de (I @ CZy3 @ I)[)).

Si aparece CU cualquiera sin subindices (como CNOT o CZ) y el contexto deja dudas

(existen mds de dos qubits), siempre se entenderd que se refiere a CUys.

Concluye asi la exposicion de las puertas cuénticas mas importantes.

6.5. Modelo Cuantico de Circuitos

Ya se han expuesto los conceptos de qubits y de puertas cuénticas. Es decir, ya se han
expuesto los dos componentes esenciales para la computacién cuantica: los datos y las
posibles operaciones que se pueden realizar sobre ellos. Es hora de concretar estos conceptos
en un modelo que permita realizar cualquier operacién unitaria sobre los qubits y computar
algoritmos para obtener aplicaciones ttiles en el mundo real. El modelo més estudiado y

empleado es el modelo cuantico de circuitos.

Un circuito tiene los siguientes componentes |22]:

= Cada qubit es representado por un cable.

= Cada puerta cuéntica de 1 qubit se representa como una caja cuadrada con el nombre

de la puerta correspondiente dentro.

= Las puertas controladas se representan de la siguiente manera, donde el punto del

qubit superior significa que ese qubit es el controlador.
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La notacion cambia para CZ y para CNOT. En esos casos se representan de la

siguiente manera:

— ——

—— ——

Figura 34: Puerta CNOT y puerta CZ en el modelo de circuitos.

La notacién para C'Z tiene sentido ya que CZ actta de forma equivalente siendo

cualquiera de los dos el controlador.

La puerta CCNOT se escribe si se extiende la CNOT a tres qubits:

—_———

—

_EB_

La puerta SWAP también tiene notacion propia:

=__ X

= Las mediciones se representan con el simbolo:

— A=

donde z, o el eje que corresponda, hace referencia a la base con la respecto a la que
se mide. z se refiere a la base computacional y x a la base |£). Si no aparece z,
entonces la medicién se hace en la base computacional. El resultado de la medicién
es m. El doble cable significa que es un cable clasico, ya que tras la medicién el qubit

ha colapsado a un bit clésico.

Estos son los elementos que forman un circuito. A continuacién se veran ejemplos para

ilustrar coémo se implementan al llevarlo a la practica.

6.5.1. Ejemplos de Circuitos

Nota 6.2. Se remite a [22] para cualquier informacion adicional sobre estos ejemplos.

Ejemplo 6.1. Un circuito basico que se puede construir consiste en implementar H y

medir en la base computacional.

(A=
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Si el estado inicial es |0) y H |0) = |+), se tiene que la probabilidad Py = 1/2. Si el estado
inicial es |[4+) y H |+) = |0}, por lo que Py = 1. El objetivo es entender el circuito, no saber

qué sucede exactamente en cada caso.

Los siguientes ejemplos se exponen con doble finalidad: comprender la notacién del modelo
de circuitos y exponer algunas equivalencias entre puertas cuanticas que son ttiles a la

hora de computar.

Ejemplo 6.2. La equivalencia de la Ecuacion [11] escrita en circuitos es:
=

Ejemplo 6.3. Como ya fue probado, CNOT se puede escribir a partir de CZ y H de la

siguiente forma:

[

A —o—

En este caso (I ® H) se representa con una puerta H en el qubit inferior, ya que I es

equivalente a no transformar el estado del qubit.

Ejemplo 6.4. El siguiente circuito muestra la equivalencia para una puerta CNOT5;
con el segundo qubit como controlador. Se puede comprobar matricialmente que se da la

igualdad.

CNOTy

“ —p—

Ejemplo 6.5. La puerta SWAP es equivalente a usar tres puertas CNOT dispuestas

como en este ejemplo. Se puede comprobar matricialmente que se da la igualdad.

D
3

=X

o
A\
.
A\

Ejemplo 6.6. A partir de la Proposicion [6.4 que hace referencia a una descomposicion
matricial de una matriz U unitaria, se deriva el siguiente circuito para una descomposicién

de una puerta controlada CU:

R, (9) _

0

—(cj—o— 5]

fan
A
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con A, B,C tal que ABC = Iy ¢ € [0,2n] de forma que U = ¢? AXBXC.

Ejemplo 6.7. La puerta Toffoli se puede implementar a partir del conjunto de puertas
universal {H,T,CNOT}.

[T

[T}——

Pese a que T* y CNOT3; no pertenecen explicitamente a {H,T,CNOT}, si se pueden

formar a partir de ellas:

» 7" =T7! por ser T unitaria. Como T® = I, entonces T* =T~ =177,

= Se ha visto una equivalencia de CNOT5; a partir de CNOT y H.

Vistos estos ejemplos se ha ilustrado el Modelo de Circuitos. De forma genérica, un circuito

de N qubits tiene la siguiente forma:

1) —

[12)
Un

) — ]

donde las mediciones no han de estar presentes necesariamente. Puesto que las matrices
unitarias forman un grupo U(N), se puede escribir el producto de todas como Uy . Asi, se

obtiene un circuito que implementa Uy sobre N qubits.

6.6. Algoritmos Cuanticos

Toda la teoria desarrollada acerca de la computaciéon cuantica nace con el fin de funda-
mentar un area con aplicaciones en el mundo real. En esta seccién se veré como se pueden
implementar algoritmos cuanticos a partir del modelo de circuitos presentado. Los ejem-
plos mas reconocidos son el algoritmo de Shor y el algoritmo de Grover. El algoritmo de
Shor es un algoritmo para descomponer en factores primos un nimero entero [1], mientras
que el algoritmo de Grover es un algoritmo de busqueda en una lista desordenada [1]. A
continuacion se veré el algoritmo de Deutsch Jozsa como ejemplo sencillo de aplicacion de

la computaciéon cuantica.
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Algoritmo de Deutsch Jozsa

El algoritmo de Deutsch Jozsa es el ejemplo més facil para comprender cémo un algoritmo
cuéntico supera con creces a su analogo clésico en términos de eficiencia computacional.
Su punto débil es que no tiene aplicacion real, sino que sirve para ilustrar el poder de la

computaciéon cuantica.

El problema que se intenta resolver es el siguiente: Sea f una funcién definida en un

conjunto de N bits tal que:

7Y — 7y

donde Zo = {0,1}. f no es cualquier funcion, sino que se sabe que f pertenece a una de

las dos opciones siguientes:

= f es constante, esto es, f =0 o f = 1 para todo z € Z5'.

= f es balanceada, esto es, f = 0 para la mitad de los elementos de Z} y f = 1 para

la otra mitad.

El objetivo del algoritmo es determinar el caracter de la funcion f.

Un algoritmo clasico evaluaria distintos valores de la funciéon hasta encontrar dos distintos
(funcién balanceada) o, en el peor de los casos, 2V~ + 1 valores, es decir, la mitad mas 1.
El peor de los casos seria que la funcién fuese constante, o que la funcién fuese balanceada

2N—1

y se obtuviesen un tnico valor de f para los primeros elementos.

La eficiencia del algoritmo cuéntico es evidente ya que este resuelve el problema en una

sola evaluacién. El circuito para dimensién N se representa en la Figura

Figura 35: Clircuito que implementa el algoritmo de Deutsch Jozsa.

La puerta U acttia de la siguiente forma sobre la base computacional:

Urliy = (=1 i)

Uy se le suele referir con el nombre de oraculo. En este caso se expone un modelo teérico,
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se puede interpretar como una caja negra. Asi no es necesario conocer la logica interna de

la puerta, s6lo su accién.

Proposicién 6.7. Sea f una funcién de N entradas en las condiciones de Deutsch Jozsa.
Si se mide |0) en el circuito de la Figura entonces f es constante. En otro caso f es

balanceada.

Demostracion. Sea [0...0) = |0) = |1)g) el estado inicial. Por sencillez, se define n = 2%V,

Si se aplica H a cada qubit, el nuevo estado sera

I
—

90 = (H® - ® H)lgo) = [+ +) = —= 3" |,

(2

I
=)

es decir, una superposiciéon de estados uniforme.

Si f es constante, Uy introducira una fase global idéntica (=1)7® en cada estado puesto

que f(i) es constante para todo ket i de la base. Es decir:

|
—

Us i) = == S (<1010 = o)

(2

I
o

Finalmente se aplica H y se obtiene de nuevo el estado |0) (salvo una fase global). Por

tanto al medir en la base computacional se obtendra |0).

Si f es balanceada, Uy introducira una fase relativa (—1) en la mitad de los estados de
la base. Esto ocurre ya que la mitad de los estados tendran imagen 0 y la otra mitad 1. Es

decir:

Ufrzm:jﬁ S o+ S ()0

i€f~1(0) ief~1(1)

Veamos el producto escalar de este estado con |t¢1). Se cumple, por ortornomalidad de la
base, que:

(4 +|Uslr) = \/15 n/2—=n/2] =0

Son ortogonales, por lo que al aplicar H a cada estado lo seguirén siendo. Esto ocurre pues
H es unitaria (Apéndice [A)) . Por tanto, se concluye que es imposible medir |0) a partir de
HUy |11) si f es balanceada.

6.7. Teleportacion Cuantica

En la Figura [36] se representa la teleportacion de un qubit. Se parte de un estado genérico
de un qubit [¢), que se quiere trasladar a otro qubit auxiliar que se encuentra en |+). Para
ello se entrelazan los dos qubits con la puerta CZ, y se realiza una medicién del qubit

original en el plano ecuatorial o plano X — Y con un angulo 6. Esto se consigue aplicando
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primero la puerta R,(6) y después la puerta H, para finalmente medir respecto a la base
{]0), 1)}, es decir, el eje z.

) R.(0) m

+) X"™HR.(0) |+)

Figura 36: Circuito cudntico de teleportacion de un qubit.

Proposicion 6.8 (Teleportacion de un qubit). La salida del circuito de la Figura |36| para
una entrada |¢) ® |[+) es X" HR,(0) |1), siendo m = {0, 1} el resultado de medir el primer

qubit (medicion ecuatorial con un angulo 6) y |¢) un estado genérico de un qubit.

Demostracion. El estado inicial es
o) = 1) @ [4) = (a[0) + 1)) ® [+) = & |0+) + B[14)
Se aplica primero la puerta C'Z para entrelazar los dos qubits:
CZ o) = CZ(a|0+) + B [14)) = a|04) + B[1=) = |¢h1)
Posteriormente se aplica la puerta R,(#) al primer qubit:
(R:(0) ® 1) [th1) = (R:(0) @ D(|0+) + B[1-)) = ([0+) + e’ [1-)) = [¢2)
y a continuacion la puerta H:

(H @) (a|0+) + Be [1-)) = a|[++4) + Be’ |—-=) = |1s)

Finalmente se mide el qubit en la base computacional. Para ello, se expresa el primer qubit
de |13) en la base {|0),|1)}:

1
V2

Esta expresion es equivalente a la siguiente

) = —= [10) @ (al+) + Be =) + 1) @ (a]+) - g |-) )]
v2) = 75 [10) © X HR.(6) |4) + 1) © X' HR.(6) 1)
ya que :
XMHR,(0) [v0) = X™H(a|0) +be® |1)) = X™(a |+) + be' |-))

al+) + Be?|-) sim=0

al+) —pe?|-) sim=1
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Este fendmeno es la base de otros modelos de computaciéon cuantica como el modelo MBQC
basado en medidas. Concluye asi este Capitulo con el objetivo de introducir los fundamentos
de la computaciéon cuéntica para crear algoritmos. Es informacién complementaria a la
parte fisica de construccion de qubits, y en parte justifica los esfuerzos en diseniar tales

dispositivos.
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7. Introduccién Cualitativa a la Manipulacién del Transmén

Un transmon aislado es de nula utilidad. En general se ha de integrar en un circuito que

permita realizar estas tres acciones |15]:

= Manipular la frecuencia de trabajo mediante la introduccién de un flujo magnético

externo ¢.

= Cambiar el estado del qubit mediante pulsos electromagnéticos. Es decir, poder apli-

car las puertas cuanticas al qubit.

= Medir el estado del qubit, siendo este un sistema de dos niveles |0) y |1).

El objetivo de este Capitulo es introducir cualitativamente el mecanismo de cambiar de
estado y medirlo, ademés de nombrar las areas en las que no se entra en detalle en el trabajo
pero que se han de tener en cuenta. En la Figura[37]se muestra un circuito esquematico en

el que se integra un transmoén con diferentes componentes para poder modificar su estado

y medirlo.
Ci—— Pulsos

C, Cy

| | | |
_ | | | | +— Flujo
Medicion

c, —— %L,
Cp _— E; C;

J Resonador Transmoén

Figura 37: Circuito esquemdtico bdsico en el que se integran tres vias para manipular la
frecuencia de trabajo del transmon, cambiar su estado y medirlo. Los dos condensadores
de capacidad Cy y Cy4 sirven para acoplar el transmon a los circuitos adicionales. El flujo
magnético no necesita un cable, pero se introduce para resaltar las tres vias de manipulacion
del qubit. Se trata de una simplificacion, una descripcion mds completa se puede hallar en

121].

7.1. Decoherencia y Ruido

A la hora de tratar con qubits que estdn expuestos a factores externos, el seguimiento de
su estado no es determinista como en el enfoque teérico. El ruido externo, ya sea por
factores estocasticos del entorno o por el error sistemético en la manipulacién del qubit,
afecta al control que se tiene sobre el estado del qubit a medida que avanza el tiempo.
Por ejemplo, si se quiere aplicar una rotaciéon de m radianes alrededor de un eje, existe un
error asociado a la incertidumbre del angulo. Este error puede ser tratado teéricamente y

mitigado mediante tratamiento de errores [23].
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Ademas, factores como la fluctuacion del voltaje, la corriente o el flujo magnético también

afectan al control que se tiene sobre el estado del qubit.

Por otro lado, el qubit puede cambiar de estado de forma debido a transiciones entre
niveles energéticos. Este fenémeno se le conoce como decoherencia. Los dos factores se
modelan teniendo en cuenta la tasa de relajacion y excitacion de cada estado, ademés de
la posibilidad de cambio de fase del estado debido al ruido. El efecto de estos factores se
puede mitigar a partir de disenios estructurales especificos. Para mas informacién se remite
a [3].

7.2. Modificacion del Estado del Qubit

Para entender cémo modificar el estado de un qubit, se va a analizar primero el caso méas

sencillo en el que se cambia el espin de una particula de espin 1/2.

7.2.1. Oscilaciones de Rabi

Debido a la aplicaciéon de un campo magnético externo, la probabilidad de hallar un estado
inicial en su estado ortogonal es dependiente del tiempo y puede ser no nula. La férmula

de Rabi da la expresion numérica de esa probabilidad [2].

Proposicion 7.1 (Férmula de Rabi). Dado una particula de espin 1/2 (electron) en un
campo magnético B = (Bi1,0, By) en el estado inicial |[4). Entonces la probabilidad de

hallarse en el estado |—) es:

R S O 2
= 5 551N t
w§ + wy 2
donde w; = ff; coni=1,2, ey me son la carga y la masa del electrén.

Demostracion. La evolucion temporal del sistema esta gobernada por el hamiltoniano:

h [wy w
H:—u-B:—wle—wOSz:§ 0 !
w; —wo
donde p es el momento magnético, S, y S, son los operadores de espin, y w; = % con

1 = 1,2. Se considera la aproximacién del factor g go = 2. Los operadores del espin para

cada eje cumplen:

h
:r:*X
5 2

para todo eje X, donde la matriz corresponde a la rotaciéon de 7w radianes respecto al eje.

Si se diagonaliza el Hamiltoniano, se tiene que los autovalores son:

h
By :iEVw%—i—w%
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y sus autovectores:

0 .0 .0 0
|+), = cos |+) + sing |—) |—),, = sing |+) — cos |—)

con tanf = %'
Sea 0 0

[£(0)) = |+) = cos |+),, + sin§ =)0
Y 0 0

() = 1+) = 7P eos s |+),, + e sing |-),,

Entonces,

Poyose = [~ [0(6) [ = sin?(6)sin? (Eg‘hEt)

O

En este caso se tiene un Hamiltoniano estacionario en el tiempo, un caso particular de uno
més general. Para tecnologias como la imagen por resonancia magnética, el campo magné-
tico externo es dependiente del tiempo. Si éste gira a la frecuencia correcta (resonancia),
se puede inducir el cambio en el espin con un campo magnético pequeno. Se escribe a con-
tinuacién la generalizacion de la féormula de Rabi sin demostracion. Para mas informacion

se remite a [2].

Proposicion 7.2. Dado una particula de espin 1/2 (electréon) en un campo magnético
B = (Bjcos(wt), Bysen(wt), By) en el estado inicial |+). Entonces la probabilidad de

hallarse en el estado |—) es:

P+_>_ —

w} o [V (w—wo)? + wi
( )2+ 581N 5 t
w — W wi

[

donde w; = nii coni=1,2, e y me son la carga y la masa del electron [2].

En este caso se define el concepto de frecuencia de Rabi generalizada.

Definicién 7.1 (Frecuencia de Rabi generalizada). Se define la frecuencia de Rabi gene-

ralizada como:

Q:\/(w—wo)Q—i-w%

con cada frecuencia definida como en la Proposicion [7.2]

Cuando la frecuencia de resonancia w = wq es igual a la frecuencia de Larmor se obtiene

una probabilidad de cambio de estado tal que: del 100 % para la condicién w1t = 7

t
P, = sin’ (11)21>
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Esta probabilidad puede ser del 100 % cuando w1t = 7, que se puede satisfacer aplicando
un pulso electromagnético en esas condiciones. Estos pulsos se pueden generalizar para
cambiar el estado inicial a una cualquier otro, y de esta forma poder construir puertas

cuanticas.

Para el caso del transmoén, puesto que no se trata de un sistema basado en espines, el
tratamiento se realiza a partir del modelo de Jaynes-Cummings, que generaliza los
sistemas de dos niveles. Se remite a [18] y a [24] para el caso de los transmones. En este
caso el transmon se modela como un circuito LC (oscilador armoénico), y se le anaden al

Hamiltoniano los términos del resonador (para medir) y la interaccion entre ambos.

7.3. Medicion del Estado del Qubit

La medicion del estado del qubit ha de cumplir los siguientes requisitos [21]:

La mediciéon ha de ser precisa, con una alta probabilidad de fiabilidad.

El intervalo entre mediciones ha de ser corto en relacién a los tiempos de coherencia
del qubit.

La medicién no puede romper la coherencia del sistema.

Se han de poder medir miltiples qubits.

Se ha de conocer el estado en el que queda el qubit después de la medicién.

Para un transmoén, ni la carga, ni el flujo magnético ni la energia de los estados pueden
ser medidos sin asegurar la coherencia del sistema |21]. En cambio, la medicién se realiza
mediante pulsos de microondas. La no linealidad del transmoén implica que existen dos
frecuencias resonantes distintas dependiendo del estado en el que se encuentre. En parti-
cular, mediante un analisis espesctroscopico de microondas del resonador se puede hallar

el cambio en la frecuencia de la onda previamente introducida en el sistema [15].

En la Figura [3§] aparece una representacion del cambio de frecuencia de las microondas
debido al estado del qubit. Lo positivo de esta forma de medir es que no hay intercambio
de energia entre el resonador y el transmoén, por lo que limita las fuentes de ruido y

decoherencia [21].
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Cambio en la Frecuencia segiin el Estado del Qubit

) 10)

|
Wr — X Wy + X

Frecuencia

Figura 38: Cambio en la frecuencia de la onda reflejada seqien el estado del qubit. w,
hace referencia a la frecuencia del resonador y x al cambio asociado a cada estado. Para

cuantificar los pardmetros se remite a Y .

Nota 7.1. El estudio de este capitulo es cualitativo por motivos de espacio. Se puede

consultar las fuentes ,,@/,,@/,, y .
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Conclusiones

Los objetivos del trabajo eran dos: realizar una introducciéon a la computacién cuéntica y
exponer el diseno de un transmoén. Se ha conseguido integrar los dos en un trabajo extenso

pero asequible para estudiantes de Grado.

En el proceso se han empleado conocimientos de diversas ramas de la fisica. Lo méas des-
tacable personalmente fue ver la aplicacion de la teoria vista en el Grado, en concreto
Mecéanica Cuéntica, en el diseno de un dispositivo util. En ese sentido, hubiera sido igual
de satisfactorio estudiar otros dispositivos, como por ejemplo el de imagen por resonancia

magnética.

Motivaciéon del Trabajo

El tema de computacion cuantica me interesé cuando cursé Mecanica Cuantica en Estados
Unidos, donde tuve un par de clases introductorias. Cuando empecé a buscar un tema en
concreto para hacer el trabajo, me encontré con un campo muy amplio. La mayor dificultad
fue centrar el tema en algo concreto. Primero fue encajarlo en un trabajo del Grado en
Fisica, y no del Grado en Matematicas. Después pensé en tratar diferentes tipos de qubits,
pero el transmon es el que mas proyecciéon tiene. También se podria haber dado un enfoque
més avanzado si se hubiese entrado en detalle en el Capitulo 7. En ese caso se hubiera tenido

que omitir conceptos estudiados, ademas de Capitulos introductorios como el 2 y el 3.

Ramas de Estudio Adicionales

Por motivos de tiempo y espacio, el trabajo no es exhaustivo ni autosuficiente, en el sentido
de que se referencia a otras fuentes sobre ciertos temas que se tratan de forma breve. Es
por ello que ciertos campos han quedado sin detallar. Desde el punto de vista fisico, se
podria haber profundizado més en las siguientes areas:

= Modelo de Jaynes-Cumming para tratar el acoplamiento del transmon y el resonador.

= La medicién del estado del qubit.

= Materiales en qubits superconductores.

= Modelo de decoherencia y ruido, ademas de su mitigacion.

= Control del qubit y construcciéon de puertas cuénticas.

= Distintos tipos de qubits superconductores.

= Teorfa de la superconductividad mediante el método de segunda cuantizacion.

Desde el punto de vista mateméatico, se podria haber estudiado con mayor detalle los

siguientes campos:
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s Tratamiento de errores cuantico.
= Simulaciéon de algoritmos cuanticos.

= Ecuaciones de Mathieu.

Cada tema da para otro trabajo en si mismo, lo que justifica que en este solo se hayan

tratado escuetamente.

Dificultades y Aprendizaje

La mayor dificultad ha sido integrar tanta informacién, en ocasiones de nivel superior al del

Grado, en un trabajo accesible y asequible de comprender para un estudiante de Grado.

El Capitulo 3 es una introduccion, y es evidente que se trata de una simplificacion. El reto
fue adquirir informacién de diversas fuentes, y presentar una introduccién aceptable en el

marco de los conocimientos del Grado.

Otra dificultad fue la resoluciéon numérica de las ecuaciones de Mathieu, a pesar de la ayuda

de los distintos paquetes empleados.

Como aprendizaje en el proceso no solo es el conocimiento adquirido en cuanto a compu-
tacién cuantica, sino la capacidad de leer textos cientificos de nivel méas avanzado y poder

comunicarlas.

En general, se ha intentado justificar cada enunciado. El estilo es prolijo, quizas en ex-
ceso para los expertos en fisica. Se ha preferido pecar de simpleza que anadir formulas y
conceptos de més nivel, que en general no podrian ser entendidos con detalle por falta de

conocimientos de base.

Futuro y Desafios

La computacion cuantica se encuentra en la era conocida como NISQ (Noisy Intermidiate-
Scale Quantum era) 3], que se caracteriza por dispositivos cuanticos que no son lo suficien-
temente avanzados como para obtener una ventaja con respecto a dispositivos clasicos. Se
espera que el primer dispositivo que pueda alcanzar la supremacia cuantica tarde alrededor
de una década |38|.

Mientras tanto, la industria de computaciéon cuéntica esté en crecimiento con China, Japén
y Estados Unidos liderando el progreso. Google e IBM son empresas que centran parte de

sus inversiones en este area.

Los desafios a corto plazo incluyen la mejora de los tiempos de coherencia al integrar més
qubits, ademés de las conexiones entre ellos y la fidelidad en el control de los estados. Por
altimo, es importante encontrar un modelo consistente de fabricacion de qubits, que se

pueda replicar facilmente [3].
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Apéndices

Apéndice A Fundamentos Matematicos

Es importante tener en cuenta los fundamentos tedricos en los que se basan los modelos de
computacion cuantica. Se supone cierta familiaridad con el dlgebra lineal, pero se exponen
definiciones y resultados como recordatorio de conceptos menos comunes. En el area de la

fisica, se recuerdan conceptos de mecéanica clésica y los postulados de mecanica cuantica.

A.1 Espacios de Hilbert

Definicién A.1 (Espacio pre-Hilbert). Un espacio pre-Hilbert es un K-espacio vectorial

V junto con un producto escalar (-,-) : V xV — K que satisface las siguientes propiedades:

» Es positivo y real parau € V: (u,u) >0 y (u,u) =0 <= u=0 YuelV.

= Es lineal en su primer argumento:

(au + bv,w) = a(u,w) + bv,w)  Yu,v,w eV a,bek.

= Si se intercambian los argumentos es igual al original conjugado:

(u,v) = (v,u)  Yu,veV.
Proposicion A.1. Todo espacio de pre-Hilbert es un espacio normado con la norma
[zlly = v/ (2, ).
En ese caso se dice que la norma proviene de un producto escalar.
Definicién A.2 (Espacio de Banach). Un espacio normado (V/ ||-||) se dice de Banach si
toda sucesion de Cauchy contenida en él es convergente.
La completitud es una propiedad esencial de los espacios de Hilbert.
Definicion A.3 (Espacio de Hilbert). Un espacio pre-Hilbert se dice de Hilbert si el
espacio normado que induce el producto escalar es de Banach.
Es importante también el concepto de espacio dual:

Definiciéon A.4 (Espacio Dual). Dado un espacio de Hilbert H, el espacio dual de H esta
compuesto por todos los operadores lineales y continuos f : H — K y se denota £(H,K)
oH'.

Definiciéon A.5. Dado H un espacio de Hilbert y u € H, se define:

v H—K

v — (v,u)
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Teorema A.1 (Teorema de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert y f : H — K lineal y
continua, es decir, f € L(H,K). Entonces existe un tnico vector u € H tal que f(x) =

(r,u) = u* para todo x € H.

Existe por tanto una correspondecia entre un espacio de Hilbert H y su dual H':

o: H—H

u— u*

Esta relacion serd importante a la hora de definir la notacién de Dirac empleada en mecé-

nica cuantica.

Teorema A.2 (Clasificacion de los Espacios de Hilbert de dimension finita). SidimH = n,

H es linealmente isométrico a /5 = K" con el isomorfismo isométrico:
T:H— 05
n
z— ({2, uk)) =1

donde {uq,...,u,} es una base ortonormal de H.

A.2 Algebra Lineal

En sistemas de qubits, las puertas cuanticas seran endomorfismos A: H — H. A conti-
nuacién, se usa indistintamente la notaciéon A para hacer referencia a un endormorfismo o

a la matriz asociada a ese endormorfismo en una base ortonormal.

A.2.1 Matrices Hermiticas

Las matrices hermiticas son fundamentales en mecénica cuéntica ya que se postula que
todo observable (propiedad fisica) es hermitico. En operaciones con qubits no se trabaja
directamente con observables fisicos, pero es necesario comprender el concepto para tener

mayor entendimiento de la mecanica cuantica.

Definicién A.6 (Aplicacion Dual). Sea H un K-espacio vectorial y A € End(H). La

aplicacion dual de A, denotada por A’ es:

AH —H

wr—woA

Definicién A.7 (Aplicacion Adjunta). Sea V un K-espacio vectorial con un producto
escalar (-, -). Para un endomorfismo A : V' — V, la aplicacion adjunta de A, denotada por

A*, se define como el endomorfismo tnico tal que para todo v,w € V,
(Av, w) = (v, A"w).
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Se puede ver que A* = ¢ 1o A o .

Proposicion A.2. En el caso complejo, dado H un C-espacio de Hilbert, la aplicacion
autoadjunta de un endomorfismo A de H es A* = At, es decir, la matriz traspuesta

conjugada de A.

Definicion A.8 (Aplicacion Autoadjunta). Sea V' un K-espacio vectorial con un producto
escalar (-,-). Un endomorfismo A : V' — V se dice que es autoadjunto si su aplicacion

adjunta coincide con si mismo, es decir, A* = A.

H*A>H

S

H ——H
A/

Figura 39: Diagrama conmutativo que relaciona el operador A con su dual A" mediante la
biyeccion ¢ entre H y su dual H'. Si se cumple que A = @~ 1o Ao, A es autoadjunta o
hermitica.

Proposicion A.3 (Matriz Hermitica). En el caso K = C, A es autoadjunta si y solo si

A= A* = At. En ese caso, A se dice hermitica.

Teorema A.3. Sea H un C-espacio vectorial y A: H — H hermitica. Son ciertas las

siguientes afirmaciones:

1. Existe una base de vectores propios ortonormal.

2. Los valores propios son reales.

A.2.2 Matrices Unitarias

Definicién A.9. Sea H un C-espacio vectorial dotado de un producto escalar (-,-). Sea

f:H — H. f se dice unitaria si

(f(u), f(v)) = (u,v)

Proposicion A.4. Sea H un C-espacio vectorial dotado de un producto escalar (-, -). Sea
f +H — H unitaria. Entonces:

1. [|f(w)|| = ||u|| para todo u € H.

2. w y v son ortogonales si y solo f(u) y f(v) también son ortogonales con u,v € H.

3. f es biyectiva.

4. Si k es un valor propio de f, entonces |k| = 1.
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5. Dados dos vectores propios de f con valores propios distintos, los vectores son orto-

gonales.

Proposicion A.5. A € End(H) define un endomorfismo unitario si y solo si A*A =

AA* =1. En ese caso la matriz se llama unitaria.

Proposicion A.6. Las aplicaciones unitarias de un C-espacio vectorial ‘H dotado de un
producto escalar (-, -) forman un grupo llamado grupo unitario U(n), donde n es la dimen-
sion de H.

A.3 Calculo Vectorial

Proposicion A.7. Sea f un campo vectorial tal que f = V x 0, con 6 un funcioén real,

etonces la integral de linea a lo largo del camino C:

/Cf-dl

es independiente del camino y sélo depende de los puntos extremos.
Corolario A.1. En el caso de que C sea un camino cerrado, la integral es nula.

Teorema A.4 (Teorema de Stokes). Sea S una superficie orientable con borde C' una
curva cerrada simple y de clase C! en el espacio tridimensional. Si F' es un campo vectorial

de clase C' en una regioén abierta que contiene a S, entonces se cumple que:

jécp-dr://swxzr)-ds

donde dr es un elemento diferencial de arco a lo largo de C' y dS es un elemento diferencial

de area en S.

Apéndice B Recordatorio de Mecanica Clasica

B.1 Mecanica Lagrangiana y Hamiltoniana

El formalismo Lagrangiano se basa en el principio de accién estacionaria, donde se define
el Lagrangiano £(g;,qi,t) = T — U en funciéon de las coordenadas generalizadas g;, sus
derivadas temporales ¢; y el tiempo t. La accién S se define como la integral de £ a lo

largo del tiempo:

t2
S= [ Llggt)dt
t1
Para encontrar las ecuaciones de movimiento de un sistema, se aplica el principio de Ha-
milton, que establece que las trayectorias fisicas son aquellas que minimizan la accién. Esto

conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange:
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4 (0L _9L _
dt \ 9g; dqi
A partir de la transformada de Legendre del Lagrangiano, el formalismo Hamiltoniano se

basa en la funcion Hamiltoniana H, que se define en términos de las coordenadas genera-

lizadas ¢; y sus momentos conjugados p;:

H(giopi) =Y pidi — L(g5, Gir t)

Las ecuaciones canénicas de Hamilton describen la evolucién del sistema en términos de

las derivadas temporales de las coordenadas y momentos:

o . oM
- Opi Yo o= 0q;

qGi

Finalmente, se introducen los corchetes de Poisson. Para dos funciones cualesquiera F'y G

de las coordenadas y momentos, los corchetes de Poisson se define como:

OF 0G OF 0G
6= Zz: (aqz pi 51%'3%')

Los corchetes de Poisson expresan la tasa de cambio de F' con respecto a G en el espacio
de fases, donde se relacionan posiciones y momentos conjugados. Una relacién importante

utilizando los corchetes de Poisson es la siguiente:

Por ultimo, otro resultado fundamental es la relaciéon de Poisson entre las coordenadas

generalizadas ¢; y los momentos conjugados p;:

{gi,pj} = dij

donde ¢;; es la delta de Kronecker.

Apéndice C Fisica Estadistica

C.1 Fermiones y Bosones

Existen dos tipos de particulas elementales: fermiones y bosones. Sus caracteristicas son

las siguientes:

= Los fermiones tienen espin semientero, mientras que los bosones tienen espin entero.
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» La funcién de onda que describe un sistema de fermiones es antisimétrica, mientras
que la de un sistema de bosones es simétrica respecto al intercambio de posicién de
particulas en el argumento. Es decir, sea |ty ... ;... ;.. .4y,) una funcion de onda

que describe un sistema de n particulas. La funcién de onda es antisimétrica si:

W1 tbi e g ) = — (1 g i)

coni#j=1,..,n,y es simétrica si:

= Los fermiones cumplen el principio de exclusiéon de Pauli. Por reduccion al ab-
surdo, si suponemos que dos particulas tienen el mismo estado 1) = |1;) = |¢;), por

la propiedad de antisimetria de la funcién de onda se tiene:

V1. i) = — i)

lo cual implica, como |1 ...4¢;...4¢;...1y,) es una funcién compleja, que:

W)lwlewn>:0

lo cual contradice el hecho de que esa funcién representara un estado real en primer

lugar.

= Los fermiones siguen una estadistica de Fermi-Dirac y los bosones siguen la de

Bose-Einstein.

Distribucion de Fermi-Dirac

La distribucién de Fermi-Dirac establece la probabilidad de encontrar, en un sistema de
fermiones libres a una temperatura 7', un fermién con una energia e. Es una distribucién

de probabilidad que tiene la siguiente expresion:

1

nE = 618(6_.“‘) +1

donde 8 = ﬁ, con Kp =1.38-10723JK~! la constante de Boltzmann, y p el potencial

quimico, pardmetro que se ha de especificar en cada caso.

En general, i se puede entender como la energia de Fermi Er. Se ven los detalles en otras

secciones.

En la Figura [40] se observa la distribucion para distintos valores de T'. Se aprecia que a
mayor T', mayor es la ocupacién de niveles de energia superiores, mientras que a medida

que T se aproxima a 0 la distribucién se convierte en una funcién escalon.
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Distribucién de Fermi-Dirac

1 .
B
KpT
- K#T =
0,8 | B
—_— Kul;T =10
T = 100
0,6 |
¥
0,4 |
0,2 |
0
0

Figura 40: Distribucion normalizada de Fermi-Dirac para distintos valores de T'.

Distribucion de Bose-Einstein

La distribucién de Bose-Einstein se aplica a bosones. Su expresion es:

1

B = eﬁ(ﬁfﬂ) —1

con los mismos pardmetros que la distribucién de Fermi-Dirac. En este caso € > u, ya que
en caso contrario la funcion es negativa. El valor de u se ajusta en cada caso concreto, pero
en la Figura [41] se toma p = 0.

Distribucién de Bose-Einstein

nr(e)

)
Tl WO
=~
ot

Figura 41: Distribucion normalizada de Fermi-Dirac para distintos valores de T

En la Figura[41] se observa la distribucion para distintos valores de T'. La diferencia funda-
mental con la distribucién de Fermi-Dirac radica en que el principio de exclusiéon de Pauli

no aplica a bosones, por lo que se pueden hallar en el mismo estado cuantico. Se aprecia
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que a mayor T, mayor es la ocupacion de niveles de energia superiores, mientras que a

medida que T se aproxima a 0 los bosones se hallan en el estado fundamental € = p.

Apéndice D Mecanica Cuantica

D.1 Notacion de Dirac

En mecanica cuéntica es habitual utilizar la notacién bra-ket de Dirac. Se trabaja con
C-espacios de Hilbert (H,(-,-)), de forma que cada vector se denomina ket y se escribe

|1}, donde 1) hace referencia a cada vector.

Definicién D.1. Un ket |¢) es un vector en un C-espacio de Hilbert.

Por el Teorema a cada ket [¢) le corresponde un elemento en el dual £(H,K). Ese

operador se denomina bra y se expresa (1|

Definicién D.2. Un bra (¢| asociado a un ket [¢) es un operador del espacio dual:

(W:H—K
o) — Wlp) = ([¥), [p))

Nota D.1. Pese al orden de los argumentos, el Teorema[A.]] se puede aplicar en este caso.

Se puede definir también la siguiente operacion:

o) (Wl H—H
lp) — 1) (]p)

donde finalmente se tiene un ket |¢) por un escalar (1|p), que es una operacion bien definida

en espacios vectoriales.

Espacios de Hilbert de N qubits

En mecanica cuantica no siempre se tienen espacios de Hilbert de dimensién finita. La
posicién es un ejemplo de magnitud continua. Sin embargo, al trabajar con qubits se
utilizan C-espacios de Hilbert # de dimension finita n = 2V, siendo N el naimero de qubits
en el sistema. Por el Teorema H=C™

El producto escalar en estos casos se escoge de forma que (H, (-,-)) = (C™, (-, -)cn), siendo

(-, )cn el producto escalar usual en C" definido por:

n
<‘T’y> :ley: xayECn'
i=1
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Para ello, se define el operador 7 lineal y continuo:

T:H—C"

i) — e

con {|1;)}?_, una base ortonormal en H y {e;}!" ; la base canoénica en C".

Asi, se asocia cada ket a un vector columna z y el bra z correspondiente a un vector fila
que es el vector adjunto de z. Por tanto, la operacion |¢) (1| es una operacion lineal que

se puede expresar como una matriz de dimensiéon n X n.

Nota D.2. La norma inducida por el producto escalar usual se denota ||-||,.

Al trabajar con sistemas de mas de 1 qubit (N > 1), es necesario definir el producto

tensorial.

Definiciéon D.3. Sean dos espacios de Hilbert H,, de dimensién n y H,,, de dimensién m.

Se define el producto tensorial ® como:

[ Hn XHm _)anm
(a,b) —> a®b

siendo
b1

bo
aj

b1
by

a1 b1

a2 bo a2

bm
an bm
by
bo

an

bin
donde H,,xm hace referencia al C-espacio de Hilbert de dimensién n x m.

Se extiende el concepto para operadores:

®: E(HTUHTL) X E(HmaHm) — ﬁ(HnXm7Hn><m)
(A,B)— A® B
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siendo
anB ... a,B

A®B=

amiB ... amnB

En el caso de sistemas de N qubits (dimension finita), se puede extender de forma natural el
producto tensorial para admitir un ntumero n finito de entradas (a; ® ag - - - ® a,, ), teniendo

en cuenta la siguiente propiedad:

Proposicion D.1. El producto tensorial ® es asociativo.

Sin embargo, este operador no es exhaustivo, es decir, existen vectores en H,,«,, y operado-
res en L(Hpxm, Hnxm) que no se construyen a partir del producto tensorial de elementos
de espacios de menor dimensién. Nacen asf los conceptos de estados producto y estados
entrelazados. Se definen a continuacion, y se expondrén los ejemplos a la hora de llevarlo
a la préactica méas adelante. Son conceptos fundamentales para la computaciéon cudntica. El

entrelazamiento es un fendémeno exclusivo de la mecéanica cuantica.

Definicién D.4 (Estado producto). Dado un espacio de Hilbert de dimension n > 1. Un
ket |1)) se dice estado producto si existen [¢1) y |12) tal que [10) = |1) @ |12).

Definiciéon D.5 (Estado entrelazado). Dado un espacio de Hilbert de dimension n > 1.

Un ket |9) es un estado entrelazado si no es un estado producto.

A continuacion se prueba un resultado util para trabajar con bases de espacios de mayor
dimension a partir de bases de espacios de menor dimensién. Es comtn en computacion

cuéntica trabajar con la base canénica, también llamada base computacional.

Proposicion D.2. Sean dos espacios de Hilbert H,, de dimensiéon n con base candnica
nin 3 1A A m1m n m —
{ef}ie1 y Hm de dimensién m con base canonica {e]'}7,. Entonces {e}' ® 7'} con i =

1,...nyj=1,...,m es la base candénica de H,xm-
Demostracion. Fijadosi=1,...,ny j=1,...,m, se ve que
n m __ _nm
€ @ €; = €n(i—1)4j

donde 6%&—1) "

1)+ . O

hace referencia al vector columna nulo excepto en la componente m(i —

Por ultimo, se expresa una propiedad para trabajar con productos tensoriales en notacién

de Dirac.

Proposicion D.3. Sean {H;}!" ; espacios de Hilbert, {|¢;) }I; kets en H; respectivamente
y {(¢i|}1~, bras en el dual H;. Se cumple
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D.1.1 Postulados de la Mecanica Cuantica

La mecénica cuantica es una teoria fisica que surge para describir la mecanica de sistemas
atémicos y subatémicos, al comprobar que la mecanica clésica no explicaba ciertos feno-
menos como la radiacién de cuerpo negro o el efecto fotoeléctrico. Los postulados que rigen

la mecéanica cuéntica son los siguientes:

Postulado D.1. El estado cuantico de un sistema fisico se describe por un vector de

estado [¢) en un espacio de Hilbert.

Postulado D.2. A cualquier observable fisico le corresponde un operador A hermitico.

En mecénica cuantica, la operacion (bra| A |ket) esta relacionada con la probabilidad de
medir (bra| (su autovalor) al observar A en el estado |ket). Sin embargo, es importante que

esta operacién sea simétrica. Esto se consigue si A es hermitico:

(WA [p) = (pl Al3)"

Postulado D.3. La medicion de un observable cuantico da como resultado uno de los

valores propios a; del operador A asociado al observable.

Postulado D.4. Cuando se mide un observable cuantico asociado con un operador A, la

probabilidad de obtener el valor propio a; es dada por:

P(ai) = [{aily)[?

donde |9} es el estado cuantico del sistema y |a;) es el estado propio correspondiente a a;.

La mecéanica cuantica es de naturaleza probabilistica, al contrario que la mecéanica clasica,
que es determinista. Esto significa que, en mecénica cuantica, al repetir un experimento

en idénticas condiciones se puede obtener un resultado distinto al original.

Postulado D.5. Cuando se realiza una medicién en un sistema cuéntico y se obtiene el
valor propio a; de un observable, el estado cuantico [¢) colapsa instantdneamente a la

proyecciéon normalizada del estado original en el estado de la medicién:

Pily)

V)= JarR

donde P; es el operador de proyeccioén asociado con el valor propio a;.

Postulado D.6. La evolucién temporal de un sistema cuéntico estd gobernada por el

Hamiltoniano H (¢) mediante la ecuacion de Schrédinger:

d
ih— () = H(8) [$(1))

con h = %, siendo h la constante de Planck.
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Relacion entre Operadores y Momentos Conjugados
Proposicién D.4. Dados ¢; y p; operadores, se cumple que:

[Gi, D) = ihdsj

Principio de Incertidumbre de Heisenberg

El principio de incertidumbre de Heisenberg establece una relaciéon fundamental entre la
precision con la que se pueden conocer simultdneamente ciertos pares de variables conju-
gadas, como la posiciéon x y el momento p de una particula. Matematicamente, se expresa

a través del conmutador de dos observables A y B:

Proposicion D.5 (Principio de Incertidumbre de Heisenberg). Dados dos operadores A
y B, se cumple:
1
AA-AB > S[([A, B))|

donde AA y AB son las desviaciones tipicas en las mediciones de A y B respectivamente,

y [A, B] denota el conmutador de los operadores A y B.

Apéndice E Fisica del Estado Sélido

Modelo de Sommerfeld

Sea un sistema de electrones libres en una caja de volumen V' = L,L,L.. La ecuacion
de Schrédinger independiente del tiempo es: La ecuaciéon de Schrodinger independiente
del tiempo para una particula en una caja tridimensional con condiciones de contorno

periddicas es:

C2m

h? (0%W(x,y,2) 0%V (x,y,2) 0*V(z,y,2)
) Y Y Y Y ) — E\P
< o2 + ayg + 022 ) (xayaz)

La solucién mediante el método de separacién de variables asume que la solucién tiene la

forma:

\Ij(w7 Y, Z) = X(l‘)Y(y)Z(Z)

Sustituyendo esta funcién de onda en la ecuacion de Schrédinger y dividiendo por la funcién

total W(z,y, z), se obtiene:

12 1 X (z) 1 d%Y(y) 1 d?Z(z)\
2m <X(w) dz? +Y(y) dy? Z(z) dz? >_E

Dado que esta ecuacion debe ser valida para cualquier x, ¥y v z, cada término de la suma
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debe ser constante:

1 &PX(x) T YY) 4o 1 dZ(z) _ g2
X(z) da? T Y(y) dy? Y Z(z) dz? ?
de forma que:
il
E=——
2m

Esto conduce a tres ecuaciones diferenciales ordinarias independientes, cada una de las

cuales se puede resolver individualmente:

PX(x) o BV . dPZ()
dz2 - kxX(x) Cly2 = kyY(y) dz2 - kzZ(z)
La soluciéon completa es:
1 ik-r

Wby (7,9, 2) = ﬁe

Conk:27r<h ny %)ynieN.

T Ly
Por el Principio de Exclusion de Pauli, dos electrones no pueden estar en el mismo estado
cuantico. Por ello, los niveles de energia se irdn rellenando segin la distribuciéon de Fermi-

Dirac.

A temperatura T' = 0, ny se convierte en una funciéon escalén que vale 1 en [0, u] y se

anula en el resto.

Definicién E.1 (Energia de Fermi). Se define la energia de Fermi Er como el potencial

quimico cuando T = 0.

Es decir, la energia de Fermi es el méaximo nivel energético que esté ocupado a T' = 0. Los
niveles de energia ocupados a T' = 0 se le conoce como mar de Fermi. Asociado a la energia

de Fermi se halla kr, que se define de la siguiente forma:

R

E
F 2m

En el caso tridimensional, el mar de Fermi es una esfera de radio kp.

El nimero de electrones en el sistema es la suma de todos los estados ocupados multiplicado

por la degeneracion de cada uno (el espin). En general, k se supone continuo, y la suma se

Yy = ngm / k*dk
—  (2m) 0

donde se k es el mddulo del vector k, y el factor 4w se obtiene de integrar en coordinadas

2 T
/ / sin 0dAde
0 0

En general, el nimero de electrones N y la energia total E del sistema, teniendo en cuenta

aproxima por una integral:

esféricas:
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que la degeneracion por el espin es 2 por nivel cuantico, se puede expresar como:

N =2 v / k*npdk
0

(2r)?

=2 4 /OOE(k)an dk
=2——4rw
@) Jo "
Proposiciéon E.1. El ntmero de electrones IV en el sistema se puede expresar como:

N =2

@) (4/37k)

Demostracion. Lo més sencillo es tomar T" = 0, lo cual implica que estan ocupados los

estados del mar de Fermi (hasta kp). Existen 2 electrones por nivel cuantico (degeneracion

1% Kr
N=2—_Arx / k2dk
(27T)3 0

y se tiene el resultado. O

del espin). Por tanto:

Corolario E.1. Se puede expresar

kp = (37T2n) /3
conn=N/Vy
h2 (372n)*/°
Ep=————7—
2m
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