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“sImporta el destino? ;0 es el camino que emprendemos? Declaro que ningin logro
tiene tan gran sustancia como el camino empleado para consequirlo. No somos criaturas de
destinos. Es el viaje el que nos da la forma. Nuestros pies encallecidos, nuestras espaldas
fortalecidas por cargar el peso de nuestros viajes, nuestros ojos abiertos con el fresco
deleite de las experiencias vividas.” — Nohadon, El Camino de los Reyes
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Parte 1

Introduccién: definiciones y
resultados previos



1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son herramientas matematicas fundamentales que se
utilizan en diversas ramas de la ciencia para describir y modelar fenémenos y procesos
naturales. Permiten estudiar como se relaciona una magnitud dada con la manera en
que evoluciona en el tiempo. Este enfoque es especialmente relevante en fisica, ingenieria,
biologia y economia, entre otras disciplinas. Las ecuaciones diferenciales nos brindan una
manera precisa de analizar y predecir el comportamiento de sistemas dinamicos, lo que
resulta crucial para comprender fenémenos complejos en la investigacion cientifica y el
desarrollo tecnolégico.

Al modelizar un sistema a través de una ecuacion diferencial, asignamos los distintos
elementos que intervienen en la ecuacién a magnitudes que lo describen. La variable
independiente es la cantidad que haremos variar externamente. Buscaremos saber cémo
cambian las demds propiedades en funcién de esta. Aunque puede tratarse de alguna
coordenada espacial, lo mas habitual es que se trate del tiempo. La funciéon incégnita
es la magnitud que estamos interesados en conocer. El modelo se basa en describir el
cambio de esta magnitud a lo largo del tiempo (o cualquier otra variable independiente).
Los coeficientes de la ecuacién determinan la relacién entre la funcién incoégnita y su tasa
de cambio. Pueden depender o no de la variable independiente. Finalmente, el término
independiente es una funcion que actiia de manera externa a la incégnita del problema. Por
ejemplo, puede representar alguna fuente externa o una fuerza ejercida sobre el sistema.
Si los coeficientes del sistema son constantes, la funcién incégnita experimenta el mismo
tipo de variacion en todo instante. Es una situacién bien conocida, de la que se sabe la
solucion analitica en el caso lineal. Sin embargo, en muchos fenémenos nos encontramos
que la forma en que varia la funcién incégnita depende del instante de tiempo o incluso
del propio valor de la incégnita. Como ejemplo de esto, podemos suponer un modelo
de dindmica de poblaciones, donde las funciones incégnita sean las poblaciones de un
herbivoro y de su depredador. La forma en que evolucionan ambas poblaciones depende
del nimero de individuos de la otra especie, por lo que los coeficientes dependen de la
funcién incégnita. También podriamos tener en cuenta que las estaciones del ano afectan
al nimero de herbivoros que mueren de manera natural. En ese aspecto, los coeficientes
también dependeran del tiempo.

En este trabajo, nos centraremos en sistemas lineales cuyos coeficientes dependen
del tiempo de manera periddica. Una de las razones por las que resultan de tanto in-
terés es que aparecen constantemente en otras ramas de la ciencia. Por poner algunos
ejemplos, este tipo de ecuaciones surgen al estudiar el modelo de van der Pol, que des-
cribe el comportamiento de algunos circuitos eléctricos; el modelo de FitzHugh-Nagumo,
que explica la propagacion de impulsos eléctricos en las neuronas; o en el modelo Tight-
Binding de la materia condensada, en el que nos detendremos mas adelante. Con ese fin,
desarrollaremos la teoria de Floquet, introducida por Achille Marie Gaston Floquet en
el ano 1883 [1]. Nuestra discusion se centrara en encontrar soluciones periddicas a este
tipo de ecuaciones. En ese aspecto, sera justamente el llamado teorema de Floquet el
que nos dé la forma general de las soluciones. Conocida la forma general, preguntarse por
su periodicidad es una cuestion similar a preguntarse por su estabilidad. En el caso de
coeficientes constantes, toda la informacién relevante sobre la estabilidad de las soluciones
esta contenida en los autovalores de la matriz de coeficientes. La principal dificultad en el



estudio de los sistemas periddicos la encontraremos al tratar de buscar algin parametro
que nos proporcione una informacion similar. Estos pardmetros seran los multiplicado-
res caracteristicos, y como veremos no se pueden calcular sin conocer previamente las
soluciones del sistema. Si logramos desarrollar resultados que nos permitan lidiar con esta
problemética, podremos conocer qué condiciones permiten obtener estados estables del
sistema. Esto puede resultar 1til, por ejemplo, para confinar una particula cargada en un
potencial eléctrico [2] o para excitar los modos adecuados de una membrana en vibracién

3].

La estructura del trabajo consta de dos partes. En la primera, presentamos algunos
preliminares. Incluyen contenidos de las asignaturas de algebra lineal y ecuaciones dife-
renciales, asi como algunas propiedades sobre funciones periddicas. En la segunda parte,
comenzaremos con el estudio general de la teoria de Floquet. Definiremos conceptos clave,
como la matriz de monodromia o los multiplicadores caracteristicos. Tras demostrar el
teorema de Floquet, veremos algunas consecuencias del mismo, como el teorema de Lya-
punov y unas condiciones de estabilidad en sistemas periddicos. Terminaremos el trabajo
abordando resultados encontrados por investigadores como George William Hill [4], Emile
Léonard Mathieu [5] o Felix Bloch [6] durante su estudio de fendmenos fisicos particula-
res. Nos permitird comprender como la teoria de Floquet facilita el entendimiento de los
sistemas con naturaleza inherentemente periddica.






2. Preliminares

En este capitulo expondremos algunos resultados de caracter general que seran ttiles
a lo largo del trabajo. En concreto, daremos unas nociones basicas sobre funciones pe-
riddicas, diagonalizacién de matrices, formas de Jordan y teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

2.1. Funciones periddicas

Comencemos estableciendo el concepto de funcién periddica, que sera recurrente a
lo largo del trabajo.

Definicién 2.1 (Funcién periddica). Sea f : R — R una funcién real. Se dice que
f es periddica si existe alguna constante real y no nula, 0 # T € R, de manera que
flzx +T) = f(x) para todo x € R. Cualquier T € R con esta propiedad se dice un
periodo de f.

Dada una funcién periédica f : R — R, denotaremos al conjunto de todos sus
periodos por Py = {T € R| f(x + T) = f(x) para todo z € R}. Los siguientes resultados
nos permitirdn conocer la estructura algebraica de este conjunto y su relacién con la
funcion f.

Lema 2.1. Sea a = inf {x € G|z > 0} con G un subgrupo aditivo no trivial de R. En-
tonces, una de las siguientes condiciones se satisface:

1. Sia =0, entonces G es denso en R.

2. 8ia >0, entonces G = aZ es un grupo ciclico generado por a.

Demostracion. En primer lugar, notemos que el conjunto {z € G|z > 0} estd inferior-
mente acotado por 0, por lo que la existencia de a esta garantizada.

Veamos que, en este caso, G es denso en R. Fijamos y € Ry ¢ > 0, y probaremos
que (y —e,y+e)NG # 0. Como 0 = inf{x € G|z > 0}, existe x € G con 0 < z < &.
Tomamos ahora k € Z de manera que kx < y < (k + 1)z. Por ser G grupo aditivo,
kx € G. Ademés, por construccién, notemos que |y — kz| < z < . Concluimos entonces
que kz € (y — e, y + &) NG. Es decir, G es denso en R.

Comencemos viendo que, en este caso, a € G. Procediendo por reduccién al absurdo,
supongamos que a ¢ G. Entonces, por la definicién del infimo, para cualquier £ > 0, existe
g- € G con a < g. < a+ e. En particular, como a ¢ G, tenemos que a < ¢g. < a + .
Aplicando esta propiedad con ¢ = a, se deduce que existe go € G tal que a < g < 2a.



Repitiendo la estrategia con € = go — a, obtenemos g; € G tal que a < g1 < go. Por ser
G un grupo aditivo, concluimos que g — g; € G. No obstante, 0 < ¢go — g1 < a, lo que
contradice que a = inf {x € G|z > 0}. Por tanto, a € G.

A continuacion, probaremos que G = aZ. Sea g € G. Observemos que a LQJ <y,

a
siendo |z la funcién parte entera de . Como a, g € Gy PJ € Z, tenemos que
a

a2 o8- [2]) 0

con 0 < a (— — FD Para ver esto ultimo, usamos que a > 0 y que a LQJ <g.

a a
9 9 9 9

Por otro lado, 0 < = — {—J < 1. Esto implica que 0 < a (— —1=]) < a. Como a =
a a a a
)

inf {x € G|z > 0}, se concluye que a <g — {—J) = 0, o equivalentemente, g = LQJ a. O
a a a

Proposicién 2.1. Sea f: R — R una funcion periddica. Entonces, el conjunto de sus
periodos, Py, es un subgrupo aditivo de R. Ademds, si f es continua, Py es un conjunto
cerrado.

Demostracion. Comencemos viendo que Py es un subgrupo aditivo. Para ello, bastara ver
que la diferencia de dos periodos cualesquiera sigue siendo un periodo. Fijamos T}, Ty €
Py, y consideramos T} — T5. Entonces, dado € R, tenemos que

fa+ (N —T)=f((z-T)+T) = flx = Tz) = f((x = T2) + Tz) = f(z) .

Esto prueba que 17 — T, € Ps. Consecuentemente, Py es un subgrupo aditivo de R.

Consideramos ahora que f es una funcién continua. Para ver que Py es un conjunto
cerrado, es suficiente con comprobar que cualquier sucesiéon convergente de elementos
de Py tiene su limite en el propio conjunto Pj. Fijamos {T,},en C Py una sucesion
convergente de periodos de f, con limite 7j. Utilizando la continuidad de f, podemos
intercambiar el orden del limite y de la funcién. Como cada elemento de la sucesién es un
periodo de f, encontramos que

fla+Ty) =7 <h’rrln (x + Tn)> =lim f(z + T,) = lim f(2) = f(z) .

Concluimos que Ty € Py, y por tanto Py es cerrado. O

Proposicion 2.2. Sea f : R — R wuna funcion periddica y continua, tal que existen
T, Ty € Pr, 0 <Ty < Ty yTy ¢ ThQ. Entonces, f es una funcion constante.



Demostracion. Sean 0 < Ty < T dos periodos de f una funcién continua, de manera que
T, ¢ T1Q. Supongamos que inf{z € Pr|x > 0} = T > 0. Como consecuencia del lema
2.1 se deduce que Py = T Z. Por tanto, existen ki, ky € Z no nulos tales que 17 = k1 Ty y

k
Ty = ko Ty. Consecuentemente, Ty = k—g T1 € T1Q. Esto contradice la hipdtesis de partida.
1

Deducimos entonces que inf{x € P;|xz > 0} = 0. Por el lema 2.1, P es denso
en R. Por definicién de densidad, esto quiere decir que ?f = R. Por otro lado, como f
es continua, aplicamos la proposicién 2.1 para encontrar que Pr es un conjunto cerrado.
Consecuentemente, el conjunto P es igual a su clausura, Ff = Pj. De ambos hechos,
se deduce que Py = R. Es decir, dado € R y para cualquier A € R, se tiene que
f(z) = f(z + A). Concluimos que f es una funcién constante.

[]

Observacién 2.1. Si f : R — R es una funcién periédica, continua y no constante,
debe existir un elemento minimo positivo en Py como consecuencia del lema 2.1. Dicho
elemento 0 < T € Py se conoce como periodo fundamental de la funcién.

2.2. Algebra lineal: diagonalizacién y forma de Jordan

El objetivo de esta seccion es presentar algunos conceptos clave relacionados con la
diagonalizacién de matrices y la forma de Jordan. Estos seran necesarios para comprender
algunas demostraciones dentro de la teoria de Floquet.

Definicién 2.2. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea f :V — V un
endomorfismo de V. Se dice que el escalar A € K es un autovalor de f si existe un
vector no nulo u € V tal que f(u) = Au. Todo vector con esta propiedad se denomina
autovector asociado a A. El conjunto de autovectores asociados a A\ se conoce como el
subespacio caracteristico asociado a A y se denota V). Tiene estructura de subespacio
vectorial.

Se define el polinomio caracteristico del endomorfismo f como el polinomio
p(A) = det (A — M), siendo A una matriz asociada al endomorfismo f. Sus raices son
los autovalores de f.

Se llama multiplicidad algebraica de un autovalor A a su multiplicidad como raiz
del polinomio caracteristico. Se llama multiplicidad geométrica de un autovalor A a la
dimensién de su correspondiente subespacio caracteristico. En general, no tienen por qué
coincidir.

Un endomorfismo f : V — V se dice diagonalizable si existe una base de V'
respecto a la cual la matriz asociada a f es diagonal. Es decir, la matriz asociada f solo
tiene elementos no nulos en su diagonal principal.



Proposicién 2.3. Sea f:V — V un endomorfismo con Ay, ...\, sus distintos autova-
lores. Son equivalentes:

1. f es diagonalizable.
2. FExiste una base de V' formada por autovectores de f.

3. La suma de las multiplicidades algebraicas de los autovalores es igual a la dimen-
sion de V. Ademds, la multiplicidad algebraica de cada autovalor coincide con su
multiplicidad geométrica.

Dada una matriz cuadrada A cualquiera, podemos verla como la matriz asociada a
un endomorfismo. Supongamos que dicho endomorfismo es diagonalizable. Entonces, es
posible hallar una matriz invertible P de la misma dimensién que A y una matriz diagonal
B de manera que B = PAP~!. La matriz B recibe el nombre de forma diagonal de A.

La forma diagonal de una matriz es deseable en el estudio de sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales porque facilita el calculo de la matriz exponencial. No obstante,
la proposicién 2.3 nos muestra que no siempre existird dicha forma diagonal. Por este
motivo surge la necesidad de encontrar otras formas matriciales que existan en todos los
casos y que faciliten el calculo de la matriz exponencial. Introducimos por ello la forma
de Jordan y la forma de Jordan real.

Definicién 2.3. Una matriz cuadrada de dimensién n se dice un bloque de Jordan de
orden n si los elementos de su diagonal son todos iguales, los elementos por encima de
esta diagonal son 1y el resto de elementos son 0 (a; = k para todo i € {1,...,n} y cierto
escalar k; a; ;41 = 1 para todoi € {1,...,n — 1} y a;; = 0 en otro caso). Una matriz se
dice de Jordan si es diagonal por bloques y estos bloques son de Jordan.

Para toda aplicacién lineal h, denotaremos por ker h a su nticleo. Dado un endomor-
fismo f : V — V y un autovalor suyo A, se definen los subespacios caracteristicos
generalizados asociados a A\ como E'(\) = ker ((f — A\I)"). Estos subespacios forman
una cadena ascendente con la relacién de contenido, cuyas dimensiones estan acotadas
superiormente por la dimension del espacio V. Al iltimo eslabén de la cadena se le llama
subespacio maximo del autovalor A\, M ().

Es posible probar que el subespacio maximo asociado a un cierto autovalor es inva-
riante por el endomorfismo f. Como consecuencia, se puede probar que la restriccién de
f a dicho subespacio M(\) admite una base en la que la matriz asociada estd en forma
de Jordan. Ademads, la dimension del subespacio maximo asociado a un cierto autova-
lor coincide con su multiplicidad algebraica. Enunciaremos a continuacién el teorema de
existencia de la forma de Jordan para matrices reales o complejas.

Teorema 2.1. Cada endomorfismo f de un C-espacio vectorial tiene asociada, en una
cierta base, una matriz de Jordan. Es decir, toda matriz cuadrada con coeficientes com-
plejos es semejante a una matriz de Jordan.



En general, la forma (normal) de Jordan de una matriz tiene coeficientes complejos,
incluso si es una matriz real. Se utiliza normal como contraposicién a la forma real de
Jordan. En caso de no utilizar la segunda, diremos tinicamente forma de Jordan.

Es conveniente buscar una manera de asignar una forma matricial sencilla con co-
eficientes reales a aquellas matrices cuya forma normal de Jordan tenga coeficientes com-
plejos. La solucién a este problema es la forma de Jordan real. Es conocido que si A es un
autovalor complejo de una cierta matriz A, también lo es su conjugado A. Esto se traduce
en que por cada bloque de Jordan asociado a un autovalor complejo, existe otro bloque
de Jordan del mismo tamano asociado a su conjugado.

Si A = a+1ib es un autovalor complejo de una cierta matriz A, la forma de Jordan
real de A coincide con su forma normal de Jordan, pero los lugares ocupados por bloques
asociados a A\ y A se sustituyen por otros de la forma

¢, I 0 ... 0
0 C\ I . 0
0 0 0 1
0 0 0 C
siendo C) = _ab 2 ) Presentamos por ultimo un teorema de existencia de la

forma de Jordan real.

Teorema 2.2. Dada una matriz A € M,(R), existe una matriz de Jordan real, J, y
una matriz reqular P € M, (R) tal que A = P~'JP. Es decir, toda matriz cuadrada con
coeficientes reales es semejante a una matriz de Jordan real.

2.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias. Definiciones, teorema de
existencia y unicidad de soluciones y sistemas lineales

El objetivo de esta seccidén serd recoger las nociones més importantes sobre la teoria
general de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se trata de los pasos previos que motivan
la teoria de Floquet.

Definicién 2.4. Sea t un escalar real y sea D C R™! un abierto (cuyos elementos se

d
escriben como (t,z) € D). Sea f: D — R™ una funcién continua, y se denota & = £
Una ecuacién diferencial es una relacion de la forma

w(t) = f(t, (1)) - (2.1)

Se dice que x es una solucién del problema (2.1) en un intervalo abierto I C R si
z es una funcién de clase C*(I), (¢, z(t)) € D siempre que t € I y x satisface la relacién
dada por (2.1) en el intervalo 1.



Dado (tg,z9) € D, se llama problema de valores iniciales o problema de
Cauchy asociado a la ecuacién (2.1) a aquel consistente en encontrar un intervalo abierto
I que contenga a tg y una solucién x del problema (2.1) tal que x(ty) = xo.

Uno de los resultados centrales de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias es el
teorema de existencia y unicidad de soluciones o teorema de Picard-Lindelof. Presentamos
su enunciado a continuacion.

Teorema 2.3 (Teorema de Picard-Lindeldf). Con la notacion dada en la definicion 2.4,
si f(t,x) es continua en D y localmente lipschitziana con respecto a x en D, entonces
para cualquier (ty,zo) € D, existe una unica solucion x(t,ty,xo), x(to,to, o) = o, del
problema de Cauchy que pasa por (to, xo).

Centraremos ahora nuestro interés en los sistemas lineales. Se trata de aquellos de
la forma

z=A(t)z + b(t) . (2.2)

En primer lugar, nos limitaremos al caso homogéneo. En analogia a los sistemas de
ecuaciones algebraicos, se dice sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales a aquel de la
forma (2.2) con b(t) = 0. Una propiedad bésica de los sistemas lineales homogéneos es que
se satisface el principio de superposicion de soluciones. Es decir, dadas dos soluciones
diferentes de un sistema lineal homogéneo, cualquier combinacion lineal de las mismas
también es solucién. Este hecho lleva a introducir el concepto de matriz fundamental de
un sistema lineal homogéneo.

Definicién 2.5. Dado un sistema lineal y homogéneo de ecuaciones

s = A(t)z (2.3)

de dimensién n, una matriz X (¢) de tamano n x n (t > 0) se dice matriz fun-
damental de dicho sistema si cada una de sus columnas es una solucién del mismo, y
ademds las n soluciones son linealmente independientes (es decir, det X (¢) # 0 en todo
instante t > 0).

Dado un cierto tiempo inicial ¢y, la matriz X (¢) se dice matriz principal del sistema
en el tiempo inicial £y si es matriz fundamental del sistema y ademés X (¢y) = I, con [ la
matriz identidad de dimensién n. En dado caso, se denota por X (¢, ty).

Las matrices fundamentales estan estrechamente relacionadas con la funciéon expo-
nencial matricial. Es por ello que algunas propiedades tipicas de la funcién exponencial
también son satisfechas por la matriz fundamental de un sistema. Ese hecho se refleja en
el siguiente resultado.

10



Proposicién 2.4. Sea el problema de Cauchy

&= A(t)z, (0) =z .

Si X (t) es una matriz principal del sistema en el tiempo inicial to = 0, entonces:
1. La solucién del problema de Cauchy es x(t) = X (t) xq
2. X(t+s)=X(t)X(s) para todo t,s € R
3. X7Ht) = X(—t)

En general, no conocemos la solucién de un sistema lineal de ecuaciones cualquiera.
En cambio, podemos comenzar por estudiar el caso de coeficientes constantes. Es decir,
la matriz de coeficientes es tal que A(t) = A € M,,(C). El sistema resultante es

Z=Az. (2.4)

Sabemos que en el caso unidimensional la solucién no es mas que una funcién ex-
ponencial. Ademas, las propiedades expuestas en la proposicion 2.4 sobre la matriz fun-
damental sugieren que la solucién en dimension n sigue teniendo este comportamiento.
Estos hechos nos llevan a definir la exponencial de una matriz.

Definicién 2.6 (Exponencial de una matriz constante). Dada una matriz A € M,,(C),
se define su exponencial, e, como la serie de potencias

et = T (2.5)

k=0

donde A° se corresponde con la matriz identidad.

En general, podremos usar series de potencias para definir funciones matriciales
cuando dicha serie defina una funcién analitica en el cuerpo de los complejos. Por este
motivo, la definiciéon 2.6 es valida para cualquier eleccién de A. El siguiente resultado
proporciona propiedades bésicas de funciones del tipo f(t) = e?, siendo A una matriz
constante.

Proposicién 2.5. Sea A € M,,(C), sea la funcién f(t) = e con t € (—o00, 00).

1. f(0) = I la matriz identidad y f(t) es la matriz principal en el tiempo inicial ty = 0
del problema (2.4).

9. 6A(tJrs) — pAtpAs

3. (eA)7l = AL
d

— At = Aeft = eAA.
dt

11



5. Si A= PBP~!, entonces et = PeBtP~1,

6. Dadas A, B € M, (C) tales que AB = BA, se tiene que eA+B)? = eAteBt,

La proposicién 2.5 nos da la soluciéon de los sistemas de ecuaciones con coeficien-
tes constantes. El tltimo escollo es el calculo practico de la matriz exponencial. Pero el
apartado 5 de la misma proposicién nos otorga una herramienta que sera clave en este
aspecto.

Si la matriz A del sistema dado por (2.4) es diagonalizable, el problema es trivial.
Basta con pasar la matriz de coeficientes a su forma diagonal. Su exponencial sera otra
matriz diagonal de la misma dimension, cuyos elementos son las exponenciales de los
originales. No obstante, es igualmente sencillo encontrar la exponencial de un bloque de
Jordan. De hecho, la exponencial de una matriz en su forma de Jordan (real o normal),
se corresponde con la exponencial por bloques de la matriz de partida. No escribiremos
explicitamente su forma. Sin embargo, el teorema 2.2 garantiza que siempre que los co-
eficientes del sistema sean reales, podremos pasar a la forma de Jordan real para facilitar
el célculo de la matriz exponencial.

Para terminar esta seccién, demostraremos la férmula de Jacobi. Esta resulta de
utilidad para hallar una expresién del determinante de una matriz exponencial.

Lema 2.2 (Identidad de Jacobi). Sea el sistema de ecuaciones & = A(t)x de dimension
n, sea X (t) una solucion matricial del mismo. Entonces

det X (1) = det X (f) exp l / t Tr(A(s))ds] |

to

Demostracion. Es suficiente con comprobar que la funcién det X (¢) satisface la ecuacién
2 =Tr(A(t)) z. Para ello:

= X(t) = A(t)X(t). Esto implica que (X(£));; = 3 (A®))i (X ().

k=1
[ 2 12 o Tap |
d n .3 'I ‘Z
. — (det X(t)) = Z det i1t Tig - Tin
dt i=1 . .
| Tnl Tn2 - Tpn |

n
De la primera igualdad, se tiene que (&1 ... %) = Y (A(t))ik (Tk1 - - . Thpn). Ademas,
k=1
sumar o restar combinaciones lineales de otras filas a una concreta no cambia el valor del

determinante. Deducimos entonces que
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11 - Tin Z11 Tt Lin

det :vl 93 — det (A(t):),.,.xﬂ (A(t):)iﬂm — (A(t))u det X (1) .

Tpl °° Tpn Tni T Tnn

d
De esta manera, concluimos que — (det X (¢)) = > (A(¢))y det X (t) = Tr A(t) det X (¢).

dt =1
0

Corolario 2.1. Dada una matriz A € M,,(C), se satisface
deted = T4 (2.6)

Demostracion. Basta aplicar la identidad de Jacobi al sistema de ecuaciones de coefi-
cientes constantes © = Az. Evaluando en ¢ = 1 la matriz principal en t, = 0, sigue el
resultado. [

Observacién 2.2. De la expresion (2.6), se deduce que la exponencial de una matriz real
siempre tiene determinante positivo.

2.3.1. Estabilidad en sistemas lineales

Terminaremos este capitulo definiendo los conceptos mas fundamentales de esta-
bilidad en sistemas de ecuaciones y enunciando un teorema de estabilidad en sistemas
lineales.

Definicién 2.7 (Estabilidad en sistemas de ecuaciones). Sea f : [0,00) x R" — R" y
sea la ecuacion & = f(t,x), con f suficientemente regular para garantizar la existencia
y unicidad de solucién de acuerdo con el teorema 2.3. Se considera que f(t,0) = 0 para
todo t € [0, 00). Entonces, z = 0 es una solucién, y se dice:

» x = 0 es estable (en el sentido de Lyapunov) si para todo € > 0 y para todo
to > 0, existe § = d(e, tp) tal que si |xg| < 0, entonces |x(t, %y, zo)| < € para todo
ty € [to, OO)

» r = (0 es uniformemente estable si para todo ¢ > 0 y para todo t, > 0, existe
d = d(¢e) tal que si |zg| < 0, entonces |z(t, to, zg)| < € para todo ty € [tg, 00).

» z = 0 es asintéticamente estable si es estable y existe b = b(ty) tal que si |zo| < b,
entonces limy_, |2(t, to, zo)| = 0.

13



= z = 0 es uniformemente asintéticamente estable si es uniformemente estable,
existe b independiente de ¢, tal que si |zg| < b, entonces limy_,o |2(¢, 0, 20)| = 0y
para todo n > 0 existe T'(n) > 0 tal que si |zg| < b, entonces |z (¢, o, zo)| < 1 siempre
que t >ty + T(n).

= En cualquier otro caso, la solucién x = 0 se dice inestable.

Teorema 2.4. Sea un sistema lineal de ecuaciones de la forma (2.3). Sea X (t) una matriz
fundamental de dicho sistema y sea f € (—00,00). Entonces, el sistema es:

» Estable para todo ty € (—o0,00) si y solo si existe K = K(tg) > 0 tal que

I X(t)| <K para todo t € [ty,00);

» Uniformemente estable para todo ty € [,00) si y solo si existe K = K() >0

tal que
XX Hs)| <K sitg<s<t<oo;

» Asintdticamente estable para todo tg € (—00,00) si y solo si

lfm [ X (t)] = 0;

t—o00

» Uniformemente asintéticamente estable para todo ty € [3,00) si y solo si
eriste K = K(8) >0, a = a(8) > 0 tal que

X ()X (s)] < Ke (=2 sitg < s<t<oo.

El anterior resultado se puede particularizar para el caso de coeficientes constantes,
limitando el estudio a los autovalores de la matriz de coeficientes.

Teorema 2.5. Sea el sistema de coeficientes constantes (2.4).

1 Una condicion necesaria y suficiente de estabilidad uniforme es que los valores propios
de A tengan parte real menor o igual que 0, y aquellos con parte real 0 sean tales que
su multiplicidad algebraica coincida con su multiplicidad geométrica.

11 Una condicion necesaria y suficiente de estabilidad uniforme asintotica es que los
valores propios de A tengan parte real menor que 0. En ese caso, existen K > 0 y
a > 0 tales que

leM] < Ke ™™ sit>0.

Veremos en capitulos posteriores como se extiende el teorema 2.4 para el caso de
coeficientes periddicos.
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Parte 11

Sistemas con coeficientes periodicos,
teoria de Floquet y ejemplos de
aplicaciéon
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3. Teoria general de Floquet

Ya hemos presentado los sistemas lineales de ecuaciones de manera general, dados
por la expresién (2.2). También destacamos que no conocemos la solucién de un sistema
lineal cualquiera. Esto motivo el estudio del sistema de coeficientes constantes. El siguiente
paso natural en el estudio de los sistemas lineales consiste en introducir una dependencia
del tiempo en los coeficientes que resulte manejable. Comenzando con el caso homogéneo,
nos proponemos estudiar sistemas del tipo

t=A(t)x con A:R — M,(R) continua y T-periédica. (3.1)

Emplearemos la nocién de periodicidad ya expuesta en la definicién 2.1. A lo largo
de las siguientes secciones, introduciremos la idea de logaritmo de una matriz, necesaria
para la demostracion del teorema de Floquet. Presentaremos después muchos de los con-
ceptos utilizados habitualmente en el contexto de los sistemas periédicos. Con estas ideas,
estaremos en condiciones de demostrar el teorema de Floquet. Este resultado se encuen-
tra en el centro del estudio de los sistemas periddicos. Por tltimo, nos encargaremos del
estudio de los sistemas periddicos no homogéneos.

3.1. Logaritmo de una matriz

Comencemos por estudiar la extension de la funcién logaritmo al caso matricial,
como ya hicimos anteriormente con la funciéon exponencial.

Definicién 3.1 (Logaritmo de una matriz). Dada una matriz A € M,,(C), se dice que
admite un logaritmo si existe otra matriz L € M,,(C) de manera que e* = A.

Con esta definicién, no esta garantizada la existencia ni unicidad de la matriz loga-
ritmo. De hecho, en caso de existir, no es tnica en general, pues la funcién exponencial
no es inyectiva en el cuerpo de los complejos. Por otro lado, el corolario 2.1 implica que,
en el caso real, se debe cumplir que det A > 0. Se trata de una condiciéon de existencia de
la matriz logaritmo.

Desarrollaremos a continuacion los teoremas de existencia de logaritmo para matri-
ces complejas y reales. Recordemos que una matriz N € M, (R) se dice nilpotente si
existe un natural k¥ € N de manera que N* = 0, la matriz nula.

Lema 3.1. Sea N € M, (R) una matriz nilpotente. Se define



Entonces, e®N) = I + N, donde I es la matriz identidad de dimension n.

Demostracién. En los reales, si © > —1 se satisface e/°90+%) = 1 4 2. Ademss, el desarrollo
de Taylor de log (1 4+ z) converge uniformemente a la funcién log (1 + ) en el disco |z| < 1.
De manera similar, el desarrollo de Taylor de la exponencial converge uniformemente a la

funcién exponencial en todo R y en particular en el disco |z| < 1. Tenemos por tanto que

SR AN A NIRC S e (=)
SR (E) SRaR | T
n= p= ST1y-TnSP T4
ri+...+rn=p

donde hemos usado la identidad

) n 00
E apx” zg E Upy ooy, | 2
k=0

k=0 [0<r1,....,rn<k
ri+...4+rn=~k

La convergencia uniforme en el disco |z| < 1 de los desarrollos de Taylor nos permite
intercambiar los sumatorios en la igualdad anterior. Obtenemos asi que

1+x—1—l—z Z > H

n= 1 T 0<r,ern<p T

r1t...+Tn=p
1 ( 1)7“1-—1
Igualando coeficientes, concluimos que Z — > II,,——— = 6,1 Hemos
n=1 TV 0<ri,...rn<p T
rit...+rn=p

utilizado el simbolo de Kronecker, definido como
Osip#1
5p1 = . .
lsip=1

Podremos extender esta igualdad al caso matricial, ya que en nuestro caso la ma-
triz N es nilpotente. Por tanto, los desarrollos de potencias anteriores son finitos. Esto
garantiza la convergencia. Entonces:

[e’¢) 1 o] 1);0—1 , n o) 1 [ee) (_1)”_1 )
=D ZTN =1+ > | > Il——|~-=
n=0 p=1 n=1 p=1 ?ﬂlgih+7;n,?:§£ T

o

:1+Z Z > H NP:I+Z<S,,1NP:I+N.
n=1 0<_T-1,+,rn<p T4 p=1
r1 rn=p
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Teorema 3.1. Sea A € M,,(C) una matriz no singular (det A # 0). Entonces, eziste una
matriz compleja L € M, (C) de manera que e* = A.

Demostracion. Sea P una matriz no singular, y supongamos B, C' dos matrices de manera
que ¢ = B. Entonces, por la proposiciéon 2.5(5), se tiene que

PBP™!' = pef P71,

Se puede asumir por tanto, por el teorema 2.1, que la matriz A del enunciado
se encuentra en su forma canénica de Jordan. Es decir, A = diag(A;,...,A4,), donde
Aj = M1 + Rj, siendo R; una matriz nilpotente de la forma

0 1 0

Rj:
1
0 0

Por hipétesis, A es no singular, luego A; # 0 para todo j € {1,...,p}. Basta probar
que para cada bloque de Jordan, existe una matriz L; tal que A4; = e%.

Sea entonces A = Al + S un bloque de Jordan, siendo S nilpotente de la forma

1
anterior. Como A # 0, podemos expresar A = \ (I + XS)

1
Se define L = (log \) I+ R (X S) , siendo R(N) con N nilpotente definida como en el

lema 3.1. Entonces, aplicando la proposicién 2.5(6), el lema 3.1 y operando, demostramos
finalmente que la matriz L asi definida es un logaritmo para el bloque de Jordan A

o) a5 G
Rl —s R|—s Y =
el = g Nl o <)‘ =Me A = \e A =M+S=A.

Teorema 3.2. Sea A € M, (R) una matriz no singular (det A # 0). Entonces, eziste una
matriz real L € M, (R) de manera que e& = A%

Demostracion. De manera similar a como probamos el teorema 3.1, comencemos notando
que dadas P una matriz no singular y B, C dos matrices reales con e = B, la proposicién
2.5(5) garantiza que

PBP~' = Pe“P7t.

Podemos asumir, por tanto, que la matriz real A se encuentra en su forma de Jordan
real, como consecuencia del teorema 2.2. Es decir, A = diag (Jy, ..., J;, L1, ..., Ls), donde
J; = NI + R; para todo ¢ € {1,...,r}, siendo
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Ri ==
1
0 0
Por su parte, los bloques L; con j € {1,...,s} son de la forma
AT O 0
0 A I 0
0 0 O 1
0 0 O A

con A = ( _ab 2 ) para cada autovalor complejo A; = a + b.

El problema se reduce entonces a encontrar matrices logaritmo para cada bloque
de la matriz A% en su forma de Jordan real. Recordemos que el cuadrado de una matriz
diagonal por bloques es otra matriz diagonal por bloques, siendo cada nuevo bloque el

cuadrado del original.

Bloques del tipo R;

Comencemos considerando un bloque de la forma J = Al + N, con N nilpotente

igual que las matrices R;. Sabemos que A # 0, pues A es no singular.

1
Se define L = (log \2)I+2R (X N> , siendo R(S) para S nilpotente definida como en

el lema 3.1. Entonces, aplicando la proposicién 2.5(6), el lema 3.1 y operando, concluimos

que la matriz L definida es un logaritmo para el bloque J2,

1 2
OR| — N Rl =N
oL — pllog A1, ()\ ) 2 |e ()\ ) — )2 ([—l—lN

Bloques del tipo L,

Consideremos ahora un bloque J de la forma de los L;. Teniendo en cuenta que 0,
denotara una matriz de ceros de tamano 2 x 2, este se puede escribir como

A I, 0 0 0, A7 0
0 A I, ... 0 0 0, A°!
J = oo =diagA | [ + :
0 0 O I, 0 0 0
0 0 0 A 0 0 0
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Notemos que la segunda matriz que aparece en la suma de la expresion anterior

es nilpotente. Los bloques A = _ab 2 ) cumplen que b # 0. Suponiendo a > 0, al
-

considerar la funcién tangente tan : <7, §> — R, se puede definir

b
logva? +b>  arctan —
Ly = b a =L+ Lo,
—arctan — log va? + b?
a

b
donde L; =logva? + b% I, y Ly = arctan — ( 0
o\ =

Aplicando entonces la proposicién 2.5(6), se tiene

1 .
10 ) son matrices que conmutan.

b ) b
Ccos (arctan — sin | arctan —
a a

eln — elatle — pLiyLle (/42 + B2 el2 —1,/42 + b2 (
—sin

arctan — cos | arctan —
a a

Denotemos por y = arctanz.
L sin? y
En ese caso, © = tany, por lo que podemos escribir 22 = 5
cos?y
1
dad fundamental de la trigonometria, obtenemos 1 + 2 5
cos?y
1
mos para encontrar que cos (arctanxr) = ————. De manera analoga, se prueba que
(arctans) = i :

X

sin (arctanz) = ———.
V1+ a2

Teniendo en cuenta las identidades anteriores, concluimos que L, es un logaritmo

Necesitamos un par de relaciones trigonométricas.

. Utilizando la identi-

. Finalmente, despeja-

para el bloque A,

Construimos entonces la matriz

0pb A 0 ... 0
0 0, AL ... 0
L =diagLy+ R : oo : =I'+N,
0 O 0 A1
0 0 0 02

donde R(S) para S nilpotente estd definida como en el lema 3.1. Asi, utilizando la
proposicién 2.5(6) y el lema 3.1, se encuentra que la matriz L es un logaritmo para el

bloque J:
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0, A 0 ... 0

0 09 AP 0

el =™ = el eV = diagA | T+ oo : =J
0 0 0 AL
0 0 0 0y

Asf pues, para este tipo de bloques tenemos que J? = e?~. Esto concluye la prueba.

]

3.2. El teorema de Floquet

En la descripcion de los sistemas lineales periddicos, es habitual hablar de un cierto
tipo de matrices relacionadas con las soluciones matriciales fundamentales de los mismos:
las matrices de monodromia.

Observacion 3.1. Consideremos el sistema peridodico homogéneo dado por la ecuacién
(3.1). Sea ®(t) una matriz fundamental de este. Entonces, su traslaciéon por un periodo
es también matriz solucién del sistema.

Demostracion. Por ser ®(t) una matriz solucién del sistema, se tiene que

Ot+T)=At+T)2(t+1T).
Como A(t) es T-periddica, se cumple que A(t +T') = A(t). Por tanto

Bt +T)=A@t)D(t+T).

Asi, (¢t + T) también es solucién del mismo sistema. ]

En particular, como ®(t) es matriz fundamental, su determinante es no nulo en
todo instante de tiempo. Es decir, que det ®(t + T) # 0y ®(t+T') es matriz fundamental
del sistema. Como cualesquiera dos matrices fundamentales de un mismo sistema estan
relacionadas por una matriz constante no singular, sabemos que existe Co € M, (R)
invertible de manera que ®(t + 1') = ®(¢) Cy para todo t € R.

Definicién 3.2 (Matriz de monodromia asociada a una matriz fundamental). Dada una
matriz fundamental ®(¢) del sistema periédico homogéneo (3.1), se conoce como matriz
de monodromia asociada a ¢ a la matriz Cy € M, (R) invertible que cumple

O(t+T)=(t)Cy paratodot € R.
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Comenzamos planteandonos si matrices de monodromia asociadas a dos matrices
fundamentales diferentes estdn relacionadas de alguna manera. La proposicion 3.1 nos
dara la respuesta.

Proposicién 3.1. Sean ®(t), VU(t) dos soluciones matriciales fundamentales del sistema
periddico homogéneo (3.1). Sean Cg, Cy € My (R) las matrices de monodromia asociadas
a cada una de ellas. Entonces, Cg, Cy son matrices semejantes.

Demostracion. Como ® y U son matrices fundamentales del sistema, existe P € M,,(R)
no singular de manera que

O(t) =V(t) P paratodot e R.

Entonces, podemos operar para obtener

Como det W(t) # 0 para todo ¢t € R, la matriz W(t) es invertible en todo instante de
tiempo. De manera que deducimos

PCy=CyP.

Por tanto, Cy, C'y son matrices semejantes.

Como consecuencia de este hecho, el espectro de dos matrices de monodromia aso-
ciadas a dos matrices fundamentales cualesquiera es el mismo. Dicho de otra manera,
0(Cs) tnicamente depende del sistema (3.1) y no de la matriz fundamental ® elegida. En
adelante, trabajaremos con la matriz principal del sistema en el instante t, = 0.

Definicién 3.3 (Multiplicador caracteristico). Sea ® una matriz principal del sistema
periédico homogéneo (3.1) en el instante to = 0. Denotaremos por C' = ®(T') a la matriz
de monodromia asociada a ®, y diremos que es la matriz de monodromia del sistema.
A los autovalores de C' (que son invariantes), A € C, se les llama multiplicadores
caracteristicos del sistema.

El nombre de multiplicador se debe a que los elementos de o(C') aparecen de manera
multiplicativa al trasladar una cierta soluciéon por un periodo, como probaremos en la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.2. Sea el sistema periodico homogéneo (3.1), sea A € C. Son equivalentes:

23



1. X\ es un multiplicador caracteristico del sistema.

2. Emiste una solucidén del sistema ¢ € C*(R,C™) no trivial (¢ #0) tal que ¢(t +T) =
Ao(t) para todo t € R.

Demostracion.

Sea ® una matriz principal del sistema. La matriz de monodromia asociada es C' =
®(T). Por hipétesis, existe un autovector asociado a A. Es decir, existe xy € C\ {0} de
manera que ®(7T") xg = Axg. Definimos ¢(t) = ®(t) xg, que es solucién no trivial por la
proposicion 2.4. Entonces, aplicando la definicién de matriz de monodromia, obtenemos
que

St +T) = Bt +T)wo = () B(T) mo = AD(t) 2o = A(t) -

2=1

Consideramos de nuevo ¢ una matriz principal del sistema. La matriz de mono-
dromfa asociada es C' = ®(T'). Por hip6tesis, existe una solucién del sistema ¢ € C*(R, C")
no trivial (¢ # 0) tal que ¢p(t +71') = A ¢(t) para todo t € R. Sea zy = ¢(0) € C\ {0}. En-
tonces, por la proposicién 2.4, se cumple que ¢(t) = ®(t) xy. Notemos ahora que ¢(t+1) =
AP(t) = A D(t) zg. De igual manera, tenemos que ¢(t +71) = O(t +T') xg = P(t) D(T) xo.

Por ser ® matriz fundamental, es invertible para todo ¢ € R. Entonces, de todo lo
anterior deducimos que A xy = ®(7T) zy. Por tanto, A € o(®(7')). Se concluye que A es un
multiplicador caracteristico del sistema. O]

Hasta ahora, hemos encontrado un objeto invariante de cada sistema periddico (sus
multiplicadores caracteristicos). Es por esto que trataremos de usarlos para describir pro-
piedades de los mismos.

En esta linea, la siguiente cuestién natural que cabe plantearse es la existencia de
soluciones T-periddicas del sistema peridodico homogéneo. La respuesta, en realidad, nos la
da la proposicion anterior. Formulamos el siguiente corolario para establecer condiciones
de existencia de soluciones periddicas.

Corolario 3.1. Sea el sistema periddico homogéneo (3.1).

1. El sistema admite soluciones T-periodicas no triviales si y solo si 1 es un multipli-
cador caracteristico de dicho sistema.

2. —1 es un multiplicador caracteristico del sistema si y solo si existe una solucion
2T-periodica del mismo que no es T-periodica.

Demostracion. Basta particularizar la proposicién 3.2 al caso de los valores 1y —1. [
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Otro resultado interesante en relacién a los multiplicadores caracteristicos es la par-
ticularizacion de la identidad de Jacobi, vista en el lema 2.2, al caso de sistemas periddicos.

Proposiciéon 3.3. Sea el sistema periodico homogéneo (3.1). Dada C' una matriz de
monodromia de dicho sistema, se tiene que

det C' = exp UOTTrA(t)dt] = I »

Ao (C)

Demostracion. Por la proposicion 3.1, dos matrices de monodromia cualesquiera son seme-
jantes, y por tanto tienen el mismo determinante. Consideramos la matriz de monodromia
asociada a ® una matriz principal del sistema, ®(7"). Empleando la identidad de Jacobi
con nuestro sistema y su solucién matricial ®, deducimos que

det B(1) = exp { /O t TrA(s)ds] |

Entonces, como det C' = det ®(T), sigue la primera igualdad del enunciado. La
segunda se deduce del hecho de que el determinante de una matriz es igual al producto
de sus autovalores. O

Hemos encontrado asi que el producto de los multiplicadores caracteristicos de un
sistema es igual al determinante de cualquier matriz de monodromia asociada al mismo.

Estamos ya en condiciones de enunciar el teorema de Floquet. Este resultado béasico
de la teoria de sistemas periddicos nos da la forma general de las matrices fundamentales
de todo sistema periddico y homogéneo. Ya que tenemos herramientas para ello, nos
restringiremos al caso real.

Teorema 3.3 (Teorema de Floquet). Sea el sistema periddico homogéneo (3.1). Sea ®(t)
una matriz fundamental de dicho sistema.

Entonces, eriste una funcion matricial real P : R — M, (R) de clase C', 2T-
periddica y no singular en todo instante t € R, y existe una matriz real R € M,(R), de
manera que se verifica

Demostracion. Denotemos por C' a la matriz de monodromia asociada a la matriz funda-
mental ®(¢). Tenemos que ®(t +T') = ®(t) C. Por tanto, ®(t + 27) = ®(t) C?. Por ser C
una matriz de monodromia, es no singular. Aplicando el teorema 3.2, existe R € M,,(R)
tal que C? = 2T . Definamos ahora



La matriz P es real y 2T-periddica:

P(t+2T)=®(t)C? e R Bl = o(t) e ' = P(t) .
En la anterior expresién, hemos tenido en cuenta que C?e 2" = . Finalmente,
despejando en la definicién de P(t), se encuentra que ®(t) = P(t) e®t. O

Observacion 3.2. En el teorema de Floquet, se puede relajar la condicion de que P sea
una funcién matricial real. Permitiendo que esta pueda ser del tipo P : R — M,,(C),
entonces se puede obtener la misma expresion pero con P una funcion T-periédica. En
la demostracion, procederiamos exactamente de la misma manera, pero en vez de utilizar
el teorema 3.2, usariamos el teorema 3.1. No obstante, como trabajamos con sistemas
periodicos reales, es conveniente que las soluciones también sean reales.

3.2.1. Consecuencias: el teorema de Lyapunov

El teorema de Floquet proporciona la forma general de las soluciones de los siste-
mas peridédicos. Ademads, sabemos que no es posible encontrar de manera exacta estas
soluciones. Pese a ello, tenemos herramientas para demostrar el teorema de Lyapunov.
Este nos llevara a comprender que podemos relacionar cualquier sistema con coeficientes
periddicos con uno de coeficientes constantes.

Teorema 3.4 (Teorema de Lyapunov). Consideramos el sistema periddico homogéneo
(3.1). Sean P(t), real y 2T-periédica, y R, real y constante, las matrices dadas por el teo-
rema de Floquet. El cambio de variables x = P(t)y reduce al sistema lineal de coeficientes
constantes:

y=Ry.

Demostracion. Como vimos en la demostracion del teorema de Floquet, partimos de una
matrizn fundamental del sistema ®(¢), C' su correspondiente matriz de monodromia y una
matriz constante R € M, (R) tal que C? = 2T # (existe por el teorema 3.2). Entonces, se
tiene P(t) = ®(t) e 1. La derivada de P para todo t € R es

Por tanto, al considerar el cambio de variable © = P(t)y, encontramos por un lado
que

T=Pt)y+Pt)y=Al)P(t)y - Pt) Ry + P{t)y .
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De igual manera, se verifica que

Concluimos asi que P(t)y = P(t) Ry. Como las matrices fundamentales y la ex-
ponencial son no singulares, también lo es P(t). En definitiva, y = Ry un sistema de
coeficientes constantes.

]

Sin embargo, aunque el teorema de Lyapunov pueda parecer indicar que los sistemas
periédicos tienen la misma simplicidad que los sistemas de coeficientes constantes, existe
una diferencia clave. En primer lugar, el cambio de variables necesario para llegar a un
sistema de coeficientes constantes requiere conocer una matriz fundamental del sistema
periédico de partida. Esto no sera asi en la practica, pues justamente queremos conocer las
soluciones. Por otro lado, en el caso de coeficientes constantes podemos conocer diversas
caracteristicas de las soluciones a partir de los autovalores de la matriz de coeficientes.
Si bien es cierto que algunas propiedades de los sistemas periddicos pueden ser descritas
en términos de los multiplicadores caracteristicos, estos son conocidos a posteriori de
la solucion. Por ello resultan poco manejables en la practica. De hecho, el problema
del cdlculo de los exponentes caracteristicos sigue siendo un tema de investigacion en la
actualidad.

Ejemplo 3.1. Consideramos la ecuacion diferencial de segundo orden

§j—cos(t)y=0.

Definiendo las variables xy = y, x5 = ¥, es posible escribir dicha ecuacion como un
sistema lineal de ecuaciones diferenciales, periédico y homogéneo

. (1 0
T=\ cost 1 /7F

Un periodo de este sistema es T = 27w. Recordemos que para hallar las matrices
involucradas en el teorema de Floquet, es necesario encontrar primero una matriz fun-
damental del sistema. En este caso, se tiene que y; = cie', ys = cysinte’ + e’ son
soluciones linealmente independientes de la ecuacion original, y consecuentemente, una
matriz fundamental del sistema es la dada por

et 0
o(t) = ( elsint e ) '

La forma de Floquet de esta matriz fundamental es ®(t) = P(t) e

P(t):( L 0) v R=1,.

sint 1

Rt siendo
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Veamos cémo haciendo el cambio de variables x = P(t) z en nuestro sistema pe-
riodico, encontramos el nuevo sistema de coeficientes constantes z = I z. Por un lado,
podemos operar directamente sobre el cambio de variables para verificar que

(0 0N, (1 o0Y.,
T=\ cost 07 sint 1 ) °-

Otra opcién es aplicar antes la relacién dada por la ecuacion diferencial y después
realizar el cambio de variables. En ese caso, encontramos que

(1 0\ (1 0 10
T=cost 1 )77\ cost 1 sint 1 )~

Juntando ambos hechos, deducimos que

1 0 . 1 0 B 0 0 B 1 0
sint 1 )°° sint +cost 1 cost 0 = \sint 1) 7%

Finalmente, de esta tdltima expresién llegamos al sistema de coeficientes constantes
%2 = I, z, en consistencia con el teorema de Lyapunov.

3.2.2. Estabilidad de los sistemas homogéneos con coeficientes periédicos

El teorema de Lyapunov permite estudiar la estabilidad de los sistemas periddicos
homogéneos de manera analoga al caso de coeficientes constantes. Ya mencionamos en el
teorema 2.5 algunas condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad en sistemas
de coeficientes constantes. Notemos ademéds que, en el caso de ser un sistema auténomo,
la estabilidad y la estabilidad uniforme son equivalentes; de la misma manera, son equi-
valentes la estabilidad asintética y la estabilidad uniforme asintética. Veamos cémo se
traduce esto al caso de coeficientes periddicos.

Teorema 3.5. Sea el sistema periddico homogéneo (3.1).

1 Una condicion necesaria y suficiente de estabilidad uniforme es que los multiplicado-
res caracteristicos tengan maodulo menor o igual a 1, y aquellos con mdodulo 1 sean
tales que su multiplicidad algebraica coincida con su multiplicidad geométrica (como
autovalores de la matriz de monodromia).

11 Una condicion necesaria y suficiente de estabilidad uniforme asintotica es que los
multiplicadores caracteristicos tengan moédulo menor que 1. En ese caso, dada (t)
una solucion matricial del sistema, existen K >0 y o > 0 tales que

D) (s)| < Ke (79 sit>s.
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Demostracion. Basta considerar en el sistema el cambio de variables dado por el teorema
de Lyapunov (teorema 3.4). Una vez estd en una forma de coeficientes constantes, se
aplica el teorema 2.5. El resultado es inmediato. O

Por tanto, la estabilidad no depende de manera evidente de la matriz de coeficientes,
si no de los multiplicadores caracteristicos. De nuevo, esto presenta una dificultad, pues
no sabemos calcular multiplicadores caracteristicos sin conocer previamente una solucion.

En el siguiente ejemplo, mostraremos un sistema periédico cuya matriz de coeficien-
tes tiene autovalores de parte real negativa (lo cual implica estabilidad uniforme asintética
en coeficientes constantes, recordemos el teorema 2.5), y que sin embargo tiene una solu-
cién no acotada.

Ejemplo 3.2. Consideremos el sistema 27-peridédico y homogéneo [7] dado por:

3 3
—1+ = cos’t 1 — = costsint

—1 - 5 sintcost —1+ B sin’t

El correspondiente polinomio caracteristico de la matriz de coeficientes es

SIS
PAD) =X+ S A+ 5.

—144 —
LN 5

Ambos tienen parte real negativa. No obstante, es posible comprobar que una solucion
del sistema es z(t) = e/2(— cost,sint), que es claramente no acotada. Consecuentemente,
pese a que los autovalores de la matriz de coeficientes tienen parte real negativa, existe
una solucién inestable.

Por tanto, sus autovalores son independientes de ¢, y son \; =

De hecho, a partir de la solucién mencionada, aplicando la proposicién 3.2 es posible
comprobar que e™ es un multiplicador caracteristico del sistema. El otro multiplicador,
que denotaremos \g, se puede deducir a partir de la proposicién 3.3, sin mas que integrar

la traza de la matriz de coeficientes. En este caso, Tr A(t) = —5 de manera que

e" Xy =¢e

Asi, el segundo multiplicador caracteristico resulta ser e=2". De acuerdo con el teo-
rema 3.5, como uno de los multiplicadores tiene moédulo mayor que uno, el sistema no es
estable, como ya hemos visto.
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3.3. El sistema lineal y periédico completo

Hemos estudiado ampliamente el caso de sistemas homogéneos de coeficientes pe-
riédicos. Como en el caso de coeficientes constantes, trataremos ahora de abordar el
sistema periddico inhomogéneo. Recordemos que en coeficientes constantes, la solucion
se encontraba aplicando una férmula de variacion de constantes a la solucion del sistema
homogéneo. Consideramos la ecuacion lineal

&= A(t)x(t)+b(t) con A:R — M,(R), b:R — R" continuas y T-periddicas. (3.2)

En este caso, trataremos de utilizar una técnica conocida en R™ para la discusion de
sistemas: la alternativa de Fredholm. Nos permitira estudiar la existencia de soluciones
T-periddicas del sistema completo. Utilizaremos para ello una notacién en términos de
operadores de la ecuacién (3.2). Definimos los conjuntos de funciones

Cr = {a: RoR':zeC vy T—periédica} ,
Cr = {x R R":2zeC° y T—periédica} )

Definimos también el operador L : C}. — Cr tal que para todo z € Ck, se tiene
que L(z) = & — A(-) z. Se trata de un operador lineal, que permite expresar la ecuacién
diferencial (3.2) como

3.3.1. La alternativa de Fredholm

La alternativa de Fredholm es el nombre que reciben una serie de teoremas enuncia-
dos por Fredholm, originalmente con el objetivo de estudiar las ecuaciones integrales. En
su forma mas general, se formula para espacios de Hilbert y operadores compactos sobre
estos espacios. No obstante, se puede particularizar para R"™, obteniendo asi un método
de discusiéon de sistemas lineales.

Teorema 3.6 (Alternativa de Fredholm en R"). Sea el sistema Lz = b donde b € R"
un vector constante y L : R® — R™ un operador lineal en R", de manera que viene
representado por una matriz L € M, (R).

Denotamos por L* al operador adjunto de L, el inico operador que verifica
(Lx,y) = (x,L"y) para cualesquiera x,y € R",

donde (-,-) denota el producto escalar habitual en R™ (recordemos que en R™, el
adjunto de un operador lineal coincide con su matriz traspuesta). Entonces:
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1. Siker L = 0, entonces el sistema tiene una inica solucién: x = L™1b.

2. Siker L # 0, entonces el sistema tiene alguna solucién si y solo si b € (ker L*)*, el
conjunto perpendicular al nicleo de L*. Ademds, el numero de soluciones linealmente
independientes coincide con la dimension de ker L.

Demostracion. Lo establecido en el punto (1) es un resultado bien conocido de algebra
lineal.

Supongamos que ker L # 0. En ese caso, ker L* # 0 (por ser la matriz traspuesta),
y de hecho dimker L = dimker L* (el rango por de una matriz coincide con el rango de
su traspuesta). Si y € ker L*, entonces

0= (z,L'y) = (Lz,y) = (by).

Es decir, Im L C (ker L*)*. Por otro lado, se cumple que n = dim ker L +dim Im L =
dim ker L* + dim Im L. Se concluye que (ker L*)* = Im L. O

En vez de particularizar la alternativa de Fredholm en su forma general al caso que
nos ocupa, trataremos de construir un teorema similar al 3.6, traduciendo cada uno de
los elementos que intervienen en el mismo. Asi, dadas z,y € Cr, definiremos su producto
escalar como

(z,y) = /0 (2(t), y(t)) dt .

Buscamos ahora el operador adjunto de L. Debe ser tal que (Lz,y) = (z, L*y) para
cualesquiera z,y € Ck. Escribimos explicitamente el producto escalar e integramos por
partes para tratar de encontrar la expresion del adjunto, de manera que

Acww¢mmmmmm=%<dmmmm—l<mmmwth:
=G|, - [ o= [ a4 oo -
=A<mm—mw—Awmwﬁw

Hemos utilizado la periodicidad de z(t), y(t) para garantizar que
T " T
@) y®) | =D w0 u®)] = @) 3(T) = 7:(0) 5i(0)) = 0.
i=0 ‘

La unicidad del operador adjunto nos lleva a concluir que tiene la expresion es
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L*(y) = —y — A*(-)y para todo y € C7. .

Expondremos un par de lemas previos antes de enunciar y demostrar la alternativa
de Fredholm en el caso de soluciones periddicas.

Lema 3.2. Sea ®(t) matriz fundamental del sistema (3.1). Entonces, (%)~ (t) es matriz
fundamental del sistema y = —A*(t)y.

Demostracion. Bastard probar que (®*)~" (¢) es matriz solucién del sistema § = —A*(t)y.
Comencemos comprobando que, dada una funcién matricial cualquiera A : R — M,,(R),
se cumple que (A1) = —A~1A’A!. Para ello, consideramos la matriz identidad I. Se
satisface que

0=10'=(AA") =44+ A4 .

Consecuentemente, (A™') = —A~'A’A~". Finalmente, encontramos que

S @) 0] = @) (1) @ (@) (@) (1) =
= @) O OA) () (1) = ~A () (@) ()

donde hemos usado que ® = A®. Por tanto, (®*)" = d*A*.

Lema 3.3. Sea ¢ una solucion del sistema de ecuaciones (3.2). Entonces, ¢ es T-periddica
si y solo si p(0) = o(T).

Demostracion. Es evidente.

Las funciones ¢(t) y ¢(t + T') son soluciones del sistema (3.2). Ademads, ambas
coinciden en t = 0. Utilizando el teorema 2.3, por unicidad se debe cumplir que ¢(t) =
@©(t + T') para todo t € R. Por tanto, ¢ es T-periddica. O

Estamos en condiciones de establecer el teorema que nos permitird discutir la exis-
tencia de soluciones T-peridédicas para los sistemas lineales y periddicos completos.

Teorema 3.7 (Alternativa de Fredholm para soluciones periddicas). Sea el sistema de
ecuaciones lineal, periddico e inhomogéneo (3.2).

1. Si la ecuacion homogénea & = A(t)x no tiene soluciones T-periddicas no triviales
(ker L = 0), entonces existe una unica solucion T-periddica de (3.2) para cualquier
término independiente b € Cr.
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2. Si la ecuacion homogénea admite soluciones T-periddicas no triviales (ker L # 0),
entonces (3.2) admite soluciones T-periddicas si y solo si toda solucion T-periddica,
y € Ck., de la ecuacion adjunta y = —A*(t)y verifica

(b.y) = / (b(t), y(t)) dt = 0.
Es decir, b € (ker L*)*.

Demostracion. Sea ® una matriz principal en t, = 0 del sistema homogéneo & = A(t) z
y ¢ una solucién de (3.2). Aplicando la férmula de variacién de constantes, esta solucién
sera de la forma

o(t) = ®(t) xo + D(¢) /Ot d'(s)b(s)ds  con zy € R".

Aplicando el lema 3.3, el sistema (3 2) tiene soluciones T-periddicas si y solo si existe
zo € R™ tal que xg = (1) zo+ O(T fo s)ds, si y solo si existe o € R™ tal que

([ — ®(T)| 29 = &(T) /0 B(s) b(s) ds .

La anterior expresion es un sistema de ecuaciones en R™. Apliquemos el teorema 3.6.

1. I — ®(T) es invertible si y solo si su determinante es no nulo. Esto es equivalente
a que 1 no sea un autovalor de ®(7"). Como ®(7") es la matriz de monodromia del
sistema homogéneo, esta condicion es equivalente a que 1 no sea un multiplicador
caracteristico de & = A(t) . Finalmente, aplicando el corolario 3.1 esto es equivalente
a que la ecuacion homogénea no tenga mas soluciones T-periddicas que la trivial.

2. Sabemos que el sistema lineal tiene soluciones si y solo si { fo s)ds,y) =
0 para todo y € ker[I — ®*(T")], o equivalentemente y = @*(T) Y. Desarrollemos este
producto escalar, aprovechando su linealidad:

0= (&(T) / 1 (5)b(s) ds. ) = ( / 71(5) b(s) ds, & (T) y) =
= </0 O (s)b(s)ds, y) :/o (@1 (s)b(s),y) ds:/0 (b(s), (@’1(3))* y)ds .

Falta por ver que (®1(s))" y, con y € ker (I — ®(T))", recorre el conjunto de solu-
ciones T-periédicas de 57 = —A*(s) y. Aplicando el lema 3.2, (®'(s))" = (®*(s)) ™"
es matriz fundamental de la ecuacién adjunta §y = —A*(s)y. Por tanto, todas las
soluciones de esta ecuacién son de la forma

(@7(s))" wo con yp € R" para todo s € R.
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Aplicando el lema 3.3, debe verificarse (®~1(0))" yo = yo = (27H(T))" yo. Es decir, yo
debe ser tal que y € ker (I — (®7(7'))"). Finalmente, notemos que ker (1 — (#74(T))") =
ker (I — ®*(T)).

Supongamos que z € ker (I — (®7(7))"). Entonces z = (®7(T"))" z. Como po-
demos tomar la inversa y el adjunto en el orden que queramos, deducimos que
®*(T')z = z. Entonces, z € ker (I — ®*(T")). El reciproco es andlogo.

]

3.4. Ejemplos de aplicacién

Trataremos de aplicar la teoria general de Floquet a casos concretos. Comenzare-
mos viendo en detalle la ecuacion de Hill, pues se trata de la forma més general de las
ecuaciones de segundo orden con coeficientes periddicos. Tras discutir sus propiedades de
estabilidad, veremos algunas particularizaciones de esta ecuacion: la ecuacion de Mathieu
para vibraciones en membranas, la trampa idnica cuadrupolar o las ecuaciones de movi-
miento del perigeo lunar.

3.4.1. La ecuacion de Hill

La ecuacion de Hill supone uno de los ejemplos més tipicos de sistema periddico. Se
trata de una ecuacién diferencial lineal de segundo orden de la forma

j+(a+pt)y=0 (3:3)

donde p(t) es una funcién continua y T-peridédica y a € C es una constante.

Trataremos de encontrar para qué valores de a existen soluciones estables de esta
ecuacion. Una vez estudiadas de manera general sus propiedades, nos fijaremos en casos
concretos que justificaran la eleccion de este modelo, pues aparece en la descripcién de
multiples sistemas.

En primer lugar y para poder utilizar el lenguaje de la teoria de Floquet, converti-
remos la ecuacién (3.3) en un sistema de ecuaciones de primer orden, obteniendo

& = [C(a) + A(t)] =, (3.4)

donde z es una funcién vectorial cuyas componentes son r; = ¥y, 9 = y. Ademas,
hemos definido las matrices de coeficientes

co-( ) a0-( 5 )



Supongamos que ®(t) es una matriz principal en t = 0 del sistema (3.4). Es decir,
tenemos dos soluciones @1, 9 linealmente independientes de la ecuacién de Hill (3.3), de
manera que

_ ei(t) palt) _
() = (so'l(t) @z(ﬂ)’ 20 =1L

Los multiplicadores caracteristicos de la ecuacion de Hill son las raices de la matriz
de monodromia ®(7"). Son las raices del polinomio caracteristico

M —-2Ba)A+1=0.

En la anterior expresién, hemos definido

2 B(a) = Tr ((T)) = ¢1(T) + #2(T) .

El término 2 B(a) recibe el nombre de discriminante de la ecuacién de Hill.
Ademas, hemos utilizado que det ®(¢) = 1. Esto es una consecuencia de la identidad de
Jacobi, pues el determinante en t = 0 es det ®(0) = 1y la traza de la matriz de coeficientes,
C(a) + A(t), es 0 para todo t € R. En particular, det ®(7") = 1 = A\ Ao. Ademds, por el
teorema 3.5, deducimos que solo existen soluciones estables si [A;| = |A2| = 1. Si uno
de los dos autovalores tuviese modulo estrictamente menor que 1, el otro necesariamente
tendria médulo mayor que 1, haciendo inestable al sistema.

Proposicion 3.4. Si la constante a € C de la ecuacion de Hill es tal que Ima # 0,
entonces la ecuacion es inestable, y ninguno de los multiplicadores caracteristicos tiene
modulo 1.

Demostracion. Por lo visto anteriormente, bastard ver que ninguno de los autovalores
tiene modulo 1 para probar la inestabilidad del sistema. Supongamos que alguno de ellos,
digamos A1, es tal que |A\;| = 1y que Ima # 0. Entonces, por la proposicién 3.2, existe
una solucién z(t) que satisface z(t + 7') = A; z(f). Podemos escribirla como z(t) =
u(t) + iv(t), con u, v funciones reales. Ademds, escribimos la constante a = a + i 8 con
a, [ constantes reales. Entonces, se cumple

i+ (a+p(t)u = Buv,
b+ (a+p(t)v = —Pu.

Es decir, tenemos que iiv — ut = B (u? + v?). Finalmente, integrando el cuadrado
de la funcién z(t), tenemos que

5/0 12(s)]*ds = B /0 (u?(s) + v3(s))ds = u(t)v(t) — u(t)o(t) + K .

Por un lado, como |A;| = 1, el médulo de z(t) es una funcién T-periédica. Entonces,
la integral [} |z(s)]>ds es monétona creciente en ¢, por ser el integrando una funcién
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periédica y positiva. En particular, la integral f(f |2(5)]?> ds es una funcién no acotada
para t > 0. Sin embargo, @(t)v(t) — u(t)0(t) + K es una funcién acotada para todo
t > 0. Concluimos que o bien z = 0 (la solucién trivial), o bien g = 0. Esto concluye la
prueba. ]

Observacion 3.3. De manera explicita, los multiplicadores caracteristicos de la ecuacién

de Hill vienen dados por A\ = B(a) + /B(a)? — 1, Ay = B(a) — v/B(a)? — 1. Por tanto,

las soluciones de la ecuacién B(a)? = 1 nos dan el comportamiento del sistema.

Como consecuencia del corolario 3.1, si B(a)? = 1, entonces B(a) = +1 y exis-
ten soluciones T-periddicas o 2T-periddicas, respectivamente, no triviales. Ademas, por
la proposicién 3.4, la ecuacién B(a)? = 1 solo puede tener soluciones reales. Por otro
lado, siempre que a € R, la condicién B(a)? < 1 conduce a que los multiplicadores carac-
teristicos son complejos conjugados de médulo 1. Por tanto, las soluciones son estables.
Finalmente, la condicién B(a)? > 1 conduce a que uno de los multiplicadores caracteristi-
cos tiene médulo mayor que 1, y consecuentemente el sistema es inestable.

La discusién anterior nos permite asegurar, en vista del teorema 3.5, que la ecuacién
de Hill no admite soluciones asintoticamente estables. Introduzcamos algo de nomencla-
tura para discutir en més detalle la transicion del comportamiento estable al inestable.

Definicién 3.4. Dado un intervalo real I C R, se dice que es un a-intervalo de esta-
bilidad o inestabilidad si para todo a € I, la ecuacién de Hill dada por (3.3) admite
soluciones estables o inestables, respectivamente.

Los extremos de estos intervalos vienen dados por las soluciones de la ecuacion
B(a)? = 1, siendo 2 B(a) el discriminante de la ecuacién de Hill.

Por tanto, es indispensable encontrar herramientas que nos permitan hallar las so-
luciones de la ecuacién B(a)? = 1. La siguiente proposiciéon nos da informacién en este
aspecto.

Proposicién 3.5. Sia + p(t) < 0 para todo t € [0,T], entonces la ecuacion de Hill tiene
una solucion no acotada. Ademds, si a+ p(t) # 0, entonces B(a) > 1.

Demostracion. Supongamos 1 (t), una solucion de la ecuacién de Hill que satisface 1 (0) =
1, ¢1(0) = 0. Ademads, asumimos que ¥ (t) := —(a + p(t)) > 0.

Por ser solucién de la ecuacién (3.3), ¢ cumple la relacion
Pr(t) Pu(t) + (a+p(t) ¢a(t) pu(t) = 0
para todo valor de t € R. Podemos expresarla en forma integral como
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(1(t)? = 2 / B(5) @1(5) r(s) ds

para todo ¢t > 0. Como ¢1(0) = 1, sabemos también que $;(0) = ¥(0) p1(0) > 0.
Consecuentemente, ¢1(t) > 0 en algun intervalo ¢ € [0, 7).

Si para todo ¢ > 0 se tiene que ¢1(t) = 0, entonces ¢; = 1 es una solucién y
consecuentemente a + p(t) = 0. Reciprocamente, si a + p(t) = 0, entonces ¢; = 1 es una
solucién y para todo t > 0 se tiene que ¢;(t) = 0. Entonces, p(t) = ¢t también es una
solucion, que resulta ser no acotada.

Supongamos entonces que a + p(t) # 0. Elegimos n > 0 de manera que ¢1(t) = 0
para todo ¢t € [0,7], y tal que para todo 7 > 0 exista ty € (7,7 + 7) con ¥1(ty) > 0.
La existencia de 7 estd garantizada, pues ya hemos razonado que ¢;(¢) > 0 en algin
intervalo t € [0,70]. Ademads, ¢1(t) no puede ser idénticamente nula, o nos encontrarfamos
en el caso anterior. En estas condiciones, se puede elegir 7 suficientemente pequeno, de
manera que ¢1(s) > 0 para todo s € [0,n7 + 7]. Ademas, como ¥ (s) > 0, de la expresién
(P1(1))2 =2 [, ¥(s) ¢1(s) ¢1(s) ds se deduce que @1 (t) > 0 para todo valor t € (1,7 + 7).
Entonces, como el lado derecho de la expresion integral es no decreciente en ¢, deducimos
que ¢1(t) es positiva para todo ¢t > 1 y monétona creciente para t > 7. Teniendo esto en
cuenta, se deduce que

t

sol(t)=1+/0 ¢1<s>dszl+/+ Gr(s)ds > 1+ gl +7) (¢ —n—1).

La anterior expresién es vélida para t > n+7 y 7 > 0. Finalmente, como ¢y (n+7) >
0, concluimos que ¢1(t) es no acotada. Esto prueba la primera parte del lema.

Para la segunda parte, recordemos que ya hemos probado que ¢;(¢) > 0 para todo
valor de t. Por tanto, ¢1(7T") > 1. Consideramos ahora otra solucién ¢ (t) de la ecuacién
de Hill, que satisface ¢2(0) = 0 y ¢2(0) = 1. Esta funcién cumple, de manera anéloga a
lo ya visto,

(@2(t))* =142 /Otw(s) ©2(5) pa(s) ds .

Ya que ¥(s) > 0 y no es idénticamente nula, sigue que ¢o(7") > 1. Deducimos que
2 B(a) = ¢1(T) + $o(T) > 2. Esto concluye la prueba.

]

Observacion 3.4. La proposicién 3.5 implica que la funcién a + p(t) debe tomar algin
valor positivo en cada periodo para que ambas soluciones sean acotadas. El mismo re-
sultado asegura ademds que si a + p(t) < 0 pero no es idénticamente nula, entonces la
ecuacion de Hill no admite soluciones periddicas no triviales.
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La proposicién 3.5 nos permite deducir la forma del primer a-intervalo de inesta-
bilidad. Ya que p(t) es continua y T-periddica, es una funcién acotada. Entonces, existe
a* € R tal que para todo a < a* se cumple que a+p(t) < 0. De acuerdo con la proposicién
3.5, determinamos que (—o00,a*) es un a-intervalo de inestabilidad de la ecuacién de Hill.

Concluiremos esta seccion presentando un teorema que recoge una caracterizacion
de los a-intervalos de estabilidad e inestabilidad de la ecuacién de Hill. También permite
determinar la existencia de soluciones periédicas. Su demostracién involucra varios lemas,
los cuales hacen referencia a propiedades de las funciones enteras y resultados de la teoria
general de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver los lemas 8.1 a 8.7 del capitulo 3 de [8]).
No obstante, no nos resultan de interés para los fines de nuestro estudio de la ecuacion de
Hill. Nos limitaremos por ello a enunciar el teorema.

Teorema 3.8. Existen dos sucesiones, {ag < a1 < as < ...} y{a; < ay < ...} de
numeros reales, tales que ambas tienden a infinito y con la propiedad:

ap<aj <ay<a <ay<az<a;<az<as<...

de manera que la ecuacion de Hill (3.3) admite una solucion T-periddica (o 27T-
periddica) si y solo si a = ay para algin k € {0,1,2,...} (0o a = a para algin k €

{1,2,..}).

La ecuacion de Hill (3.3) es estable en los intervalos (ao, af), (ab,a1), (ag,al) ... E
inestable en los intervalos (—oo, ag), (af,a3), (a1,az2), (a3, a}) ...

La ecuacion es estable en asgi1 0 Qoo St Y S0lo St Aoky1 = Qogio, para todo k >0
. -z * * - N * I *
(de igual manera, la ecuacion es estable en ay, , 0 a%,, o Siy solo siay, | = a3, 5, para
todo k> 0).

La ecuacion es siempre inestable si a es complejo.

En resumen, la estabilidad o inestabilidad de las soluciones de la ecuaciéon de Hill
depende del valor del parametro a. Si logramos encontrar, fijada una cierta funcién pe-
riddica p(t), los valores de a para los que existen soluciones T-periddicas y 2T-periddicas,
el teorema 3.8 nos describe completamente el comportamiento de la ecuacién. Sin em-
bargo, la teoria general no proporciona herramientas para calcular en la practica estos
valores. Veremos en las siguientes secciones como particularizando la ecuaciéon se pueden
realizar avances en este aspecto.

Movimiento del perigeo lunar

Hasta ahora, hemos estudiado las ecuaciones diferenciales de segundo orden con
coeficientes periddicos bajo el nombre de ecuacion de Hill. Sin embargo, el trabajo original
de George William Hill [4] trata sobre el movimiento del perigeo lunar.

No abordaremos la totalidad del problema, pero vamos a describirlo. Las medidas
méas antiguas de los ciclos lunares corresponden a los babilonios. Ya en aquel entonces
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comenzaron a anotarse discrepancias en el tiempo que sucedia entre dos lunas llenas (o
equivalentemente, lunas nuevas) consecutivas. En la actualidad, se habla del movimiento
del perigeo lunar; es decir, del punto mas préximo de la Luna a la Tierra en su trayectoria.
Sabemos que si la Luna interactuase inicamente con la Tierra, seguiria una orbita perfec-
tamente periddica. Sin embargo, la existencia de otros cuerpos celestes la perturban. De
entre todos ellos, el mas relevante por su enorme masa es el Sol. Por tanto, en el problema
del movimiento del perigeo lunar encontramos el clasico problema de los tres cuerpos. En
su articulo, Hill considera al Sol como un cuerpo infinitamente lejano para simplificar las
ecuaciones canonicas del sistema. Tras una serie de consideraciones y cambios de variable,
llega a la ecuacion siguiente:

W(t) + Y 6, cos (2 v(t —ty)) w(t) =0 (3.5)

Jj=0

En la ecuacién (3.5), tg corresponde al instante de conjuncién de la Luna y el Sol
(desde la perspectiva terrestre), v representa la frecuencia de rotacién de la Luna en torno
al Sol, 6; son constantes que no dependen del resto de variables y w es una medida de la
desviacién de la érbita lunar, aunque Hill no le da una interpretacién clara.

Con la nomenclatura que hemos desarrollado, 6, cumple el papel del parametro a
de la ecuacién (3.3). La funcién periddica p(t), por su lado, viene dada por una serie de
Fourier. Esta funcion periddica depende tnicamente de la posicion relativa de la Luna
con respecto al Sol. Para abordar el problema, Hill plantea un sistema infinito de ecuacio-
nes que permita encontrar los valores de las constantes 6;, resolviendo un determinante
infinito. Encuentra este sistema introduciendo un ansatz de tipo Floquet en la ecuacion
(3.5). La parte periédica del ansatz es una serie de Fourier con coeficientes 6;. Finalmente,
describe las soluciones cuasi-periddicas del sistema en términos de dichas constantes.

3.4.2. La ecuacion de Mathieu

En la seccion anterior hemos estudiado el caso general de ecuaciones diferenciales
de segundo orden con coeficientes periddicos. También discutimos su estabilidad en base
a un parametro que denotamos por a. El teorema 3.8 nos resuelve la existencia de a-
intervalos de estabilidad e inestabilidad, pero no nos brinda herramientas para hallarlos.
Por ello, seguimos sin poder conocer si la ecuacion de Hill en su forma general admite o
no soluciones periédicas.

Nos planteamos ahora restringir la ecuacion de Hill. Para ello, nos centraremos en
otra ecuacion periddica clasica, ampliamente estudiada y que aparece en muchos contextos
diferentes: la ecuacion de Mathieu. Dadas dos constantes reales a, ¢ € R, la forma
general de la ecuacién de Mathieu viene dada por

d?w
— +(a—2gcos2z)w=0. (3.6)
dz
Buscaremos discutir la existencia de soluciones periddicas para esta ecuacién. Pa-
ra ello, comenzamos con el siguiente teorema, que recoge propiedades generales de las
soluciones principales.
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Teorema 3.9. La ecuacion de Mathieu (3.6) siempre posee dos soluciones, wy y ws, que
satisfacen

1. wy es par y wy es 1mpar.

w1 (0) = wy(0) = 1, w1 (0) = wo(0) = 0.
+
7

) = wq(m) wy(2) £ (7)) wa(z).
) = Fws(m) wy(z) + we(m) we(2).
(

1(2) wa(2z) — W (2) we(z) = 1.

S v e o

(
wi (
woy(z
wi (

(

Demostracion. Probemos cada afirmacion por separado.

1. Podemos aplicar el método de Frobenius (ver seccién 4.2 de [9]) para encontrar que
existen dos soluciones linealmente independientes de la forma w; = Zf’;o a, 2"y
wy = Z;X;o b, 2"t con ag # 0 # by. Podemos construir una combinacién lineal de
ambas, wy = Ziio ¢ 2" tal que ¢y # 0y ¢; = 0. Por tanto, w;, wy son soluciones
tales que wy(0) # 0, wy # 0y we(0) = w1(0) = 0. Notemos que wy(—z2), wa(—2)
también satisfacen la ecuacién de Mathieu. Es por ello que existen constantes reales
A, B,C,D € Rtales que wy(—2) = Awy (2)+Bwa(2) y wa(—2) = Cwyi(2)+D wy(z).
Evaluando en z = 0 las anteriores expresiones y sus primeras derivadas, concluimos
que A =1, B=C =0y D = —1. Esto prueba que wi(—z) = wy(z) y que
wa(—z) = —ws(2).

2. Tal como hemos definido las soluciones w; y ws en el punto anterior, la segunda
igualdad estd probada. Para la primera, basta escoger de manera adecuada las con-
diciones de contorno de la ecuacién de Mathieu.

3. Ya que la ecuacién de Mathieu es m-periédica, w;(z + 7) también la satisface. Por
ello, existen «, # € R tales que wy(z + 7) = awy(z) + fws(z). Ademds, se cumple
también que wq(z + 7) = aw(2) + S wa(z). Evaluando ambas expresiones en z = 0
y considerando las igualdades del punto anterior, sigue que o = wq () y 5 = w (7).
La otra igualdad se prueba de forma analoga.

4. La prueba es completamente analoga a la expuesta en el punto 3.

5. Recordemos que la matriz wronskiana de una ecuacién diferencial de orden n
estd formada por las n soluciones linealmente independientes y sus (n — 1) primeras
derivadas, organizadas por filas. El wronskiano es el determinante de la matriz
wronskiana. La identidad de Abel para el wronskiano (ver lema 3.11 de [9]) viene
dada por

W(t) = W(ty) exp < / Ty AGs) ds> |

to

Esta igualdad garantiza que el wornskiano de la ecuacién de Mathieu es constante.
Por tanto, tenemos que

wy(2) wa(z) — we(2) W (z) = w1(0) we(0) — wa(0)wy(0) = 1.
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6. Finalmente, evaluamos en z = 7 las identidades 3, 4 y 5 para obtener el sistema de
ecuaciones

La segunda ecuacién implica que o bien ws(m) = 0 o bien wy(m) = wy(m). Si se da
lo segundo, hemos terminado. Si wy(7w) = 0, de la primera ecuacién deducimos que
(wi(m))? = 1. De la tercera, deducimos que w;(m)wo(m) = 1. En cualquier caso,
obtenemos de nuevo que wi(m) = ws (7). Esto concluye la prueba.

[]

Al igual que ya hicimos con la ecuaciéon de Hill, podemos escribir la ecuacién de
Mathieu como un sistema lineal. Se obtiene el sistema lineal de ecuaciones con coeficientes
periédicos

T= ( —(a—2(c)] cos 22) 0 ) v (3.7)

La funcién incégnita x es un vector con componentes w y w, la solucion de la
ecuacion de Mathieu y su primera derivada. El teorema 3.9 nos permite construir una
matriz principal del sistema (3.7),

y@—(w@>%@).

wy(z) wa(z)

Por tanto, la matriz de monodromia del sistema (3.7) viene dada por

O(r) = ( wy () wa(T) ) '

wy(m)  we(m)

Sus autovalores son los multiplicadores caracteristicos de la ecuacién de Mathieu.
Sabemos que estos describen completamente a un sistema periédico. Se reduce a encontrar
las raices del polinomio caracteristico

A2 — (wy () + (T A +1=0.

Hemos utilizado que el determinante de la matriz de monodromia es 1, como con-
secuencia del punto 5 del teorema 3.9.

Ya hicimos este desarrollo para la ecuacion de Hill. En aquel caso, discutimos que el
producto de los multiplicadores caracteristicos debe ser A\; Ao = 1, por ser igual al deter-
minante de la matriz de monodromia. Ademas, solo pueden existir soluciones periddicas
si ambos multiplicadores caracteristicos tienen médulo 1. No obstante, la ecuacién de
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Mathieu permite llevar un paso mas allé la discusion sobre la existencia de soluciones pe-
riodicas. Como los multiplicadores caracteristicos deben tener producto igual a la unidad,
la tinica posibilidad de tener alguna solucién periddica es que ambos sean 1 (en cuyo caso
existird una solucién m-periédica) o —1 (en cuyo caso existird una solucién 27-periédica).

Teorema 3.10. Fijados valores de las constantes a, ¢ € R y excepto en el caso trivial en
que ¢ = 0, la ecuacion de Mathieu (3.6) nunca posee dos soluciones periddicas linealmente
independientes.

Demostracion. En el teorema 3.9 probamos que la ecuacién de Mathieu siempre admite
una solucién par y otra impar, w; y wy, ambas linealmente independientes. Si los multipli-
cadores caracteristicos son tales que \; = \y = %1, la proposicion 3.2 garantiza que existe
al menos una solucion periddica, llamémosla ¢;. Si existiese una segunda solucién periddi-
ca ¢, linealmente independiente de ¢, tendria el mismo periodo. Ademas, podriamos
construir w; y we como combinaciones lineales de ¢1 y ¢o. Por tanto, existirian wy y ws
soluciones linealmente independientes, T-periédicas (con 7' pudiendo ser m o 27), una
de ellas par y la otra impar. Nuestro objetivo serd ver que tales soluciones no pueden
coexistir.

Comenzaremos probando que si existen w; y wy con las propiedades anteriores,
entonces [ wy(z) wa(z) sin2zdz = 0. Después, concluiremos que dicha integral no puede
ser 0, encontrando la contradiccién deseada. Denotamos J(z) = a — 2q cos 2z. Entonces,
se satisfacen las identidades W + J(z) wy = 0 y W + J(z) we = 0. Multiplicamos por s
y w1, respectivamente. Sumando los resultados, se tiene la identidad (wq we + wWe 1) +
J(2) (wy e 4+ wq 1) = 0. Integramos la expresion obtenida, de manera que

/ (w1w2+w2w1)dz+/ J(Z) (w1 w2+w2w1)dz:
0 0

s d s
:/ d_(w1w2>dz+/ J(2) (w1 iy + wp tin)dz = 0.
o dz 0

Podemos aplicar integracion por partes en la segunda integral. Tomamos u = J(z),
dv = (wy Wy + wy 1) dz, de manera que

(wlwg)\g + (J(2) wlwg)‘g — /07r J(2) wywydz =0

Como w; y ws tienen periodo o bien 7 o bien 27 (en cuyo caso, w;(z + 7) = —w;(z2)
para ¢ € {1,2}), su producto tiene periodo m. La misma propiedad es cierta para el
producto de sus primeras derivadas. Ademds .J(z) es también 7-periédica. En definitiva,
de la anterior expresion se deduce que [ J(2) wiws dz = 0. Sustituyendo el valor de J(z),
encontramos que

/ 4q sin 2z wiwedz = 0 .
0

Por hipétesis, omitimos el caso trivial ¢ = 0. Por tanto, queda probado como
queriamos que
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/ wi(z) we(z) sin2zdz = 0.
0

Nos queda probar que la integral anterior no puede ser 0. Para ello, definimos
u(z) = wi(z) wy(z). Se trata de una funcién 7-periédica e impar, que satisface la ecuacién
diferencial 4 +4 J(2) @+ 2 J(z)u = 0. Esta tltima propiedad no es exclusiva de la ecua-
ciéon de Mathieu, sino que es valida para cualquier ecuacién ordinaria de segundo orden.
Definamos las integrales I,, = [ u(2) sin2nzdz. Tomamos u = u(z) y dv = sin2nzdz,
para integrar por partes y obtener

cos2nz \ |« T cos2nz . T cos2nz .
I, = (—u(z) o ) K —i—/o o u(z) dz:/o o w(z)dz

ya que tanto u(z) como cos2nz son funciones m-periédicas. Podemos integrar por
partes dos veces méas, tomando como dv el término trigonométrico y como u a las derivadas
de u(z) para encontrar

8n’ I, = —/ cos2nz u'(z)dz .
0

Notemos que las derivadas de u(z) siguen siendo funciones m-periddicas. Ademés,
tanto cos2nz como sin2nz son también funciones m-periddicas. Asi, los términos que
vamos evaluando en los limites de integracién al integrar por partes se anulan.

Recordando que u(z) satisface la ecuacién u + 4.J(2)u + 2.J(2)u = 0, podemos
sustituir en nuestra ultima expresion de [,, para encontrar que

8n’ I, = 4/ cos2nz (a — 2q cos2z) u(z) dz + 8q/ cos2nz sin2zu(z) dz .
0 0

Utilizando las identidades trigonométricas relativas a la suma y resta de angulos

< CoS2nz .

y recordando que I, = [ u(z) sin2nzdz =[] 2—u(z) dz, podemos simplificar la
n

expresion anterior para obtener

8n I, = 4/ (acos2nz — qcos (2n+2)z — gcos (2n — 2)z) u(z) dz +
0

+ 4q /Oﬂ(sin (2n+2)z —sin (2n — 2)z) u(z)dz =

=38 (na In - (n + 1)q[n+1 - (TL - 1)q[n71) + 4q ([nfl + [nJrl) :

En definitiva, hemos encontrado una relacién de recurrencia valida paran > 1 de la
forma

2n(a—n? ~ 2n-1
2n+1)g " 2n+1

]n-l—l = Iy .
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Sabemos que Iy = 0. Si I; = 0, ya que ¢ # 0, tendriamos que I,, = 0 para todo n
natural. Pero reconocemos las integrales I,, como los coeficientes del desarrollo en serie
de Fourier de la funcién u(z) en la base de los senos (recordemos que es impar). Como
esta funcion es no trivial, no pueden ser nulos todos los coeficientes del desarrollo. Ne-
cesariamente, I; = [ w;(2) wa(z) sin2zdz # 0. Encontramos la contradiccién deseada.
Esto concluye la prueba.

]

El teorema 3.10 nos da mucha informacion sobre las soluciones periédicas de la
ecuacion de Mathieu. En particular, nos permite asegurar que, si existe alguna solucion
periddica para una pareja de valores de a y ¢, entonces es la tinica. De hecho, cualquier so-
lucion periddica de la ecuacion de Mathieu esta necesariamente en alguna de las siguientes
opciones:

1. m-periddica y par.

2. m-periodica e impar.
3. 2m-periddica y par.
4. 2m-periddica e impar.

Concluiremos nuestro estudio de la ecuacion de Mathieu con el andlisis de un par
de sistemas particulares regidos por esta ecuacion.

Vibraciones de una membrana eliptica

Al igual que en el caso de Hill, Emile Léonard Mathieu discutié por primera vez la
ecuacién que lleva su nombre en un contexto fisico. En su articulo de 1868 [5], describe
las vibraciones de una membrana con forma eliptica. En el desarrollo, se encuentra una
ecuacion del tipo (3.6). Estaba especialmente interesado en los modos de vibracién pe-
riddicos de este tipo de sistemas. Las vibraciones de una membrana con forma eliptica
son descritas por la ecuacion de ondas. La parte espacial de las soluciones viene dada por
la ecuacién

Vip4+Ap=0.

En la misma, ¢ representa pequenas variaciones en la altura de cada punto de la
membrana. A por su parte corresponde a los autovalores. Es decir, cada valor solucion de
A corresponde a un modo de vibracién natural. Ademds, se consideran las condiciones de
contorno ¢ = 0 sobre la frontera de la membrana.

Se introducen coordenadas elipticas para facilitar el estudio de la ecuacién. Se trata
del cambio de variables x = ¢ cosh 8 cos «, y = ¢ sinh 3 sin a. La variable [ toma valores
reales positivos y a € [0, 27]. Los valores ¢ corresponden a las coordenadas de los focos de
la elipse, suponiendo que esta centrada en los ejes y que su eje mayor se sitia sobre el eje de
abscisas. Este cambio de variables no es conveniente en el caso limite ¢ = 0 (la membrana
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circular). Por ello, lo excluiremos del estudio actual. La ecuacién de Mathieu aparece al
desarrollar la expresion y emplear el método de separacion de variables. Practicando una
solucién de la forma p(a, 8) = X (a) Y(f3), se obtiene el sistema de ecuaciones

X(a) + (a — 2q cos20) X(a) =0, (3.8)
Y (B) + (a — 2q cosh28) Y (8) =0

La ecuacién (3.8) se suele conocer como la parte angular de las soluciones, y es
justamente la ecuacién de Mathieu. Por otro lado, la ecuacién (3.9) describe la parte
radial de las soluciones. Recibe el nombre de ecuacion de Mathieu modificada. Notar que
en ambas ecuaciones, se ha definido el pardmetro ¢ = A2 ¢? y el autovalor a. Este tltimo
debe ser elegido de manera adecuada para que existan soluciones periddicas.

Introducimos ahora algo de notacion. Las soluciones periddicas de la ecuacién de
Mathieu podian ser de cuatro tipos. En funcién de su paridad, denotaremos ce,,(q; &) a
las soluciones pares y se,,(q; @) a las soluciones impares. Su periodo viene dado por los
valores de ¢ y de m, que es algiin ntimero entero. La ecuaciéon de Mathieu modificada
tiene de igual manera dos tipos de soluciones, que denotaremos Ce,,(q; 5) = cen(q;i3) y
Sem(q; B) = —isen(q;i). Por tanto, Mathieu prueba que cualquier modo de vibracién
natural de la membrana eliptica es de la forma

¢ = cen(q; a) Cen(q; B) ,

o bien

¥ = Sem(Q; CM) Sem(Q; 6) :

Para encontrar estos modos de vibracion, se buscan los valores permitidos de ¢
imponiendo sobre la parte radial de las soluciones las condiciones de contorno. Existe una
familia de infinitos valores de ¢ que conducen a modos de vibracién permitidos, pues hay
al menos uno para cada entero m. Este hecho proviene de la libre eleccion del autovalor
a.

(F8]
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Figura 3.1: Curvas de nivel del primer modo de vibraciéon natural par de una membrana eliptica
cuyos ejes tienen una proporciéon 5 : 3, para el valor m = 3. [3]
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Siguiendo el articulo de Corless [3], terminaremos la seccién viendo de manera grafica
algunos resultados para las vibraciones de una membrana eliptica en la que la proporcion
de sus ejes es 5 : 3. Centrémonos en el modo de vibracion par para m = 3. Corless
encuentra a través del método de Newton-Raphson que el primer valor de ¢ que resuelve
la ecuacién Ces(q;log2) = 0 es ¢ = 8.6576. En dado caso, el correspondiente modo de
vibracién viene representado en la figura 3.1.

Trampa idénica cuadrupolar

Otro sistema regido por la ecuacion de Mathieu y que ha sido ampliamente estudiado
es la trampa iénica cuadrupolar. Siguiendo el desarrollo de March [2], veremos como se
construye este modelo y discutiremos la relevancia fisica de la existencia de soluciones
periddicas. Se trata de dispositivos que son capaces de confinar iones en estado gaseoso, o
bien operar como espectrémetros de masas de gran resolucion, a través potenciales creados
por diferentes electrodos. En la figura 3.2 se puede ver la estructura del dispositivo. Para
deducir las ecuaciones de movimiento de un ién en el potencial creado por un dispositivo de
este tipo, partimos de la expresion de la fuerza cuadrupolar que experimenta. Tengamos
en cuenta que podemos desacoplar el movimiento en cada eje y estudiarlo de manera
independiente.

I

-
o
,»f.?alﬁ.’ Al ol Al

Figura 3.2: Diagrama de la estructura de una trampa iénica cuadrupolar ideal. Aparecen repre-
sentadas las dos dimensiones més relevantes en su estudio. [2]

Entonces, un ion de masa m y carga e experimente una fuerza en la direccion del
eje x

d?z 0¢

Fop=m-— =—-e—,
mdt2 eax

donde a es la aceleracion del i6n en la direccion x y ¢ es el potencial en la trampa
ionica cuadrupolar. El potencial cuadrupolar puede ser descrito con la ecuacién
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=2 (22 4y =222
To

La magnitud rq aparece representada en la figura 3.2, mientras que ¢ es el potencial
eléctrico aplicado al anillo de electrodos. En general, serd un potencial alterno con una
cierta senal continua de fondo, de manera que tiene la forma ¢y = U + V cos {2t con ()
la frecuencia angular de la corriente aplicada. Podemos emplear coordenadas cilindricas,
pues resultan mas convenientes. Entonces, el potencial adopta la expresion

Q
o(r,2) = &;‘Et (12 — 227) .

o

Retomando la expresién de la fuerza que experimenta el ién, resulta que podemos
reescribir la ecuacién en vista a la forma hallada del potencial cuadrupolar, demanera que

P’z —de
m@:?(U—i—Vcoth)x. (3.10)

Se encuentra de esta manera que la ecuacién (3.10) que describe el movimiento de
un ién en cada eje tiene la forma de la ecuaciéon de Mathieu (3.6). Para tenerla escrita
adecuadamente, hacemos el cambio de variables 2t = 27. Entonces, podemos expresar la
ecuacion (3.10) como

Dm d’z  —4e

= U+ Vecos2r)x
3= 2 ’
4 dr TG
. . . . : 16e U
e inmediatamente, podemos igualar coeficientes para concluir que a = 02,0 ¥ due
mr
0
8eV
q=— D) 2
Q?mrg
g . — —
a.2 1.0
om o q.=0.908
1 |"J¢J‘c=1j;;),’?,&z 5«-’
0 T e e

Z-AXIS [mm]

Figura 3.3: Representaciéon de la region de Figura 3.4: Representacién de la trayectoria
estabilidad en el plano a — ¢ para la ecua- de un ién en una trampa idénica cuadrupo-
ci6n (3.10). Es la misma en los tres ejes del lar, para una pareja de valores a — ¢ situada
movimiento. [2] en la regién de estabilidad. [2]
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Cabe destacar que muchas trampas cuadrupolares comerciales no ofrecen la posibi-
lidad de suministrar una senal continua a los electrodos. En dado caso, a = 0. En este
sistema, el interés radica en ajustar los pardmetros a y ¢ para hallar regiones en las que
exista una solucion periddica de la ecuacién de Mathieu. Estas soluciones estables, fisica-
mente, son aquellas en las que el sistema es capaz de confinar el movimiento de los iones.
Por otro lado, las regiones de inestabilidad en las que no existen soluciones periddicas se
reflejan en iones capaces de escapar del potencial. Hemos encontrado de nuevo el problema
de determinacién de a-intervalos de estabilidad, que ya fue discutido en el caso general de
la ecuacién de Hill.

Concluimos esta seccion presentando algunos de los resultados expuestos por March
en [2]. La figura 3.3 muestra el resultado numérico de calcular la regién de estabilidad de
la trampa idénica cuadrupolar, segin el modelo expuesto anteriormente. Se tuvo en cuenta
que los parametros de estabilidad coinciden en todos los ejes.

Por otro lado, la figura 3.4 muestra la trayectoria de un i6n, cuya posicion inicial se
eligié aleatoriamente de una poblacién con distribucion gaussiana. La trampa cuadrupolar
en este caso esta configurada con a = 0 (sin senal continua en el potencial) y ¢ = 0.3.
Dicho valor pertenece a la regién de estabilidad, como se comprueba en la figura 3.3.
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4. Una aproximacion fisica a la teoria
de Floquet: el teorema de Bloch

En este capitulo, veremos como el teorema de Floquet aparece de manera natural
al estudiar el modelo Tight-Binding de la fisica de la materia condensada. Se trata de
una teoria que describe el comportamiento de los electrones en un sélido. Al desarrollarla,
seran argumentos propios de la mecénica cuantica los que nos lleven a formular el teorema
de Bloch. Dicho resultado fue publicado por Felix Bloch en 1929 [6], el cual desconocia
el trabajo previo de Gaston Floquet del ano 1883 [1]. El teorema de Bloch recupera
el resultado de Floquet en dimension 1 y sigue siendo valido al estudiar sistemas de
dimension superior.

Comencemos por introducir las herramientas basicas en el estudio de los sélidos.
Es comun encontrarse que los dtomos que componen un sélido presentan una disposicion
ordenada en el espacio, periédica y homogénea. Es lo que se conoce como estructura
cristalina. Por tanto, el primer paso para describir las propiedades de un sélido es conocer
las caracteristica de su red cristalina. Para ello, buscamos una base de vectores {a;}!
(para un sélido n-dimensional) que describan la red de Bravais. Esta no es méas que
una disposiciéon de puntos en el espacio que preservan todas las simetrias del sistema.
Asimismo, buscamos una unidad minima de estudio, la llamada celda unidad. Esta debe
contener una cantidad de elementos tales que podamos construir el sélido con traslaciones
enteras de la celda unidad por vectores de la base {a;}!_,. En general, la eleccién de la
base y de la celda unidad no es tinica. A la celda unidad con menor volumen (o superficie,
en 2 dimensiones) que es posible asignar a una cierta base se le llama celda primitiva.
A la celda primitiva que conserva todas las simetrias de la red cristalina se le llama celda
de Wigner-Seitz.

L/‘/L = Zkﬁ/

Figura 4.1: Estructura cristalina del cloruro de sodio, NaCl. Los puntos blancos representan
los atomos de sodio, y los negros los dtomos de cloro. Este tipo de estructura se conoce como
rocksalt. [10]
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Por ejemplo, en la figura 4.1 podemos observar la estructura cristalina de la sal de
mesa. Se puede describir con la base de vectores de R3:

a a a
a; = §<u2 +U3) ) g = E(U1 +U2) ’ az = E(ul +U3) ’

donde a es llamado parametro de red (distancia entre dos posiciones vecinas de la
red de Bravais) y {u;}?_, es la base canénica de vectores. En este caso, la celda unidad

estd compuesta por un dtomo de sodio en la posicién (0,0,0) y un dtomo de cloro en la

.., (111
posiciéon | =, =, =
2°2°2

), en las coordenadas de la base {a;}?_; o coordenadas cristalogréficas.

El siguiente paso es describir el concepto de red reciproca. En mecédnica cuantica
se trabaja con el formalismo hamiltoniano. Es por ello que se describe un sistema dado
en el espacio de posiciones o en el espacio de momentos, de manera indistinta. La red
reciproca hace referencia al espacio de momentos de la red cristalina. Es sabido que todo
sistema con una cierta periodicidad a (su parametro de red) en el espacio real tendrd una

2
periodicidad de — en el espacio reciproco. Este principio general es muy util, ya que
a

garantiza que todas las propiedades que pueda tener un sélido como consecuencia de su
estructura peridédica deben manifestarse también en el espacio reciproco. Ademas, la red
reciproca admite una base de vectores {b;}?_; con la propiedad a; - b; = 27 ;;, donde &;;
es el simbolo de Kronecker (toma el valor 1 si los indices son iguales, y 0 en otro caso). A
la celda de Wigner-Seitz del espacio reciproco se le llama primera zona de Brillouin.
Se trata de un ente de enorme importancia para nuestras discusiones posteriores, pues
todos los fendmenos relativos a un material dado se describen dentro de la misma.

Una vez sentadas las bases de nuestra descripcion del soélido a través de redes cris-
talinas, pasamos a proponer un modelo que explique el comportamiento de los electrones
en el mismo. En términos de la mecanica cuantica, asociamos a cada atomo un espacio
de Hilbert de dimension infinita. De esta manera, al solido se le asocia el producto de
M espacios de Hilbert de dimensién infinita (donde M es el niumero de atomos de la
red). Queremos hallar el hamiltoniano asociado al sistema. Este serd un operador que
actie sobre el espacio de Hilbert anteriormente descrito. Finalmente, buscamos resolver
la correspondiente ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para obtener una
base de autoestados de energia. Como el hamiltoniano es un observable, los postulados
de la mecanica cudntica garantizan que sus autoestados forman una base del espacio de
Hilbert, pero no ahondaremos en este aspecto.

La primera descripciéon cuantica de los electrones en soélidos los considera como
particulas libres. Es lo que se conoce como modelo de Sommerfeld. No obstante, es claro
que existe una cierta interaccién entre los electrones y los nicleos de los atomos que
conforman la red cristalina. De hecho, también existe interaccion electrostéatica repulsiva
entre los propios electrones. Para tener todo esto en cuenta, surge el modelo Tight-Binding.

Comenzamos notando que si hubiera un unico ntcleo, el potencial de interaccion
seria de Coulomb. Consideremos un sélido unidimensional (una cadena de dtomos). Si los
nicleos se encuentran separados a una distancia a, el resultado del solapamiento de los
potenciales de Coulomb tiene el aspecto de la figura 4.2. Es decir, un potencial periédico
con la misma periodicidad que la red cristalina. Ademas, son los electrones de valencia
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Figura 4.2: Potencial periédico de una red unidimensional de ntucleos con Z protones separados
a una distancia a.

de cada atomo los que son susceptibles a moverse por la cadena siempre que superen
las barreras de potencial. Por otro lado, el modelo Tight-Binding asume que la nube
de electrones del solido ejerce una repulsion sobre cada electrén cuyo promedio en cada
celda unidad es el mismo. De esta manera, se trataria de un término periddico con la
periodicidad de la red. Esta aproximacion preserva la propiedad deseada de neutralidad
de carga. El potencial efectivo resultante, V.q, sigue siendo un potencial periddico de la
forma de la figura 4.2. Al pasar a los casos de dos y tres dimensiones, el razonamiento es
el mismo. Por tanto, el hamiltoniano que describe al sélido es de la forma

P ;
H=—+Via(®;  Viea <F+ R) = Viea (7). (4.1)

2m

Notemos que Pesel operador de momento lineal, m es la masa del nicleo, 7 es el
vector posicién de un electrén en el sélido y R es cualquier vector de la red (es decir, una
combinacién lineal entera de los vectores de la base {a;}! ;). Este hamiltoniano describe
a cada electron del sélido de manera independiente.

Estamos en condiciones de enunciar el teorema de Bloch. Este describe la forma que
tienen las autofunciones correspondientes al hamiltoniano (4.1). Recordemos que se trata
de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger asociada al mismo,

h2
— 5= VUR() + Veeal7) () = e () - (4.2)

Teorema 4.1 (Teorema de Bloch). Las autofunciones de un electrén sometido a un
potencial periodico en un solido, descrito por el hamiltoniano (4.1), son de la forma

Y(P) = €FTup() (4.3)

donde ug(7) es una funcion periédica con la periodicidad de la red cristalina llamada

funcion de Bloch. Por su parte, k es el momento del cristal y se puede elegir en la
primera zona de Brillouin.
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Demostracion. Comencemos por considerar el operador de traslaciones Tz, donde R es
un vector de la red cristalina (esto es, una combinacién lineal entera de la base {a;}" ;).
Se trata de un operador unitario, por lo que sus autovalores tienen mddulo 1. Sea ¢
un autoestado simultaneo de todos los operadores de traslacién. En particular, existen
constantes C; € C para todo i € {1,...,n} con |C;] =1, de manera que

T, () = o(F+ d;) = Ci (7).
Podemos escribir estas constantes como C; = 2™ donde 6; es algin valor real
perteneciente al intervalo [0, 1] para cada ¢ € {1,...,n}. Ya vimos que existe una base

{b;}7_; de la red reciproca con la propiedad a; - b; = 27 d;;. Definimos el vector k =
S 1 0; b;, perteneciente al espacio reciproco. Por ultimo, definimos u(F) = e=*7 (7).
Entonces

Tz, u(F) = w(F+ a@;) = e kT g iked o(r+d;) = iR o= 2mifi 27 o(T) = u(r) .

Por tanto, u es una funcién periédica con la periodicidad de la red cristalina. Con-
cluimos asi que toda funcién que sea simultaneamente autofuncion de todos los operadores

de traslacién es de la forma e'*7 u(7).

Ahora bien, el hamiltoniano de nuestro sistema tiene simetria por traslaciones de
vectores de la red. Consecuentemente, cada operador de traslaciones conmuta con el ha-
miltoniano. Ademas, todos los operadores de traslaciones conmutan entre si. Esto quiere
decir que existe una base de autoestados simultaneos del hamiltoniano y todos los opera-
dores de traslaciones (este es un resultado de la mecanica cuédntica en el que no entraremos
en detalle). Concluimos asi que todas las autofunciones del hamiltoniano son de la forma

Yr(F) = e'*"uz(7), pues también lo son de todos los operadores traslacion.

Queda ver que el indice k corresponde al momento cristalino en la primera zona de
Brillouin. Sean dos vectores del espacio reciproco lg, K que difieren en un vector G de la
red reciproca (una combinacién lineal entera de la base {b;}™,). Es decir, k = k' + G.
Entonces

Como el término €' ¢ es periédico en la red cristalina, se concluye que dos electrones
cuyo momento cristalino difiere en un vector de la red reciproca tienen la misma energia.
Nos podemos limitar a calcular las autofunciones para indices en la primera zona de

Brillouin. O

El teorema de Bloch encuentra la forma de las autofunciones del hamiltoniano Tight-
Binding a partir de un principio de simetria. Este procedimiento es habitual en fisica. No-
temos que el resultado nos indica que los electrones en un sélido, ain cuando se considera
la interaccion con la propia red, se comportan como ondas planas moduladas por una
funcién periédica. Ya que las ondas planas son las autofunciones correspondientes al sis-
tema de la particula libre, entendemos gracias al teorema de Bloch por qué los electrones
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se mueven con tanta facilidad en los sélidos. Ademas, el mismo resultado permite reducir
la dimensionalidad del problema de diagonalizacién. Del teorema de Bloch se deduce que
las autofunciones correspondientes a dos vectores E, K que difieren en un vector G de la
red reciproca (una combinacién lineal entera de la base {b;}" ) son iguales. Por tanto, en
vez de recorrer todo el espacio reciproco, nos limitamos a la primera zona de Brillouin.

La discusién hasta el momento ha sido desde el punto de vista de la fisica. No
obstante, el teorema de Bloch nos deberia resultar familiar a estas alturas. No es mas que
una generalizaciéon del teorema de Floquet a varias dimensiones, para el caso de electrones
en un solido. Para ver esto de manera clara, volvamos a considerar la cadena de atomos
separados a distancia a (nuestro sélido de dimensién 1). La ecuacién de Schrodinger que
satisfacen los electrones de este sistema es

_ I ()

2m  da?

+ (—ek + Viea(®)) Yp(x) =0 . (4.4)

Como hemos definido el potencial de red de manera que Vieq(x + a) = Viea(z), s
inmediato reconocer que la ecuacién (4.4) es un caso particular de la ecuacién de Hill
(3.3). En este caso, la funcién continua y a-periédica es el potencial de red, y la constante

. o 2m
se corresponde con cada valor de autoenergia —e; | ambas multiplicadas por — ﬁ)

Podemos calcular los posibles momentos cristalinos de los electrones en la cadena

unidimensional de manera directa a partir del teorema de Bloch. Si la cadena tiene M

atomos y suponiendo condiciones de contorno periddicas, sabemos que la energia de un
electron depende de su momento cristalino. Nos limitamos a la primera zona de Brillouin,

2T . .
pues €, = €x1¢ para todo G = m — con m € Z. Imponiendo las condiciones de contorno

a
periddicas a las autofunciones, obtenemos

Ur(x) = th(x + Ma) = e *M ey (z) .

Por tanto, £k M a = m 27 con m € Z. Finalmente, como k debe estar en la primera
zona de Brillouin, concluimos que los posibles momentos cristalinos de un electrén en una
cadena unidimensional de M atomos con condiciones de contorno peridédicas son

27T1{MM M}
ke " — - —— .

— 1,...,——1
a M 27 2 the 2

Partiendo de estos valores, el procedimiento habitual consiste en buscar las auto-
energias a partir de métodos variacionales. Esto lleva de manera natural a la estructura
de bandas de los electrones en los sélidos.

Terminaremos esta seccion resaltando de nuevo la enorme relevancia del teorema de
Bloch en el estudio de las propiedades electrénicas de los solidos. Ademas del evidente
interés de obtener el mismo resultado en dos contextos con enfoques completamente dis-
tintos, el teorema de Bloch permite continuar el estudio por vias diferentes a la teoria de
Floquet. El trabajo de Bloch, al estar descrito en el lenguaje de la mecanica cuantica,
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facilita entender el resultado desde el punto de vista del anélisis de Fourier y extenderlo a
otros grupos de simetria diferentes al de las traslaciones. Por su parte, el trabajo de Flo-
quet se enmarca en la teoria de sistemas lineales de ecuaciones. Es por ello que la manera
mas habitual de extender la teoria sea a través del estudio de sistemas perturbados.
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