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Capitulo 1

Introduccion

Los materiales consisten, en esencia, en una coleccién de un gran ntmero de atomos

agregados dando lugar a un sistema con caracteristicas fisicas y quimicas determinadas.

Poniendo el foco sobre el caso de los sdlidos, resulta elemental comprender y describir el
comportamiento de los electrones que los conforman. No obstante, debido al gran nimero
de particulas involucradas, resulta imposible hacerlo tiinicamente a partir de primeros prin-
cipios. Se recurre, por tanto, a simplificaciones que capturen las propiedades emergentes

de interés.

Un ejemplo de ello es la teoria de bandas, una herramienta que permite explicar, en-
tre otras cosas, las propiedades de conduccién de los sélidos. Consiste en que los estados
electrénicos se agrupan en bandas de energia practicamente continuas. Simplificando enor-
memente, un material conduce si la banda inferior, o de valencia, no esta separada de la
banda superior, o de conduccién. Por el contrario, los aislantes, se caracterizan por la

existencia de una separacién energética entre las bandas, conocida como banda prohibida

o gap.

De forma similar a como la materia puede encontrarse en fase sélida o liquida, o los
materiales magnéticos en fase ferromagnética o paramagnética, los materiales topoldgicos
estan definidos por la existencia de diferentes fases topolédgicas. El adjetivo topoldgico hace
referencia a que un sistema que se encuentra en fase topoldgica trivial, es decir, aquella
que presenta las propiedades de un material usual, no puede llevarse de forma continua a

otra fase no trivial sin eliminar en el proceso el gap entre las bandas.
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Las fases topoldgicas no triviales se caracterizan por la aparicién de estados electronicos
localizados en los bordes del material o los limites de fase cuya energia esta el interior del
gap. Dado que su existencia depende de propiedades globales del sistema, estos estados
de borde son robustos frente a perturbaciones locales, lo que se conoce como proteccion
topolégica. Ademsds, la separaciéon en energia entre los estados permite suprimir los efectos

térmicos.

Debido a la estabilidad de los estados protegidos topoldogicamente, podrian ser ttiles
para almacenar informacion cudntica. En efecto, una de las razones del auge de los su-
perconductores topoldgicos durante las dos tultimas décadas es su posible aplicacién en

computacion cudntica.

Los estados de borde que aparecen en los superconductores topolégicos son particulas
que coinciden con su propia antiparticula o hueco y se conocen como modos de Majorana.
Sus propiedades exdticas permiten no sélo almacenar informacién en forma de cibits con
altos tiempos de coherencia, sino también implementar puertas cuanticas, es decir, las

operaciones basicas empleadas en computacién cudntica.

Este texto se centra especialmente en los superconductores topoldgicos y las propiedades
y aplicaciones en computacion cudntica topoldgica de los modos de Majorana que alber-
gan. Ademds, se estudia el modelo de cadena de Kitaev [1] para ilustrar el origen de las

propiedades topoldgicas y la aparicion de los modos de Majorana.

El modelo de Kitaev es un modelo sencillo de superconductor topolégico unidimensional.
Es un modelo basado en la aproximacion de tight-binding que describe un sistema de
fermiones sin spin en una cadena con emparejamiento superconductor. Pese a que no se
trata de un modelo realista, permite realizar calculos sin excesiva dificultad, lo que lo hace

adecuado para una primera introduccion a este tipo de sistemas.

El capitulo 2 presenta una introduccién general a los materiales topolégicos y su clasi-
ficacién en base a simetrias del sistema. El capitulo 3 se centra en los superconductores
topoldgicos y su posible aplicacién en computacién cuantica. Para ello se exponen diversas
propiedades de los modos de Majorana. Finalmente, el capitulo 4 se dedica al estudio del
modelo de Kitaev, comprobando analitica y numéricamente algunas de sus propiedades

caracteristicas.



Capitulo 2

Materiales topoloégicos

El objetivo de este capitulo es proporcionar una introduccién a las carac-
teristicas generales de los materiales topoldgicos.

En la seccién 2.1 se define brevemente qué se conoce como material to-
poldgico y se introducen los dos tipos principales: los aislantes topolégicos y
los superconductores topolégicos. En la seccién 2.2 se explica como estos pue-
den clasificarse de forma unificada en 10 clases diferentes segin sus simetrias
fundamentales.

La seccion 2.1 de este capitulo se basa en gran parte en el contenido en-
contrado en las dos primeras secciones de [2]. Se ha consultado [3] y [4] en

relacién a la clasificacion en base a simetrias expuesta en la seccion 2.2.
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2.1. Introduccién a los materiales topoldgicos

Se conocen como materiales topoldgicos aquellos que presentan distintas fases caracteri-
zadas por el valor de un invariante topolégico, es decir, una magnitud que se conserva bajo
transformaciones continuas del hamiltoniano del sistema. En este contexto, en el que se
estudian modelos desde el punto de vista de la teoria de bandas, se entiende como trans-
formacién continua aquella que, ademaés, puede realizarse sin cerrar la banda prohibida o

gap del espectro de una particula y respetando ciertas simetrias del hamiltoniano.

A grandes rasgos, estos materiales pueden dividirse en aislantes topoldgicos y super-
conductores topoldgicos. En ambos casos, una de las propiedades fundamentales es la
correspondencia volumen-borde. Dicha correspondencia relaciona la existencia de estados
de borde localizados y que tienen una energia en el interior del gap con la fase topoldgica
del volumen del sistema. De forma mas general, estos estados localizados pueden aparecer
en defectos topolégicos, es decir, regiones en las que se produce un cambio del invariante
topoldgico correspondiente. Dado que las perturbaciones que no cierran el gap del espectro
y respetan las simetrias correspondientes no modifican la fase topolégica y, por tanto, no

pueden eliminar dichos estados, se dice que disfrutan de proteccién topoldgica.

2.1.1. Aislantes topoldgicos

Los materiales aislantes usuales se caracterizan por la separacion energética entre las
bandas de conduccién y de valencia. Un caso extremo es aquel en el que los electrones sélo
pueden ocupar sitios completamente separados entre si. En principio, todos estos sistemas
pueden deformarse de forma continua para dar lugar a dicho caso extremo y, por tanto,

se consideran una fase trivial desde el punto de vista topoldgico.

Los aislantes topoldgicos, por el contrario, presentan fases no triviales. Esto significa
que su hamiltoniano no puede transformarse de forma continua para dar lugar a la fase

trivial descrita anteriormente.

Las fases topoldgicas no triviales mantienen el gap en el espectro y su caracter aislante
en el volumen del sistema. Sin embargo, presentan estados de borde cuya energia esta en

el interior del gap que si pueden permitir el transporte de carga [5].
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2.1.2. Superconductores topoldgicos

Segun la teoria BCS, en un material superconductor los electrones se emparejan dando

lugar a cuasiparticulas conocidas como pares de Cooper.

A la hora de describir el comportamiento de los electrones no emparejados pueden
considerarse modelos efectivos que permiten la creacién y destruccién de electrones por
pares. Asi, se tiene en cuenta el intercambio de particulas con el condensado de pares de
Cooper. Como consecuencia, estos modelos efectivos no conservan el niimero de particulas

pero si su paridad.

Para estudiar los modelos efectivos de superconductividad se emplea el formalismo de
Bogoliubov-de Gennes [6], el cudl duplica el nimero de grados de libertad del sistema al

considerar particulas y huecos como objetos independientes.

Los superconductores topolégicos se pueden tratar de manera totalmente analoga a
los aislantes topoldgicos. Basta considerar el hamiltoniano del sistema en su forma de
Bogoliubov-de Gennes. No obstante, debido a la redundancia al describir particulas y
huecos, los estados localizados que surgen en los superconductores topoldgicos pueden no

ser estados fermidnicos usuales, sino modos de Majorana.

2.2. Clasificacion

Los modelos de aislantes y superconductores topoldgicos admiten una clasificacién en
10 clases segiin su comportamiento ante tres tipos de simetria. En concreto, se consideran

la simetria de inversion temporal, la simetria particula-hueco y la simetria quiral.

Al considerar transformaciones continuas que respeten las simetrias correspondientes,
la clase y la dimensién espacial del sistema determinan el tipo de invariante topoldgico
que caracteriza las distintas fases. Pueden darse tres casos. En primer lugar, se tienen los
sistemas que sélo presentan la fase trivial, por lo que el invariante topolégico se puede
considerar 0. En segundo lugar, se encuentran aquellos en los que se dan dos fases dife-
renciadas, trivial y no trivial, en cuyo caso se puede tomar un invariante topolégico en
Zo. Finalmente, en el tercer caso se consideran sistemas con un nimero arbitrario de fases

caracterizadas por un invariante topolégico en Z.
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A continuacién se resume en que consiste cada una de las simetrias al trabajar con
el hamiltoniano en primera cuantizacién del sistema, H. Para los superconductores, este

hamiltoniano debe ser el de Bogoliubov-de Gennes.

La simetria de inversiéon temporal, como su nombre indica, trata la transformacién
t — —t. El operador inversién temporal es en general T = UK, donde Uy es una matriz
unitaria y K representa la conjugacién compleja. Hay que tener en cuenta que si ‘H esta
expresado en términos del momento ¢, entonces X también realiza el cambio ¢ — —q. El

sistema tiene simetria de inversién temporal si existe tal Uy cumpliendo
-1
THT ' = UrH* U} = H.

Cuando esto ocurre, el operador de inversién temporal puede cumplir 72 =10 72 = —1

dando lugar a clases diferentes en la clasificacién topoldgica.

La simetria particula-hueco considera el intercambio de los roles de los operadores de
creacion y destruccién de fermiones, es decir, de particulas y huecos. El operador corres-
pondiente es en general, de la misma forma que en el caso anterior, C = UK. Por tanto,

el sistema tiene simetria particula-hueco si existe Ug unitaria tal que
CHC™' = UcH U} = —H.
De nuevo, puede ocurrir que C2 =10 C? = —1.

Por 1ltimo, la simetria quiral viene dada por un operador unitario S tal que
SHS ' = —H.

Si el sistema tiene simetria particula-hueco y de inversiéon temporal, entonces tiene simetria
quiral con § = TC. De hecho, si se cumplen dos de las simetrias entonces lo hacen todas.
Si el sistema no tiene ninguna de las dos simetrias anteriores, entonces la simetria quiral
puede estar presente o no. Por otro lado, en caso de existir, siempre se puede escoger la

fase de S para que S? = 1.

Las diez formas posibles de combinar estas tres simetrias dan lugar a las diez clases de
la clasificacién topoldgica. Estas pueden organizarse en una tabla en la que se asigna a

cada clase y dimensién espacial d un tipo de invariante topolégico.
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d

Clase | T C S . 2 3 4 5 6 7 8
A 0O 0 0] O Z 0 Z 0 Z 0 Z
AIII |0 0 1| Z 0 7z 0 Z 0 Z 0
Al 1 0 0] 0 0 0 7 0 Zo Zo 7
BDI 1 1 1] Z 0 0 0 Z 0 Zo Zo
D 0 1 0|Zy Z 0 0 0 Z 0 Zso
DIIT |-1 1 1 |Zy Zo Z 0 0 0 Z 0
AIl |-1 0 0| 0 Zo Zo Z 0 0 0 Z
Cll |-1 -1 1| Z 0 Zo Zo Z 0 0 0
C 0O -1 0|0 Z 0 Zo Zo Z O 0
CI 1 -1 1 0 0 Z 0 Zo Zo Z 0

Tabla 2.1: Tabla que resume las 10 clases de hamiltoniano posibles segin las simetrias
T,C v S. En las columnas referentes a dichas simetrias, se indica el valor de 72,C? y S2,
o 0 en caso de no darse la simetria correspondiente. En la regién de la derecha se indica
el tipo de invariante topolégico segiin la dimensién.

Noétese que el hamiltoniano no determina de forma tnica la clasificacién, sino que esta
también depende de qué simetrias son conservadas en las transformaciones continuas a
considerar. Es decir, un hamiltoniano que presente una simetria concreta puede verse
como una instancia de una clase que no esté caracterizada por dicha simetria. En ese caso,

la simetria en cuestién estaria apareciendo de manera accidental.



Capitulo 3

Modos de Majorana en

superconductores topoldgicos

A continuacion se ofrece una introduccién general a los modos de Majo-
rana que aparecen como cuasiparticulas localizadas en los superconductores
topolégicos.

En la seccién 3.1 se definen estas cuasiparticulas, se explica su origen y
se introducen sus propiedades basicas. En la seccién 3.2 se muestra cémo los
modos de Majorana que aparecen en los superconductores topolégicos dan
lugar a estadistica no abeliana. Finalmente, en la seccién 3.3 se ejemplifica
como podrian emplearse en el campo de la computacién cuantica para almace-
nar informacién e implementar puertas cuanticas protegidas topolégicamente
a partir de sus propiedades de intercambio.

Las principales fuentes bibliograficas empleadas en este capitulo son [7], [8]

y [9].

11
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3.1. Modos de Majorana

Los fermiones de Majorana son particulas que satisfacen la ecuacién de Dirac y que son
su propia antiparticula. Esta condicién es equivalente a que puedan ser representadas por
un campo real. Por ello, su evolucién necesariamente estd gobernada por un hamiltoniano

puramente imaginario.

Los fermiones de Majorana fueron introducidos por Ettore Majorana como una alter-
nativa a los fermiones de Dirac, que difieren de su antiparticula, para describir particulas

sin carga.

En el ambito de la fisica de particulas es conocido que, excepto los neutrinos, el resto
de fermiones elementales son de Dirac. En el caso de los neutrinos, su naturaleza ain no

ha sido confirmada experimentalmente y sigue siendo objeto de estudio.

En el contexto de la materia condensada aparecen los modos de Majorana, cuasiparticu-
las analogas en superconductores topoldgicos. En este caso, se consideran teorias efectivas
donde el condensado superconductor actia como vacio y los respectivos huecos como anti-
particulas. Dichas cuasiparticulas se localizan en defectos topoldgicos, por ejemplo, vérti-
ces en sistemas bidimensionales o la frontera entre distintas fases topoldgicas en sistemas

unidimensionales.

La aparicion de modos de Majorana en estos sistemas puede explicarse de forma in-
tuitiva como consecuencia de combinar los estados localizados que aparecen en el gap,
caracteristicos de las fases topoldgicas, con la naturaleza de las excitaciones en los siste-
mas superconductores. Dichas excitaciones consisten en superposiciones de particulas y
huecos. Por la simetria particula-hueco, a cada excitacién con energia positiva le corres-
ponde una excitacion con energia negativa. Considérese el caso en que dichas excitaciones
se encuentran en el centro del gap con energia cero. En ese caso, ambas deben coincidir,
siendo particula y hueco al mismo tiempo. Ademds, esto implica que la contribucién de
particulas y huecos a la superposicién se iguala, por lo que se tratan de excitaciones sin

carga. FEn definitiva, se trata de un modo de Majorana de energia cero.

Matematicamente, los modos de Majorana se describen mediante operadores ¢; que
cumplen

c;f =c, {c,em} =20,
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Al igual que los operadores fermidnicos usuales, dos operadores de Majorana diferentes
anticonmutan. Sin embargo, en este caso es posible aplicar un mismo operador dos veces
volviendo al estado original debido a que ¢ = {¢;,¢;}/2 = 1. Una consecuencia directa de
esta igualdad es que no es posible definir un operador niimero que determine la ocupacion

de un modo de Majorana.

Por el contrario, los modos de Majorana pueden tratarse como medio fermion. De la
misma manera que un nimero complejo puede descomponerse en sus partes real e ima-
ginaria, un operador fermidnico a da lugar a dos operadores de Majorana mediante la

relacion

clzaT—}—a,

co =i(al —a).

Asimismo, dados dos operadores de Majorana c¢; y co se puede construir un operador

fermiénico mediante la relacién inversa, es decir,
1 .
a= 5(61 +icg).

A causa de esta correspondencia los modos de Majorana deben aparecer por parejas en

un sistema cerrado.

Dado que de acuerdo con el parrafo anterior cualquier fermién puede descomponerse,
al menos formalmente, en dos modos de Majorana, seria razonable plantearse por qué
considerar superconductores topolégicos en lugar de cualquier otro sistema fermidnico.
Como se verd a continuacién, la importancia radica en que se trate de modos localizados,

separados entre si y de energia cero. Esto no ocurre en los materiales usuales.

Considérense dos modos de Majorana de energia cero, c; y co, localizados y separados
espacialmente entre si. Entonces, se puede construir un operador fermiénico a mediante el
procedimiento descrito anteriormente. Pese a que la ocupacion de los modos de Majorana

no estd determinada por separado, una vez emparejados se tiene el operador ntimero
1 .
n=ala= 5(1 +ic1c2).

Por tanto, n determina la ocupacién de un estado fermidnico no localizado conocido como

estado de Majorana. Nétese que el estado ocupado se corresponde con icico = 1, mientras
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| K j&

iclcg =1
iclcg =41
C1 ---- ---- Co

Figura 3.1: Distribucién espacial de dos modos de Majorana c; y co y la energia de los
estados fermidnicos asociados. A la izquierda estan separados y desacoplados, por lo que
dan lugar a un estado de Majorana de energia cero y, por tanto, a la degeneracion del
estado fundamental. A la derecha ambos modos se superponen e hibridan, separando la
energia de los estados.

que el desocupado con icico = —1. Dado que ¢; y ¢o son modos sin carga y no se super-
ponen espacialmente, el estado de Majorana asociado también se trata de una excitacion
sin carga. Ademas, es robusto frente a perturbaciones locales ya que para ello tendrian
que afectar a ambos modos de Majorana al mismo tiempo. De hecho, cada ¢; no puede
interactuar con el entorno por si mismo, pues no representa un objeto fisico sino parte de
un fermioén. Por ultimo, su energia es nula puesto que lo es la de los modos de Majorana.
Esto causa la degeneracién del estado fundamental del sistema puesto que el estado de

Majorana puede estar ocupado o desocupado sin modificar la energia.

Los estados de Majorana con energia cero, sin embargo, no suelen existir de forma exacta.
Dado que los sistemas fisicos reales tienen un tamano finito, dos modos de Majorana
no pueden estar completamente separados, sino que presentan cierto solapamiento. Por
tanto, ambos modos se hibridan dando lugar a estados con energia de hibridacién 4+FEy
y rompiendo asi la degeneracion del estado fundamental. Esto puede expresarse mediante

una interaccién efectiva entre los modos dada por Heg = i Enie1ca = 2E\(n — 1/2).

Como se mostrard més adelante, la degeneracion del estado fundamental es una ca-
racteristica necesaria para asegurar la estadistica no abeliana de los modos de Majorana
y sus posibles aplicaciones en el campo de la computacién cudntica. Por suerte, al igual

que el solapamiento, la energia de hibridacién suele decaer de forma exponencial con la
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distancia entre los modos. Siempre que la energia del gap del espectro de excitacién sea
suficientemente grande en comparacion a la energia de hibridacion, se puede considerar
que hay degeneracién de forma aproximada. En efecto, si se hace evolucionar el sistema
de forma adiabatica, los dos estados de baja energia no se mezclan con el resto de estados
debido a la diferencia de energia. Por tanto, se puede restringir la evolucion del sistema al
subespacio de estados fundamentales. Asimismo, tampoco se mezclan los estados mientras

la temperatura y las perturbaciones sean pequenas en comparacion con el gap.

Para concluir esta seccién, nétese que la discusion anterior puede extenderse a sistemas
con cualquier namero par de modos de Majorana desacoplados entre si. De esta forma, 2NV
modos de Majorana darian lugar a N estados de Majorana y la dimension del subespacio

fundamental degenerado serfa 2%V,

3.2. Modos de Majorana como anyones no abelianos

En un sistema constituido por particulas identicas en un mundo tridimensional, el in-
tercambio de dos particulas deja invariante el estado global del sistema salvo una fase.
Dicha fase es +1 para bosones y —1 para fermiones. En ambos casos, dos intercambios

consecutivos devuelven al sistema al estado inicial.

En dos dimensiones, en cambio, el comportamiento de un sistema bajo el intercambio de
particulas identicas no esta restringido inicamente a esos dos casos. Las particulas que no

son fermiones ni bosones desde el punto de vista del intercambio se conocen como anyones.

Los modos de Majorana que aparecen asociados a defectos en los superconductores to-
poldgicos se comportan como anyones no abelianos. Esto significa que el resultado de varios
intercambios consecutivos depende del orden en que se realicen. Esto es posible debido a
que el estado fundamental estd degenerado. Ciertamente, si el subespacio fundamental es
unidimensional cualquier transformacién tal que este sea invariante consistiria inicamente

en modificar la fase de los estados.

Considérese un sistema con 2N modos de Majorana de energia cero en el interior del gap.
Si se hace evolucionar el sistema de forma adiabatica a partir de un estado fundamental
intercambiando dos modos sin hacer que se acoplen, lo cudl se puede suponer que se
realiza sin afectar al resto de modos al estar alejados espacialmente, el sistema no puede

abandonar el subespacio fundamental debido a que el resto de estados se encuentran
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separados energéticamente. Debido a la degeneracién de dicho subespacio, el intercambio
se describe en general por una matriz unitaria de dimensién 2V actuando sobre el estado
inicial. Dado que dichas matrices no conmutan en general, esto puede dar origen a la
estadistica no abeliana. No obstante, debido a que la paridad del nimero de fermiones
se conserva en los superconductores topoldgicos, la operacién de intercambio no mezcla

estados de distinta paridad. Esto requiere que N > 1.

Para estudiar como actiia la operacién de intercambio de forma explicita se consideran
dos modos de Majorana ¢; y ¢p. Si Uy es el operador unitario que describe el intercambio
de dichos modos de Majorana, necesariamente debe llevar el uno al otro excepto por una

fase, es decir,

Unra U;E/ = siep,

UZZ’CZ’UZ];/ = spa,

donde s; y sp son fases aun por determinar.

Dado que los operadores de Majorana son idempotentes, tomando el cuadrado de estas
expresiones se obtiene 312 = 312, = 1. Por otro lado, debido a que la paridad fermidnica
del sistema completo debe conservarse y el resto de modos no son afectados, la ocupacion
ny = (1 4 icep)/2 del estado de Majorana asociado a ¢; y ¢y también se conserva. Por

tanto,

(1 +icey),

N | =

1 .
Ull/nll’Ul];/ =nyy — 5 (1 — ZSlSl/ClCl/) =
lo que implica que s;sy = —1. Se concluye entonces que s; =1y sy = —1, o bien s; = —1

y sy = 1.

Se puede suponer sin pérdida de generalidad que s; = —sp = 1. Asi, la eleccién opuesta
estd descrita por Uy;. Nétese que esto implica que existen dos formas distintas de realizar

el intercambio, las cuales dependen de la implementacién especifica.

En resumen, Uy da lugar a la siguiente transformacion:

c — Cy,
cy — —(y,

Cm — Cm,
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7

Figura 3.2: Los operadores de intercambio de modos de Majorana no son iguales a sus
inversos. Por tanto, si dicho intercambio se realiza modificando las posiciones de los modos
de forma continua, el sentido del giro influye en el resultado final. Ademads, sélo existen
estas dos opciones siempre que se imponga no afectar al resto de modos y respetar la
paridad global.

con [ # m # 1. Se puede comprobar que esto se cumple tomando

1
Up =— 1+ ¢ep).

V2

Una expresion alternativa que resulta de utilidad es

Uy = e,
Para comprobar su validez basta tener en cuenta que (¢cy)? = —1. Entonces,
n 1 2
e1l =1 + %Clcl’ + 21 (%) (Clcl/)z + ...
1 1 <7r>2+1 <7r>4+ n T 1 (77)3+1 (77)5+
=|1-=(= — (= ——— = — (= | acep
21 \4/) "4 \4 4 31\4) T5I\4 ”

(§) +sin (Paer = 75 0+
= — in(— r=— /
cos 1 S 1 e 7 ey

Asi, es evidente que el operador inverso coincide con la otra forma de realizar el intercam-
bio:

— _r jus
Ullll = e 10 — oWl — Ul/l-
Por tanto, Uy no es idempotente. De hecho, es necesario aplicarlo 8 veces para volver al
estado inicial.
Para ver que estos operadores no conmutan es necesario incluir un tercer modo de

Majorana c¢,, distinto de ¢; y ¢. Entonces,

1
U, U] = §[Czcm, Cmey] = 3 (C1CmEmCr — CmCrCiCm) = CLCmCmCr = CICy.
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C1
c1 /
Cc2
[ ] Trivial
[ ] No trivial
\ C1 C2

Figura 3.3: Método para intercambiar dos modos de Majorana en una junta triple de hilos.
Inicialmente s6lo uno de los hilos se encuentra en fase no trivial y los modos se encuentran
en sus extremos. Desplazando los limites de fase se llevan ambos modos a otro de los hilos,
lo que resulta en un giro de 60°. Repitiendo el procedimiento tres veces se intercambian
los modos respecto al estado inicial.

Por tanto, si se hacen intercambios de 3 o0 mas modos de Majorana, es necesario tener en

cuenta el orden.

En caso de considerar un sistema unidimensional el tratamiento anterior deja de ser
vélido. Esto es debido a que no es posible intercambiar la posicién de dos modos de
Majorana de forma continua sin que se superpongan en el proceso. No obstante, este
obstaculo se puede salvar si se considera una unién de sistemas unidimensionales que dan

lugar a un sistema de dimensién mayor.

Un ejemplo sencillo que demuestra que sigue siendo posible definir el intercambio en
ese caso se trata de tres hilos unidos por uno de sus extremos formando una junta triple.
Si uno de los hilos se encuentra en fase no trivial mientras que el resto del sistema se

encuentra en fase trivial, aparecen dos modos de Majorana en sus extremos.

Modificando los pardametros del sistema se puede desplazar la regién en fase no trivial
hacia otro de los hilos, moviendo a los modos en el proceso. Tras esto, el modo que se
encontraba en la junta central estd en el extremo del segundo hilo y el que se encontraba

en el extremo del primer hilo estd en la junta central. Repitiéndolo dos veces més se logra
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devolver ambos modos de Majorana al primer hilo tras realizar un giro de media vuelta,
lo cudl resulta en un intercambio en la posicién de ambos respecto al estado inicial. Este

procedimiento se ilustra en la figura 3.3.

Pese a que el procedimiento anterior prueba que es posible llevar a cabo el intercambio
de modos de Majorana en una junta triple, es necesario que ambos modos se encuentren
en los extremos de una misma regién en fase no trivial. No obstante, existen otros meca-
nismos que permiten implementar los intercambios sin necesidad de desplazar los modos
espacialmente. Estos se basan en modificar los acoplamientos entre distintos modos en una

secuencia especifica o en medir la paridad fermionica en las diferentes regiones.

3.3. Computaciéon cuantica topologica

La principal aplicacién potencial de los superconductores topolégicos es su uso como
suporte fisico para cubits en computacion cudntica. Los estados de Majorana pueden
emplearse para almacenar informacién de forma robusta frente a perturbaciones gracias a
la protecciéon topolégica. Ademds, la estadistica no abeliana permite implementar distintas

operaciones mediante intercambios de modos de Majorana.

Un cubit es la unidad minima de informacién con la que se trabaja en computacion
cuantica. Se trata de un sistema cudntico que puede encontrarse en una superposiciéon de

dos estados ortonormales |0) y |1), de forma que un estado genérico se expresa como
[¥) =al0) +8[1),  |af+[8 =1

El estado de un cubit se suele representar, salvo una fase global, como un punto en la
esfera de Bloch. Esta representacion consiste en asignar coordenadas esféricas al estado de
forma que el dngulo polar 6 describe la relacién entre |a| y |5| v el dngulo azimutal ¢ es

la diferencia de fase entre o y 3. En concreto,
0 . 0
1) = cos <2> 0) + € sin <2> 11).

Las operaciones basicas sobre ctibits se conocen como puertas cuanticas y son andlogas
a las puertas logicas clasicas. Se tratan de transformaciones unitarias que afectan a un

cierto conjunto de cubits, por lo que se pueden representar mediante matrices unitarias
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Figura 3.4: Visualizaciéon de un estado genérico de un cibit empleando la representacién
de la esfera de Bloch.

fijando una cierta base.

Entre las puertas cuanticas que actiian sobre un tnico cibit se encuentran las puertas
de Pauli X,Y y Z. Estas dan lugar a una rotacion de angulo 7 sobre el eje correspondiente
en la esfera de Bloch. Su nombre hace referencia a que en la base {|0),|1)} se representan
por las respectivas matrices de Pauli. La puerta X también se conoce como puerta NOT

ya que, de forma andloga a la puerta logica NOT clasica, intercambia |0) y |1).

Otras puertas cianticas sobre un sélo cubit de interés son las puertas H y T'. La puerta
H o de Hadamard implementa una rotacién de dngulo 7/2 sobre el eje y seguida de otra

de angulo 7 sobre el eje . Suele expresarse como

1 1 (1 1
H=—=XVY ="
Vi v2 1 1

Por otro lado, la puerta T" desplaza 7/4 la fase de la componente |1). Es decir, se trata de

una rotacién de dngulo 7/4 sobre el eje z. De forma matricial:
T=+/27=

Respecto a las puertas que actiian sobre dos cubits, destacan las puertas controladas.
Estas actiian como una puerta de un sélo ctibit sobre uno de los dos, llamado ciibit objetivo,

si y s6lo si el otro, llamado cibit de control, se encuentra en el estado |1).

En concreto, la puerta C(X), también llamada CNOT, invierte el valor del ctibit objetivo

si y sélo si el ciibit de control se encuentra en el estado |1). Si Heon ¥ Hobj son los espacios
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de Hilbert correspondientes a los cibit de control y objetivo, respectivamente, entonces la

puerta C(X) actia sobre el producto Heon ® Hobj como

C(X) = (10) (O) @ 1+ (|1) (1)) ® X.

En un sistema con un unico cibit se puede aproximar cualquier puerta cuantica con
precision arbitraria mediante la aplicacién sucesiva de puertas T'y H, salvo una fase. Este
comportamiento puede extenderse a un mayor nimero de cubits al anadir las puertas
C(X). Por tanto, se dice que estas tres puertas son un ejemplo de conjunto de puertas

cuanticas universales.

Un estado de Majorana constituye un cubit al poder estar ocupado o desocupado. Sin
embargo, dado que la paridad fermidénica debe conservarse, no es posible implementar

puertas légicas en este sistema.

Para construir un cubit computacional a partir de modos de Majorana es necesario
considerar al menos 4 de ellos, denotados por ci,ca,c3 v c4. Se pueden agrupar de dos
en dos para dar lugar a dos estados de Majorana. Los estados fundamentales del sistema
pueden etiquetarse segin los niimeros de ocupacién correspondientes como |njangy). Basta

entonces considerar el cibit formado por dos estados de la misma paridad.

En lo que sigue, se considera el cibit formado por los estados de paridad par. Asi, se
puede tomar

0) =100),  [1) =[11).

También se podria proceder de forma andloga con los estados de paridad impar.

Considerando tnicamente el subespacio generado por {|0),|1)}, se puede comprobar

calculando los elementos de matriz explicitamente que

, 0 1
—1C2C3 = = Oz,
1 0
. 0 —
1c1c3 = = 0y,
t 0
, 1 0
—1C1Cy = = 0.
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Figura 3.5: Posible implementacién de la puerta X, la cual consiste en una rotacion de
angulo 7 alrededor de dicho eje en la esfera de Bloch, mediante intercambios de modos de
Majorana. Segun el criterio escogido, esta equivale, salvo una fase global, a intercambiar
dos veces consecutivas los modos co y c3. Como aparece representado en el diagrama de
la derecha, esto es lo mismo que hacer que co dé una vuelta completa alrededor de c3 sin
rodear al resto de modos.

Se tiene entonces, por ejemplo, que
jus ] .
12223 =299 = ¢'27% = jog,.

Realizando el calculo anédlogo en los otros dos casos, se deduce que las puertas cudnticas
X,Y y Z se pueden implementar como intercambios de los modos de Majorana de la

siguiente forma:

X — —’I:U223,
Y — ’L'U123,
7 = —iU?,.

A partir de estas expresiones, la puerta de Hadamard puede expresarse como
H = —iU3,U3.

Ademds, la puerta C(X) también puede implementarse con proteccién topoldgica, con
ayuda de un tercer cubit auxiliar, combinando operaciones de intercambio y medidas de

la paridad fermidnica de ciertos estados.

Sin embargo, la puerta T', que completaria el conjunto de puertas universales, no puede
expresarse mediante los operadores de intercambio. Para implementar dicha operacion,

es necesario recurrir a procesos no protegidos topoldgicamente. Por ejemplo, los modos
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c1 y ¢ pueden acercarse provocando su hibridacién. Si Fyp es su energia de hibridacién,

entonces tras un tiempo ¢ el estado |0) adquiere una fase e’®M! mientras que el estado |1)
adquiere una fase e Mt Asi, ajustando el tiempo de la evolucién se puede, en principio,

implementar la puerta T salvo una fase global.

Un paso fundamental al implementar algoritmos en un ordenador cuantico es la medida
del estado del sistema. No obstante, las propiedades que confieren proteccién topoldgica a

los modos de Majorana de energia cero también dificultan su medicion.

Entre los diversos métodos para la lectura del estado de un cuibit se encuentra la fusién
de los modos de Majorana que lo forman. Al contrario que otras propuestas, este fenémeno
puede explicarse sin recurrir a las caracteristicas particulares del sistema que albergue a

los modos de Majorana.

La fusién de dos modos consiste en acercarlos adiabaticamente provocando su hibrida-
cion. Entonces, el estado de Majorana correspondiente da lugar a un fermién o un hueco,
segun la ocupacion inicial. Pese a que el estado de Majorana original tiene energia y car-
ga nulas, el fermion resultante si se trata de una particula cargada y tiene asociada una
energia de hibridacién finita. Por tanto, dicho fermién puede, en principio, detectarse,

proporcionando asi una medida del estado inicial.

La fusién de modos de Majorana no sélo puede emplearse a la hora de leer el estado
de un cubit. De hecho, una alternativa a a la computacién cudntica topoldgica basada en

operaciones intercambios consiste en implementar las distintas puertas mediante fusién [7].



Capitulo 4

Modelo de Kitaev

A lo largo de este capitulo se estudian las propiedades topologicas y la
aparicion de modos de Majorana desacoplados en el modelo de cadena de
Kitaev.

En la seccién 4.1 se introduce brevemente el modelo a tratar. Le sigue
la secciéon 4.2, donde se obtiene la relacién de dispersién con condiciones de
contorno periddicas y se establecen las distintas fases topolégicas a partir de
las propiedades del volumen. En la seccién 4.3 se estudian las propiedades
de la cadena finita. En concreto, se comprueba analitica y numéricamente la
aparicion de modos de Majorana desacoplados en la fase no trivial, un caso
concreto de la correspondencia volumen-borde. En la seccién 4.4 se exploran
los efectos de extender el modelo a segundos vecinos sobre las propiedades
topolégicas, incluyendo una nueva fase topolégica no trivial. Por tultimo, en
4.5 se ilustra la fusion de los modos de Majorana de la cadena de Kitaev
mediante una simulacién numeérica.

Todos los resultados numéricos presentados en este capitulo se han obtenido
mediante cédigo escrito en Python. En las secciones 4.2 y 4.3 se desarrollan
con detalle los resultados establecidos en [1] y [8]. Los célculos presentados en
la seccién 4.4 provienen de trabajo propio. No obstante, en [10] se estudia la
cadena extendida a un nimero arbitrario de vecinos cuando los acoplamientos
decaen exponencialmente. Por iltimo, la evolucién temporal empleada en la
simulacién de la seccién 4.5 se basa en [11], donde se realiza un estudio mas

extenso de la fusién de modos de Majorana mediante simulacién numérica.

24



CAPITULO 4. MODELO DE KITAEV 25
4.1. Descripcion del modelo

El modelo de cadena de Kitaev fue propuesto por Alexei Kitaev en 2001 para mostrar la
posible existencia de modos de Majorana desacoplados y protegidos topolégicamente en un
sistema unidimensional. Consiste en una cadena de tight-binding de fermiones sin spin con
emparejamiento superconductor. Asi, se trata del modelo més sencillo de superconductor

topoldgico.

El hamiltoniano del modelo de Kitaev se escribe como
1 *
H= Z —u (a;aj — 2> —w (a}aﬂl + a}“aj) + Aajajr + A a}“a;{,
J

donde u es el potencial quimico, w el parametro de salto entre sitios y A un pardmetro que
describe de forma efectiva el emparejamiento superconductor. En general, A = ]A\eia es
un ndmero complejo. Para simplificar el tratamiento, la fase # puede eliminarse mediante
i0/2

la transformacién a; — e~/ “a;. Como resultado se obtiene:

1
H = Z — 1 <a;aj - 2) —w (a}aﬁl + a}+1aj) + |A] (Cljaj+]_ + a}HQD . (4.1)
J

Este hamiltoniano no conserva el nimero total de particulas, aunque si lo hace su pari-
dad. Esto es debido al término |A| <ajaj+1 + a;r- HaD que describe la creacion y destruccion

de pares de particulas en sitios contiguos.

Como se desarrolla en las secciones siguientes, el modelo de Kitaev se encuentra en una
fase topoldgica no trivial siempre que A # 0y |u| < |2w|. En ese caso, si el sistema es
suficientemente grande, aparece un modo de Majorana desacoplado localizado en cada

extremo de la cadena.

4.2. Cadena de Kitaev cerrada.

El objetivo principal de esta seccién es obtener la relacién de dispersion en el caso de
una cadena de Kitaev cerrada con condiciones de contorno periédicas. Siguiendo el proce-
dimiento habitual, se diagonaliza el hamiltoniano en el espacio de momentos. Ademas, se
verifica la relacion entre las fases de la cadena finita y los invariantes topoldgicos asociados

al modelo.
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— lul = |2w]

No trivial

No trivial

I

Figura 4.1: Diagrama de fases de la cadena de Kitaev suponiendo que |A| > 0. Las tran-
siciones de fase se dan cuando el gap se cierra, es decir, cuando |u| = |2w|. El sistema se
encuentra en fase no trivial cuando |u| < |2w|.

4.2.1. Relacién de dispersion

Se considera una cadena de Kitaev perddica constituida por NN sitios. Se introducen los
operadores de creacién y destruccién en el espacio de momentos mediante la transformacion

dada por

donde ag, a}} cumplen las relaciones de conmutacion fermidnicas. Para determinar los va-

lores de ¢ permitidos basta imponer a; = a1 n. De esta forma,

2
= —m, e 7.
q Nm m

Debido a la periodicidad, sélo hay N operadores independientes. Por tanto, se pueden

restringir los valores al intervalo ¢ € [—m, 7).

A continuacién se expresa cada uno de los términos de (4.1) en funcién de los nuevos

operadores. Para ello, se emplea la relacion

1 Ca—dVi
Saq zﬁzez(q )7
J
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donde ¢ denota la delta de Kronecker. Se tiene que

Zaaj NZ eila=d) a /g —Zaaq Zaaq _ 7q+..., (4.2)

3,9:4' >0
eila=aVigiagt o el — el —iq T
E aja]_H E (a=d')s ea,aq = E Taq g azaq —e "a_gal +..(4.3)
Jqq a>0
E ajajq1 = N g eilata) elaga, = g ela_qa, = E ela_ga, — e a_qa,, (4.4)
3,4:4' >0

donde, para simplificar las expresiones, se omiten las constantes y los términos correspon-
dientes a ¢ = 0 y, cuando N es par, ¢ = —m. Tomando el conjugado hermitico de (4.3) y
(4.4) se deduce que
Z a;[a]qu + a;_Haj = Z eiqa:;aq — e_iqa,an_q + e_iqagaq — eiqa,an_q +...
J g>0

=2 Zcos (q)a;aq — cos (q)a_qag +...,

— iq — el —iqgtal  _ elagtal
E aja]+1+a]+1a E e’a_qaqg —€ “a—qaq +€ “agal, —etagal,+ ..
q>0

Teniendo en cuenta (4.2), (4.5) y (4.6), el hamiltoniano (4.1) se puede reescribir en forma

matricial como

) —p—2wcos (q) —2i|Alsin(q) aq

H=>" (ag L +.
7>0 2i|Alsin (¢)  p+2wcos(q) aT_q
o H, b
= Z ShHbg +

q>0

Esta manera de expresar el hamiltoniano se conoce como formalismo de Bogoliubov-de

Gennes. Es inmediato obtener que los autovalores de H, son +¢,, donde

€g = \/(u+2w cos (q))2 + 4|A|2sin? (q). (4.7)
Puesto que H, es una matrix hermitica, existe una matriz unitaria U tal que

e O by

0
H=>Y (Ug,)t eoq U¢q+~--:Z(b; b_q) +...,

t
q>0 —& q>0 0 —¢ bl
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donde para g > 0 los operadores by, b_, estan definidos por

by . Gq

] t
b_q a

Llegados a este punto, es posible fijar

ag p+2w <0,
by =

al 2w >0,

a_r p—2w <0,
b_r =

aT_7r = 2w > 0.

De esta forma bjl y by son nuevos operadores de creacién y destruccién que siguen las
reglas de anticonmutacién fermiénicas. Es evidente que si |g| # |¢'| entonces {bq, by} =
{bq,bj;,} = 0. Por otra parte, si |¢| = |¢/|, el resultado es cierto ya que las filas de U
son vectores ortonormales de C2. Estos nuevos operadores representan cuasiparticulas que

mezclan particulas y huecos, conocidas en la literatura como cuasiparticulas de Bogoliubov.

Despreciando las constantes y reintroduciendo los términos con ¢ = 0y ¢ = —m al

sumatorio, el hamiltoniano diagonalizado se escribe finalmente como

H=> eblbg—egb_gbh+ - = egblbg+ egblb_q+ -+ = egblby. (4.8)

q>0 q>0 q
Noétese que en la expresion (4.8) s6lo aparece la rama de energias positivas. Esto se debe
a la eleccién tomada a la hora de definir los operadores, pues se podria obtener la rama
negativa intercambiando b, y b:g, es decir, particulas y huecos. Es claro que la fisica no
puede cambiar por una mera eleccion; ambos resultados coincidirian teniendo en cuenta las
constantes despreciadas. De hecho, mantener ambas ramas resultaria en una descripcion

redundante del sistema.

No obstante, escribiendo el hamiltoniano en la forma (4.8) tal que todas las excitaciones
conllevan una energia positiva, el estado fundamental consiste en aquel en que todas tienen

ocupacién 0. Este se puede obtener trivialmente como

|0}, o (H bk) 0),
k
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B < —2w w=—2w —2w<p<22w W= 2w W > 2w

Figura 4.2: Relacién de dispersién de la cadena de Kitaev para w = 1,|A] = 0.25 y
w = —3,—-2,0,2,3 de izquierda a derecha. El gap se cierra en ¢ = 0 cuando y = —2w y
en ¢ = +m cuando p = 2w, marcando las transiciones de fase topoldgica. Para valores
intermedios de p, el gap permanece abierto gracias a la contribucién de A.

donde |0) denota el vacio de los fermiones originales.

Volviendo a la expresién (4.7) obtenida para la relacién de dispersion, se observa que
el gap se cierra cuando |u| = |2w|. Esto marca la transicién entre la fase trivial y la fase
topolégica. Ademads, si u y w tienen el mismo signo las bandas se cierran en ¢ = —,
mientras que si tienen signo opuesto lo hacen en ¢ = 0. En la figura 4.2 se representa la

relacion de dispersion para los distintos casos.

4.2.2. Invariantes topoldgicos

La clasificacion topolégica del modelo de Kitaev depende de la simetrias consideradas. Si
se estudia el hamiltoniano (4.1) directamente sin tener en cuenta su procedencia es inme-
diato comprobar que se corresponde con la clase BDI. En ese caso, el invariante topoldgico
relacionado con los modos de Majorana localizados en los bordes es Z. Sin embargo, al
tener en cuenta la fase 6, se pierde la simetria de inversién temporal y, por tanto, el modelo

pertenece a la clase D. En este caso el invariante topoldgico correspondiente es Zs.

El segundo acercamiento a la clasificacion del modelo de Kitaev resulta més natural,
pues tiene en cuenta perturbaciones que afecten a 6. Ademads, en la practica, un modelo
con fermiones sin spin como este no puede realizarse fisicamente sin romper la simetria de

inversion temporal, separando asi los estados en dos sectores de spin opuesto.

No obstante, el invariante Zy puede obtenerse facilmente a partir del Z, obviando el

papel de 6. Por tanto, es conveniente comenzar la discusién tratando el primer caso.
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] <[2w] w>0 ] <2w] w<0 |1l > 2w

—u+ 2w — — 2w
= — £ 2w
;g _M:F2w . Q

0 1 0 1 0 1 *
— i — 2w T — i+ 2w T
—2|A| 0 2|A]| —2|A| 0 2]|A] —2|A| 0 2|A|
hy(q)

Figura 4.3: Recorrido de f_i(q) cuando ¢ va de —7 a 7 para los tres casos posibles segin
el winding number. A la izquierda, da una vuelta alrededor del cero en sentido positivo,
lo que se corresponde con v = 1. En el centro, da una vuelta en sentido negativo, lo que
se corresponde con v = —1. A la derecha, no da ninguna vuelta alrededor del cero, por lo
que v = 0. Se ha supuesto u < 0 para las representaciones graficas.

A continuacién se introduce el invariante topolégico Z asociado a la clase BDI. Es decir,
en este caso se considera que la fase de A es fija y, por tanto, se puede obviar dando lugar

a la simetria de inversién temporal.

Dicho invariante topoldgico se puede tomar como winding number asociado al hamilto-
niano de Bogoliubov-de Gennes H, mediante el siguiente procedimiento Dado que H, es

una matriz hermitica de dimensién 2, se puede escribir como vector de Pauli:

— 1 — 2w cos —2¢|A|sin -
2i|Alsin(q)  p+2wcos(q)

siendo A(q) = (0,2|A|sin (¢), —p — 2w cos (q)). Al variar ¢ de —7 a 7 de forma continua,
ﬁ(q) describe una elipse contenida en el plano dado por h, = 0. El winding number v viene

dado por el ntimero de vueltas alrededor del origen teniendo en cuenta la orientacion.
El valor de v puede emplearse para caracterizar la fase del sistema segun los siguientes
casos:
i) Si |u| > |2w|, el sistema se encuentra en la fase trivial y v = 0.
ii) Si|u| < |2w|y w > 0, el sistema se encuentra en fase no trivial y v = 1.
iii) Si |p| < |2w| y w < 0, el sistema se encuentra en fase no trivial y v = —1.

Es claro que las fases con v = 41 no pueden transformarse la una en la otra de forma

continua, por lo que son topoldogicamente diferentes y v es un invariante topolégico Z.
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Esto se debe a que no se estdn permitiendo variaciones de la fase de A. De hecho, la
transformacién A — —A intercambia ambas fases. No obstante, esta modificacién no

puede realizarse de forma continua sin romper la simetria de inversién temporal.

A partir de ahora se trata el caso en que se permite que la fase de A varie rompiendo la
simetria de inversién temporal, es decir, el correspondiente a la clase D de la clasificacién

topoldgica.

Se podria considerar el caso en el que dicha variacion se trata de forma forma implicita,

es decir, transformando a a cada instante de tiempo los operadores a} y a; tal que el
hamiltoniano H, siga teniendo la misma expresion. Entonces, v se calcula como en el caso

anterior. El invariante topolégico Zy podria tomarse como v méd 2.

Para estudiar el caso en que la simetria de inversién temporal se rompe de manera
explicita, el invariante topolégico Zs puede definirse mediante un método alternativo que
no requiere la existencia de un winding number bien definido. En consecuencia, este se pue-
de calcular directamente a partir del hamiltoniano que incorpora las posibles variaciones

de 6 de forma explicita.

—i6/2

Deshaciendo la transformacién a; — e a; se tiene:

—p—2wecos (q) —2i|Ale™ sin (q) aq

H:Z(ajl a,q) R

>0 2i|Ale? sin (q) i+ 2w cos (q) a_q

Por tanto, el nuevo hamiltoniano de Bogoliubov-de Gennes es

= —p—2wecos (q) —2i|Ale™ sin (q)
9= .
2i|Ale sin (q) 2w cos (q)

= (—p —2wcos (q))o, + 2|A|cos (0) sin (¢)oy — 2|Alsin (8) sin (¢)o, = h(q) - &,

donde h(q) = (—2|A|sin () sin (), 2|A| cos () sin (q), —p — 2w cos (¢)). Nétese que h(q) ya
no esta contenido en un plano. Esto causa que no se pueda definir el invariante topoldgico

en funcién de un winding number.

No obstante, cuando ¢ = —7 o ¢ = 0, las componentes h,(q) y hy(q) se anulan para
cualquier valor de 6. En dichos puntos, l_i(q) es un vector que apunta en sentido positivo

o negativo del eje Z. Se puede definir el nuevo invariante topoldgico p en base al sentido
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relativo entre ambos vectores, es decir,

Es inmediato comprobar que p = ¥ mdd 2 cuando el winding number esta bien definido
pese a permanecer valido en un contexto mas general. Cuando v = =41, la curva que
describe i_i(q) rodea al origen de coordenadas, por lo que el punto inicial y el punto medio
se encuentran en sentidos opuestos. Asimismo, cuando v = 0 la curva no rodea al origen

y ambos puntos se encuentran en el mismo sentido.

4.3. Cadena de Kitaev abierta

A lo largo de esta seccién se estudia la aparicion de modos de Majorana desacoplados y
localizados en los bordes de la cadena de Kitaev finita. Para ello, se definen los operadores

de Majorana asociados a cada sitio j,

S

T
C; = C25—1 = CLj +CLj,

[oe}

c; =cgj = i(a} —aj),

<

cumpliendo c; =c,{c,em} =2

Entonces, se tiene que

Loaa
o . B A . AB _ BB
a]a]+1 = Z (C] Cj+1 + 'le Cj+1 + 'le Cj+1 Cj Cj+1) )
T LA _ B A - A B B B
aja/]+1 = Z (C] Cj+1 ZC]' Cj+1 + ZC]' Cj+1 + C]' Cj+1) .
Teniendo en cuenta que (¢icm)" = ¢ = —ciem si | # m, esto implica que

. t 1 1. B A B
ajajy1 + aj 105 = §z (c- Cit1 + c; Cj+1) ,
i 1. pa A B
;a1 + 054405 = 5@ (—cj Cit1 T ¢ ch) .

Como a;[aj = % (1 + z'c?c}g) el hamiltoniano para una cadena de N sitios expresado en

términos de operadores de Majorana resulta

. N . N-1
i i
H=- E —,uc}-d‘c;-3 + B E (JA] — w) c?c}gﬂ + (|A] + w) c}gcﬁrl. (4.9)

J J
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4.3.1. Casos extremos

Se consideran dos casos limite correspondientes a las fases topoldgicas trivial y no trivial.

El caso trivial se obtiene cuando p < 0,w = |A| = 0. Entonces,

Los modos de Majorana pertenecientes a un mismo sitio estan acoplados entre si. El estado
fundamental, por tanto, es aquel en el que todos los sitios estan desocupados, es decir, el

vacio.

El caso no trivial se obtiene cuando p = 0,w = |A| > 0. Entonces,
N-1
_ B A
H—szcjch.
J

Cada modo de Majorana estd acoplado unicamente al otro modo de Majorana de un
sitio contiguo. Se pueden definir operadores fermiénicos que describen las excitaciones del
sistema mediante la relacién

aj =5 (¢ +icj),

N |

de forma que el hamiltoniano se expresa como
N-1 1
H=2w)" <a}aj - 2) . (4.10)
J

Nétese que los operadores ¢} y % no aparecen en el hamiltoniano, sino que representan
modos de Majorana desacoplados situados en los extremos de la cadena. Esto da lugar a
un estado de Majorana de energia cero descrito por el operador fermiénico

a=(c +ick).

Por tanto, el estado fundamental del sistema esta degenerado. Concretamente, hay dos
estados fundamentales ortonormales entre si y diferenciados por el nimero de ocupacién
n=ala = 3(1+ic}ck) del estado de Majorana. En vista de la expresién (4.10) para
el hamiltoniano, es claro que cualquier estado fundamental |¢)) se caracteriza por cumplir

a;j 1) = 0 para cualquier j € {1,..., N — 1}. Se pueden construir dos estados fundamen-
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tales como
N—1 N-1

0gocal [Tas |10y, |0zeca | J]as)l0). (4.11)

J J
Dado que los operadores fermiénicos anticonmutan es claro que a;|0); = a;|1); = 0.

Ademas,

ict el |0); = (2n —1)[0); = —|0)

a’

ictel 1)y = (2n = 1) |1); = [1);.

a

Finalmente, ambos estados tienen paridad bien definida. El operador paridad puede ex-

presarse de la siguiente forma:

N-1

N N
P = H (1 — 2a; a]) = H fzc fic?c]% H (1 — 2&;@) .
J J

J

Entonces,

P|0), = —ictcy |0)

P |1>a = —ic?c% ’1>a = - |1>aa

es decir, |0); tiene un nimero par de los fermiones originales mientras que |1); tiene
un numero impar. Notese que siempre coincide con la paridad conjunta de los nuevos

fermiones a; y a.

4.3.2. Caso general

La existencia de los modos de Majorana localizados y desacoplados se mantiene de
forma aproximada siempre que |p| < |2w|. Para comprobarlo, es conveniente escribir el
hamiltoniano (4.9) de forma matricial como

H = icTAc
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dondecT:<c? c%‘c]f C%)y
—u |A] —w 0
0 —|Al—w  —p
A=
w |A] +w 0
—|Al +w w Al +w O

0 —|Al+w W

En caso de existir modos de Majorana de energia cero, teniendo en cuenta la estructura

por bloques de A, deben existir autovectores reales ¢l = ( ok ‘ 0o ... ) y
b= ( 0 ... ‘x]f’ coaR ) tales que
Apa = Agp = 0. (4.12)

Dado que sus entradas son reales, dichos autovectores pueden tomarse como funcién de
onda de los modos de Majorana, suponiendo que estén normalizados correctamente. Los

operadores correspondientes son

Es claro que (bA)T =ty (bB)T = bB y que se cumplen las reglas de anticonmutacion.

o . A _ B _ A _ B _ .7
Tomando las condiciones de contorno xy = x5 = . = Ty, = 0, la ecuacién (4.12)

se puede expresar como

(w— ANz + pad + (|A] + w)zd, =0,

(1A +w)afy + paf + (w — Az, =0

para cada j € {1,..., N}. Estas relaciones de recurrencia se resuelven mediante la susti-

A:
j

(o}

; )~! = 27, siendo x una constante. Asi, suponiendo |A| # |w|, se obtienen

tucion x
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dos posibles valores para x:

o mpE e Aw? AP
* 2(|1A] + w) '

Para cumplir las condiciones de contorno se toma una combinacién lineal de ambas solu-

ciones. Entonces:

N

bh = Z (aﬁxi + ol ) cf,
J
N

pB = Z (aExf + ozB:Uﬂ) cf,
J

siendo aﬁ, o, aE y of constantes por determinar.

Si |u| > |2w|, entonces x4 y x_ son reales. En ese caso

4,w2 _ M2
2 2
zo|*—1D)(lz_|*—-1) = ——— <0,
lo cudl implica que |x4| > 1 > |z_|, o bien |z4| < 1 < |z_|. Esto imposibilita que se
cumplan las condiciones de contorno, por lo que en este caso no hay modos de Majorana

de energia cero.

Si |p| < |2w|, entonces x4 y z_ pueden ser tanto reales como complejos. En caso de ser

reales se tiene que

4’LU2 _ Iu2
2 2
T —D(jlz—"—1) = —= >0,
mientras que, si son complejos, |z | = |z_| al ser conjugados entre si. Por otro lado,
Tix_| = :
" w+[A]

Si se supone w > 0, esto implica que |z4| < 1y |z—| < 1. En ese caso se puede obtener

una solucién aproximada imponiendo .’L‘OA = x]% 41 = 0 de forma que
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Si, por el contrario, se supone w < 0, esto implica que |x4| > 1y |x_| > 1. En ese caso se

sz . . . B__ A o
puede obtener una solucién aproximada imponiendo zy = zy,; = 0 de forma que

N
A j—N-1 __j—N-1) A
b o Z <$+ —xl 5
J
N

B —J -J\ B
b o<2<w+ —x_ )cj.
J
Sin importa el signo de w, en caso de que x4 sea complejo, x4+ = x* . Por tanto, siempre

se pueden escoger las constantes de proporcionalidad de forma que todos los coeficientes

sean reales.

Notese que, en general, lo anterior no es una solucién exacta ya que ac[l)g # 0 # :U% 11
o bien :UOA %+ 0 # x% +1- De hecho, dichos valores decaen exponencialmente, por lo que
las condiciones de contorno sdlo se cumplen en el limite N — oco. Es decir, los modos de
Majorana de energia cero sélo existen de forma aproximada en una cadena finita. En su
lugar, los modos de Majorana localizados en los bordes se encuentran acoplados dando
lugar a un estado fermiénico con una energia que decae exponencialmente con la longitud
de la cadena. En concreto, aparecen en el hamiltoniano en un término de la forma i Enib™b®,

siendo Ej; o< e V.

Las excitaciones con energias distintas de cero se pueden obtener diagonalizando la
matriz A. Dado que se trata de una matriz real y antisimétrica, todos sus autovalores son
de la forma {e;/i, —€;/i évzl. Ademads, debido a la estructura por bloques, para cada par
de autovalores =+e¢;/i las fases de los autovectores correspondientes se pueden escoger tal

que estos sean

donde los vectores ijA y g]]B son reales.

Por tanto, es posible definir los operadores fermiénicos
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Dado que los autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales, estos
operadores cumplen las reglas de anticonmutacién fermionicas. Los operadores de Majo-

rana correspondientes son:

Como en el caso de energia cero, b? es una superposicion de los operadores del tipo cf* y
b? de los del tipo clB. Otras elecciones de la fase de ¢+ no tendrian esta propiedad. Debido
a que esto se cumple, en el caso de tratarse de las soluciones del interior del gap cuando
lu| < |2w| se deduce del tratamiento aproximado que los coeficientes correspondientes a

c? y 0}3 dan lugar a funciones de onda localizadas en los extremos de la cadena.

En términos de estos operadores, el hamiltoniano se expresa como

N 1 i N

~f~ A;B

H:Zq <a;aj—2> :§Ze]~bjbj.
J J

Para concluir la seccién se presentan los resultados obtenidos diagonalizando el hamil-

toniano numéricamente.

En la figura 4.4a se muestra la evolucién de los autovalores al variar p manteniendo
w y |A] fijos para distintos valores de N. Como cabria esperar, para || < |2w]| existen
energias cercanas a cero y que se corresponden con el estado de Majorana de la fase
topoldgica no trivial. Al aumentar el el valor de p estas energias son expulsadas fuera del
gap, senalizando la transicién de fase. De acuerdo con lo esperado, dicha transicién estd

mejor definida cuanto mayor sea la longitud de la cadena.

Por otro lado, en la figura 4.4b se representan las funciones de onda de los modos de
Majorana localizados en los bordes obtenidos por el proceso descrito anteriormente. Para
contrastar, se incluyen los modos de Majorana asociados al estado de menor energia en la

fase trivial, los cudles no estdan localizados y estan acoplados entre si.

4.3.3. Energia de hibridacion como funcién de la longitud

Anteriormente se ha comentado que la energia de hibridacién de los modos de Majorana

decae exponencialmente con la longitud de la cadena. A continuacién se comprueba tal
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(a) Niveles de energia de la cadena de Kitaev
con w = |A| como funcién de p para varios va-
lores de N. La linea vertical seniala la transicién
de fase topoldgica, mientras que se destaca en
rojo el nivel menor energia. Cuanto mayor es
N, mas se ajusta la separacion de los niveles de
energia cero a la transicién de fase tedrica.

39

(b) Funciones de onda de los modos de Majo-
rana asociados al estado de menor energia para
N = 60. Arriba, p = 2.5,w = 2y |A] = 3,
por lo que el sistema estd en fase no trivial y
los modos estan desacoplados y localizados en
los bordes. Abajo, u = 4.5,w =2y |A| = 3,
por lo que esté en fase trivial y los modos estan
deslocalizados y acoplados entre si.

Figura 4.4

afirmacion, restringiendo el estudio al caso w = |A| > 0 para simplificar los célculos.

Para ello, se considera p como una perturbacién alrededor del caso con p =0y w =

|A| > 0 ya estudiado. El uso de la teorfa de perturbaciones estd justificado debido a que la

existencia de los modos de Majorana se restringe a |u| < |2w| y, por tanto, resulta natural

considerar que u es pequeno. De hecho, para trabajar con un pardmetro adimensional, se

expresa la perturbacién en términos de A = u/2w

Asi, la matriz A que describe al sistema es

A=A+ AV,
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donde A es la matriz sin perturbar y

—2w

—2w

2w

2w

Existen N — 1 autovectores de Aj con autovalor +2w/i, dados por

0

1 0

0 1
¢1:|::% 7 ; ooy ¢(N71)i:%

+1 0

0 it}

Los autovectores restantes son los estados de energia cero y se pueden tomar como

¢Mi = 5
0
+1

Dado que el objetivo es estudiar qué ocurre con los estados de energia cero al introducir
la perturbacion, se considera una solucién que se reduzca a una combinacién lineal de
estos dos tultimos vectores a orden 0. En concreto, se considera la siguiente expansion a
orden N — 1 para los autovectores:

N-1 N-1

b=kedn +kodn + 300 S (Ko +kP6;).

p=1  j=1
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Para los autovalores es necesario llegar a orden IN. Teniendo en cuenta que se anulan a

orden 0:
N
€ — Z APeP)
p=1
Para determinar los coeficientes se impone Ay = —zi orden a orden.

Multiplicando por ‘ﬂ/{ . a la izquierda se tiene a orden 1 que e = 0. A orden p €
{2,..., N} se obtienen las ecuaciones:
(p—1) (p—1) (p—1) (p=1) _
w (kD = kY 4 kG R ) = Ryl
(p—

(p=1) _ 1.(p—1) 1) (=1 '\ _
w (k: — k" =k N-1)+ — k(ﬁi_l)_> = k_e)

Multiplicando por qbi Ly gbIN_l) , se tiene a orden 1:

2+ ky 4k =

kY 4k + k=0

2hiy_py_ — ki +ho=0
Para orden p € {2,...,N — 1}:
-1
w (26 + kY k(f’l): R
s=1
p—1
w (2]{:% p) /{ P 1) (P 1) ) _ k%p_—s)e(s)
s=1
p—1
(p) ( _ (p—s) (s
w <2k(§/71)+ + k(p (N 2) ) =D ki) e
s=1
( )Y S e
( ) 1 1 _ —S S
—w (2"5(1@_1)_ + k(zpv 2+ T ('zov 2)— ) = k(z@_n_e( )
s=1
Finalmente, para cada j € {2,.. — 2}, multiplicando por gb ., se tiene a primer orden
que k(l) = k(l) = 0. Para orden p € {2, o, N -1}
p—1
() (p—1) (p—1) (p=1)  _ 1(p=1) \ _ (p—=5) (s)
(2k R R R, k]+1 ) = Z_;k
) e ) S )
o (p) (p=1) (p—1) p—1 _ p—5) (s)
w (2K R, + KT~ KL RO ) = Dok e



CAPITULO 4. MODELO DE KITAEV 42

El sistema de ecuaciones obtenido puede resolverse para obtener, considerando € > 0,
M =... = N=1) = 0y (N) = 2. Ademés los coeficientes de los autovectores coinciden
con lo obtenido en la subseccién 4.3.2. La energia asociada a estos estados es, por tanto,

€= 2w (£>N.

2w

Como se esperaba, esta decae exponencialmente con N siempre que |u| < |2w].

4.4. Efectos a segundos vecinos

Como se muestra en la seccién 4.2.2, cuando se impone la simetria de inversién temporal
el invariante topoldgico v asociado a la cadena de Kitaev toma valores en Z. En concreto,
se comprueba que v puede tomar los valores —1,0 y 1, apareciendo |v| modos de Majorana

de energia cero en cada extremo del sistema.

No obstante, es posible considerar modificaciones del hamiltoniano que, respetando las
simetrias, den lugar a otras fases topoldgicas al cerrar el gap en la relacién de dispersion.

Un caso natural en el que esto ocurre consiste en incluir efectos a siguientes vecinos.

Se considera a continuacion la cadena de Kitaev con términos a segundos vecinos segin

el hamiltoniano

1
H = Z (a aj — 2) — w1 (aTa]H + ajﬂaj) + A (aga]+1 + a;HaT)

— Wy (a;r»aj+2 + a}+2aj> + Ay <ajaj+2 + a}+2a;-> .

Para que el sistema presente la simetria de inversién temporal todos los parametros se

consideran reales. Entonces,

e2ia gt —2iq 1
al jAj+2 = g aglq — € A—ql_g+ ...,
qg>0

21q _ ,—2iq
E ajaﬁg—g e a_gaq — e a_qaq.

q>0
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=07 t I 1 T
<
0 0 0 0

hy(Q)

Figura 4.5: Algunos ejemplos de los posibles recorridos que sigue ﬁ(q) en la cadena de
Kitaev extendida a segundos vecinos. A la izquierda se tiene muestra un caso con v = 0.
Los dos ejemplos centrales tienen |v| = 1. A la derecha, |v| = 2.

Por tanto,

Z a;r.a]qu + a}_Haj =2 Z cos (2q)a;aq — CoS (2q)a,qa:; +...,

J q>0
Z ajaj1 + a;r-ﬂa;- =2i Z sin (2g)a_qaq — sin (2q)agaT_q.
J q>0

De esta forma, el hamiltoniano de Bogoliubov-de Gennes es

" —p — 2wy cos (q) — 2wg cos (2q) —2iA; sin (q) — 2iAg sin (2q)
q =
2iAqsin (q) + 2iAgsin (2q)  p + 2w cos (¢q) + 2ws cos (q)

= (—p — 2wy cos (q) — 2w cos (2q))o + (2A; sin (¢) + 2Assin (2q))oy = h(q) - G,

donde h(q) = (0,2A1sin (q) + 2As sin (2¢), —p — 2wy cos (q) — 2wy cos (2¢)). Debido a la
simetria de inversién temporal, este vector estd contenido en el plano h, = 0. La curva
que describe ﬁ(q) en el plano al variar ¢ deja de ser una elipse, lo cual permite que dé mas

de una vuelta alrededor del origen.

El winding number se puede determinar a partir de los puntos en los que hy(q) =0y el

signo de h.(q) en dichos puntos. Se tiene:

hy(q) = 2A1sin (q) + 2Agsin (2¢) = 2A; sin (g) + 4Az sin () cos (¢)

= 2sin (q) (2Az2cos (¢) + A1) = 0.

La igualdad anterior siempre se cumple cuando ¢ toma los valores —7 y 0. Ademas, si

|A1] < |2A3] entonces existen dos soluciones méas al cumplirse cos (¢) = A1 /(2As).
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Si |A1] > [2A2], puesto que sélo se cumple hy(¢q) = 0 para —7 y 0, el nimero de vueltas
alrededor del origen es 0 si h,(—7) y h,(0) tienen el mismo signo y es 1 si tienen signo
opuesto. Esto implica que v = 0 si |p + 2wa| > [2wi] y |v] = 1 si |p + 2ws| < [2wq]. Si
|A1] < |2A2], pueden darse tres casos diferentes. De nuevo, si h,(—m) y h;(0) tienen signo
opuesto, es decir, si | + 2wa| < |2w;], entonces |v| = 1. En caso contrario, si h;(q) tiene
el mismo signo cuando cos (q) = —A1/(2A2) que h,(—7) y h.(0) entonces v = 0, mientras
que si tiene el signo opuesto entonces |v| = 2. Nétese que si |A1/Ag| — 2, entonces el
valor de h,(q) en dicho punto tiende a h,(—m), por lo que tiene el mismo signo. Por tanto,
basta comprobar si cambia de signo en algin valor intermedio de A;/Aj. Sustituyendo

cos (q) = —A1/(2A3) se tiene que

Si we = 0, dado que en ese caso |u| > |2w1], h.(¢) no puede cambiar de signo para ningin
valor intermedio. Si we # 0, igualando a cero se obtiene que el signo cambia siempre que

las constantes

w1 =+ \/w% — 4dpws + 8w§
2w9

Nt =
sean reales y —2 <n_ < Aj/Ag <y < 2,siwg >0,0 -2 <np <Aj/Ay <n_ <2 si
wy < 0.

En resumen, pueden ocurrir tres casos distintos:
i) Si|p+ 2ws| < 2w, €l sistema se encuentra en fase no trivial y |v| = 1.

i) Si|p+2ws > 2wy =2 < n- < Aj/Ay <ny < 2,siwp >0,0-2< 1 <

A1/Ay < - <2, si wg <0, el sistema se encuentra en fase no trivial y |v| = 2.
iii) En cualquier otro caso, el sistema se encuentra en la fase trivial y v = 0.

Los casos en los que v # 0 engloban dos fases topoldgicas distintas segin el signo de v, el

cual depende de los parametros, dando un total de cinco fases.

Cuando |v| = 1, aparece un modo de Majorana de energia cero en cada extremo de la
cadena tal como se ha estudiado en la seccién 4.3. Asimismo, cuando |v| = 2, aparecen dos
modos de Majorana de energia cero en cada extremo. Para comprobarlo se puede volver
a diagonalizar el hamiltoniano numéricamente, incluyendo esta vez los nuevos términos.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos para la elecciéon de parametros wy =
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lLbwo = —2,A1 = 0y Ay = 1 y longitud N = 60. Esta permite acceder a tres fases

topoldgicas con diferente niimero de estados de borde modificando tnicamente el valor de

L.

En la figura 4.6a se muestra la evolucién de los autovalores al variar p para la eleccion
del resto de pardmetros mencionada anteriormente. Cuando p € (0,2) se cumple que
I+ 2wa| > 2wn] y =2 < n- < A1/As < ny < 2, por lo que se tiene v = 2. Como
cabria esperar, en esta region se tienen 2 estados de energia cero. Cuando p € (2,6),
|+ 2ws| < |2wy], por lo que ¥ = 1. Al mismo tiempo, en la figura se observa que sélo
uno de los dos estados permanece con energia cero. Finalmente, cuando p € (6,8) se tiene
que |p + 2ws| > |2w1], pero ny < —2, por lo que v = 0. En este caso no hay estados con

energia cero.

En la figura 4.6b se representan las funciones de onda de los modos de Majorana que
corresponden a los dos estados con energia préxima a cero que aparecen cuando p = 1.
Se puede apreciar que estan localizados en los bordes. Ademaés, estan todos desacoplados

entre si.

4.5. Fusiéon de modos de Majorana

El objetivo de esta seccién es simular la fusion de modos de Majorana en la cadena de

Kitaev. Para ello, se emplea el paquete TeNPy de Python [12].

Se considera una cadena de Kitaev de longitud N impar. En el instante inicial, y = 0
y |A] = w > 0. De acuerdo con lo estudiado en la seccién 4.3, en este caso aparece un
modo de Majorana desacoplado en cada extremo de la cadena. Se considera que el estado
inicial es uno de los dos estados fundamentales definidos por (4.11), es decir, |0); o |1);,
diferenciados por la ocupacién del estado de Majorana correspondiente asi como su paridad

P.

Para desplazar los modos de Majorana y fusionarlos en el sitio central de la cadena se
introduce un potencial electrostatico p;(t) para cada j € {1,...,N}, de forma que los
bordes de la fase no trivial se desplacen lentamente de los extremos de la cadena a su

centro. El hamiltoniano tiene la forma

1
H=3 —ut) (“}%‘ - 2> —w (afaji + al a5 — ajazi — alaf).
J
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(a) Niveles de energia de la cadena de Kitaev a
segundos vecinos con N = 60 y w; = 1,ws =
—2,A1 =0y Ay =1 como funcién de p. Los va-
lores de los pardmetros se han escogido para que
se observen tras fases diferentes. Las lineas ver-
ticales senalan las transiciones correspondien-
tes, mientras que se destacan en rojo y en azul
el primer y el segundo nivel de menor energia.
A medida que se incrementa y entre 0 y 8, el
numero de estados de energia cero, que coincide
con |v|, pasa por 2, 1 y 0.
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(b) Funciones de onda de los modos de Majora-
na asociados a los dos estados de menor energia
para N =60y p=1,w; =1l,wea =—-2,A1 =0
y As = 1. Arriba, los asociados a la menor
energia; abajo, los asociados a la segunda me-
nor energia. En ambos casos estan desacoplados
y localizados en los bordes.

Figura 4.6

El potencial empleado sigue la idea llevada a cabo en [11]. Al comenzar la evolucién

temporal, se modifica el potencial electrostdtico en los extremos de la cadena, de forma

que —pi(t) = —un(t) crece linealmente de 0 a pp > 0 en un tiempo 7. De la misma

forma, —pua(t) = —pun—1(t) crece de 0 a po durante el intervalo de tiempo entre 7 y 27.

Esto se repite dando lugar a una barrera de potencial mévil que confina ambos modos de

Majorana en el centro de la cadena. Matematicamente, para j € {1,...,(N —1)/2},
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(a) Densidad fermi6nica como funcién de la po-  (b) Valor esperado de la ocupacién del sitio

sicion en el instante tras la evoluciéon temporal — central como funcién del tiempo. Cuando
(t = 180). El resultado de la fusién de los modos  los modos de Majorana se encuentran en el
de Majorana depende de la ocupacion del estado  centro de la cadena, este aumenta si P =

de Majorana correspondiente. Si el estado funda- —1 o disminuye si P = 1. Asi, se forma un
mental inicial es [1),, es decir, si P = —1, se crea  fermién o un hueco segin el estado inicial.
un fermién en el centro de la cadena. Por el contra- En ambos casos se observan oscilaciones que
rio, si el estado fundamental inicial es |0),, es decir, parecen deberse a que la evolucién no es

si P =1, se crea un hueco en su lugar. Dado que la  perfectamente adiabatica.
barrera de potencial empleada no es infinita, parte
de los fermiones se extiende a los sitios contiguos.

Figura 4.7

donde [-] y {-} representan la funcién techo y la parte fraccionaria, respectivamente. Para
J€{(N+3)/2,...,N}, uj(t) = pn—it1(t). Finalmente, en el sitio central el potencial

electrostatico permanece fijo, es decir, p(n41)/2(t) = 0.

Para observar la fusiéon de los modos puede estudiarse la evolucién del valor esperado
del operador nimero asociado a cada sitio j, (n;) = <a;aj>, es decir, la densidad fer-
midnica. En ambos estados iniciales es sencillo comprobar que (n;) = 1/2 para cualquier
j €{1,...,N}. A medida que el potencial quimico local disminuye, ocupar el sitio corres-
pondiente requiere una mayor energia y, como consecuencia, el valor esperado disminuye.
Cuando la barrera de potencial desplaza ambos modos de Majorana hasta el centro, el

resultado depende del estado inicial. Si se trata de |0), entonces el valor esperado en el

a’
sitio central se aproxima a 0. Por el contrario, si se trata de |1); el valor esperado en el
sitio central se aproxima a 1. Es decir, la fusién de los modos de Majorana da lugar a
un hueco o a un fermién, respectivamente. Nétese que esto respeta la conservacion de la

paridad fermidnica del estado global durante todo el proceso.

En la figura 4.7 se representan los resultados obtenidos al realizar la simulacién en una

cadena de longitud N = 7 con |A| = w = 1 y aplicando un potencial con pp =8 y 7 = 60.
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Como cabria esperar, si se inicia la evolucién temporal en el estado |0), el estado final
presenta un hueco en el centro de la cadena, mientras que si se inicia en el estado |1) el
estado final presenta un fermién en el centro de la cadena. No obstante, ocurre de forma
exacta debido a que la barrera de potencial empleada no es suficientemente grande como

para considerarse infinita y porque la evolucién no es perfectamente adiabatica.
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Conclusiones

Este texto pretende ser una introduccién tedrica a los modelos de materia topoldgica.

En concreto, se centra en los superconductores topoldgicos.

Como se ha podido comprobar, los superconductores topolégicos presentan, al menos en
teoria, propiedades exéticas que los convierten en una interesante propuesta en el campo
de la computacién cuantica. En este trabajo, se ha hecho hincapié en las propiedades de los
modos de Majorana que aparecen en los superconductores topolégicos. su robustez frente
a perturbaciones y la estadistica no abeliana los hacen ideales para almacenar y procesar
informacién en forma de cubits. No obstante, su implementaciéon atin no es posible a dia

de hoy desde el punto de vista experimental.

Dichas propiedades se han ejemplificado a partir del modelo de Kitaev, con el cual se
ha finalizado el trabajo. Se han estudiado sus propiedades topolégicas y se ha demostrado
la aparicién de modos de Majorana en la fase topoldgica no trivial. Por otro lado, se
ha comprobado cémo se modifican estas propiedades al extender el modelo a segundos
vecinos. Finalmente, se han verificado las reglas de fusién de los modos de Majorana

mediante simulacion numérica.

Otras cuestiones que se han estudiado a lo largo de este trabajo, sin embargo, no constan
en el documento final. Por ejemplo, se ha dedicado gran esfuerzo en intentar obtener de
forma exacta, posibles soluciones al problema de la cadena finita. Durante este proceso, se
ha visto cémo puede reducirse a dos cadenas SSH, un modelo tipico de aislante topolégico
[5], acopladas entre si. Pese a que no se han obtenidos resultados satisfactorios se ha

encontrado respuesta al problema en [13].

49
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El campo de los materiales topolégicos resulta de gran riqueza tanto matematica como
fisica. En consecuencia, es inevitable que este trabajo no abarque un gran ntimero de temas

que podrian tratarse en estudios posteriores.
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Apéndice A
Conceptos previos

A.1. Aproximacién de tight-binding: cadena monoatémica

Una de las formas de obtener la estructura de bandas de un sistema es utilizar la
aproximacion de tight-binding. La idea principal consiste en suponer que los electrones no
se encuentran libres, sino que estan localizados alrededor los atomos. De esta forma, se
puede suponer que el estado de un electrén es una superposicion de orbitales atémicos.
Ademds, se trabaja en la aproximacién de un sélo electrén, por lo que se obvian los efectos

de interaccién.

Por ejemplo, considérese una cadena cerrada de N atomos iguales con un sélo orbital.
Sean [11),...|Yn) los estados correspondientes a cada orbital. Para simplificar, supéngase
forman un sistema ortonormal. El hamiltoniano puede escribirse matricialmente calculando

los elementos de matriz

Hij = (| H |4y) .

Supéngase que cada orbital sélo sufre los efectos de los primeros vecinos, pues decaen

rapidamente con la distancia. Entonces,

e t 0o ... t

t €
H=1o0 0
e t
t 0 t €

93
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Puede comprobarse que los autoestados son de la forma

=

|bg) = Z )

con ¢ = 2mm/N, m € Z. Esto da N valores independientes de ¢, que pueden tomarse en el
intervalo [—m/2,m/2). A partir de la ecuacién H |¢q) = €4 |¢4) se obtiene que las energias
vienen dadas por

€q = €0 — 2t cosq.

A.2. Espacio de Fock y formalismo de segunda cuantizacion

A lo largo de este texto se tratan sistemas cuanticos en los que el nimero de particulas
no permanece constante. Por tanto, es necesario emplear una formulacién matematica que
permita considerar al mismo tiempo estados con un nimero diferente de particulas. Para

ello, se introducen el espacio de Fock y formalismo de segunda cuantizacién.

Si los estados que puede tomar una unica particula estdn descritos por un espacio de

Hilbert H, entonces los estados con N particulas iguales pertenecen al producto

N /_iv%
H'"=H® - --QH.

No obstante, si, como es el caso, se trabaja con fermiones indistinguibles, sélo se dan
los estados antisimétricos bajo el intercambio de las particulas. Asi, el espacio de Hilbert

correspondiente es A(HN ), siendo A el operador de antisimetrizacién.

Para describir unificar los espacios de estados con distinto niimero de particulas se define

el espacio de Fock, F, como su suma directa:
F =P AHY).
N

Pese a que sigue siendo posible describir los estados de la forma usual, resulta més con-
veniente expresar cuantas particulas se encuentran en cada estado en lugar del estado en
que se encuentra cada particula. Si se numeran todos los estados de la base ortonormal
escogida para H de 1 a k, entonces el estado global con n; particulas en el estado j se

denota |ning...ng).
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El espacio F puede generarse a partir del vacio |0) := |0...0) actuando sobre él con

operadores de creacién y destruccién de particulas. En el caso de fermiones se denotan a;

y aj y cumplen

{ai,al} =6, {asal} =0, {al,al} =0,

siendo {-,-} el anticonmutador y ¢;; la delta de Kronecker. Al actuar sobre los estados:

ajlni...nj...ng) :n;/Q(_l)Zf;lm n1...(nj—1)...ng),

i—1
a;r. n1...nj...nE) = (nj + 1)1/2(—1)2{:1 "y (nj+1) .. ong) .

Asi, el nimero de particulas en el estado j viene dado por el operador n; = a}aj.

A.3. La cadena monoatémica en segunda cuantizacion

El modelo de tight-binding de A.1 puede expresarse de forma sencilla en segunda cuan-
tizacién. Si a;r. y aj son los operadores asociados a cada [1);), entonces el hamiltoniano

puede escribirse como

N
H = Z HUa aj = Z ega;aj —t (a;aj+1 + aL_laj) )
,7=1 J

Al tratarse de una cadena cerrada, se ha considerado que [11) = [N 41)-

Los operadores relacionados con las soluciones |¢,) se pueden obtener como una combi-
nacion lineal de la forma a, = Zévzl Agja;. En concreto:
ZA a} 10) = [¢4) Z W) = i ) = = 3 el o

aj ] q \ﬁ j \/» j N 2 ;10
Por tanto,
_ LN, ] iaj
aq—\/N;e aj, aj—m;e ag.

Sustituyendo y empleando la igualdad

1 VI
Sgg = NZSZ(Q )3
J
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donde 444 es la delta de Kronecker, se obtiene:

H= Z(eo — 2t cos q)agaq
q

— t
= g €q0g0yq-
q

o6



Apéndice B
Cddigo

A continuacién se incluye el cédigo de Python empleado para la simulacién estudiada

en la seccién 4.5. Requiere la instalacién del paquete TeNPy [12].

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from tenpy.models import fermions_spinless
from tenpy.algorithms import exact_diag
from tenpy.networks.mps import MPS

from tenpy.algorithms import tebd, dmrg, mpo_evolution

#This implements a model of Kitaev’s Chain Hamiltonian with
N=7

#sites and parameters

w=1.0
delta = 1.0
mu = O

#Set parameters used in base FermionChain Class and KitaevChain Class.
model_params = {

’L’: N,

’bc_MPS’: ’finite’,

’>J’: w, # hopping amplitude

’mu’: mu, # chemical potential

o7
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’V’: 0.0, # interaction strength
’delta’: delta, # superconducting parameter

’conserve’: ’parity’

#Definition of time dependent potential.
def h_t(i, t, mu, tau, N_max):
if i> N_max/2:
return h_t(N_max-i, t, mu, tau, N_max)
i0 = int(t/tau)

if i < i0:

strength = mu

elif i == i0:

strength = (t/tau % 1) * mu

else:

strength = 0

return strength

class KitaevChain(fermions_spinless.FermionChain):
def init_terms(self, model_params):

super () .init_terms (model_params)

delta = model_params.get(’delta’, 0)

mu = model_params.get(’mu’, 0)

self.add_coupling(delta, 0, ’C’, 0, ’C’, 1, plus_hc = True)

self.add_onsite(mu/2, 0, ’Id’)

t = model_params.get(’time’, None)
if t != None:
for i in range(int(self.lat.N_sites)):
s = h_t(i,t, 8, 60, self.lat.N_sites-1)
self.add_onsite_term(s, i, ’N?)

self.add_onsite_term(-s/2, i, ’Id’)

o8
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#Create the model with the previous parameters.

model = KitaevChain(model_params)

psi_odd = [[1]1]1+[[0]]1*(N-1) #Use this for odd parity.

psi_even = [[1]]1*2+[[0]]*(N-2) #Use this for even parity.

#Ground state from DMRG. Should obtain a different state in each
#parity sector, both with the same energy, as long as w=delta>0, mu = O.
psi_odd = MPS.from_lat_product_state(model.lat, psi_odd)

E_gs_dmrg_odd = dmrg.run(psi_odd, model, {’chi_list’:{0:2}})[’E’]

print(’E_odd: ’, E_gs_dmrg_odd)

psi_even = MPS.from_lat_product_state(model.lat, psi_even)
E_gs_dmrg_even = dmrg.run(psi_even, model, {’chi_list’:{0:2}})[’E’]

print(’E_even: ’, E_gs_dmrg_even)

#Time dependent simulation.
evol_params = {’approximation’: ’II’, ’order’: 2, ’N_steps’: 5, ’dt’: 0.025,

’compression_method’: ’SVD’, ’chi_list’:{0: 2}}

psi_t = psi_odd

n_centro = []

evol = mpo_evolution.TimeDependentExpMPOEvolution(psi_t, model, evol_params)

for time_step in range(1450):

if time_step % 3 == 0: print(f’time step: {time_stepl}’)

psi_new = evol.run()

n = psi_new.expectation_value("N")

t (time_step+1)*5%0.025
if t == 60 or t == 120 or t == 180:

plt.plot(n)
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np.save(f"n_time {t}", n)

n_centro.append(n[int (N/2)]1)

np.save(f"n_centro", n_centro)

plt.plot(n_centro)

plt.show()
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