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Resumen

En el presente trabajo se estudian bifurcaciones de Hopf: los procesos de generacién de oscila-
ciones a partir de un estado estacionario que pierde su estabilidad al variar los pardmetros que

controlan un sistema.

En ocasiones los pardmetros se convierten en variables del modelo que evolucionan con una
dindmica mucho mas lenta en comparaciéon con las variables de estado. En esta situacion se
siguen generando oscilaciones, pero ahora surgen con un cierto retraso en relaciéon al instante en
el que se cruza la bifurcaciéon. Este es el fenémeno de pase lento por una bifurcacién que da titulo

al trabajo y que también analizaremos.






Capitulo 1

Introduccion

Dada una familia de ecuaciones diferenciales:

7 = f(x,a) (1.1)

con x € R" y a € R™, decimos que ag € R™ es un punto de bifurcacion si se cumple que en
cualquier entorno de ag existen parametros correspondientes a sistemas con dindmicas cualitati-

vamente diferentes.

En este trabajo nos interesamos por un tipo especifico de bifurcaciones: las bifurcaciones de Hopf.
Para simplificar la descripcién del correspondiente cambio en la dindamica, asumimos que n = 2,
y que nuestra familia depende de un dnico parametro, es decir, m = 1. Supongamos que existe

un valor ag para el que se cumplen las siguientes propiedades :

» Existe 6 > 0 tal que familia (1.1) tiene un punto de equilibrio x(«) para todo parametro

a € (g —d,ap +96).

» Los autovalores de D, f(z(«), ) cruzan el eje imaginario cuando o = «y. Ademas, si a(a)
denota la parte real de los autovalores, entonces, a’(ag) > 0; es decir, el punto de equilibrio

cambia de atractor a repulsor cuando se cruza el valor ag en sentido creciente.

= Para a > qg, desde el punto de equilibrio emerge una o6rbita periédica atractora que

aumenta su amplitud a medida que « crece.

El mero hecho de que el punto de equilibrio cambie de repulsor a atractor ya supone un cambio
cualitativo que senala el paso por una bifurcacion, pero es la génesis de una orbita periddica, la
génesis de oscilaciones, lo que caracteriza a una bifurcaciéon de Hopf. La dindamica que acabamos
de describir se corresponde con el caso denominado supercritico; la alternativa, el caso subcritico,
supone la desaparicién de una érbita periddica repulsora, que estaria presente para a < ag y que

colapsaria con el punto de equilibrio atractor en el punto de bifurcacion.
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En la Seccién 2 se proporcionan algunos ejemplos concretos de familias con bifurcaciones. No
obstante, en esta primera parte del trabajo, el objetivo principal es la caracterizaciéon de aquellas
familias que exhiben bifurcaciones de Hopf, estableciendo con rigor las condiciones de degene-
raciéon y las condiciones genéricas que han de cumplirse para que el fenébmeno esté presente.
Seguiremos, principalmente, los libros de Guckenheimer y Holmes [7] y de Kuznetsov [12], refe-

rencias clésicas en el campo de la Teoria de Bifurcaciones.

En la segunda parte del trabajo se introduce una novedad en el planteamiento tipico de un

problema de bifurcacién. Se considera un nuevo modelo de la forma

x/ = f('iU7 a? 6)

o = eg(z,a,e).

(1.2)

El parametro « se convierte en una variable méas del sistema y se aflade un pequenio parametro
€ < 1. Cuando este pequeno parametro se anula tenemos una familia de ecuaciones diferenciales
dependiente del parametro «, la cual presentara un determinado diagrama de bifurcaciéon. Este
diagrama se convierte en la dindmica limite del modelo completo. Focalizando la discusién en el
caso del diagrama asociado a una bifurcacion de Hopf, con una dinamica que pasa de converger
a un estado de equilibrio a estabilizarse en una 6rbita periédica atractora, veremos como para
valores de € suficientemente pequenios se observa que, como cabria esperar, las soluciones pasan
de exhibir un comportamiento de tipo estacionario a mostrar otro de tipo oscilatorio. También
podriamos describir la dindmica haciendo referencia a que el parametro del modelo pasa de ser
estatico a variar de forma muy lenta. Esta interpretaciéon de un pase lento por una bifurcacion
es la que recogemos en el titulo de este trabajo. Entre los aspectos mas destacados de este
nuevo fendémeno, se estudiaré la existencia de retardos en la respuesta oscilatoria. En efecto, bajo
hipétesis adecuadas, en lugar de observar como las oscilaciones comienzan cuando el pardmetro
a(t) (dependiente del tiempo) pasa por el valor de bifurcacion «p, estas se manifiestan con un

cierto retardo.

La existencia de estos retardos ya habia sido apuntada en [17]. La primera formalizacion teorica
se consigue con los trabajos de A. Neishtadt [13, 14| (ver también [1,15]), donde se emplean
técnicas de funciones analiticas. Tratamientos alternativos son los que se ofrecen en [3], donde se
apela a métodos asintoticos de expansion de las soluciones, y [8], donde se hace uso de técnicas
geométricas para el andlisis del problema. Sin embargo, nuestra principal referencia a lo largo
de la Seccion 3 seré el libro de C. Kuehn [11] donde se discuten todas las técnicas utilizadas en
los trabajos anteriores [3,8,13,14|. Nuestra atencion se centraré en las ideas desarrolladas en los

tres primeros trabajos.

El trabajo concluye con una breve secciéon de conclusiones donde se hace referencia a interesantes
problemas donde el fenomeno del pase lento por una bifurcaciéon de Hopf resulta particularmente

relevante.



Capitulo 2
La bifurcacion de Hopft

En este capitulo estudiaremos las condiciones que caracterizan una bifurcacion de Hopf. En pri-
mer lugar se hacen necesarias ciertas nociones que son esenciales para entender el concepto de
bifurcacién. Después se estudiara la reducciéon a forma normal de una bifurcacién de Hopf y ob-
tendremos un modelo candnico via equivalencia topoldgica. Para concluir el capitulo analizaremos

una familia de campos que exhibe una bifurcaciéon de Hopf.

2.1. Preliminares

Como ya se ha comentado, dada una familia de sistemas dindmicos

= f(z, ) (2.1)

con x € R" y dependiente de un pardametro o € R™, decimos que se produce una bifurcaciéon
cuando la variacién del parametro implica cambios cualitativos en la dindmica. Decimos que
dos sistemas dindmicos son topolégicamente equivalentes si existe un homeomorfismo entre los
espacios de fase que lleva Orbitas de un campo en 6rbitas del otro conservando el sentido de

recorrido. Establecido este concepto, podemos introducir una definicion mas precisa:

Definiciéon 2.1. Decimos que en «q la familia (2.1) sufre una bifurcacion si a distancia arbitra-
riamente pequena de o podemos encontrar valores de los parametros para los que los retratos

de fase no son topolégicamente equivalentes.

El ejemplo més sencillo de bifurcacién es la conocida como bifurcacion de nodo-silla, y su repre-

sentacion mas simple la proporciona la siguiente familia:

=Mtz MNeER, zcR (2.2)
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Es facil observar que el sistema (2.2) presenta un equilibrio en z = 4+v/—\. Cuando el parametro
tiene valores negativos, el sistema presenta dos puntos de equilibrio, siendo z = v/A un repulsor
y £ = —V A un atractor. Por otro lado, cuando el valor del parametro es nulo (A = 0), se tiene
un dnico punto de equilibrio, el origen, que deja de ser un hiperbélico. Por altimo, para valores
positivos del parametro, el sistema no posee ningin equilibrio. Es precisamente este cambio en
la dindmica del sistema, pasando de dos puntos de equilibrio a ninguno conforme varfa el valor

del parametro, lo que entendemos como una bifurcacion.

La situacion descrita se puede visualizar mediante una representacion grafica bidimensional,
representando en un eje el espacio de pardmetros y en otro eje la variable de estado. Este tipo
de representacion se denomina diagrama de bifurcacion, y en la Figura 2.1 podemos observar
el diagrama de bifurcacion del sistema (2.2). Obsérvese que cada recta vertical corresponde a un

espacio de fases.

v

A

A+az2=0

Figura 2.1: Diagrama de la bifurcaciéon nodo-silla. En rojo se representan los puntos de equilibrio
del sistema (2.2) segtn el valor del parametro A. Notamos como para valores negativos del
parametro existen dos puntos de equilibrio, uno atractor y uno repulsor, mientras que para
A = 0 los puntos de equilibrio colapsan, resultando en un tnico equilibrio de nodo-silla. Por
ultimo, para valores positivos del parametro, el sistema no posee ningtn equilibrio.

Poder obtener un diagrama de bifurcacién tnicamente a partir de un anélisis cualitativo de la
dindmica del sistema resulta altamente beneficioso, pues resume y clasifica de una forma muy
sintética las distintas dinamicas del sistema, y las transiciones entre ellas bajo los cambios en el

parametro de bifurcacién.

Un segundo ejemplo de bifurcacion, y tema de estudio de este trabajo, es la denominada bifur-

cacion de Andronov-Hopf (bifurcacion de Hopf en lo que sigue). Esta bifurcacion aparece en
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sistemas como
: 2 2
rT=axr—y—x@*+
y —z(x” +y7) (2.3)
y=z+ay—y@®+y?),
y estd determinada por la existencia de autovalores imaginarios puros en la matriz jacobiana en
el punto de equilibrio para un cierto valor del parametro. En efecto, el sistema (2.3) posee un
equilibrio en (z,y) = (0,0) para cualquier valor de «, con autovalores A\; 2 = a+4; cuando a = 0,
estos autovalores son imaginarios puros. Realizando el cambio de variable z = x + iy se obtiene

una ecuaciéon en variable compleja:
s=d4iy= (a+i)z— 2|z~ (2.4)

Esta es la forma compleja de (2.3) y escribiendo (2.4) en coordenadas polares, z = pe’®, llegamos

a la forma polar

: 2
= pla — , p=>0
p=pla—p%) , p= (2.5)
o=1.
Esta representacion resulta conveniente pues presenta las variables desacopladas. Debemos notar
como en la primera ecuacion de (2.5) existe un equilibrio en p = 0 para cualquier valor de «,
el cuél corresponde con (x,y) = (0,0), el origen. La clasificacion de este equilibrio depende del

valor del parametro, siendo:

» asintoticamente estable si a < 0,
» asintéticamente estable si o = 0 (pero no hiperbolico),

» jnestable si a > 0.

En efecto, la derivada de ¢(p) = p(a — p?) en el origen es igual a o. Cuando a < 0, se tiene que
el origen es un punto de equilibrio hiperbolico atractor. Sin embargo, cuando a = 0 la derivada
se anula, haciendo que el equilibrio deje de ser hiperbélico. Si sigue aumentando el valor de «, el
equilibrio en p = 0 se convierte en repulsor (hiperbélico) y, simultaneamente, emerge un segundo
equilibrio p = \/a para la primera ecuacion en (2.5). Del estudio de la parte lineal se sigue que
se trata de un punto de equilibrio hiperbélico y atractor que, teniendo en cuenta la variacién del
angulo (¢ = 1), se corresponde con una 6rbita periddica circular de radio y/a atractora para el

sistema completo.

Esta situacion se puede representar mediante el diagrama de bifurcacion del sistema (2.5) (ver
Figura 2.2). Es este cambio, de equilibrio atractor a equilibrio repulsor con la aparicién de una

orbita periodica (atractora), es la esencia una bifurcacion de Hopf.

La bifurcacién que hemos descrito, donde la 6rbita periddica que emerge es de caracter se de-

nomina bifurcaciéon supercritica. Cuando es una oOrbita peridédica repulsora la que colapsa
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Ta
i)

N fj\ .,
V)

-

a<( a=0

]

N\

Figura 2.2: Diagramas de bifurcacion del sistema (2.5). (a) Notamos como para valores de av < 0
el origen es un equilibrio atractor del sistema. (b) Cuando o = 0 el equilibrio sigue siendo
atractor, pero deja de ser un equilibrio hiperbélico. (¢) para valores de o > 0 aparece una 6rbita
periddica atractora (rojo) de radio pg(a) = y/a, y el origen se convierte en un punto de equilibrio
repulsor.

con un atractor en su interior y desaparece al tiempo que el equilibrio se convierte en repulsor
se conoce como bifurcacion subcritica (para un ejemplo bastaria con cambiar el signo a los
términos no lineales de (2.3)). De forma simplificada, las bifurcaciones supercriticas son aquellas
en las que la pérdida de estabilidad es suave, como es el paso de un equilibrio atractor a uno
repulsor con la aparicién de un ciclo estable de amplitud pequena. En contraste, las bifurcaciones
subcriticas son aquellas en las que se produce una pérdida catastrofica de la estabilidad, como es
el cambio de atractor a repulsor por el colapso de una érbita peridédica repulsora en el equilibrio.
La importancia de esto es que si la pérdida de estabilidad es suave, se puede revertir el proceso
y recuperar la estabilidad, mientras en el caso subcritico no se tiene porque volver al equilibrio
estable, puesto que las orbitas estaran fuera de la cuenca de atraccion; posiblemente la dinamica

habra sido capturada por otra configuracion atractora.
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Como se puede observar, la bifurcaciéon de Hopf se puede detectar para un entorno del equi-
librio arbitrariamente pequeno. A este tipo de bifurcaciones se las denomina bifurcaciones
locales. También podemos definir bifurcaciones que no son detectables observando a entornos
arbitrariamente pequenos de un equilibrio o una érbita periédica. Estas bifurcaciones son las bi-
furcaciones globales. Las primeras son las que ocurren en el entorno de un punto de equilibrio,
o también en el entorno de una 6rbita periédica cuando consideramos la aplicaciéon de Poincaré
asociada. Las bifurcaciones globales estan ligadas a los cambios que se producen en el entorno de
configuraciones como los ciclos homoclinicos o heteroclinicos: estructuras formadas por puntos
de equilibrio y 6rbitas que viajan entre ellos para formar ciclos que permiten definir aplicaciones

de retorno a su alrededor.

En casos simples de bifurcacion, el espacio paramétrico se divide en un nimero finito de subes-
pacios, separados por las denominadas fronteras de bifurcacion, que son subvariedades regulares
de R™. Estas fronteras se definen especificando un objeto del retrato de fases (equilibrio, 6rbita

periodica, etc) y algunas condiciones que determinan el tipo de bifurcacion.

Asi, la bifurcacién de Hopf de un equilibrio estd caracterizada por una sola condicion de
degeneracion: la presencia de un par de autovalores imaginarios puros en la matriz jacobiana del
sistema al evaluarla en dicho equilibrio, ademés de otras condiciones genéricas (satisfechas en un

conjunto abierto del espacio de parametros), que especificaremos posteriormente.

Definicion 2.2. La codimension de una bifurcaciéon es la diferencia entre la dimensién del

espacio paramétrico y la dimension de la frontera de bifurcacion correspondiente.

Esta definicién de codimensién es equivalente a decir que la codimensiéon es el nimero de con-
diciones de degeneraciéon independientes que son necesarias para que se produzca la bifurcacion.

La bifurcaciéon de Hopf que nos ocupa es de codimensién uno.

2.2. Reduccion a forma normal

Una vez introducidos los ejemplos previos de bifurcaciones, y en particular el ejemplo de una
bifurcacion de Hopf (2.3), nos interesa establecer qué condiciones ha de verificar una familia de
campos para que podamos garantizar que el fendmeno que hemos descrito de génesis de 6rbitas

periddicas esta presente, es decir, que familia despliega la bifurcacion.

Cualquier bifurcacion que pueda observarse en un espacio de fases n-dimensional, es susceptible
de ser detectada en espacios de fases de mayor dimensién. Es claro que 2 es la dimensién minima
donde puede darse una bifurcaciéon de Hopf y, por ello, esta seré la dimensién que tomaremos con
el fin de estudiarla, evitando asi entrar en discusiones para dimensién superior, que nos obligarian

a pasar por teoremas de reduccion.

En primer lugar estudiaremos como cualquier familia de campos de vectores tal que para un
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cierto valor del parametro se presenta un punto de equilibrio cuya parte lineal tiene una pareja de
autovalores imaginarios puros, puede escribirse en una forma simplificada a la que nos referiremos
como forma normal. Mas adelante mostraremos que la dinamica del sistema en forma normal es

equivalente, de una forma que serd probada en su momento, a la de la familia

& =BG — &+ 04 (€2 + &)

' (2.6)
2 =& + Bl + 0&a(F + &3),
a la que nos referimos como forma normal topologica.
Partimos del sistema general
Zi‘:f(l',Oé), T = (:L‘l’;l;2)T€R2, aERla (27)

con f suficientemente regular, teniendo en o = 0 el equilibrio x = 0 con autovalores A\12 =
+iwg, we > 0. Por el Teorema de la Funciéon Implicita, el sistema posee un tnico equilibrio, pa-
rametrizado por a, xg(«), en un entorno del origen para todo « con |a] suficientemente pequeno
(basta notar que A = 0 no es un autovalor del jacobiano). Mediante un cambio de coordenadas,
siempre podemos asumir sin perder generalidad que este equilibrio es = 0 para |a/| suficiente-

mente pequenio, y por tanto podemos realizar un desarrollo de Taylor para escribir (2.7) como
= Ala)x + F(z,a), (2.8)

donde F' es suficientemente regular y tiene un desarrollo de Taylor en x que empiezan al menos

con términos cuadraticos. Asi mismo, la matriz jacobiana A(«) se escribe como

Afa) = | U@ bl (2.9)
(@) d()
De esta forma los autovalores de A(«) son
1
5 (a + /o2 - 4A> , (2.10)

donde 0 = o(a) = tr A(a) y A = A(a) = det A(ar). La condicion de degeneracion que caracteriza

a una bifurcacion de Hopf implica que
o(0) =0, A(0) =w? > 0. (2.11)

Para simplificar, introducimos la siguiente notacion para |«| suficientemente pequeno:

() = %G(a), w(a) = %\/4A(a) = o%(a), (2.12)
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de donde se sigue que los autovalores son A\j(a) y Az(a) con A\j(a) = p(a) +iw(a) y A2 = A1. La
forma de proceder para conseguir convertir (2.8) en (2.6) consiste en realizar sucesivos cambios de
variable, de forma que se eliminen los términos cuadraticos y la mayoria de los términos ciibicos

del sistema. Para ello, a continuacién, se prueban los lemas necesarios para obtener el resultado.

Lema 2.1. Introduciendo una variable compleja z adecuada, el sistema (2.8) se puede escribir

para |af suficientemente pequeno como
z=Ma)z+g(z,z,a), (2.13)

donde g = O(|z|?) es una funcion regular.

Demostracion. Sea q(a) € C? el autovector de A(a) asociado al autovalor A(a) y sea p(a) € C?
el autovector de A(a)? asociado al autovalor \(a). Escogemos los autovectores de forma que p

esté normalizado con respecto a ¢, es decir,

(p(a),q(a)) =1

Asi, cualquier € R? se puede escribir, suponiendo conocidos los autovectores, como

z = zq(a) + zq(a),

donde z € C esta dado por
z = (p(a),x). (2.14)

En efecto, basta ver que (p,g) = 0. Como

(0,d) = (p, ~A) = ~(ATp,g) =

5 (p, ),

>l =
> >

se sigue que

Puesto que A # A para todo |a| suficientemente pequefio (pues w(a) > 0) se ha de cumplir que
{p,q) = 0.

Ahora ya es facil concluir que la variable z satisface la ecuacion
2= Ma)z + (p(a), F(zq(a) + 2q(), @), (2.15)

obteniéndose la expresion (2.13). O
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Obsérvese que, atendiendo a (2.15), la funcién g que interviene en (2.13) estara dada por

g(z,,?, a) = <p(a)7F(ZCI(a) + 2‘](0‘)7&))'

Sean entonces los coeficientes del desarrollo de Taylor de la funcién g en las variables z y z
ak+l
i) = W@(Oﬁ)a F(zq(a) + zq(a), a)) )
parak+1>2 k,1=0,1,..

Para a = 0 podemos escribir la funcion F'(z,a) como
1 1 4
F(2,0) = 3B(z,2) + 5C(z,2,2) + O(|Ja]|*),

donde B(z,y) y C(zx,y,u) son funciones vectoriales multilineales simétricas con componentes de

la forma )

02F
Z iy, i = 1,2,
k= 85’“ L =0
2 93

0°F;(&,0) .
(z,y,u $-ykul, 1=1,2.

kZ 06,0606 |_y

Se tiene que
B(zq + 24, 2 + 29) = 2*B(q,q) + 222B(q,q) + 2°B(4, @),

donde, para simplificar la notacion, escribimos g = ¢(0), p = p(0). Esto nos permite escribir los

coeficientes gx; de los términos cuadraticos de g(z, Z,0) como

920 = (p, B(¢:9)), 911 = (p, B(q,9)), go2 = (p, B(q, 7))

y de forma analoga

921 = (p,C(q,4,9))-

En el siguiente lema se prueba la existencia de un cambio de coordenadas que nos permite

eliminar los términos cuadraticos en la expresion (2.13)

Lema 2.2. La ecuacion
Z=Az+ %22—1—911%—1—%22—1—0(]2\ ) (2.16)

puede ser transformada mediante un cambio de coordenadas complejo dependiente de «

z=w+ h—w + hjjww + h22 2 (2.17)
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para cualquier |a| suficientemente pequeno, en una nueva ecuacion:
W= Aw + O(|w|3),

en la que no estdn presentes los términos cuadrdticos.

Demostracion. La inversa de la transformacion (2.17) es de la forma:

w=z— %z — h112%Z — %22 +0(|2]?).

Derivando a ambos lados con respecto a t obtenemos
W= 2% — hoozt — h11 (22 + 22) — hoazz + O(|2]?),
y utilizando (2.16) se sigue que
W o= Az+ <@ — /\hm) 22+ (g11 — My — Ahp)2Z + (g% - Xh()g) 22+ 0(|2))

2

1 _ 1 _ _
= \w+ 5(920 - )\hgo)w2 + (911 - )\hn)wu_) + 5(902 - (2)\ — )\)hoz)w2 + O(|w\3)

Por tanto, basta definir

920 g 902
hoo = ==, h11 = =, hp2 = —=<
20 Nt Y 2T ov

para conseguir eliminar los términos cuadréticos y obtener la expresiéon buscada para w. O

Observacion 2.1. Los coeficientes h;; estan bien definidos para |a| suficientemente pequena
puesto que los denominadores son distintos de cero. ya que A(0) = iwy con wy > 0. Por otra
parte, tras el cambio de coordenadas, los coeficientes de los términos cubicos (y mayores) podran

ser distintos de los que se tenian en la expresiéon de Z.

Una vez eliminados los términos cuadraticos, realizamos otro cambio de variable para tratar de
eliminar los términos ctbicos. No sera posible eliminarlos todos, permanecerd un tinico término,

al que nos referimos como término resonante.

Lema 2.3. La ecuacion

=Xz + %zg + %zQZ + g—;zZQ + %23 + O(|2|Y (2.18)

puede ser transformada mediante un cambio de coordenadas complejo dependiente del pardmetro

«
h h
z:w—l—%w?)—}—%uﬂw%—

%waﬂ + %w?’ (2.19)
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para cualquier |a| suficientemente pequeno, en una nueva ecuacion
. 2 - 4
W= I+ cqw*w + O(|w?),
con un unico término cibico, y donde ¢1 = c¢1(v).
Demostracion. La demostracion es analoga a la del lema anterior. En este caso, la inversa de la
transformacion (2.19) viene dada por

h h h h
w=z— 0 22y 22 T0 O(|z|"h).

6 2 2

Derivando a ambos con respecto a t obtenemos

h h . h . h .
W o= i-— %%z - %(2222 +2%3) — 712( 52 4 2273) — %fﬂ O(|z|"
_ g0 Ahso\ 3, (92 Mgt o
= )\Z+(6 72 )Z +<2 Ahat 72 2%z
+( 5 5 )\h12> 2Z“ + ( s 5 )7 + O(]#])

1 1 _
= \w+ 6(930 — 2)\]130)11}3 + 5(921 — ()\ + )\)hgl)w2ﬁ)

1 - 1 _
+§(912 — 2)\}112)11}11_]2 + 6(903 + (/\ — 3)\)h03)U_J3 + O(\w]4)

Por tanto, basta con definir

912 _ _ 9Yos
ox "B TN

30
La hi2 =

h3o =

para eliminar todos los términos ctibicos, salvo w?w. Este término no es posible eliminarlo, puesto

que tomando

g21
h = —
21 )\+)\a

el denominador se anula en o = 0. Debido a esto, definimos hg; = 0, de tal forma que

_ g21()
2 )

c1(a)
obteniéndose asi la expresiéon buscada. O

Observacion 2.2. En este caso el coeficiente que afecta al término resonante w?w no cambia
tras la transformacion, sigue siendo go1/2. No obstante, la expresion de go1 podria haber variado

como consecuencia de la eliminacion de los términos de orden dos.

Podemos combinar ambos lemas para concluir el siguiente resultado.
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Lema 2.4. La ecuacion

: 1 _
Z=MXz+ Z mgklzkzl +0()2)h), (2.20)
2<kHI<3

donde X = AN a) = p(a)+iw(a), 1(0) =0, w(0) = wo > 0, y gij = gij (), puede ser transformada

mediante un cambio de variable

h h h h h
2 =w+ %wa + hywi + %wz + %uﬁ" T %wvjﬁ + %wi”,

donde los coeficientes son funciones que dependen con reqularidad de o y || se supone suficiente-
mente pequenio, de forma que se obtiene una nueva ecuacion que unicamente incluye un término

resonante cubico
W = A + cw?@ + O(Jw]?), (2.21)

donde ¢; = c1 ().

Demostracion. La demostracion es aplicacion directa de los lemas anteriores. Realizando primero

la transformacion del Lema 2.2

h h
y=w+ %wQ + hyywd + %wz, (2.22)
donde
g20 g11 go2
hon = 222 hi1 = 2= hoo = —
20 2 ) 11 by ) 02 I\ — )\7

conseguimos eliminar los términos cuadréticos. Sin embargo, los coeficientes ciibicos se ven trans-
formados también; sean g;; los nuevos coeficientes en los términos de orden tres o superior, el
coeficiente del término resonante seré %3721. A continuacién, realizamos la transformacién del
Lema 2.3, de forma que nos quedaré una expresiéon como la buscada, donde ademés el coeficiente
del término ciibico resonante sigue siendo %’g}l tras el segundo cambio de variable. Basta escribir

entonces ¢; = %@51. O

Para concluir la reduccion a forma normal, vamos a obtener una expresion explicita de ¢ (a). Una
forma sencilla de proceder consiste en expresar z en términos de w, w de dos formas diferentes

e igualar coeficientes. En primer lugar, aplicamos el cambio (2.17) en (2.20) para obtener

1 A 1 A
i = lw+ <2g20 + 2h20> w? 4 (911 + iy )ww + <2902 + 2h02) w?

- h 1 - _
+ <9221 + g20h11 + 911 <h11 + 220> + 2902h02> Wi+ -

donde como término de tercer orden solo se incluye el resonante que nos interesa. Por otra parte,
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puesto que sabemos que (2.20) se transforma en (2.21), podemos directamente diferenciar (2.22),
2 = + hoowt + hy1 (W + W) + heaww,
y sustituir @ y w usando (2.21) para obtener
2= Aw + hoodw? + h11 (A + Nwd + hooAw? + crw?@ + O(Jw[?).

Basta entonces comparar coeficientes para obtener los coeficientes hog, h11, v ho2, asi como el

coeficiente del término resonante en la forma normal

_ 920911 2A+ ) g |? |go2|* 921

2|\2 P 202\ — \) Ty

Si evaluamos ¢ () en el valor de bifurcacién a = 0 se obtiene

4 1 g21
c1(0) = — -2 2__ 2) 4+ == 2.23
1(0) 5o (920911 lg11] 3\902| ) 5 (2.23)
El altimo paso de reduccién consiste en una normalizacién de coeficientes y una reparametriza-

cion.

Lema 2.5. Consideremos la ecuacion

dw .
o = (W) +iw(e))w + cr(@)wlw]? + O(|w[*),

donde p(0) = 0, y w(0) = wo > 0. Supongamos que (' (0) # 0 y que Re ¢1(0) # 0. Mediante
oportunos cambios de coordenadas, reescalados en el tiempo, y reparametrizaciones, podemos

escribir la ecuacion en la forma:

d
=5 = (B+i)u+ sulul* + O(lul"),

donde [ es un nuevo pardmetro, 6 es una nueva variable temporal y s = signo (Re(c1(0))) = £1.

Demostracion. En primer lugar hacemos un reescalado temporal definiendo 6 = w(«a)t. Obsérvese
que no se cambia el sentido de recorrido de las 6rbitas porque w(a) > 0 para todo « si |af es

suficientemente pequeno. Si ademés definimos

obtenemos nuevas ecuaciones

W = (5 + iy + dy(Bpulul? + O(ful?).
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Podemos considerar  como un nuevo parametro pues tenemos como hipotesis que p/(0) # 0y,

por lo tanto, se cumplen las condiciones del Teorema de la Funcién Inversa:

que garantizan localmente la existencia de o como funcion regular de 3.
A continuacion multiplicamos el campo por el factor

1
1+ er(B)[w]?)’

donde e1(f) = Imd; (). Se trata de una funcion estrictamente positiva en un entorno del origen.

Asi, obtenemos la ecuacion

% = (B+i)w+ h(Bwlw* + O(|lwl).

donde 11 (B) = Redi () — Be1(B) es real y
(2.24)

Por dltimo, introducimos una nueva variable compleja u tal que

u

VILB)|

Obsérvese que esta bien definida puesto que por hipotesis Re ¢1(0) # 0. De esta forma la ecuacion

se transforma en

du N L(B)
ag =~ PG

ulul? + O(Jul*) = (B + )u + sulul* + O(Jul*),

con s = signo!;(0) = signo ¢;(0). O

La funcion real 1;(8) = Red1(8) — fe1(B) se denomina primer coeficiente de Lyapunov y su
signo caracteriza el caracter subcritico o supercritico de la bifurcacién de Hopf. Para ser precisos,

la bifurcacién es supercritica (respectivamente subcritica) si s = signol;(0) = —1 (resp. +1).

Antes de recopilar todo lo que se ha demostrado hasta ahora, es conveniente hacer una pequena
reflexion sobre uno de los pasos utilizados en la prueba previa. Hemos multiplicado un campo
& = f(x) por una funcién positiva g(x) para obtener el sistema & = g(x) f(x). Los retratos de fase
de ambos sistemas son idénticos ya que las 6rbitas son las mismas, pero recorridas a diferentes
velocidades. Este resultado puede parecer intuitivamente claro pero en cualquier caso, hemos

incluido una demostracion detallada en el Apéndice A.
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El siguiente resultado recopila todo el proceso de reduccién de una bifurcacién de Hopf a su

forma normal.

Teorema 2.6. Supongamos un sistema bidimensional
i=f(z,0), zcR? acR! (2.25)

con f suficientemente regular, y con un equilibrio en x = 0 para todo o con || suficientemente

pequeno, con autovalores
A2(a) = pla) £iw(a),

donde 1(0) = 0, w(0) = wp > 0.

St se cumplen las siguientes condiciones:

(i) 11(0) # 0, siendo Iy el primer coeficiente de Lyapunov,
(i) w'(0) # 0,

entonces, después de oportunos cambios de variable, reparametrizaciones y reescalados tempora-

les, (2.25) se puede transformar en la siguiente forma normal:

d 68 —1
S = s+ | 7] +oqu. (2.26)

Y2 1 B Y2 Y2

2.3. Reduccioén via equivalencia topolbgica

Observando el sistema (2.26), vemos que lo tinico que lo diferencia del sistema que hemos deno-
minado forma normal topoldgica de la bifurcacion de Hopf (sistema (2.6)), es el término O(||y|[*).

El siguiente lema nos permite establecer una equivalencia topologica entre (2.26) y (2.6).

Lema 2.7. Un sistema de la forma

7 B -1 Y1
= + (U5 +v3)

2 1 B Y2 Y2

| o, (2.27)

con los términos de O(||y||*) dependiendo de forma regular del pardmetro 3, es localmente topo-

logicamente equivalente en el origen al sistema

7 g -1 Y1
= + (U5 +v3)

Y2 1 B Y2 Y2

Yl (2.28)
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Demostracion. Introduciendo coordenadas polares en el sistema (2.27) obtenemos las siguientes

ecuaciones:
po= pla—p*)+e(p,¢),
¢ = 1+9(p, ),

(2.29)

donde ® = O(|p|*), ¥ = O(|p|?), y la dependencia con respecto a a de las funciones se omite

para simplificar la notacién.
Ezistencia y unicidad del ciclo:

El primer paso de la demostracién consiste en probar la existencia y unicidad de un ciclo limite
en el retrato de fases. Para ello, hemos de observar que una orbita de (2.29) con condiciones
iniciales en (p, ¢) = (po, 0) va a cumplir que p = p(yp, po), donde p satisface la ecuacion

dp _ pla—p*) +@ >
io 0 pla—p”) + R(p, ), (2.30)

con R = O(|p|*). Notemos que lo que subyace en este paso es una simple reparametrizacion
del tiempo de forma que ¢ = 1, implicando asi que el tiempo que tarda la 6rbita en volver al
semieje positivo ¢ = 0 es el mismo para cualquier érbita empezando en el eje con pg > 0. Como

p(p,0) = 0, desarrollamos p(p, pg) a orden tres respecto de la segunda variable:

(0, po) = u1()po + uz()pg + us()pf + O(lpol ). (2.31)

Sustituyendo esta expresion en (2.30) podemos probar, igualando en potencias de pg, que u1, us

v ug son soluciones, respectivamente, de los siguientes problemas de valor inicial

ui(p) = aui(); u1(0) =1,
uz(p) = auz(e); u(0) =0,
as(p) = aus() — (ur(9))*;  uz(0) =0.

Se tratan de ecuaciones diferenciales elementales que podemos resolver explicitamente para ob-

tener:
ui(p) = €%
UQ(CP) = 0
us(p) = e*q(a),
con
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Notemos que la funciéon g(a) es regular y puede escribirse como ¢(«a) = —¢ + O(a).
Los célculos realizados nos permiten obtener una expresioén para la aplicacion de flujo a tiempo
27 del campo (2.30):

Rt — R*

po — p(2m,po).

Obsérvese que p(2m,-) nos proporciona, en coordenadas polares, los puntos de retorno para
condiciones iniciales en la rama positiva del eje de abscisas tras hacer un giro completo alrededor
del origen siguiendo el flujo del campo (2.29).! Los puntos fijos de p(27,-) distintos del trivial
se corresponden con orbitas periodicas de (2.29). Como deciamos, podemos escribir la aplicacion

de la forma

p(2mp0) = wui(2m)po + us(27)ps + O(|po|*)
= ™y — (21 + O(a))p® + O (|pol*) -

Los puntos fijos de la aplicaciéon son soluciéon de
poll = €27 1 (21 + O(a))p? + O (|pof*)) = 0.

Ademas de la trivial, se sigue facilmente que existe una raiz positiva py = \/a + o(«a) si a > 0.

Para discutir la estabilidad de los puntos fijos, derivamos p(27; pg) con respecto a pg?

d
dTi)(Qw; po) = €™ = 3*™ (21 + O()) p§ + O (|pol?) -

Evaluando en el punto fijo trivial, obtenemos

d
—p(27r; 0) = e?™.
dpo
Si o < 0, entonces jT’f)(QW;O) < 1, de donde se sigue que el punto fijo trivial (el origen) es

atractor. Si a > 0, es un repulsor.

! Aqui nos estamos refiriendo a un difeomorfismo local definido desde la rama positiva del eje de abscisas sobre
si misma a partir del flujo. Este tipo de construccion se conoce como aplicacion de Poincaré. Los puntos fijos de
una aplicacién de Poincaré se corresponden con érbitas periddicas en el retrato de fases, que seran atractoras o
repulsoras segin sea el caracter del punto fijo.

2Al tratarse de puntos fijos de una aplicacién, seran atractores o repulsores segin que la derivada de aplicacion
tenga modulo menor o mayor que 1, respectivamente.
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Evaluando en pg:

d

9P (omipy) = €2 —3e2 (21 + O(a)) (a + o)) + O (a3/2)
= 1—4dra+o(a).

dp.
> dpo

el punto fijo es atractor; es decir, tendriamos una 6rbita periddica atractora.

Observamos que para « positivo y suficientemente pequenio (27; po) < 1, concluyendo asi que

Queda por tanto demostrada la existencia y unicidad de una o6rbita peridédica para o > 0 sufi-
cientemente pequeno. El siguiente paso es construir un homeomorfismo de conjugacién entre los
sistemas (2.28) y (2.27).

Construccion del homeomorfismo:

Partimos entonces de los sistemas (2.28) y (2.27), ambos poseyendo una érbita periddica en un

entorno del origen, y que en coordenadas complejas se escriben como
s = (a+i)z — 2|2)?,
= (a+1)z— z|z)> + O(|z[*),

donde esta tltima se puede escribir en polares de la siguiente forma:

= p(a - 102) + @(p, 4,0),
14+ ¥(p,¢).

©
Dividimos este sistema entre 1 + ¥. Como se trata de una funcién positiva, el retrato de fases

no cambia de forma cualitativa (véase Apéndice A). Obtenemos entonces el sistema

p=pla—p?) +0(p, p), (2.32)

p=1

donde hemos conservado las notaciones por simplificacién. Se trata entonces de establecer equi-

valencias topologicas entre (2.32) y

(2.33)

También suponemos, sin perdida de generalidad, que la orbita periddica del sistema (2.32) pasa
por p = y/a cuando ¢ = 0. Para obtener esta condicion bastarfa con hacer actuar una homotecia,

dependiente del pardmetro, en el espacio de fases.
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Sean entonces ¢1 y ¢ los flujos de los sistemas (2.32) y (2.33), respectivamente. Sean II; y Il
aplicaciones de Poincaré (de primer retorno) definidas desde el eje de abscisas positivo sobre
si mismo, para cada uno de los sistemas (2.32) y (2.33) respectivamente. La aplicacion II; la

podemos considerar definida desde el conjunto
Y1 ={(p,0):0< p<p}
sobre si mismo, para un cierto p* > y/a. La aplicacion Iy estara definida en el conjunto
Yo =A{(r,0):r >0}

tomando valores en el mismo conjunto.

Del estudio previo se sigue que /« es un punto fijo atractor de IT; y podemos suponer que X1 esta

contenido en la cuenca de atracciéon. En estas condiciones, es posible construir un homeomorfismo
h:Y1 — Yo C X9

que establece una conjugacion entre II; y IT, restringido a 3, donde 3y = {(r,0) : 7* > 0}. 3

Estamos ahora en condiciones de construir un homeomorfismo de conjugacién entre los flujos ¢
4
y ¢2.

Sea Jp la curva de Jordan formada por la union del arco de érbita desde (p*, 0) hasta (111 (p*),0) y
el segmento que une (p*,0) con (II;(p*),0). Sea U; el conjunto limitado por J;. De forma similar,
se define Js como la curva de Jordan formada por la union del arco de érbita desde (r*,0) hasta
(ITo(r*,0)) y el segmento desde (r*,0) hasta (IIz(r*,0)). Denotemos por Us al conjunto limitado
por Js.

Finalmente, construimos

H:U1—>U2

como

H(p, ) = g2 (T(p, 0); (MdT(=7(p, ); (p, ©),0)) ;

donde 7(p, ) € [0,27) es tal que ¢7(—7(p,¢); (p,p)) =0y ¢ y ¢7 denotan las componentes
del flujo ¢1.

Se puede demostrar, aunque no entraremos en los detalles, que la aplicaciéon H es en efecto un

homeomorfismo que establece una conjugacion entre (2.32) y (2.33).

Asi mismo, resulta importante notar que la aplicacion H depende de « y proporciona por tanto

3Se trata de un homeomorfismo que lleva 6rbitas de II; en 6rbitas de IIp. Para ser precisos, h es tal que
h(IIi(z)) = Ha(h(x)) v asi, si {II}(x)}k=0.1,... es una orbita de II;, entonces {h(II¥(z))}x=01,... es una orbita de
II>.

*Es decir, un homeomorfismo h entre los espacio de fases tal que h(¢1(t, z)) = ¢a(t, h(z)).
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toda una familia de homeomorfismos para o > 0. Tampoco entraremos en los detalles de como

prolongar la equivalencia para a < 0. O

Para finalizar, recopilamos todos los resultados derivados hasta el momento en un dnico teorema:

Teorema 2.8. Cualquier sistema bidimensional
i=f(z,0), €R?* acR! (2.34)

con f suficientemente reqular, y con un equilibrio en x = 0 para todo o con |« suficientemente

pequerio, con autovalores
A 2(a) = pla) £ iw(a),

donde (1(0) = 0, w(0) = wo > 0, y verificando
(i) 11(0) # 0 siendo 1y el primer coeficiente de Lyapunov,
(i1) %Re/\lﬁ(a)‘a:o #0,
es localmente topoldgicamente equivalente en el origen a una de las siguientes formas normales:

71 B -1 Y1
= + (v +v3)

) 1 B ) Y2

u (2.35)

2.4. Bifurcacién de Hopf en el modelo de Fitzhugh-Nagumo

El modelo de FitzHugh-Nagumo se utiliza en el contexto de la dindmica neuronal para estudiar,
entre otros fenémenos, la génesis de bursting (rafagas de oscilacion intercaladas entre intervalos
cuasi-estacionarios) de las senales neuronales (véase 3,10, 18]). Se trata de un sistema bidimen-

sional que podemos escribir como

S _ I
! fo) w1, (2.36)
W= b(’U - ’YU}),

con f(v) = v(v—a)(v—1), y siendo a,b,y parametros fijos positivos. El parametro I, que

representa la corriente aplicada en el sistema, fisico, es el parametro de bifurcacion del sistema.

Con el fin de estudiar los puntos de equilibrio de (2.36) resolvemos el sistema de ecuaciones:

—f)—w+1 = 0 (2.37)

v—yw = 0.
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Es inmediato que los equilibrios son puntos (v, w) verificando que

Puesto que queremos aplicar el marco teérico introducido en la seccién anterior, vamos a estudiar
las condiciones bajo las cuales el sistema (2.36) sufre una bifurcacion de Hopf. Por un lado,
estudiamos la condicién de degeneracion propia de la bifurcacion de Hopf, y por otro lado, las

condiciones genéricas (i) y (ii) del teorema (2.8).

Comenzamos estudiando la condicion de degeneracion. Sea G = (g1, g2), cuyas componentes son
g1(v,w) = —f(v)—w+1, go(v,w) = b(v—~yw), la funcion que define el sistema (2.36). La matriz

jacobiana de G es

/
— -1
DG(v,w) = ') ,
b —vb
de tal forma que su traza es
T=—(b+ f'(v)), (2.38)
y su determinante es
A=b1+~f"(v)). (2.39)

Para que el sistema sufra una bifurcaciéon de Hopf, es necesario que los autovalores crucen el

semieje positivo imaginario; es decir, que la traza sea nula y el determinante positivo:

flw)+b =0,
1+~f'(v) > 0.

(2.40)

Atendiendo a las condiciones que caracterizan a un equilibrio y a la condicién de degeneracion,
podemos asegurar que el sistema (2.36) sufrird una bifurcacion de Hopf en el punto (v, wp)
(determinado por los valores de las constantes (ag, bo, 70, Ip)) cuando se verifiquen las siguientes

cuatro condiciones:

—f(vo) —wo+1 = 0,
_ - 0

Vo YWo ) (241)
f'(vo) +9b = 0,
1+~f'(vo) > 0.

A continuacion estudiamos las condiciones genéricas de la bifurcacion, comenzando con el ana-
lisis de la velocidad de cruce del eje imaginario. Dado un punto (vg, wo, ag, bo, Y0, o) donde se

verifiquen las condiciones (2.41), se cumple que la derivada de la traza (ver (2.38)) respecto del
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parametro de bifurcaciéon es

oT ov

[£3 _ ov
8[(1)0,'11)0,@0,1)0,]0) f (vo)al

Por las condiciones de bifurcacion (2.41), se verifica que dv/0I = ~/(1 — ~%b) > 0, de tal forma

que
800 . 1+a
f (U0)8] #0 si vy # 7

Derivando con respecto a I en las ecuaciones de (2.37) obtenemos

fg -3 +1 =0
o —vet = 0.

Se sigue, teniendo también en cuenta (2.40), que

v ¥

ol 1)

Por tanto, la condicion genérica (ii) del Teorema 2.8, sobre la velocidad de cruce del eje imaginario

por parte de los autovalores del sistema, se traduce en

oT g
gL bo, Io) = 2(3v9 —a — 1) ————— 40
oI (v()?w();ao: 0> 0) ( Vo a )1+,Yf/(vo) 7&

que se cumple si y solo si vg # (1 +a)/3.

Estudiamos ahora el primer coeficiente de Lyapunov. Sea (vg,wg) un punto de equilibrio para
parametros (ag, bo, Y0, lo) donde "= 0 y A > 0. Podemos trasladarlo al origen (0,0) mediante

el cambio de variable V' = v — vg, W = w — wy, de forma que el sistema (2.36) se transforma en

Vo= bV W+ (1+ag—303)V? - V3,
w = bo(v—’}/oW).

(2.42)

La matriz asociada a la parte lineal es

-1
A — “Yovo 7

bo  —0bo

con autovalores +iwg, donde wy = /bp(1 — 'ygbo). La matriz de cambio de base es

—wo  Yobo
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de manera que

-1
0 1 ’}/ob() -1 0 1 0 —wWo

—wo  Yobo bo  —obo —wo  "Yobo wp O

Consideremos unas nuevas variables (V/, W tales que

‘7
—wo  Yobo W
de tal forma que
R -1
V/ . 0 1 ’yobov -W + (1 + ay — 3’03)‘/2 — V3
W’ —wo  Yobo bo(V — W)
_ % ;7 w0‘7+(1+a0—3v8)w2—ﬁ/\3
1 0 bofyowo‘A/ + wgw

—woW + poaW? + posW?

woV + qoaW? + qosW3

con

Yobo "obo
po2 = ——(1+ao—3v3), po3=———, qo2=1+ao—3v5, qo3=—1.
wo wo

Introduciendo la variable compleja Z=V+ i/V[7, se verifica que

7' = V' +iw
= —wW + pon + p03W3 +1i (WOV + q02W + C]03W3)

. 2 3
Z — Z Z Z
= woiZ + (poz + iqo2) ~—5 + (po3 + iqo3) 5

~ 1 ~ = =2 1 _ ~ o~ =<2 —=3
- woz‘Z—pogzzqm<22—222+Z>+W’8W’<Z3—3Z2Z+3ZZ —Z>.

Comparando esta expresion con el desarrollo del Lema 2.4 es facil notar, comparando coeficientes,
que

_ Po2 + 1902 _ po2 + iq02 _ Po2 +iqo2 ~ 3(ipo3 — qo3)
g=""9 5 =" 5 5 go=-—" 5 -, gu=-—  —

De esta forma, acudiendo a la expresion de ¢;(0) obtenida en la demostracion del mismo lema,
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obtenemos la siguiente expresion:

l 1 21

c(0) = %0 <g20911 —2lg1|* — 3902|2> + %
_ 1 o Ty 2 3(4po3 — qo3)
= 27}0 ( Z(pOZ + ZQOQ) E(Poz + %2) -8

Teniendo en cuenta esta expresion y la definiciéon del primer coeficiente de Lyapunov evaluado

en 0, concluimos que

11(0)

wo wo

_ Rea(0) _ 1 <Z[;b§(l +ag —303)% — Z) .
La condicion (i7) del Teorema 2.8 se cumplird siempre que el coeficiente sea distinto de 0; esto
nos impone una nueva condicién sobre el valor de los parametros. En caso de cumplirse ambas
condiciones genéricas, el Teorema 2.8 nos asegura que el sistema (2.42) sera localmente topolo-
gicamente equivalente en el origen a una de las formas normales de (2.35), de forma que en el
diagrama de bifurcaciéon se podra observar una bifurcacion de Hopf. Obsérvese que el sistema
(2.42) es una traslacion del sistema original (2.36), de forma que este ultimo también sera local-

mente topologicamente equivalente en el punto de bifurcacién a una de las formas normales de
(2.35).

Vamos a realizar una simulacién numérica dando valores a los parametros del sistema (2.36).
Consideramos a = 0.2, b = 0.05, y v = 0.4. Estos valores junto con las condiciones de bifurcacion
de Hopf (2.41) proporcionan dos puntos de bifurcacion, en (v, , wg ) = (0.106,0.264) y (vg , wy ) =
(0.694,1.736). La condicion de traza nula nos revela dos valores de la corriente I, I~ = 0.273 e

I't =1.6311. Es facil notar que la tltima condicion de (2.41) se verifica para los valores tomados.

Respecto a las condiciones genéricas, como (1 + a)/3 = 0.4, distinto de ambos puntos de bifur-

cacion ng, la velocidad de cruce del eje imaginario es distinta de cero; en concreto,
T /01 (vy ,wy ,a0,bo,v0,17) >0 , OT/OI(vg,wy,ao,bo,v0, 1) < 0.

Sobre el coeficiente de Lyapunov evaluado en 0, para el equilibrio (vy,wy,I7) se cumple que
11(0) = —1.0681, mientras que en el equilibrio (vy ,wq, IT), [1(0) = —1.6567; notamos que ambos
son distintos de cero. Vemos por tanto que para los valores de los parametros escogidos el sistema
se encuentra en las condiciones del Teorema 2.8 (salvo una traslacion del equilibrio al origen),
de forma que, por la discusion realizada en las secciones anteriores sobre la bifurcacién de Hopf,
podemos afirmar que en el primer punto de bifurcacién el punto de equilibrio cambia de atractor
a repulsor al tiempo que emerge de un ciclo limite atractor; mientras que en el segundo punto
de bifurcacion, el ciclo limite atractor colapsa con el equilibrio repulsor, transformandose este en

un equilibrio atractor. En ambos casos se trata de bifurcaciones de Hopf supercriticas.

En la Figura 2.3a podemos ver representada la curva de equilibrios (2.37) (en verde), donde la
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Figura 2.3: Simulaciones numéricas para el sistema (2.36). Se han utilizado los pardmetros ag =
0.2,bp = 0.05,7 = 0.4. (a) Se tiene representada a la variable v respecto del parametro de
bifurcacién I. En verde se representa la curva de equilibrios, donde la linea continua implica
que el equilibrio es atractor, y la linea discontinua implica que el equilibrio es repulsor. En rojo
se ven marcados los dos puntos de bifurcacion (I i,v(jf). En azul se representa las curvas de
valor méximo y minimo de la variable v, al acercarse al ciclo atractor creado tras la bifurcacion;
podemos notar que ambas bifurcaciones son supercriticas: se genera un ciclo limite atractor.
(b) Se tiene representada de forma tridimensional la curva de equilibrios (I, vg, wp) (verde), al
igual que los ciclos limite completos (azul). Se puede observar como la amplitud del ciclo va
aumentando tras la primera bifurcacién, y se va reduciendo conforme I se acerca al valor de la
segunda bifurcacion.

linea continua nos indica que son equilibrios estables, mientras que la discontinua indica que son
inestables. Asi mismo, podemos observar los dos puntos de bifurcacion de Hopf (en rojo), junto
con los valores maximo y minimo que toma la variable v para cada valor de I entre I~ e IT.
Estos valores extremos se deben al poder de atracciéon del ciclo creado tras la primera bifurcacion
(supercritica); conforme I se acerca a IT, los valores extremos se van haciendo méas pequernos,
hasta colapsar en I = I't, dandose lugar la segunda bifurcacién (supercritica). En la Figura 2.3b
se puede observar el diagrama de bifurcacion tridimensional, donde de nuevo la curva verde son
los puntos de equilibrio, y las curvas azules representan los ciclos atractores limite. Podemos
observar la creacién de estos ciclos en el punto I = I, su expansién en amplitud, y su reducciéon
hasta el colapso en el punto I = I'". Para obtener los diagramas de bifurcacion de la Figura 2.3 se
ha utilizado Matcont [4], un paquete de Matlab para la continuacién numeérica de bifurcaciones

en familias de ecuaciones diferenciales ordinarias.



Capitulo 3

Pases lentos por una bifurcaciéon de
Hopt

Hasta aqui solo hemos considerado el caso en el que el pardmetro de bifurcacién es independiente
del tiempo. Sin embargo, podemos anadir la ecuacién & = €, € > 0, de forma que el pardmetro
varie lentamente, y estudiar las orbitas (x(t), y(t), «(t)), viendo como se atraviesa la bifurcacion.
Es lo que se conoce como pase lento por una bifurcacién y es el objeto de estudio de este

capitulo.

3.1. El problema de los pases lentos

Como una primera aproximacién al problema, sin entrar a fondo en las matematicas que subyacen
en el mismo, podemos hacer una simulacién y representacién de lo que les ocurre a las 6rbitas de
un sistema cuando atravesamos una bifurcacion (de Hopf) de forma lenta. Para ello, partimos de
un sistema similar a (2.3), pero anadimos la dependencia temporal al parametro de bifurcacion

a, es decir, un sistema como el siguiente:

& = ar—y—x(@®+y?)
g = z+ay—y@*+y?) (3.1)
a = €,

donde en este caso consideramos 0 < € < 1. Recordemos que para el sistema con un valor de «
fijo se verificaba lo siguiente: para valores de « negativos, existia un tinico punto de equilibrio
atractor, siendo este el origen; pero para valores positivos de «, el origen se volvia repulsor
y aparecia una oOrbita periodica atractora de radio p = y/a. Resulta interesante entonces que

representemos el diagrama de bifurcacion del sistema (3.1), por ejemplo para la variable z, y
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observar que ocurre en el sistema.

La diferencia entre el nuevo sistema (3.1) y la forma normal de la bifurcacion de Hopf (2.3) es
que ahora « no esta fijado, sino que va a ir variando conforme pase el tiempo, de tal forma que
si & comienza siendo negativo, el sistema va a pasar por el punto de bifurcaciéon considerando
un tiempo suficientemente grande. Esperamos por tanto que, conforme el parametro pase de un
valor negativo a uno positivo, la solucién para x, que en un principio se encuentra cerca del

equilibrio, comience a oscilar en torno a la 6rbita periddica. Sin embargo, fijAindonos en la Figura

€=0.01

06| -
02}
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04
06| .

08} s

-1 -0.5 0 05 1
«&

Figura 3.1: Diagrama de bifurcacion para el sistema (3.1) y la variable z. Observamos como las
oscilaciones aparecen con un cierto retardo: en lugar de comenzar cuando o cambia de signo,
las oscilaciones se manifiestan para un valor de « cercano a 0.5, pasado el origen. La curva
roja representa el radio de la orbita periodica atractora del sistema. Condiciones iniciales (z =

0.08,y = 0,a = —1).

(3.1), vemos como esta oscilacién no se produce inmediatamente después de que el parametro
tome valores positivos y el equilibrio se vuelva repulsor, sino que sufre un retardo. Podemos decir
que a pesar de que el equilibrio es un repulsor, la solucién se sigue sintiendo atraida hacia él

durante un tiempo, para luego empezar a oscilar en torno al ciclo atractor.

Jugando con los valores de €, o lo que es lo mismo, con la velocidad con la que cambia nuestro
parametro de bifurcaciéon, podemos notar cambios en el comportamiento del sistema. Por ejemplo,
aumentando el valor de €, haciendo que « evolucione més rapidamente, observamos como el
retardo aparece mas tarde. Este efecto se puede apreciar en la Figura (3.2a). Por el contrario,
si introducimos un valor de € méas cercano al 0 (Figura (3.2b)), notamos como las oscilaciones
aparecen antes, y el retardo se hace mas pequeno. Tiene sentido que ocurra esto pues, hacer €
méas pequeno significa hacer que a evolucione mas lentamente, de forma que el sistema (3.1) esta

més proximo al (2.3).
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Figura 3.2: Diagramas de bifurcacion para el sistema (3.1) y la variable z. (a) Se tiene un valor
de € = 0.005 superior al de la Figura (3.1). Esto hace que el retardo aumente y las oscilaciones
aparezcan mas tarde. (b) de forma contraria, al tomar ¢ = 0.005 haciéndolo mas pequeno,
las oscilaciones comienzan antes, debido a una disminucion del retardo. Condiciones iniciales
(x =0.08,y =0,a0 = —2).

3.2. Sistemas con dindmica rdpida-lenta

Introducido el concepto de pase lento por una bifurcacion, y viendo su efecto sobre las 6rbitas de
un sistema con una bifurcacion de Hopf, nos interesa ser capaces de cuantificar el retardo sufrido
en la génesis de las oscilaciones. En las secciones que siguen estudiamos el pase lento por una
bifurcacién de Hopf. Antes debemos introducir ciertos conceptos y terminologia que son propias
de este contexto. Seguimos principalmente el libro de Kuehn [11]. Cualquier pase lento a través de
una bifurcacion se puede formular como un problema de dinamica rapida-lenta. Nos referimos
a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en las que algunas variables poseen derivadas de
una magnitud mucho mayor que las de las demés; su variaciéon sera, por tanto, mucho més rapida.
En otras palabras, en el modelo, las variables que definen el estado del sistema evolucionan en

distintas escalas temporales. A continuacién formalizamos estas ideas.

Consideremos un sistema

d

e = e = f(z,ye), (3.2)
d

% = y/ = g(x7y76)7

donde f: R™ x R" xR = R™, g:R™ x R" x R — R" y el parametro ¢ cumple que 0 < € < 1.
Las funciones f y g podemos suponerlas regulares, incluso analiticas. También podemos escribir
(3.2) como

g = Llf(z,ye),

vy = g(z,y,e),
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y, de esta forma, ya podemos entender que 2z’ va a tomar valores arbitrariamente grandes (to-
mando e suficientemente pequeno) mientras que y' permanece acotada. La variacion de z va a
ser mucho més “rapida” que la de y. Es en este sentido en el que identificamos a las variables
incluidas en el vector x como las variables rapidas y a las variables incluidas en el vector y

como las variables lentas. Mediante el reescalado t = 7 /¢, se obtiene la expresion equivalente

dz .

ax — T = f(xayv 6))

;‘t ' (3.3)
dizz = Yy = eg(x7yv 6)'

Nos referiremos a t como la escala temporal rdpida o el tiempo rdpido y a 7 como la escala

temporal lenta o el tiempo lento.

En la forma (3.3) tenemos la misma lectura en relacion con la “rapidez” en la variacion de las
variables. Como € es un pequeiio parametro, tendremos que 3’ es muy pequefia en comparacion
con 2’ y de nuevo cobra sentido la identificaciéon de x e y como las variables rapida y lenta,
respectivamente. Pero la expresion (3.3) permite una lectura adicional. Si hacemos e = 0, entonces
y permanece constante y podemos entender que juega el papel de un pardmetro en la primera

ecuacion. Estudiar la dindmica en la familia

I = & = f(a,y,0), (3.4)

se convierte en un problema de bifurcacion y el correspondiente diagrama de bifurcacién debiera
de proporcionar informacion sobre la dindmica del sistema (3.3) para e suficientemente pequeno.
La formalizacion de esta idea conduce a la Teoria de Fenichel [6,9] sobre persistencia de varie-
dades invariantes normalmente hiperboélicas. Este diagrama de bifurcaciéon se corresponde con la

dinamica del subsistema rapido asociado al problema rapido-lento:

Definicién 3.1. Denominamos subsistema rapido al sistema resultante de igualar ¢ = 0 al
sistema (3.3):

= f(z,9,0),

gy = 0.

(3.5)

El flujo de (3.5) se llama flujo rapido.

También se define el subsistema lento como la familia limite en (3.2):

Definiciéon 3.2. Denominamos subsistema lento al sistema resultante de igualar ¢ = 0 al
sistema (3.2):
0 = fl(z,y,0),

/

y = g(z,y,0).

(3.6)

El flujo generado por (3.6) se denomina flujo lento.
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La idea es aprovechar estos dos subsistemas para estudiar el comportamiento del sistema general.
Dependiendo de la region del espacio de fases, la dindmica dominante sera la de uno u otro

subsistema.

El conjunto de puntos que verifican la ecuaciéon la ecuacion f(z,y,0) = 0 tiene una especial

relevancia.

Definicién 3.3. Denominamos conjunto critico del sistema rapido-lento al conjunto
Co={(z,y) e R" xR": f(x,y,0) =0}. (3.7)
Si Cy es una subvariedad de R™ x R™, nos referimos ella como variedad critica.

La variedad critica juega papeles distintos en los subsistemas réapido y lento. Para el subsiste-
ma rapido (3.5), Cy representa el conjunto de puntos de equilibrio en el diagrama de bifurcacion
asociado a la familia. Recorriendo la variedad encontraremos genéricamente hiperbolicidad, com-
portamientos atractores, repulsores o de tipo silla en la direccion del espacio de fases (la direccion
de ), pero también detectaremos puntos de bifurcacion, donde la dindmica en la direccion del
espacio de fases experimenta cambios cualitativos. El papel de Cj en el subsistema lento (3.6)
es diferente. Este sistema de ecuaciones no es una ecuacion diferencial estandar, se trata de un
sistemas algebraico-diferencial, la combinacion de una ecuaciéon algebraica f(x,y,0) = 0 y una
ecuacion diferencial y' = g(z,y,0). La variedad critica es la solucion de la parte algebraica y
nuestro espacio de fases. La dindmica sobre este espacio de fases restringido la determina la
parte diferencial. Observar que alli donde la variedad critica pueda expresarse como el grafo de

una funciéon x = ¢(y), podremos escribir la parte diferencial del subsistema lento como
v =9(e(y).y,0).

Cerca de aquellos puntos de Cy que sean atractores en la familia de campos que constituyen el
subsistema répido, la dinamica evolucionaréd en la proximidad de la variedad critica siguiendo
el comportamiento dominante del subsistema lento y, en particular, la dindmica sera lenta. Sin
embargo, si se alcanzan puntos de Cy donde los equilibrios son repulsores o de tipo silla para
el subsistema rapido, el flujo se alejara, tipicamente, de Cp, con x variando rapidamente en
el espacio de fases (alejandose de Cp) dominado por la ecuacion 2/ = f(z,y,0), mientras y
permanece proximo a un valor constante. Cabria la posibilidad de observar la presencia de érbitas
periodicas en las que se sucediesen tramos con dindamica lenta, en los que la érbita evolucionaria

en la proximidad de Cp, y tramos de dinamica rapida, en los que la 6rbita evolucionaria lejos de

Co.

Formalmente, el primer problema que precisa de una discusién es el de la persistencia de la
variedad critica como variedad invariante del sistema rapido-lento. Esta persistencia viene deter-

minada por el comportamiento local que muestren Cy en el subsistema rapido. Para enunciar los
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resultados de persistencia con rigor necesitamos introducir el concepto de hiperbolicidad normal,
uno de los conceptos clave en el marco de los sistemas dindmicos con varias escalas temporales,

y entender el enunciado del Teorema de Fenichel.

3.3. Hiperbolicidad normal y Teorema de Fenichel

Sea M una variedad compacta, conexa y de clase C", con r > 1, con frontera embebida en el

espacio euclideo n-dimensional R"™.

Definicion 3.4. Se define el fibrado tangente a M como

TM = | {p} x T,M, (3.8)
peEM

donde T, M denota el espacio tangente a M en p. Para cada p € M sea N, el complemento
normal a T, M en T,R", es decir, el espacio formado por todos los vectores ortogonales a T,,M.
De esta forma, para cada p € M se tiene que T,R"™ = T, M ®N,, y definimos el fibrado normal

a M como

N = U} <N (3.9

peEM

Observar que se tiene entonces la descomposicion TR® = TM & N

Supongamos ahora que se tiene un campo de vectores

con F': R" — R" de clase C" y denotemos por ¢; al correspondiente flujo. Supongamos que M

es invariante por el flujo. En estas condiciones Dy (p) define una transformacion entre fibrados:

D(pt(x):TpM — Tgot(p)Ma
Mo Dpy(x) : Np  — N, ()

donde II : TR™ |5;— N denota la aplicacion de proyeccion sobre el fibrado normal.

Definicién 3.5. Decimos que la descomposicion TR = TM @ N es hiperbélica si existen N* y
N® con N = N*DN*® y constantes C > 0y A > 0 verificando que [|[IT% 0 Dp_4(z) [pu || < Ce™™
y |ITT* o Dy(x) |ns || < Ce= para todo t > 0, donde IT* y II* denotan las correspondientes

proyecciones sobre N y N*, respectivamente.

Si se tiene una descomposiciéon hiperbdlica, entonces el flujo linealizado es contractivo en la

direccion de N y expansivo en la de N, Si ademas la direccion de N domina sobre la direccion de
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TM para el flujo linealizado, se dice que la variedad invariante M es normalmente hiperbélica.
Intuitivamente, esta propiedad se verificara en ciertas partes del conjunto critico de un sistema
rapido-lento, aquellas formadas por puntos de equilibrio hiperbélicos, tal y como precisamos a

continuacion.

En el contexto de los sistemas rdpido-lento como (3.2) y (3.3) el concepto de hiperbolicidad

normal es més simple.

Definiciéon 3.6. Una subvariedad compacta del conjunto critico S C Cy es normalmente
hiperbélica si para todo p € S, la matriz m x m (D, f)(p) no tiene autovalores con parte real

nula.

Una matriz sin autovalores con parte real nula se dice hiperbdlica. Podemos observar como en
un sistema rapido como (3.2) la matriz (D, f)(p) es la linealizacion del subsistema rapido (3.5)

en el punto p.

La hiperbolicidad normal en el sentido de la Definicién 3.6 implica, en efecto, que el flujo normal
domina sobre el flujo tangencial en la direccién del conjunto critico. Intuitivamente, podemos
pensar en esto como sigue. Si atendemos a la expresion (3.2), se tiene que (D, f)(p) describe
el flujo linealizado en la direccién normal (la direccion rapida) a Cy y (Dyg)(p) nos proporciona
el flujo linealizado en la direccion tangente (la direccion lenta). Como no hay autovalores con
parte real nula, podemos hacer (D, f)(p) tan grande como queramos comparado con (Dyg)(p),

de forma que el flujo normal (rdpido) domina sobre el flujo tangencial (lento).

Existe una relacion evidente entre el caracter de los equilibrios del subsistema rapido (3.5) y la

hiperbolicidad normal.
Proposicion 3.1. Una subvariedad S C Cy es normalmente hiperbdlica si y solo si para cada

p=(x*,y*) €S, se tiene que x* es un punto de equilibrio hiperbdlico de & = f(x,y*,0).

Demostracion. Se sigue de forma inmediata de la definicién 3.6 y la definicién de un punto de

equilibrio hiperbdlico. O
El Teorema de Fenichel que enunciamos a continuacién es clave en nuestro estudio de la bifur-
cacién de Hopf como sistema rdpido-lento.

Teorema 3.2. (Fenichel [6,11]) Sea S = Sy una subvariedad compacta normalmente hiperbolica
contenida en la subvariedad critica Cy de (3.2) y supongamos que f,g € C", conr < co. Entonces,

para € > 0 suficientemente pequeno, se cumple lo siguiente:

(F1) Eziste una variedad localmente invariante' S, difeomorfa a So.

nvarianza local significa que las trayectorias pueden entrar o salir de S, Gnicamente a través de la frontera.
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(F2) S, estd a una distancia Hausdorff 2 de Sy de orden O(¢) (cuando ¢ — 0).
(F3) El flujo sobre Se¢ converge al flujo lento cuando € — 0.
(F4}) Se es de clase C".

(F5) S es una variedad normalmente hiperbolica y tiene las mismas propiedades de estabilidad

con respecto a las variables rdpidas que Sp.>

(F6) La variedad S¢ no tiene por qué ser unica. En regiones que se encuentran a una distancia
fija de la frontera de S., cualesquiera dos variedades que satisfagan (F1)-(F5) se encuentran

entre si a una distancia Hausdorff de orden O(e=5/€), para algin K > 0, con K = O(c0).

Es importante observar que toda la notacion asintdtica se refiera a € —> 0. Las mismas conclu-

stones para So se dan para las correspondientes variedades estable e inestable:

Wite(So0) = U Wlﬁ)e(p% Wige(So0) = U quéc(p)?

PESoH pESo

donde interpretamos a los puntos p € Sy como equilibrios del subsistema rdpido. Estas variedades
también persisten para € > 0 suficientemente pequeno, es decir, existen variedades locales estables
e inestables W} (Se) y WE.(Se), respectivamente, para las cuales las conclusiones (F1)-F(6)
se mantienen si reemplazamos Se y Sy por Wi (Se) vy W .(So), o por W.(Se) v Wik.(S0)),

respectivamente.

Definicién 3.7. La variedad S, resultado del Teorema 3.2, se denomina variedad lenta.

3.4. Método WKB

Dentro de la gran variedad de técnicas que se pueden utilizar para el estudio de los sistemas
rdpido-lento, nosotros vamos a hacer uso del denominado método WKB, a partir de sus auto-
res Wentzel, Kramers y Brillouin. Supongamos que queremos resolver una ecuaciéon diferencial

ordinaria que, escrita como ecuacién de orden n, toma la forma:

dny dnfly dy
F{— ey — ; =0 3.11
(G o omrie) = (3.11)

?La distancia Hausdorff entre dos conjuntos no vacios V, W C R™*" se define como

dg(V,W) := max {51615 wlgévﬂv — wH,sg‘;}/ Jg‘f/Hv — wH} . (3.10)

3Esta puede ser variedad atractora, repulsora, o de tipo silla.
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donde la derivada de mayor orden estd multiplicada por e. Entonces, el método propone un

ansatz de la forma

y(T) ~ exp (1 Z’y(e)ij(T) con y(e) = 0 cuando € — 0, (3.12)

(€)=

donde las funciones v y S; se han de determinar a partir de la ecuacién diferencial. Generalmente

se utiliza y(€) = e.

Las principales condiciones para la validez del método, sin exponer su demostracién, son como

siguen:

(C1) La sucesiéon de funciones y(€)7~15;() tiene que ser una sucesion asintética® cuando v(e) —

0 para e — 0.

(C2) Si buscamos una buena aproximaciéon truncando en el término v(e)V~1Sn(7), se debe
cumplir que
()N Snyi(T) < 1 cuando € — 0. (3.13)

3.5. Retardo en la génesis de oscilaciones

Una vez que hemos introducido la terminologia necesaria, podemos abordar el fenémeno del
pase lento por una bifurcacién de Hopf, en ocasiones también denominado bifurcacién de Hopf
retardada. Nos encontramos con un sistema de la forma (3.1), que es una forma de sistema
rdpido-lento con dos variables rapidas (z,y) y una variable lenta («). El sistema (3.1) lo podemos

reescribir en funcién de la escala del tiempo lento de la siguiente forma:

eg—f = e = ar—y-—x(@®+y?),
6% = & = z+ay—y@@®+y?), (3.14)
o = o = 1

Notar que con la escala del tiempo rapido, ¢t = 7 /¢ se obtiene el sistema (3.1):

‘é—f = i = ar—y—z(2*+y?),

d .

T = 9 = stay—y@®+y7), (3.15)
%‘ = & = e

4Una sucesion de funciones {3, (¢)}nen se dice asintotica si

5n+1(5) = 0(6n(5))

para todo n, cuando ¢ tiende a 0.
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La variedad critica de (3.14)-(3.15) es Cy = {(z,y,a) € R3|z = 0 = y}, es decir, el eje a.
Debemos observar que, imponiendo € = 0 en (3.15), obtenemos el subsistema rapido, el cual
coincide con la forma normal de la bifurcacion de Hopf (2.6) (supercritica). Por ello, podemos
pensar en (3.15) como la forma normal de la bifurcacién de Hopf con « siendo un parametro que
varia lentamente y lleva a las variables rapidas al punto de bifurcaciéon o = 0. Como ya vimos en
el capitulo anterior, la bifurcaciéon de Hopf supercritica consiste en pasar de un equilibrio estable

para a < 0 a un equilibrio inestable el nacimiento de un ciclo periédico atractor para o > 0, con
radio p = y/a.

La pregunta que nos hacemos es cémo el movimiento lento del pardmetro interacttia con la
dinamica de las variables rapidas. La respuesta ya la vislumbramos en la introduccién del capitulo,
pues basta realizar una simulacién numérica como en la Figura 3.1 para ver que el efecto es
retardar la aparicion de las oscilaciones y el efecto de repulsiéon. En la Figura 3.1 se puede
observar como para a < 0 la solucién se acerca a la parte atractora de la variedad critica
C§ = Cop N{a < 0}. Después, la solucion se mantiene cercana a la variedad critica repulsora
C} = CoU{a > 0} durante un tiempo tras el punto de bifurcaciéon o« = 0. Como ya comentamos,
este efecto de retardo, que causa a la solucién mantenerse cercana a la parte repulsora de la

variedad lenta, es la caracteristica clave de la bifurcacion de Hopf retardada.

Definicién 3.8. Una bifurcacion de Hopf en un sistema rdpido-lento en el que la variable lenta

actiia como parametro de bifurcacién se denomina bifurcacion de Hopf retardada.

El objetivo es cuantificar este retardo. Para ello, definamos un sistema general de dos variables

rapidas y una lenta:

& = filz,y,ae),
v = folz,y,q5€), (3.16)
& = eg(z,y,a5€).

Para aligerar la notacion, escribiremos f := (f1, f2)". Ademas, a lo largo del desarrollo asumire-

mos lo siguiente:

(A1) El conjunto critico Cy = {f = (0,0)} de (3.16) es una variedad suave.

(A2) Se aplica una transformacion de coordenadas preliminar de forma que Cy = {(z,y,®) €
R¥|z =0 =y}

(A3) Cp es normalmente hiperbolica excepto en (0,0,0) = 0; Cj es atractor para o < 0 y repulsor

para o > 0.

(A4) EL subsistema rapido de (3.16) tiene una bifurcacion de Hopf supercritica no degenerada
en o = 0. Es decir, una pareja de autovalores imaginarios no nulos A 2(®) que cruzan el

eje imaginario cuando a = 0 con velocidad no nula v = L Re(12)(0).
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Obsérvese que las hipotesis son mas generales que las que satisface el sistema (3.15) en el sentido

de que genéricamente, el conjunto critico Cy no es invariante para € > 0.

La ecuacion que gobierna el flujo lento del sistema rapido-lento (3.16) es de la forma
a=g(0,0,a;€).

Para esta ecuacion, siendo a’(7) a la solucién con condicién inicial oy = a(0), denotamos por
7, al tiempo lento necesario para que o alcance el punto de bifurcacion de Hopf del subsistema
rapido, es decir, el tiempo 7, tal que a’(7,) = 0. En estas condiciones, el tiempo rapido necesario

para que el subsistema rapido alcance la bifurcacion de Hopf es del orden de ¢, = 7, /e.

Teorema 3.3. Supongamos que el sistema (3.16) verifica las hipdtesis (A1)-(A4) y que e > 0 es
suficientemente pequerio. Consideremos una solucion (1) = ~y(et) tal que el punto inicial v(0)
estd O(g)-prozimo a Cy. Supongamos que a(0) < 0. Entonces pertenecerd a un O(g)-entorno de

Co para un cierto tiempo de retardo mds alld del punto de bifurcacion y = 0.

Supongamos que f y g son analiticas en las variables (x,y) y requlares con respecto a € en un

entorno del origen. Entonces vy tiene un retardo 7, + Ti, con T = O(1).

Observaciéon 3.1. A continuacién esbozaremos la demostracion de este resultado, omitiendo
parte de los detalles, pero estableciendo las ideas principales de la argumentacién. Una prueba

completa se escapa de los objetivos del trabajo.
Esbozo de la demostracion. Denotando u = (z,y), podemos escribir el sistema (3.16) como

u = eho(aye) + Ao(a,e)u + @olu, a,e), (3.17)

& = ego(u,q;e),

con eho(a,e) = f(0,a,¢), Ag(a,e) = Dyf(0,a,¢) v @olu,a,e) = O(||lul|?). Obsérvese que
Ap(0,0) = D, f(0,0,0) es una matriz con autovalores imaginarios puros y, por lo tanto, Ag(a, )
tiene inversa para « y ¢ suficientemente pequenos. Esto nos permite definir una nueva variable
rapida

i =u+eAyt(a,e)ho(a, ),

de forma que

= chola,e) + Ao(a, e)u + po(u, a,€)
+&2 (Do Ay e, €)ho(a, €) + Ayt (ar,€) Doho (v, €)) golu, o, €)
= cho(a,e) + Ag(a,e) (i — Ay (v, e)hola, €)) + @o(it — Ay (v, €)hola, €), v, €)
+e? (Do Ay (e, €)ho(a,€) + Ayt (a,€) Daholav, €)) go(it — e Ay (e, €)ho(a, €), v, €)
= hi(a,e) + Ar(a, )i + o1 (T, a, €)
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con

1 _
hi(a,e) = 6—2@0(—5/101(a,5)ho(a,a),a,é)

(DaAal(oz, e)ho(a,e) + Ayt (a, €)Daho(a, £)) go(—eAy (o, e)ho(a, €), a, ),
Ai(a,e) = Ao(a,e) + Dupo(—eAy (o, e)ho(a, €), a,€)
+€2 (DaAal(oz, e)ho(a,e) + Ayt (a, €) Doho(a, £)) Dugo(—eAy (v, e)hola,€), o, €)

y ¢1(, o, €) = O(l|al?).

Se tiene que A;(0,0) = Ap(0,0) y por lo tanto, de nuevo, A; tiene inversa para « y e suficiente-

mente pequenos. Podemos iterar el proceso y después de n cambios de variable obtenemos
u' ="M hy(a,e) + Anla, e)u 4 on(u, o, €)

donde, por simplicidad, hemos vuelto a denotar la variable rapida como u. Se cumple de nuevo
que @, (u,a,e) = O(||ul?) vy que la matriz A,(a,¢) tiene inversa para a y ¢ suficientemente
pequenos. De los calculos se sigue que en la expresion de h, tenemos derivadas de hg hasta
orden n. Teniendo en cuenta el estimador de Cauchy ® para la derivada n-esima de una funcion
analitica se puede probar que

|hn(a,€)| < Ka"n!

siendo K y a constantes positivas. Aplicando la férmula de Stirling se tiene que

n
e hy(a,€)| < Ke"Ma™n! =~ Kev2mn (%) .
e

Fijando n como la parte entera de % se puede probar que ©

eV2mn (m—n)n = o(e*i).

e

SEstimador de Cauchy: Sea f(z) una funcién analitica en un dominio U. La féormula integral de Cauchy

establece que
!
Fow = [ IO e
27t Jo (& — x)ntt
donde C' la front_era de un disco centrado en x y de radio r contenido en U. Entonces, parametrizando la frontera
como & = x + re'?, ‘ ‘
L! 27 f(.fb+7‘626)7’7:626
27t J, (rei@)ntt

F™(z) = do

|f(n)(x)|< n! /27T \f(x+rei6)||riei9|d9<i! QTFMdH:Mn!
= 2nli| Jo

|T’6i9‘n+1 = 91 o rn P ?
donde M = mazqzcc|f(x)|.
5Podemos escribir la parte entera de 5% como Eia — 4§, con 0 < 4§ < 1. Se tiene que

l—ead i*‘s
lim &4 / 27 (i —5)(57)1 =0.

e—0 ca (é)?a
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Consideremos una solucion (u(t), a(t)) con condicion inicial (ug, ag), siendo oy < 0 tal que
a(ty) = 0 para un tiempo rapido t, con t, = O (%) Como A, (a,e) = D, f(0,a,0) + O(e),
si € es suficientemente pequenio y mientras « no cruce el valor de bifurcacién, los autovalores
de A, tendran parte real menor que 0. En ese tiempo, como ¢, (u, a,€) es de orden |ul?, la

aproximacion de u por la solucién del sistema

/

u = Ap(a,e)u+ pn(u, o, )

tendra un decrecimiento exponencial y como la perturbacion e"*1h,(a,¢) es exponencialmen-
te pequena, |[u(t)|| decrecera hasta situarse a una distancia exponencialmente pequena de la

variedad lenta C¢, es decir, para algin p. € C.,
lu(re/€) = pe|l = O(e™57).

Para tiempos et = 7 > 74, se produce un efecto de retardo porque u(t) llega a situarse a una

distancia O(e /)

de C, antes de cruzar el punto de bifurcaciéon de Hopf y a partir de ese punto
tenemos que esperar hasta que se sitiie a una distancia O(e) y podamos observar el efecto de la
bifurcacién, es decir, la apariciéon de oscilaciones. Para que la repulsién tenga efecto tiene que
transcurrir un tiempo “grande” tx, de orden O(1/¢), es decir, un tiempo lento 7 = et = O(1).

Asi, el tiempo de retardo necesario para observar la oscilacion es 7, + Tk . O

El Teorema 3.3 fue probado en [14]|, aunque también son interesantes los comentarios en [11].
Una vez que se ha establecido que la existencia de tiempos de retardo, el siguiente paso es dar

una estimacion del mismo.

Definicién 3.9. Un tiempo lento 7 se dice momento asintético de salto de una trayectoria si en
un O(e| In €|)-entorno de 7 existe un intervalo [7,, 7] tal que v(7,) esta a una distancia O(e) de
Cy mientras que y(7p) esta a una distancia O(1). Se denomina momento asintotico de caida a un

tiempo lento que es momento asintético de salto cuando se recorre la 6rbita en sentido negativo

Obsérvese que el momento asintético de salto se corresponde con el tiempo en el que una trayec-
toria se separa de Cj y el retraso concluye. Recordemos que a®(7) denota el flujo lento del sistema
rapido-lento (3.16) y que \;(«), con ¢ = 1,2 son los autovalores de la parte lineal del subsistema
rapido en el punto de equilibrio. Sin pérdida de generalidad suponemos que Im(\;) < 0. En estas

condiciones, se define la fase compleja como la funcién:

U(r) = /T M (a%(s)) ds, (3.18)

para la que hemos de tener presente que A; es una funcién que toma valores complejos. Sea
p(7) = Re(¥(7)) = Re f; (A1(a®(s))) ds. Tenemos que p'(7) = (A1(a®(7))) y, por tanto, p'(7) =

0 y, para 7 suficientemente proximo a 7., p'(7) < 0 (resp. p/(7) > 0) si 7 < 7% (resp. T > 7).
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Se tiene entonces que Ty es un punto de minimo relativo estricto de p. Esto nos permite definir,

para T < T, suficientemente proximo a 7% un valor II(7) > 7, tal que
Re(¥ (7)) = Re(V(II(7))).

Nos referiremos a Il como funcion de entrada-salida; su estudio nos permitira calcular los retardos

observados en el sistema.

Im(T)

Re(T)

Figura 3.3: Esquema de posibles curvas de nivel de una funciéon Re(¥(7)). L. seria una curva
con la parte imaginaria positiva, y L. su conjugada. K es la regiéon encerrada por las curvas que
unen los puntos 7~ y 77, los momentos asintéticos de caida y de salto respectivamente.

En este punto resulta conveniente considerar 7 como un tiempo complejo. De esta forma podemos

conectar los puntos 7 y II(7) en el plano complejo a través curvas de la familia:
L.={r€C : Re(¥(r)) =c}

con ¢ una constante (ver Figura 3.3). La curvas de nivel conjugadas L. corresponderian a tomar

A2 en lugar de A\; en la expresion de W.

Si escribimos 7 = a + bi € C se tiene
a+bi
W(r) = Wla + bi) :/ M (a2(s)) ds,

donde ahora también s € C. También definimos la funcién de variables reales y con valor com-



3.5 Retardo en la génesis de oscilaciones 47

plejo: a+bi
F(a,b) =¥Y(a+bi) = / A1 (a%(s)) ds = u(a, b) + iv(a, b).

Por una parte,

OF ou 8
o () = Gl b) Figplab)
y, por otra,
oF . 0 . : 0 :
50 ——(a,b) = ixi(a®(a + bi)) = —Im(A (®(a + bi))) + iRe(A(a®(a + bi))).

Tenemos entonces que

gb (a,b) = —Im(\ (a®(a + bi)))
y, en particular,
O 4.0) = —Im(M (a%(a)))
o @0 = ! ‘

ou
Por hipotesis Im(A1) < 0 y asi —(a 0) > 0, al menos para a suficientemente proximo a 7. El

0b

vector normal a una curva L. en su interseccién con el eje real sera vertical si y solo si la parte

imaginaria de A; es cero, es decir, cuando los autovalores pasan a ser reales.

De los calculos anteriores y teniendo en cuenta las hipotesis (A1)-(A4) se sigue que, para valores

de 7 € C préximos a T, se satisfacen las siguientes condiciones:

(C1) El flujo lento es analitico y f y g son analiticas en todos los puntos del recorrido de la

orbita descrita por el flujo lento.

(C2) Aia(a(r)) # 0y M(a(r)) # Ae(a(7)).

(C3) Las curvas de nivel L. no tienen tangentes verticales.

Lejos del punto de bifurcacion de Hopf del subsistema rapido, algunas de estas hipotesis pueden
dejar de verificarse. Sea I' un arco sobre una curva de nivel L. con extremos sobre el eje de
los reales tal que en el interior del conjunto K limitado por I' y su conjugado I' se cumplen las
hipotesis (C1)-(C3). El conjunto K es un entorno de 7. Se definen los tiempos lentos 77 € Ry

T €R (con 77 < 71) como los extremos del arco I' (ver Figura 3.3).

El siguiente resultado establece que los momentos asintéticos de salto pueden determinarse ha-
ciendo uso de la funcién de entrada-salida aplicada a momentos asintéticos de caida, es decir,
aplicada a los instantes en los que la solucién antes de haber alcanzado el punto de Hopf, se

encuentra a una distancia O(e) de Cp.

Teorema 3.4. ( [13,14]) Supongamos que el tiempo 19 € (77, 77) es un momento asintdtico de
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caida. Entonces I1(1y) es un momento asintdtico de salto. En el intervalo
(10 + Ke|loge|,II(m9) — Ke|logel),

con K > 0 una constante, la solucion estd a una distancia O(€) de Cy. Ademds, si 7o < T~ en
el momento de caida, entonces la solucion permanece cerca de Cy para valores de T menores que

7t —§(€), siendo § tal que lim._,od(e) = 0.

Podemos hacer un ejemplo de calculo de funcién de entrada-salida volviendo al ejemplo de retardo

en el caso de la forma normal de la bifurcacion de Hopf con parametro lento. Ahora consideramos

i = ar—y—x(@®+y?) +0(e)
= z1+ay—y(x®+y?) +0(e) (3.19)
& = e

Como hipotesis genérica suponemos que la perturbacion O(e) es tal que la variedad critica Cy =

{(zy,a) x =y = 0} pierde su caracter invariante si € # 0.

La parte lineal del sistema en el origen tiene autovalores A\j(a) = a—iy A\y(a) = a —i. Por otra

parte, el subsistema lento asociado a (3.19) es de la forma

0 = ax—y—z(2?+1?)
0 = 21+ ay—y@®+y?)
o = 1,

y su flujo, el flujo lento, se reduce a
(1) = 7+ a°(0)

y, por lo tanto, se cruza el punto de bifurcacién de Hopf en el subsistema rapido cuando 7 =

7. = —ap(0). En estas condiciones la funcion de entrada-salida (3.18) se escribe como

\p(f):/T (ao(s)—i)ds:/T (s + a®(0) — i) ds.

—a9(0) —a0(0)
Si escribimos 7 = a + bi, con a,b € R obtenemos

a+bi

U(r) = / (s +a°(0) — i) ds

—aO(O)

= S((ata®0) + (b - i)~ )

= %((a +a(0))? = (b—1)2+1+2(a+a’0))(b—1)i).
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Tenemos que
Re(¥(r) = 3 ((a+a%(0) — (b— 17 + 1)

y podemos escribir las curvas de nivel Re(¥ (7)) = ¢ como

a=+v2c+ (b—1)2—1-a%0).

La Figura 3.4 muestra las curvas de nivel en el caso a’(0) = 0, otro caso se corresponderia con
una adecuada traslaciéon horizontal. No tenemos ningiin problema de pérdida de analiticidad en
el campo. Por otra parte, la condicion (C2) A;(a’(7)) # 0 falla cuando 7 = i y por lo tanto el
conjunto K se reduce, en principio, al recinto abierto acotado por los segmentos que unen los
puntos 7 = +i con 7 = i y sus conjugados. Para comprobar que la condicién (C3) también se
verifica en esta region, calculamos la derivada de la parte real de U(7) con respecto a la parte
imaginaria de 7:

0 .
%Re(\lf(a +bi))=—-b+1.

Se sigue que las curvas de nivel presentan tan gentes verticales cuando b = 1. Como esta recta no

corta a K, la condicion (C3) se satisface. En esta situacion con a®(0) = 0 se tiene que 7~ = —1y

Figura 3.4: Curvas de nivel de la funcién Re(¥(7)) para el sistema (3.19) y a%(0) = 0. En rojo
se pinta la region K en la que se verifican las condiciones (C1)-(C3).

7T =1y, en el caso general, con 7, = —a®(0), 7~ = 7. — 1y 77 = 7. + 1. A partir del Teorema
(3.4) concluimos que para momentos de caida 79 € (77, —7) el retardo es 7, + 79. De hecho,
de acuerdo con [11], se podria demostrar que si 79 < 7~ , entonces 7+ también es el momento

asintotico de salto. Esto se ilustrara en posteriores simulaciones numéricas.
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3.6. Simulaciones numéricas: aplicacion del método WKB

En esta seccién vamos a expresar el momento asintético de salto en términos de la variable lenta,
evitando asi el uso de tiempos complejos, mediante el método WKB. Asi mismo, realizaremos
distintas simulaciones numéricas para visualizar el tiempo asintético de salto, comparando el

valor tedrico con lo observado en las 6rbitas aproximadas numéricamente.

Al igual que antes, consideramos un sistema rapido-lento de la forma (3.20), donde hacemos uso
de una notacion similar a la de la demostracion: u = (z,y) es una variable bidimensional, y « es
la variable lenta

u' = f(u,a(et)). (3.20)

Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:
(A1) Parae > 0, la ecuacion (3.20) tiene una bifurcacion de Hopf no degenerada cuando a = ay

alrededor del equilibrio u = u,. En particular, ninguno de los autovalores A1 2 de la matriz

jacobiana J = (D, f)(us) se anula.

(A2) La bifurcacion es supercritica y us es un punto de equilibrio hiperbolico atractor para

oa< ag.

(A3) La evolucion de la variable lenta o viene dada por la expresion
a(et) = a(0) + h(et) = ap + h(et). (3.21)

con h(0) =0, y h siendo una funcion estrictamente creciente de forma mondtona.

(A4) El campo vectorial f : R? — R? es analitico. De hecho, f es lo suficientemente genérica

como para que la variedad critica para € = 0 no sea invariante para 0 < ¢ < 1.

(A5) La condicién inicial de la trayectoria en consideracion (ug, a) es tal que el momento asin-

totico de caida 7y es mayor que 7.

Consideramos a; como el valor del pardmetro para el cual el retardo en la bifurcacion de Hopf
finaliza, es decir, la coordenada en el espacio de fases de la variable lenta correspondiente al

momento asintético de salto. Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.5. ( [11]) Supongamos que se cumplen las condiciones (A1)-(A5). Entonces, una

condicion asintdtica formal de inicio para las oscilaciones del sistema (3.20) es
Qg 1 /
0= / [ o~ )] miix (Re(Ai(a))) dor (3.22)
ag

donde los autovalores Ay, se calculan a partir del jacobiano J = (Dy, f)(us) evaluado en el equilibrio

Us.
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Esbozo de la demostracion. Por las hipotesis del teorema sabemos que existe un punto de equi-
librio us = us(a(7)) para € = 0 que sufre una bifurcacion de Hopf (estética). Planteamos como
ansatz que la solucién que varia lentamente ug,, la que que sufre el retardo, tiene una expansion

perturbativa de la forma
Usy(T) ~ up(7) + eur(t)+ ... cuando € — 0, (3.23)
donde 7 = h(et). Sustituyendo (3.23) en (3.20) obtenemos que ug(7) = us(a(7)), de forma que
usy(7) = us(a(r)) + O(e).

Para determinar cuando esta solucion se vuelve inestable, linearizamos (3.20) en torno a ug,, es
decir, resolvemos el problema de estabilidad que involucra el jacobiano Jg, = (D, f)(us(c(7))).

Esto nos lleva a un problema variacional lineal de la forma
U' = JguU. (3.24)
Para resolverlo recurrimos al método WKB, utilizando en la ecuacion (3.24) el siguiente ansatz:
Ultie) ~ e” /e (Uy(r) + eUs(r) +...) cuando e — 0.
Igualando términos de mismo orden obtenemos el siguiente problema algebraico
(Jow — o' ()W (et)Id) Uy =0, Uy # 0. (3.25)
Este problema tiene soluciones no triviales si
det (Js» — o' (T)W (et)Id) = 0. (3.26)

Notando que (3.26) tiene la misma forma que la correspondiente a la ecuacion para el problema

de calculo de autovalores de Jg,, podemos identificar

A= o' (T) (et) = %T) (3.27)

Para estimar el momento de salto «; a primer orden, debemos encontrar el tiempo 7; para el

cual Re(o) = 0 en la expansion WKB. Usando (3.27) obtenemos la condicion de inicio

0— /0 K (h™ (7)) mx (Re(A () (3.28)
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Realizando un cambio simple de variables o = g + 7, llegamos al resultado buscado

0= /:j [h_l(a - ag)],mléx (Re(Ag())) dev. (3.29)

0

O

Cabe destacar que este teorema nos sirve para situaciones en las que la ecuacion de la variable
lenta es un poco més general que o’ = ¢ donde el tiempo lento es simplemente 7 = t, aunque

nosotros nos centraremos en el caso méas simple.

El Teorema 3.5 nos proporciona una forma de estimar el momento en el que acaba el retardo en
un sistema rapido-lento y la solucion empieza a oscilar. A continuacién aplicamos este resultado
para el caso de la bifurcacion de Hopf normal (3.30), donde los términos de orden € nos eliminan

la invarianza de la variedad critica para 0 < € < 1.

En el caso particular del sistema

it = ar—y—x(@®+y?) +0(e)
= z1+ay—y(x®+y?) +O0(e) (3.30)
a = e

la funcion h(s) del Teorema 3.5 es h(s) = s, de forma que [h~1(a — ap)]’ = 1. Los autovalores
del sistema son A = « £ 4, y la solucion al flujo lento es a(7) = ap + 7. Por tanto, la condicion

de inicio de las oscilaciones se traduce en

a; a? —ad
0= / ada = —L——, (3.31)
ag 2
de forma que el momento asintético de salto es
a; = |Oéo’. (3.32)

En la Figura 3.5 se recogen varias simulaciones del sistema para las que el momento asintético
de caida 19 € (77, 7*), de forma que podemos aplicar el Teorema 3.5 (se verifica A(5)). Podemos
observar ese efecto de retardo predicho por la teoria expuesta anteriormente, de forma que el
sistema tarda un tiempo en comenzar a oscilar a pesar de que que parametro de perturbaciéon «
ya ha cambiado de signo. De esta manera, para distintas condiciones iniciales aq, hemos calcu-
lado el momento asintotico de salto mediante (3.32). Podemos observar como la aproximacion a
primer orden es bastante buena. Al anadir un término de orden O(e) a las ecuaciones de (3.30)
conseguimos eliminar la invarianza de la variedad critica Cp, de forma que ahora C, ya no es el
eje «, sino que se encuentra cerca del mismo. Esto se corresponde con lo exigido en la condicién

(A4) del Teorema 3.5, y se puede apreciar en la Figura 3.5d, por ejemplo. En la Figura 3.5a
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debemos notar como al encontrarnos bastante cerca del punto de bifurcaciéon o = 0, a la solucion
casi no le da tiempo a estabilizarse cerca de la variedad lenta C.. Conforme vamos alejando la
condicion inicial de a = 0, vamos observando (Figuras 3.5b-3.5d) el efecto atractor de la variedad
Ce
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Figura 3.5: Simulaciones numéricas para distintas condiciones de inicio ag distintas. Podemos
observar el retardo en el comportamiento oscilatorio del sistema. Vemos también que el retardo
aumenta conforme menor sea la condicion inicial ay, coincidiendo con el calculo tedrico de (3.32).
En azul se marca el valor del momento asintético de salto «; calculado mediante (3.32), que
coincide en primer orden con el observado. Se han utilizado unas condiciones (zo = 0.1,y = 0),
y un valor € = 0.01.

En la Figura 3.6 se representan dos situaciones para las que 79 < 7. Notamos como tanto en la
Figura 3.6a como en la Figura 3.6b los momentos asintoticos de salto (en azul) son iguales. Esto
se corresponde con lo comentado anteriormente, ya que al ser 79 < 77, el momento asintético de
salto es en ambos casos 71. De nuevo podemos observar (Figura 3.6a para verlo mejor) el efecto

de los términos de orden O(e) al modificar C¢ y alejar la variedad del eje a.
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Es importante destacar que con el fin de obtener unas buenas simulaciones numéricas han sido

necesarias unas tolerancias extremadamente bajas, del orden de 10713.
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Figura 3.6: Simulaciones numéricas para distintas condiciones de inicio ag distintas. En azul se
marca el valor del momento asintético de salto. En este caso se observa un mismo momento
asintotico de salto para ambos casos, a pesar de la diferencia en «g, correspondiéndose con lo
comentado tedéricamente. Notar como la variedad C. no es exactamente {(z,y,a) € R3|z =
0 = y}, sino que es una pequena perturbacion de esta. Se han utilizado unas condiciones (z¢ =
0.1,y0 = 0), y un valor e = 0.01.

Otro de los modelos que podemos estudiar, ya mencionado en el capitulo anterior, es el modelo

de FitzHugh-Nagumo. Recordemos sus ecuaciones para una corriente aplicada I:

v o= —f(v)—w+1I, (3.33)

W= b(’l} - ’Yw),

donde f(v) = v(v—a)(v—1),y a,b,y son parametros fijos positivos. La corriente aplicada I = I(t)
es el parametro de bifurcacion del sistema. Consideramos que la corriente varia lentamente de la
siguiente forma:

It)y=1p+¢€t, 0<e<xl.

Por condiciones biolégicas es necesario considerar v < 3(1 — a + a?)~!, de forma que nos asegu-
ramos de que el sistema (3.33) tenga un tnico equilibrio para € = 0. Este estado de equilibrio

(v,w) = (vs(I),ws(I)) satisface las condiciones

ws = s/ I'=f(vs) +vs/7.

Del estudio realizado en el capitulo anterior sabemos que existen dos corrientes distintas en las
que se da una bifurcaciéon de Hopf: I = Iy, de forma que cuando I < I_ oI > 1, (I- <I < 1I;),

el equilibrio es estable (inestable).
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Iy =0.04 Iy = 0.06

08 08

06 06

04 04

02 021

0.1 0.1 0.2

04r 04

02 02

L R

0.1 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6

Figura 3.7: Simulaciones numéricas para distintas condiciones de inicio Iy. En azul se marcan los
valores asintoticos de salto calculados mediante la ecuacion (3.36). En negro (linea discontinua)
se marca el valor en el que se da la bifurcaciéon de Hopf, en este caso de 0.273 con los valores de
las constantes utilizados. S (amarillo) hace referencia a la soluciéon calculada de forma numérica
y P (rojo) son las ramas de bifurcacion de las soluciones periddicas en torno las que oscila la
solucion. En (a), (b), y (c) se aprecia una buena aproximacion del momento asintotico de salto
I;. En (d), al alejar las condiciones iniciales de la variedad critica, la aproximacion de I; falla en
comparacion con (a), que tiene el mismo Iy e I; se encuentra mejor aproximado. Se han usado
los valores a = 0.2,b = 0.05,7 = 0.4,¢ = 5e — 5.

Para aplicar el método WKB, y en concreto el Teorema 3.5, realizamos un desarrollo a primer

orden de la parte real de los autovalores del sistema:
mliixRe()\k(I)) ~ov-(I—12), (3.34)

donde v hace referencia a la velocidad de cruce de la parte real de la pareja de autovalores
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conjugados de la parte lineal del sistema, es decir,

d
= —ma I . .
v= g7 mix Re(Ax(1)) . (3.35)

A partir de la aproximacion (3.34), podemos sustituir en la condicion de inicio de las oscilaciones
(3.22). Teniendo en cuenta que de nuevo la funcion h(s) = s, e integrando por partes, llegamos
a la condicién

Ii—1_=1_-1I. (3.36)

Es decir, lo que tarda en avanzar desde el punto inicial Iy hasta el punto de bifurcacién I_ es
lo mismo que tarda en ir desde la bifurcacién hasta el punto asintético de salto I;. Debemos
destacar la forma tan simple de la ecuacion (3.36), la cuél es debida a ser una aproximacion
de primer orden. Ademas, la aproximacion solo es valida cuando la solucién se encuentra cerca
de la variedad critica del sistema (3.33). Para comprobar si la aproximacion dada por (3.36) es

correcta, realizamos varias simulaciones numeéricas.

En la Figura 3.7 podemos observar el retardo sufrido por la soluciéon (en la variable v) para
distintas condiciones iniciales Iy. Tanto en la Figura 3.7a como en la Figura 3.7b y la Figura 3.7¢c
se puede apreciar una buena aproximacién del momento asintético de salto, calculado a partir de
(3.36) y representado por la linea discontinua azul I;. Al imponer unas condiciones iniciales en las
que la solucién S se encuentra muy cerca de la variedad critica, la condicion (3.36) sabemos que
resulta una buena aproximacion de I;. Sin embargo, cuando alejamos la condicién inicial de la
variedad critica, como en la Figura 3.7d, podemos ver que el momento asintético de salto ocurre
antes del I; calculado. Esto es debido al tiempo que tiene que transcurrir para que S se acerque
a la variedad critica, y se encuentre a una distancia de orden O(e), el transitorio previo no lleva
parejo un retardo posterior. Como complemento, en la Figura 3.7 se representan las ramas de
bifurcacién de las soluciones periddicas entre las cuales oscila la solucién S representadas por las
curvas rojas P. El punto de bifurcacién I_ viene representado por la linea discontinua negra, y

al depender solo de los valores de a,b,~ es comun en las cuatro figuras.



Conclusiones

En este trabajo se han estudiado bifurcaciones de Hopf y el retardo que se produce en modelos
donde los parametros varian lentamente con el tiempo atravesando puntos de bifurcacion de

Hopf. El interés de este escenario es mas que notable.

Los pases lentos por una bifurcaciéon de Hopf juegan un papel clave en la descripcion de muy
diversos fenomenos. En [3| y [18], los pases lentos se estudian en el contexto del modelo de
FitzHugh-Nagumo de dinamica neuronal y, en efecto, el paso por bifurcaciones de Hopf es una
de las piezas claves en la comprension del fenémeno del bursting en las sefiales neuronales.
La neurona responde con una senal periodica en la que se pasa por dos fases diferentes, una
estacionaria y otra oscilatoria; la transiciéon de una a otra se explica, en muchas ocasiones, por

el paso por una bifurcacion de Hopf.

En [5] y [16] (ver también [2]) se consideran pases lentos en modelos climaticos. A través de
modelos conceptuales se intenta explicar una de las antiguas cuestiones todavia abiertas en el
campo de la Paleoclimatologia: la aparicion de las glaciaciones o, mejor dicho, el paso de periodos
interglaciares de 41000 anos a periodos de 100000 anos, hace aproximadamente 1000000 de anos.
La radiacion solar puede explicar el comportamiento en el pasado (el espectro de potencias de
la radiacion solar incluye una oscilacion de periodo ~ 41000 anos), pero no el comportamiento
moderno (el periodo de 100000 afios no esté presente en la sefal de radiacion). El fenémeno de
pasos lentos por una bifurcacion de Hopf parece estar presente en el momento de la transicién o,

para ser mas precisos, en algin tiempo anterior al cambio en la frecuencia.






Apéndice A
Reescalados temporales

En el capitulo 2, en la demostracion del Lema 2.5, multiplicamos un campo & = f(x) por
una funcion positiva g(x) obteniendo el sistema & = g(x)f(x). Esto se corresponde con una
reparametrizacion temporal, pues los sistemas poseen un retrato de fases idéntico, pero con 6rbitas
recorridas a distintas velocidades. Este resultado, intuitivamente claro, se sigue directamente de

la siguiente proposicion:

Proposicion A.1. Sea U un abierto de R", f : U — R™ una funcion suficientemente regular, y

g : U = R una funcion positiva reqular. Sean los sistemas

i o= [ (A1)
i = g(@)f() (A2)

Si J C R es un intervalo abierto conteniendo al origen y v : J — R™ es solucion de (A.1) con

~v(0) = xg € U, entonces la funcion B : J — R dada por

to
t)_/o 9(7(8))d8

es invertible en su rango K CR. Si p: K — J es la inversa de B, entonces la identidad

se cumple para todo t € K, y la funcion o : K — R™ dada por o(t) = v(p(t)) es la solucion de

(A.2) con condicion inicial p(0) = xg

Demostracion. Es facil ver que la funcion s — 1/g(-y(s)) es continua en J (7 es continua y g es
positiva), de forma que B esté definida en J y su derivada es positiva en todo punto. Por tanto,

B es invertible en su rango. Sea p su inversa, por el Teorema de la Funcién Inversa se cumple
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que

y consecuentemente,

O

Resulta logico entonces, a partir de la demostracion de A.1, que los sistemas (A.1) y (A.2) poseen
el mismo retrato de fases, pues en ambos la solucién viene dada por la funciéon v, con la diferencia

de que el primer sistema es recorrido con un tiempo parametrizado por ¢, y el segundo por p(t).



Bibliografia

[1] V.I. Arnold, N. Kazarinoff, V.S. Afrajmovich, Y.S. Il’'yvashenko y L.P. Shil'nikov. Dynamical

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

19]

[10]

Systems V: Bifurcation Theory and Catastrophe Theory. Encyclopaedia of Mathematical
Sciences. Springer, Berlin-Heidelberg, 2013.

P. Ashwin y P. Ditlevsen. The middle pleistocene transition as a generic bifurcation on a
slow manifold. Climate dynamics, 45:2683-2695, 2015.

S. M. Baer, T. Erneux y J Rinzel. The slow passage through a Hopf bifurcation: Delay,
memory effects, and resonance. SIAM Journal on Applied Mathematics, 49(1):55-71, 1989.

A. Dhooge, W. Govaerts, Yu. A. Kuznetsov, H. G.E. Meijer y B. Sautois. New features
of the software Matcont for bifurcation analysis of dynamical systems. Mathematical and
Computer Modelling of Dynamical Systems, 14(2):147-175, 2008.

H. Engler, H. G. Kaper, T. J. Kaper y T. Vo. Dynamical systems analysis of the
Maasch—Saltzman model for glacial cycles. Physica D: Nonlinear Phenomena, 359:1-20,
2017.

N. Fenichel. Geometric singular perturbation theory for ordinary differential equations.
Journal of Differential Equations, 31(1):53-98, 1979.

J. Guckenheimer y P. Holmes. Nonlinear oscillations, dynamical systems, and bifurcations
of vector fields, volumen 42 de Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York,
1990. Edicién revisada y corregida del original de 1983.

M. G. Hayes, T. J. Kaper, P. Szmolyan y M. Wechselberger. Geometric desingularization
of degenerate singularities in the presence of fast rotation: A new proof of known results
for slow passage through Hopf bifurcations. Indagationes Mathematicae, 27(5):1184-1203,
2016.

M. W Hirsch, C. Pugh y M. Shub. Invariant manifolds, Lecture Notes in Mathematics,
volumen 583. Springer, 2006.

E. M. Izhikevich. Dynamical systems in neuroscience: The geometry of excitability and
bursting. The MIT Press, 2007.



62

BIBLIOGRAFIA

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

C. Kuehn. Multiple time scale dynamics, volumen 191 de Applied Mathematical Sciences.
Springer, 2015.

Y. A. Kuznetsov. Elements of applied bifurcation theory, volumen 112 de Applied Mathema-
tical Sciences. Springer-Verlag, New York, 32 edicion, 2004.

A. Neishtadt. Persistence of stability loss for dynamical bifurcations. 1. Differential Equa-
tions, 23(12):1385-1391, 1987.

A. Neishtadt. Persistence of stability loss for dynamical bifurcations. II. Differential Equa-
tions, 24(2):171-176, 1988.

A. Neishtadt. On stability loss delay for dynamical systems. Discrete and Continuous
Dynamical Systems — Series S, 2(4):897-909, 2009.

K. H. M. Nyman y P. D. Ditlevsen. The middle pleistocene transition by frequency locking
and slow ramping of internal period. Climate Dynamics, 53:3023-3038, 2019.

M. A. Shishkova. A discussion of a certain system of differential equations with a small
parameter multiplying the highest derivatives. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 209:576-579, 1973.

J. Su. Delayed oscillation phenomena in the FitzHugh Nagumo equation. Journal of Diffe-
rential Equations, 105(1):180-215, 1993.



	Resumen
	Introducción
	La bifurcación de Hopf
	Preliminares
	Reducción a forma normal
	Reducción vía equivalencia topológica
	Bifurcación de Hopf en el modelo de Fitzhugh-Nagumo

	Pases lentos por una bifurcación de Hopf
	El problema de los pases lentos
	Sistemas con dinámica rápida-lenta
	Hiperbolicidad normal y Teorema de Fenichel
	Método WKB
	Retardo en la génesis de oscilaciones
	Simulaciones numéricas: aplicación del método WKB

	Reescalados temporales

