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1. INTRODUCCION

A lo largo del siglo XX, la topologia cobré vital importancia en la explicacién de la
estructura de la materia condensada. La geometria diferencial, que describe pro-
piedades en entornos locales, no es suficiente para clasificar sistemas globalmente.
La topologia general si permite explicar propiedades globales de los sistemas en
relacién a sus simetrias. Nuestro objetivo sera desarrollar la teoria topoldgica que
permite describir los distintos sistemas de materia condensada en los que es posible
definir un pardmetro de orden, un objeto matematico atil para diferenciar distintas

fases de la materia.

Este trabajo se fundamenta en la lectura y comprension de los cuatro primeros capitulos del libro
de MIKIO NAHAHARA ‘Geometria, topologia y fisica’ [I], en el cual se describen herramientas
matematicas de la topologia que permiten introducirse en los problemas fisicos de las texturas y
defectos topologicos en materiales como pueden ser los superfluidos o superconductores. El objetivo
de esta tarea es desarrollar de manera precisa y eminentemente practica los conceptos topologicos
necesarios, especialmente el del grupo de homotopia, para poder exponer los problemas de defectos en
materia condensada como los monopolos (defectos puntuales), vortices (defectos de linea) y defectos
de superficie. Dichos defectos pueden ser clasificados a través de los grupos de homotopia. Toda esta
construccion parte de la Teorfa de Landau que describe de manera general las transiciones de fase

en sistemas fisicos.

1.1. Teoria de Landau

La teoria de Landau se introdujo como intento de formular una teoria general de las transiciones de
fase de sequndo orden [2]. Utiliza el concepto de parametro de orden A como principal variable
del proceso de transicion de fase que distingue una fase ordenada a baja temperatura (A # 0) de
una desordenada (A = 0) a alta temperatura.

El parametro de orden A puede ser un objeto matematico muy general, aunque usualmente perte-
necera a un espacio de escalares, vectores o matrices. En la figura [1] se representan algunos ejemplos
de espacios de parametro de orden para modelos importantes, como el espacio de las fases de la
circunferencia U(1), la esfera unidad S? o el plano proyectivo RP? sobre los que se discutira a lo
largo del estudio.

Desarrollaremos este apartado partiendo de los principios de Landau y explicando el ejemplo mas

simple de sistema ordenado en un sistema de fisica de la materia condensada: el ferromagnetismo.



Z - {T* \L} «—— Modelo de Ising

«—— Modelo de superconductores

«<—— Modelo de Heisenberg

RPQ «—— Modelo de cristales liquidos nematicos
-— B B

Figura 1: Ejemplos de espacios en los que se definen los pardmetros de orden A de diferentes modelos.
1.1.1. Transiciones de primer y segundo orden

Landau propuso que la energia libre F' de un sistema debia obedecer dos condiciones:

= Ser analitica en el pardmetro de orden A y sus gradientes.

s Obedecer la simetria del Hamiltoniano.

Dadas esas dos condiciones, puede postularse, en el entorno de la temperatura critica 7., una expresion
fenomenologica de la energia libre como expansion de Taylor respecto al pardametro de orden:
considérese un sistema que rompe alguna simetria bajo una cierta transicion de fase caracterizada por
el parametro de orden A(T). Este es una medida del orden antes y después de la transicién de fase;
el parametro de orden se anula por encima de cierta temperatura critica y no se anula por debajo
de esa temperatura. En el sistema ferromagnético que describiremos posteriormente, el pardmetro
de orden es la magnetizacion neta M , la cual se convierte espontaneamente en diferente de cero por
debajo de una temperatura critica 7.
En muchos sistemas con ciertos tipos de simetrias, que satisfagan F(A) = F(—A), la energia libre
solamente sera una funcion de potencias pares del parametro de orden [3], de modo que la podemos
expresar de la siguiente manera:

F(T,A) — Fy = a(T)A? + b(Q—T)A“ + L?Aﬁ +... (1)
Donde Fy = F(T.,A = 0). En el caso de las transiciones de primer orden se tiene que a,c > 0y
b(T) < 0 en el entorno de la temperatura critica y podra ocurrir una circunstancia como la que se

refleja en la fig. (a) con un minimo relativo de la energia libre. En estas transiciones lo que tendremos
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Figura 2: Esquema de la energia libre F' — Fj en funciéon del parametro de orden A y del pardmetro
de orden respecto a la temperatura para transiciones de primer y segundo orden.

serd un cambio brusco en el parametro de orden al llegar a la temperatura critica en que pasara del

minimo absoluto en A = 0 a dicho minimo relativo A. Este cambio repentino es lo que caracteriza
las transiciones de primer orden.

A continuacion, soélo se estudiara detenidamente el caso de las transiciones de sequndo orden, en el
que solo se consideraran términos de la energia hasta el cuarto orden de aproximacion, suponiendo
que A es pequeno suficientemente cerca de T.. Esta situacién se corresponde con la grafica de la
figura 2f(b).

Para un sistema termodindmicamente estable (el sistema no requiere un parametro de orden infinito
para minimizar la energia), el coeficiente de la potencia par mas elevada debe ser positivo, esto es,
b(T) > 0. Por simplicidad, se puede asumir que b(7') = by, una constante, en un entorno de la
temperatura critica. Ademés, dado que a(7") cambia su signo al atravesar la temperatura critica,
se puede aproximar que a(T') ~ ao(T — T.), de forma que a > 0 para la fase de alta temperatura,

mientras que para la fase de baja temperatura a < 0. Con estas asunciones, minimizar la energia
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libre requiere:
or

N

La solucion para el pardmetro de orden es que o bien A = 0, o bien:

2a(T)A + 2b(T)A* =0 (2)

A} =—a/b= -2~ T) (3)
0

Es claro que la solucion existe para T' < T, en cualquier otro caso A = 0 es la tnica solucién. De
hecho, A = 0 es la soluciéon minima para T > T, pero la soluciéon Ay minimiza la energia libre para
T < T., y esto es una fase estable.

Finalmente, se puede establecer que el parametro de orden sigue la siguiente relacion por debajo de

la temperatura critica (véase Fig. [J[(b)).
A(T) = |T — T.]'? (4)

Por lo que podemos expresar la energia libre como funcién de la temperatura de la siguiente manera:

~SB(T-T) T<T.

F—Fy= (5)

0 T>T,

De esta forma, se observa como cuando la temperatura es menor que la temperatura critica aparecen
dos minimos absolutos de la energia libre, de los cuales el sistema tiene que elegir uno, rompiendo la
simetria original. Dado que la relacion entre la temperatura y el parametro de orden resulta ser una

funciéon continua, se concluye que se trata de una transicion suave o de sequndo orden.

Finalmente, en la figura (3| se representa la energia libre en el caso en el que la temperatura es
inferior a la temperatura critica cuando el parametro de orden A es un niimero complejo, de modo,
que la energia libre depende del modulo de ese ntumero complejo |A|. En dicho caso aparece una
representacion con simetria radial en el que existen infinitos puntos de equilibrio para un determinado
valor de modulo |A|. Puesto que el sistema tiene que encontrarse en un tnico punto de equilibrio se

producird una ruptura espontdnea de simetria.
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Figura 3: Esquema de la energia libre en funciéon del pardmetro de orden en el plano complejo.

1.1.2. Sistema ferromagnético: Hamiltoniano de Heisenberg

Un sistema ferromagnético se define a través de los valores de sus spines y de su interaccion, segin

el Hamiltoniando de Heisenberg;:

H=-JY S-S;+h-> 5 (6)
) )

(i

describe un sistema de N spines {571} € R? que interactiian entre si. Esa interaccion hace que los
vectores S; se alineen entre si, ya que el parametro J que mide la intensidad de la interaccion es
positivo.

El sumatorio se realiza sobre todas las parejas de vecinos cercanos (i,7) y h es el campo magnético
externo uniforme.

La funcién de particion es Z = tr(e "), donde 3 = kp/T es inversamente proporcional a la
temperatura absoluta. La energia libre ' = E — T'S se define a través de la funcion de particion
como exp(—(F) = Z. Ademas, E = (H), donde (...) =tr(...e ") /Z.

Finalmente, la magnetizaciéon media por spin viene dada por
- 1 - 1 OF
M= — E E% = — = 7
N (5:) NB oh (M)

)



Se va a considerar el limite h — 0. Aunque H es invariante bajo el grupo de rotaciones de R?, SO(3),
generado por las matrices ortogonales 3 x 3, de todos los g; en ese limite, es bien conocido que M
no se anula para valores muy grandes de [y, por lo tanto, el sistema no tiene la simetria del grupo
SO(3). Nos encontramos ante una ruptura espontanea de simetria.

En este caso, se tiene que el sistema exhibe una magnetizacién espontanea y que la temperatura
méxima, tal que M # 0, se llama temperatura critica T.. El vector M se denomina parametro de
orden. Dicho pardmetro describe la transicién de fase entre el estado ordenado (]\7[ # 0) donde los
spines apuntan, en término medio, hacia una direcciéon preferente, frente al estado desordenado en el
que los spines estdn apuntando en direcciones aleatorias por lo que M = 0. El sistema seguiré siendo
simétrico bajo rotaciones SO(2) = U(1) respecto al eje de magnetizacion M. Algebraicamente, el
grupo SO(3) puede ser descrito tal que SO(3) = SO(2) @ S2. Al elegir un vector M € S? estarfamos
eliminando la parte de simetria de S? y manteniendo la correspondiente a SO(2).

., Cual es el mecanismo subyacente a la transicion de fase? La clave resulta en la minimizaciéon de
la energia libre F' = (H) — T'S, siendo S la entropia. A baja temperatura, el término 7'S en F'
puede ser despreciable y el minimo de F' se obtiene minimizando (H), lo cual ocurre cuando todos
los 52 apuntan en la misma direccién. Por otra parte, a altas temperaturas, el término de entropia
domina F' y el minimo de F' se obtiene maximizando S, esto es, cuando las direcciones de 571 son

completamente aleatorias.

1.2. Materiales topolbgicos: proteccion topologica de las texturas

Los estados de la materia pueden ser clasificados en diferentes fases que, a menudo, pueden ser dis-
tinguidas por sus parametros de orden localmente.

Sin embargo, aunque el parametro de orden pueda coincidir localmente, pueden existir grandes dife-
rencias a nivel global. A este respecto, juegan un papel fundamental las condiciones de contorno, que
definen las caracteristicas globales.

Observad, por ejemplo, una cinta cilindrica y una banda de M6bius como las que se representan en la
figura . Si sobre ambas superficies se definieran vectores binarios del tipo {,l}, el comportamiento
de dichos vectores en un entorno local de los puntos de ambas superficies seria completamente idén-
tico. Sin embargo, es claro que los campos son globalmente muy diferentes ya que en el caso de la
banda de Mobius se produce un cambio de sentido en la unién de los extremos de la cinta mientras

que en el cilindro se mantiene siempre constante.

La identificacion de las diferentes fases de la materia, generalmente, requiere introducir ciertas si-
metrias. Por ejemplo, en el modelo de Ising de spines ferromagnéticos que se define de modo que
los spines solo toman los valores {1, ]}, es decir, estados binarios de si 0 no que son, simplemente,
distinguibles por la ausencia o presencia de la simetria Zy de inversion del spin. En ausencia de

dicha simetria, las dos fases podrian estar conectadas sin una transiciéon de fases y esto no permitiria
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Cinta cilindrica Cinta de Moebius

Figura 4: Esquema de una banda cilindrica y una banda de Mobius. Aunque localmente el campo
de vectores se defina siempre hace arriba, las propiedades topolégicas de la banda de Md&bius hace
que globalmente se tengan objetos distintos.

distinguirlas. Este cambio de fase se corresponderia con una ruptura espontéanea de la simetria Z,.
Por tanto, es natural que la simetria Z, es necesaria en este ejemplo para proteger la fase ordenada
como una fase bien definida y distinta de la fase desordenada.

Incluso si no hay simetria que pudiera distinguir las dos fases, ambas pueden estar separadas por
una transicién como en el caso de las fases liquido/gas. En dicho caso existe una transicion abrupta

(cambia el volumen), en ausencia de rupturas de simetria, son las transiciones de primer orden. [7|

1.3. Primer ejemplo de textura: monopolo de Belavin-Polyakov

Vamos a partir del caso de un sistema fisico de N spines de Heisenberg ferromagnéticos descrito
por el Hamiltoniano de Heisenberg de la ec. (6). Se tiene que cuando el sistema se mantiene a una
temperatura uniforme, el médulo de la magnetizacion |M | es independiente de la posicion, por lo que
M se especifica solamente por su direccién (pardmetro de orden en S?). En el estado fundamental, M
se espera que sea independiente de la posicién. A continuacion, se introducen coordenadas esféricas
(0, ¢) para determinar la posicion de M. Existe una biyeccion entre M y cada punto de la esfera S2.
Supoéngase que M varia como funcion de la posicion M =M (x). Para cada punto del espacio z, se
le puede asignar a través de la aplicacion M un punto de la esfera (6(z), ¢(z)) € S2.

Ademas del estado fundamental y las pequenas oscilaciones del mismo (ondas de spin), el sistema

puede exhibir diferentes configuraciones, las cuales no pueden obtenerse como pequenas perturbacio-
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M:5%2 - s2

Figura 5: Campo de vectores del monopolo de Belavin-Polyakov donde M define una aplicacion
M : R?* — S? en la figura de la izquierda y una aplicacion M : S? — S? en el espacio compactificado
a la derecha. Fuente: [5].

nes del estado fundamental. Los tipos de excitaciones que son posibles dependen de la dimension del

espacio y del parametro de orden.

El primer ejemplo que se va a introducir es el monopolo de Belavin-Polyakov el cual aparece
en un espacio de dos dimensiones para el caso de Hamiltoniano ferromagnético de Heisenberg. En
dicho caso, M se aproxima a un vector constante en el infinito, de modo que la energia no diverge
(M(o0) — ). Esta condicion de contorno garantiza la estabilidad de la excitacion, de modo que
es imposible deformar esta configuraciéon a otra uniforme con M fijado en el infinito. Estos tipos
de excitaciones, cuya estabilidad depende de argumentos topologicos, son las llamadas configura-
ciones topolodgicas. Dicho de otra manera, existen determinadas configuraciones de equilibrio que
resultan mas dificiles de romper debido a las propiedades topologicas de las mismas. Este fenémeno
también se conoce como proteccion topoldgica y es el objetivo a lograr en diversas areas como el de
los superfluidos y superconductores. Notese que en el caso anterior y siempre que las condiciones
de contorno en el infinito sean las mismas, M (x) define una aplicaciéon entre espacios topologicos
M : R? — S2, que también puede verse como una aplicacion M : S2 — S2 debido a que puede
identificarse R? U {oo} con S%. Nos encontrariamos ante la compactificacion de R? un concepto que
se explicara con méas detalle en la siguiente seccion. En la figura [5] se representa el campo de vectores
del monopolo Belavin-Polyakov, tanto desde el punto de vista del plano R? como la esfera compac-
tificada S2, donde ambos pueden ser identificados.

Este tipo de aplicaciones, como M: 5?2 - 52, se denominan texturas y pueden ser clasificadas
mediante los grupos de homotopia asociados al espacio imagen. Es a partir de aqui cuando debe-
mos comenzar a introducir los conceptos matemaéticos topologicos que serdn imprescindibles para el

entendimiento y clasificacion de los parametros de orden de diversos sistemas fisicos.
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2. DEFECTOS Y TEXTURAS TOPOLOGICOS

En esta seccién, se va a profundizar en la definicién y aclaracién del concepto de
texturas y defectos topoldgicos sobre la base de ejemplos como los superfluidos o
los cristales liquidos nematicos. Se analiza cémo, a partir de la estructura cuantica
atomica o molecular, surgen parametros de orden con determinadas simetrias. Estos
parametros de orden definen, de manera natural, texturas, que no son mas que
funciones que a cada punto de un medio le asignan el valor del parametro de orden.
Los defectos son las singularidades que pueden aparecer en dichas texturas, es
decir, regiones en las que la textura no esta bien definida. La clasificacién de dichos
defectos sera vital para entender los distintas formas que podran encontrarse. Los

grupos de homotopia seran la herramienta para dicha clasificacién.

2.1. Introduccién a la superfluidez

La superfluidez de un medio liquido ocurre cuando en un fluido existe una ausencia total de visco-
sidad (diferente de una sustancia muy fluida, con viscosidad préxima a cero, pero distinta de cero),
de modo que en un circuito cerrado fluiria interminablemente sin friccion. Existen diferentes fases de
dos is6topos estables de Helio (Helio-4 y Helio-3) que no se congelan a las temperaturas a las que
es posible este estado de superfluidez. Los dos is6topos, que son liquidos cuanticos, se comportan de
modos muy diferentes, lo cual sirve para examinar los efectos de las dos estadisticas cuanticas, la
estadistica de Fermi-Dirac, a la que obedecen las particulas de spin semi-entero, y la estadistica de

Bose-Einstein, que siguen las particulas de spin entero.

En el caso del He! como hay dos protones, cada uno con spin 1/2, y dos neutrones, cada uno con
spin 1/2, el spin total del He* es la suma de los spines de todos sus componentes, lo que resulta en
un spin total entero de S = 0,1, 2. Nos encontramos ante el producto directo de cuatro spines 1/2,

que algebraicamente se representa como:
Lololel_ta1a (8)
2792792792

En el caso del He* superfluido la configuracién que toman los spines es tal que S = 0 debido a que
es la que tiene una menor energia. En la fig. 7| se representa el diagrama de fases del He*. Se observa

como en el caso del Helio 4 la temperatura necesaria para alcanzar la fase se superfluidez (He — IT)
es del orden de 1 K.

En el caso del He® se tendra un comportamiento como particula fermiénica de spin 1/2 dado que

tenemos una suma de un numero impar de términos semienteros. Algebraicamente se representa
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Figura 6: Diagrama de composicién de los nticleos de He® y He?.
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Figura 7: Diagrama de fases del He? y del He®.
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En el He? superfluido el spin total que tomara serd el de S = 1/2. En la figura , se muestra el

diagrama de fase del He3. Se observa como en el caso del Helio-3 la temperatura necesaria para fase

superfluida (liquid B) es del orden de 1 mK, bastante menor al caso del He?.

El descubrimiento experimental de la superfluidez en He?® data de 1972 a la temperatura de 2.61 mK

que venia precedido de predicciones de temperatura critica T, para esta transicion menores a 0.1 K

la cual era inferior al limite de temperatura experimental.

En la figura [0} se esquematiza la composicion y configuracion de spin de ambos adtomos en fases

superfluidas.
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Figura 8: Helio liquido en su fase superfluida. Una fina capa de helio sube por la pared interior del
recipiente y baja por la pared exterior hasta formar una gota que cae al exterior. Este proceso ocurre
indefinidamente hasta que el recipiente se vacia por completo. Fuente: [§].

2.2. Superconductores y He* superfluido

En la teoria BCS de superconductores, el parametro de orden se corresponde con el siguiente valor

esperado (Tsuneto 1982) [9], donde ¥,z es una matriz 2 x 2:

Vg = (Yalz)ibp(z)) (10)

donde ¢, (z) es el operador de campo del electron de spina = (4+1/2, —1/2). En el caso de la existen-
cia de pares de electrones lo que tenemos es que un par de fermiones se comportara como un boson.
Para dichos bosones ocurrira la condensacion de Bose-Einstein. Es importante darse cuenta de que
esta expresion no es una representacion irreducible del algebra de spin. Las funciones de onda de los

electrones pueden descomponerse en la parte espacial y de spinde la siguiente forma:

$a(T)1p(T) = Pap(T) ® X2 (11)

. Qué formas pueden tomar dichas funciones? Dado que el operador ¥,z es un operador impar, se
tiene que o bien ®,4 es par y xi2 es impar o viceversa. Si ®(xy, x2) = C' es una funcién par, entonces

la parte de spin debera ser impar y tomar la expresion antisimétrica:

X12 = (X}FI/QX2—1/2 - X1—1/2X3—1/2)/\/§ S=0 (12)

Nos encontramos ante el caso del pairing spin-singlete formada por el par de spin total igual a 0.
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En el caso de tener ® simetria impar estara formada por armoénicos esféricos Yy, v la parte de spin

X12 tendra simetria par, por lo se daran los tres casos posibles con S =1y s, = —1,0, 1:
¢
X}&-I/QX?HM s, =1
X12 = (X1+1/2X31/2 + X£1/2X31/2)/\/§ 5, =10 (13)
\X1_1/2X2_1/2 s, =—1

En este caso se tiene el pairing spin-triplete formada por los pares de spin total igual a S = 1.

Para poder distinguir los dos estados, se puede examinar el comportamiento de ¥,z bajo una rotaciéon
de spin. Considerando el operador de rotaciéon del spinalrededor de un eje 77 y un angulo 6, cuya
representacion matricial es: R = I + ign“aﬂ, donde o, son las matrices de Pauli. Dado que 9, se

transforma por una rotacién de la siguiente manera 1, — R se tiene que:

Uop — RYWapR = (RUR')os =

0

donde se observa que az = —090,0 por las propiedades de las matrices de Pauli. Supongamos ahora
que U, o i(02)as. En ese caso se tendria que U es invariante bajo esta rotacion, en cuyo caso

representaria el pairing spin-singlete. En este caso se escribirda como:

Wop = A(D)(i02)ap = Do(@)e™ P (i02)ag (14)

Sin embargo, si tomamos un vector general en el espacio de spin A* se tendré que:
Vop = A (Z)i(0,02)ap (15)

U5 — [AF + 56“”’\n,,A,\](iau02)a5 (16)

En este caso la expresion final representa un pairing spin-triplete.

El parametro de orden de un superconductor convencional responde a la forma de la ecuacion ((14))
y seré al que restringiremos nuestro analisis por el momento. En el caso de un superfluido como el
atomo de He* también se tiene una situacién analoga, al ser un boséon de spinS = 0. En , A(T)
tomaré la misma forma que W () como superfluido y la energia libre viene dada de nuevo por la
expresion de Landau Fy = &|W¥(x)|* + §|\Il(:v)|4. Esta semejanza se atribuye al Par de Cooper que
forman los electrones.

En el estado superfluido, un niimero macroscopico de dtomos de He* ocupan el estado fundamental
(Condensdado de Bose-Einstein), el cual se comporta como una molécula gigante debido a la cohe-

rencia cuantica. En este estado, crear excitaciones elementales requiere una cantidad finita de energia
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y la fluctuacion no puede decaer a menos que esa energia critica sea suministrada. Como el electron
es un fermion, no habra, en primera vista, condensaciéon de Bose-Einstein. La observacién clave es el
par de Cooper. Debido al intercambio de fonones, una pareja de electrones puede sentir una fuerza
de atraccion que apenas supere la repulsion de Coulomb. Esta diminuta atraccién hace posible para
los electrones formar un par (en el espacio de momentos) que obedezca la estadistica de Bose. Los
pares entonces se condensan en el estado superfluido de pares de Cooper eléctricos de carga 2e.

Los superconductores pueden ser divididos en dos tipos de acuerdo a su comportamiento al apli-
car campos magnéticos. Los superconductores de tipo-I forman un estado intermedio en el cual las
regiones normales y de superconduccion coexisten en presencia de fuertes campos magnéticos. Los
superconductores de tipo-II forman una red de vortices (Red de Abrikosov) donde se confinan los
campos magnéticos dentro de los niicleos de los vortices, mientras que las otras regiones permanecen
en el estado de superconduccion. Una red de vortices similar ha sido observada en He* superfluido

en rotaciéon en un cilindro.

2.3. Consideracion general sobre las texturas topolégicas

Como se ha visto en las seccién previa, cuando un sistema de materia condensada tiene una transi-
cion de fase, la simetria del sistema se reduce y esta reducciéon pueda ser descrita por el parametro
de orden. Se va a considerar un medio tridimensional de un superconductor. El parametro de orden
toma la forma W¥(Z) = Age'®0. Se va a considerar un sistema homogéneo con condiciones externas
uniformes (presion, temperatura, etc.). La amplitud Aj es tnicamente determinado por la minimi-
zacion de la condensacion de energia libre. Observar que ¢y puede tomar cualquier valor por lo que
U puede tomar cualquier valor en el circulo unidad S' 2 U(1) determinada por la fase ¢. De esta
manera, un sistema uniforme toma su valor en una cierta region M llamada espacio del parametro
de orden. Para un superconductor M = U(1).

En el sistema de spin de Heisenberg se tiene que M = S2. Un cristal nemético tendra M = RP?, el
denominado plano proyectivo, espacio que se estudiara en profundidad en la parte de fundamentos

mateméticos, asi como para el superfluido He? — A que tendra un espacio M = S? x SO(3).

Si el sistema es un estado inhomogéneo, el gradiente de energia libre no es despreciable y ¥ qui-
zas no esté en M. Si el tamano caracteristico de la variacion del pardmetro de orden es mucho mayor
que la longitud de coherencia, sin embargo, quizas puede asumirse que el parametro de orden toma
su valor en M, donde el valor es una funcién de la posicién en esta ocasion. Si nos encontramos en
esta caso, pueden existir puntos, lineas o superficies en el medio en los cuales el parametro orden
no esté definido de manera tnica. Estos conjuntos son los llamados defectos. Se tienen defectos
puntuales (monopolos), defectos de linea (vortices) y defectos de superficie (barreras de
dominios) de acuerdo con su dimensiéon. En la figura @, se representa esquematicamente un ejemplo

de dichos tipos de defectos. Estos defectos son clasificados por los grupos de homotopia.
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Figura 9: Representacion esquematica de un ejemplo de cada tipo de defecto: monopolo, vortice y
barrera de dominio.

De manera formal, sea X un espacio el cual es rellenado por el medio que se esta considerando. El
parametro de orden es un campo clasico ¥(x), el cual es entendido como una aplicacion ¥ : X — M.
Supongamos que existe un defecto en ese medio. Para concretar, vamos a considerar un defecto
de linea en un medio tridimensional de un superconductor. Sea un circulo S* que rodea el defecto
de linea. Si cada parte de S! esta lo suficientemente lejos del defecto de linea, mucho mas de la
longitud de coherencia £, tenemos que asumir que el pardmetro de orden dentro de S* toma valores
en el espacio de parametro de orden M = U(1) (Véase Fig. . Aqui es donde aparecera el grupo
fundamental o primer grupo de homotopia a la hora de estudiar el problema; se trata de entender
los lazos en el espacio topologico U(1). La aplicacion S' — U(1) es clasificada por las clases de
homotopia.

Témese un punto 79 € S y se supone que la imagen de 7y es un punto x, € M. Posteriormente se
vera que el grupo fundamental de S' en cualquier punto xq serd Z, es decir, m (U(1),z¢) = Z. Se
ve como de esta manera se puede asignar un ntumero entero al defecto de linea. Este entero es el
nimero de vueltas que da la fase de ¥, es decir, proporciona el niimero de veces que la imagen de
S rodea al espacio U(1). Si dos defectos de linea tienen el mismo ntimero de vueltas, ambos pueden
ser deformados de manera continua para llegar al otro y viceversa. Si los defectos de linea A y B se
fusionan, el ntamero del defecto de linea sera el de la clase de homotopia del producto de las clases
de homotopia a las que pertenecian A y B previamente. Dado que la operacion de grupo en Z es la
suma, el nuevo niimero de vueltas sera la suma de los anteriores niimeros de vueltas.

Una distribucion uniforme de los pardmetros de orden corresponde a la aplicacién constante ¥ (x) =

x9g € M, la cual pertenece al elemento neutro 0 € Z. Si dos defectos de linea con numeros de
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Vorlex line
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Figura 10: Un circulo S* rodeando un defecto de linea (vortice) que es mapeado al espacio U(1) = S
de las fases. Esta aplicacion se clasifica por el grupo fundamental 7 (U(1)).

1

vueltas opuestos se fusionan, el nuevo defecto de linea podra ser deformado de manera continua a
una configuracion sin defectos.

En otro contexto apareceran los grupos de homotopia de orden superior. Se considera la dimension
del defecto y una n—esfera S™ que lo rodea. Por ejemplo, considerar un defecto puntual en un medio
tridimensional. Este punto puede ser envuelto por S? y el defecto se clasificard mediante el grupo de
homotopia de orden 2 que se denotara mo(M, x).

Tomese, por ejemplo, un espacio tridimensional del modelo ferromagnético de Ising [4] en el que los
spines toman el valor S = +1/2 para todoz € R¥siz >0y S = —1/2si z < 0, en este caso se
tiene que M = {+1/2} U{—1/2} y aparece una barrera de dominio, el plano XY (z = 0), en el cual
el parametro de orden no esté definido.

En general, un defecto m-dimensional se clasifica por el grupo de homotopia m,(M,zq) donde n
indica el orden del grupo de homotopia. El orden del grupo de homotopia que clasificara los distintos
tipos de defectos dependeran de la dimension d del medio y de la dimension del defecto m, dada por
la relacion:

n=d—-m-—1 (17)

Por ejemplo, en el caso de la barrera de dominio del modelo de Ising, d = 3 vy m = 2 por lo que el
grupo de homotopia tendra orden n = 0.

Con dicha relacion podemos clasificar los defectos en los distintos medios:

Puntuales (monopolos): m =0 — n =2 — my(M)
Defectos en un medio tridimensional (d = 3) { De linea (vortices): m =1 —sn =1 — 7 (M)

Barreras de dominio: m =2 — n =0 — (M)

Por tanto, se observa como el estudio de los grupos mo(M), m (M) y mo(M) sera necesario para la
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Figura 11: Molécula de cristal liquido nematico.

clasificacion de los diferentes tipos de defectos en medios tridimensionales.

También podran aparecer grupos de orden superior en el caso en el que el espacio sobre el que defi-
namos la textura tenga dimension superior a 3. Esto puede ocurrir cuando la simetrias de un sistema
aparecen en un espacio de dimension superior al del medio y se denominaran objetos extendidos. En

general, dado un medio de dimension d existiran d tipos de defectos (no extendidos).

2.4. Defectos en cristales nematicos

Ciertos cristales orgéanicos muestran propiedades 6pticas muy interesantes cuando se muestran en sus
fases fluidas. Estos son los llamados cristales liquidos y son caracterizados por la anisotropia éptica.
En este trabajo se estudiaré el caso de los llamados cristales liquidos neméaticos. Los neméticos tienen
una fluidez similar a la de los liquidos comunes (isotropicos), pero pueden ser facilmente alineados
por un campo eléctrico o magnético externo. Los cristales liquidos nemaéticos alineados tienen las

propiedades Opticas de los cristales monoaxiales y esto los hace muy ttiles en pantallas de cristal
liquido (LCD).[10]

Un ejemplo de cristal liquido nemético es el octylozy-cyanobiphenyl cuya estructura molecular es
la que se muestra en la figura [II] La molécula de un cristal nemético se asemeja a una barra y el
parametro de orden, llamado director, se da como la direccién media de dicha barra. Incluso aunque
la molécula por si misma tenga cabeza y cola, el director posee la simetria de inversion, ya que no
se puede distinguir la direccion n =<— de la opuesta —n =—. Resulta tentador asignar un punto
de S? al director, sin embargo, esta relacién falla en un aspecto. Dos puntos antipodales, es decir,
en las antipodas de la esfera, dados por n = (0,¢) y —n = (7 — 0,7 + ¢), en coordenadas esféricas,
representaran el mismo estado. Este problema nos conduce inevitablemente a que el parametro de
orden no puede estar en S? sino que habra que buscar un espacio en el que los puntos antipodales
sean equivalentes. Aqui es donde aparece el plano proyectivo RP? como espacio del pardmetro de
orden. El campo director (parametro de orden para este ejemplo) depende en general de la posicion
7. Se puede entonces definir una aplicaciéon f : R® — RP?. Esta aplicacién es una textura. La

configuracion real del parametro de orden en R? también se denomina textura.

En los fundamentos matematicos se estudiaran con detalle las propiedades generales del plano proyec-
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Figura 12: Digrama de fases de He? superfluido.

tivo y de los grupos de homotopia. Con los grupos de homotopia de primer orden del plano proyectivo
se podran clasificar los defectos de linea (m = 1, n = 1) en los cristales neméticos. Con los grupos de
homotopia de orden 2 se podran clasificar los defectos puntuales (m = 0, n = 2) en dichos cristales.
Finalmente, utilizando el tercer grupo de homotopia se descubrirda una textura sin singularidades la
cual es imposible deformar hasta una configuraciéon uniforme. Todas estas cuestiones se abordaran
una vez se hallan desarrollado las herramientas topoldgicas necesarias para poder abordar dichos

problemas.

2.5. Texturas en He3-A superfluido

El ultimo y mas interesante ejemplo que se estudiara seré el del He3-A superfluido.

En la figura , se muestra el diagrama de fase del He3-A superfluido. Por resonancia nuclear mag-
nética y otras observaciones, resulta que el superfluido esta en el estado spin-triplete, onda-p. En
lugar de utilizar operadores de campo como en la ecuacion [15] se define el pardmetro de orden en
términos de los operadores creaciéon y aniquilacion. La forma mas general para el parametro de or-
den del triplete superfluido, donde ¢, equivale a 1,(Z) para cuando se trabaja en el espacio de

momentos, es la siguiente:
3
(Cancsr) < Y _(i030,)apd (k) (18)
p=1

-,

donde o y 3 son los indices de spin. El par de Cooper forma un estado onda-p donde d, (k) es

proporcional a Yj,, ~ k; (Armoénico esférico). El momento angular total serd [ = s = 1 — m =
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~1,0,1ys, =—1,0,1
3
du(k) =) DgAuk! (19)
=1

La energia total tiene varios minimos. El minimo absoluto depende de la presion y la temperatura.
Estamos particularmente interesados en la fase A de la figura En la fase A, el parametro de orden

toma la forma:

donde d es un vector unitario a lo largo de la proyeccion de spindel par de Cooper que se va reduciendo
y (51, &2) es una pareja de vectores unitarios ortonormales. El vector d toma valores en S2. Si se
define | = A, x A_;, la triada (&1, ﬁg,l_j forma una base ortonormal para cada punto del medio.
Dado que cada base ortonormal puede ser obtenida desde una base ortonormal canénica (€7, €, €3)
mediante la aplicaciéon de una matriz de rotaciéon tridimensonal, se puede concluir que el espacio de
parametro de orden del He3-A superfluido es S% x SO(3), donde S? = & por el spin y SO(3) = d; .
El vector [ introducido aqui es el eje del momento angular del par de Cooper. Por simplicidad, vamos
a obviar la variacién del vector d (de hecho, d esta bloqueado a lo largo de 1 debido a la fuerza de

dipolo). Aplicando esta suposicion, el parametro de orden pasa a asumir la forma:
A; = A0(31 + 32)1 (21)

donde Ay, Ay vy I = A; X Ay forman una base ortonormal en cada punto del medio. Vamos a
considerar la base ortonormal candnica (€7, €, €3). Entonces la base (A1, Ay, [) se obtiene mediante

la aplicacion de un elemento g € SO(3) a la base canonica, es decir:
g: (€1, 6,6) — (31, 3277) (22)

Dado que g depende de la coordenada z, la configuracion (A (z), Ay(z), lA(a:)) define una aplicacion
U : X — SO(3) tal que z — g(z). La aplicacion ¥ se denomina textura de un superfluido He?. Los
grupos de homotopia que sera relevantes para clasificar los defectos en un superfluido He3-A seran
7,(SO(3)). Si un recipiente es rellenado con He3-A, la frontera plantea unas ciertas condiciones en
la textura que obligan al vector 1 a ser perpendicular a la barrera.

Si la barrera fuera difusa la trayectoria de los pares de Cooper es perturbada y hay una depresion
en la amplitud del parametro de orden en un entorno de la barrera. Se asume, por simplicidad que
la barrera es especularmente lisa de modo que los pares de Cooper puedan ejecutar una trayectoria
sin perturbaciones. Existen diversos tipos de energia libre y la textura se determina resolviendo las
ecuaciones de Euler-Lagrange derivadas del total de energia libre bajo las condiciones de contorno
dadas. Existen anélisis de superfluidos He? en Anderson y Brinkman y Legget (Premio Nobel en el
ano 2003) [16], [15].

Se ha expuesto el razonamiento por el cual para clasificar los defectos del He3-A serd necesario
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estudiar los grupos de homotopfa de SO(3) (grupo de matrices de rotacion de R?). El estudio del
grupo de homotopia de primer orden llevara a la modelizacion de las dislocaciones. El estudio del
grupo de homotopia de tercer orden llevard a introducir un nuevo tipo de estructura asemejada a
una puntual llamada el monopolo de Shankar. Para analizar estos casos con profundidad seran
necesarios los estudios correspondientes de los grupos de homotopia de SO(3) que se detallaran al

final de la siguiente seccion.
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3. FUNDAMENTOS MATEMATICOS

En esta seccidn, se van a exponer, sin animo de ser exhaustivos, los fundamentos
matematicos topoldgicos para la comprension de los grupos de homologia y homo-
topia. Tal y cémo se espera haber motivado correctamente en la seccién anterior,
los grupos de homotopia son fundamentales para la comprensién de fenémenos
fisicos como el ferromagnetismo o la superfluidez. Los grupos de homologia se
exponen de manera complementaria, ayudando a la comprensién de los espacios
topolégicos y mostrando cémo el analisis de objetos lineales como los poliedros

puede generalizarse a espacios no lineales.

Se van a a presentar los resultados necesarios de topologia algebraica para aplicar a la posterior
clasificacion de defectos y texturas en fisica de la materia condensada. Serén principalmente resultados
de homologia y homotopia.

Se dividira la seccién en tres apartados: un primer apartado, recoge conceptos basicos y resultados
preliminares de algebra y topologia. La teoria de homologia sera desarrollada en la apartado segundo.

El tercer apartado tratara de la teoria de homotopia.

3.1. Preliminares y conceptos basicos

Puesto que los dos proximos apartados giran respectivamente en torno al concepto de grupo de ho-

mologia y de grupo de homotopia, iniciaremos esta seccion recordando el concepto de grupo.

Definicion 1.1. Dado un conjunto G' y una operacion binaria interna que usualmente se presentard
por x : G x G — G, se dice que (G,*) es un grupo si satisface las siguientes propiedades:
(1) Propiedad asociativa: para cualesquiera x,y,x € G se cumple que (x *y) * z = x * (y * 2)

(1i) Ezistencia elemento neutro: para todo x € G existe e € G tal que v xe =e*xx =x

1 1

(iii) Emistencia elemento inverso: para todo x € G existe x7' € G tal que v ' xx = xx 27! = e,
siendo e el elemento neutro.

St ademds se verifica

(iv) Propiedad conmutativa: para todo x,y € G x xy = y x x se dice que el grupo G es abeliano o
conmutativo.

En el caso de grupos abelianos denotaremos usualmente la operacion interna por +.

Un subconjunto H de G se dice un subgrupo de G si la operaciéon * es cerrada en H, verifican-

do las propiedades (ii) y (iii).

Un grupo G se dice dice finitamente generado si existe un nimero finito de elementos 1, .., z, tales
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que G es el subgrupo méas pequeno que los contiene.
Cuando un grupo es generado por un un tnico elemento se dice que el grupo es ciclico.

k

. , _ ko
En general, para cualquier nimero entero £ > 0 denotaremos z" = g*---xz. Para k < 0 2" =

k
¢ V% ... x 27! Para grupos abelianos se denota kx = x + - - - + .
— —_—

—k k

Un elemento ¢ de un grupo GG se denomina elemento de torsion si existe un niimero entero m tal que

——

Un grrnupo es llamado grupo de torsion si todos sus elementos son elementos de torsion.

Un grupo abeliano se dira que es libre cuando los elementos de dicho grupo puedan escribirse de
manera univoca como combinacién lineal con coeficientes enteros de elementos de un conjunto base,
es decir, existen z; ...z, tales que para todo z € G se tiene que x = kjx; + - - -+ k,x, siendo ky, ... k,
ntmeros enteros unicos. Al conjunto {z,...,z,} se le denomina base. El cardinal de la base se de-

nomina rango.

Definicion 1.4. Sean G y Gy dos grupos. Se dice que [ : Gi — Gy es un homomorfismo si para
todo z,y € G

flexy) = f(zx)* f(y) (23)

Se dird que un homomorfismo f es un isomorfismo si f es ademas una aplicacion biyectiva. Cuando
exista un isomorfismo entre dos grupos se dira que los grupos son isomorfos y la relacion ser isomorfo

a se denotard por =.

Lema 1.1. Sea [ : G1 — G5 un homomorfismo. Entonces:
(a) El nicleo de f dado por kerf ={x € Gi|f(z) =0} es un subgrupo de G
(b) La imagen de f dada por imf = {x € f(G1) C G2} es un subgrupo de G

Definicion 1.5. Una relacion de equivalencia ~ definida en un conjunto G es una relacion binaria

que satisface para todo a,b,c € G:

(i) a~a

(11) Sia ~ b, entonces b ~ a

(i1i) sia~byb~ c, entonces a~ c

Una relacion de equivalencia ~ define una particiéon de G en subconjuntos disjuntos denominados

clases de equivalencia. Cada clase de equivalencia [a] se define como:
[a] = {z € G|z ~ a} (24)

El conjunto de todas las clases de equivalencia se llama conjunto cociente y se denota por G/ ~.

26



Ejemplo 1.1. Sea H C G, subgrupo de G, la relacion x ~ y <= z xy ! € H es una relacién
de equivalencia y el correspondiente conjunto cociente que denotaremos por G/H tiene también es-

tructura de grupo definiendo la operacién como: [z] * [y] = [z * y].

Teorema 1.1. (Teorema de isomorfia de grupos) Si f : Gy — Gy es un homomorfismo enton-

ces:
Gi/Kerf = Imf (25)

El siguiente resultado es de facil demostracion.

Lema 1.2. Sea G un grupo abeliano libre de rango r y sea H C G un subgrupo no trivial de G. En-
tonces pueden elegirse p generadores x4, .., x, de entre los r generadores de G tales que kix1, ..., kyz,
generan H. Es decir, H = k\Z ® --- ® kpZ y H es de rango p.

Enunciemos a continuacion el teorema fundamental de grupos abelianos finitamente generados cuya

demostracién es una consecuencia del lema anterior.

Teorema 1.2 Sea G un grupo abeliano finitamente generado (no necesariamente libre) con m

generadores. Entonces G es isomorfo a la suma directa de grupos ciclicos,

G2 OLOLy, ® - Oy, (26)
—_——

T

donde m = r + p. El nimero r se denomina rango de G.

Los resultados anteriores involucran exclusivamente conceptos algebraicos. Los siguientes resultados
de esta seccion serdn de naturaleza topoldgica y ello justifica la inclusion del concepto de espacio

topologico.

Definicion 1.6. Sea X un conjunto y 7 = {U;|i € I} una coleccion de subconjuntos de X . La pareja
(X, 7) es un espacio topoldgico si T satisface que:

(i) 0,X €.

(it) La union arbitraria de cualquier coleccion de conjuntos {U;|j € J} C 7 cumple que Uje,U; € T
(111) La interseccion de cualquier subcoleccion finita K = {Uglk € K finita} C 7, satisface que
NrexUr €T

Abreviadamente se dird que X es un espacio topologico. La coleccion 1 se llamara topologia de X y

los conjuntos U; se dicen conjuntos abiertos.
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Definicion 1.7. Sea (X,7) un espacio topoldgico y A C X. Una familia {A;} de subconjuntos

de X se denomina recubrimiento de A si
A CUjer4; (27)

Si todos los A; son abiertos, el recubrimiento se dice abierto.

Definicion 1.8. Sea T una topologia sobre X. Se dice que N es un entorno de v € X si N es un

subconjunto de X que contiene algin conjunto abierto U; € T tal que x € Uj.

Definicion 1.9. Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio de Haussdorf si para cualquier par de

puntos distintos x, 7’ € X, existen entornos U, de x y Uy de x' tales que U, N Uy = (.

Definicion 1.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un subconjunto A de X se dice que es cerrado
st su complementario es abierto. La clausura de A es el cerrado mds pequeno que contiene a A y se

denotard por Cl(A). El interior de A es el mayor abierto contenido en A, se denotard por int(A).

La frontera b(A) de A es el complementario del interior de A en A; b(A) = A — int(A).

Los puntos de la frontera son a veces identificados, mediante una relaciéon de equivalencia, para
construir conjuntos cociente que heredan la topologia del espacio, generando la llamada topologia
cociente. Estos conjuntos cociente con la correspondiente topologia cociente se denominan espacios
cociente. Se introducen asi interesantes ejemplos de espacios topoldgicos que seran protagonistas en

las proximas secciones.

Ejemplos 1.1.

» Sea X = {(z,y) € R*|0 < |z| < 1,0 < |y| < 1} un cuadrado, si se identifican los puntos de
las caras opuestas, de modo que (—1,y) ~ (1,y), se obtiene un cilindro. Si se identifican los
puntos (—1,—y) ~ (1,y), se obtiene una banda de Mdobius. La banda de Mdbius es un ejemplo

de superficie no orientable.

» Sean (z1,y;) y sean (z2,ys) dos puntos en R? y se introduce una relaciéon de equivalencia dada
por: (z1,41) ~ (%2,y2) si xo = 21 + 2N, ¥ Yo = Y1 + 270, con n,,n, € Z. Entonces ~ es una

relacién de equivalencia. El espacio cociente R?/ ~ es el toro T?.

= Si se identifican los lados del rectangulo de las otras maneras posibles se obtienen la botella de
Klein y el plano proyectivo. (Véase Figura. Ninguna de estas superficie puede ser represen-

tada en el espacio Euclideo R? sin autointersecciones. Son ejemplos conocidos de superficies no
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orientables.

El plano proyectivo se denota por RP? y puede representarse como una esfera S? en el que
los puntos antipodales n = (0,¢) y —n = (7 — 0,7 + ¢) representan el mismo estado. Puede
tomarse el hemisferio norte como espacio cociente S?/ ~ dado que solo se requiere la mitad de
la esfera. Sin embargo, el espacio cociente no es un un hemisferio ordinario, ya que los puntos

antipodales del ecuador también estarian identificados.

Definicion 1.11. El conjunto A C X se dice compacto si para todo recubrimiento abierto {U;|i € I}

de A, existe un subconjunto finito J de I tal que {U;|j € J} es también un recubrimiento de A

Un resultado muy importante y bien conocido es el siguiente:

Teorema 1.3. Sea A un subconjunto de R™. A es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Normalmente, los sistemas fisicos resultan confinados en un volumen V finito, por ejemplo, en el caso
de los electrones en un espacio de Hilbert, se suele suponer que sus funciones de onda se anulan en
las barreras del volumen V' o bien se imponen condiciones de contorno periédicas de modo que el
sistema se confina en un toro 7. En cualquier caso, estamos hablando de que el sistema se sittia en
un espacio compacto. De manera importante, en Fisica, la compacidad se encuentra en objetos como
el monopolo de Belavin-Polyakov. En las teorias de campo, normalmente se asume que el campo se
aproxima asintoticamente a un valor en diversas direcciones del espacio. En estos casos, aparece una
clase de distribuciones de parametro de orden en las cuales los diversos infinitos, en las direcciones del
espacio, tienen un parametro de orden igual. Dado que todos esos puntos del infinito se asignan a un
tnico valor del pardmetro de orden, lo que se tiene es una compactificacion del espacio no compacto
R™ para obtener el espacio compacto S™ = R"U{oo}. A este espacio se le puede, efectivamente, dotar
de una topologia que lo convierte en compacto, este procedimiento se conoce como compactificacion

por un punto.

Otra propiedad topoldgica fundamental para el desarrollo de este capitulo es la conexioén.

Definicion 1.12.

(a) Un subconjunto A C X de un espacio topoldgico X se dice conexo si se no puede escribir como
union disjunta de conjuntos abiertos no vacios, es decir, si A = A1 U Ay, donde A1 y Ay son ambos
conjuntos abiertos tales que Ay N Ay = (), entonces Ay =0 o bien Ay = (. En otro caso A se dice no
conexo.

(b) Un subconjunto A de X se dice conexo por caminos si, para cada par de puntos x,y € A, exis-
te una aplicacion continua s : [0,1] — A tal que s(0) = z= y s(1) = y. La aplicacion continua

s:[0,1] = X define un camino en X.
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Figura 13: La botella de Klein (a) y el plano proyectivo (b).

Si s(0) = s(1) el camino se dice que es un lazo. Después de que sea introducido el concepto de
homotopia en el tercer apartado, se estudiara cuando todo lazo de un espacio topolégico X se puede
deformar de manera continua hasta contraerlo a un punto. En dicho caso se dice que el lazo es con-
tractil a un punto. Si el espacio topologico X es conexo y todo lazo es contractil se dice que X es

simplemente conezo.

Definicion 1.13. Sean X, y X5 dos espacios topologicos. Una aplicacion f : X1 — Xo es un
homeomorfismo si es continua y su inversa f~' : Xy — X, es también continua. Si existe un

homeomorfismo entre X1 y Xs, se dice que X1 es homeomorfo a Xy y viceversa.

Las propiedades de los espacios topologicos que se conservan mediante homeomorfismos se dicen
propiedades topologicas.

El caracter abierto, cerrado, compacto y conexo de un conjunto son claramente propiedades to-
pologicas. Los dos proximos apartados aportarédn otros invariantes topolégicos como los grupos de

homologia y los grupos de homotopia.
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3.2. Grupos de homologia

Uno de los invariantes topologicos definido por un niimero es la caracteristica de Euler de un poliedro,
el cual se define a través de la suma de aristas, caras y vértices. Los grupos de homologia son un
refinamiento de la caracteristica de Euler, es mas, la caracteristica de Euler se definird de un modo
mas natural al entender los grupos de homologia.

La idea principal de los grupos de homologia es tratar de diferenciar los invariantes de figuras geo-
métricas, jque diferencia a un tridngulo incluyendo el interior de uno que no lo incluye? El aspecto
clave a tener en cuenta serd encontrar regiones sin fronteras que a su vez no sean frontera de otra
region del propio espacio. Las clases de equivalencia de regiones sin frontera que no sean frontera
de otra region serén los elementos de los grupos de homologia. Estos grupos permitirdn entender las
propiedades topolégicas bésicas, desde el niimero de agujeros o la orientabilidad, proporcionando una
comprension méas precisa de objetos como la esfera, el toro, la banda de Md&bius o el plano proyectivo.
La caracteristica de Euler de una superficie X se calcula a través de un poliedro K homeomorfo a
dicha superficie. Dado el namero de vértices V(K) de K, el nimero de aristas A(K') de K y el nimero

de caras C'(K) de K la caracteristica de Euler de X viene dada por la siguiente ecuacion:
X(X) = x(K) = V(K) = A(K) + C(K) (28)

Para generalizar este procedimiento debemos representar cada parte de una figura con un objeto
estandarizado. Si tomamos la analogia a los tridngulos en dimensiones superiores, nos lleva a elegir
los simplex como los objetos a estandarizar, de modo que podamos asignar a cada figura propiedades
de grupo abeliano. Los simplex son los bloques que forman un poliedro. Un 0-simplex (py) es un
punto, o un vértice, y un l-simplex (pop;) es una arista o segmento. Un 2-simplex (popip2) €s un

triangulo que incluye el interior y un 3-simplex (pop1paps) es un tetraedro sélido. Examinad la figura

14

Un O-simplex también se puede denotar sin corchetes, simplemente como pg. Es féacil continuar la
construccion para un r-simplex (pop; . . . p,). Observar que para que un r-simplex represente un obje-
to en dimension r, los vértices p; deben ser todos geométricamente independientes, es decir, ningin

hiperplano de dimensién » — 1 debe contener los 4+ 1 puntos.

Definicion 2.1. Sean pgy,p1,...p, puntos geométricamente independientes en R™ donde r < m. El

r-simplex o, = (po, ...p,) €s el conjunto:

ar:{meRm]x:ZcipiZO,Zcizl} (29)
=0 i=0

(co, - -.cr) se denominan coordenadas baricéntricas de x. Dado que o, es un conjunto cerrado y aco-

tado de R™ es compacto.
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Figura 14: Una 0O-cara py y una 2-cara (pop1p2) de un 3-simplex (popi1paps)-

Sea ¢ un entero tal que 0 < ¢ < r. Si escogemos ¢ + 1 puntos p;, ...p;, de entre esos po,p1,...p,
esos ¢ + 1 puntos definen un g-simplex o, = (pj, ...pi,), que se llama g-cara de o,. Escribimos

o4 < 0, si 04 es una cara de o,. Si 0, # 0,, decimos que es una cara propia de o,, denotada como

)

o4 < 0,. Se puede verificar que el ntimero de g-caras en un r-simplex es el nimero combinatorio (
Definicion 2.2. Sea K un conjunto de un nimero finito de simplex en R™. Si estos simplex estdn
bien unidos, K se denomina un complex simplicial. Se entiende por bien unidos:

(1) Una cara arbitraria de un simplex de K pertenece a K, esto es, si o € K y o < o entonces
o eK.

(i1) si o y o' son dos simplex de K, la interseccion o Mo’ es o bien vacio o bien una cara comin de
o yo, estoes, sio,o € K entoncesoNo' =0 oocNo<ocyocno<o.

En la fig. |15 se puede comprobar como (a) es un complex simplicial mientras que (b) no lo es.

La dimension de un complex simplicial K se define como la mayor dimension de los simplex en K,
donde la dimensiéon de un simplex indica el ntiimero de coordenadas linealmente independientes de

dicho simplex.

Un complex simplicial K es un conjunto donde cada elemento es un simplex. Si cada simplex es visto
como un subconjunto de R™ (m > dimK), la uniéon de todos los simplex se convierte en un subcon-
junto de R™. Este subconjunto se denomina poliedro |K| de un complex simplicial. (La dimension de
|K| C R™ es la misma que la dimension de K, dim|K| = dimK).

Sea X un espacio topologico. Si existe un complex simplicial K y un homeomorfismo f : |K| — X,
X se dice triangulable y el par (K, f) es llamado triangulacion de X . Dado un espacio topologico X,

su triangulacién es no es tnica. Los espacios que nos interesaran serén los triangulables.
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(a) (b

Figura 15: (a) es un complex simplicial pero (b) no lo es.

(a) (b)

po p?

Po

P s P

Figura 16: (a) es una triangulacion de un cilindro mientras que (b) no lo es.

FEjemplo 2.1. Es importante darse cuenta que debido a la definicion de cémplex simplicial, a la
hora de realizar una triangulaciéon hay que tener cuidado de que los simplex involucrados cumplan
las condiciones de la definicién de complex simplicial. Hasta en una figura tan simple como un cilindro
puede resultar no trivial la definicién de una triangulacion correcta. Observad la figura [I6] mientras
que (a) es una triangulacion correcta de un cilindro S x [0, 1], (b) no seria una triangulacién valida,
aunque a priori fuera mas simple. De hecho, no es una triangulacion debido a que para o = (pop1p2)
y o = (p1paps) se comprueba que g9 N b = (pg) U (pa), que es una uniéon de vértices que no es ni el

conjunto vacio ni un simplex.

Podemos asignar orientaciones a un r-simplex para r > 1. En lugar de (...) para un simplex sin
orientacion, se usard (...) para denotar un simplex orientado. El simbolo o, es usado para denotar
ambos tipos de simplex. Un 1-simplex orientado o7 = (pop1) es un segmento lineal orientado en la

direccion py — p; (figura |17 (a)). Ahora (pop;) deberia distinguirse de (pipo). Se requiere que:

(popl) = - (plpo) (30)

El signo — delante de (p1pg) deberia ser entendido en el sentido de un grupo abeliano finitamente

generado. De hecho, (pi1po) debe entenderse como el inverso de (pop1). Yendo desde py a p; seguido
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Po P1 Q

P P2

Figura 17: Un 1-simplex orientado (a) y un 2-simplex orientado (b).

de ir de p; a pg significa quedarse quieto, el elemento neutro 0. Similarmente, un 2-simplex orientado
o9 = (pop1p2) es una region triangular pop;ps con una orientacion descrita a través de las aristas
(figura[L7](b)).

Advertir que la orientacion dada por popip2 es la misma que la dada por papop1 0 pipapo pero la

opuesta a popa2p1, P2P1Po O P1PopP2-

Las relaciones se pueden resumir como:

(pipjpr) = sgn(P)(popip2) (31)

donde sgn(P) es la signatura de la permutacion P que es +1 si se trata de una permutacion par y

—1 si es una permutacién impar.

Vamos a definir un r-simplex orientado para cualquier » > 1. Sea r + 1 puntos geométricamente
independientes po, .. .,p, € R™. Sea {pi,, Pi,; - - - , P, } una secuencia obtenida como una permutacion

de los puntos py, ... p,. Se dird que {po, ...pr} ¥ {Piy, Pis» - - -, Di, } sOn equivalentes si

01 ..
j = " (32)

W 1 ... Oy

es una permutacion par. Claramente se trata de una relacién de equivalencia, cuyas clases se deno-

minan r-simplex orientado. S6lo hay dos clases de equivalencias, de permutaciones pares e impares.

Sea K = {0,} un n-dimensional complex simplicial. Cada simplex se representara por o, indepen-

dientemente de su orientacién.

Definicion 2.3. El grupo r—cadena C,.(K) de un codmplex simplicial K es el grupo abeliano libre
generado por los r—simplex orientados de K. Sir > dimK, C.(K) se define como el grupo trivial.

Un elemento de C,(K) se denomina r—cadena.
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Sea I, el ntimero de r-simplex en K. Denotemos por {o,;|(1 < i < I,)} al conjunto de los I, simplex.

Entonces ¢ € C,.(K) se puede expresar como:

I
C = Z CiOrj C; € Z (33)
=1

Los enteros ¢; se llaman coeficientes de c. La estructura de grupo se genera a partir de la siguiente

definicion de la suma de dos r-cadenas, c = ). ¢;0,; vy ¢ =), cio,,; dada por:

c+d = Z(Cl +)or (34)

i

El elemento neutro es 0 = ). 00, ;, mientras que el elemento opuesto de ¢ es —c = Y .(—¢;)o,;. A

partir de esta definicion, queda claro que C,.(K) es un grupo abeliano libre de rango I,

C(K)Z2Z®Z®.. DL (35)

I

Antes de definir el grupo de ciclos y el grupo de fronteras, necesitamos introducir el operador fron-
tera. Vamos a denotar la frontera de un r—simplex o, por 0,0,. 0, deberia ser entendido como un
operador que actia sobre o, llevandolo a su frontera. Antes de definir formalmente este operador,
vamos a calcular las fronteras de simplex en dimensiones bajas. Sea py un 0—simplex, dado que un

punto no tiene frontera, se definird dypy = 0. Para un 1—simplex (pop1), define:

Oy (popl) =pP1—Po (36)

El signo — delante de py esté relacionado con la orientaciéon, de modo que estamos de acuerdo que
la frontera de (pop1) debe ser {pp} U {p1}. El signo — se anade para que si por ejemplo dividimos
un intervalo en dos segmentos, el operador frontera conserve la estructura de grupo, de modo que si
(Pop2) = (pop1) + (P1p2) entonces se cumple que 91 (pop2) = O1(pop1) + O1(p1p2) = P1 —Po+p2 —P1 =
P2 — po = O1(p2po)-

Otro ejemplo interesante seria un tridangulo de segmentos orientados (pop1), (p1p2) ¥ (p2po) que no
tiene frontera. Utilizando la definicion propuesta para el operador frontera de 1-simplex tendremos
que O (pop1) + O1(p1p2) + O2(p2po) = p1 — po + P2 — p1 + Po — p2 = 0 tal como deberia ser. Vamos

ahora con la definicién formal.

Definicion 2.4. Sea o, = (pop1...pr) (r > 0) un r—simplex orientado. La frontera 0.0, de o, es

una (r — 1)—cadena definida por

r

arar = Z(_l)z(popl .- 152 .- pr) (37)

1=0
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donde el punto p; se omite en la suma, de modo que se trata de una (r — 1)—cadena. De manera

formal, se define yog = 0 para r = 0.

El operador 0, actia linealmente sobre los elementos del grupo de r—cadenas ¢ = ), ¢;0;, € C,(K);

O.c = Z ¢;0p0; y (38)
Observar que el lado derecho de la ecuaciéon es un elemento del grupo C,_;(K), de modo que el

operador 0,, denominado operador frontera es una aplicacion:
O : Ch(K) = Cr_1(K) (39)

Es facil comprobar que el operador frontera es un homomorfismo de grupos. A continuacién, vamos
a definir la cadena de complexr asociada a un complex simplicial K de dimensiéon n. Debido a las

propiedades de 0, existe una secuencia de grupos abelianos libres y homomorfismos tales que:

8'rL—l

Dty O o(K) . B K D 0y 2

0% Cu(K) 2 0,y (K) N (40)

donde i : 0 — C,(K) es la aplicacion inclusion. Esta secuencia se denomina cadena de complex aso-
ciada a K y se denota C'(K). Dado que estamos estudiando un homomorfismo de grupos, resultara

interesante ver las propiedades de la imagen y el niicleo de los homomorfismos frontera 0, .
Definicion 2.5. Sic € C,.(K) satisface
Orc=0 (41)

¢ se denomina r—ciclo. El conjunto de los r — ciclos Z,.(K) es un subgrupo de C,.(K) denominado

grupo de r—ciclos. Notar que Z,.(K) = ker0,.

Definicion 2.6. Sea K un n-complex simplicial y sea ¢ € C,.(K). Si existe un elemento d € Cy41(K)
tal que
¢ =0p1d (42)

entonces ¢ se dice que es una r— frontera.

El conjunto de las r—fronteras B,(K) es un subgrupo de C,.(K) y se llama grupo de r—fronteras.
Notar que B,.(K) = im0,;1. Recordar que B,(K) se define como 0. Del Lema 1.1. se tiene que
Z.(K)y B,(K) son subgrupos de C,.(K). A continuacion se probaré una relacion fundamental entre

Z.(K) y B,.(K) que permitira definir el grupo de homologia.
Lema 2.3. La aplicacion composicion O, o Opy1 @ Cry1(K) — Cr_1(K) es la aplicacion constan-
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te a 0. Es decir, 0,(0p41¢) = 0 Ve € Cryq(K).
Dem. Dado que 0, es un operador lineal en C, basta probar la afirmacion para un conjunto de gene-
radores de C,1(K). Si r = 0 entonces el resultado es trivial por definicion. Supongamos r > 0 y sea

o= (po...prPr+1) € Cri1(K). Se tiene:

r+1 r+1
0r(Ory10) = O, Z(_l)i(po o Die e Pry1) = Z(_l)iar(po o DieDry1) =
1=0 i=0
r+1 i—1 r+1
= Z(—l)Z(Z(—]_)J(po .. .ij .. ]51 .. -pr+1> + Z (—].)j_l(po .. ]52 .. .ij .. 'p'l‘—l-l)) =
i=0 j=0 j=i+1
- Z(_1>i+j(p0 .. -ij .. ]31 .. 'pT+1) - Z(—l)i+j(pg . . ]51 . .ij . . .pT_H) =0
1< 7>

Teorema 2.1. Sean Z.(K) y B.(K) los grupos de r—ciclos y r— fronteras de C,(K), entonces:

B.(K)C Z(K) (S Ch(K)) (43)

Dem: Es obvio usando el Lema 2.3. Cualquier elemento ¢ € B,(K) por definicién se escribe como
¢ = Opy1d para algin d € C,;1(K). Por el lema se tiene que 0,¢ = 9,(0,41d) por lo que ¢ € Z,.(K)

para cualquier c. W

..Como podemos interpretar geométricamente los r—ciclos y las r—fronteras? Nuestro operador cal-
cula la frontera de un r—cadena. Si se trata de un r—ciclo entonces no tendra frontera. Por otra
parte, si tenemos una r—frontera entonces sabemos que es la frontera de una cadena en una dimen-
sion superior r 4+ 1. La intuicién geométrica nos lleva a pensar que una frontera no tiene frontera, y
este es precisamente el teorema 2.1 que acabamos de probar y que nos permite definir el concepto
de grupo de homologia. Los grupos de homologia estan formados por las clases de equivalencia de

aquellos ciclos que no son fronteras de ninguna cadena en dimensién superior en K.

Ya se han definido los tres grupos C,.(K), Z,(K) y B,(K) asociados a un complex simplicial K.
Ahora cabe preguntarse como se relacionan esos grupos con las propiedades topologicas de K o con
un espacio topologico cuya triangulacion sea el propio K. Sabemos que, por ejemplo, las aristas de
un tridngulo son homeomorfas a las de un cuadrado, ;qué ocurre con los grupos de cadenas?, jqué
ocurre con los grupos de fronteras? Nuestra mision es definir un objeto con propiedad de invariante
topologico, es decir, que bajo homeomorfismos conserve estas propiedades. Esta claro que en el caso
de los grupos cadena C,.(K) no se tendra esta invariancia, ya que, si por ejemplo, tomamos K; un
triangulo y K5 un cuadrado tendremos que:

C1(Ky) = {i(pop1) + j(p1p2) + k(p2po)|i, j, k € Z} = 7 © 7 & Z, mientras que, de manera similar, se
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llega a que para el cuadrado C1(Ky) 2 Z S Z B ZL & L

Definicion 2.7. Sea K un n—complex simplicial. Se define el r—ésimo grupo de homologia H,(K),
0 <r <n, asociado a K como:
Hy(K) = Z,(K)/B,(K) (44)

Si fuera necesario se define H,.(K) = 0 para cualquier r > n o r < 0. Si queremos remarcar que la
estructura de grupo se define con coeficientes enteros podemos escribir H,.(K;Z). También se podrian
definir grupos de homologia con coeficientes en R o en Z,.

Dado que B,(K) es un subgrupo de Z,(K), H,(K) esta bien definido. El grupo H,(K) es el conjunto

de clases de equivalencia de r—ciclos,
H.(K) = {[]|z € Z,(K)} (45)

donde cada clase de equivalencia [z] se llama clase de homologia. Dos r— ciclos z y 2’ son equivalentes
siy solosi z— 2z € B.(K), en ese caso decimos que z es homdlogo a z'. Geométricamente z — 2’ seria
la frontera de algtn espacio.

El siguiente teorema prueba que los grupos de homologia son invariantes topologicos. Si tenemos dos
espacios topologicos diferentes homeomorfos X e Y como, por ejemplo, el tridngulo y el cuadrado
y dos triangulaciones respectivas donde K y L serian los complex simpliciales asociados, entonces
tendriamos que los grupos de homologia son isomorfos. Osea, existe entre ambos un homomorfismo

de grupos biyectivo entre ambos, por lo que esencialmente, son el mismo grupo.

Teorema 2.2. Los grupos de Homologia son invariantes topoldgicos. Sean X e Y dos espacios
topoldgicos homeomorfos y sean (K, f) y (L, g) respectivas triangulaciones de X e'Y .Se tiene entonces
que:

H,(K)= H,(L) r=0,1,2,... (46)

En particular, si (K, f) y (L, g) son dos triangulaciones de X, entonces
H.(K) = H,(L) r=20,1,2,... (47)

De acuerdo con este teorema 2.2., a partir de ahora tiene sentido hablar de grupos de homologia
de espacios topoldgicos generales X que sean triangulables sin referirse a un poliedro concreto. Para

una triangulacion arbitraria (K, f) podemos definir el grupo de homologia de X como
H,.(X)=H,(K) r=0,1,2,... (48)

El teorema prueba que el grupo no dependeré de la triangulacion escogida.
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Ejemplo 2.2. Sea K = p,. La 0—cadena es Co(K) = {ipo|i € Z} = 7Z. Claramente Zy(K) = Co(K) y
By(K) = 0. Por tanto:

Ho(K) = Zo(K)/ Bo(K) = Co(K) 2 7, (19)

Ejemplo 2.3. Sea K = {py,p1} un complex simplicial. Por una parte se tiene que Cy(K) = {ipo +
kpi|i, k € Z}.

Es claro que Zy(K') = Cy(K) y ademas By(K) = {0} ya que dos puntos aislados no pueden ser nunca
frontera. Se tendra entonces que Ho(K) = Zy(K)/By(K) = Co(K) = Z & Z. Por otra parte, para
r > 0 se tiene que C,.(K) = {0} por lo que se tendra que H,(K) = {0} para todo r > 0.

Ejemplo 2.4. Sea K = {po, p1, 2, (Pop1), (P1p2), (p2po) } un complex simplicial formado por las aristas
orientadas y los puntos de un triangulo. Se trata de una triangulacion de la circunferencia S*. Vamos
a calcular sus grupos de homologia. Dado que no hay 2—simplex en K se tiene que By (K) = 0, por
lo que Hy(K) = Z1(K)

Z1(K) = {on = i(pop1) + k(p1p2) + U(papo)|0101 = 0} (50)
La condicién 001 = 0 implica que:
oo = i(p1 — po) + k(p2 — p1y) +1(po —p2) = (L —9)po+ (1 — k)p1 + (k= D)pa =0 (51)
De donde se deduce que ¢« = k = [, por tanto se tendra que
H\(K) = Z1(K) = {i((pop1) + (p1p2) + (p2po))|i € Z} = Z (52)
Para Hy(K) se tiene que Zy(K) = Cy(K) y que
By(K) = 01(C1(K)) ={(l —1)po+ (i — k)pr + (k — Dpoli, k,l € Z} (53)

Observando nos damos cuenta que podemos expresar este conjunto como ntcleo del siguiente homo-
morfismo de grupos suprayectivo f : Zo(K) — Z tal que f(apy + bp1 + cp2) = a+ b+ c.
Se cumple que Kerf = f~1(0) = B;(K). Aplicando el teorema 1.1. se tiene que

Hy(K)=Zy(K)/Kerf =2Imf =7 (54)

Dado que K es una triangulacion de la circunferencia S*' se tendra que estos son los grupos de ho-

mologfa de S!. De manera similar puede probarse que para un céomplex simplicial de un cuadrado

K = {po,p1,p2:3, (Pop1), (p1p2), (P2p3), (P3po)} se tiene que los grupos de homologia son los mismos
que para el triangulo y S*, tal como cabia esperar por ser homeomorfos.
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En los préoximos ejemplos se tratara el célculo de algunos grupos de homologia, mostrando tam-
bién resultados de aplicacion general.
El siguiente teorema relaciona una propiedad topolégica importante como la conexién con los grupos

de homologia asociados.

Teorema 2.3. Sea K un complex simplicial conexo. Entonces:

1%

Hy(K)=Z (55)

Dem. Dado que K es conexo para cada pareja de O—simplex p; y p;, existe una secuencia de 1—simplex
(pipk), (Prp1)s - - -, (Pm, pj) tales que O ((pipk) + -+ + (Pmpj)) = pi — pj. Por tanto esto implica que
pi — pj € im0y, luego, son homologos, osea, estan en la misma clase de equivalencia: [p;| = [p;]. Sea
z € Zy(K) arbitrario, z = 1111 nip; € Zo(K) donde Iy es el nimero de 0—simplex en K. De modo

que la clase de homologia de z seréa:

2] = [Z nipi| = Z nilpi) = Z n;i[p1] (56)

En concreto, la clase de z esta generada por la clase un tinico punto arbitrario, al ser todos equiva-
lentes. Por tanto tendremos que [z] =0si ), n; = 0.

Sean ahora 0; = (p;1p;2) (1 < j < I;) los 1—simplex en K. Vamos a calcular By(K)

BO(K):{(91(7210'1+...+n[1|n1,...,[1GZ}: (57)

= {(n1 —ng)p12+ (N2 —n3)p2,1 ... (-1 — np)pPralna, ...y, € Z} (58)

Por consiguiente, si un elemento es de la forma z = . n;p; € By(K) entonces se tiene que ) 5;n; =0
por la relacion que cumplen los coeficientes de los elementos de By(/K) de manera similar al ejemplo
2.4.

Hemos probado que para un coémplex conexo K se tiene que z = > n;p; € Bo(K) si y solo si
Z n;p; = 0.

Ahora podemos expresar el conjunto By(K) como el nicleo del siguiente homomorfismo de grupos
suprayectivo:

Sea f: Zy(K) — Z definido por f(nip1 + ...n5p1) = 1111 n;.

Entonces tenemos que kerf = f~1(0) = By(K). Utilizando el Teorema 1.1. se deduce que:

Ho(K) = Zo(K)/Bo(K) = imf ~7Z W (59)

A continuacion, nos centraremos en calcular los grupos de homologia de espacios no orientables como

la banda de Mobius y el plano proyectivo.
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Figura 18: Una triangulacion de una banda de M&bius.

Ejemplo 2.5. La figura representa la triangulacion de una banda de Mobius. Recordar que la
triangulacion debe cumplir los puntos de la definicion 2.2. de complex simplicial tal como recorda-

mos en la figura [16] asociada a la triangulacion del cilindro y que no es del todo trivial.

Al no tener ningtin 3—simplex claramente By(K) = 0.

Tomemos un ciclo Zy(K)

2 = i(pop1p2) + J(pap1pa) + k(p2paps) + U(pspaps) + m(pspspr) + n(pipspo) (60)

Su frontera satisface que:

daz = i{(p1p2) — (pop2) + (Pop1) } + k{(p1ps) — (P2pa) + (p2p1)} + G{(pap3) — (p2ps) + (p2pa)} +
+ {(paps) — (psps) + (pspa) } + m{(psp1) — (psp1) + (Psps)} + n{(pspo) — (P1po) + (Paps)} =0

Dado que cada pareja (p;p;) aparece una y solo una vez, todos los coeficientes deben ser 0. Esto
implica que z = 0. Por lo cual, Z5(K) = {0} y, consecuentemente, Ho(K) = {0}.

Para calcular H;(K) trataremos de usar la intuicion para evitar calculos tediosos. Sea z = (pop1) +
(p1p4)+ (paps)+ (pPspo) un lazo. Se puede verificar que cualquier otro lazo 2’ es homoélogo a un multiplo

de z, de manera que:

H(K)={i[s]lieZ} ~Z (61)

Notese que esto resulta inmediato utilizando el Teorema 2.3. por ser la banda de M6bius una super-

ficie conexa.

Ejemplo 2.6. El plano proyectivo RP? se puede definir como el disco D? cuyos puntos de la circun-
ferencia S' diametralmente opuestos se identifican. En base a esta vision del plano proyectivo se
construye la triangulacion de la figura [19]

Claramente Bo(K) = {0}. Tomemos z € Zy(K) arbitrario.
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Figura 19: Una triangulacion del plano proyectivo.

z = my(pop1p2) + ma(popap1) + ms(popspa) + ma(popsps) + ms(popeps)+
+mg(papaps) + Mz (papsps) + ms(pep1ps) + mo(P1psps) + Mao(P1paps)

La frontera de z es:

Oaz = mi{(p1p2) — (Pop2) + (Pop1)} + ma{(Pap1) — (Pop1) + (Popa)}
+ms{(pspa) — (popa) + (pops)} + maf{(psps) — (popa) + (pop3) }
+ms{(p2p3) — (pops) + (pop2)} + me{ (pap3) — (p2ps) + (p2pa)
+mr{(pspa) = (p2pa) + (p2ps)} + ms{(p1ps) — (p2ps) + (p2p1)}

+mo{(psps) — (p1ps) + (P1p3) } + mao{ (paps) — (p1ps) + (P1pa)} = 0

Si nos fijamos en los coeficientes de cada 1—simplex llegamos a las siguientes relaciones:

—m1+m5:0, m4—m5:0, mg—mgzo
my —mg =0, mg —mig =0, —mg +myg =10

m5—m6:0, mG—m7:O, m6+m1020

Estas condiciones se cumplen si y solo si m; = 0, 1 < i < 10. Esto significa que el grupo Z,(K) es

trivial. Por tanto Hy(K) = Zy(k)/B2(K) = {0}.
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Antes de calcular H,(K) examinando Hy(K') desde una perspectiva diferente. Vamos a sumar todos
los 2—simplex en K con el mismo coeficiente:

z = 221 mos; m € Z. Advertir que cada uno de los 1—simplex de K es una cara comin de
exactamente dos 2—simplex, esto es debido a las propiedades del plano proyectivo. Como consecuencia

la frontera de z es

Oz = 2m(psps) + 2m(pspa) + 2m(paps) (62)

Consecuentemente, si z € Zy(K) m debe ser nulo, de modo que deducimos que Hy(K) = {0} como
comprobamos antes. Esta observacion simplifica el calculo de Hy(K). Notar que ahora cualquier ciclo
es homologo a un multiplo de z = (p3ps) + (pspa) + (Paps3).

La ecuacion muestra que cualquier miltiplo par de z es la frontera de una 2—cadena. De esta forma,

z es un ciclo y z + z es homologo a 0. Entonces:
Hy(K) = {[]][2] + [2] = [0]} = Zy (63)

Este ejemplo muestra que un grupo de homologia no tiene por qué ser libre. Finalmente, dado que
K es conexo, por el teorema 2.3., se tiene que Hy(K) = Z.
Cabe destacar que, esta forma de calcular los grupos de homologia basandose en la intuicién sera

muy util para desarrollar otros ejemplos sin necesidad de realizar grandes calculos.

Ejemplo 2.7. Vamos a considerar el toro T2. Se va a tratar de deducir sus grupos de homologia sin
un célculo formal para acercarnos a la intuiciéon geométrica de los mismos. Es importante recordar
que el r—ésimo grupo de homologia es el generado por las r—cadenas sin fronteras las cuales no son
frontera, a su vez, de ninguna (r 4+ 1)—cadena. Por ejemplo, la superficie del toro no tiene frontera,
pero no es frontera de ninguna 3—cadena por lo que el segundo grupo de homologia estara generado
por un tnico elemento, esto es, Hy(T?) = 7Z.

Vamos a centrarnos ahora en el calculo de Hy(T?). Los lazos a y b de la figura 20| no tienen fronteras,
pero a su vez no son fronteras de ninguna 2—cadena. Tomese otro lazo a’. Este a’ es homélogo a a,
observad que a — a’ representa el area sombreada en la figura[20] la cual no tiene frontera. Por tanto,
H{(T?) es un grupo libre generado por a y b de modo que H,(T?) 2 Z & Z.

Dado que el toro T es conexo, se tiene que Hy(T?) = Z.

Ahora se puede extender facilmente el analisis al toro de tipo ¥, con g agujeros. Dado que X, no tiene
frontera y no hay 3—simplex, la superficie &, es libremente generada por un elemento Hy(7T?) = Z.
El primer grupo de homologia H;(3,) es generado por esos lazos no homoélogos que no son frontera

de algin area. La figura 21| muestra una eleccion estdndar para los generadores. Se encuentra que:

Hy(K) = {ir]ar] + ji[b1] + - -+ +dglag] + jg[bg]} = Z @Z@V' DL, (64)

29

Dado que X, es conexo, Hy(X,) = Z. Las 2g curvas {a;, b;} se denominan sistema candnico de curvas
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Figura 21: a; y b; (1 <i < g) generan Hy(X%,).

en X.,.

FEjemplo 2.8. La figura es una triangulacion de la botella de Klein. Los calculos de los grupos
de homologia son muy similares a los del plano proyectivo. Dado que By(K) = 0, se tiene que
Hy(K) = Zy(K). Sea z € Zy(K) una combinacion de todos los 2—simplex con el mismo coeficiente
z =Y moy,. Los 1—simplex internos se cancelan para dejar solo los 1—simplex exteriores :

Oyz = —2ma, donde a = (pop1) + (p1p2) + (P2po). Para que 0z = 0, el entero m debe anularse, de
modo que se tiene que:

Hy(K) = Zy(K) = {0} (65)

Para calcular H;(K), notar que, en este caso, cada 1—ciclo es homologo a ia+jb para algunos 7, j € Z.
Para que una 2—cadena tenga una frontera consistente en a y b solamente, todos los 2—simplex deben
ser sumados con el mismo coeficiente. Como resultado, para dicha 2—cadena z = ) moy;, se tiene
que 02z = 2ma. Esto prueba que 2ma es homologo al 0. De esta manera, se prueba que H;(K) es

generado por dos ciclos a y b tales que a + a = 0, de modo que:
H\(K) = {ila] + jblli,j € Z} = 7 & Z (66)
Finalmente, se tiene que Hy(K) = Z por ser K conexo.
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Figura 22: Una triangulacion de la botella de Klein.

A continuacién, se va a mostrar un resultado que relaciona la conexién y los grupos de homologia.
Sea K = {po} y sea L = {po,p1}. En los primeros ejemplos se ha visto que Hy(K) = Z y que

Ho(L) = Z & Z. De manera mas general, se tiene el siguiente el siguiente teorema.

Teorema 2.4. Sea K una union disjunta de N componentes conexas, K = Ki U KyU---U Ky
donde K; N K; = (. Entonces:

Dem. Notese primero que el r—grupo cadena puede ser separado en una suma directa de N r—grupos
cadena. Sea C,.(K) = {>_._, ¢;0,;|c; € Z} donde I, es el namero de r—simplex linealmente indepen-
dientes en K. Siempre es posible reordenar esos r—simplex de modo que los que estan en K aparecen
primero, los de K5 después y asi sucesivamente. De esta forma, resulta facil separar C,.(K) en la suma

directa de subgrupos:
Cr(K) = Cr (K1) ® Cr(K3) @ -+ ® Cr(K) (68)

Esta separacion se puede llevar a cabo tanto para Z,.(K') como para B, (K):
Z(K) = Z(K1) ® Z(K2) ® - @ Z,(Ky) (69)
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Se pueden definir asi los grupos de homologia de cada componente K; como H,.(K;) = Z,.(K;)/B;(K;),
que estan bien definidos ya que se cumple que B, (K;) C Z,.(K;)

Por tltimo, tenemos que:

Corolario 2.1.

(a) Sean K una union disjunta de N componentes conexas, Ky, Ky, ... Ky. Se tiene entonces que:
Ho(K)2Z® - D7 (72)

(b) St Hy(K) = Z, entonces K es conexo. |Con el teorema 2.3. se concluye que Hy(K) = Z si y solo

si K es conexo].

Z.(K)y B.(K) son grupos abelianos libres por ser subgrupos de un grupo abeliano libre como C,.(K).
Esto no significa que H,.(K) = Zr(K)/B,.(K) sea también abeliano libre. De hecho, de acuerdo con

el teorema 1.2., la forma mas general de H,(K) es

H(K)22& - 0LOL, & - &L, (73)
7

Desde nuestra experiencia, calculando el nimero de generadores de H,(K) lo que se observa es que
estos generadores cuentan el ntimero de agujeros (r + 1) dimensionales en |K|. Los primeros f su-
mandos forman un grupo abeliano libre de rango f mientras que los siguientes p sumandos son los
llamados subgrupos de torsion de H,.(K).

Por ejemplo, para el plano proyectivo se ha visto que Hi(K) = Zs y la botella de Klein tiene
H(K) = Z & Zs. Dicho de otro modo, los grupos de torsién detectan la torsion sobre si mismo del
poliedro | K.

Para concluir, podemos explicar por qué los grupos de homologia se estructuran tomando coeficientes
en 7Z en lugar de Zs o R. Dado que Zs no tiene subgrupos no triviales, nunca podriamos tener sub-
grupos de torsiéon. De manera similar, si empleamos coeficientes en R, no encontrariamos subgrupos

de torsion ya que R/mR = {0} para cada m € Z — {0}. De esta manera, si H,(K;Z) esta dado por
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la ecuacion anterior, tendriamos que H,(K;R) es:

H(K)~R&---®R (74)

Definicion 2.8. Sea K un complex simplicial. El r—ésimo numero de Betti b.(K) se define como
b (K) = dimH,(K;R) (75)

Dicho de otra forma, b,.(K) es el rango de la parte libre abeliana de H,.(K;Z).

Por ejemplo, para el toro T2 los ntimeros de Betti son:

y los de la esfera S? son:
bo(K) =1; bi(K)=0; by(K)=1 (77)

El siguiente teorema relaciona la caracteristica de Euler con los niimeros de Betti.

Teorema 2.5.(Teorema de Euler-Poincaré) Sea K un complex simplicial n—dimensional y sea

I, el numero de r—simplex en K. Entonces:

XE) =D (1)L = (=1)"b,(K) (78)

r=0 r=0

[Nota: La primera igualdad define la caracteristica de Euler de un poliedro general |K|. |

Dem. Considerar el homomorfismo fronteras:
O : Co(K;R) — Cr1 (K R) (79)

donde C_;(K;R) se define para ser {0}.
Dado que se trata de una aplicacion entre espacios vectoriales, podemos aplicar un resultado general

que relaciona la dimension del ker y la imagen:
I, = dim(C,.(K;R)) = dim(kerd,) + dim(im0,) = dimZ,.(K;R) + dimB,_1(K;R) (80)

donde B_; es definido para ser trivial.

Por otra parte:

b,(K) = dimH,(K;R) = dim(Z,(K;R)/B,(K;R)) = dimZ,(K;R) — dimB,(K;R) (81)
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De ambas relaciones se obtiene:

n n

X(E) =Y (=1L =Y (=1)"(dimZ,(K;R) + dimB,_,(K;R)) =
= {(-1)"dimZ,(K;R) — (=1)"dimB,(K;R)} = Z(—l)’"br([() [ (82)

Dado que los numeros de Betti son invariantes topologicos, y(K) también se conserva bajo homeo-
morfismos. En particular, si f : |[K| = X y g : |K’| = X son dos triangulaciones de X, se tiene
que x(K) = x(K’). Esta propiedad hace que tenga sentido definir la caracteristica de Euler de X a
través de cualquier triangulacion (K, f) de X.
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3.3. Grupos de homotopia

En esta seccion se van a estudiar los grupos de homotopia, los cuéles seran fundamentales para en-
tender las cuestiones fisicas planteadas en las dos primeras.

Si la idea de los grupos de homologia era asignar una estructura de grupo a los ciclos que no son
fronteras, en el caso de los grupos de homotopfia, se trata de estudiar la deformacioén con continuidad
en el conjunto F de las aplicaciones continuas en un espacio topolégico X en otro Y. Se introducira
una relacion de homotopia, llamada ser homotopico a, si dados dos espacios topologicos X e Y, y
dadas dos funciones f y g en F podemos transformar la imagen de f hasta convertirla en la imagen
de g mediante una funcién continua que llamaremos homotopia.

Este tema sera la idea central para clasificar los pardmetros de orden en sistemas fisicos. Los para-

metros de orden serén aplicaciones que podremos clasificar en funcion de sus clases de homotopfia.

Vamos a fijarnos en la figura [23] Un disco tiene un agujero y el otro no. {Cémo se puede caracteri-
zar la diferencia entre esos dos discos? Se puede observar que cualquier lazo en la fig. (b) puede
deformarse de manera continua hasta reducirse a un punto, por contra, en el caso del lazo « de la
figura 23| (a) no puede ser contraido a un punto debido a la presencia del agujero en él. Se dira que
un lazo es homotdpico a otro si puede obtenerse mediante una deformaciéon continua. Por ejemplo,
en el disco sin agujero, cualquier lazo sera homoto6pico a un punto, en ese caso solo existira una clase
de equivalencia, y el grupo que se asociara sera el trivial. En el caso del circulo con agujero, las clases
de homotopia se caracterizaran mediante un ntmero entero, que indicard el nimero de veces que el
lazo rodea al agujero, los signos indicaran el sentido en el que se recorre.

Parece coherente asignar a esos lazos un niimero y una estructura de grupo aditiva como es Z, de
forma que si se recorre n veces el agujero por un lazo y m veces por otro sea n + m el ntiimero de
veces que lo recorre la composicion de estos dos lazos (entendidos como aplicaciones). Al conjunto

de estas clases de homotopia se le podra dotar de la estructura de grupo.

Figura 23: Un disco con un agujero (a) y sin agujero (b). El agujero en (a) evita que el lazo « pueda
ser encogido en un punto.
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Definicion 3.1. Sea X un espacio topoldgico y sea I = [0,1], una aplicacion continua o : I — X se
llama camino con punto inicial o y punto final x1 si «(0) = z9 y a(1) = z1. Si xg = 1 el camino
se llama lazo con punto base xq (0 lazo en xg).

Para un x € X, un camino constante ¢, : I — X se define como c,(s) = x, para todo s € I. Un

camino constante es también un lazo constate ¢, (0) = ¢, (1) = x.

El conjunto de caminos o lazos en un espacio topolégico X puede ser embebido en una estructura

algebraica de la manera que se va a explicar.

Definicion 3.2. Sean «, 5 : I — X caminos tales que o(1) = B(0). El producto de o y 3, denotado

por ax (3, es un camino en X definido por:
ax [((s) = (83)

Dado que a(1) = £(0), se tiene que a % § es una aplicacion continua de I a X. Geométricamente

corresponde a la uniéon de las imagenes de a y 3 parametrizadas con el doble de velocidad.

Definicion 3.3. Sea o : I — X un camino desde ¢ a x,. El camino inverso a™' de a se defi-

al(s)=a(l—s) sel (84)

El camino inverso simplemente corresponde a la imagen de « recorrida en sentido inverso (velocidad
opuesta).
Dado que un lazo es un tipo particular de camino en el que el punto inicial y final coinciden, el

producto y el inverso de lazos se define de la misma manera.

Nota: Puede parecer que la aplicacion constante ¢, es el elemento unidad. Sin embargo, no se tiene

1

que ax " sea igual a ¢,. Es necesario introducir el concepto de homotopia para definir la operaciéon

binaria interna del grupo de los lazos.

La operacion de producto de camino introducida no resulta demasiado ttil, debido a que no se sa-
tisfacen propiedades como que el camino constante sea el elemento neutro. Antes de eso es necesario
clasificar los caminos y lazos de acuerdo a una relaciéon de equivalencia que admita estructura de
grupo y que el producto de caminos sea una operacion bien definida dentro de estas clases de equi-
valencia, es decir, que se cumpla que el producto de clases se igual al producto de las clases.

Se va a comprobar como si identificamos caminos y lazos como aquellos que pueden ser deformados
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Figura 24: (a) representa una homotopia interpolando los lazos « y . (b) La imagen de « puede ser
deformada de manera continua en la imagen de 5 en el espacio real X.

de manera continua, las clases de equivalencia tienen estructura de grupo. Dado que nos interesan
fundamentalmente los lazos, la mayoria de teoremas y definiciones se van a dar para lazos, pero con-
viene tener en cuenta que muchas afirmaciones se pueden aplicar para caminos con las modificaciones

apropiadas.

Definicion 3.4. Sean «, B : I — X dos lazos en xq. Se dicen que son homotopicos, escrito como

a ~ [, si existe una aplicacion continua F : I x I — X tal que:

F(s,0) =a(s), F(s,1)=p(s) Vsel; ; F0,t)=F(1,t)=xy Vtel (85)

La aplicacion F se denomina homotopia entre o y 3
Es 1til representar una homotopia como en la figura [24] (a) . Las aristas verticales del cuadrado I x [
son mapeadas a xo. El borde inferior es a(s) mientras que el borde superior es (s). En el espacio

X, la imagen es continuamente deformada como en la fig. 24| (b).

Proposicion 3.1. La relacion o ~ [ es una relacion de equivalencia.

Dem. Veamos que se verifican las tres propiedades que definen una relacion de equivalencia.
Reflexiva: a ~ «v. La homotopia es dada por F(s,t) = «(s) para cada t € I.

Simétrica: Sea av ~ 3 con la homotopia F(s,t) tal que F(s,0) = a(s) y F(s,1) = p(s). Entonces
f ~ «, donde la homotopia es dada por F'(s,1 —t).

Transitiva: Sea a ~ 'y B ~ 7. Si F(s,t) es una homotopia entre a y 5y G(s,t) es una homotopia
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entre 5 y 7, una homotopia entre o y v es:

H(s,t)(s) = 2 (86)

La clase de equivalencia de lazos se denota [«] y se denomina clase de homotopia de «. El producto

entre lazos define de manera natural el producto entre clases de equivalencia.

Definicion 3.5. Sea X un espacio topoldgico. El conjunto de las clases de homotopia de lazos
en xg € X se denota por m (X, zo) y se llama grupo fundamental (o primer grupo de homotopia) de

X en xgy. El producto de clases [o] y [5] se define por:

[o] % [B] = [a  f] (87)

Lema 3.1. El producto de clases de homotopia estd bien definido, es decir, si a ~ o' y f ~ (.
Entonces a* 3 ~ o x 3

Dem. Sea F'(s,t) una homotopia entre o y o/ y sea G(s,t) una homotopia entre 5 y /. Entonces

F(2s,1) 0<s<3
H(s,t)(s) = (88)
G(2s—1,t) L1<s<1

es una homotopia entre ax 5y o x 5, por lo que a * § ~ o' * ' como queriamos demostrar. l

Teorema 3.1. El grupo fundamental es un grupo. Es decir, si « y 5 son lazos en x € X, se satisface

que:
(i) (la] + [B]) * [v] = [od * ([B] * [7])

(11) [a] % [cz] = o] y [cz] * [a] = [@] (Elemento unidad)

(iii) [a] * [a~'] = [c,], por tanto [a]™! = [a™!] (Elemento inverso)

Dem. (i) Sea F(s,t) una homotopia entre (a * 3) v y a * (8 * ) dada por:

.

(i) 0<s<
F(s,t)(s) = Blds —t—1) < g2t (89)
Ly mcio

Observad la figura [25/ (a) que representa la homotopia geométricamente.
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(a) (b)

a S a
t t
a f ’ a C,
—_— —
s 5

Figura 25: (a) Una homotopia entre (a * 3) % . (b) Una homotopia entre o * ¢, y av.

(ii) Sea F(s,t) la siguiente homotopfa (véase Fig. R5|b)).

2y 0<s< il
Fls,t)(s) = § ) 0SS5

x H<s<1

(90)

Claramente se trata de una homotopia entre « * ¢, y «. Similarmente una homotopia entre ¢, x a y

« viene dada por:

T 0<s< %
F(s,t)(s) = (91)
a(281__:t+t) % S s S 1
De modo que queda probado que [ * [¢,;] = [o] = [¢,] * [@].

(ili) Sea la aplicacion F': I x I — X definida por:

F(s, )(s) = a(2s(1 —t)) 0<s<l (92)

a2l -s)(1—-t) +<s<1
Claramente F(s,0) = axa~ 'y F(s,1) = ¢, por lo que
e a™'] = [a] ¥ [a7'] = [e,] (93)

Esto demuestra que [a™!] = [a] L.

Resumiendo, (X, z) es un grupo cuyo elemento unidad es la clase de homotopia del lazo constante

¢z El producto de clases esta bien definido y satisface los axiomas de la definicién de grupo. B
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Figura 26: Desde un lazo o en xg, un lazo 7! x a x n en x; se puede construir.

Recordemos el concepto espacio topoldgico conexo por caminos dado en la definicion 1.12..

Teorema 3.2. Sea X wun espacio topologico conexo por caminos y sean xo, r; € X. FEntonces
m (X, o) es isomorfo a m (X, x1).

Dem. Sean : I — X un camino tal que n(0) = o y n(1) = x1. Si o es un lazo en xy, entonces = xax*n
es un lazo en z;. (Véase fig. 26)). Dado un elemento [a] € 71 (X, z), esta correspondencia induce un
tnico elemento [o'] = [~ xaxn] € 71 (X, 21). Se denota esta aplicacion por P, : m (X, zo) — m (X, 21)
de modo que [o/] = P, ([o]).

Vamos a demostrar que P, es un isomorfismo. Primero, P, es un homomorfismo, de modo que si

[a], [8] € m (X, ), se tiene que:
Py([o] * [B]) = [n~'] * [o] * [B] = [n] = [n7"] * [a] = [n] = [n~ "]+ [B] = [n] = Py(lad) = Py([B])  (94)

Para probar que P, es biyectiva, se va a introducir la inversa de P,. Sea P, : m (X, 21) = (X, 20)
cuya accion en [o/] es Py (o/]) = [nxaxn~t].
Claramente se tiene que P! es la inversa de P, dado que:

P loP(la]) =P [ xaxn]) =[x axg '] = [of (95)

Esto prueba que P loP, = il (x,20)- De manera analoga, por simetria se tiene que: P, o P~ =

iy (X2, W

A partir de ahora y, de acuerdo con este resultado, si X es un espacio topoldgico conexo por caminos
1no es necesario especificar el punto base dado que (X, zo) = m (X, z1) para cualesquiera xg, z; € X,

y de manera simple se denotaré 7 (X).
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A continuacion, se va a estudiar la relacién de homotopia como propiedad topolégica, la relacién de
equivalencia homotopica entre caminos y lazos es facilmente generalizable a aplicaciones arbitrarias.
Sean f,g: X — Y aplicaciones continuas. Si existe una aplicacién continua F': X x I — Y tal que
F(z,0) = f(z) y F(z,1) = g(z), f se dird que es homotdpica a g y se denotara f ~ g. La aplicacion

F' se denomina homotopia entre f y g.

Definicion 3.6. Sean X e Y espacios topologicos. X e 'Y tienen el mismo tipo de homotopia,
escrito como X ~ 'Y, si existen aplicaciones continuas f: X —Y yg:Y — X tales que fog ~ idy

ygo f~adx. La aplicacion [ se llama homotopia de equivalencia y g, su homotopia inversa.

Nota: Si X es homeomorfo a Y entonces X e Y tienen el mismo tipo de homotopia, pero el reciproco
no es necesariamente cierto. Por ejemplo, un punto {p} y la recta real R tienen el mismo tipo de

homotopia pero no son homeomorfos.

Proposicion 3.2. Tener el mismo tipo de homotopia es una relacion de equivalencia en el con-
Junto de espacios topologicos.

Dem. Reflexiva: X ~ X donde idx es la homotopia de equivalencia.

Simétrica: Sea X ~ Y con la homotopia de equivalencia f : X — Y. Entonces Y ~ X siendo la
homotopia de equivalencia la inversa de f.

Transitiva: Sea X ~Y yY ~ Z. Sean f : X - Y, g:Y — Z son homotopia de equivalencias y
f':Y = X ¢ :Z —Y sus homotopias inversas. Entonces:

(gof)(f'ogd)=g(fof)g ~goidyog =gog ~idy (96)
(frogd)gof)=1Ff'(gog)f ~ foidyof=fofr~idx (97)

de donde se tiene que X ~ 7. &

Una de las propiedades mas importantes de los grupos fundamentales es que dos espacios topologicos

con el mismo tipo de homotopia tienen el mismo grupo fundamental.

Teorema 3.3. Sean X e Y dos espacios topoldgicos con el mismo tipo de homotopia. Si f : X — Y

es una homotopia de equivalencia, m (X, xg) es isomorfo a (Y, f(xg)).

Puesto que dos espacios homeomorfos tienen el mismo tipo de homotopia, del teorema anterior se

sigue directamente el siguiente resultado.

Corolario 3.1. Un grupo fundamental es invariante bajo homeomorfismos, por lo que es un inva-
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Figura 27: El circulo R es una retracto del anillo X. Las flechas muestran cémo actua la retraccion.

riante topologico.

Se trata de una propiedad menos general que el teorema 3.3., por lo que de alguna manera debe
decirse que los grupos fundamentales clasifican los espacios topologicos de una manera menos estric-
ta que los homeomorfismo. Si X e Y tienen diferentes grupos de homotopia lo tnico que se puede
afirmar es que no son homeomorfos. Sin embargo, aunque coincidieran sus grupos de homotopia no
tendrian porque ser homeomorfos.

En las aplicaciones a la Fisica que veremos posteriormente, se observara como nuestro objetivo con los
grupos de homotopia no es clasificar espacios topologicos sino aplicaciones entre espacios o configu-
raciones de campo. De manera general, no hay una intuiciéon geométrica clara entre dos espacios que

tengan el mismo tipo de homotopia, més alla de que se pueden obtener por una deformacion continua.

Definicion 3.7. Sea R(# 0) un subespacio de X. Si existe una aplicacion continua f : X — R tal

que [ |r=1idg, R se llama un retracto de X y f una retraccion.

Notar en la figura [27] que todo el conjunto X es mapeado a R manteniendo los puntos de R fijos.

Definicion 3.8. Sea R un subespacio de X . Si existe una aplicacion continua H : X x I — X tal
que
H(z,0)=z; H(z,1)e R VreX (98)

H(z,t)=2 VYreR Vtel (99)

El espacio R se dice una deformacion retrdctil de X. Notar que H es una homotopia entre id, y la
retraccion f : X — R, que deja fijos los puntos en R durante la deformacion.
Un retracto no es necesariamente una deformacion retractil. En la figura [28, el circulo R es un

retracto de X pero no una deformacion retractil, ya que el agujero en X es un obsticulo para
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Figura 28: EL circulo R no es una deformacion retractil de X.

mantener la continuidad de la deformaciéon de id, a la retracciéon. Dado que X y R son del mismo

tipo de homotopia, se tiene que:
m(X,a) ~m (R, a) (100)

Ejemplo 3.1. Sea X el circulo unidad y sea Y el siguiente anillo:
X ={?0<6 < 2n} (101)

Y ={rel0<f<2m -<r<

} (102)

DN | —
Wl o

Observad la figura 28] Se define f : X < Y por f(e??) =e? y g: Y — X por g(re’) = ¢’. Entonces
fog:re? = e? ygof:e? i e? Observad que fog ~ idy v que go f = idx. Existe una
homotopia:

H(re? t) = {1+ (r — 1)(1 —t)}e (103)

la cual interpola entre idx y f o f, manteniendo los puntos de X fijados. Por tanto, X es una defor-
macion retractil de Y, por lo que para los grupos fundamentales tendremos que m (X, a) = m (Y, a)
donde a € X.

Definicion 3.9. Si un punto a € X es una deformacion retrdactil de X, X se dice que es contrdctil.

Sea ¢, : X — {a} una aplicacion constante. Si X es contractil, entonces existe una homotopia
H:X x1I— X tal que H(x,0) = ¢,(z) =ay H(x,1) = z para cada z € X y, més atn, H(a,t) =a

para todo ¢t € I. La homotopia H se denomina contraccion.

FEjemplo 3.2. X = R" es contractil hacia el origen 0. De hecho, se define H : R x I — R por
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H(z,t) = tz, se tiene que (i) H(z,0) =0y H(z,1) = x para todo « € X y ademas (ii) H(0,t) =0

para cada t € I. Ahora es claro que todo conjunto convexo de R” es contractil.

Teorema 3.4. El grupo fundamental de un espacio contractil X es trivial, m (X, zo) = {e}. En

particular, el grupo fundamental de R™ es trivial.

Un espacio contractil tiene el mismo grupo fundamental que el de un punto {e} y el grupo funda-

mental de un punto es trivial.

Si un espacio topologico X conexo por caminos tiene como grupo fundamental el trivial, se dice que

X es simplemente conexo.

No existe un algoritmo o procedimiento rutinario para calcular grupos fundamentales en general. Sin
embargo, en ciertos casos pueden obtenerse realizando observaciones sencillas. Un caso particular-
mente interesante resulta los grupos fundamentales de la circunferencia unidad S*.
Sea S' = {z € C||z] = 1}. Se define una aplicacién p : R — S* por z — ¢*. Bajo p, el punto 0 € R
se lleva al 1 € S, el cual es tomado como punto base. Imaginamos ahora que R se enrolla sobre S?
bajo la accion de p (véase la figura . Si z,y € R satisfacen que © —y = 2m (m € Z), ambos son
mapeados al mismo punto de S!. Entonces podemos definir una relacién de equivalencia y denotar
x ~ y. Definimos las clases de equivalencia como [x] = {y|r — y = 27m para algin m € Z}, la cual
podemos identificar con un punto ¢ € S'. Usando esta relacion podemos expresar que S' = R/27Z.
Sea f : R — R una aplicacién continua tal que f(O) =0y que f(x + 2m) ~ f(x) Es obvio que

f(x +2m) = f(z) + 27n para todo x € R, donde n es un entero fijo. Si z ~ y, entonces se tiene que

f@) = fly) = Fly+2mm) — f(y) = Fy) + 2mmn — f(y) = 2rmn (104)

Entonces f(z) ~ f(y). Consecuentemente, f define una aplicacion continua f : R/27Z — R/2nZ
dada por f([z]) = po f (véase fig. . Observad que f mantiene el punto fijo 1 € S*. En resumen,
se tiene una correspondencia uno a uno entre el conjunto de aplicaciones de S* a S! que mantienen
fijo el 1y el conjunto de aplicaciones de R en R tales que f(0) =0y f(z + 27) = f(a:) + 27n. El
entero n se llama grado de f y se denota por deg(f). Mientras que x rodea al circulo S' una vez,

f(z) rodea a S n veces.

Lema 3.2. (1) Sean f,g: S* — S! tales que f(1) = g(1) = 1. Entonces deg(f) = deg(g) si y solo
si f es homotopica a g.

(2) Para cada n € Z, existe una aplicacion f: S* — St tal que deg(f) =n

Dem.

(1) Sea deg(f) = deg(g) y sean f, § sus correspondientes aplicaciones. Sea F(z,t) = tf(x)+(1—1)j(z)
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Figura 29: La aplicacion p : R — St definida por r eif proyecta x + 2mm al mismo punto en
St mientras f : R — R, tal que f(0) =0y f(x + 27) = f(x) + 27n para algin n fijo, define una
aplicacion f : ST — S!. El entero n especifica la clase de homotopia a la cual f pertenece.

1= 1)

G0

una homotopia entre f(x) y §(x). Es facil ver que F' = poF es una homotopia entre f y ¢. Inversamen-
te, si f ~ g:S! — S, entonces existe una homotopia F : ST x I — S! tal que F(1,t) = 1 para cada
t € I. La correspondiente homotopia F : R x I — R entre f y § satisface F(z+2n,t) = F(x,t)+2nn
para algin n € Z. Entonces deg(f) = deg(g).

(2) f :  — na induce una aplicacion f : ST — S con deg(f) = n

El lema 3.2. nos habla de la asignaciéon de un entero deg(f) a una aplicacién de S en St tal que
f(1) = 1, hay por tanto una biyeccion entre m;(S',1) y Z. Ademas, esto es un isomorfismo. De
hecho, para f,g : S' — S, f * g definido como producto de caminos, satisface que deg(f * g) =

deg(f) + deg(g). [Notar que * es un producto de caminos y no una composicion de aplicaciones|
fle+2n)=f+2mn; §la+27) =g+ 2mm (105)
Entonces (f*g)(z+27m) = (f*g)(x)+2m(m+n). De esta manera se ha probado el siguiente teorema.

Teorema 3.5. El grupo fundamental de S' es isomorfo a 7,
m(SY) 2 7Z (106)
[Dado que S! es conexo por caminos, puede ignorarse el punto base.]
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El teorema puede comprenderse facilmente. Supongamos que enrollamos un cilindro con una goma
elastica, si lo rodeamos n veces, la configuracion no podra deformarse de manera continua en un
enrollamiento de m # n veces. Si la goma elastica lo rodea n veces y después m veces, lo rodeara

n + m veces en total.

Teorema 3.6. Sean X eY espacios conexos por caminos. Entonces m(X X Y, (xg,y0)) es isomorfo
a (X, 20) & (Y, y0).

Dem. Se definen las aplicaciones proyeccion p; : X XY — X ypy: X XY — Y. Si a es un lazo en
X xY en (z9,%), a1 = p1(«) es un lazo de X en zg y ag = po(«) es un lazo de Y en yy. De manera
inversa, para cada par de lazos a; de X en zy y ay de Y en yo determinan un tnico lazo oo = (o, avg)

de X XY en (zg, o). Se define un homomorfismo ¢ : w1 (X X Y, (2o, v0)) = m (X, x¢) & m1 (Y, yo) por

¢([o]) = (], [az]).

Por construccion, ¢ tiene inversa, por tanto es el isomorfismo deseado y entonces:

(X X Y, (20, 40)) = m1(X, 20) @ m1(Y, %0) (107)

Ejemplo 3.3. (1) Sea T? = S' x S' un toro. Entonces:

n(T) 2 (S en (S 2 ZaZ (108)

(2) Sea X = S x R un cilindro. Dado que 7 (R) = {e}, se tiene que:

mX)2Zo{e} =27 (109)
El célculo de ciertos grupos fundamentales como el circulo o el disco resultan muy importantes, pero
es necesario encontrar un método algoritmico que permita, de alguna manera, conocer los grupos

fundamentales de espacios triangulables X arbitrarios. Por consiguiente, bastara fijar un procedi-

miento para el cilculo del grupo fundamental de un poliedro K.

Grupos definidos por relaciones

Los grupos libres que se definen a continuacién no son necesariamente abelianos. Un conjunto X =

{z;} de un grupo G se llama conjunto libre de generadores si cada elemento g € G — {e} puede ser
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escrito de manera 4nica como:
g=xlx. . . xr (110)

donde n es finito y i € Z. Se asume que los términos adyacentes iguales son cancelados, de manera
que g se escribe de la manera mas reducida posible. Si GG tiene un conjunto libre de generadores, se
dirad que es un grupo lzbre. De manera inversa, dado un conjunto X podemos construir un grupo libre
G cuyo conjunto de generadores libre esté en X. Cada elemento de X es una letra. El producto
w= 2z .z (111)
se llama palabra, donde x; € X y i; € Z. Sii; # 0y x; # x4, la palabra se dice palabra reducida.
Es siempre posible llegar a palabras reducidas mediante un nimero finito de pasos.
Una palabra sin letras es llamada palabra vacia y se denota por 1. Por ejemplo, si es obtenida redu-
ciendo w = a x a~! = a°.
El conjunto de todas las palabras reducidas forman un grupo libre bien definido llamado grupo libre
generado por X, denotado por F[X]. La multiplicacion es la yuxtaposicion de dos palabras seguida

por su reduccion.

Ejemplo 3.4. Sea X = {a}. Es facil ver que el grupo libre generado por X es isomorfo a Z.

En general, un grupo arbitrario G se puede definir a través de sus generadores y unas ciertas restric-
ciones que deben satisfacer dichos generadores. Si {x;} es el conjunto de generadores, las restricciones
se escriben usualmente como:

— 01 02 in _
r=ap oy .y = (112)

y se llaman relaciones. Por ejemplo, el grupo ciclico de orden n es generado por un tnico elemento

x que satisface la relaciéon 2™ = 1.

De manera formal, sea G un grupo generado por X = {z;}. Cualquier elemento g € G se escribe
como g = xx ...z donde no es necesaria que la expresion sea tnica (G no tiene por qué ser

libre). Sea F'[X] el grupo libre generado por X. Entonces existe un homomorfismo natural ¢ desde
F[X] hasta G definido como:

. el 2 i 1,02 i
praxfad. oot — xlad .o (113)

Observar que no tiene por qué ser un isomorfismo ya que la expresion del dominio no tiene por qué
ser dnica. ¢ es suprayectiva dado que X genera F[X]y G. Aunque F[X] no es isomorfo a G se tiene
que:

F[X|/kerp ~G (114)

En este sentido, el conjunto de generadores X y kery determinan completamente el grupo G.
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En este sentido, un grupo G generado por X es especificado por sus relaciones. La yuxtaposicion de
los generadores y las relaciones
(X1, @i T, Ty) (115)

se denomina presentacion de G. Por ejemplo, Z,, = (z;2") y Z = (z;0).

Ejemplo 3.5. Sea Z © Z = {z"y™|n,m € Z} un grupo abeliano libre generado por X = {z,y}.
Entonces se tiene que zy = yx. Dado que ayz~'y~! = 1, se tiene una relaciéon r = zyz~'y~!. La

presentacion de Z & Z serfa (x,y; xyz~'y™).

Calculo de grupos en poliedros

Al igual que se vio en el apartado previo, un poliedro | K| es una buena aproximacion de un espacio
topologico X mediante un homeomorfismo. Dado que los grupos fundamentales son invariantes to-
pologicos, se tendra que m;(X) = (| K|). Se asume que X es un espacio conexo por caminos, por lo
que si se encuentra una manera sistematica de calcular m (| K), también se puede calcular 7 (X).

Primero se define el grupo de aristas de un complex simplicial, el cual corresponde al grupo funda-

mental de un espacio topologico, después se desarrollara una forma de calcularlo.

Sea f : |K| — X una triangulacién de un espacio topolégico X. Si se observa que un elemento del
grupo fundamental puede ser representado mediante lazos en X, se espera que existan lazos simila-
res en |K| de manera analoga. Dado que un lazo en |K| s6lo puede ser construido con 1—simplex,
debemos analizar el conjunto de todos los 1—simplex en |K]|, el cual puede ser entendido dentro de
una estructura de grupo conocida como el grupo de aristas de K.
Un camino de aristas en un complex simplicial K es una secuencia vgvy ... v, de vértices de | K|, en
las cuales las parejas consecutivas v1v;41 es o bien un O—simplex o bien un 1—simplex de |K]|. Si
vy = vg(= v), el camino de aristas se dice lazo de aristas en v. Se clasifican estos lazos de acuerdo a
una relacion de equivalencia. Se dird que dos lazos de aristas a y § son equivalentes si uno de ellos
es obtenido del otro mediante la repeticion de las siguientes operaciones un niimero finito de veces:
(1) Si los vértices u, v y w forman un 2—simplex en K, el camino de aristas uvw puede ser reem-
plazado por uw y viceversa (véase figura [30| (a)).
(2) Como caso especial, si v = w en (1), el camino de aristas uvw corresponder a la transversal
a lo largo de uv primero de dar vuelta desde v a w = wu. Este camino de aristas uvw puede ser
reemplazado por un 0—simplex u y viceversa. (Véase figura [30(b)).
Se van a denotar las clases de equivalencia de los lazos de aristas en v, a la cual vv; ... v,_1v pertene-

ce, por {vvy ... vx_1v}. El conjunto de las clases de equivalencia forman un grupo bajo la operacion
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Figura 30: Las posibles deformaciones de lazos de aristas. En (a), uvw es reemplazado por uw. En
(b), uvu es reemplazado por w.

producto definida como:
{vuy ... up_qv} *{vvy . oviv} = {ouy . ug_qvoy L v} (116)

El elemento unidad del producto es la clase de equivalencia {v} mientras que el inverso de {vv; . .. vp_1v}

es {vvg_1 ...v1v}. Este grupo se denomina el grupo de aristas de K en v y se denota por E(K;v).

Teorema 3.7. E(K;v) es isomorfo a m (| K|;v).

La demostracion se encuentra en Armstrong (1983) [L1].

El isomorfismo ¢ : E(K;v) — 7 (| K|; v) dado en el teorema anterior se obtiene identificado cada lazo
de aristas en K con un lazo en |K|. Para encontrar E(K;v), se necesitan especificar los generadores
y relaciones. Sea L un subcomplex simplicial de K tal que:

(a) L contiene todos los vértices (0—simplex de K);

(b) El poliedro |L| es conezo por caminos y simplemente conezo.

Dado un complex simplicial conexo por caminos K, siempre existe un subcomplex L que satisface
estas condiciones. Un coémplex simplicial unidimensional que es conexo por caminos y simplemente
conexo se denomina drbol. Un arbol Ty, se llama drbol maximal de K si no es un subconjunto propio

de otros arboles.

Lema 3.3. Un drbol mazimal T, contiene todos los vértices de K y ademds satisface las condiciones
(a) y (b) mencionadas justo antes.

Dem: Supongamos Ty, no contiene algin vértice w. Dado que K es conexo por caminos, existe un
1—simplex vw en K tal que v € Ty y w & Tyr. Ty U{vw} U {w} es un subcomplex unidimensional
de K que es conexo por caminos, simplemente conexo y que contiene a T);, lo cual contradice la

asuncion inicial de ser Th; maximal. Il

Supongamos que se ha obtenido, de algin modo, el subcomplex L. Dado que |L| es simplemente

conexo, los lazos de aristas en |L| no contribuyen a E(K;v). Por tanto, podemos ignorar los simplex
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en L en nuestros calculos. Sea vy(=v), vy, ..., v, los vértices de K. Se va a asignar un ‘elemento’ g;;
para cada par de vértices ordenados v;, v; si (v;v;) es un 1—simplex de K. Sea G(K; L) un grupo que

es generado por todos los g;;. (Qué se puede decir de las relaciones? Se tiene lo siguiente:

(1) Dado que estamos ignorando aquellos simplex en L, se asignaran g;; = 1 si (v;v;) € L.
(2) Si (v;vjvg) es un 2—simplex de K, existen unos lazos no triviales alrededor de v;v;v;, y se tiene la

relacion g;;g;rgr = 1.

Los generadores {g;;} y el conjunto de relaciones determinan completamente el grupo G(K : L) R
Teorema 3.8. G(K; L) es isomorfo a E(K;v) ~ m (| K|;v).

De hecho, se puede ser més eficiente de lo que parece. Por ejemplo, g;; deberia ser igual a 1 dado que
gii corresponde al vértice v; el cual es un elemento de L. Més atn, dado que g¢;;9;; = gi; = 1, se tiene
que gi; = gj_il. Por tanto, solo podemos introducir esos generadores g¢;; para cada par de vértices v;,
v; tales que (v;v;) € K — Ly ¢ < j. Dado que no hay generadores g;; tales que (v;v;) € L, se puede
ignorar el primer tipo de relacion. Si (v;v;v;) es un 2—simplex de K — L tal que i < j < k, la relacion
correspondiente es tinicamente especificada por g;;g;x = gi dado que sélo estamos interesados en los

simplex (v;v;) tal que i < j. Para resumir, las reglas del calculo son las siguientes:

(1) Primero, encontrar una triangulacion f : |[K| — X.

(2) Encontrar el subcomplex L que es conexo por caminos, simplemente conexo y que contiene todos
los vértices de K.

(3) Asignar un generador g;; a cada 1—simplex (v;v;) de K — L, para cada i < j.

(4) Imponer una relacién g;;g;x = gir si hay un 2—simplex (v;v;v5) tal que ¢ < j < k. Si dos de los
vértices v;, v; y v forman un 1—simplex de L, el correspondiente generador deberfa ser igual a 1.
(5) Ahora m(X) es isomorfo a G(K; L) el cual es un grupo generado por {g;;} con las relaciones
obtenidas en (4).

Vamos a estudiar algunos ejemplos, centrandonos especialmente en los que seran de utilidad en
la clasificacion de defectos topoldgicos.

Ejemplo 3.5. Desde nuestra construccion, deberia ser claro que E(K;v) y G(K; L) involucran solo
los 0—, 1—, y 2—simplex de K. De acuerdo con esto, si K? denota un 2—esqueleto de K, el cual es

definido como el conjunto de todos los 0—, 1— y 2—simplex en K por lo que:
m(|K|) ~m(K?) (117)

Esto es bastante util en los calculos reales. Por ejemplo, un 3—simplex y su frontera tiene el mismo
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Figura 31: Una triangulacion de un 3-ramo. Las lineas oscuras indican el arbol maximal L.

2—esqueleto. Un 3—simplex es un poliedro |K| de una bola solida D3, mientras que su frontera |L|
es un poliedro de la esfera S?. Dado que D? es contractil, m (| K|) ~ {e}. Utilizando se tiene
que 71 (S?) ~ m(|K]|) =~ {e}. En general, para n > 2, los (n + 1)—simplex o, y la frontera de o,
tiene el mismo 2—esqueleto. Si se nota que 0,1 es contractil y la frontera de o,,.1 es un poliedro de
S™, tenemos la formula:

m(S") ~{e} n>2 (118)

Ejemplo 3.6. Sea K = {v1, va, v3, (v1v3), (v1v3), (v2v3) } un complex simplicial de un circulo S'. Si se
toma v; como punto base, un arbol maximal puede ser L = {vy, vo, v3, (v1v9), (v1v3) }. Hay solo un

generador go3. Dado que no hay 2—simplex en K, la relaciéon es vacia. Por tanto:
mi(S') ~ G(K; L) = (go3;0) = Z (119)

de acuerdo con el teorema 3.8.

Ejemplo 3.7. Un n—ramo se define por un punto de uniéon de n circulos. Por ejemplo, la figura
es una triangulacion de un 3—ramo. Témese el punto comin v como punto base. Las lineas negras
de la figura 31| forman un arbol maximal L. Los generadores de G(K; L) son g2, gsa ¥ gs6. Como no

hay relaciones se tiene que:
(3 —ramo) = G(K; L) = (z,y, z; 0). (120)

Observar que es un grupo libre, pero no es abeliano. La no conmutatividad puede mostrarse de la
siguiente manera. Sean los lazos o y f que rodean diferentes agujeros. Obviamente, el producto

afa~! no puede ser deformado de manera continua en 3, por lo que [a] * [8] * [a] ™ # [B], o lo que
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es igual:

En general, un n—ramo tiene n generadores gio, .

Figura 32: Una triangulacion del plano proyectivo.

o] % [B] # [B] * [o]

grupo libre con n generadores sin relaciones.

(121)

.. gon_12n v €l grupo fundamental es isomorfo al

Ejemplo 3.8 Sea D? un disco bidimensional. Una triangulaciéon K de D? es dada por un triangulo in-

cluyendo su interior. Claramente K puede ser L y K — L es vacio. Por lo que se tiene que 7 (K) ~ {e}.

Ejemplo 3.9. La figura es la triangulacion del plano proyectivo RP2. El area sombreada es el

subcomplex L. Hay siete generaciones y seis relaciones.

Sea r = go3 vy se escriben a continuacién las relaciones:

L. g23
2. gu
3. 12
4. g13
9. g3

6. go3

934

946

926

936

956

935

924 — Goa =T
926 — G26 = T
gi6 — g6 =T
gi6 — g3 =T
936 — 935 =T

gos ¥2 =1

Aqui, encontramos que:

T (RP?) ~ (x;2%) ~ Z,
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(a) (b)

a Q=Q' o Q=P
. r/ PI

9 N ey

P P=P F’ P=Q

Figura 33: (a) es un lazo trivial mientras que el lazo S no puede ser encogido en un punto. (b) g% g
es reducido a un punto de manera continua.

Intuitivamente, la apariencia de un grupo ciclico es entendida de la siguiente manera. La figura [33] es
un esquema de la imagen del plano proyectivo RP2. Téomense los lazos a y 3. Es facil ver que a puede
ser deformado de manera continua a un punto y, por lo tanto, es el elemento trivial de 7 (RP?). Dado
que los puntos diametralmente opuestos son identificados en RP?, 3 es realmente un lazo cerrado.
Dado que no puede ser encogido a un punto, se trata del elemento no trivial de m(RP?). ;Qué
podemos decir del producto 5 * 8 es un lazo que atraviesa desde P a ) ~ P dos veces? Esto puede
ser entendido en la figura [33| (b) observando que 3 * § puede ser encogido de manera continua en un
punto, por lo que perteneceria a la clase trivial. Esto muestra que el generador correspondiente a la
clase de homotopia del lazo 3, satisface la relaciéon 22 = 1, el cual siempre verifica nuestro resultado.

Con imégenes similares se puede mostrar que:
71 (RP?) =~ Zy (123)

donde RP? se representa con S* con los puntos diametralmente opuestos identificados,
RP3 = 53/(x ~ —z). Si tomamos el hemisferio de S* como representacion, RP3 puede ser expresado
como una bola solida D3 con los puntos superficiales diametralmente opuestos identificados. Si los

discos (D?) en la figura [33| son interpretados como bolas solidas las mismas imégenes muestran que

7T1(]RP3) ~ Zg.

A continuacién se respondera a la pregunta sobre cudl es la relacion entre el grupo de homologia
Hi(K) y el de homotopia m(|K]).

El lector quizas haya notado que existe cierta similitud entre el primer grupo de homologia H;(K)
y el grupo fundamental 7 (| K|). Por ejemplo, los grupos fundamentales de muchos espacios (circulo,
disco, n—esferas, toros,...) son idénticos al correspondiente primer grupo de homologia. En algu-
nos casos, sin embargo, son diferentes: Hy(2 — rama) ~Z ® Z y m (2 — rama) = (z,y; ). Analizar

que Hy(2—rama) es un grupo abeliano libre mientras que m (2—rama) es un grupo libre no abeliano.

Teorema 3.9. Sea K un complex simplicial conexo. Entonces H1(K) es isomorfo a m(|K|)/F, don-
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de F es el subgrupo conmutador de m (] K]|).

Sea GG un grupo cuya presentacion es (z;; 7y, ). El subgrupo conmutador F de G es el grupo generado

1

por los elementos de la forma x;x;z; xj_l. Entonces, G/F es un grupo generado por {z;} con el

conjunto de relaciones {r,,} y {xi:vjxi_la:j_l}. El teorema formula que si m(|K|) = (z4;7,,), entonces

Hy(K) ~ (47, zix52; ;). Por ejemplo, de (2 — rama) se tiene que:

m1(2 —rama)/F ~ (zv,y; 2y 'y ) ~Z O Z (124)

el cual es isomorfo a Hy(2 — rama).

La demostracion se puede encontrar en Greenberg y Harper (1981) [6].

Ejemplo 3.10. Dado que 71(Klein) ~ (z,y; xyzy '), se tiene
m(Klein)/F ~ (z,y; xyzy ™" oyx~ty ™) (125)
Las dos relaciones son reemplazadas por 22 = 1 y zyz~'y~! = 1. Se muestra que:
m(Klein)/F ~ (z,y;vyx 'y~ 2%) ~ Z ® Zy ~ H,(Klein) (126)

Corolario 3.2.. Sea X wun espacio topoldgico conexo. Entonces m(X) es isomorfo a H{(K) siy
solo si m(X) es conmutativo. En particular si m(X) es generado por un solo generador, m(X) es

siempre isomorfo a Hy(X).

Corolario 3.3. Si X e Y tienen el mismo tipo de homotopia, los primeros grupos de homologia
son idénticos: Hi(X) = H (Y).

Grupos de homotopia de orden superior

El grupo fundamental clasifica las clases de homotopia de lazos en un espacio topolégico X. Existen
otras formas de asignar grupos a X. Por ejemplo, quizés podriamos clasificar las clases de homotopia
de esferas en X o las clases de homotopia de toros en X. Resulta que las clases de homotopia de la
esfera S™ (n > 2) forman unos grupos con caracteristicas similares al grupo fundamental.

Sea I™ (n > 1) para denotar el n—cubo I X --- X I,

I"={(s1,...,8n) |0<s <11 <i<n)} (127)
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La frontera OI™ es la frontera geométrica de 1",
oI" ={(s1,...,8,) € I"|s; =0U 1} (128)

Notese que en el caso del grupo fundamental, la frontera de I se mapea al punto base xy. Similar-
mente, se asume que se tendran aplicaciones continuas « : I" — X tales que la imagen de 0I™ es un
punto xg € X.

Esta aplicacion a se denomina n-lazo en zy. A continuacion, se realiza una generalizacion directa de
la definicion 3.4.

Definicion 3.10. Sea X un espacio topoldgico y sean o, [ : I — X n—lazos en xq € X. La apli-
cacion a es homotopica a 3, denotado por o ~ [3, si existe una aplicacion continua F : I" x I — X

tal que

(

F(s1,...50,0) = a(s1,...5)

F(s1,...80,1) = B(s1,...5) (129)

\F(sl,...sn,t) =x9 Y($1,...8,) €0I"tel

F se llama homotopia entre o'y 3.

Nota: Puede probarse que o ~ 3 es una relaciéon de equivalencia. La clase de equivalencia de « se
llama clase de homotopia de « y se denota [a].
Vamos a definir ahora las operaciones de grupo.

El producto a x 8 de n—lazos se define por:

1
ax*B(s1,...,8,) = 2 (130)

El producto puede entender mejor observando la figura (a). Es 1til representarlo como en la figura
3(b).
Se define el lazo inverso como:

a sy, sn) =a(l —s1,...,5,) (131)
que satisface que:

a b xalsy,. .., 8n) ~akxa (s, 8,) ~ ceo(S1, .-, 80) (132)
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(a) (b)

Sy ~ Sy

f

wY

1

X

Figura 34: Un producto a x 8 de n—lazos a y f3.
donde c,, es un n—lazo constante en zy € X.

Definicion 3.11. Sea X un espacio topologico. El conjunto de las clases de homotopia de los n—lazos
en xg € X se denota por 7, (X, xq) y se llama n—ésimo grupo de homotopia en xy. m,(x, o) se de-

nomina grupo de homotopia de orden superior sin > 2.

El producto [a] % [5] se define de manera natural como::

[a] « [8] = [a = ] (133)

donde a y B son n—lazos en xg.

Proposicion 3.3. Eln—ésimo grupo de homotopia es un grupo.

Una propiedad muy importante de los grupos de homotopia de orden superior es que son siempre

abelianos. Es decir para cualquier par de n—lazos ay  en 29 € X, [ y [5] se cumple que:

[o] % [B] = [B] * [o] (134)

Para verificar esta aseveracion obsérvese al figura 35 Claramente la deformacion es homotopica en
cada paso de la secuencia. Esto prueba que a x 8 ~ 3 * a.
Si un espacio topologico X es conexo por caminos, 7, (X, zg) sera isomorfo a 7, (X, z1) para cualquier

pareja xg, 1. La prueba es similar al teorema equivalente en grupos de homotopia de primer orden.

Teorema 3.10.(Invariancia homotdpica de los grupos de homotopia de orden superior):

Sean X e Y dos dos espacios topoldgicos con el mismo tipo de homotopia. Si f : X — Y es una
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Figura 35: Los grupos de homotopia de orden superior son siempre conmutativos, a * 5 ~ 3 * a.

homotopia de equivalencia, el grupo de homotopia m,(X, xo) es isomorfo a m,(Y, f(xo)).

La invariancia topologica de los grupos de homotopia de orden superior es una consecuencia di-
recta de este hecho. En particular si X es contractil, los grupos de homotopia son todos triviales:
(X, xo) = {e},n > 1.

Teorema 3.11. Sean X e Y dos espacios topologicos conexos por caminos. Entonces:

(X XY) =7, (X) ®m,(Y) (135)

Existen varios casos en los cuales los grupos de homotopia de un espacio son dados por los grupos
de homotopia conocidos de otro espacio. Esto es una propiedad interesante entre los grupos de ho-

motopia de orden superior y su espacio de recubrimiento universal.

Definicion 3.12. Sean X vy X dos espacios topologicos conexos. La pareja (X',p) o simplemente, X
se denomina espacio recubrimiento de X si existe una aplicacion continua p : X = X tal que:

(1) p es suprayectiva.

(2) Para todo v € X existe un conjunto abierto conero U C X conteniendo a x, tal que p~'(U) es
una union disjunta de conjuntos abiertos en X, cada uno de los cuales es identificado de manera

homeomorfa a U mediante la aplicacion p.

En particular, si X es simplemente conexo, (X, p) se denomina espacio recubrimiento universal de X.

Nota: ciertos grupos son también conocidos como espacios topolégicos, son los llamados grupos to-
pologicos. Por ejemplo, SO(n) y SU(n) son grupos topologicos. Si X y X son grupos topologicos y
la aplicacion p es un homomorfismo de grupos, entonces el espacio recubrimiento (universal) se dira

grupo recubrimiento (universal).
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Ejemplo 3.11. R es un espacio de recubrimiento universal de S*. Dado que S* se identifica con U(1),
R es un grupo de recubrimiento universal de U(1) si R es entendido como un grupo aditivo. La
aplicacion p : R — U(1) tal que p : z — €. Claramente p es suprayectiva y si U = {e?™|z €
(xo — 0.1, 29 + 0.1)}, entonces

p H(U) = Upez(wo — 0.1 +n, 20 + 0.1+ n) (136)

la cual es una unién disjunta de conjuntos abiertos de R. Es facil mostrar que p es también un
homomorfismo de grupos respecto a la adicion en R y el producto en U(1). Por tanto, (R,p) es un

grupo de recubrimiento universal de U(1) = S*.

Teorema 3.12. Sea (X ,p) un espacio de recubrimiento universal de un espacio topoldgico conexo

X. Sixge X yap € X son puntos base tales que p(Zg) = o, el homomorfismo inducido

Ds (X, To) = T (X, o) (137)

es un isomorfismo para n > 2. [Importante: Este teorema no es de aplicacion si n = 1. Contraejem-
plo: 71 (R) = {e} mientras que m;(S') = Z.]

La prueba se encuentra en Croom (1978) [13].

Este teorema permite probar que:

Ta(SY) ~ 1o (U(1)) = {e} n>2 (138)

Ejemplo 3.12. Sea S™ = {x € R""!||z|? = 1}. El plano proyectivo real RP" se obtiene identificando
los pares de puntos antipodales (z, —z) de S™. Es fécil ver que S™ es un espacio de recubrimiento de
RP™ para n > 2. Dado que m1(S™) = {e} paran > 2, S™ es el espacio de recubrimiento de RP™ y se
tiene que:

Tn(RP™) >~ 1, (S™) (139)

Es importante sefialar que RP? se identifica con SO(3). Para ver esto es necesario especificar cada
elemento de SO(3) con una rotacion a lo largo de un eje 77 un angulo 6 (0 < 6 < 7) y asignar un
‘vector’ 3 = i1 a este elemento. ) toma valores en el disco D3 de radio 7. Ademés, 77 y —7i
representan la misma rotacién y deberfan ser identificadas. Por tanto, el espacio al que O pertenece
es un disco D? cuyos puntos antipodales en la superficie S? estan identificados. Advertir también que
podemos expresar RP3 como el hemisferio norte D? de S2, cuyos puntos antipodales en la frontera
S? son identificados. Esto también muestra que RP? se identifica con SO(3).

Es también interesante ver que S* se identifica con SU(2). Primero hay que observar que cualquier
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elemento g € SU(2) se escribe como:

9= jal” + [b* =1 (140)

a
b a
Si escribimos @ = u + v y b = & + iy, esto se convierte en S® ya que se cumple que:
A+t Yyt =1 (141)
Utilizando todos estos resultados se comprueba que:
T, (SO(3)) = T, (RP?) = m,(S*) = m,(SU(2)) n>2. (142)

Para ser méas general, el grupo de recubrimiento universal, Spin(n) de SO(n) se llama grupo de spin.

Para n pequenos estos grupos son:

Spin(3) = SU(2) (143)
Spin(4) = SU(2) x SU(2) (144)
Spin(5) = USp(4) (145)
Spin(6) = SU(4) (146)

Aqui USp(4) esta formado por el grupo compacto de 2N x 2N matrices que satisfacen A*"JA = J,

0 Iy
—Iy 0

donde J =

En general, no existen algoritmos para calcular grupos de homotopia de orden superior 7, (X). Son
necesarios métodos ad hoc para cada espacio topologico si n > 2. Aqui se van a mostrar algunos
ejemplos en los cuales los grupos de homotopia de orden superior pueden ser obtenidos mediante
argumentos intuitivos. En la tabla |36 del libro de Nakahara [I] se encuentran resultados para grupos

que pueden ser de utilidad.

Ejemplo 3.13. Si nos damos cuenta de que m,(X,xo) es el conjunto de las clases de homotopia

de n—lazos S™ en X, inmediatamente vemos que:
T(S" xo) ~Z n>1 (147)

Si a mapea S™ a un punto zo € S", [a] es el elemento unidad 0 € Z. Dado que I"/9I™ y S™ son

73



S'I] 3‘1'2 3‘1'3 '7'[4 :ITS J'Tﬁ
SO(3) Za 0 Z Lo Lo Z12
SO(4) EE 0 L+ 7 ZE+EZ EE-FEQ 3124-312
SO(5) Zo 0 Z Zn Zr 0
SO(6) Zo 0 Z 0 Z 0
SO(n) n=6 Z, 0 Z 0 0 0
u(1) Z 0 0 0 0 0
SU(2) 0 0 Z Zr Z Z12
SU(3) 0 0 Z 0 Z Z6
SUn) n=3 0 0 Z 0 Z 0
52 0 Z 7 7 75 Z12
53 0 0 Z Zn Zr Z12
s4 0 0 0 7 7 7o
G 0 0 Z 0 0 7
Fy 0 0 Z 0 0 0
Eg 0 0 Z 0 0 0
Eq 0 0 Z 0 0 0
Eg 0 0 Z 0 0 0

Figura 36: Tabla de algunos grupos de homotopia de utilidad

orientables, se pueden asignar orientaciones a ellas. Si « mapea ["/9I™ de manera homeomorfa a
S™ en el mismo sentido de orientacion, entonces [a] es asignada a un elemento 1 € Z. Si un homeo-
morfismo o mapea I"/JI"™ hacia S™ con una orientacién de sentido opuesto, [a] corresponderia al
elemento —1. Por ejemplo, sea n = 2. Dado que I2/0I* ~ S?, el punto en I? puede ser expresado
mediante coordenadas polares (6, @), observad la figura

Similarmente, X = S? puede ser expresado con las coordenadas polares (¢, ®'). Sea « : (6, ®) —
(0/,®") un 2—lazo en X. Si ' = 0 y & = @', el punto (#',®') recorre S? una vez mientras que
el punto (6, ®) barre también una vez I* con la misma orientacion. Este lazo pertenece a la clase
+1 € m(S?, zp).

Sia:(0,®)— (0,) es dada por @ = 0 y & = 29, el punto (¢, ®’) recorre S? dos veces mientras
que (0, ®) solo barre I? una vez. Este 2—lazo pertenece a la clase 2 € my(S?, x0). En general, la
aplicacion (0, ®) — (0, k®), k € Z, corresponde a la clase k € m(S?, 79). Un argumento similar hace

que m,(S™, xo) ~ Z se verifique para n > 2.

FEjemplo 3.14. Notar que S™ es un espacio de recubrimiento universal de RP™ para n > 2, por lo que

se tiene que:
T(RP") ~m,(S") ~Z n>2 (148)

Esta afirmacion también es cierta paran = 1 ya que RP = S*. Por ejemplo, se tendra que my(RP?) ~
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(¢, ¢)

d=20

Figura 37: Un punto en I? puede ser expresado en coordenados polares (6, ¢).

m9(S?) >~ Z. Dado que SU(2) = S? es un grupo de recubrimiento universal de SO(3) = RP?, del

teorema 3.12. se sigue que:
73(SO(3)) = m3(SU(2)) ~ 73(S*) ~ Z (149)

El monopolo de Shankar en el He3-A superfluido va a corresponder a uno de estos elementos no
triviales de las clases de homotopia. Estos calculos seran de vital utilidad en la explicacion de los
defectos de dicho He3-A superfluido.
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4. CLASIFICACION DE TEXTURAS Y DEFECTOS TOPO-
LOGICOS

En esta seccidn, se resuelven algunos de los problemas enunciados en la seccién
2, clasificando definitivamente algunas de las texturas y defectos que se habian
propuesto. El objetivo sera ejemplificar algunas utilidades de la teoria topolégica
expuesta en linea con los problemas fisicos planteados. Lejos de pretender exhaus-
tividad, se busca exponer la enorme complejidad que requiere el calculo e inteligi-
bilidad de los tipos de texturas y defectos. Se mostraran ejemplos de texturas en
dimensiones superiores (mayores a tres), que lejos de ser un divertimento matema-

tico, manifiestan sus consecuencias en sistemas fisicos reales.

4.1. Defectos de linea en cristales nematicos

En el ejemplo 3.9. se ha visto que 7 (RP?) ~ Zy = {0,1}. Por consiguiente, existiran dos defectos
de linea en cristales nematicos; uno puede ser deformado de manera continua en una configuracion
uniforme mientras que el otro no. Este tltimo representa un voértice estable, el cual se esquematiza
en la figura Deberfa observarse como el lazo o es mapeado al plano proyectivo RP? mediante

esta textura.

En el plano proyectivo no existen otros defectos puntuales, ya que la clase del 0 representaria una
configuraciéon uniforme. Cabe preguntarse qué ocurre cuando se fusionan dos defectos de linea de
tipo 1 como los de la figura [39 En este caso puede decirse que dicha configuracion puede deformarse
hasta llegar a una uniforme, lo que representa la operacion 1+1 = 0 € Z,. Esta deformaciéon continua

implica que, a medida que las lineas proyectivas se mueven y se estiran, el punto de interseccion se

Figura 38: Un voértice en un cristal nematico liquido, que corresponde al elemento no trivial de

m(RP?) = Z,.

77



Figura 39: Un defecto de linea que puede ser deformado de manera continua en una configuracion
uniforme. Corresponde a la operacion 1 +1 =0 € Zs,.

Y

Figura 40: La textura de un defecto puntual en un cristal liquido nemético.

separa gradualmente y se distribuye uniformemente a lo largo de las lineas proyectivas. La clave para
comprender esta deformabilidad continua radica en la topologia del plano proyectivo. En el plano
proyectivo, se considera que los puntos del borde superior e inferior estan identificados y se pegan
entre si, lo que significa que el plano proyectivo no tiene un borde o limite fijo. Esto permite que las

lineas proyectivas se deformen de manera continua y se extiendan al infinito en ambas direcciones.

4.2. Defectos puntuales en cristales nematicos

En el ejemplo 3.14., se muestra que m3(RP?) = Z. De acuerdo con esto, existen defectos puntales
estables en el cristal neméatico. La figura [40] muestra la textura de un defecto puntual que pertenece
a la clase 1 € Z.

Es interesante apuntar que un defecto de linea y un defecto puntual pueden ser combinados en un
defecto de anillo, el cual es especificado tanto por m (RP?) y mp(RP?) (ver Mineev (1980) [12]). Si

el anillo se observa desde lejos, parece como un defecto puntual, mientras que su estructura local es
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Figura 41: La textura de un defecto de anillo en un cristal nemético liquido. El lazo « clasifica 7 (R P?
mientras que la esfera (2—lazo) 3 clasifica my(RP?).

especificada por m;(RP?). La figura 41| es un ejemplo de dicho defecto de anillo. El lazo « clasifica
71 (RP?) ~ Z, mientras que la esfera (2—lazo) 3 clasifica mo(RP?) = Z.

4.3. Texturas de los cristales nematicos en dimensiones superiores

El tercer grupo de homotopia 73(RP?) ~ Z nos lleva a una interesante textura libre de singularidades
en un medio tridimensional de un cristal nemético. Supongamos que el campo director se aproxima
asintoticamente a una configuracion, por ejemplo, 7 = (1,0,0)" si |[F] — co. Entonces el medio se ha
compactificado en una esfera tridimensional S? y la estructura topoldgica de la textura es clasificada
por m3(RP?) ~ Z. ;Cual es la textura correspondiente a un elemento no trivial del grupo de homo-
topia?

Una rotacion arbitraria en R? es determinada por un vector unitario € a lo largo del que se produce
la rotacion y el angulo de rotacién «. Es posible asignar un ‘vector’ {2 = «€ a esta rotacion. No es
exactamente no vector ya que 2 = wé¢'y —{) = —x€ representan la misma rotaciéon y, por tanto,
deberian ser identificadas. Por consiguiente, ) se encuentra dentro del espacio proyectivo real tri-
dimensional RP3. Supongamos que se toma 7y = (1,0,0)! como el director estandar. Entonces una
configuracion de director arbitraria es especificada mediante la rotaciéon de 7y alrededor de algin eje
€'y algun angulo «, es decir: @ = R(€, a)fig, donde R(€, ) es la correspondiente matriz de rotacion

en SO(3). Supongamos una textura cuyo campo es dado por la aplicacion de la rotacion

ae(r) = f(r)r (150)
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(@) (b)

Figura 42: La textura de un elemento no trivial de w3(RP?) ~ Z. (a) muestra que el vector de rotacion
ae. La longitud « se aproxima a 7 cuando || — oco. (b) muestra el correspondiente campo director.

hacia 77y, donde 7 es el vector unitario en la direccién del vector posicion 7y la funcion
flr) = (151)

La figura muestra el campo director de esta textura. Observar que al pertenecer a la clase no
trivial 1 € Z, aunque no existen singularidades en la textura, es imposible deformarla hasta una

configuracion uniforme.

4.4. Defectos de linea y voértices no singulares en He*—A

El grupo fundamental de SO(3) ~ RP3 es m(RP3) ~ Z, ~ {0, 1}. Las texturas que pertenecen a la
clase 0 pueden ser deformadas de manera continua en una configuraciéon uniforme. Las configuracio-
nes en la clase 1 se denominan dislocaciones y han sido analizadas por Maki y Tsuneto (1977) [9].

La figura [43| describe estas dislocaciones en sus configuraciones de minima energia libre.

Una propiedad importante de Zy es la suma 1 + 1 = 0; la fusiéon de dos dislocaciones produce una
textura trivial. Fusionando dos dislocaciones se puede construir una textura que parece un vortice
de doble vorticidad (clase de homotopia 2) sin singularidad en el nicleo. Si observamos la figura
(a) es facil verificar que la imagen del lazo o atraviesa RP? dos veces mientras que el lazo menor (3
puede ser deformado de manera continua en un punto. Esta textura se llama vortice de Anderson-
Toulouse [16]. Por otra parte, Mermin y Ho (1976) [18] han mostrado que si el medio es un cilindro,

la frontera tiene la condicion | L (frontera) y el vortice es cortado en la superficie, véase figura (b)
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Figura 43: Dislocaciones en He3—A.
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Figura 44: El vortice Anderson-Toulose (a) y el vortice de Mermin-Ho. En (b) la frontera fuerza [ a
ser perpendicular a la barrera.

(el vortice de Mermin-Ho).
Dado que my(RP?) ~ {e}, no hay defectos puntuales en He* — A. Sin embargo, m3(RP3) ~ Z

introduce un nuevo tipo similar a la estructura de defecto puntual llamada monopolo de Shankar,

que se estudiaré en el siguiente apartado.

4.5. Monopolo de Shankar en He3-A

Shankar (1977) [I7] mostr6 que existe un defecto similar a uno puntual libre de singularidades en
He3—A. Consideren un medio infinito de He®?—A. Se asume que el medio es asintéticamente uniforme,
esto es, (Al, A, Z) se aproxima a la base ortonormal estandar (€7, €;, €3) cuando || — 0o. Dado que
todos los puntos lejanos del origen son mapeados a un tinico punto, se ha compactificado R3 en S®.
Entonces esta textura se clasificada de acuerdo a 73(RP3) = Z. Vamos a especificar un elemento de

SO(3) por un ‘vector’ € = 07 en RP? como antes. (Recuérdese el Ejemplo 3.14.)

() = () (152)
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Figura 45: El monopolo de Shankar: (a) muestra que el campo de vectores Q(7) y (b) muestran la
triada (Aq, Ag, ). Notar que si |7] — oo la triada se aproxima a la misma configuracion.

donde f(r) es una funcién mondtona decreciente tal que:

2 st r=0
f(r) = (153)

0 ST T — 00

Formalmente se extiende el radio de RP? a 27 y se define una rotacion con dngulo médulo 27. Esta
textura se denomina Monopolo de Shankar (véase figura . A primera vista parece que existe
una singularidad en el origen, sin embargo, la longitud de O es 2 y es equivalente a la rotacion
unitaria de SO(3). La figura (b) describe el campo trifésico. Dado que Q(7) = 0 si r — oo,
independientemente de la direccion, el espacio R? es compactificado a S®. Mientras obtenemos la
imagen de todo el espacio, (7) rodea SO(3) dos veces y esta textura corresponde a la clase 1 de
m3(SO(3)) ~ Z.

Cabe preguntarse como se esquematiza el monopolo de Shankar que pertenece a la clase —1 de
m3(RP3).

Las clases de homotopia sobre el espacio proyectivo se basan en la idea de que los elementos positivos
del grupo de homotopia son los que no cambian la orientaciéon de la superficie, por lo que el dngulo
minimo que necesitas darle al punto cero para que no cambie la orientaciéon sera 2w, cualquier
otro dngulo cambiara esta orientacion. Todos los miultiplos positivos de 27 tampoco cambiaran la
orientacion, por lo que estos multiplos perteneceran a las clases positivas de m3(RP?) ~ Z. Los
elementos negativos seran pues los multiplos de m dado que estos si que cambiaran la orientacion. La
aplicacion que habria que definir para la clase —1 € Z seria tal que f(0) = 7 en lugar de 27 y que
intercambie la orientaciéon modificando alguna de las coordenadas como por ejemplo Q_;(z,y,2) =
Oy (x,—y, 2). [19)]
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4.6. Objetos extendidos del modelo clasico de Heisenberg en R?

Se van a considerar los spines clasicos de Heisenberg definidos en R2?, los cuales supongamos que
toman toman el valor asintético:
S(z) s e, |z|>L (154)

para que la energia total sea finita. Este hecho nos permite pasar al estudio de las aplicaciones del
tipo a : I? — 5% es decir de 2 — lazos. Donde se puede suponer que I? = [—L, L]> = [0,1]? sin
pérdida de generalidad. Estas aplicaciones se clasifican segtin el grupo de homotopia 75(S?). Dado
que nos encontramos ante un sistema en dimension d = 2, este grupo de homotopia clasifica objetos
extendidos.

Tal como se analiz6 en el ejemplo 3.13. este grupo es isomorfo a Z por lo que existirdn un nimero
infinito de clases de equivalencia. ; Como seran dichas clases de equivalencia y, por consiguiente, las
distintas configuraciones de spin equivalentes?

Este problema se aborda de manera mas sencilla aplicando coordenadas polares tanto al espacio
de salida I? como al espacio imagen de spines S2. En dichas coordenadas se comprueba como las
aplicaciones del tipo ay : (6, ®) — (0, k®), k € Z, corresponden a la clase k € m5(S?, zy) ~ Z.

Si k es negativo lo que ocurre es que el espacio S? se recorre en una orientaciéon opuesta a que si
k es positivo. El valor absoluto de |k| estaria indicando el ntumero de veces que se recorre dicho
espacio, esto es, si k = 2 estarfamos barriendo dos veces S? al recorrer una tnica vez I2. Seria
una configuracion de spines en los que se toman todos los valores de S? dos veces. Los siguientes
valores de k indicarian el nimero de veces que se recorre de manera completa S?, de esta manera
quedarian clasificadas todas las posibles configuraciones de spin en un espacio bidimensional acotado
o de energia finita.

Trivialmente, la configuraciéon constante S, = & seria aquella perteneciente a la clase 0 € my(S5?).
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5. CONCLUSIONES

La teoria de Landau de las transiciones de fase de sistemas fisicas ha sido el detonante de la explosion
del conocimiento de las teorias topologicas en Fisica de la Materia Condensada. La definiciéon precisa
de pardametro de orden permite construir aplicaciones llamadas texturas que podemos clasificar en
base al concepto de grupo de homotopia.

El grupo de homotopia clasifica, de manera esencial, dichas texturas. De forma que aquellas que
pertenecen a clases diferentes no se pueden obtener como deformaciones continuas de otras. Esta
imposibilidad permite hablar de que ciertas configuraciones tienen una proteccion topoldgica. Esta
propiedad nos da informaciéon global del sistema.

Mientras que la Fisica ampliamente estudiada se construye sobre condiciones locales dadas por ecua-
ciones diferenciales, la topologia permite descubrir propiedades globales que se relacionan estrecha-

mente con las condiciones de contorno y las simetrias.

En este estudio se ha podido desarrollar de manera breve la introducciéon a respuestas acerca de

diferentes manifestaciones fisicas, como, por ejemplo:

= Ferromagnetismo y modelo de Heisenberg: el monopolo de Belavin-Polyakov muestra la existen-
cia de defectos puntuales en sistemas de spines magnéticos cuando las condiciones de contorno
se compactifican en el infinito. Se ha mostrado como los defectos pueden fusionarse o anadirse

en funcién de la clase n € Z.

= Cristales liquidos nematicos: se ha comprendido cémo la simetria de una molécula que forma
los cristales nematicos nos lleva a tener que definir el parametro de orden dentro del plano
proyectivo RP2. Se han podido clasificar sus posibles defectos en diferentes dimensiones al

estudiar los grupos de homotopia en el plano proyectivo.

» He? Superfluido: se ha mostrado como la naturaleza cuantica del He? lleva a la introduccion del
espacio proyectivo RP? al tener simetria SO(3). Analizando dicho espacio se ha comprobado
coémo surgen las dislocaciones como la clase no trivial de defecto de linea. Se ha expuesto como
pueden surgir defectos puntuales sin singularidades en dimensiones superiores, definiendo el

denominado Monopolo de Shankar.

En conclusién, en este trabajo se ha partido de un problemas fisicos concretos con los que se justifica
el complejo desarrollo de la teoria topologica de los grupos de homotopia y como estos pueden dar
respuesta a realidades fisicas presentes en distintos materiales o fases de la materia. La investigacion
en este campo no resulta tan popular como pueden resultar las mateméticas del calculo diferen-
cial, pero, no por ello, debe resultar de menor interés. Espero que este texto haya ahondado en la
importancia de profundizar en el estudio de las propiedades topologicas en la Fisica de la Materia

Condensada.
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