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1. Introduccién

Desde su inicio, el objetivo de las matematicas ha sido trabajar con pro-
blemas en busca de una solucién. No siempre el resultado ha sido completa-
mente satisfactorio, ya que algunos siguen abiertos. Pese a esto, los avances
realizados eran inimaginables hace unos siglos y ello ha hecho que nuestro
modo de vida cambie por completo. Hoy en dia, problemas que hace un tiem-
po parecian imposibles los solucionamos en segundos y gran culpa de esto lo
tiene la rama de las matematicas sobre la que vamos a tratar: la mateméatica
computacional.

Este area cada vez tiene mas importancia en nuestro dia a dia. Su obje-
tivo es la busqueda de medios mediante los cuales conseguir una resoluciéon
automatica de un problema. Para hacerlo, necesitaremos dispositivos que nos
permitan hacer este proceso: las méquinas. Una méquina (al menos las que
conocemos) no dispone de capacidad de pensar, sélo dispone de memoria y la
capacidad de ejecutar pasos previamente descritos. Por tanto, sélo podremos
solucionar un problema si tenemos una serie de pasos sencillos que solucionan
el problema, que formaran un algoritmo.

Es por esto que lo que aqui tratamos tiene una especial relevancia en
nuestro modo de vida actualmente. En estos dias, los algoritmos aparecen en
cualquier campo que nos podamos imaginar. En la inteligencia artificial, tan
de moda ahora con el ChatGPT, en la economia, la meteorologia, la ciencia.
Es un sinfin de utilidades las que tienen ahora mismo en nuestro mundo.
Cualquier avance en el estudio de ellos supondria un cambio en nuestro modo
de vida, como ya lo ha hecho en los tltimos anos el espectacular progreso
de la informética. Es por ello que nos parece un tema clave que nos interesa
analizar y estudiar aunque sea desde una perspectiva muy basica.

Creemos que el futuro de nuestras vidas tendra que ver en gran parte en
cémo evolucione el campo de la complejidad algoritmica. Nuestro papel aqui
va a ser el de explicar de una manera béasica cémo funcionan los algoritmos

segun el tipo de problema al que nos enfrentamos y clasificarlos en diferentes



clases de complejidad detallando qué caracteristicas tiene cada una.

Aunque el titulo sea Una introducciéon académica a la complejidad al-
goritmica, nos centraremos especialmente en la complejidad del tiempo, es
decir, en cudntos pasos nos requiere un algoritmo para solucionar un proble-
ma. Comenzaremos en el capitulo 1 explicando una serie de conceptos sobre
los que nos basaremos durante el resto del trabajo. Utilizaremos las maquinas
de Turing como modelo de computacién, las cuales explicaremos con detalle
en el capitulo 2.

Los capitulos 3 y 4 los dedicaremos a explicar de qué trata la complejidad
algoritmica y definiendo también algin que otro concepto, como puede ser
la reducibilidad de problemas, hasta llegar a las clases P y NP; claves a
la hora de hablar de complejidad algoritmica. Finalmente, en el capitulo 5,
pondremos la guinda con la conjetura de Cook, ;P=NP?, intentando descifrar
qué supone y viendo cudl de las respuestas es mas probable.

El objetivo de cara al lector es el de explicar y mostrar la gran importancia
que tiene la teoria de la complejidad algoritmica en los problemas que a dia
de hoy todavia no estan solucionados y que pueden tener gran relevancia en
el futuro.

Antes de comenzar, vamos a ver dos ejemplos que nos van a empezar a

mostrar de lo que vamos a tratar:

Ejemplo 1 Consideramos el problema de multiplicar dos nimeros n y m.
Como vimos en la escuela, hay dos formas faciles de hacerlo: sumando n m
veces, o aplicando el algoritmo clasico. Por ejemplo, si queremos multiplicar

13 y 15, de la primera manera hariamos 13 sumas como minimo:
15x13=15+15+154+15+15+154+15+15+ 154+ 15+ 15+ 15+ 15

Con el algoritmo clasico harfamos dos multiplicaciones y una suma:



1
x 1

4
1 5
19 5

Parece que hemos encontrado un algoritmo que nos ha hecho hallar una

solucién de una manera mas rapida, mas eficiente.

Ejemplo 2 (Problema del viajante) Consideremos ahora una persona que
tiene que viajar por 35 ciudades de Espana peninsular y quiere intentar reco-
rrer el minimo numero de distancia para poder ahorrar costes. Supongamos
que puede viajar en linea recta de ciudad a ciudad para simplificar el proble-
ma pero solo puede para una vez por cada ciudad. El algoritmo que necesi-
tarfamos para poder solucionar este problema seria en visitar las 35 ciudades
y sumar sus distancias entre cada una y la siguiente. Por tanto, tendriamos
35 posibilidades para la primera ciudad, 34 para la segunda, 33 para la ter-
cera y asi sucesivamente. Es decir, tendriamos un total de 35! itinerarios.
Supongamos en este caso que la ciudad de partida y de llegada sea la misma,
entonces tenemos 34! = 295232799039604140847618609643520000000 itine-
rarios. Suponiendo que tuviésemos un ordenador que pudiese procesar una
ruta en 10715 segundos, tardarfa 9 x 10! afios en procesarlas todas. Es decir,
la humanidad no sobreviviria para ver la solucién al problema.

Con estos dos ejemplos podemos ver la eficiencia con la que dos algorit-
mos resuelven un mismo problema y la dificultad en algunos problemas para
encontrar un algoritmo que sea eficaz. Como veremos, algunos problemas
son mas ’sencillos’ que otros y y tendremos que estudiarlos y clasificarlos en

clases de complejidad. Esto es lo que haremos a lo largo del texto.



2. Conceptos preliminares

En este capitulo vamos a definir una serie de conceptos y notaciones que

seran necesarias durante el resto del documento.

2.1. Conjuntos, relaciones y funciones

Conjuntos Un conjunto es una serie de elementos. Ningtin elemento tiene
mas de una copia y el orden de los elementos no importa. Si los elementos a,
b y ¢ pertenecen a un conjunto A se representa A = {a,b, c}. Dos conjuntos
A y B son iguales si todo elemento de A esta en B y viceversa. Lo denotamos
como A = B.

Los simbolos € y ¢ denotan, repectivamente, si un elemento pertenece
o no pertenece a un conjunto. Utilizando el ejemplo anterior, a € A pero
d¢ A

Un conjunto unitario es un conjunto que tiene un solo elemento. Un con-
junto es vacio si no tiene elementos y lo representamos A = ). Si un conjunto
tiene un ntimero finito de elementos lo llamamos conjunto finito; en otro caso,
lo llamamos conjunto infinito. Algunos ejemplos de conjuntos infinitos son
los niumeros naturales N, los nimeros enteros Z y los nimeros reales R.

En los conjuntos infinitos como no podemos escribir todos los elementos
del conjuntos podemos expresar el conjunto en base a otro conjunto ya co-
nocido y una propiedad. Dado un conjunto X y una propiedad 7, podemos
definir un conjunto Y como Y ={y €Y :y € X,y satisface 7}.

Un conjunto B es un subconjunto de un conjunto A si cada elemento de
B esta en A. Se representa A C B.

Conectores y cuantificadores Utilizaremos la siguiente notaciéon para
los conectores: El 'y’ se representa con A, el 0’ se representa con V, el ’solo

si’ — y el 'no’ con —.



Jy V son cuantificadores que significan ’existe’ y 'para todo’, respectiva-

mente.

Operaciones en conjuntos Dados dos conjuntos A y B, definimos las
siguientes operaciones:

La unioén es el conjunto de elementos que pertenecen tanto a A como a B,
lo denotamos: AUB = {z : v € AVx € B}. La interseccion es el conjunto de
elementos comunes a Ay By lo denotamos ANB ={x:x € AAx € B}. El
conjunto diferencia de A menos B se define como los elementos de A quitando
losde B: A— B ={z:x € AAxz ¢ B}. Por tltimo, el conjunto de diferencia
simétrica de A y B es el conjunto de elementos que estdn en A pero no en B
o que estan en B pero no en A: AAB = (A—B)U (B — A).

Dos conjuntos son disjuntos si su interseccion es vacia, es decir, ANB = {).

El conjunto potencia de A lo denotamos P(A) y es un conjunto cuyos
elementos son todos los posibles subconjuntos de A, incluyendo el vacio y el
propio conjunto A. Si A tiene n elementos, el conjunto potencia tiene 2".

Dado un conjunto no vacio A, una particion de A es un subconjunto P
de P(A) tal que

1. todo elemento de P es no vacio

2. los elementos de P son disjuntos 2 a 2

3. la unién de los elementos de P es igual a A

Pares, n-tuplas y relaciones Dados dos elementos = e y, denotamos el
par ordenado de x e y como (x,y). No es lo mismo que el conjunto de dos
elementos {z,y} ya que en este no importa el orden y en el par ordenado si.

El producto cartesiano de dos conjuntos Ay B ( A x B) es el conjunto de
todos los pares ordenados (z,y) con x € Ay y € B. Cualquier subconjunto

R de A x B se llama una relacién binaria entre A y B. Dada una relacién R,



podemos asociarle un predicado R(z,y) que asume el valor true si y sélo si
(x,y) € R. En caso contrario, serd false.

El dominio de R es el conjunto de todos los = tal que (x,y) € R para
algun y. El codominio de R es el conjunto de todos los y tal que (x,y) € R
para algin x.

Podemos extender el concepto de par ordenado a secuencias de n elemen-
tos con n finito. Estas secuencias, llamadas n-tuplas ordenadas, las denotamos
(X1, ey T

El producto cartesiano de n conjuntos Aq, ..., A, se define A; x Ay x ... X
A, = {{ay,a9,...;a,) : (a1 € A1) A (az € A9) A ... A(a, € A,)}. A veces, para
productos cartesianos de n conjuntos siendo todos el mismo lo denotaremos
de la siguiente manera: A" = A x ... x A.

Cualquier subconjunto R de A; x As X... X A, se llama una relacion n-aria
entre los conjuntos Ay, ..., A,. Al igual que en el caso de los pares, dada una
relacién n-aria R podemos asociarle un predicado R(x1, ..., x,) que serd true
si y solo si (x1, ..., z,) € R. En caso contrario, serd false.

Dado un conjunto A, un nimero natural n > 0 y una relacién (n + 1)-
aria R C A" un conjunto B C A es cerrado respecto de R si, para toda
(n+1)-tupla (by,...,b,11) de R, (by € BAby € BA...Ab, € B) = b,41 € B.

Una relacién binaria entre A y A se llama relacién binaria en A. Sea R

relacién binaria en A. R se dice:

» reflexiva si R(z,x) = true para todo x.
» antireflexiva si R(x,z) = false para todo x.
» simétrica si para cada par de elementos x e y, R(x,y) implica R(y, ).

» antisimétrica si para cada par de elementos = e y, R(z,y) v R(y,z)

implican x = y.

» transitiva si para tres elementos x, y, z, R(z,y) y R(y,z) implican
R(z, 2)



Si una relacion binaria es reflexiva, simétrica y transitiva entonces es una
relacion de equivalencia.

Dada una relacién R C A x B, la relacién inversa de R se define R~ =
{{y,z) : {z,y) € R. Cumple la propiedad: (R™!)"! = R.

Funciones Dados dos conjuntos A y B, una funcién f de A a B (f :
A — B) es una relacién binaria entre A y B que incluye, como mucho, una
pareja (a, by para cada a € A. Las definiciones de dominio y codominio vistas
previamente se pueden extender a funciones. En funciones preferimos decir
que el valor de f en a es b (f(a) = b) en lugar de decir que la pareja (a,b)
pertenece a f.

Una funciéon f : A — B es total si su dominio coincide con A y es
parcial en caso contrario. Decimos que es inyectiva si, para todo a,a’ € A
con a # d, f(a) # f(a’). Una funcién es suprayectiva si B coincide con el
codominio de f. Es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva al mismo tiempo.
Una funcion biyectiva se dice también biyeccién.

Dada una funcién f : A — B, decimos que admite funcién inversa f=! :
B — A sise cumple que f(a) = b <> f~1(b) = a. Notar que solo las funciones

inyectivas admiten inversas.

Cardinalidad de conjuntos Dado un conjunto finito X, su cardinal es
igual a su nimero de elementos. Lo representamos | X|.

Dos conjuntos son equivalentes (X = Y) si existe una biyeccién entre los
dos conjuntos. Dado que si hay una biyeccion tienen el mismo ntmero de
elementos, se cumple que | X|=|Y|+ X =Y.

En el caso de los conjuntos infinitos, no todos son equivalentes. Decimos
que un conjunto es numerable si es equivalente al conjunto de los naturales.

En caso contrario, es incontable.



2.2. Alfabetos, palabras y lenguajes

Un alfabeto es cualquier conjunto finito no vacio X' = {oy,...,01}. Un
simbolo es un elemento de un alfabeto. Una palabra es una tupla finita x =
(04, ..., 04, ) de simbolos de X; la palabra vacia la denotaremos por e. Para
trabajar con menos notacién, la palabra (o, ..., 0;, ) la expresaremos o, ...0;, .
El conjunto infinito de todas las palabras lo denotaremos X*.

La longitud |z| de una palabra = = o;,, ..., 0;, es el nimero n de simbolos
que contiene x. La palabra vacia tiene longitud 0. El niimero de palabras de
longitud n es k™. Dadas dos palabras x e y, la concatenacién de x e y se
define como una palabra z que consiste en los simbolos de = seguidos de los
de y. Por tanto, |z| = |z|+|y|. La concatenacién de una palabra por si misma
k veces se denota como z*.

Dado un alfabeto X', un lenguaje sobre X' es un subconjunto de X*. El
complemento de un lenguaje L, en simbolos L¢, se define como L = X* — L.

Dado un alfabeto X', cualquier orden dentro de X' induce un orden en X*

de la siguiente manera:

1. Para cualquier n, las palabras de longitud n precederdn a las de longitud

n+1.
2. Para cada longitud, se ordenard en orden alfabético.

Este orden se llama orden lexicografico. Como consecuencia, cualquier
lenguaje sobre Y es un conjunto contable.

Dado un lenguaje L, denotaremos como L,, el conjunto de todas las pa-
labras de L que tienen longitud n, y L<, al conjunto de las palabras cuya
longitud no es mayor que n.

La funcién censal de un lenguaje L (cr) es una funcién que dice, para
cada n, cuantas palabras de longitud no mayor que n hay en L, es decir,
eu(n) = | Leal.

La densidad de un lenguaje viene determinada por el ratio de crecimiento

de su funcién censal segin la siguiente clasificacion:

10



1. Los lenguajes finitos son menos densos ya que su funcién censal es

constante para un n lo suficientemente grande.

2. Lenguajes cuya funcion censal estd acotada por un polinomio en n,
es decir, cumplen |L,| < p(n), son llamados dispersos. Los lenguajes
incluidos en {o}*, es decir, lenguajes sobre conjuntos unitarios, son
llamados lenguajes de conteo. Claramente, la funcién censal de un len-
guaje de conteo crece como mucho hasta n, asi que los lenguajes de

conteo son dispersos.

3. Los lenguajes més densos son aquellos cuya funcién censal crece expo-
nencialmente con n. Se puede ver facilmente que la funcién censal de
X*esiguala X' k' = (k"1 —1)/(k—1) donde k denota la cardinalidad
de Y.

2.3. Formulas booleanas

Definicién 1 Una variable booleana es cualquier simbolo al que le podemos

asociar los valores 0 y 1.

Definicién 2 Sea X un conjunto contable de variables booleanas. La clase

de las formulas booleanas sobre X es la clase mas pequena definida por:

1. Las constantes booleanas 0 y 1 son férmulas booleanas.
2. Para cada variable booleana x en X, x es una férmula booleana.

3. Si F} y F, son férmulas booleanas entonces (Fy V Fy, Fi A Fy y —F) son

formulas booleanas.

Ademas, la clase de las formulas booleanas cuantificadas sobre X se

obtiene de las reglas:

4. Toda férmula booleana es una férmula booleana cuantificada.

11



5. Sixestaen X y F es una férmula booleana cuantificada, entonces dx F'

y VzF son férmulas booleanas cuantificadas.

Definicién 3 Una asignacién booleana es una aplicacién de X a {0,1}.
Dada una férmula booleana cuantificada F' y una asignacién V', el valor de

F sobre V' es el valor booleano definido como sigue:

1. V(F)=0si F=0

2. V(F)=1si F=1

3. V(F)=V(x)si F =z parax € X

4. V(F)=V(F)VV(Fy) si F = (F,V F)

5. V(F)=V(F)ANV(Fy) si F=(FiN\F)

6. V(F)=-V(F)si F=-F

7. V(F) =V (Fi|s=0) VV(Fi|pz1) si F = 3zF

8. V(F) =V (Fi|sz0) ANV (Fi|pz1) si F =V F,
Definicion 4 Dada una férmula booleana F', decimos que una asignacién
V satisface I’ si V(F) = 1. Una férmula F es satisfactible si y s6lo si exis-

te una asignacion V' que satisface F'; en caso contrario, decimos que F' es

insatisfactible.

Definicién 5 Dados dos formulas booleanas cuantificadas F; y F5, deci-
mos que son equivalentes, y se denota por Fi; = Fj, si y sélo si, para toda
asignacion V', V(Fy) = V(F).

Definicién 6 Un literal es una féormula booleana que es una variable boo-
leana o la negacioén de una variable booleana. Una cladsula es una disyuncion

de literales.

12



Definicién 7 Una férmula booleana estéd en forma normal conjuntiva (CNF)

si y s6lo si es una conjuncién de un conjunto de clatsulas.

Ejemplo 3 Sean [; literales, definimos una clatsula de la siguiente forma:
Sean C; clausulas entonces la férmula booleana ' estd en forma CNF si

F=CNCyN..NC),

Definicién 8 Una férmula booleana estd en 3-CNF si estd en (CNF) y

ademés cada clatsula tiene exactamente 3 elementos.

2.4. Grafos

Grafos no dirigidos Un grafo no dirigido GG es un par de conjuntos finitos
(N, E) tal que E es una relacién binaria simétrica en N. El conjunto N es el
conjunto de nodos y E es el conjunto de aristas. Si (x,y) € E decimos que x
e y son adyacentes y que son los extremos de la arista. el nimero de nodos
adyacentes de un nodo dado = se le llama grado de z. El grado de G es el
maximo grado de entre todos los nodos.

Decimos que G' = (N, E') es un subgrafo de G = (N, E) si NN C N y
E' C {(n;,nj) : nj,n; € N' A (n;,n;) € E}.

A los grafos se les puede anadir una funcién ¢ : E — N que asocia un
coste a cada arista tal que c(n;,n;) = c(n;, n;).

Un grafo no dirigido G = (N, E) se dice completo o clique si E = N x N,
es decir, si todos los nodos son adyacentes dos a dos.

Dado un grafo no dirigido Gy dos nodos ng y ng, un camino de ng a ny
de longitud k es una secuencia de aristas (ng,n1), (ni,na),...,(ng_1,n) tal

que para 0 < i < j < k, n; # n;. Si ng = ny se dice un ciclo. Llamamos

13



camino hamiltoniano a un camino que pasa por todos los vértices de un
grafo exactamente una vez. Decimos ciclo hamiltoniano a un ciclo que pasa
por todos los vértices de un grafo exactamente una vez.

Un grafo no dirigido es conexo si, para cualquier par de nodos x e y, existe
un camino de z a y. Un arbol es un grafo conexo aciclico. Uno de los nodos es
la raiz, que crea estructura jerarquica entre los nodos. Un nodo por si mismo
es un arbol. Llamamos subarboles de la raiz a los arboles que tienen una raiz
diferente ny, ...ng. Estos nodos son llamados los hijos de la raiz.

La altura de un nodo en un arbol es la longitud del camino de la raiz al
nodo. La altura de un arbol es la maxima altura de un nodo.

En un arbol, un nodo sin hijos se dice hoja. Un arbol es un arbol binario
si todos los nodos que no sean hojas tienen dos hijos como mucho. Un &rbol
binario completo es perfecto si todas las hojas tienen la misma altura. El
nimero de nodos de un arbol binario perfecto que tienen una altura h es

igual a 2"+ — 1.

Grafos dirigidos Un grafo se dice grafo dirigido o digrafo si las aristas
tienen un sentido definido. Es un par de conjuntos finitos G = (N, E') donde
N es el conjunto de nodos y E es un conjunto de pares ordenados de elementos
de N denominados arcos. Un arco e = (z,y) se considera dirigido de x hacia
y. El arco (y,x) se le denomina el arco invertido de (z,y.

Decimos que G’ = (N', E’) es un subgrafo de G = (N,E) si NN C Ny
E" C {(ni,n;) :nj,n; € N'A(n;,n;) € E}.

A los grafos dirigidos se les puede anadir una funcién ¢ : F — N que
asocia un coste a cada arco pero en este caso no se cumple que ¢(n;,n;) =
c(nj,n;).

Dado un grafo dirigido G y dos nodos ng y ng, un camino de ng a ny
de longitud k es una secuencia de arcos (ng,n1), (ni,ng),...,(nk_1,ny) tal
que para 0 < i < j < k, n; # n;. Si ng = ny se dice un ciclo. Llamamos

camino hamiltoniano a un camino que pasa por todos los vértices de un

14



grafo exactamente una vez. Decimos ciclo hamiltoniano a un ciclo que pasa
por todos los vértices de un grafo exactamente una vez salvo por el que

empieza y acaba.

2.5. Notacion de Landau

Cuando tenemos dos funciones, necesitamos tener herramientas para po-
der compararlas. Una de esas herramientas es la denominada notacién de

Landau, que compara asintéticamente dos funciones.

Definicién 9 Sean f y g dos funciones definidas en un entorno de un punto

To, entonces:

1. f =0(g) cuando = — xg si y solo si existe un € > 0 tal que |f(x)| <
elg(z)| para todo x en un entorno de xy. En este caso decimos que f
es O grande de g cuando x — zy. También se puede decir que f y g

tienen el mismo orden.

2. f =o0(g) cuando = — x¢ si y sélo si existe un € > 0 tal que [f(z)| <
elg(x)| para todo x en un entorno de xy.En este caso decimos que f es

o pequena de g cuando x — xy.

15



3. Modelo de computacién

Nuestro objetivo va a ser estudiar la complejidad de resolver ciertos pro-
blemas para los cuales hay un algoritmo (conjunto ordenado y autocontenido
de operaciones que resuelven un problema en una cantidad finita de tiempo
y espacio) que los resuelve. Pero antes de ponernos a analizar la complejidad
que supone resolver un problema mediante un determinado método, tenemos
que encontrar un modelo computacional por el cual podamos resolver cada
problema que se nos plantea, ya que no parece muy eficiente desarrollar uno
cada vez.

Afortunadamente, para esta pregunta tenemos una respuesta satisfacto-
ria, existe un modelo computacional mediante el cual podremos simular todos
los demas: la Maquina de Turing. En este apartado nos dedicaremos a expli-
car qué son las maquinas de Turing y ver los dos tipos que hay, ya que nos
seran necesarias para luego podernos adentrar en el estudio de la complejidad

algoritmica.

3.1. Una introduccién a las maquinas de Turing

Como ya hemos dicho, necesitamos un modelo computacional para re-
solver problemas y ese modelo va a ser las maquinas de Turing. En esta
parte veremos una explicacién de manera muy sencilla de cémo funciona una
maquina de Turing.

Una méaquina de Turing es un conjunto de cintas (una o varias) cada
una con un cabezal que se va moviendo por la cinta y que va leyendo la
informacion que tiene cada cinta y escribiendo y moviéndose en funcién de la
informacion que recibe. Estas cintas se llaman semi-infinitas ya que sabemos
su inicio pero no su final ya que depende de la longitud de la entrada que le
pongamos.

A esto hay que sumarle la informacion de cada uno de los "pasos”de la

maquina a los cuales llamamos estados. Cada vez que la maquina lee, escribe
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y se mueve tenemos un estado. Todas estas operaciones estan definidas por
la funcién de transicion que dice a la maquina qué hacer en cada estado con
la informacién recibida.

Una méquina empieza a operar cuando le metemos una palabra poniendo
una letra en cada celda de la cinta y dejando el resto de celdas en blanco.
Este estado es el estado inicial en el que el cabezal estd justo a la izquierda de
donde comienza la palabra. La maquina opera la funcién de transicién mien-
tras es posible. Si en un momento la funcién de transicién no esta definida
la maquina para. Si después de una secuencia de pasos la maquina para en
un estado que llamamos aceptado, entonces decimos que la maquina acepta

la palabra. En caso contrario, decimos que la maquina rechaza la palabra.

3.2. Maquinas de Turing deterministas

Definicién 10 Una maquina de Turing determinista de k cintas con k > 1
es una tupla M = (Q, X, 9, qo, F') donde:

1. @ es el conjunto finito de estados internos
2. X es el alfabeto de la cinta
3. qo € Q es el estado inicial

4. F es el conjunto de estados finales aceptados

5. 0:Q x X% - Q x X* x {R,N,L}* es una funcién llamada funcién de

trasicion de M.

Si la funcién de transicién estd indefinida indica que la computacién debe
parar. La tercera componente de la imagen de la funcion significa: R moverse
una celda a la derecha, N no moverse y L moverse una celda a la izquierda.

Esta funcién también se puede ver como una quintupla

(q,8,8,m,q)
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con ¢,q' € Q, s,8' € ¥ yme {R,N,L}*

Definicién 11 Dada una méaquina M, una configuraciéon de M es una
descripcion del estado de la computacion: incluye los contenidos de las cintas,
la posicion del cabezal de la cinta, y el estado de la maquina de Turing. Si

M tiene k cinta, una configuracion de M es una k + 1 tupla

(q, X1, T2, ---vxkfbxk)

donde q es el estado actual de M y cada z; € L*#X* representa los con-
tenidos actuales de la cinta j-ésima. El simbolo ”#”marca la posicion del
cabezal. Todos los simbolos que no aparecen de cada cinta se suponen como

espacios en blanco.

Definicién 12 Llamamos configuracion inicial de la maquina M a la pala-
bra x que consiste de n elementos colocada en la primera cinta en los primeros

n espacios y la maquina en el estado ¢y con el cabezal en la celda 0.

Definicién 13 Una computacién determinista para una maquina M de una
entrada z, en simbolos M (x), es una secuencia de configuraciones empezando
por la configuracion inicial y tal que cada configuracién te lleva a la siguiente.

Ahora que hemos definido lo que es una configuracién y una computacion
determinista nos falta por definir las computaciones con parada. Decimos
que una computacién M (x) para si es finita y su ultima configuracién es
una configuracion final. Tenemos dos tipos de maquinas de Turing segin la

definicion de sus configuraciones finales:

= Mdquinas de aceptacion: tienen dos estados finales llamados estado
aceptado y estado rechazado. Una entrada = es aceptada por M si la
computacién M (x) termina en una configuraciéon aceptada(configuracion
cuyo estado final es aceptado). El conjunto de entradas aceptadas de

M se llama lenguaje aceptado de M y se representa L(M).
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» Mdquinas transductoras: este tipo de maquinas recibe una palabra x de
entrada y produce una palabra de salida y. Incluye un tnico estado final
en el que las |y| primeras celdas de la cinta en la que estd la palabra de
salida contienen la salida de la computacién. Dada una funciéon f, una
méquina transductora M computa una funcién si la computacion M (x)
alcanza una configuracién final conteniendo f(x) como salida siempre
que f(z) esté definido. En caso contrario, M(x) es infinito y no hay
configuracion final. Una funcién es computable si existe una maquina

de Turing capaz de computarla.

Vamos a probar ahora un teorema que nos servira para probar la equiva-

lencia de cualquier maquina de Turing a una con una unica cinta.

Teorema 1 Sea M una maquina de Turing determinista con k cintas y
alfabeto Y. Entonces existe M’ una maquina de Turing determinista de una

cinta tal que M (w) = M'(w) para cada entrada w.

Demostraciéon Codificaremos las k cintas de M en una sola cinta en M’
de la siguiente manera: para los simbolos de la primera cinta utilizaremos las
posiciones 1, k+1, 2k+1, ..., para los simbolos de la segunda cinta utilizaremos
2,k + 2,2k + 2, .. y asi sucesivamente. El alfabeto Y’ de M’ contendra por
cada simbolo o € X, dos simbolos o, c*. Asi, los simbolos que lleven * seran
en donde se encuentre el cabezal de cada cinta.

Para simular un paso de M, la maquina M’ realizard las siguientes ope-

raciones:

1. Recorre de izquierda a derecha la cinta guardando los k simbolos que

llevan * en los estados.

2. Utiliza la funcion de transicion de M para determinar el nuevo estado,

los nuevos simbolos y los movimientos de los cabezales.

3. Recorre la cinta de derecha a izquierda actualizando la informacion.
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Parece obvio que el resultado de la maquina M para cualquier entrada w

serd el mismo que para la maquina M’.

Definicién 14 Un lenguaje L; es aceptado si existe una maquina de Turing
determinista M tal que L(M) = L.

Definicién 15 Un lenguaje L es decidible si existe una maquina de Tu-
ring determinista de aceptacién M tal que para todo x € X*, M(x) es una

configuracion aceptada si y sélo si x € L. Se dice también que M decide L.

3.3. Maquinas de Turing no deterministas

En el apartado anterior, cada movimiento venia determinado por la situa-
cion actual. Tanto el estado de la maquina como los simbolos escaneados por
el cabezal determinaban el proximo estado y los movimientos del cabezal. En
esta seccién, relajamos esta condicion obteniendo maquinas no determinis-
tas, cuyo siguiente movimiento pueden ser varios. Vamos a dar una definicion

formal:

Definicién 16 Una maquina de Turing no determinista se define como una
tupla
M = <Q727(57QO>F>

donde:
1. @ es el conjunto finito de estados internos
2. X es el alfabeto de la cinta
3. qo € Q es el estado inicial

4. F es el conjunto de estados finales aceptados
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5. 0: QxXF - P(QxX*x{R, N, L}*) es una funcién llamada funcién de
trasicién de M y donde para cualquier conjunto A, P(A) es el conjunto

potencia de A.

Definicién 17 Llamamos grado de no determinismo al niimero maximo de
posibles imagenes que puede tener la funciéon de transiciéon para una tupla
(g, 5)-

Todos los conceptos definidos para el caso determinista aplican también
para el no determinista. Sin embargo, dada una entrada ya no tenemos solo
una computacioén, sino un conjunto de posibles computaciones. Por tanto,

definimos la aceptacién para maquinas no deterministas como sigue:

Definicién 18 Una palabra de entrada w es aceptada para una maquina
no determinista M si y solo si existe una computacién de M que termine en
una configuracién aceptada. Denotamos L(M) el lenguaje aceptado de M,
es decir, el conjunto de palabras aceptadas de M.

Dada la complicacién para imaginarnos una maquina de Turing no de-
terminista transductora, a partir de ahora consideraremos solo maquinas de
aceptacion.

El propésito de una maquina de aceptacion, ya sea determinista o no de-
terminista, es el de aceptar un lenguaje. Por tanto, consideramos dos maqui-
nas equivalentes si aceptan el mismo lenguaje. Vamos a ver un resultado que

nos relaciona las maquinas deterministas y no deterministas:

Teorema 2 Dada una méaquina de Turing no determinista N7, siempre es
posible derivarla en una méaquina de Turing determinista 7. Ademas, existe
una constante c tal que, para cualquier palabra de entrada x, si NT" acepta

x en t pasos, T acepta x en ¢! pasos.

Nota 1 Para la siguiente demostracion vamos a introducir una serie de

definiciones que nos resultaran muy ttiles a la hora de probar este teorema.
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Veremos las méquinas no deterministas como arboles llamados arboles de
computaciéon. Los nodos corresponden a las configuraciones mientras que las
aristas corresponden a las transiciones entre configuraciones causadas por un
paso de la maquina de Turing. Llamamos camino de la computacién a la ruta
que sigue la computacion en el arbol. Un argumento de entrada z se dice que
esta aceptado si sigue al menos un camino de computacion finito cuyo tltimo

nodo es un estado aceptado.

Demostracion Para una entrada x, el objetivo de T' es sistematicamente
visitar el drbol de computacién asociado a NT'(x) hasta que encuentre un
camino de computaciéon aceptado. El problema que tenemos es el hecho de
que existan caminos de computacion infinitos que no sabemos detectar.

Para solucionar esto, vamos a simular N7T'(x) mediante un recorrido en
anchura. Es decir, en primer lugar, vamos a simular todas las configuraciones
obtenidas al ejecutar un paso. Después, lo haremos con dos pasos y, asi,
sucesivamente. Si NT acepta x, T aceptara x. Si denotamos por r el grado
de no determinismo de NT, la computacién de paso i de NT'(z) incluira,
como mucho, r* caminos de computacion.

Podemos asociar una palabra del alfabeto I' = {1,2,...,7} con una maxi-
ma longitud ¢ para cada uno de los caminos. Estas palabras las vamos a
llamar direcciones y nos dicen el camino que debe seguir la computacion.
Cada nodo tiene asociado una direccién univocamente y si una direccién
no existe diremos que es no valida. Las vamos a ordenar lexicograficamente
segun su longitud.

Ahora para simular la maquina determinista 7" vamos a utilizar tres cin-

tas:
= Cinta 1: de entrada
» Cinta 2: de simulaciones

» Cinta 3: de direcciones
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El algoritmo que implementa T seria el siguiente:

1. Inicialmente, la cinta 1 contiene a la palabra z y las cintas 2 y 3 estan

vacias.
2. Colocar en la cinta 3 la primera cadena de ™.
3. Borrar la cinta 2 y copiar la cinta 1 en la 2.

4. Usar la cinta 2 para simular la computacion correspondiente a la cadena

que hay en la cinta 3.

= Se analiza el primer simbolo de la cinta 3.

= Si es valido, realizamos la correspondiente eleccion no determinis-
ta. Si es una configuracion de aceptacién, aceptamos y termina-
mos. Si no, analizamos el siguiente simbolo de la cinta 3 y volve-
mos a empezar el paso. En caso de que no haya otro simbolo sin

analizar, ir al paso 5.
= Si no es valido, ir al paso 5.

5. Reemplazar la cadena de la cinta 3 por la siguiente cadena. Si no hay

siguiente cadena, entonces terminar.

6. Ir al paso 3.

Para demostrar la segunda parte del teorema, tenemos que observar que
para cada camino de computacion visitamos como mucho ¢ niveles del arbol,
por tanto, como mucho ejecutamos ci1 pasos con c¢; una constante. Entonces
si NT ejecuta x en t pasos, el tiempo total simulando estd acotado por

i_,¢t < c' con ¢ una constante apropiada.
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4. Conceptos basicos de complejidad

Después de presentar en los primeros capitulos algunos ingredientes ne-
cesarios, presentamos aqui los conceptos y teoremas basicos de complejidad
algoritmica. Comenzaremos definiendo qué es, presentaremos sus clases y
explicaremos como funciona la reducibilidad de problemas.

Antes de definir lo que es la complejidad algoritmica, vamos a ver el tipo

de problemas con el que trabajaremos.

4.1. Problemas de decision

Los problemas de decision son un tipo especial de problema computacio-
nal en los que la respuesta puede ser inicamente ’si’ 0 'no’ (1 o 0, de manera
més formal).

Podemos verlos también como un lenguaje formal donde los elementos
que pertenecen al lenguaje son los argumentos de entrada cuya respuesta es
'si’ v los que no pertenecen al lenguaje son los que tienen como respuesta
'no’. Decimos que un algoritmo acepta una entrada si tiene como respuesta
'si’ y que lo rechaza si tiene como respuesta no’.

Este tipo de problemas son muy interesantes ya que practicamente todos

los problemas se pueden reducir a problemas de decision.

4.2. ;jQué es?

La complejidad algoritmica es el andlisis de la eficiencia de un algoritmo a
la hora de resolver un problema. Este andlisis nos ayuda a entender como un
algoritmo escala a medida que el tamano del argumento de entrada aumenta,
y nos permite comparar la eficiencia relativa de diferentes algoritmos para
resolver un mismo problema. También nos permite disenar algoritmos mas
eficientes y mejorar el rendimiento de nuestros programas.

En general, hay dos clases principales de complejidad: la complejidad

temporal y la complejidad espacial. La complejidad temporal se refiere al

24



tiempo que tarda un algoritmo en resolver un problema, mientras que la
complejidad espacial se refiere a la cantidad de memoria que requiere un
algoritmo para resolver un problema.

Posteriormente, nos centraremos en la complejidad temporal pero en el

préximo apartado veremos una breve explicacion de ambas.

4.3. Clases de complejidad: temporal y espacial

Definicién 19 Una clase de complejidad C' es un conjunto de problemas
que poseen la misma complejidad computacional, es decir, que pueden ser
resueltos utilizando un ntimero de recursos limitados.

Este recurso generalmente puede ser el tiempo necesario para resolverlo o

el espacio de memoria utilizado. Vamos a definir las clases més importantes:

Definicién 20 La clase de complejidad DTIME(f(n)) es el conjunto de
problemas de decisién que pueden ser resueltos en una maquina de Turing

determinista en un tiempo O(f(n)).

Definicién 21 La clase de complejidad NTIME(f(n)) es el conjunto de
problemas de decisién que pueden ser resueltos en una maquina de Turing

no determinista en un tiempo O(f(n)).

Definicién 22 La clase de complejidad DSPACE(f(n)) es el conjunto de
problemas de decisién que pueden ser resueltos en una maquina de Turing

determinista en espacio O(f(n)).

Definicién 23 La clase de complejidad NSPACE(f(n)) es el conjunto de
problemas de decisién que pueden ser resueltos en una maquina de Turing
no determinista en espacio O(f(n)).

Estas cuatro clases de complejidad son las clases temporales y espacia-

les tanto deterministas como no deterministas. Son las clases basicas y nos

25



serviran para definir al resto.

Definicién 24 Una clase de complejidad de lenguajes es un conjunto de
lenguajes cuyos correspondientes problemas de decision estan es una clase
de complejidad C'. Denotaremos a esta clase de complejidad de lenguajes
también por C.

A partir de ahora consideraremos las clases de complejidad como clases

de lenguajes.

Nota 2 Podriamos definir la clase DTIM E(f(n)) de una manera alterna-

tiva para lenguajes:
DTIME(f(n)) ={L C X*|existe una maquina de Turing determinista

que decide L y tiene tiempo de ejecucion O(f(n))}

En el caso de NTIME(f(n)) se haria de forma analoga:
NTIME(f(n)) ={L C X*|existe una mdquina de Turing no

determinista que decide L y tiene tiempo de ejecucion O(f(n))}

4.4. Reducibilidad de problemas

Definicién 25 Dados dos lenguajes A y B, decimos que el problema de
decisién asociado a A se reduce o es reducible a B si existe una transformacion
R, llamada reduccién, tal que, para toda palabraz € X* x € A < R(z) € B.

Veamos el siguiente ejemplo para dejar clara la idea de reduccién de

problemas:

Ejemplo 4 Consideremos el problema del viajante (ejemplo 2). Recorde-

mos que queriamos recorrer 35 ciudades recorriendo la minima distancia po-
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sible. El algoritmo que utilizdbamos era recorrer todos los itinerarios posibles
haciendo 34! itinerarios. Vamos a realizar la siguiente reduccién: se calcula
la distancia de cada uno de los posibles itinerarios. Entonces el problema se
reduciria a, dada la lista de distancias, devolver el minimo. Aun asi, aunque
hayamos reducido el problema, es facil ver que realizar dicha reduccién re-
quiere tiempo exponencial, por lo que tampoco hemos llegado a una solucién

eficiente.

Definicion 26 Llamamos reduccién de Karp o en tiempo polinémico a
toda reduccién f que sea una aplicacién computable en tiempo polinémico
en la longitud de la entrada. Dados dos lenguajes A y B decimos que A es

Karp-reducible o reducible en tiempo polinémico a B y lo denotamos por
A<, B.

Proposicién 1 Sean A, By C tres lenguajes. Si A <, By B <, C entonces
A<, C.

Demostracién Si tenemos dos funciones f(n) < n¢y g(n) < n? entonces
su composicién go f(n) < n°, luego la composicién polindémica de funciones
es polinémica. Por tanto, si f; es una reduccién de Karp de A a By f5 es
una reduccion polinémica de B a C', la aplicacion f; o f; es computable en
tiempo polinémico, pues las funciones de tiempo de las maquinas que las
implementan son polindmicas; por lo que lo serd su composicion. Ademas,
dada una palabra x € X*, fyo fi(z) = fo(fi(z)) € C < fi(x) e B& x € A,
Luego f o fi1 es una reducciéon de Karp de A a C, por tanto, A <, C.

Introduciremos a continuacion la definicién de reduccion de clases:
Definicién 28 Decimos que una clase de complejidad C' es reducible a otra

clase C” si todos los problemas de la primera son reducibles a problemas en

la segunda.
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Para los proximos apartados necesitamos definir los conceptos de dureza

y completitud de clases:

Definicién 29 Sea C una clase de complejidad, decimos que un lenguaje
L es C-duro para un cierto tipo de reducciones si todos los lenguajes de la

clase C son reducibles a L.

Definicién 30 Sea C una clase de complejidad, decimos que un lenguaje

L es C-completo para un cierto tipo de reducciones si L € C'y L es C-duro.

Proposiciéon 2 Sean C' y C' dos clases de complejidad con C' C C'y

consideremos un tipo de reducciones.

1. Si un lenguaje L es C-duro y L € C' entonces C' = C.

2. Si un lenguaje L es C-completo entonces L € C” siy solo si C'= (.

Demostracién

1. Sea A € C un lenguaje, puesto que L es C-duro A es reducible a
L, y como L € C'"y el computo de la reduccion f esta en la clase
(', entonces la maquina M que, sobre una entrada z, calcula f(x)
y simula la ejecucion de la maquina que decide L, decide A con los
recursos acotados correspondientes a la clase C’, luego A € C’ y por lo
tanto C' = C".

2. Por ser L un lenguaje C'-completo entonces es C-duro, y del apartado
anterior se deduce una implicacion. La otra implicacion es inmediata,
ya que si L es C- completo entonces L € C' y suponemos por hipdtesis
que C' = C’ por lo que L € (.
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5. Las clases P y NP

Como ya dijimos, la complejidad algoritmica se dedica a la clasificacion
de problemas segun la cantidad de recursos que necesitan. En este apartado,
nos centraremos ya en el estudio de la complejidad temporal, es decir, del
nimero de pasos de calculo que debe efectuar una maquina de Turing para
solucionar un problema. Tendremos que diferenciar entre dos clases princi-

pales relacionadas con la complejidad de tiempo: la clase P y la clase NP.

5.1. La clase P

La clase P es el conjunto de todos los problemas que son resolubles en un
tiempo polinomial por una maquina de Turing determinista. La importancia
de esta clase reside en que incluye todos los problemas tratables compu-
tacionalmente. Esto nos ayudara a clasificar todos los problemas a los que
podemos dar solucion en un intervalo de tiempo razonable. Vamos a ver una

definicién formal:

Definicion 31 Definimos la clase P como
P = Up>oDTIME(n")

Diremos que un lenguaje L € P si existe una maquina de Turing deter-

minista M que decide L en tiempo polinomial.
Proposicién 3 Sean Ay B lenguajes. Si A <, By B €P entonces A €P.

Demostracién Seax € Y* 2 € A< f(z) € B, donde f es una reduccién
de Karp y, por tanto, computable en tiempo polinémico. Ademas, sabemos
que existe una maquina de Turing determinista M que decide B en un tiempo
polinémico. Por tanto, existe una médquina M’ que, dada una entrada =,

calcula f(x) y ejecuta M y es determinista.
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Veamos un ejemplo de lenguaje en P:

Ejemplo 5 Sea el lenguaje RELPRIME = {(n,m)|mcd(n,m) =1} (mcd
es el maximo comun divisor de ambos nimeros). Podriamos intentar resolver
el problema dividiendo ambos niimeros entre todos los factores primos que les
preceden. Es decir, si queremos ver si (15,14) € RELPRIME dividirfamos
ambos numeros por 2,3,5,7,11 y 13. Si algunas de estas divisiones tuviese
resto 0 no pertenecerian a RELPRIME y, en caso contrario, si lo harfan.
El problema de esta forma de solucionar el problema es que requiere tiempo
exponencial. Es decir, si cogiésemos dos ntimeros muy grandes requeriria un
tiempo que no podemos abarcar. Entonces, tenemos que buscar un algoritmo
que nos permita solucionar el problema de una manera mas eficiente. Ese
algoritmo existe y nos permite probar que RELPRIMFE €P. Es el algoritmo
de Euclides y se basa en la siguiente idea: sea a > b ambos enteros, al dividir
a entre b, se obtiene un cociente ¢ y un resto r; entonces el maximo comun
divisor de a y b es el mismo que el de by r. Sea ¢ = med(a,b), como a = bg+r
y ¢ divide a a y a b, divide también a r. Si existiera un niimero mayor que
¢ dividiese b y a r, también dividiria a a, por lo que ¢ no seria el maximo

comun divisor de a y b. Una vez probado esto, el algoritmo seria el siguiente:
1. Searo=ayr;=»>
2. Creamos un contador ¢ = 1
3. Sir; =0 pasar al paso 4. Si r; # 0:

" 7y =1i—1 mod T;
m =041

4. El resultado es r;_;. Terminar
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5.2. Clase NP

La clase NP es el conjunto de todos los problemas que podemos resolver
de un modo no deterministico en un tiempo polinomial. Viene a significar que
son los problemas que no podemos resolver en un tiempo polinomial pero que
si podemos comprobar en un tiempo polinomial si tenemos una solucion dada.
Es decir, si nos dan una soluciéon, podemos comprobar facilmente si se trata
de la soluciéon que buscaba, pero si no nos la dan, no podemos encontrarla.

Nos interesa definir bien esta clase para saber cuéles son los problemas no

tratables computacionalmente hablando. Vamos a ver una definicién formal:

Definicién 32 Definimos la clase NP como
NP = UpsoNTIME(n¥)

Diremos que un lenguaje L € NP si existe una maquina de Turing no

determinista N M que decide L en tiempo polinomial.

Proposiciéon 4 Sean A y B lenguajes. 5Si A <, B y B €NP entonces
A eNP.

Demostraciéon La demostracién seria analoga al caso de P.
Vamos a ver una definicién de la clase NP mediante verificadores que nos

interesard para futuras pruebas:

Definicién 33 Un verificador para un lenguaje L C X* es una maquina de

Turing determinista V' tal que:
L ={w|3c e X", V({w,c)) = acepta}

Es decir, a la palabra w la acompanamos de un certificado ¢ que nos ayuda

a ver si w € L o no.
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Observacién 1

= Medimos el tiempo de ejecuciéon de un verificador V' en funcién del

tamano de w, ignorando el certificado.

s Un verificador V es de tiempo polinomial si su tiempo de ejecucién es

polinomial.

» Un lenguaje L C X* es polinomialmente verificable si tiene un verifica-

dor de tiempo polinomial.

Ejemplo 6 Supongamos el lenguaje
HAMPATH = {(G,v,w)|G grafo dirigido con un

camino hamiltoniano de v a w}

. Podemos ver que este lenguaje es polinomialmente verificable. Si existe un
camino hamiltoniano en un grafo G, la lista de vértices x1, x2, ..., x,, por las

que pasa el camino se puede usar como certificado:
V({(G,v,w), {(x1, 9, ..., Tp))

Para verificar deberiamos ver si vy = v y x, = w, que no haya vértices
repetidos, que todos los vértices de G estén en x1, T, ..., T, Y que X1, Ta, ..., Tp,
sean vértices de G'. Si se cumple todo esto el verificador V' deberia aceptar y,

en caso contrario, rechazar.
Definicién 34 NP = {L C X*|L es polinomialmente verificable}.

Observacién 2 Si un lenguaje estd en P, también estd en NP (PCNP).
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Demostracién Supongamos un lenguaje L €P. Es decir, existe una maqui-
na de Turing determinista M que decide L. Podemos construir un verificador
polinomial para L: V(w, ¢) tal que ignora el certificado ¢ y simula M (w). Es

de tiempo polinomial y verifica el lenguaje L.

Ejemplo 7 HAMPATH €NP. Ya vimos que el lenguaje era polinomial-
mente verificable por lo que ya esta probado.

Vamos a ver otro ejemplo de lenguaje NP:

Ejemplo 8 COMPUESTOS = {(n)|n € N,3p,q € N,p,q¢ > 1,n = pq}.
Podemos utilizar como verificador el propio nimero n y un factor p de n.
Asi, el verificador V' = ((n), (n,p)) aceptard si n y p son naturales, si p > 1

y si p < n. Es obvio que el verificador requiere tiempo polinomial.
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6. La conjetura de Cook

JP=NP?

Esta pregunta llevan haciéndose los mateméticos durante més de 50 atos
sin haber conseguido llegar a una soluciéon. Fue propuesto como uno de los
problemas del milenio en el ano 2000 por el Clay Mathematics Institute y su
solucién tiene un premio de un millén de délares. El estudio de este problema
esta planteado hoy en dia como la bisqueda de los limites de la computacion.

Ya vimos que PCNP, ya que todo problema resoluble en tiempo poli-
nomial por una maquina determinista lo serd también por un méaquina no
determinista. La gran pregunta aqui es si ese contenido es estricto o no. Para
acercarnos a una solucién, estudiaremos diferentes tipos de problemas NP
que hay y veremos qué supondria el hecho de que la igualdad entre P y NP

fuese cierta.

6.1. Problemas NP-completos

Dentro de los problemas NP, tenemos un tipo de problemas llamados
NP-completos que son considerados los mas dificiles que estén en NP. Nos
interesa el estudio de este tipo de problemas ya que en cuanto encontremos
uno que pertenezca o no a P, con todos los demés problemas NP ocurriria lo

mismo. Definiremos de una manera formal la NP-Completitud:

Definicién 35 Sea A C X* un lenguaje. Decimos que A es NP-completo

Si:
1. Ae NP

22.VBCX, BeENP=B<,A

Teorema 3 Si A es NP-completo y A €P entonces P=NP.
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Demostracién Supongamos que A es NP-completo y A €P. Veamos P=NP.
Que PCNP ya lo vimos en la observaciéon 2. Veamos ahora que NPCP. Sea
B eNP. Como A es NP-completo, B <, A. Por tanto, B €P. Ya esta probado.

Teorema 4 Si A es NP-completo, B eNP y A <, B. Entonces B es NP-

completo.

Demostracién Supongamos que A es NP-completo, B eNP y A <, B.

Veamos que B es NP-completo.
1. B eNP. Se cumple.

2. Veamos que YC eNP, C' < B. Sea C' eNP, como A es NP-completo,
C <, A. Como sabemos que A <, B, se cumple que C' <, B.

En el Ejemplo 2 vimos uno de los mayores problemas no resueltos rela-
cionados con la conjetura de Hook: el problema del viajante (T'SP). Vamos a
generalizar el problema a un niimero no determinado de ciudades y vamos a
intentar probar que es un problema NP-completo. Para ello, tendremos que

hacer otras pruebas previas que también son de gran interés.

Definicién 36 Se define el lenguaje SAT como el conjunto de las férmulas

booleanas satisfactibles:
SAT :={F formula booleana : 3V asignacion tal que V(F) =1}

Teorema 5(de Cook-Levin) SAT es NP-completo.

Demostracion Veamos que SAT cumple con la definicion de NP-completo.

1. SAT eNP.

Veamos que SAT se puede verificar en tiempo polinomial. Sea V (F ¢)

un verificador. El certificado ¢ debe ser una lista de variables [z, ...z,
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Evaluamos la férmula F' y le damos valor verdadero (1) a las variables
que estan en la lista y falso (0) a las demds. Si la férmula tiene valor
1 aceptamos. En caso contrario, rechazamos. Este verificador es obvia-
mente de tiempo polinomial ya que solo hay que recorrer la lista de

variables.

2. Si A eNP entonces A <, SAT.

= Supongamos que A ENP. Es decir, existe una maquina de Turing

no determinista N tal que N decide A en tiempo polinomial.

= Suponemos que la maquina N va a tener una sola cinta porque
por el teorema 1 a partir cualquier maquina de Turing de k cintas
podemos transformarla en una de una cinta.

= Supongamos que dada una cadena w € X* la maquina N termina

k

su ejecucion en tiempo |w|* = n* siendo n el nimero de caracteres

de la cadena.

= Una cadena x € XL* es aceptada por la maquina N si existe una
ia d fi iones: < nk tal

secuencia de configuraciones: ag, o, g, ...,y m < 0¥ tal que g

es la configuracion inicial, «,, es una configuraciéon aceptada y

existen transiciones de «; a a;11Vi € 0...(m — 1).

= Transformaremos una cadena w € X* en una formula F' que sea
satisfactible si y sélo si existe una secuencia de configuraciones de
N que acepta .

= Vamos a crear una tabla de ejecucién de la maquina N de n* x n*.

En cada fila hay una configuracion de la maquina pero, en este
caso, al haber solo una cinta vamos a representarla de una manera
diferente. Tendremos los caracteres de la palabra puestos cada uno
en una celda por orden pero en la columna de la izquierda de donde

se encuentra el cabezal estara el estado en el que nos encontramos.
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Vease un ejemplo para aclarar: (recordamos que e es la palabra

vacia)
# |G| wi |we | w3 | wy|ws|€|...|e|H#
# 2| g |wy|ws|wy|ws|e|..|el|#

Vamos a tener variables de la forma x;;; donde

e 1 <i<n¥esun nimero de fila
e 1 < j <nFesun nimero de columna

e s € C={YUQU#} es un simbolo (# es simplemente un

separador para marcar los limites de la tabla)

La variable z;;5 representa el hecho de que en la fila 7, columna j

de la tabla se encuentra el simbolo s.

Vamos a construir una férmula:

F = Fcelda A Enicz’al A Fmover A\ Faceptar

Vamos a definir el primer elemento de la férmula. Esta se encarga

de que cada celda tenga un tnico elemento de C.
Feetda = N1k Nj=1.nk (VsecTijs) N (Nsec Nec(ts) Tijs V T Tijt)

El segundo elemento se encarga que la primera fila sea la configu-

racion inicial de la maquina N para la palabra w:
Finiciat = T114 N T12g0 N T13w; N Tiday N oo N T1(ng2)w, N

/\:Cl(n+3)e VANRVAN fl(nk,1)6 A\ xlnk#
El tercer elemento es el mas complicado de notar. Queremos que
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este elemento sea satisfactible cuando las sucesivas filas de la tabla
correspondan a transiciones de la maquina N. Hay 4 tipos posibles

de transiciones que vienen explicadas en la férmula:
Frover = (Nizt...(nb—1)Nj=3...(nk—2) (Ti(j-1)a ANTijp ATi(j11)e) — T(it1)j0) N

ANzt b -1y (Tirg A Tigy A Tige) = (Tig1)1# A Tiivnyan) )A
ANzt (nh—1) Nj=3...nh—2) (TiGi—1)a A Tijp A Tigi1)e) =
= (i 1)jgm N T(i+1)jgm) V T(i+1)50))

Dado que no quedan demasiado claras con la férmula vamos a
ilustras cudles son las cuatro transiciones posibles de la tabla en
subtablas de tamano 2 x 3:

(Notar que a,b,c € X, ¢;,q, € Q)

a|lblc #1b|c g. | b | c q: | b | c
71017 #1b|7? 2 qy |7 7 010b

= El cuarto elemento es satisfactible si la maquina acepta la cadena

de entrada:
Faceptar = Viz1..nk vj:l...n’c Lijqaceptado

= Dada una palabra w € X*, hemos construido la codificacién de
una féormula F(w). Se cumple que w € A <= F(w) € SAT

= Hemos reducido el lenguaje A a SAT y, ademas, la funcién es
computable en tiempo polinomial ya que la parte que mas requiere

es Flada que requiere n?* pasos. Por tanto, A <, SAT.

Definicién 37

3SAT ={F : F formula booleana satisfactible y estd en
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forma 3CNF}
Corolario 1 3SAT es NP-completo.

Demostracion Como 3SAT es un caso particular del problema SAT sa-
bemos que esta en NP. Tenemos que demostrar que es NP-completo. Para
ello, por el teorema 3,es suficiente demostrar que existe una transformacion
polinémica de SAT a 3SAT, es decir, que SAT <, 3SAT.

Consideramos cualquier formula FF = Cy A ... A C,, con C; clatsulas y
construimos una nueva féormula F” que contenga unicamente 3 variables por
clatisula, de tal forma que F’ es satisfactible si y s6lo si F' lo es. Sea C; una

de las clatsulas de F', distinguiremos 3 casos:

1. Si C; tiene 3 variables no hacemos nada.

2. SiC; =x1Vay V...V, con k > 3, reemplazamos C; por k— 2 clatisulas

como sigue:
(ZEl V T2 \/yl) A\ (_\yl \/ZL'3 \/yg) A\ (—|y2 \/ZL‘4 V y3) AN (_\yk_?, \/ZL‘k_l \/[Ek)

donde vy, ..., yr_3 son nuevas variables. Es trivial ver que estas clatisulas

son satisfactibles si y sélo si C; lo es.

3. Si C; = (x), reemplazamos C; por (x VyV z,y si C; = (21 V x9), lo

reemplazamos por (z; V 23 V y). Luego anadimos las clatsulas
(m2VaVb)A(—zV=aVb)A(—zVaV-b)A(—zV-aV-b)A(—yVaVb)A

(myV-oaVDb)A(-yVaV-b)A(—-yV -aV —b)

donde y, z, a y b son nuevas variables. Esta adicién fuerza a que las va-

riables y v z sean no satisfactibles en cualquier asignacion que satisfaga

F'.
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Hemos reemplazado todas las clatisulas C; por clatsulas equivalentes de
3 variables. Ademads se cumple que F’ es satisfactible si y sélo si F' lo es
y la construccion se puede hacer en tiempo polinomial por lo que hemos
descrito una transformacion polinomial de SAT a 3SAT. Por tanto, 3SAT
es NP-completo.

Teorema 6 HAMPATH es NP-completo.

Demostracion
1. En el ejemplo 6 ya probamos que HAMPATH €NP.

2. Veamos que 3SAT <, HAMPATH y por el teorema 3 ya tendremos
que HAMPATH es NP-completo. Es decir, dada una férmula F en
3-CNF, vamos a querer construir un grafo G, y vértices v y w tales que
F' es satisfactible si y sélo si GG tiene un camino hamiltoniano desde v

a w.

Supongamos que F'= (a; Vb1 V) A(ag VbyVe) A Aag V by Vocg)

con k clatsulas y [ variables x1, xa,..., ;.

Para cada variable x; vamos a construir un grafo con forma de diamante

con una fila central de vértices tal que:

40



En el diamante de cada variable z;, la fila de vértices en el centro
contiene 2 vértices asociados a cada clatsula (los azules) y un separador
entre una clatsula y otra (los amarillos). Por tanto, habrd 3k+1 vértices
en la fila central del diamante sin contar los extremos.

Vamos a unir todas las z; de tal manera que cada z} = x},,. Asi
tendremos [ grafos unidos como el anterior y tendriamos que v = 1
y w = z;. Junto a ellos cada clatisula aporta un nodo ¢, ..., ¢;. Cada
uno de estos vértices de cada clatisula los vamos a unir al grafo de la

siguiente manera:

» Si la variable x; aparece en la claisula c;, lo uniremos al grafo asi:
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x..OOOOOO"O o.x.

X C

Vamos a probar ahora que F' es satisfactible si y sélo si (G,v,w) €
HAMPATH.

(=) Supongamos F' satisfactible. Esto quiere decir que para una asig-
naciéon V- de F; V(F) = 1. Construimos un camino hamiltoniano como

sigue:

» Si V(z;) =1, cuando entramos al diamante de z; entramos por la

izquierda y recorremos la fila de vértices de izquierda a derecha.
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» Si V(z;) =0, cuando entramos al diamante de x; entramos por la

derecha y recorremos la fila de vértices de derecha a izquierda.

= Sea ¢; una cladsula y ro = min{r : F(c}) = 1}. Si ¢} = z;,

hacemos el siguiente desvio:

1
X C;

3

X c;

®
X

(<) Supongamos ahora que (G,v,w) € HAMPATH. Sea (G,v,w) €

HAMPATH. Este camino recorre cada diamante de izquierda a dere-

cha o de derecha izquierda salvo cuando visite uno de los vértices de las

clatisulas. Definimos V' asignacion tal que V' (z;) = 1 si el diamante aso-

ciado a z; se recorre de izquierda a derecha y V(z;) = 0 si el diamante

asociado a x; se recorre de derecha a izquierda. Se tiene claramente que
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V(F) = 1.

Para ver que esta transformacion se hace en tiempo polinomial bas-
ta con ver que el nimero de pasos a realizar depende del nimero
de clatsulas, de hecho, el orden es O(k?). Por tanto, tenemos que
3SAT <, HAMPATH.

Definicién 38 UHAMPATH = {(G,v,w)|G grafo no dirigido con un
camino hamiltoniano de v a w}
Corolario 2 UHAMPATH es NP-completo.

Demostracién

1. Para demostrar que UHAM PATH €NP, podemos utilizar un verifi-
cador como el del ejemplo 6. Si existe un camino hamiltoniano en un
grafo G, la lista de vértices x1, z9, ..., T, por las que pasa el camino se

puede usar como certificado:
V(<G7 v, ’LU), <.Z'1, T2, ..., xn>)

Para verificar comprobamos si x1 = v y x,, = w, que no haya vérti-
ces repetidos, que todos los vértices de G estén en x,xs, ..., x, v que
x1, X3, ..., T, sean vértices de G.
2. Veamos que HAMPATH <, UHAMPATH.

Sea (G = (N, E),v,w)y € HAMPATH. Construimos un grafo no diri-
gido G’ = (N, ) tal que:

» Cada nodo u € N — v, w proporciona un nodo de G’: u'.

» El nodo v proporciona el nodo v' de G’.

» El nodo w proporciona el nodo w’ de G’.
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» Para cada arco (z,y) € E, se tiene que (z/,y') € E'.

Definimos una funcién f: HAMPATH — UHAMPATH:
F(G,v,w) = (G',v',w)

» [ es computable en tiempo polinomial (el tiempo que tardamos

depende del nimero de nodos)

» Para cada (G,v,w) € HAMPATH, G posee un camino hamilto-
niano de v a w si y s6lo si G’ posee un camino hamiltoniano de v’
aw'.

(=) Sea ¢ = (v, z1, ..., Ty, w) un camino hamiltoniano de v a w en
G. Entonces ¢ = (v, 2}, ...,2),w’') es un camino hamltoniano en
G

(<) Sea ¢ = (v, y], ..., y.,w') un camino hamiltoniano de v’ a w’

en G'. Entonces ¢ = (v,y1, ..., Y», w) €s un camino hamltoniano en

G.
Definicién 39
UHAMCYCLE = {G|G grafo no dirigido con un ciclo hamiltoniano}
Corolario 3 UHAMCYCLE es NP-completo.

Demostraciéon

1. Para demostrar que UHAMCY CLE €NP, podemos utilizar un verifi-
cador similar al de la demostracién anterior. Si existe un ciclo hamilto-
niano en un grafo G, la lista de vértices x1, x,, ..., z, por las que pasa

el camino se puede usar como certificado:

V(G7 <[L’1, L2y uey :L'n>)
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Para verificar comprobamos que no haya vértices repetidos, que todos
los vértices de G estén en xy, o, ..., x, v que xy, Za, ..., T, sean vértices

de G.

2. Veamos que UHAMPATH <, UHAMCYCLE.

Sea (G = (N, E),v,w) € HAMPATH. Construimos un grafo no diri-
gido G’ = (N, E') tal que:

» N'=NU{v* w'}, con v, w* ¢ N
w B =EU{{v v}, {w"w}, {v,w*}}

Definimos una funcién f: UHAMPATH — UHAMCYCLE:
F(G,v,w) =G

» [ es computable en tiempo polinomial (el tiempo que tardamos

depende del nimero de nodos)

» Para cada (G,v,w) € UHAMPATH, G posee un camino hamil-

toniano de v a w si y s6lo si G’ posee un ciclo hamiltoniano.

(=) Sea ¢ = (v,z1, ..., 2., w) un camino hamiltoniano de v a w
en GG. Entonces ¢ = (v*, v, x1, ..., x,., w, w*, v*) es un ciclo hamlto-
niano en G'.

(<) Sea ¢ un ciclo hamiltoniano en G’. Debido a las conexiones
definidas en G’, los nodos w, w*, v*, v son consecutivos en c. Por
tanto, ¢ = (w, w*, v*, v, y1, ..., Y, w) Entonces ¢ = (v, y1, ..., yr, W)

es un camino hamltoniano de v a w en G.

Paso previo a realizar la demostracion que el TSP es NP-completo, vamos

a definir de forma informal y formal este problema.
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Definicién 40 (informal) Dado un conjunto de ciudades y el coste (dis-
tancia) de viajar entre cada par posible de estas ciudades, el problema del
viajante (TSP) consiste en encontrar el mejor camino posible que visite todas
las ciudades una tnica vez saliendo y llegando de la misma ciudad minimi-

zando el coste de viaje.

Definicién 41 (formal) El problema del viajante (T'SP) en un grafo no
dirigido GG con costes ¢ consiste en encontrar un ciclo hamiltoniano de coste

menor que un presupuesto L.

Nota 4 Tomamos un grafo no dirigido porque suponemos que el coste de

ir a una ciudad A a una ciudad B es el mismo que el del viaje contrario.
Teorema 7 El TSP es NP-completo.

Demostracion El problema de encontrar un ciclo hamiltoniano, que aca-
bamos de demostrar que es un problema NP-completo (Corolario 3), es un
caso particular del problema del viajante de comercio. Sea G = (N, E) un
grafo cualquiera, construimos un ejemplo del TSP con |V| ciudades. Sean
ni,n; € N, llamamos c(n;,n;) al coste de viajar de n; a n; y viceversa (grafo
no dirigido). Sea c¢(n;,n;) = 1 si (n;,n;) € E'y ¢(n;,nj) = 2 en otro caso.
Supongamos que el presupuesto L es igual a |V|. Es inmediato ver que existe
un ciclo de coste igual a L si y sélo si existe un ciclo hamiltoniano en G. He-
mos reducido el problema del viajante a HAMCY CLE. Por tanto, el TSP
es NP-completo.

6.2. Problemas NP-intermedios

Hemos estudiado ya los problemas con los que podemos tratar facilmente;
los problemas P, y también los problemas que en teoria son mas dificiles de

resolver; los problemas NP-completos. Si suponemos que los conjuntos P y
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NP no son iguales, podemos demostrar ahora que existen también problemas

que estan en un punto medio de ambos.

Definicién 42 Supongamos que P#NP. Los lenguajes que se encuentran
en el conjunto diferencia NP-(PUNP-completos) se denominan lenguajes NP-

intermedios.

Teorema 8(de Ladner) Si P#NP entonces existe un lenguaje L eNP-P

que no es NP-completo.

Nota 5 Dado ¢+ € N, vamos a llamar M, a la maquina de Turing deter-
minista que nos da la representacion binaria del string [i]. Si este string no
representa ninguna maquina de Turing, mapeamos ¢ a una maquina que no

hace nada.

Demostraciéon Para cada funcién H : N — N definimos el lenguaje SATy
como el lenguaje de las formulas satisfactibles de longitud n que hemos re-

H(n)

llenado con n Uunos:

H(n)

SATy = {Fo1™""™ . F € SATyn = |F|}

, donde | F'| denota la longitud de la férmula.

Definimos la funcién H : N — N de forma que: H(0) = H(1) =0y H(n)
sea el menor entero i < log(logn) tal que para todo z € {0,1}* con = < logn,
M; devuelve SATg(x) en como mucho i|z|" pasos. Si este entero no existe

definimos H(n) = log(logn).

» H estd bien definida: H(n) sirve para definir los elementos de SATy
de longitud mayor que n, mientras que la definiciéon de H depende de

chequear elementos de longitud logn como maximo.
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» SATy €P siy sélo si H(n) = O(1). Ademés, si SATy ¢P entonces

limy, oo H(n) = 0.

(=) Veamos que si SATy €P entonces H(n) = O(1) (acotada por una
constante). Supongamos que existe una maquina de Turing determi-
nista M que decide SATyH en a lo sumo cn® pasos. Como M admite

una infinidad de cadenas binarias que la representan, sea i < ¢ tal que
M = M;. Por definicién de H(n), H(n) <.

(<) Supongamos ahora que H(n) = O(1), es decir, la imagen de H
estd en un conjunto finito y debe existir ¢ tal que H(n) = i para in-
finitos velores de n € N. Pero esto implica que la méquina de Turing
determinista M; decide SATy en tiempo in’, pues en otro caso existiria
una entrada x sobre la cual M; no devuelve la respuesta correcta en ese
tiempo, y para todo n > 27! tendriamos que H(n) # 4, con lo que lle-
gamos a una contradiccién. Basta con suponer que H(n) esta acotado

por una constante, con lo que se demuestra la segunda parte del lema.

Tenemos que probar ahora que si P#NP entonces SATy no es P ni NP-

completo:

» Supongamos que SATy €P, entonces hemos probado que H(n) < C
para alguna constante C', y por lo tanto SATy es simplemente SAT
con un numero de unos polinémico. Entonces una maquina de Turing
determinista que resuelva SATy en tiempo polinémico puedo utilizar-
se para resolver SAT. Por el teorema de Cook-Levin, tendriamos que

P=NP, que es una contradiccién.

= Supongamos que SATy es NP-completo, entonces SAT < SATy. Es
decir, existe una reduccién de SAT a SATy en tiempo O(n'). Dado
que SATy ¢P, sabemos que lim,, o H(n) = 0o. Puesto que la reduc-
cién funciona en tiempo O(n'), para n suficientemente grande aplicaré

formulas de SAT de longitud n en elementos de SATy de longitud
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H(n) Entonces aplicara una férmula suficientemente larga

menor que n
F en una cadena de la forma F'O1F1"(F'D con F' € SAT de longitud
menor que n. Pero entonces esta reduccion nos proporciona un algorit-
mo recursivo en tiempo polinémico para SAT, que implica que P=NP

por el teorema de Cook-Levin, por lo que tenemos una contradiccion.

Ejemplo 9 Hay muy pocos lenguajes candidatos a ser NP-intermedios.
Conocemos dos: la factorizacién de enteros y el isomorfismo de grafos. Para
ellos no se ha encontrado un algoritmo que los resuelva de forma eficiente y

también hay bastante indicios de que no sean NP-completos.

6.3. Utopia P=NP

Hemos probado en el apartado anterior que basta con encontrar un algo-
ritmo eficiente que resuelva cualquier problema NP-duro para que se tenga la
igualdad P=NP. Con esto, todos los problemas en NP tendrian un algoritmo
eficiente que los resolviese.

Esto implicaria que todo problema cuyas soluciones son verificables de
forma eficiente puede ser resuelto también en tiempo polinémico. Nuestro
mundo cambiaria completamente, ya que el software de inteligencia artifi-
cial seria practicamente perfecto; podria efectuar busquedas exhaustivas en
un arbol de tamano exponencial de forma eficiente. Todos los problemas de
optimizacién podrian resolverse, la conduccion auténoma seria posible dismi-
nuyendo practicamente a cero el nimero de accidentes, los médicos sabrian
qué medicamento y cuanta dosis seria la exacta para curarnos de una en-
fermedad, lo que aumentaria drasticamente nuestra esperanza de vida y un
sinfin mas de aplicaciones.

Afectaria también a la meteorologia ya que se podria saber el tiempo
que va a hacer con un ano de antelacién lo cual seria éptimo en cuestion
de cosechas y turismo. En cuestion de economia, se podria saber predecir

cémo va a comportarse el mercado con gran antelacion y se podrian prevenir
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las crisis. La ciencia avanzaria mucho mas rapido, ya que a partir de datos
experimentales podriamos crear una teoria mas simple y exacta. Podriamos
resolver ecuaciones diferenciales de forma eficiente, por lo que ya no serian
necesarios los métodos numéricos de aproximacion.

Hasta aqui la gran cantidad de ventajas que todo esto conllevaria, pe-
ro también acarrea algunas desventajas. Por ejemplo, la criptografia de las
claves publicas seria descifrable facilmente, por lo que tendriamos que inven-
tarnos otro métodos de seguridad. Esto es muy peligroso, ya que si algiin
pals consiguiese la solucion de la conjetura P=NP, podria descifrar todo el
sistema de seguridad del resto de paises y podria llevar a grandes conflictos.

Generalmente, se ve este problema desde la perspectiva de que P=NP
no es cierto, intentando probar lo contrario, ya que parece la solucion mas
intuitiva. Pero si algo nos han demostrado las matematicas es que la solucion
mas légica no siempre es la cierta. Por lo tanto, mientras no consigamos la
prueba de una de las dos posibilidades, tendremos siempre que considerarlas

ambas como posibles.
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7. Conclusiones

Como comentabamos en la introduccién, nuestro principal objetivo con
esta memoria era explicar de una forma clara y concisa en qué consistia la
complejidad algoritmica. Desde una perspectiva divulgativa, hemos intentado
acercar un tema del que apenas se trata en el Grado de Matemaéticas y que
esta obteniendo gran relevancia.

Desde un punto de vista académico, nuestros objetivos estan cubiertos:
explicamos los conceptos basicos de complejidad y las clases principales;
centrandonos en las clases P y NP, hemos indagado con algunos resulta-
dos sobre la conjetura P=NP, llegando a probar que el problema del viajante
es un problema NP-completo, y hemos finalizado viendo qué supondria el
hecho de que la conjetura fuese cierta.

En cuanto a los objetivos personales, creo haber crecido académicamente
en varios ambitos. Por una parte, me he adentrado en unos contenidos que
no conocia y que me serviran para seguir conociendo el mundo de la compu-
tacion. Y por otra parte, he aprendido a como gestionar una gran cantidad
de informacion, resumiéndola y sabiendo qué extraer de cada parte. Hacer
este trabajo también me ha ensenado a desarrollar y redactar mi propio con-
tenido.

Para finalizar, queria agradecer a mi tutor César por guiarme en el desa-

rrollo de este trabajo del que tanto aprendizaje he obtenido.
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