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1. Introduction

Hoy en dia se conocen 4 interacciones fundamentales en la naturaleza. Los moddelos fisicos
actuales que mejor describen estas interacciones son el modelo estandar y la relatividad general.
Aunque ambos modelos supusieron un salto conceptual y avance tedérico en el momento de su

formulacién y posterior comprobacion experimental, se sabe que ninguno de los dos es completo.

La relatividad general explica los fenémenos gravitatorios como consecuencia de las distorsiones
en el espacio-tiempo causadas por la presencia de materia y energia en el mismo espacio-tiempo.
La nocién de tiempo absoluto de las teorias previas deja de tener sentido y el tablero de juego pasa

a ser un ente dindmico que interacciona con la materia que contiene.

El modelo estandar describe 3 de las 4 interacciones fundamentales de la naturaleza: la inter-
accion electromagnética, la interaccién débil y la interaccién fuerte. Describe estas 3 interacciones
mediante particulas bosénicas que actiian como mediadores de dichas interacciones entre las distin-
tas particulas de materia: el fotén mediador de la interaccién electromagnética, los bosones Z°, W+
y W™ mediadores de la interaccién débil y los 8 gluones mediadores de la fuerza fuerte. Ademas,

el modelo estandar también incluye todas las particulas de materia: los 12 leptones y 36 quarks.

Ambas teorias son intrinsecamente distintas. La relatividad general es una teoria clasica, des-
crita mediante la geometria; mientras que el modelo estandar es una teoria puramente cuantica.
Cualquier teoria completa de la Fisica, que pretenda unificar la gravedad con el resto de interac-
ciones fundamentales, debe modelar la gravedad como una interacciéon cuantica més. La teoria de
cuerdas modela todas las particulas, tanto las de materia como las mediadoras, como distintos es-
tados vibracionales de una misma cuerda fundamental. Debido a que es una teoria intrinsecamente
cuantica y a esta unicidad a la hora de describir las distintas particulas e interacciones, la teoria

de cuerdas es un excelente candidato como teoria de unificacién de todas las interacciones.

El objetivo de este trabajo serd ver como partiendo de una accién muy simple, la generalizacion
mas sencilla de la accién de una masa puntual relativista, se obtienen, una vez cuantizada la
teoria, unos estados que se pueden identificar con estados de fotones y otros estados que se pueden
identificar con estados del hipotético gravitéon. De esta forma se ve que de una forma muy simple
y natural esta teoria puede servir como base para desarrollar una teoria de cuerdas que describa

toda la fisica tedrica que se conoce hasta el momento.

Este trabajo se trata de una recopilacién bibliografica, en ningin caso se trata de una aportacion
original. El desarrollo general estd basado en el libro A First Course in String Theory [1], salvo

que se indique expresamente. Cualquier otra fuente serd citada en el momento que se use.

Introduccion a la teoria de cuerdas 3
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2. Fundamento tedrico

En esta seccién se van a discutir y exponer varios aspectos referentes a la notacién que se usara
a lo largo del resto del trabajo y algunas nociones de distintos formalismos que seran ttiles para el

desarrollo del trabajo.

2.1. Relatividad especial

La relatividad especial surge de la consideracion de que la velocidad de la luz (¢=299 792 458
m/s) es la misma medida en cualquier sistema de referencia inercial. El formalismo originalmente
se construyé en 1+3 dimensiones, aunque es facilmente extrapolable a D=d+1 dimensiones, donde
D, el ntimero total de dimensiones, es el nimero de dimensiones espaciales, d, mas la dimensién
temporal. Como se pretende que la teoria de cuerdas reproduzca las predicciones de esta teoria, se

impondran invariancias y simetrias propias de la relatividad especial.

2.1.1. Convenciones y nociones basicas

Los eventos o puntos en el espacio-tiempo, vistos por cierto observador inercial, seran etiqueta-
dos por el conjunto de valores: t el tiempo en el que sucede el evento y & el punto del espacio en el
que sucede. Se agrupan todos estos valores en un solo objeto vectorial (usualmente estos objetos se
denominan cuadrivectores ya que la teoria se suele desarrollar en 4 dimensiones, en contraposicién
de los trivectores usados en el espacio euclideo usual). Se va a generalizar esto a un espacio d+1

dimensional

ot = (ct, ®) = (ct,zt, ..., x?) = (20, 21, ... 2?). (2.1)

Donde el indice p toma los valores 0,1,2,...,d. En caso de que sea necesario especificarlo, se llama-
ra vectores Lorentz a los vectores d+1 dimensionales x, mientras que se llamaran vectores espaciales
a los vectores formados con sus ultimas d componentes . Dados dos eventos infinitesimalmente

cercanos x* y x# + dx* se define el intervalo infinitesimal ds de la siguiente manera

—ds? = —(dz)? + (da")? + ... + (dz?)* =y datda”, (2.2)

donde 7, es la métrica de Minkowski en d+1 dimensiones y toma la siguiente forma

-1 0
v = /l,l/ = . 2’3
U n < 0 Idd> (2.3)

La métrica define el producto escalar en el espacio-tiempo para cualesquiera dos vectores a* y
pH

a - b = ’rhu/a‘uby = a'ubu - aub“. (24)

Como caso particular de transformacion de coordenadas entre dos sistemas de referencia iner-

Introduccion a la teoria de cuerdas 4
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ciales se va a estudiar el caso en el que los dos observadores tienen todos los ejes alineados de la
misma forma y el sistema S’ se mueve a lo largo de la direccion positiva del eje x del sistema S de

forma que en t=t’=0 los dos sistemas coinciden
0 =~ - pzt), =A@l -p2%) y =2t s p=2,....d, (2.5)
donde el factor Lorentz ~ y el factor 8 se definen

1
VI P

Este tipo de trasformacion de coordenadas se suele llamar boost en el eje x. La transformacion

Yy g=2

v = - (2.6)

inversa se puede encontrar despejando las coordenadas z# en funcién de las (z’)*, pero simplemente
por simetria se tiene que la transformacion inversa viene dada al intercambiar x y x’ en las ecuaciones

y B por -5. Es facil comprobar que esta transformacién deja invariante los intervalos

nuuxmxly — —($/0)2+($,1)2—|—. ) ._|_($/d)2 — —’}/2(160—5%’1)24—72(.%1—BZE0)2+($2)2+. ) ._{_(md)Q —
— 21 = B2 421 = B @) 4+ (@2 = —(@)2 4 (@) 4+ (@) = mata”.
(2.7)

Los cambios de coordenadas que dejan invariante el intervalo se llaman, por definicién, trasfor-

maciones de Lorentz. En general son trasformaciones lineales

o't =LF, Y. (2.8)

De esta forma el boost anterior se puede representar mediante

v B 0
(L)y=L',=|-—8 =~ 0o |- (2.9)
0 0 Idy,

Imponiendo la invariancia del intervalo se obtiene la condicién que debe satisfacer una trasfor-

macién de Lorentz general

nuwata’ = nata’” = Nuw LF 2P LY 2% = LF LY = npe = LTnL = . (2.10)

Tomando determinante en esta ecuacién se tiene que: |detL|=1 y por lo tanto todas las tras-
formaciones de Lorentz son invertibles. Cabe notar que las rotaciones son casos particulares de
trasformaciones de Lorentz y que cualquier trasformacién de Lorentz en p+1 dimensiones esta

contenida en las trasformaciones de Lorentz en d+1 dimensiones para todo p tal que p<d.

Introduccion a la teoria de cuerdas 5
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2.1.2. Energia, momento y velocidad

Para una particula puntual de masa m se verifica la ecuaciéon
E? = () + (mc?)?, (2.11)

siendo F su energia y p su momento espacial. Definiendo el momento p*, se determina facilmente
su cuadrado a partir de la ecuacién anterior
1 E e 2 2
P =(.p) = ymle,9) = p"=p-p=—(me)”. (2.12)
El tiempo propio de una particula, un concepto fundamental en relatividad, se puede definir
como el tiempo medido por un observador inercial pegado a la misma. Para este observador dx = 0
y dt =dr

—ds? = —(cdt)? + di? = —2dt*(1 — %) = —c*dr. (2.13)

Como toda trayectoria de una particula masiva da —ds? < 0 se pueden cancelar los signos
negativos y tomar raices. Por lo tanto, para una particula masiva el tiempo propio viene dado por
ds/c. Ademaés

dt 1 ¥

%ZCW/l—ﬁZZE‘

Al ser ds un escalar Lorentz, nos permite definir nuevos vectores Lorentz a partir de vectores

(2.14)

ya conocidos. El vector velocidad se obtiene

dxt dxt dt v
o — e 7+ = , V). 2.15
w = eS8 = B = e 1)) =56 7) (215)
Lo cual permite reescribir el momento p
p" = ym(c, ) = mut. (2.16)

Todos los vectores Lorentz trasforman igual que las coordenadas bajo una trasformacién. En

particular, bajo un boost en el eje x la energia y momento usual de la particula trasforman

E

E'=y(E=pep') y p" =90 -B8) (2.17)

2.1.3. Coordenadas del cono de luz

Este sistema de referencia (light-cone coordinates en inglés) serd el usado principalmente a lo
largo del posterior desarrollo de la teoria. Se defienen dos nuevas coordenadas como conbinaciones

linealmente independientes de las coordenadas z° y 2

Introduccion a la teoria de cuerdas 6
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ot = \}E( 04 gh). (2.18)

Mientras que el resto de coordenadas no se ven afectadas. Este sistema de referencia recibe este
nombre debido a que las rectas definidas por z+ = 0 y x~ = 0 se identifican con las trayectorias de
rayos de luz emitidos desde el origen y moviendose hacia la izquierda y derecha respectivamente,

si se ignoraran las coordenadas diferentes a t y x.

Por definicién se tomard ™ como coordenada temporal y por lo tanto z~ se tomard como
otra coordenada espacial. Diferenciando las ecuaciones que definen estas nuevas coordenadas y

sustituyendo el resultado en la expresion del intervalo se tiene

2dxtde = (da°)? — (da')? = —ds® = —2dxTdax™ + dx'da’ = f,,datda”. (2.19)

Los indices con letras latinas y maytusculas toman a partir de ahora los valores I = 2,....d. De

esta expresién se obtiene la métrica en estas nuevas coordenadas

0 -1 0
Aw=|-1 0 0 |. (2.20)
0 0 Idg,

Cualquier otro vector Lorentz se puede expresar en esta nueva base

at = L(ao +al). (2.21)

V2
De forma que el producto escalar también se puede expresar en la nueva base
a-b=n"a"b’ = f,adb’ = —a bt —aTb + alv!. (2.22)

Noétese

a_=-a" y ay=-a (2.23)

En particular el vector momento también se puede expresar en esta nueva base
+ L9 1
—pF=p =ﬁ(p +p). (2:24)

Sera la cantidad p~ la que haga el papel de energia

E
=k, (2.25)

donde Ej. hace referencia a la energia en el sistema de coordenadas del cono de luz.

Introduccion a la teoria de cuerdas 7
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2.2. Mecanica Lagrangiana

Toda la mecéanica Lagrangiana se formula en torno de la funcién L = T - V | donde T es la
energia cinética del sistema y V su energia potencial,y su extremizacién a lo largo de la trayec-
toria del sistema. El lagrangiano L es explicitamente una funcién de las coordenadas x y dx/dt e

implicitamente de t. El objeto a extremizar suele denotarse como la accién

ty
S= [ L()dt (2.26)
t;
El formalismo Lagrangiano es particularmente 1til a la hora de desarrollar teorias de campos,

como es el caso de las teorias de cuerdas.

2.2.1. Ecuaciones del movimiento

Las ecuaciones del movimiento se encuentran extremizando la accién

55 = o ( /t ;f L(t)dt) ~0. (2.27)

Para ello se considera un desplazamiento infinitesimal respecto de la trayectoria que realmente
toma la particula dz(t) (normalmente toma el nombre de desplazamiento virtual), de forma que los

extremos queden fijos: dx(t;)=0x(tf)=0. Este desplazamiento se realiza a tiempo fijo de forma que

3(@(t) = & (0x(t))

ty ty 1OL oL oL ty ty 1OL d /0L
0_5(/ti Ldt) _/t,- (6%5%%&) dt = {%&rh +/ti (&B—Cﬁ<%>>5xdt. (2.28)

El termino evaluado en ¢; y t; se anula ya que dz(t;)=dz(t;)=0. Por lo tanto las ecuaciones del

movimiento vienen dadas por

oL d [(OL
——— | =] =0. 2.29

Oox dt <3x> ( )
Si en lugar de una sola coordenada x y su derivada temporal el lagrangiano dependiera de un

conjunto de coordenadas {qj}g‘zl y sus correspondientes derivadas las ecuaciones del movimiento

serian

oL d (0L ,

Es bastante usual trabajar con densidades lagrangianas en lugar de lagrangianos, sobre todo al

estudiar campos en lugar de particulas. En tal caso la accién tomara la forma

S = /dgodgl...d§d£(¢“,8a¢“), (2.31)

donde £ son las coordenadas, {¢®}*_; los campos de los que depende la densidad lagrangiana

Introduccion a la teoria de cuerdas 8
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Y Oa@® = g?& las derivadas de los campos. En este caso las ecuaciones del movimiento vienen dadas

por

oL oL
o~ o <W) =0, a=1,..k (2.32)

2.2.2. Cantidades conservadas y simetrias

Si dada un trasformacion de coordenadas infinitesimal

qi(t) — qi(t) +94¢i(t), con  dqi(t) = eh(qi(t); 1), (2.33)

donde € es una constante infinitesimal y A una funcién, el lagrangiano cambia en una derivada
total

d
dt(

con A una funcién de las coordenadas, velocidades y el tiempo, entonces la cantidad Q definida

SL = = (eA), (2.34)

a continuacién se conserva en el tiempo

oL oL
€Q=g. 00 —eA=c < aq, @ (®):t) ) (2.35)

Veamos que de hecho Q se conserva

B d oL . 0L _. B 4 (LN gy OLss D eny =
0=06L— Z(eh) = 8q6qz+a—%6qz dt(A) = (a >5q’+8qié% a ‘M= (2.36)
oL _ e e _ |
(8%5 EA) T a

En el caso en el lagrangiano que se considera no dependa de la coordenada g;, la carga conservada
asociada a la trasformacién dg; = € se llama momento candnico asociado a la coordenada g;. Como
el lagrangiano no depende de ¢; se tiene que % = 0 y como d¢; es una constante se tiene que

1

0¢; = 0. Por lo tanto, L = 0 y en consecuencia A = 0, de forma que
Q=P =—. (2.37)

En el caso en el que se esté trabajando con densidades lagrangianas y se dé una trasformacion

infinitesimal de los campos

¢* — &7 + 00" = ¢ + €hi(9), (2.38)

donde €’ son unas constantes infinitesimales y las h¢(¢) unas funciones, de forma que la densidad

lagrangiana cambie en una derivada total

Introduccion a la teoria de cuerdas 9
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5L = Da (eiAg“) , (2.39)

con AY ciertas funciones de los campos y sus derivadas, entonces las cantidades ji definidas a
continuacién son corrientes conservadas
. oL .
€ = ———— 6% — €'AY. 2.40
]Z a(aaqba) (;5 (3 ( )

Veamos que de hecho son corrientes conservadas

0=06L — 0 (¢A7) = OL s + : 0L 5(0a6) — Ba (¢ag) B2 o, ( oL ) P

——=—0a(00") — Oa (€A) = 00 | 57—200" — €AY ) = €00j) = Dajf* = 0.
Estas corrientes definen unas cargas conservadas definidas de la siguiente manera
Qi = / 39 dwol . (2.42)
v
Donde normalmente se suele extender la integral a todo el espacio (x). De forma que
dQ; . : = - - *
@ :/80j?dv0l—/v-jidvol:—/ ji'ﬁds(:)(), (2.43)
dt 1% 1% oV

donde 77 es un vector unitario perpendicular a 0V. En el caso en el que la densidad lagrangiana
no dependa de un campo ¢“, la corriente conservada asociada a la variacion d¢® = €* se llama
densidad de momento. Al ser la densidad lagrangiana independiente del campo ¢® se tiene que

ggﬁ = 0 y al ser 0¢* constante se tiene que dg(d¢*) = 0. De forma que 6L = 0 y, por lo tanto,

A!, = 0. De forma que las corrientes conservadas, denominadas densidades de momento en este

caso, se expresan

e a 6‘C
Ja = Pa = DO’ (2.44)

Los momentos totales son las cargas asociadas a dichas densidades
P, = / P2 dvol . (2.45)
14

2.3. Funciones especiales: la funcion Gamma y la funcién Zeta

En el desarrollo de la teoria sera necesario el uso de la continuacién analitica de la funcién zeta
de Riemann para determinar cierto pardmetro. Para ello, basdndose en los resultados del capitulo
18 del libro Complex Analysis 2], se obtendra una continuacién analitica de la funcién zeta, que

originalmente viene definida por la siguiente suma infinita

C(s) =) —- (2.46)

Introduccion a la teoria de cuerdas 10
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Esta funcién estd bien definida para fRe(s) > 1. Partiendo de la funcién gamma (su representa-
ci6én integral definida para Re(s) > 0) y haciendo el cambio de variable t — nt se tiene

[ee] [e.e]
I'(s) = / et dt = / e M5 Insdt.
0 0

(2.47)
- 1 o —nit4 18— S - i 1 S—
L(s)¢(s) = Z E/o e sl / (Z e t) s hdt
n=1 n=1 (2.48)
00 eft 5—1d 00 tsfl d
— [t t_/o St

(x) El teorema de la convergencia mondtona permite intercambiar el sumatorio y la integral 3]
Trabajando un poco mas el término de la exponencial para t<1

1

1
t—1

1 1i Dy

i 1 _
t+5 +g.+ " i1+ P(t) t =

1 1 1
t(1—§+—+0(t3))

Lot v 2
12 t 2+12+O(t )

Permitiendo reescribir la ec. (2.48))

1 ts—]. 00 ts—l
r = dt
()C(s) /0 et —1 +/1 et — 1 P
1 1 1 ¢t oo ¢s—l 1 1 1 1 ¢
VAl [ / dt:/t51<— —)dt
+/0 (t 2+12>+ et — 1 0 et — 1 +

t 2 12
OOtsl 1 1 1
—l—/ —

PR T T

Esta expresion define una extensién analitica de T'(s)((s) a QRe(s)

= —n)= =",

—2 y por el Teorema de
Unicidad es tinica. Teniendo en cuenta que la funcién gamma tiene polos simples en los enteros no
positivos con residuos Res(I'(2),z = —

yo) o) 1
(1) = Res(T'(z),z = —1) T 1T 12 Y (2:30)
-3 31
¢(0) Res(I'(z),z=0) 1

(2.51)

El valor de la funcién zeta (més propiamente hablando el valor de su extensién analitica) en
estos dos puntos serd muy importante més adelante

Introduccion a la teoria de cuerdas
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3. Gravedad y Electromagnetismo en dimension arbitraria

El objetivo de esta seccién es estudiar las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de los
dos campos que se pretenden replicar mediante la teoria de cuerdas que se va a construir. Para ello

se escribiran dichas ecuaciones en formalismo tensorial y se extenderan a dimensién arbitraria.

3.1. Electromagnetismo en dimensién arbitraria

Dado que unos de los estados que se pretenden reproducir son los de los fotones, es conveniente
estudiar el electromagnetismo en una dimensioén arbitraria. Para ello se generalizaran las ecuaciones

de Maxwell (expresadas en unidades Heaviside-Lorentz)

ﬁ 10B
VxE_—?a, (3.1)
VB =0, (3.2)
VE = p, (3.3)
. 1. 10E
B=-74+-22. 4
V x cj+cat (3.4)

Se puede observar que E y B se miden con las mismas unidades y las magnitudes p y j
son las densidades de carga eléctrica por unidad de volumen y de corriente por unidad de area
respectivamente. La dindmica de una particula en el seno de estos campos viene determinada por

la ley de Lorentz
dp T
—=q|E+-xB}|. 3.5
7 —q(E+2xB) (35)
Como B tiene divergencia nula se puede expresar como el rotacional de un potencial vector

B=VxA (3.6)

Sustituyendo esta expresién en la ec. ([3.1))

E i~ — U. *
Vx( +c t) 0 (3.7)

Lo que permite escribir el campo eléctrico como

E=--2--Vd, (3.8)

donde @ es el potencial escalar. En el caso independiente del tiempo, esta tltima ecuacién junto

con la ec. (3.3) permiten escribir la siguiene ecuacién para el potencial escalar

VE=V(-V®)=p = V&=—p (3.9)

Introduccion a la teoria de cuerdas 12
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Estos potenciales permiten describir el lagrangiano y el hamiltoniano de los campos y por lo
tanto son mas fundamentales que éstos. Sin embargo, no estan determinados univocamente. Sea €
una funcién del espacio y del tiempo arbitraria (suficientemente regular) se definen los potenciales
prima

d— P =d—-—, A—3 A=A+ Ve (3.10)

Veamos que estos potenciales reproducen los mismos campos E y B que los potenciales originales

B =VxA=VxA+Vx(Ve)=VxA=B;

5 104 o o 10 19, =
E T V& = F cat(ve)+v<c8t)_E

(3.11)

Este es un ejemplo de una trasformacion gauge, de parametro € en este caso. Dos potenciales
conectados mediante una trasformacion gauge son fisicamente equivalentes y dan lugar a los mismos
campos. Las trasformaciones gauge son manifestaciones de simetrias internas del sistema que se
esta describiendo.

3.1.1. Electrodindmica manifiestamente relativista

Los potenciales ® y A pueden combinarse para dar un vector Lorentz

-,

Al = (®, A) (3.12)

y su dual
A, = (—®, A). (3.13)

A partir de este nuevo vector se puede definir el tensor del campo electromagnético

F = 0,4, — 8,A,, (3.14)

que es claramente un tensor antisimétrico. Es facil ver que
FOz' = _Ez’ Yy Fij = fijkBk' (315)
Esto permite escribir explicitamente todas las componentes del tensor

0 —-FE -E, —Fs
E, 0 By -B

Fu=|"" ° 2. (3.16)
E, -B; 0 B

Es By —-By 0

El cuadrivector potencial permite expresar la trasformacién gauge dada en ec. (3.10) de forma

mas compacta

Al = Ay + Oye. (3.17)
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De forma que es inmediato ver que los campos son invariantes ya que

Fl, = 0,4, — 0,A, = 0, A, + 0,0,¢ — 8, Ay, — Dy0p€ = Fy. (3.18)

Ademads este tensor permite reescribir las ecuaciones de Maxwell de forma mas compacta. De-
finiendo
T)\/J,l/ = a)\}7,11,1/ + aqu/\ + 8}/F)\u7 (319)

T=0 encapsula las ecuaciones (3.1)) y (3.2). Para recuperar las otras dos ecuaciones es necesario

definir el vector Lorentz corriente

-,

jM = (Cp7])7 (320)

que, teniendo en cuenta que j = pv, se puede expresar como

j* = (ep, pt) = p(c, V) = poy(c, ¥) = pou, (3.21)

donde pgy es la densidad de carga en reposo. De esta forma, las ecuaciones (3.3)) y (3.4) son
equivalentes a )
0, FH = — . (3.22)
c

Que en ausencia de cargas se reduce a
O, FH = 9,0t AY — 9> A+ = 0. (3.23)
Esta es la ecuacién del movimiento que se tratara de replicar con la teoria de cuerdas.

3.1.2. Campo eléctrico en dimensién arbitraria

Las ecuaciones de Maxwell descritas mediante el tensor F son validas en cualquier dimension.
Como ejemplo se va a resolver un caso simple en dimension d+1. Suponiendo la existencia de una
carga puntual, la componente 0 de la ec. (3.22)) da

O, F% = 0,E" = p. (3.24)

Integrando esta ecuacién en una bola B? de radio r centrada en la carga

/ dvol VE = dvol p = q. (3.25)
B(r) B(r)
Aplicando el teorema de la divergencia y suponiendo que el campo generado por la carga puntual

tiene simetria radial

27Td/2

vol VE = (r) - d5' = sE(r) = E(r)vol(S¥1(r) = E(r)——. (3.
/Bd(,n)d VE Sd—1(y) E(r)-d /Sdl(r)d E(r) = E(r)vol(5°(r)) = E( )F(d/Q) (3.26)
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Por lo tanto

g T(d/2)ri!
E(r) = rd—1 " 9. d/2

Particularizando esta tltima expresion del campo electrico al caso d = 3 se obtiene la conocida

(3.27)

expresion
qT(3/2) avm/2 _ ¢

(r) = 72 27372 T 72 on3/2 T 4pp2’

(3.28)

3.2. Gravedad en dimension arbitraria

En el marco de la Relatividad General la gravedad se manifiesta en la dindmica de los sistemas

mediante la métrica, que deja de ser constante

—ds? = g (z)dztdz" . 3.29
n

La métrica g, (x) es un tensor simétrico dependiente de las coordenadas. En los casos en los
que los fenémenos gravitatorios son débiles se puede expresar la métrica como una perturbacién

respecto de la métrica de Minkowski

g,uu(x) = Nuv + h,uu(x)a (330)

donde hy, (z) son funciones "pequenas", es decir, se considera que hfw ~ 0. En ausencia de

fuentes se pueden linealizar las ecuaciones de Einstein
O*hM — 0y (9™ + OV hIY) + 019 h = 0, (3.31)

donde h=n*"h,,, . Esta es la ecuacion del movimiento para el campo gravitatorio que se intentara
reproducir mediante la teoria de cuerdas. Este campo, al igual que los electromagnéticos, presenta
simetrias gauge. El estudio de estas simetrias resultard ttil a la hora de estudiar las cuerdas ya
que proporciona grados de libertad que se pueden usar para fijar los sistemas de coordenadas de la

forma que resulte méas adecuada. Una trasformacion infinitesimal de las coordenadas

' =t + et (z) (3.32)

se puede interpretar como un cambio infinitesimal de la métrica, que a su vez induce un cambio
en h*

R = 0te” + 0V + O(e, h). (3.33)

La ec. (3.31)) es invariante bajo esta trasformacién, que es una trasformaciéon gauge para las
ecuaciones del movimiento de la métrica. Notese que en este caso el pardmetro gauge es un vector,

mientras que el pardmetro gauge para las ecuaciones de Maxwell era un escalar.

A bajas energias y velocidades la dindmica gravitatoria se puede modelizar con las leyes de

Newton. En tal caso la atraccién entre dos masas my y meo viene dada por
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mims
2 )

|IFW| =@ (3.34)

r
donde la constante G toma el valor G = 6.674 - 107 ''m3kg~'s=2. El sistema Planckiano de
unidades se define de forma que las constantes G, i y ¢ sean iguales a uno. Esto define una masa,

una longitud y un tiempo que se suelen denominar de Planck:

G =

l3
P B = p _—_— 3.35
PwEs S (3.35)

Al igualar estas constantes a uno y despejar se obtienen las expresiones y valores de [,,, mp y t,,

Gh
lp =1/~ = 1616 x 10~3em (3.36)
l Gh
tp = ?P =[5 = 5:391 10745 (3.37)

C

=2,176 x 10 °g (3.38)

mp =

BE

Estas magnitudes son caracteristicas de un sistema en el que los efectos cuanticos de la gra-
vedad empiezan a ser apreciables. Como se argumentara a continuacién, las unidades y valor de
G dependen de la dimensién D del espacio-tiempo, por lo tanto también lo hacen las constantes

definidas a partir de ella Ip, tp y mp. En las siguientes subsecciones se va a estudiar este efecto.

3.2.1. Potencial gravitatorio

Introduciendo el campo g, la fuerza gravitacional por unidad de masa, y asumiendo que puede

ser derivado de un potencial

g=—-VVy, (3.39)

tal y como sucede en 143 dimensiones, vamos a generalizar esta ecuaciéon a dimension arbitraria.

Se sabe que el potencial 4 dimensional satisface una ecuacién de Poisson andloga a la ec. (3.9)

VAV = 4rGpp, (3.40)

donde p,, es la densidad de materia. Al tratar de generalizar esta ecuacién a dimensién arbitra-

ria, es obvio que la constante GP)

tendra unidades distintas dependiendo de la dimensién D. Por
lo tanto la generalizacién apropiada que generaliza la gravedad Newtoniana a dimensién arbitraria

€S

VIV = 4nGPp,,. (3.41)
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3.2.2. Longitud de Planck en dimensién arbitraria

Las unidades de G(P) pm tienen que ser las mismas independientemente de la dimensién D. Por

lo tanto

03 2 63
6Pl s =16l 7; — (6P = (61> BB o) g ppe (i )

Como la longitud de Planck en cualquier dimension esta univocamente determinada mediante

potencias de G, ¢ y h se puede sustituir ZI(DD) por L quitando los corchetes que indican las unidades

3 B - h GD)
a® — %(Z;D))D 2 — (D2 2 gg(D) — (lp)?T (3.43)

3.3. Dimensiones extra

Para que la teoria de cuerdas sea correcta es necesario que el espacio-tiempo tenga méas dimen-
siones que las 4 que experimentamos. Por lo tanto, vamos a asumir que el espacio-tiempo tiene mas
de 4 dimensiones y que probablemente algunas de ellas sean compactas, es decir, tengan dimension

finita.

3.3.1. Dimensiones compactas

La dimensién compacta més sencilla de construir se puede tratar como un circulo. Para ello se

parte de una variable no restringida x € (—o0,00) y se establece la relacién
x ~x+ 2R, (3.44)

donde R define el radio de la dimensiéon. Un dominio fundamental para cualquier tipo de relacion
debe satisfacer que todo punto debe estar relacionado con algin punto del dominio fundamental y
que no puede haber dos puntos en el dominio fundamental que estén relacionados entre si. En este
caso sencillo un dominio fundamental para z serfa 0 < x < 2w R. En el caso de que se den varias
dimensiones p compactas de este tipo simultaneamente, cada una con su relacién x; ~ z; + 27 R;,

el espacio resultante serfa un toro p-dimensional.

Para estudiar el efecto de estas dimensiones compactas sobre el campo gravitatorio se va a estu-

diar el caso en el que el espacio-tiempo consta de las 4 dimensiones ordinarias que experimentamos

(29, 2, 22, 2) (extensas) y el resto de dimensiones (x4, ..., 2¢) compactas. Considerando una ma-

1 2 3

sa total M colocada en z* = z* = z° = 0 y distribuida uniformemente en en las dimensiones

compactas, la densidad de masa se puede escribir

pP) = mé(z")o(22)d(2%), (3.45)

donde m:% es la densidad de masa en las dimensiones compactas y V¢ el volumen total de
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las dimensiones compactas. Al integrar esta densidad en todo el espacio se obtiene la masa total

/ da:l/ dazz/ dx?’/dx4...dazdp(D) =

= m/ dmlé(xl)/ daczd(xz)/ dx?’(i(:lr3)/dx4...dxd =mVg = M. (3.46)
—00 —o0 —00

Un observador que no es capaz de discernir la dimensién compacta vera la masa como un objeto
puntual con densidad

pW = Mo(21)6(2?)6(a®) = pP) - Ve (3.47)
Por lo tanto la ec. (3.41) toma la forma

2 D 1,2 .3 D D G(D) 4 G(5)
V2V P) (gt 22 23) = axGP) pl >:47rv—p(> = 5 =V (3.48)
C

Considerando que todas las dimensiones compactas tienen longitud igual [, a partir de la

ec. (3.43) y haciendo uso de la ec. (3.48)

GD)

(1p")~ = (1)

2 D—4 (D) lng) o
=(p) ()" = lo=1p . : (3.49)

Esto da un abanico de posibilidades para la longitud de las dimensiones compactas, lo que podria

explicar porqué no se han detectado todavia.

4. Particula puntual relativista

La propuesta de la accién para una cuerda relativista es una generalizacion directa de la accion
de una particula puntual relativista, por lo tanto estudiar este caso antes de generalizarlo resulta de
ayuda para entender el formalismo. La accién de una particula puntual de masa m>0 viene dada

por
S = —mc/ ds, (4.1)
P

donde P representa la trayectoria de la particula en el espacio-tiempo. Veamos que de hecho esta
accion recupera la energia de una particula libre, para ello se obtendra el Hamiltoniano asociado a

la accion.

tf 'U2 'U2
S:—mc/ds:—mcz/ dt 1——2:>L:—mc2 1-—. (4.2)
P t; c c
Calculando ahora los momentos asociados
oL mu’
Pi= 5= = (4.3)
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Por lo tanto se obtiene el hamiltoniano

2 m02

H=p 0-L=——m—e t+m 1 - — = ——. (4.4)

v2 c? v2
T2 2

Recuperandose la expresion de la energia de una particula libre relativista y asi comprobando

que la accién propuesta realmente tiene sentido.

4.1. Invariancia bajo reparametrizaciones

Independientemente de la parametrizacién escogida para la trayectoria P el valor de la acciéon
deberia ser el mismo, ésta es una propiedad que también se tendrda que comprobar cuando se

trabaje con la accién propuesta para las cuerdas. Comprobemos que la acciéon es invariante bajo

reparametrizaciones. Sean 7 y A dos parametros, de forma que z!' = zt(r;) = at(N\;) y :c’]f =

at (1) = x*(Ar). Expresando ds de forma conveniente

v<e v dx* dz¥ dxt dzv
ds® "= (ds)? = —ndatde” = _Wﬁ?(dﬂ2 = ds = mch, (4.5)

reexpresando la acciéon con esta parametrizacién y teniendo en cuenta que por la regla de la

da? __ dxt d\ :
cadena 7~ = ‘-7 se tiene que

g _ /Tf _, datdar, /Af _, datdzvdh
e LN M =ax ax dr 46

Af dxt dxv
S )\
mc/Ai LEP )

Quedando asi demostrado que la accién es invariante bajo reparametrizaciones.

4.2. Ecuaciones del movimiento

Vamos a calcular ahora las ecuaciones del movimiento para comprobar que se recupera lo

esperado. Para ello se va a variar la accién

55 = —me /P 5(ds). (4.7)

Para encontrar la variacién de ds se variard ds? partiendo de la ec. (4.5)

n v n v n v
5(ds?) = 2dsd(ds) = —nu (5 (d:U > dz + dié <d$ >) dr? = —2n,,6 (d$> didTQ, (4.8)

dr ) dr dr dr dr ) dr
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donde en la ultima igualdad se ha hecho uso de la simetria de 7,,. Por lo tanto teniendo en

cuenta que ¢ (drl ) d(ozr)

dr dr
B d(ézt) dz”  d(ézt) dz, Tt d(oxt) dx,
0(ds) = = o S dr = =S Sy — =65 =m /Q ) By "
T 1 Tf T " T .
/fpud(dx )dT: pudxt 7/ fd]ﬂ&c“dT(:) 7/ f%éx“dT = by =0.
Ti dT T Ti dT Ti dT dT

(%) los extremos se mantienen fijos por lo tanto dx#(r;) = da#(7¢) = 0. Las ecuaciones del
movimiento indican que los momentos son constantes sobre la trayectoria. Esta ecuacién es valida
para cualquier parametro 7, particularizandola al pardametro s

dp* d < dx* ) %zt dx*
ds? ds

Ambas formas de las ecuaciones del movimiento son lo esperado para una particula libre (mo-
mento y velocidad constantes). Sin embargo una particula libre no es de gran interés, y ya que el
objetivo de este desarrolllo es el de reproducir el electromagnetismo y la gravedad se va a estudiar
la accién de una particula puntual de masa m y carga eléctrica ¢ que interacciona con un campo

electromagnético.

4.3. Particula puntual con carga eléctrica

El objetivo de este apartado es el de reproducir la expresion de la fuerza de Lorentz a partir
de una accién. Se plantea la siguiente accién de interaccién entre la particula cargada y el campo

electromagnético

znt / dTA / A d.%"u (411)

Por lo tanto la accion total es
S =850+ Sint = —mc/ ds + g/ Ay (x)dat. (4.12)
P cJp

La variaciéon de la primera parte de la acciéon ya ha sido calculada, por lo que para calcular

la variacién de la accion total falta calcular la variacién de la accion de interaccién. Dada una

..y . ey 0A
variacién de las coordenadas dz#, induce una variacién en los campos 64, = 750z = 0, A 0z,
Asi

dztdr. (4.13)

dat d(oxt) d dx¥
d _
dr o dr ) T

5 (Apda) = @Aay +A = (A )+ [0y — DAy
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Por lo tanto la variacion total de la accién es

0=1465= 5x“7f+A 595“Tf—/[—d]%+ (0,A —8A)dxy oxtdr =
B b Ti ! Ti P dr m B dr -
dpu | 4 dx” } dpp _ 44, do”
_ _ o4 29,4, — 0,A Plr —= —E=ZF,—. 4.14
/73{ dr +c(a” 2 “) dr owdr dr ¢ M dr ( )

Esta dltima ecuacién es la expresion relativista de la fuerza de Lorentz, por lo que la accién

propuesta reproduce correctamente las ecuaciones del movimiento esperadas.

4.4. Dinamica del campo electromagnético

La ultima accién que se ha estudiado modela el efecto del campo electromagnético sobre una
particula cargada. Sin embargo no tiene en cuenta el efecto de la carga de la particula sobre el

propio campo electromagnético. Para modelar esto se propone la siguiente accion.
_ q o 1 D uv
S=-mc | ds+ = | Ay(x)da! — — [ d"xF,, FH. (4.15)
P cJp 4c

Estudiando la variacién de la accién respecto de una variacién en los campos 0 A, se encontraran
las ecuaciones del movimiento que rigen la dindmica de los campos. Primero veamos que para una

particula puntual la corriente j# se puede expresar por

n
= qe / §0(z — w(r)) P2 g (4.16)
dr
ya que
D dl‘“ D )
qc/<5 (x — (7)) = qc/<5 ut(1)dr = qeu(z) = j#(x). (4.17)
Teniendo en cuenta que 0(F),,) = 0,04, — 0,04,
S(FuF*) = 20(F, ) F* = 40,(0A,)F" = —40,(F*) A, (4.18)
y reescribiendo el segundo sumando de la accién
q m D 4 D dat
f/ A () dat = /d xf/ 5@ — (7)) Aule) - dr, (4.19)
cJp cJp T

se puede calcular la variacién de la accién al completo

0:6S:/dD { /513

H ; 1
0, " — q/P 50 (x — x(T))C%dT €9 . (4.20)

L FYH 1 0A, =

Recuperédndose asi la ec. (3.22).
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5. Cuerda relativista

Como se comentaba en la introduccion, la accidon que se va a estudiar es la generalizacion mas
simple de la accién de una particula relativista libre. La accién de la particula libre es proporcional
a la longitud de la trayectoria de la particula en el espacio-tiempo. Como el objeto que vamos a
tratar tiene una dimensién, su trayectoria en el espacio-tiempo barre un area y por lo tanto se
puede identificar con una superficie. Es decir, la accién de una cuerda relativista es proporcional a
la superficie de la variedad dos dimensional que define su trayectoria. Esta superficie suele llamarse

hoja de universo de la cuerda (del ingles worldsheet).

5.1. La accién
5.1.1. Volumen de una subvariedad

A partir del desarrollo de Spacetime and Geometry |4], se va a derivar una expresion ttil del drea
de la variedad deseada. Dada una variedad M pseudoriemanniana de dimension n, su hipervolumen

viene dado por

Vol(M) = /M v, (5.1)

donde v = +/[g|ldz' A ... A dz™ es la n-forma de volumen expresada en las coordenadas z° y g
representa el determinante de la métrica definida en la variedad expresada en dichas coordenadas.

Cabe resaltar que el volumen es independiente de las coordenadas elegidas para su calculo.

Si M se trata de una subvariedad de dimensién m de otra variedad A de dimensién n > m, los
puntos sobre N se pueden identificar mediante un mapa p: U C R™ — N, donde U es el espacio
de los posibles valores de los pardmetros u’ de los que depende ¢. La métrica gij sobre M viene
inducida por la de N, hgy, de la siguiente manera

dp  dp _ 9y 9
Y9 =yt oui T oui oud (5:2)

Particularizando esto al caso que nos atane, es decir: la variedad M es la superficie barrida por

la cuerda y por lo tanto m = 2, la variedad N es el espacio-tiempo y por lo tanto n = d + 1, se

' = 7 y u? = 0, las componentes del mapa ¢ se denotaran X* (las denominaremos

denotaran u
coordenadas de la cuerda) con p =0, ...,d y la métrica hq, se trata de 7,,. Debido a la signatura
de las métricas del espacio-tiempo || = —n y |g| = —g. Al tener solo dos pardmetros, es facil

desarrollar el determinante de g;;

OXFOX,\* 0XM0X,0X"OX
g = — — a2\ — H _ 7 v
I (911922 = 912) ( or Oo > or Or 9do 0o’ (5:3)
Por lo tanto, el area de la hoja de universo de la cuerda viene dada por
0XHO0X, 0XrOX, 0XF0X,
A= / drdoy/lg / de"\/( ar 9o ) T 9r 0r 80 0o (54)
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Estudiemos las unidades de este funcional A. Las unidades de las derivadas en 7 y ¢ se cancelan
con las de sus correspondientes diferenciales. Atun asi, se va a tomar 7 con unidades de tiempo (se
verd que este pardmetro estd relacionado con el flujo del tiempo sobre la hoja de universo) y o con
unidades de distancia. Las X* tienen unidades de distancia. Como aparecen términos en X* dentro

de la raiz, al final las unidades de A son las esperadas de distancia al cuadrado.

5.1.2. Accién para una cuerda relativista

La accién que se va a proponer, como se ha dicho ya, tiene que ver con el area de la hoja de
universo de la cuerda. Sin embargo, tal y como pasaba con la particula puntual, es necesaria una

constante de normalizacién. La accién que se propone es la siguiente

__to,_ 1o _ 1o OXr 09X, \* 0Xr0X,0Xr0X,
5= A /deJ B /d do \/( or 80) or Or 0o 9o’ (55)

donde Tj es la tensién de la cuerda y tiene unidades de fuerza. En total S tiene las unidades
deseadas de una accién. El signo negativo se corresponde con el signo de la accién de la particula
puntual en ec. . La invariancia bajo reparametrizaciones de esta accién viene garantizada por la
unicidad de la forma de volumen a partir de la que se ha definido. Esta accién suele llamarse accién
de Nambu-Goto y es la primera propuesta de una accién para una teoria de cuerdas bosénicas.

Definiendo %—f =Xy %—f = X', se puede reescribir la accién

T o1 T: . .
S = / ! dT/ doL, donde £ = —=2\/(X - X7)2 — X2X7. (5.6)
T; 0 c

A partir de esta densidad lagrangiana se pueden definir las densidades de momento

oL Tp (X XX, — X, X"

T = , 5.7
Booxnm c \/(X,X/)Q_XQX/Q (5:7)
oL T (X - X)X, — X/ X?
Pl = __ B )X — X . (5.8)
oOX'H c \/(X_X/)Q_XZX/Q
5.1.3. Ecuaciones del movimiento
Para obtener las ecuaciones del moviemiento se iguala a cero la variaciéon de la acciéon
55 = / dr / do { xmy+ 9L 5(X’“)] - / Par [ do [Pro.(5X") + PL0.(6X)]
8X" aX/,u T 0 BT poo
/ dr / do [0 (PL6X") + 0, (PLOXM) — (0P, + 0,P)0X*| = 0.
(5.9)
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Por lo tanto las ecuaciones del movimiento vienen dadas por
0: P}, + 0,P; = 0 para todo u =0,...,d, ya que: (5.10)

Al variar las acciones se consideran variaciones con los extremos fijos, es decir, d X*(7;,0) =

dXH(1s,0) = 0. Por lo tanto la primera integral se anula

Tf

/de/ " o0, (PTIX") :/ " do (6X“77; ):0. (5.11)
T; 0 0

La segunda integral se puede desarrollar

Ti

/ " ar / " o0, (PIOX") = / "ar (Pgaxurl ) (5.12)
Ti 0 T,

; o=0

Para que la variacion sea exactamente cero, se tienen que cumplir las condiciones de contorno

Pg&X“‘Ul = 0 para todo = 0,...,d. (5.13)

o=0

En el caso de una cuerda cerrada esta condicion se satisface automaticamente ya que los puntos
o =0y o = 01 coinciden. En el caso de una cuerda abierta habra que imponer una de las siguientes

condiciones de contorno

» Condiciones de Dirichlet:
0-XH(1,0) = 0; X¥(1,01) = 0. (5.14)

Es decir, los extremos de la cuerda estén fijos en las dimensiones para las cuales se imponga
esta condicién. Esto implica X#(7,0) = constante y X*(7,01) = constante y por lo tanto
0XH(1,0) = 0XH(1,01) = 0. Satisfaciéndose asi la condicién dada en ec. ([5.13)).

= Condiciones de extremos libres:
Pi(1,0) =Pi(r,01) =0 (5.15)

En las dimensiones para las que se imponga esta condicién, los extremos de la cuerda no

estaran fijados.

A la hora de resolver las ecuaciones de movimiento para una cuerda abierta se tendrd que im-
poner una de estas dos condiciones para cada valor de u =0, ..., d, es decir, en total son necesarias
2D = 2(d + 1) condiciones de contorno. En el caso p = 0 se tendrd que imponer necesariamente
la condicién de extremos libres ya que, como se estudiard mas adelante, este pardmetro 7 esta

relacionado con el tiempo y por lo tanto 9, X9 # 0.

Definicién (Dp-branas). Una Dp-brana es una subvariedad del espacio-tiempo p + 1 dimensional
definida por D — (p+ 1) condiciones de Dirichlet. Esto se hace fijando los extremos de la cuerda en

D — (p+ 1) de las coordenadas de forma que queden confinados a una subvariedad de dimensién
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D—(D—(p+1)) =p+ 1. La subvariedad resultante en la que pueden moverse los extremos de la

cuerda tiene p dimensiones espaciales y una temporal.

5.2. Gauge estatico

Una de las simetrias de este problema reside en la invariancia bajo reparametrizaciones de la
accién. Para poder resolver las ecuaciones del movimiento es necesario fijar una parametrizacion.
En primera aproximacién se va a usar una parametrizacién concreta, bastante arbitraria, pero mas

adelante se generalizara a toda una familia de parametrizaciones que incluye esta primera eleccion.

Considerando un sistema de referencia inercial, se toma el parametro 7 de forma que coinci-
da con el tiempo t de este sistema de referencia. Para un observador en dicho sistema de referencia,
la cuerda sera la interseccién de los hiperplanos t = g con la superficie descrita por la trayectoria
de la cuerda en el espacio-tiempo. La arbitrariedad de esta parametrizacién reside en la eleccion del
sistema de referencia. El parametro o sera cualquiera que identifique los extremos de la cuerda con
0 =0y o = o1 de forma que varie de forma suave. En el caso de una cuerda cerrada de longitud
o. se realiza la identificacion (7,0) ~ (7,0 + 0.) por lo tanto es suficiente definirlo para o € (0, o).

De esta manera las coordenadas de la cuerda se pueden expresar

XH(r,0) = X"(t,0) = (ct, X (t,0)) (5.16)
y sus respectivas derivadas
OXH 0X
X' = = (0, — 1
55— 0 5), (5.17)
. OXH 0X
X'LL pu— pu— — .1
5 (c, 5 ) (5.18)

Habiendo definido el gauge estatico, vamos a utilizarlo para estudiar, en un caso concreto, cémo
se relacionan la tension, masa y energia de una cuerda. Considerando una cuerda abierta estatica
confinada en la direccién espacial X' (X# = 0 para g = 2,...,d) y con los extremos fijos en
X1(7,0) = 0 y X'(7,01) = a para cierto a. Al ser estatica X'(¢t,0) = X!(¢) = f(0) con f una

funcién estrictamente creciente de forma que f(0) =0y f(o1) = a. Se tiene entonces
X* = (c,0,0), y X" = (0, f'(0),0), (5.19)

donde el vector 0 en esta ultima ecuacion es un vector d — 1 dimensional con todas sus compo-

nentes iguales a cero. Por lo tanto

X2 — _027 X/Q — (f/)2 y X X! = 0. (520)
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Esto nos permite evaluar la accién

t o1 o1
/fdt/ do\J0 — (—¢2)(f'(o 2=—T0/ dt/ do f'(o

(5.21)
:/'ﬁ@qm):/ dtL.
ti t;
Como se trata de una cuerda estatica su energia cinética es cero y L = —V. Por lo tanto se tiene
V =Tpa. La densidad de energia por unidad de longitud de la cuerda viene dada por
v T
,u,oc2:g:To = u():?. (5.22)

Estas relaciones tan sencillas indican que las magnitudes relevantes de la cuerda vienen definidas
por un sélo pardametro libre. Sin embargo la configuracién de la cuerda escogida es totalmente
arbitraria, veamos que por lo menos satisface las condiciones de contorno y las ecuaciones del
movimiento. Para p > 2 se satisfacen de forma trivial ya que X* = 0. Como X* y X’* son

independientes de t las ecuaciones del movimiento se reducen a

oPg
[ 5.23
9o (5.23)
Lo que implica que P;; debe ser independiente de o
Xl
Pﬂ = -Ty—- f’ (5.24)

p # 1 lo satisface ya que en este caso X'* = 0, lo que implica P§ = 0 y por lo tanto satisface

las condiciones de contorno. Para =1 X" = f’ y por lo tanto
Pl =-To—; = —To. (5.25)

Para ;= 1 también se satisfacen las condiciones de contorno ya que los extremos estan fijos en

' =0ya2! =a.

5.2.1. Velocidad transversa

Para expresar la accion de forma que sea mas evidente la similitud con la de una particula
puntual va a ser necesario definir unas magnitudes. Sea s(o) la longitud de la cuerda en el intervalo

(0,0) para cierto ¢t fijo. Se tiene s(0) = 0 y s(o1) = la longitud total de la cuerda.

—

0X

ds:yd)’(’|:‘

Por lo tanto

N\ 2 - -
(ax) X oX X 8X< ) . (5.27)

ds | ~ 9s s 0o 0o
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Entonces %—)8( es un vector unitario tangente a la cuerda, ya que la derivada se hace a t fijo. Se

define entonces la velocidad transversa ¢, como la componente de %—f perpendicular a la cuerda,
es decir

0xX <8X ax) 0X (5.28)

% ot T as ) as

Para expresar la accién en funcién de U} es necesario primero calcular ?73

L [(0X\® [ox ax\® _oX [oX ax\axX [oX\® [oX ox\’

=) =) 2 [ = () () (5.29)
ot at  0Os ot ot 0Os ) Os ot at  0Os

Teniendo en cuenta que en el gauge estatico

S\ 2 SN\ 2 9 = -
X2 = 24 aiX : X2 — (97X :<ds> y X,X/:aiX.aiX (5.30)
do do

la cantidad dentro de la raiz en la accién se puede escribir

- N SN\ 2 -\ 2
. . 0X 00X 0X X ds\?
. n2 _ 2 /2: e T o 2 il il — e 2 22
(X -X")? - X2X (875 80) (C+<8t>)<8a> (d0> (®—3%).  (5.31)

La accién se puede expresar entonces

To [t (o0, d 2 i i
S = —l/ dt/ doci - — = —TO/dS\/Iz —,LL()CQ/dS\/l U (5.32)
c Ji 0 do c? c? c?

Por lo tanto el lagrangiano tiene la expresién del lagrangiano de una particula puntual integrado
a cada elemento de masa ppds y queda demostrado que la accién de Nambu-Goto es la generalizacion
de la accién de una particula puntual. Veamos cémo se expresan las densidades de momento en
funcién de esta velocidad transversa. Particularizando la ec.

—

(B ) 8= (e () (3900 (e ()

pow — 20 __210
2 )
¢ ds [1 VL ¢ _ v
Cdo c? 1 c2
T (a)‘i ) aX‘)
. 0 ot
en particular P70 = ——0572. (5.33)
c Ji_4v
~-%

Y particularizando la ec. (5.7))

’ do
prr— 0 = - ,  es decir,
c ds 02 c2 do 1_ Vi '
Cdo c? c
Ty ds 1 ~ Tods U
e . - (5.34)
c do v? c? do v?
-z 1=
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A partir de estas expresiones de las densidades de momento vamos a estudiar cémo se comportan
los extremos libres de una cuerda abierta. Al tratarse de extremos libres se debe cumplir P7* = 0,
en particular P°% = 0 y por lo tanto %—f . %é = 0 en los extremos. Esto quiere decir que los extremos
se mueven de forma perpendicular a la cuerda. Ademas, en los extremos se tiene v = % = 7. Por

lo tanto la expresiéon general de P?* en los extremos es

) .
1—Y) HXH / 29X+ . 20X

7)0’# — _TO( 023 8 — _TO 1— %87 — 7)0 = —quo\/za7 (535)
1 — %2 Os c? 0Os c? Os

oxX . L .
que, al ser 5 un vector unitario, implica

2

1-— U—Q = |U] =c¢ en los extremos. (5.36)
c

En resumidas cuentas, los extremos libres de las cuerdas abiertas se mueven a la velocidad de
la luz de forma perpendicular a la cuerda.
5.2.2. Hamiltoniano

Vamos a obtener la expresién del hamiltoniano del sistema para compararlo con el de la particula
puntual. Haciendo uso de la ec. (5.34)), se obtiene la densidad hamiltoniana

. Ty d 0> d i d 1
H:PT-X—Lz—Sd—SviLﬂ+TOd—S 1—%:T0d—37ﬂ. (5.37)
v v
c? do /1775 o c o 1%
El hamiltoniano total es por lo tanto
= {"4a H—T/dil - 2/d1 5.38
=, ol =1p Sl_ﬁfﬂoc s — 7 (5.38)
% c? c?

Que de nuevo es la integral del hamiltoniano de la particula puntual en cada elemento de masa

uodS.

5.2.3. Parametrizacién de la cuerda

Hasta ahora sélo se ha escogido uno de los dos parametros de la hoja de universo de la cuerda.
El otro parametro se fija de forma que para todo punto
X 0X
— . — =0. (5.39)
do Ot
Esto equivale a fijar la direccién y sentido de variacién del parametro o de forma que sea

perpendicular a la del pardmetro 7. Con esta eleccién de o, se particulariza la ec. (5.28]) de forma
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que
0X
7 o= . 5.40
U= (5.40)

También se pueden simplificar las expresiones de P™+ y PoH,

- To ds XH P ’UiaX“
P “Z?%ﬁ y P “:—To\/—icQ E (5.41)

c2

Se ha fijado el sentido en el que aumenta o, pero todavia se tiene la libertad de fijar la tasa en la
que varia. Para ello, se toma ¢ de forma que o = 0 coincida con un extremo de la cuerda y o = o1
con el otro extremo y de forma que cada aumento ds de cuerda corresponda con un incremento do

tal que

ds __dp
v Ty
c2

do = (5.42)

1 —
Es decir, se va a utilizar la energia para parametrizar la cuerda de forma que cada incremento
do contenga la misma energia. Esta parametrizacion tiene sentido ya que se ha comprobado que la
cantidad “:lF—E es constante en el tiempo. Esto implica en particular que o1 = TE, donde E representa
0 0
la energia total de la cuerda. De esta forma las densidades de momento toman la forma todavia
mas simple

Ty OXH oXH
o 20 op _ _
P 2o Y7 T,

. (5.43)

5.3. Soluciones a las ecuaciones del movimiento

En esta subsecciéon se van a desarrollar las ecuaciones del movimiento tanto para la cuerda
abierta como para la cuerda cerrada y se va a encontrar una soluciéon general a las mismas teniendo

en cuenta las condiciones de contorno que deben cumplir.

5.3.1. Cuerda abierta

Primero vamos a reescribir la ec. (5.42) de una forma més 1til

2 S\ 2 S\ 2
ds\? 17% G2 [ 0X 1 [0X
(da) * < c oo + 2\ ot ( )
La condicién 75"’|g:0 = 73‘7\0:01 = 0 se traduce en %—f\g:o = %f\g:m =0, por la ec. {D Las
ecuaciones del movimiento toman ahora la forma

rX 19X

e 4
0c2 2 Ot? (5.45)
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Si recordamos que se ha fijado o de forma que %—ff : %—f = 0, tenemos las cuatro condiciones que

tienen que satisfacer las soluciones:

PX 182X
907 "o (5:40)
X 90X

) )
0X 1 [0X
(&;) +3 <8t> =1, (5.48)
X X

= =0. 4

0o lo=0 o o=01 0 (5 9)

Nétese que la coordenada X© ya estd fijada por X° = ct. La primera de las condiciones ec. ([5.46)

es la ecuacion de ondas clasica que se resuelve por

—

X(t,0) = % (F(ct+0)+Clet - ), (5.50)

con F'y G funciones vectoriales arbitrarias. Imponiendo la primera de las condiciones de contorno

dadas por la ec. ([5.49)

Flct) = G'(ct) =0 = F(u) +dy=Gu) = X(t,0)= (ﬁ(ct +0) + Fet — 0’)) . (5.51)

N =

Imponiendo la segunda de estas condiciones se tiene
Fllct+0y)—Fl(ct—01) =0 < F'(u+201) = F'(u). (5.52)

Es decir, F’ es 201 periddica. Esto es equivalente a

—

Flu+201) = F(u) + 201%“. (5.53)

donde el vector constante se ha escrito de esa manera porque se va a ver que esta relacionado
con la velocidad de la cuerda. Estudiando ahora la condicién ec. ([5.48)

oxX\", 1 (aX\' @@ (0X)" 10X oX 1 (oX\"
oo 2\ ot a oo cot 0o 2\ ot N (5.54)

X | 10X
i T
do ¢ Ot ’
Teniendo en cuenta que
0X 1.z ~ 10X 1,4 .
=3 (F(ct+o)—F(ct-0)) v =3 (F'(ct+0)+ F(ct—0)), (5.55)
la ecuacién anterior equivale a
|F'(u)] = 1. (5.56)
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Estudiando ahora ciertos puntos vamos a obtener informacién sobre lo que representan la funciéon

F y el vector constante .

— —

X (ct,0) = F(ct). (5.57)
Por lo tanto F (u) es la posicion del extremo o = 0 en el instante %. Por otro lado,

.2 1= 3}
X(%,a) = (F(201+ 0) + F(201 - o))
oo 2o (5.58)

=~ (F(o)+ F(-0)) + = ip = X(0,0) + = 5.

Es decir, 7 es la velocidad media de cualquiera de los puntos de la cuerda. En resumidas cuentas,

la resolucién de las ecuaciones del movimiento se ha reducido a encontrar funciones F' tales que

|F” | =1y F' sea 204 periédica. Nétese que la dindmica de toda la cuerda queda determinada
observando cualquiera de los puntos de la cuerda durante un intervalo de tiempo At = 2% = %TEC

5.3.2. Cuerda cerrada

A la hora de resolver las ecuaciones del movimiento para una cuerda cerrada, de las cuatro con-

diciones a imponer a las soluciones hay que reemplazar ec. (5.49) por una condicién de periodicidad

X(t,o+01) = X(t,0). (5.59)

X = F(u) + G(v), (5.60)

donde se han definido u = ¢t + 0 y v = ¢t — 0. De forma que las derivadas de X se pueden

relacionar con las de F'y G de la siguiente manera

oX 10X oX 10X
G0 Tear WY G o T CW (561

De esta forma la condicion ec. (5.48)), haciendo uso también de la ec. (5.47)), se impone a través
de
|[F(u)] = G (v)] = 1. (5.62)

La periodicidad de X se traduce en
F(u+01) — F(u) = Gw) — G(v + o1). (5.63)

Lo que quiere decir que en cada periodo o1, ambas funciones cambian en el mismo vector
constante. Equivalentemente, F’ y G’ son o periddicas. Por lo tanto la resolucién de las ecuaciones

del movimiento en el caso de una cuerda cerrada se reduce a encontrar funciones F' y G que

satisfagan ec. (5.62)) y ec. (5.63)).
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5.3.3. Momentos y corrientes conservadas

Como se ha estudiado en la subseccién las simetrias de una densidad lagrangiana dan lugar
a corrientes y momentos conservados. En este apartado se va a estudiar cémo las simetrias del
grupo de Lorentz inducen unos momentos en la hoja de universo de las cuerdas. En este contexto,
los campos son las coordenadas X* y las coordenadas de las que dependen los campos 7 y o.
Consideremos primero una variacién de la forma 6 X* = €, que se trata de una traslacién en el
espacio-tiempo. Como la densidad lagrangiana s6lo depende de las derivadas de las coordenadas:
L = L(0,X") para o = 7,0, la densidad lagrangiana es invariante bajo esta familia de variaciones.

Esto induce una corriente conservada definida por

oL

La ecuacion que define que sea una corriente conservada implica
Onjy =0 = 0aP; = 0;P) + 0,P; =0, (5.65)

que recupera las ecuaciones del movimiento. Los momentos, que son cargas conservadas, vienen

entonces dados por las integrales de la componente o = 7 de estas corrientes

o1 g1
p“:/o do j,, = ; do Py (5.66)

Al igual que en la mecéanica clésica, las cantidades conservadas asociadas a las traslaciones son

los momentos lineales. Comprobemos que p,, se conserva
BPT (977”
/ do / do Z 1 = —pg|™ (5.67)
0

Si la cuerda es cerrada el Ultimo término se anula y en el caso de una cuerda abierta a la que se
han impuesto condiciones de extremos libres también. Sin embargo, si se han impuesto condiciones
de Dirichlet, puede ser que el momento de la cuerda no se conserve, pero el momento total de
la cuerda y de la Dp-brana a la que sus extremos estan fijados siempre se tiene que conservar.
Considerando ahora una trasformacién de Lorentz infinitesimal, es decir 6 X# = e*¥ X,, de forma

que 0(n, X*X") =0, veamos qué condiciones debe satisfacer e
0=0nNuX"X") =nu ("X, X" + X'e"? X)) = 2" X, X, (5.68)

Por lo tanto ¢* debe ser antisimétrico. Como los términos que intervienen en la densidad
lagrangiana son de la forma 7,0, X*03X", basta ver que sus variaciones son nulas para concluir

que las trasformaciones de Lorentz son simetrias de la densidad lagrangiana.

5 (MO XP05X"Y) = 00X 105X, + 00 X,€"P05X, = (" + M) 0 X105 X" = 0. (5.69)
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Las corrientes conservadas asociadas a esta simetria vienen dadas por

v oL

o p _ pa_pd o pa
‘7“”_78(8QXP)5X =Py Xs = j,, =P Xy (5.70)

Al ser todas corrientes conservadas, una combinacién lineal de ellas también lo es. Por analogia

con los sistemas clasicos conocidos, se definen las corrientes conservadas de la siguiente manera
o « «
M, = X, Py — X P, (5.71)
Las cargas conservadas asociadas son, por lo tanto,

o1
_ T
M,, = ; do M, (5.72)
Las cargas Mo, corresponden con las cargas conservadas bajo un boost en la dreccién z¢, mientras
que cada una de las cargas M;; es la carga conservada asociada a una rotacién en el plano (X 4 X)),
En el caso de trabajar en el espacio-tiempo 4 dimensional, se tiene que L; = %ajkM ik, donde &

es el simbolo de Levi-Civita y L; las componentes del momento angular.

6. Cuerdas relativistas en las coordenadas del cono de luz

Antes de introducir la familia de parametrizaciones mencionada en la seccién anterior, se va a
realizar una redefinicién del tinico pardmetro que aparece en la accién, Ty. Por convencién, en lugar

de la tensién Tp se suele usar el pardametro o/ definido por

, 1
o = .
27TT077,C

(6.1)

La definicién de este parametro, que parece tan arbitraria, se basa en el hecho de que para una

cuerda rigida rotando con momento angular J se puede demostrar que
2
— =dE~. (6.2)

A partir de esta ecuaciéon se deducen las unidad de este nuevo parametro [o/] = [E]2. De
manera analoga a como se construye la longitud de Planck a partir de las constantes ¢, y G, se

puede construir una longitud, denominada longitud de la cuerda, de manera tinica usando ¢, h y o’
ls = heVa!. (6.3)

De ahora en adelante se trabajara en unidades naturales, es decir, h = ¢ = 1. Esto implica
que el tiempo y las distancias se medirdn ambas con la misma unidad [L] = [T], usualmente de
distancia, y que las distancias y energfas tendrdn unidades inversas, es decir, [E] = [L]~!. Ademas,

se tomaran los pardmetros o y 7 de forma que sean adimensionales. Con estas consideraciones y el
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nuevo parametro o/, la accién toma la forma

1

2ma/

S = —

/ drdoy/(X - X7)2 - X2X". (6.4)

6.1. Familia de parametrizaciones
6.1.1. Cuerdas abiertas

En el caso de tratar con cuerdas abiertas se tomaran parametrizaciones que satisfagan
n-X =2d(n-pr, (6.5)

donde n* es un vector Lorentz constante. Esta expresién es invariante Lorentz ya que esta
expresada en funcién de productos escalares y ademas el vector p (definido en ec. ) es constante
si se impone la condicién de que P = 0 en los extremos. Por lo tanto esto define 7 de forma univoca
para cada eleccién de n. La constante o/ se introduce para que las unidades sean consistentes. El 2
es arbitrario. Esta eleccién de parametrizaciéon para 7 es tal que los puntos de igual 7 son aquellos

que estan en la intersecciéon de la hoja de universo de la cuerda y el hiperplano perpendicular a n.

Para fijar el parametro o se impone que la cantidad n-P7 sea constante. Esta es la generalizacion
de haber impuesto que P fuera constante al imponer la ec. (5.42). Si un pardmetro o hace que
n - PT sea constante el pardmetro bo también lo hace, esto permite tomar o de forma que tome
valores en [0, 7]. Por lo tanto

7 T T T n-p
n-p= don-P"=mn-P" = n-P" = —. (6.6)
0 T
Es decir, n - P" es una constante de la hoja de universo. Tomando el producto escalar de n con

las ecuaciones del movimiento se tiene

0-(n-P")4+0;(n-P%) =0s(n-P°)=0 = n-P? esindependiente de o. (6.7)

Y como ya se ha impuesto que n - P? = 0 en los extremos, se cumple que n - P° = 0 en toda la

cuerda.

6.1.2. Cuerdas cerradas

En el caso de las cuerdas cerradas la ec. (6.5 se cambia por
n-X =d(n-p)r. (6.8)

Para fijar el parametro o se fija también de forma que n - P sea constante. En este caso, en

analogia con la parametrizacién de una circunferencia, se toma el parametro o de forma que tome
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valores en el intervalo [0, 27]. De esta forma la ec. se reduce a

L 4
n-PT = o (6.9)

En resumen, la parametrizacion escogida en ambos casos es tal que

n-P7 =0, (6.10)
n-X = pd'(n-p)r, (6.11)
n-p= 2ﬁ7rn-73T, (6.12)

donde (§ toma el valor 1 para las cuerdas cerradas y el valor 2 para las cuerdas abiertas.

6.2. Condiciones de contorno y soluciones

Aunque ya se han obtenido soluciones de las ecuaciones del movimiento para ambas cuerdas,
abierta y cerrada, haciendo uso de este nuevo gauge se pueden obtener expresiones de las soluciones
mucho maés utiles para cuantizar mas adelante la teoria. Ademads, se van a obtener expresiones de
los momentos més simples. La condicién ec. (6.10) implica que

po 1 (X-X"n-0,X —n-0,X(X?) 1 (X-X)9:-(n-X) 0
n - = — ; - - = — / - ~ -
ral (X xR - X2X 2mal (X - X2 - XX (6.13)
— X -X'=0.

Por lo tanto el momento P7* se puede expresar

1 XMX'?)

2ol \/_x2Xx712

Sustituyendo esta expresion en la ec. (6.12))

PTH = (6.14)

o 1 X2?n-X)@Em 1 X7 X"
p= I LD L X vy — =1
B 2ral \/_x2x7” Bal \J—x2x72 V—X2Xx72 (6.15)

= X’+X"”=0.

n -

Combinando estos resultados se obtiene la condicién equivalente
(X+X)2=0 (6.16)

Como X > 0, la ec. (6.15)) permite reescribir el término v —X2X?2 = v X4 = X"2. De forma

que las expresiones de los momentos se pueden simplificar

1
X", (6.17)

’PTH:LXM y PoH=—
2ma/

2ma!
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Esto permite expresar las ecuaciones del movimiento de la siguiente forma simplificada

O, PTH 4 9, PTH = (0, XH — 9, X"") =0 = XM - X"" =0. (6.18)

1
2ma!
Es decir, las ecuaciones de movimiento son simplemente ecuaciones de ondas que se resuelven
por )
Xt =S (7 +0) +g"(r —0)), (6.19)
con f y g dos funciones arbitrarias. Centrandonos en el caso de una cuerda abierta y haciendo

uso de la condicién P* = 0 en los extremos se tiene

OXH
do ‘0:0

=0 = f"(1)=g"(7). (6.20)
Por lo tanto f* y g* difieren en una constante y la solucién se puede reescribir como
1
XM — g(f“(r—i—a) + M — o). (6.21)

Imponiendo ahora la condicién en el extremo o = 7

DG

80 ‘0':71'

=0 = f"(r+n)=f*r—n). (6.22)

Esto quiere decir que las funciones f* son 2w peridédicas y por lo tanto se pueden expandir en

series de la forma -
Fi(u) = aff + bhu+ Y (ble™™ + (bl)*e™). (6.23)
n=1

Donde z{; es una constante de integracién. De forma que las soluciones toman la forma

XM =gl + b7 + Z(bﬁe%m + () *e™ ) cos(no). (6.24)

n=1

Vamos a dar sentido a algunos de los parametros que aparecen en estas soluciones.

n=1

- 1 . 1 0o ' o .
PTH — 27TO/X# — - (bg + Z fln(bﬁe int (bﬁ) ein )COS(TLJ))
(6.25)
T 1
I S
0 20/

Las constantes bl son, a priori, arbitrarias, por lo que se van a definir unas nuevas constantes
ak con una normalizacién distinta, mas conveniente para cuantizar mas adelante la teoria, que no

afectan a la forma de la solucion

1 .
Xt =zl + V2 T + V2 Z gaﬁe_””cos(na). (6.26)
n#0
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m

Para que la solucién siga siendo real es necesario que o, = (a#)*. La constante o) si que estd

fijada, ya que el valor de b habia quedado fijado, y viene dado por
af = V2a'p*. (6.27)
Expresando las soluciones X* de esta forma sus derivadas se pueden expresar

XH =V2a > ale™™cos(no) y XM =—iV2a Y ale " sin(no). (6.28)

ne”l ne’

De forma que

Xt £ X" =V2a Y aflem ), (6.29)
nez

6.3. Gauge del cono de luz

El gauge del cono de luz se fija tomando el vector n = (%, %, 0,...,0) de forma que
X0+ xt ' +p!
n-X="—"T"—=X" n-p= =p", 6.30
7 y P=" P (6.30)
de forma que 5
Xt =8dpTr y pt= —WPTJF. (6.31)

B

Por lo que en este gauge la coordenada X queda automéaticamente determinada de esta manera,
simple. Teniendo en cuenta que X+ = So/pt y X'* = 0, en este gauge la condicién ec. 1' se

traduce en

X EXNNX X))+ (X £ X2 =0 = X+ X' = 2B;/p+ (XT+x")?2. (6.32)
Se ha supuesto p* # 0, el tinico caso en el que se podria dar p™ = 0 es en el de una cuerda sin
masa moviéndose en la direccién X! y este caso habria que estudiarlo a parte, aunque la solucién
serfa tan sencilla como tomar como X' cualquiera de las otras direcciones en las que la cuerda
no se estuviera moviendo mediante un simple reetiquetado de las coordenadas. Esto implica que
conociendo X!, pTy zo se puede determinar totalmente la dindmica de la cuerda. Veamos como

se expresa entonces X~ en funcién del resto de pardametros en el caso de una cuerda abierta

(XI 4+ X/I)2 _ (\/TCK/Z a;fle—in(r:l:a))2 — 24/ Z a][aée—i(j+k)(r:ta) _

nez k€L
(6.33)
20/ Z Z ajl-af%j e~ in(rE0)
ne€Z \JEZL
Esto permite expresar las «,, como
a, = ! %Lﬂ;, donde Ll := EZa{L_jaf. (6.34)
V2a/p 253
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las cantidades L que se han definido se denominan los modos transversos de Virasoro. Nétese
que en particular se tiene Ly = 2a/p~pT. Se llega entonces a la siguiente expresién de X~ en

funcién de estos modos, la constante de integracién 2~ y el momento p*+

1 1 1 ;
X =25+ —LgT+ — —L}Fe ™ cos(no). 6.35
0 p+ 0 p+ nZ#O n ( ) ( )

6.4. Acciéon de Polyakov

Aunque la generalizacién directa de la accién de la particula puntual relativista sea la acciéon de
Nambu-Goto y las soluciones que se obtienen de la misma sean plausibles, a la hora de cuantizar
la teoria no es ésta la accién que se va a usar. La accién que se usard para cuantizar las cuerdas

relativistas es la accién de Polyakov, dada por

§— 1 / drdo (X2 - X"). (6.36)

4o/

Es decir, se va a considerar la densidad lagrangiana

J— (X2 - X’2> . (6.37)

4o

Se reemplaza la accién de Nambu-Goto por la de Polyakov, ya que ésta ultima es mas facil de
cuantizar al ser lineal y no tener una raiz cuadrada como la accién de Nambu-Goto. Ademaés, como
veremos mas adelante, el hamiltoniano que emerge de forma natural al cuantizar las cuerdas es
el dado por la acciéon de Polyakov. Para ver que clasicamente estas dos acciones son equivalentes,
comprobemos primero que dan lugar a las mismas ecuaciones del movimiento. Para ello se iguala

a cero la variacién de la accién

1 Tf g1 .
_ _ mwy !/ yn
0=05=_— /T dr /O do (2X,0,(3X") = 2X,,0,(3X"™))

1 ..

_ dma (6.38)
/ " dr / dor [0, (X,0X7) 4 0, (X[ 5XH) — (X, — X1)oX"] .
i 0

2ma!

El primer sumando se anula al integrarlo en 7 ya que 0.X#(7;,0) = §X*(1s,0) = 0. Al integrar
en sigma el segundo término impone la condicién de contorno X'*§X#|7L ;= 0, que en cuanto se
calculen las densidades de momento asociadas a la densidad lagrangiana veremos que es equivalente
a la condicion de contorno impuesta por la acciéon de Nambu-Goto. Por tltimo, el iltimo sumando

da la ecuacién de movimiento X* — X* = (. Si calculamos ahora los momentos

oL 1 . 1 . oL 1 1
T = ——2X,=—X — = - 2X! = — X/ 6.39
Pu OXr  dmad M 2w TH v Pu oxX'm dra) o2l ( )

se puede observar que también coinciden tanto en forma como en normalizacién con los dados
por la accion de Nambu-Goto. Ademas, la condicién de contorno que impone esta accién se puede
reescribir entonces de la forma PﬁéX H7L, = 0, es decir, de la misma forma que la que impone la

accién de Nambu-Goto. Para calcular el hamiltoniano asociado a esta accién es necesario calcular

Introduccion a la teoria de cuerdas 38



Gorka Prieto Varela 2022-2023

primero la densidad hamiltoniana que viene dada por

) 1 .. 1
o T o I AST ANT ! v/ _ / TPT !y !
H=X'P—L = 2ma PP~ — (X X" - X[ X") = 7a <73M73 "+ ra X “) - (6.40)
Por lo tanto el hamiltoniano es
H = md/ /Ul do (PTPT“ + #X’ X’“) (6.41)
0 1 (27TO/)2 2 : :

7. Campos y Cuantizacion

En esta seccién se va a estudiar cémo se cuantizan algunos de los campos més representativos
que esperamos recuperar al cuantizar la cuerda, asi como la particula puntual relativista, de forma
que queden sentadas las bases para poder cuantizar la acciéon de la cuerda propuesta en la seccién
anterior y para una vez cuantizada la cuerda relativista poder identificar los estados que surgen

con los distintos campos que ya se conocen y se quieren recuperar.

7.1. Campo escalar

La formulacion de una teoria de campos para un campo escalar ¢ de masa m surge de intentar
cuantizar directamente la relacién entre masa, energia y momento dada por la ec. (2.12). Para ello

se sustituyen en la ecuacién los momentos p* por —in*”0,, de forma que se tiene
L= —n"0,¢nu,0° ¢ — m>¢* = —0'$0, ¢ — m>p*. (7.1)

En realidad, para que la forma de la densidad lagrangiana coincida con la del lagrangiano

1p?

50—, se introduce un factor de % Notese que un factor global no altera

clasico no relativista L =

las ecuaciones del movimiento. De forma que la acciéon para un campo escalar resulta en
D D 1 L 9.9
S=[d"zL= | d"x —iaﬂgbam— gm o). (7.2)

Para obtener la densidad hamiltoniana y el hamiltoniano del campo es necesario calcular la

densidad de momento

I = = Oho. 7.3
5009) o (7.3)
De forma que
1o 1 i L 9.9
Y 1 1 1
H= /ddm — /ddx (2112 + 50@8% + 2m2¢2) . (7.5)
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7.1.1. Soluciones Clasicas

Para obtener las ecuaciones del movimiento para el campo, se iguala a cero la variaciéon de la

accién respecto del campo
58 = / dP (~0960,(56) — m?$6¢) = / dPz (8,06 — m?0) 56 = 0. (7.6)
Definiendo el operador 9 = 0,0", se obtienen las ecuaciones del movimiento
(0,0 —m%)6 = (9 — m*)p = 0. (7.7)
Suponiendo una solucién de la forma
o(x) = aeP® = aeFHPT — (¢ i), (7.8)
es decir, una onda plana, las ecuaciones del movimiento fijan los posibles valores de F y
(0% —m?)p = (E? — P — m?)ae PP =0 — E=+FE, = +/p? + m2. (7.9)

Esta relaciéon que determina los posibles valores del momento suele denominarse condiciéon on
shell para la masa o condicién mass-shell, ya que define una hipersuperficie (o shell en inglés) en el
espacio de momentos. Por la linealidad de las ecuaciones del movimiento, una combinancién lineal
de funciones de la forma ec. también es solucién. Asi, una solucion general a las ecuaciones

del movimiento vendria dada al superponer ondas planas con todos los posibles momentos p

D
@) = [ e o), (7.10)

donde los momentos p satisfacen la condicién dada por ec. (7.9) y la funcién ¢(p) es la trans-

formada de Fourier del campo. Imponiendo que la solucién sea real

(27)

0= ota) = 0°(0) = [ gme o)~ [ gme T w) = [ dpe T 6(n) — ')
= ¢(—p) = ¢"(p) (7.11)

La tultima condicién es la expresién de la imposicién de que el campo sea real en el espacio de

momentos. Las ecuaciones del movimiento toman entonces la forma

D ) D .
@~ m)o(e) = [ (jﬂﬁj@? —m)eo(p) = | (jﬂ%(—p? — m)e?e(p)
= (—p® —m?)¢(p) = 0. (7.12)

Es decir, para todo valor de p o se cumple la condicién de mass-shell o ¢(p) se anula. Como a la

hora de resolver las ecuaciones del movimiento de la cuerda relativista se ha hecho uso del sistema
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de coordenadas del cono de luz, resultard ttil ver la expresiéon de las ecuaciones del movimiento y

sus soluciones en dicho sistema de coordenadas. Las ecuaciones del movimiento se expresan

(~20:0- + 0101 = m?) é(x) = 0 (7.13)
y las soluciones, expresandolas como transformadas de Fourier solamente de las coordenadas
espaciales,
dD 2 e
o(xt, 7, T7) / ) D 2 e~iTP HETPT g (2t pt ). (7.14)

Notese que solamente se ha realizado la transformada de fourier en las coordenadas espaciales.
Esto se hace con el objetivo de obtener una ecuacién del movimiento para el campo que tenga la

forma de una ecuacién de Schrodinger. La condicién ec. ([7.12) en estas coordenadas toma la forma

(2i04 (p*) — oy — m*)¢(zt,p*, pr) = 0. (7.15)
Haciendo uso de
_ _ 1
0=p*+m?=-2pTp +pipt = p~ = %ﬁprL (7.16)

2 .
y reescalando la coordenada 7 = %:ﬁ, la ec. (|7.15)) se reescribe

(10— s (09" + m2))(r.p* ) = 0. (7.17)

7.1.2. Cuantizacién

Para cuantizar este campo se va a partir de la siguiente configuracién clasica

1 1 P -
1, 7)) = —=—— (a(t)eP" +a™(t)e™P7). 7.18

La dependencia temporal e *Frt se ha sustituido por una més general introduciendo la funcién
a(t). También se ha introducido un factor de normalizacién ﬁ, donde V es el volumen en el que el
campo estd definido. Por simplicidad se va a tomar este volumen como un hipercubo de lados L;,
de forma que V = Ly ... L,. El confinamiento del campo a este volumen induce unas condiciones

de periodicidad que se imponen mediante

L;p; =2mn;, con n; € Z. (7.19)
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Teniendo en cuenta que

1 U .
(80¢p)2 — or (a2622p-z + (d*)Qe—szw 4 2aa*)
p

1 L L
0:6,)% = ————p? (a2e®PT 4+ (a*)%e 2P 4 200 7.20
I CV2E,"
1
¢127_ ToE (a2621pm+(a )2 —21pac_|_2aa )
f

y que las integrales espaciales de los términos proporcionales a e*2#% se anulan ya que

L;

/ dz'e +2ip T _ :l: 1 ﬂ:Qiﬁ'f =0, (7.21)

221)@

0

se evalua la accién dada en ec. ((7.2)) para esta configuracién del campo
S==2 [dt [ (006, - (0,0,) — m*2) (%—{Ma+ma( 7 —m?))
~ 9 09Pp i Pp p = p

(7.22)
Ep
—/dt (aa - Taa )
1

De forma que L = 53-aa* — =*aa*. Calculando los momentos canénicos asociados
D

oL 1 oL 1

_oL_ 1 Lok 7.23
Pa=55 “ag, % Y P T e T ap (7.23)
se obtiene el hamiltoniano
1 E,
H =pua+ pg=a* — L = ﬁaa + 7@@ (7.24)

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, se tiene que

. . 2
AT i=—-—a = a=—FE,a. (7.25)

d(@L)_@le,, E,
~ Oa* 2E, 2

Esta ecuacion se resuelve por a(t) = ape_’EPt + a*_peZEPt, donde ap, y a*,, son constantes arbi-
trarias. Asi

E , -
_=p * * 2zEp 7 —2iEpt * * 22E —2i1E,t
H = = (aya +a_pa’, — a* ase apa_pe M 4 ayas +apat, + 0t aner 4 a_yaye )

= Ep(apa, +a_pa’ ).
(7.26)
De forma que el hamiltoniano es constante, es decir, la energia se conserva. Particularizando

ec. - y ec. , se tiene que el momento total del campo viene dado por

po_ 0L

h—50r — _ )
J 3(80¢)8]¢ 635— 80¢8]¢ (7.27)
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y
P=— / d?zBypV ¢. (7.28)
Teniendo en cuenta que
By LiByt |k iByt\ ipE « Byt —iBpt\ —ipE
80¢p = \/ﬁ |:(—0/p€ pr G_pe P )6 + (a‘pe pr — a_pe P )6 :|
p
i (7.29)
00 = XZ/pQ]Ep [(apefiEpt + aipeiEpt)eiﬁ-f _ (a;eiEpt + a_pefiEpt)efiﬁ-f} 7
se puede reexpresar el momento total (se han ignorado los términos proporcionales a eTADT yq
que su integral se anula)
D d iQEpﬁ * * — * *
P=—[d% VE (apa, — a—pa”,) = plapa, — a_pa’,). (7.30)
P

Por la forma del hamiltoniano ec. (7.26|) (tiene la forma del hamiltoniano de un oscilador
arménico H o« a*a), la cuantizacién se lleva a cabo elevando a, y a, a operadores ap y a; e
imponiendo las siguientes relaciones de conmutaciéon canénicas
=1 (7.31)

lap, al] = [a_p, al

p) »)

y cualquier conmutador con un operador con subindice p y otro operador con subindice —p se
anula. De forma que los tnicos conmutadores no nulos son
la,al] = [af, 4] = 2iE,. (7.32)

Los operadores hamiltoniano y momento toman entonces la forma

H= Ep(azap + aT_pa_p) y P= ﬁ(a;ap - aT_pa_p). (7.33)

Si se considera un estado mas general

—iBpt+ipE | aIT)eiEpt—ﬁ'f)’ (7.34)

1 1
1,7) = —= > ——=(ape
las relaciones de conmutacién son la generalizacién inmediata de la ec. (7.31]) dadas por

lap,al]l =6pq v lap,ag] = [a}, al] = 0. (7.35)

Los operadores a, y aIT) reciben los nombres de operadores de aniquilacién y creacién respecti-

vamente. Considerando el momento canoénico asociado al campo

oL

1 1B < i . L
II(t. 2) = — —_ P —tEpt+ip-© T +iEpt—ip-& )
0= 5@ == Zﬁ V2B, e oo (736)
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las reglas de conmutacién entre los operadores a, y a}; inducen la siguiente relacién de conmu-

tacion entre el campo y su momento asociado

; B L . . A - . -
[¢(t, f)’ H(t, f’)] 21/ § : ~q [ape—zEpt-‘rlpw + aLelEpt—pm’ _aqe—qut-‘er + a(];e-Heq 1q-T }
: Z By (laps al]e’ P77 — [a}, a,Je~ P7-7)
2V p P> 7q pr g
_ Eq i(FF—q7) —i(FE—-qF)
T &\ E <5pq€ — (—dpg)e )
(1 o, 1 o, ;
= % (V Zﬁ P E=T) | v }ﬁj e P(ET >) = %(5%? — @)+ 647 - ) = i6%(F - ).

(7.37)
La expresion correcta de los operadores H y P es también la generalizacion de la ec. l}

H = ZEpaLap y P= Zﬁa;ap. (7.38)
I3 I3

El espacio de los posibles estados se construye suponiendo la existencia de un estado de minima

energia o de vacio |Q2) tal que a,|Q2) = 0 para todo p. Esto implica que H |2) = 0. El estado de

vacio se interpreta como un estado sin particulas. Los estados a}; |2) se interpretan como estados

que representan una particula de momento p'y energia E, ya que, haciendo uso de aqaz = aZaq—i—qu,

se tiene
Pa;', |Q) = Z (j’al;aqa; Q) = Z Jaj] [aqa;r,] |Q) = Z (j’ag dgp |2) = ﬁa; |2) (7.39)
q q q
y
Ha;r7 |2) = ZEqagaqa; |Q) = ZEqaZ [aq ZE ay Ogp Q) = pa; |2) . (7.40)
q q q
Asi, un estado de la forma a};l e aztn |2) representa n particulas con momentos pi,...,p, y
energias E, ,..., I, . Veamos con detalle el caso n = 2, ya que el caso general se sigue por
induccién.
pl p2 an aqa p1 p2 an’ CL +5IIP1 pg) |Q>
(7.41)

- plapl p2 ’Q + an apzaq + 5qp2) |Q> (ﬁl +ﬁ2) p1 p2 ’Q>
q

H a},la;;Q |2) se calcula exactamente igual sustituyendo E, por ¢ en la ecuacién anterior, obte-

niéndose asi ]'1Ta;1a;{,2 Q) = (E1 + Eg)a;,la;f22 |©2). En general un operador de la forma 3 f(p )a ap

actuando sobre un estado de n particulas devuelve el valor propio Y7 =1 f(p;). De forma que el ope-

rador N = Zﬁa;ap actuando sobre un estado de n particulas devuelve el valor propio Z?Zl 1=n,
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es decir, cuenta el nimero de particulas del estado. Particularizando todo esto al caso en el que se
trabaje con coordenadas del cono de luz, los estados vendran descritos por los momentos pr y p™,

es decir, a}t - |2) v los operadores que se usardn seran
9.

; p pJr DT Qp+ prs
pt,pT

I_ I T
P = Z P Ayt 5, pt pr (7.42)
pt.pr
- L, 2t
y P~ = Z 2p+(pT+m) + r ot e
pt.pr

7.2. Campo electromagnético

En este apartado se va estudiar cémo cuantizar el campo electromagnético en el caso de ausencia
de cargas. Para ello se parte de la ec. (3.23]) que dicta la dindmica del campo cldsico. Expresando

las componentes del potencial como transformadas de Fourier

Al (z) = / A7 i guy) (7.43)
- (27T)D p), .
imponer que el campo A*(x) sea real equivale a que A*(—p) = (AH(p))*. Sustituyendo la

transformada de Fourier en la ecuacién del movimiento se tiene

e (p? At (p) — p"(p- A(p))) =0

= p*Ar(p) —p (p - A(p)) =

2 AR (2) — OM(D - —
DA (z) — 0" - A(z)) = 0 —> / aan

La trasformacién gauge dada en ec. (3.17)), se puede expresar en el espacio de momentos

dPp i _ dD T () = d%p Py
| Gmype S e = 5Au(e) = Buelx) = 3 [ (e el = [ (5T imuctp) (7.45)

= JAu(p) = Zpue(p)-

Haciendo uso del gauge del cono de luz, se cumple que p™ # 0, por lo tanto se puede escoger
e(p) tal que
A+
A" (p) = AT (p) +ipTe(p) =0, = €(p) = i (7.46)
Es decir, siempre se puede escoger el pardmetro gauge €(p) de forma que A*(p) = 0. Esta serd
a partir de ahora la condicion gauge del cono de luz para el campo electromagnético. Este gauge

permite simplificar la ec. ([7.44)), en particular tomando p = + se tiene

PPAT —pT(p-A)=—pT(p-A)=0 = p-A=0. (7.47)
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Esto permite escribir A~ en funcién de los Al ya que

0 p-Ae —ptA- —p AT +plAl — A= — pl+pfAf. (7.48)

De forma que haciendo uso del gauge del cono de luz se han reducido los grados de libertad de
D a D — 2. Teniendo en cuenta la condicién dada por la ec. (7.47)), la ec. (7.44) toma la forma

pr A" = 0. (7.49)

= + la satisface ya que AT = 0. Para p = I implica que si p? no se anula, los A’ se deben
anular. Para u = — se satisface ya que p?A~ = p? p%pl A’ que se anula por el caso anterior. En
resumen, si p? # 0 todos los A* = 0 y si p?> = 0 todos los A’ no tienen restricciones, AT = 0y
AT = p%pl A, Para cuantizar este campo, de forma analoga al caso del campo escalar, se introducen
operadores de creacién y aniquilacién aII,T y a{, para cada uno de los grados de libertad. Por lo que,

suponiendo la existencia de un estado de vacio |©2), un estado foténico general tiene la forma

D-1
> all ), (7.50)
=2
donde &5 es un vector llamado vector de polarizacién. Este estado representa un fotén polarizado
en la direccién &;. Hay, por lo tanto, D — 2 estados foténicos linealmente independientes.
7.3. Campo gravitacional

Recordamos que en el limite de campo débil y en ausencia de cargas la métrica se puede expresar
como g, (%) = N + hyuw (), con hfw (z) ~ 0 y las ecuaciones del movimiento vienen dadas por la
ec. (3.31). Expresando las h,, (x) como sus transformadas de Fourier, las ecuaciones del movimiento

Se expresan como

S* (p) = p°h* (p) — pa (PR (p) + p"1h"*(p)) + PP h(p) = 0, (7.51)

donde h(p) = nuh* (p). Veamos que S* es invariante bajo las transformaciones gauge dadas

por dh*"(p) = i(p*e” + pYeM). Para ello calculemos primero dh
0h = N oh"" = n,i(pre” + p'e') = 2ip - €. (7.52)
De forma que

5SHY = pPShHv — Pa(pHORYY 4+ pYohH ) 4 pt'p”dh
= pPi(phe” 4+ pYe!) — ipy (P (PP e® + pPe”) + p¥ (pPe® + pPet)) + 2ipHpVp - € (7.53)
=i (pgp"e” +p°pYet + 2pMp"p - 6) —i (p"p”p e+ p'ptp- e+ pipie + p2p”6") =0

De forma anéloga a como en el apartado anterior se escogié el gauge tal que A1 (p) = 0, se va a

escoger ahora el gauge de forma que h,, (p) = 0 para cualquier combinacién de indices en la que al
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menos uno de ellos sea +. Examinando las variaciones de las distintas componentes con un indice

+
ShtT = 2ipTet
SRt =ipte +ip et (7.54)
Shtl =iptel +iplet.

Por lo tanto, et se puede fijar de forma que h™" = 0, ¢~ de forma que h™~ = 0 y el resto de los
el de forma que h*! = 0. Esta es la condicién gauge del cono de luz para el campo gravitacional.
Esto fija todos los valores de e*. De forma que los grados de libertad restantes son las componentes
h=, k=1 y h!7. Volviendo ahora a la ec. , tomando los indices u =v = +

+
S+ — prpth = 0 2 j— _opt— 4 pll = pl =, (7.55)
Tomando ahora y = + y v arbitrario
+v 27 4v + 1 va v +a + 1 va (pt#0) va
ST =p"h™ = pa(pTh"*(p) + P'AT(P)) = —papT R =0 =" pah"* = 0. (7.56)
Estas dos condiciones simplifican las ecuaciones del movimiento atin mas a
SHY — p2pHv — (), (7.57)

La condicién ec. (7.56)) permite expresar h™" en funcién de las h/ ya que

1
0 = poht® = —p~hEY —pThl= 4 pspt — KWl = P JhH (7.58)
y
—a Fpo— g4 —J 1 g1 JK
b p

El resultado final se resume, de forma andloga al caso del campo electromagnético, a h!” ar-
bitrarios siempre que p?> = 0. Como una matriz simétrica m x m tiene %m(m + 1) componentes
independientes, hay (D — 2)(D — 1) componentes h!/, pero como deben cumplir la condicién
AT =0, los grados de libertad se reducen a (D —2)(D—1)—1 = 4(D?*-3D+2)—1 = $D(D-3).
Como es ya usual, para cuantizar este campo se introducen los operadores de creaciéon y aniquila-
cién a{)‘] fy a{,‘] y se supone la existencia de un estado de vacio |2) de forma que el estado general

de un graviton es

D-1
> &ryal’t|Q), (7.60)
1,7=2

donde &7 es un tensor simétrico tal que ;7 = 0. Por lo tanto, considerando el nimero de com-

ponentes independientes de &7, hay %D(D — 3) estados de gravitones linealmente independientes.
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7.4. Campo de Kalb-Ramond

El campo de Kalb-Ramond es un hipotético campo que surge en las distintas teorias de cuerdas.
En este apartado se va a estudiar su comportamiento, ya que al cuantizar la cuerda relativista
apareceran estados que representan la cuantizaciéon de este campo. El campo de Kalb-Ramond
viene representado por un tensor B, antisimétrico. De forma similar a como se hace con el campo

electromagnético, se define la intensidad de este campo como
Hyyp=0,By,+ 0,B,, + 0,B.. (7.61)

Haciendo uso de la antisimetria de B,,, es facil comprobar que esta intensidad del campo,

Hy,

By = Ouey — Oy

vp, €5 totalmente antisimétrica. Veamos que H,,, es invariante bajo la transformaciéon gauge

0H,p = 0,(0v€y — Oper) + 0, (0p€y — Opep) + 0,(0pue, — Opey) = 0. (7.62)

Estas transformaciones gauge son particulares ya que los parametros que las generan tienen al
o

mismo tiempo una invariancia gauge. En particular, veamos que €,

€y + Oy genera la misma

transformacién que €,
6B, = Ou(ey + OuX\) — Oy (ep + OuN) = Oy — Dyey = 0B (7.63)

Esto permite tomar et = 0 ya que

D D
/ (;lﬂ-)pD eip-xelu(p) =M(x) = + M \(z) = / (;ZW)pD eip'x(e"(p) + ip"A(p))

(7.64)
= "(p) = (p) +ip" \(p)

y por lo tanto se puede tomar A(p) = i;—i de forma que €+ = 0. Por lo tanto la simetria gauge
del campo de Kalb-Ramond esté generada de manera efectiva por las componentes e~ y €. Para
obetener las ecuaciones del movimiento para el campo, se asume que la accién para el mismo es la

generalizacion de la del campo electromagnético

S o / dPx (—éHWpHWP> : (7.65)

Dada una variacién del campo 6B, la variacién de la accién viene dada por

1 1
05 —g/deU (0Hup H*P + Hpupd H'P) = -3 /dDiUHWP‘SHWp
1
=3 / dPx (9*BYP 4 8" BP* + §° B*) (0u(6Byp) + 0u6(Bppu) + 9p(6Bpuv)) (7.66)
_ / AP (9 BYP + 0¥ B + 9P B) 9, (6 B,,)

= [ P20, ("B + 0B 4 0°B) 6B,
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Para encontrar las ecuaciones del movimiento, basta con igualar a cero el término que multiplica

a la variacién en la ultima igualdad

0 = 0,(0"BY° + 8" B + 9P B") = 0, HMP (7.67)

Que, de nuevo, es la generalizacién de las ecuaciones del movimiento para el campo electro-
magnético en ausencia de cargas (9,F* = 0). Como se ha discutido anteriormente, ¢ ya esta
fijado. El resto de las componentes se escogen de forma que ¢~ haga que Bt~ =0y ¢! de forma
que B! = 0. Este serd el gauge del cono de luz para el campo de Kalb-Ramond. Veamos como,
una vez expresadas en el espacio de momentos, este gauge permite simplificar las ecuaciones del

movimiento notablemente. Expresando la ec. (7.67)) en el espacio de momentos se tiene
p*B"* + pup” B + p,p’ B" = 0. (7.68)

Tomando v = +

1
p*BY? + pupt B+ pup’ B¥T = pupt B =0 = p,B# =0 = B = P JBP(7.69)
Lo que permite simplificar las ecuaciones del movimiento a

p?B* = 0. (7.70)

De manera anéloga a los casos anteriores, se tiene que siempre que p? = 0, las componentes de
B son arbitrarias. Teniendo en cuenta el gauge escogido y la relacién ec. , los grados de
libertad del campo son los de un tensor antismiétrico con dos indices que toman (D — 2) valores,
es decir, %(D — 2)(D — 3). Para cuantizar este campo se introducen operadores de aniquilacién y
destruccién aIIJJ y aé‘] T que actuan sobre un estado de vacio |Q), de forma que un estado general

representando una excitaciéon de este campo viene dado por
D-1
Y &ra’T9), (7.71)
I,J=2
donde &7 es un tensor antisimétrico. Esto implica que hay & (D —2)(D — 3) excitaciones lineal-
mente independientes del campo.
7.5. Particula puntual

Para cuantizar la particula puntual relativista descrita por la accién dada en ec. (4.1]) de manera
similar a como se ha hecho con los campos, primero se va a establecer el gauge del cono de luz para
dicha accién para asi obtenerse los grados de libertad con los que trabajar.

7.5.1. Soluciones clasicas

Primero resulta util reescribir la accion como
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S = /dTL, con L =—mv—i?, (7.72)

de forma que los momentos se pueden obtener como

oL x,
Pu= g = m@. (7.73)
Claramente se tiene entonces que
2 2 _ 1 2o dudt 2 _
+m° = +m°=m"———=—+m~ = 0. 7.74
p Pup WarE (7.74)
Se toma el gauge del cono de luz para la particula puntual de forma que
+
p
zt = ST (7.75)

Nétese que esta eleccién de 7 hace que sea adimensional. La componente + de la ec. ((7.73) en

este gauge toma la expresién

+
_ P o _ 1
= =P (7.76)

Esto permite simplificar los momentos

s
pt=m

2

pH = m*it, (7.77)

de forma que las ecuaciones del movimiento p* = 0 se traducen en
i =0. (7.78)

Por lo tanto las soluciones clasicas a las ecuaciones del movimiento son, salvo para ™ que ya
ha quedado fijada,
ph
ot =zl + T3 (7.79)
donde z§ son constantes de integracién. La ec. (7.74) permite expresar p~ en funcién del resto

de las componentes del momento

1
P = p =0 +m?). (7.80)

0=p?+m2=—2p"p +p'pl +m 3

Por lo tanto, las variables que realmente representan grados de libertad son !, zg, plypt.

7.5.2. Cuantizacién

Para cuantizar la particula puntual relativista se elevan a operadores las variables que represen-

tan grados de libertad mencionadas previamente y se les imponen reglas de conmutacién candnicas,
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es decir,

[:L’I,p‘]] = in“ =il y [$a,p+] =in T = —i. (7.81)

Todos los conmutadores que no se han expresado explicitamente se toman nulos. Estas relaciones
de conmutacién se han impuesto para los operadores en la imagen de Schrédinger, sin embargo, los

operadores en la imagen de Heisenberg obedecen las mismas reglas de conmutacion
[xI(T),pJ(T)] =inll =il v [zg (7),pT (7)) = —i. (7.82)

El resto de operadores se definen a partir de estos siguiendo las ecuaciones clésicas

(7)== 5, (7.83)
. -
p (1) = 2;L(plpl +m?). (7.85)

Como p~ es la energia del cono del luz, se espera que genere la evolucién de 2. Sin embargo, lo que
buscamos es evolucién del pardmetro 7. Esto se resuelve ficilmente ya que la relacién 2+ = %7’

implica que
0 pt 0

. . ptp— . . .
Por lo tanto el generador de la evolucion de 7 serd 2 m% , es decir, se postula que el hamiltoniano

H— pr(rp~(r) _ 1 (" (T)p"(7) + m?). (7.87)

m?2 - 2m?2

Como [p*(7), H] = [p' (1), H] = 0, se tiene que todos los operadores de momento p!, p* y p~
son constantes. Para comprobar realmente que el hamiltoniano propuesto es el adecuado, vamos a

ver si reproduce las ecuaciones del movimiento para los operadores z# (7).

da! I 1 I L. L
27:[$,H]:ﬁ[$ 7pp]:

1 ) pl
= (o’ "] + [ ptIp") = 52"t =i, (7.88)

1
2m? 2m

que concuerda con las soluciones clasicas y permite escribir

I

I 1, b
= —T. 7.89
x N + m27— ( )
Por otro lado
idx—a =[xy, H] = [zg,pEp] =0 = 25 (1) = 2y constante. (7.90)
dr 0 om2t0’ 0 0

De forma que
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x (1) =20 + %T y dd% = fn—. (7.91)

Por lo tanto el hamiltoniano propuesto es el correcto. Debido a las reglas de conmutacién que

satisfacen los operadores, un conjunto completo de operadores compatibles se consigue al escoger

un operador de cada pareja (z~,p") y (2!, p’). Como es usual trabajar en el espacio de momentos

se toma el conjunto completo de operadores compatibles dado por los momentos p* y p!, de forma
que un estado propio viene dado por

). (7.92)

El hamiltoniano actuando sobre estos estados da

. 1 .
H ‘p+,pT> = 5" +m?) ‘p+,pT> : (7.93)
Por lo tanto los estados )
. 7T 2 + o
eap(~ito 5 (p'p" +m7)) p*.pr) (7.94)

dependientes del tiempo satisfacen la ecuacién de Schrédinger. Un estado general vendra dado

por una superposicién arbitraria de estados de este tipo

v.7) = [y dprvinpt ) o). (7.95)

La funcién U (7, p™, pr) es la proyeccion del estado | ¥, 7) en la base dual (p*, pr| de los |p*, pr)

definida de forma que
<q+, JT‘P+,5T> = (g™ —p")o(qr — pr)- (7.96)
Es decir,

U(r,p*,pr) = (p*.5r |0, 7). (7.97)

Veamos como se expresa la ecuacién de Schrodinger para este estado general

i0; ¥, 7y =H|¥, 1) =

/dp+dﬁTiaT\Il(Tap+aﬁT) ’p+7ﬁT> = /dp+dﬁT\II(7—ap+7ﬁT)H‘p+aﬁT>

1 . ) (7.98)
= /dfde (W(plpl +m2)> U(r,p*, pr) ‘p+7pT> —
. . 1 .
0,V (r,p", pr) = <2m2(pIpI + m2)> U(r,p*, pr).

Esto permite, de manera natural, identificar los estados de la particula puntual cuantizada y
los del campo escalar. Esto se hace identificando cada estado |p*,pr) con el estado a;+ i 1) e
identificando W(r, p™, pr) con ¢(,p™, Pr), ya que la ec. (7.98)) es igual a la ecuacién del movimiento

del campo ¢ expresada en el espacio de momentos usando el gauge del cono de luz (ec. (7.17)).
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7.5.3. Operadores momento y generadores Lorentz

Como el lagrangiano L = —m+/—%? no depende de z*, es invariante bajo traslaciones infinite-

simales dz* = €”, con €” constantes. Se tienen por lo tanto las cargas conservadas

oL
Q= @537“ =pue = Qu=0pyu (7.99)

Es decir, los momentos p* son las cargas conservadas asociadas a traslaciones del espacio-tiempo.
Al trabajar con los operadores en la cuantizacién covariante de la teoria, los operados de momento
generan la propia traslacién. Sin embargo, como la cuantizacién que se ha llevado a cabo ha sido con
el gauge del cono de luz, no es manifiestamente invariante Lorentz por lo que no es tan inmediato
comprobar esto. Aun asf, si nos restringimos a las componentes p’, si que se cumple que p* generan

una traslaciéon e” ya que tomando €* tal que et = ¢~ =0
5xJ — [iél‘pﬂ,a}‘]] — iEI[pI,JZJ] — iel(—i(sj‘]) — GJ. (7100)
Mientras que

+
SxT = [ie“pu,aﬂ'] = iel[pl, %T] =0,

1 (7.101)
oz~ = [ie!'py,x”] = iel[p],:na + m(prL +m?)7] =0
Por otro lado, vamos a comprobar cémo tomando et # 0y €~ = ¢/ = 0, la transformacién que
se obtiene no es la esperada.
ot
6 = [ie!'py, a¥] = —iet[p™, —57] = 0. (7.102)
m

Lo que esperdbamos que generara una traslaciéon en la coordenada z™ la deja invariante, mientras

que si que cambia las demas.

O Sy S S AT N SRS LSy SRR
dx' = —ie"[p 2’| = —ie [2 —(p"p” +m7), 7] = —ie [p",z'] = —€ . (7.103)
p

Para calcular 6z~ es necesario calcular primero [z, p%r]

o 1] _1 1 _ . 1 .1

Ty, | =Tg—F— —F%yg =—P Toy—F— — —TXgpP —

0 pt Opt  pt 0 7 pt Opt  pt 00 pt (7.104)
r . 1 1.1 1 :

= el e = e = e
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de forma que

- I : 1 _
Sx~ = —iet[p a7 = —ieT[pT,xg + %T] = —16+[27+(p‘]p‘] +m?), z;]
1 ) ) P - (7.105)
R Sy a0 N[~ ) — et () 2 —t — _ +ZL
ve 2(]920 +m)[p+7$0] € 2(pp +m)(p+>2 € pt

Por lo que p~ genera una reparametrizacién y una traslacion simultaneamente: la reparame-
trizacion afecta a todas las coordenadas y la traslacién de la coordenada =™ es tal que compensa
la reparametrizacién haciendo que dz™ = 0. Veamos cémo surge esta simetrfa. Considerando la
reparametrizacion 7 = 7 + A\(7), con \ infinitesimal, se tiene que dz# = \d,z# = \i* y por lo

tanto di# = 9, (\i*) = Ai* + \i# = Ai#. La variacién del lagrangiano viene dada entonces por

5L 87L§xﬂ+ai(§m 6 <6L)$H)\+8)\$M
Ot ot ot ot (7.106)
oL oL oL . oL oL oL )
_ _ l/« M
a(@u ))\ EX )\+8u)\ G(au >A+8M/\ 8(8Mx)\>

Como se trata de una derivada total, segin se vio en la seccién [2.2] se considera que la parametri-
zacion es una simetria del lagrangiano. Considerando al mismo tiempo una traslacion z7 — z++e™

de forma que el efecto global sea el de dejar ™ invariante implica que

pt m2
O=dz" ="+ X" ="+ A5 = A= —. (7.107)
m p
De forma que para todo u # +
m? pH
5:r” = )\.'Ij"u = —€+p7+jf'u = —€+F. (7108)

Recuperando asi las variaciones calculadas al considerar como generador p~—. Ademds de ser
invariante bajo traslaciones, el lagrangiano también es invariante bajo transformaciones Lorentz
infinitesimales dadas por dz* = e¢*’x,,, donde € es un tensor antisimétrico constante. Las cargas

asociadas son

MW = ghp” — x¥ph. (7.109)

Al considerar los operadores x* y p* de la cuantizacién covariante, se tiene que los M*", definidos

como en ec. ([7.109)), son los generadores covariantes de las transformaciones Lorentz ya que

(MH, 1) = 2 [p 2#] — 2 [, 29) = i Pa — 1Pt (7.110)

y por lo tanto

—1 v —1 v 1 v
SxP = [?GNVMM ,xf] = 7@,,1(17“% — PPty = 5(ep z, — Pr,) = P, (7.111)
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Calculando ahora los conmutadores de los generadores de las transformaciones de Lorentz se

tiene

[M;LV’MCYﬂ] — [:E,upu o xz/pu’xapﬁ . lﬂpcx]
= [ztp”, 2°p"] — [at'p”, aPp”] — [a¥p", 2®pP] + [2¥pH, 2 p?]
= ot (—i)n"*p’ + in"Pap” — at(—i)n"Pp™ — int“alp” (711
—a” (—i)pep? —inPatpt + ¥ (i) P + i alpt
= in"(z"p” — 2Pp¥) + inP (a%p” — 2¥p™) + i (27" — x#pP) + in”P (aFp™ — 2pH)
— i MVB — i MM 4 B M — B Mk,

Estos conmutadores definen el algebra de Lie del grupo de las transformaciones de Lorentz.
Para construir generadores Lorentz en el gauge del cono de luz, hay que construir operadores que
satisfagan estas relaciones de conmutacién a partir de los operadores de posicion y momento. Los
operadores M/ coinciden con los de la cuantizacién covariante ya que las coordenadas involucradas
se han tratado de la misma manera, sin embargo, la definiciéon de los M*” con alguno de sus indices

iguales a + o — no es tan trivial. Para definir estos operadores nos debemos basar, segin la

ec. (7.112)), en las relaciones

(M M) =i (M M = iy (M MY = (M M) = 0. (7.113)
Para definir M '~ la primera propuesta podria ser

+ —
_ — _ p _ _ p _
Mt =ztp —a7pt = 2T (xg + WT)pJr =—x5p". (7.114)

Sin embargo, esta definicién no tiene sentido fisico ya que el operador resultante no es hermitico.

(M) = M*™ = —pTag +a5p™ = [ag,pT]#0 = (M) £ Mt (7.115)

La forma correcta del operador es por lo tanto
+- Lo v o
M :—§(x0p +pray). (7.116)
Similarmente, la primera propuesta para los M ! serfa

Mt =g pl —2lp™ = xapl —alp~. (7.117)

Sin embargo, vuelve a surgir el mismo problema de que este opreador no es hermitico ya que

[z, p~] # 0. Para solucionar esto se toma

_ _ 1 —
M =a5p! - 5(9561) +pzd). (7.118)
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Para ver que estos operadores asi definidos cumplen la relacién [M - a7 ] = 0, vamos a

reescribirlos primero

1 1 _ _ o ip!
M~ =g p' = S(wop” +p w0) = 2p" —x0p” + 5 [20,p7] = 5o p" — xop tapr (1119
Asi, haciendo uso de [z{,p~] = ié’—i, [z, p%] = ﬁ y [zg,p7] = ig—;,
o p! i p’
(M1, M) = [y p" — agp™ +§ja$op —$0+2 —]
o T o T
=l T — -1 'P - - I—J—_I—UL rp -
[zo ", xop~ ] + [z p ,2p+] [zop™, 2o p”] + [wop™ @op~ ] — [wop ,2p+]+{2p+,wop}
.7 I,.J
TP J - - I J — - J Pp Ij— —.J I = J,—
—[§E>$0P | =—xq[p", x5p" ] — [xg, mp~ }P + §(p+)2 —xplp™, 2o 0’| — [0, 79 P’ P
I1,.J ;
Ity— o J,— I J, —1,— P b pp s P
+xolp™, zop~] + [0, 290" P —5217 T3 )(p+)2—§( in o
- - J I
. - _ . gb . b . - —  .qp _ . gb
:—<—Z)77U~’Uop —ngjpl—(—Z)xéij—ZTIUCUOP —méjp —i—zmgjp = 0.
p p p p
(7.120)
Veamos que también cumplen la relacion [M+—, M 1] = —iM—1
+— g1 | e N § o ip
[MT, M ]:[—5(33029 +p g ), P — TP +§j]
L P T T N S T
—5 (o 2o p] = lwg ™, 2o 7] + Slagp ,]F]"‘[P o, 2o p'] = [Py xop] + Slp xo,ﬁ]
1 _ ) . 1pf 1p
=3 <m:0p1 —wjép — 57 —i—za:op —zxop - 2+>
I
i p R
(:cop — xbp” “+3 +)z—zM I
(7.121)
Los generadores M ! pueden definirse simplemente como
MTT = gtpl — 2lpt, (7.122)
ya que como [z, p!] = [z!,pT] = 0, se tiene que son hermiticos. La relacion [M*!, M*7] = 0
se comprueba facilmente
[M+I,M+J] — [$+p :EIp+ a:"'pJ _ JUJp+]
= [z*p!, atp’] = [oTp" 2] = [2Tpt 2P ) + [T, 2 p Y] (7.123)

— inlztpt —iglptat =0

Solamente falta comprobar la relaciéon [M*T—, M| = ipM+!
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_ 1, _ _
(M, M) = (5@ p™ +phag ), xtpl — 2lpt]

1 0 n - —
— =5 (lsap* 0]~ logp*, o'p*] + oo ') - [+p* o, 25t
LT ~ LT ,
Y (_ng+pl +iptal —ipt—p! + Zp+$1>
m m
=i (atp! —alpt) =M,

(7.124)

Se han estudiado tan a fondo estas relaciones y se han construido con detalle los operadores
que las cumplen porque a la hora de construir estos generadores en el gauge del cono de luz para

la cuerda, una vez haya sido cuantizada, es lo que permite fijar la dimensién del espacio-tiempo.

8. Cuantizacion de la cuerda abierta

Se va a proceder a cuantizar la cuerda relativista abierta suponiendo una D-brana que cubre
todo el espacio-tiempo. El objetivo de esta seccion es el de una vez obtenidos los estados de la
cuantizacién, identificarlos con algunos de los campos que se pretende recrear. Para ello se va a
trabajar en el gauge del cono de luz, es decir, se toma X+ = 2a/p™ 7 de forma que las coordenadas
estéan sujetas a la condicién (X 4+ X’)2 = 0 y las ecuaciones del movimiento vienen dadas por
XH — X"m = (. Ademds, como se vio en la ec. 1} las densidades de momento toman la forma
simplificada de ) )

PTH = %X“ y P = —%X’“. (8.1)

Sumando las dos ecuaciones dadas por ec. se tiene que

11 .
@2]7()(1 X4+ x"TxT. (8.2)

Esto permite expresar la densidad de momento P7~ en funcién de las coordenadas X' y sus

densidades de momento

1 . 1 1 o
T _ X* — XIXI X/IX/I
& 2ma 2mad 20/2p+( + ) (8.3)
8.3
1 T X/IXII
— ) N2pTIpTI X/IXII — Tl Tl
el 22T ((2ma/)?Pm' P 4 ) 27 \ PP

Esta ecuacién serd importante un poco mas adelante para encontrar la expresion del hamilto-

niano.

8.1. Operadores y Conmutadores

Tal y como se ha visto en la seccién @ X~ se puede expresar en funcién de una constante x
y el resto de coordenadas, de forma que los operadores en la imagen de Schrédinger que se van
a elegir para cuantizar la cuerda relativista abierta son X!(o), 2y, P (o) y pT. Por lo tanto los

correspondientes operadores en la imagen de Heisenberg son X!(7,0), 25 (1), P™ (1,0) y p* (7). En
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realidad los operadores z; y p™ se espera que sean independientes de 7, pero habra que comprobarlo.

Las relaciones de conmutaciéon que se imponen son la generalizacién de las de la particula puntual

dadas en la ec. ((7.81))

(X (7,0), PTH(r,0")] = in'to(o — o)y [ag(r),pT ()] =i = i (8.4)

El resto de conmutadores son nulos. Para encontrar el hamiltoniano se busca un operador que
genere traslaciones en 7. Como se vio con la particula puntual, p~ genera traslaciones en X y

teniendo en cuenta que X = 2a/pT T, se tiene que

0 0

— =2dpT——. 8.5
ar P ox+ (8:5)
Por lo tanto se espera que el hamiltoniano de la teoria sea
s
H(t) =2dp"(1)p~ (1) = 20/p+(7')/ doP™™
0
(8.6)
(8-3) T I 1 X/I(T, U)X/I (T7 U)
= 7ro//0 do <PT (r,0)P™ (1,0) + e )

Que se trata del hamiltoniano que surge de la accién de Polyakov dado por la ec. sin
considerar las coordenadas X, cuya dindmica queda fijada al fijar el gauge del cono de luz, y
X, cuya dindmica queda determinada en funcién de las coordenadas X'. Si recordamos que
cldsicamente Lé‘ = 2a'ptp~, se podria pensar que la siguiente expresién simple H = L(J)- es la
correcta para el hamiltoniano. Sin embargo, esto no es cierto. Los operadores X’ X’ y PP no son tan
triviales como parecen y hay que definirlos bien para librarse de cierta ambigiiedad. Comprobemos
ahora que la expresién obtenida genera realmente evoluciones en 7. Como los operadores X y P

no tienen dependencias explicitas en 7 la evolucién temporal del hamiltoniano viene dada por

i0.H (7) = [H(r), H(t)] = 0 (8.7)

y por lo tanto el hamiltoniano es independiente de 7. Es claro que z;, y p* conmutan con el
hamiltoniano a partir de la expresién en funciéon de los operadores X y P de este dltimo y por lo
tanto efectivamente se tiene que x;, y p* son independientes de 7 como se esperaba. Para calcular

la evolucién temporal de los operadores X, ndtese primero que

[XI(T, O'),X/J(T, )] = aaal[XI(T,a),XJ(T, )] =0, (8.8)

de forma que
iXI(T, o) = [XI(T, o),H|] = 7T0/[XI(7', 0),/ dO',PTJ(T, 0')PTJ(T, )]
0

= 27ro// do' [ X (1,0),P™ (1,6 )P (1,0") = 27?0// do'in’’6(c — o'YP™ (1,0") (8.9)
0 0

= 21a/iP (1,0) = X'(r,0) = 2ma'P™!(1,0).
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Recuperando asi la primera de las ecuaciones de ec. (8.1)). Para obtener la ecuacién del movi-

miento es necesario calcular unos conmutadores previamente.
(XL(1,0), X7 (r,0")] = [X!(r,0),2ra'P™ (1,0")] = 2nd/in!’6(0 — o). (8.10)
Derivando esta ultima expresion respecto de o se obtiene
(XL (r,0), X7 (,0")] = 277a’z'77”%5(0 —a). (8.11)
Por lo tanto,

i0-P™ = [P, H] = |

. 1
1 Q4 . 1 g d
— d/X] X/J / X/J N — -IJ/ do' ——6(o — /X/J /
e Jy R 0 XX ) = g it [T Gasto — X )
i [T 9 . i
=— /0 da’d(a—a’)%X’ (r,0') = —

2ma!

0, X (r,0) = =i, P!

2ma/
— 0, P +08,P°l =0.

Queda asi demostrado que se recuperan las ecuaciones del moviento con el hamiltoniano pro-
puesto. Ademds, como [XT, X7/] = [P7L,P™/] = 0, se tiene que

(X! (r,0), X7 (1,0")] = [X"(7,0), X" (7,0")] = 0. (8.13)
De forma que
(X1 + X (7,0), (X! £ X")(1,0")] = xidwa'n!’ %5(0 — o) (8.14)
y
(XT £ X (r,0), (X7 F X"7)(r,0")] = 0. (8.15)

Para estudiar los conmutadores de los modos a# en los que se expandieron las soluciones X*,

va a ser util definir los siguientes operadores

X — xX'(r,—-0) sioe[-m0
()= { & =X o) stoelon o) (3.16)
(X' + X" (1,0) i o€]0,7).
Es decir, haciendo uso de la ec. (6.29)),
Al(r,0) = V2a/ Z ale™™+9)  para todo o € [—m, 7). (8.17)

neL

Para calcular los conmutadores de A’(7, o) es necesario distiniguir cuatro casos
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(XTI — X' (r,—0),(X) = X")(1,-0")] si 0,0 €[—n,0]

A (.0, A7 (. ") [():(f + X1 (r,0),(X) = X)(r,—0")]  si o €[0,q],0' € [-7,0]
(X1 — X'"(r,—0), (X7 + X")(1,0")] sioe[-m0]0 €l0,7]
(XTI + X" (1,0), (X! 4+ X")(r,0")] si 0,0 €0, 7]

(8.18)
El primer y tltimo caso vienen dados por la ec. (8.14]), mientras que el segundo y tercero son
nulos por la ec. (8.15)). En resumen se tiene que

[Al(7,0), A7 (1,0")] = i47ra'77”%5(0 —o') paratodo o,0" € [—7,7]. (8.19)

Haciendo uso de la expresién de A’ dada por la ec. (8.17)), esta tltima ecuacién toma la forma

d
z'47ro/771‘]%(5(0—0’) = [Al(r,0), Al (1,0")] = 2d/ Y emrtolemimrtaN o] o]
n,meZ

d (8.20)
—in(1t+0) ,—im(r+o)[ I J1 _ ) IJ75 — o).
— n;eze e [ag,, ap,] = 127 o (o0 —0o")

Realizando la integracion (27r C5H [T do’ eiao’ = doe ™ en ambos lados de la tltima igualdad y

. 1 W(r—s)o _
teniendo en cuenta que 5- [7 doe (r=s) = 0,5, S€ tiene que

e_i(k"'q)T[ai,an] = in”/ do’ / doeia”’ zk”dd §(o —d)

- ﬁ”u /_7r o’ /_7r doe'® ¢ (—ik)o(o — o) = '’ kom / do' 507" = kg o (8:21)

— [af,a)] = €i(k+q)777uk5k+q,o = 0" kbp4q0-

En particular se tiene [aé, ] = 0 para todo n. Esto era de esperar por ser ao proporcional al

momento p’. Para determinar completamente los conmutadores de los operadores involucrados en

las expansiones en modos, falta ver cémo conmutan los xé con los modos a;{ . Para ello se integra

la ec. (8.10) respecto de [ do,

= nlzd + V2ol X (r,0")).

i2ra/nt! = [/0 do (xo + FOZOT—FZFZ —alemm cos(na)) X (1,0

X7 s6lo contiene términos proporcionales a los modos o y por lo tanto se tiene que [v2a/adr, X7 (7,0")] =

0. De forma que, expandiendo X7 en sus modos,

Z cos(no)e " xh, o] = iv2a/n" . (8.23)

neEL
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Realizando la mtegramon = [y docos(mo) en ambos lados de esta dltima ecuacién se tiene

25, ag] = iV2am""y  [wg,a] =0 Vn #£0. (8.24)
Es decir,
[0, )] = So.niV2a/n". (8.25)

Ademés, recordando que af = v/2a/p’, se obtiene el esperado conmutador

[z5,p7] = in"”. (8.26)

Todas las relaciones de conmutacion calculadas hasta el momento indican que los operadores
aTIL son operadores de aniquilacién y creacion. Para hacer esto mas explicito se definen para todo
n=l 1 1

I It _ T
—a« a, = —a__,. 8.27

De forma que los conmutadores dados por la ec. (8.21]) se traducen en

I _
a,, =

[ans apm] = [a;f a1 =0y [ag. apf] = Gamn”. (8.28)

8.2. Operadores Transversos de Virasoro

En la dltima seccién se han estudiado los operadores involucrados en las expansiones de las X7,
pero no los operadores involucrados en las expansiones de las coordenadas X+ y X . La expansion
de X es muy simple

Xt =2dptr = V2dafT. (8.29)

Es decir, a;f = 0 para todo n # 0 y 3 = 0. La expansién de X~ es la mas compleja de todas
que viene dada, segtn la ec. (6.35]), por

1
X" =ay +—LgT —|— — Z LL "Tcos(no), (8.30)
p n;ﬁO
donde )
=52 0y (8.31)
JEZ

Clasicamente, los modos L estaban perfectamente definidos, ya que no hay que preocuparse

por el orden de los o, en las multiplicaciones. Sin embargo, a la hora de definirlos como operadores,

hay que tener cuidado ya que los operadores o)

0[,11 no conmutan sélo cuando los subindices suman cero, el inico operador transverso de Virasoro

siguen ciertas reglas de conmutaciéon. Como los

definido de forma ambigua es Lé, que en cierta manera es el méas importante ya que se espera una
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relacién similar a H = Lg. Expandiendo la definicién de Lg

o0 1 oo
Ly aOaO T3 Z ol + 5 Z apal, =a'p'p’ + Z ol oy + 5 > log,al
p= =1
, P (8.32)
=o/p'p’ + Z ol ol + 277” Zp =dp'p’ + Z ol ol + (D =2)¢(=1).
b= 1 p= 1 p= 1
Por lo tanto, se redefine el operador
1
Ll ] Iy I L .
0 20400404‘204 af =dp'p —I—Zpa = (Lg)T, (8.33)
p=1 p=1
que es equivalente a redefinir la relacion
H=2dp"p” = Lg +a, (8.34)
donde a = (D —2)¢(—1) = —Z-2 es una contante que se determinard completamente mas

adelante cuando se fije la dimensién del espacio-tiempo D. Esto induce también una redefinicién

del operador masa al cuadrado ya que

M?*=—p*=2pTp —plp’ = (Lo +a)—p'p' = g a+ Zpa” ap (8.35)
Como el resto de modos satisfacen la relacion (al)" = al,,, comprobemos que los operadores
transversos de Virasoro también cumple la relaciéon analoga (L) = Lt . El caso n = 0 ya se ha

comprobado. Para todo n # 0

1 1 It I (p=—3) 1
Lt =5 al, el =2 S allall )T = DY (pan ) = (5 X anpey | = ()
JEZ JEZ PEZL pEZ

(8.36)
Los operadores transversos de Virasoro y sus relaciones de conmutacion conforman un algebra
de Lie muy importante en todas las teorias de cuerdas y por lo tanto se van a calcular estos

conmutadores. Para ello veamos primero sus relaciones de conmutacién con los operadores o,

1 1
1 J 1 I _J 1 I _J 1 J1 1
[Lm7an] = §Z[am—jajvan] = 52 (am J[Oé],()é ] + [am—jvan]aj>
JEL JEZ (8 37)
1 ) ) 1 '
=3 Z <a£71—jj77[J5j+n,0 +(m — ])nIJdmfjJrn,O%I‘) =3 (‘na%]z-i-n - ”O‘%Iﬁ-n) = _na7JrL+n‘

JET

Noétese que este resultado es también cierto para m = 0 ya que Lé toma la misma forma que
el resto de L,Jﬁ méas una constante, que no afecta al resultado de un conmutador. Para calcular el
conmutador de dos operadores transversos de Virasoro, vamos a asegurarnos de expresarlos siempre

de forma que los operadores de creacién estén a la derecha en los productos y los de aniquilacién
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a la izquierda, es decir,

Zam Jaj—l— Za] Q- (8.38)

]>0 ]<0

De esta forma los resultados obtenidos seran también validos para Lg. Considerando n+m # 0

1 1
[L;,Lmziz(az,jw;,a] + (Lo o laf) + 5 3 (of (L o) + [, @l )

7>0 7<0
1
. I I . 1 I I
5 Z ( Qp 7 m+j + (] - n)am+n—jaj> + 5 Z ((] - ’I’L) ] Xntn— 7 + ]am-i-j n— ]) (839)
]>0 7<0
I . I I 1
P Z m+n j ] + (] - n)am+n ]a] = (m - n)Lern
]EZ

En el caso m +n = 0 hay que realizar unos cdlculos mas ya que aparecen operadores a{l que no

conmutan entre ellos y es necesario reordenar las sumas. El resultado que se obtiene en este caso es

D -2
(L, LE,] = 2nLg + (n® —n). (8.40)

12

Por lo tanto el resultado general es

D-2,

(L L) = (m = 1) Ly + S0 o (m — m). (8.41)

Y12

Los operadores { L\ }mez junto con estas tltimas relaciones de conmutacién definen el 4lgebra
centralmente extendido de Virasoro. El concepto centralmente extendido hace referencia a que el
término proporcional a d,,4y,0 es el resultado de extender centralmente el algebra de Witt. Este
algebra es, de hecho, un dlgebra de Lie. Claramente es antisimétrico y no es dificil comprobar que
satisface la identidad de Jacobi. También es importante estudiar cémo conmutan estos operadores

con los X!. Para ello falta estudiar los siguientes conmutadores

1

Lot = 5 2 (amplay . af] + [,y bley))

zZ

re (8.42)

: —fzv 77”2( mpp7o+5m poa>——zv a
PEZL
De forma que
(L4 XT) = (L, ab) + V3 Y Lcos(no)e (14, o]
A0 " (8.43)
= —ivV2a/al, —ivV2a/ Z cos(no)e "ol = —iv2 Z cos(no)e "ol .
n#0 neZ

Expresando ahora el coseno como combinacién de exponenciales complejas y haciendo uso de
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la ec. ([6.29) se tiene

1 , ,
(L, X' = V2l (Z LRI o em<w>a{n+n)

nez nel

1. . 1. i (8.44)
_ —iielmT(XI + X/I) o iiezm(T—U)(XI o X/I)
=X+ X"
donde se han definido
& = —ie™cos(mo) y €3, = ™ sin(mo). (8.45)

Los resultados de estos conmutadores demuestran que los operadores L;. generan las repara-

metrizaciones de la hoja de universo de la cuerda dadas por
T— T4+ y og—0+EE (8.46)

con € infinitesimal. Es decir,

XI(r+ ge,o+&e)=X(r,0)+ e[Lﬂ‘n, XI(T, o)] (8.47)

En particular, tomando m = 0, se tiene

X1 +ie,0) = X(1,0) + €[Ly, X (7, 0)]. (8.48)

Equivalentemente,

i0, X1 = [XT, Lg]. (8.49)

Esto era de esperar ya que Lé y el hamiltoniano sélo difieren en una constante y por esto el
caso m = 0 acaba funcionando correctamente. Sin embargo, el resto de los L, generan traslaciones
en general complejas. Para solucionar esto se definen para cada pareja Lt y Lt = los operadores
anti-hermiticos

Ap=LL LY, v Bn=ilL}+LY,). (8.50)

De forma que las reparametrizaciones que generan estos ultimos operadores son respectivamente
T — 7+ 2sin(m7)cos(mo)e o — o + 2cos(mT)sin(mo)e

y (8.51)

T — T + 2cos(m7)cos(mo)e o — o — 2sin(mT)sin(mo)e.

Al haber construido los operadores A,, y B,, como combinaciones lineales de los L,, de for-
ma que fueran anti-hermiticos, las trasformaciones que generan son reales. Cabe destacar que los

operadores {4, }mez definen un subélgebra del dlgebra de Virasoro ya que son cerrados bajo el
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producto de Lie del algebra

[Am, An] = [Lim — Ly, Ly — L—n] = [Lons Ln] = [Lms L—n] — [L—m, Ln] + [L—m, L—]
= (m - n)Lm-l-n - (m + n)Lm—n - (m - H)Lm_n - (_m - n)L—m-‘rn + (_m + n)L_m—n (852)
= (m - n)Am—f—n - (m + n)Am—n-

8.3. Generadores Lorentz

Tal y como se discutié en la cuantizacién de la particula puntual relativista, encontrar los
generadores Lorentz de la teoria en el gauge del cono de luz va a ser muy importante. Recordemos

que las cargas conservadas en el caso de la cuerda abierta vienen dadas segun la ec. (5.72)) por

M,, = /0 M, do = /D (X, P — X,PT)do. (8.53)

Haciendo uso de la expresién de los momentos en funcién de las derivadas dada por la ec. (8.1))

se pueden reescribir las cargas como

1

2ma/

Recordando las expansiones de X* y X* dadas en las ecuaciones (6.26) y (6.28)

MM

/ (XPXY — X" XM)do. (8.54)
0

1 . . ,
XF =af + V2ot +iV2a > ﬁaﬁeﬂmcos(na) y Xt =V2a') alle™ ™ cos(no), (8.55)
n#0 nez

se tiene que

XHXY = ahvV2alal 4 i2a Z %aﬁa’incof(na) + O(7), (8.56)

n#£0
donde O(7) representa todos los términos dependientes de 7, que se cancelan al realizar la inte-
graciéon en o y por lo tanto se han omitido. Como resultado de que todos los términos dependientes
de 7 se cancelen, se tiene que M*" es independiente de 7, tal y como debe ser al tratarse de una
carga conservada. Por lo tanto la expresiéon de los generadores Lorentz clasicos en funcién de los

modos ot es

1 s ].
M 7/ (wg\/ﬂag —i2a/ Z —at,alcos® (no)
0

= /
2ma w0
1 ~ 4 (8.57)
—zgV2a oy + i2a Z Eo/inozﬁcosz(na))do =azfp” —agpt — 1 Z ﬁ(a’inalﬁ —a¥,ab).
n#0 n=1

Tal y como se vio al construir los generadores Lorentz al cuantizar la particula puntual, los
generadores mas delicados de definir son M ~!. La primera idea podria ser tomar directamente los

operadores cldsicos tratando xf), p* y a/* como operadores. Sin embargo, el operador resultante no
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seria hermitico, ya que, como hemos visto previamente, w(l] y p~ no conmutan. Para solucionar esto

bastaria tomar

1 <1
M~ =agp! = S(afp” +p72g) =i —(aT,ap —al,an). (8.58)

n=1

Noétese que este operador es hermitico, ya que (oz“)T = o . Ademss, todos los operadores de

aniquilacién aparecen a la derecha de los operadores de creacion. Recordando que p- = 5 p+ (LL
a)y a, = W +L7l“ estos operadores se pueden expresar como
M_I:$7pl—; (xI(LL—}—a)—l—(LL—Fa)xI) —z';io:l(LL ol —af LL> (8.59)
0 40/p+ 0\*~0 0 0 m]ﬁ_ — n -n —ntn |- .

Por lo tanto, ésta es la propuesta mas factible para los generadores Lorentz M ~!. Aceptando
esta propuesta, el siguiente paso es ver las condiciones que surgen de imponer las relaciones dadas en
la ec. (7.112), en particular [M~!, M ~7] = 0. Haciendo uso de todos los conmutadores y relaciones

que se han calculado previamente, se obtiene que el valor del conmutador [M . ] es

_o/(;ﬂ? i (ol et = ol ol,) {m <1 - i(D - 2)> + % (214(0 ~2) +a)}. (8.60)

m=1

Al ser los operadores en cada término de esta suma no nulos, los factores que los multiplican
deben anularse para todo m € Z* para que la teorfa conserve la simetria Lorentz. Esto implica que

se deben cumplir las relaciones

1 1
1_ﬂ(D_2) 0 vy ﬂ(D—Q)—Fa—O. (8.61)
Es decir,
D=26 y a=-1. (8.62)

Se ha conseguido fijar la dimension del espacio-tiempo a D = 26, un nimero de dimensiones
muy superior a las 4 que estamos acostumbrados a experimentar. Necesariamente la mayoria de

estas dimensiones extra deben ser compactas si se pretende recrear la realidad que experimentamos

con esta teorfa. Ademads, se ha obtenido el valor de la constante a = —1. Este valor de a concuerda
con el obtenido utilizando la funcién zeta, que era a = — D2 42, una vez fijado D = 26. Por lo tanto,
queda por fin definido p~ por la expresién
=L i 8.63
V= g0 ) 0
Ademaés, esto también fija el hamiltoniano

(o]
H=2dp"p =L —1=app’ + Z nallal —1. (8.64)

n=1
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8.4. Estados

Una vez definidos correctamente todos los operadores, se puede pasar a definir los estados
de la base y construir el espacio de estados. Tenemos las parejas de operadores candénicamente
conjugados (zf, p!) para I = 2,...,25y (x5, p"). Para construir el conjunto completo de operadores
compatibles se toman los operadores de momento p! y pT, de forma que los estados propios vienen

etiquetados por ‘ pT,pr). Estos estados son estados de vacio ya que satisfacen
al[p* 5y =0 vI=2,..25 vn>1 (8.65)

Los estados base generales se construyen actuando sobre estos estados con los operadores de

creacion, de forma que un estado base general se representa por
[e%S) 25

donde los A, ; denotan el nimero de veces que aparece el operador a,IlT en el estado. Por lo

pt.pr), (8.66)

tanto, los estados quedan caracterizados por estos A, ;. Para clasificar estos estados, reescribamos

el operador de masa al cuadrado ahora que sabemos el valor de la constante a

1
M? —1+ Zna” ! a,(—1+N¢), (8.67)

donde se ha definido el operador de niimero de particulas N+ = 3%, nalfal. Este operador
es importante ya que, como se vera un poco méas adelante, cuenta el nimero de osciladores en los
estados |\) de la forma dada por la ec. , ademaés de aparecer como sumando en el operador
Lg y en el hamiltoniano. Veamos que de hecho estas afirmaciones son ciertas. Para ello es necesario

calcular algunos conmutadores

o0 o0
= Z m[aﬁa#,aﬁ] = Z ma;ﬁém,nn‘n = naﬁ (8.68)
m=1 m=1
y, de manera similar,
[Nt al] = —nal. (8.69)

Ademas, por la construccién del operador,

N+t ‘p+,ﬁT> — 0. (8.70)

También cabe notar que este operador permite expresar Lé de manera simplificada
Ly = o/p'p! + N+ (8.71)
y por lo tanto también el hamiltoniano

H=Ly—-1=dadp'p' + N+t —1. (8.72)

Introduccion a la teoria de cuerdas 67



Gorka Prieto Varela 2022-2023

Al actuar con este operador sobre un estado general de la forma dada en la ec. (8.66) se tiene

NEN) =D "nar|N). (8.73)

Introduciendo los bras (p*, pr| asociados a los elementos de la base [p*, pr), se tiene un producto

interior definido sobre el espacio de estados de manera natural dado por

<q+, JT‘p+7ﬁT> =d(¢" —p")d(qr — pr)- (8.74)
Este producto se extiende por linealidad a los estados generales. Por ejemplo, considerando

N = ail [pt,pr) v 1€) = aft g, @r) se tiene

. I _, S |d - L
€N = (a*,@r| alai’ |p*, 1) = (" @r| (ai'a{ +6") |p*,p7) = 676(a" —p")3(@r—pr). (8.75)
Para cada estado |A) se construye el estado dependiente del tiempo

exp(—iTH) |\) = eacp(—iT(Lé - 1) A, (8.76)

que por construccién satisface la ecuacién de Schrédinger dada por el hamiltoniano. Los estados
que satisfacen la ecuacién de Schrodinger son llamados estados fisicos. Ahora que se han sentado

las bases del estado de espacios, se van a estudiar los estados més sencillos que surgen.
8.4.1. Taquién

Considerando los estados de la base ‘ pT.pr), se tiene que N + ‘ pT,pr) = 0. Por lo tanto

M? ‘p+,ﬁT> = é(—l + N1 ‘P+715T> = —é

p*.pr). (8.77)

1

Esto indica que la teorfa predice estados con masa al cuadrado igual a —_;, es decir, taquiones.

Un estado taquidnico general vendra dado por una superposicién de estados de la base

[taquidn, 7) = /dp+dﬁTw(7‘,p+,ﬁT) ’p+,ﬁT>, (8.78)

de forma que satisfaga la ecuacién de Schrédinger

104 = Hyp = (o'p'p! — 1)), (8.79)

2:

Realizando la identificacién m —% y el cambio de variable z7 = 2a/p™7, esta ecuacién se

traduce en

1
1041 = 2].ﬁ(pjpl +m?)y. (8.80)

Se trata exactamente de la ecuaciéon que satisface el campo escalar estudiado en la seccién
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Ademas, los estados taquionicos y los estados del campo escalar a; + i |©2) tienen los mismos indices
Lorentz (niguno) y el mismo momento. Por lo tanto, se pueden identificar los estados taquiénicos

con estados de un campo escalar de masa al cuadrado igual a —i. Es decir,

It ) < al. L 10). (8.81)

La existencia de estos estados indica que la D-brana que llena todo el espacio sobre la que se

ha cuantizado la cuerda abierta es inestable.
8.4.2. Estados foténicos
Los estados de la forma a{T Ip™, pr), y en general una combinacion lineal de estos estados
25 ;
S ¢ay ’p+, ﬁT> , (8.82)
1=2

son tales que el operador M? actuando sobre ellos se anula. Es decir, estos estados representan

particulas sin masa. Un estado general de este tipo viene dado por

0.7) = [ dptdrn(rpt gl ot ) (5.83)
donde las funciones 17 satisfacen la ecuacion de Schrodinger para todo I =2,...,25
i0:pr = Hyr = (o/'p’p” + N* = Dyor = o/p/p’yr. (8.84)

Recordando que la dindmica del campo de Maxwell en el cono de luz viene descrita por la

ecuacién 9?A* = 0, es decir,
, Loy gy an
(104 — 3PP JA" =0, (8.85)

y realizando el cambio de variable 1 = 2a/p™ 7 se tiene

(i0; — o'p’p’) A = 0. (8.86)

Como se puede observar, ambos campos satisfacen las mismas ecuaciones del movimiento Ade-
mas, los estados alT |p ,Pr) de la cuerda abierta con N + =1 y los estados foténicos al + i |©2)
tienen los mismos indices Lorentz, el mismo momento y ambos tienen masas nulas. Por lo tanto,

se puede realizar la identificacién

att [p* 7 ) = all L 10). (8.87)

Ademas, el vector & que describe la combinacién lineal dada en la ec. (8.82)) se puede identificar
con el vector de polarizacién de la cuantizacion del campo de Maxwell. Esto implica que la teoria
predice estados foténicos (D — 2 = 24 estados linealmente independientes, igual que la cuantizacion

de la teoria de Maxwell) como las excitaciones de més baja energia de la cuerda abierta.
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8.4.3. Estados de orden superior

El nimero de estados para cada valor de N* crece muy rapidamente. Se va a estudiar el caso

N1 =2 como ejemplo de este crecimiento tan rapido. Para obtener este tipo de estados hay que

actuar sobre la base ]p*, pr) con operadores de la forma a{Ta‘{T

T

0 aéT. Al haber D — 2 operadores
distintos a{ y conmutar entre ellos, éstos dan lugar a un ntmero de estados igual al nimero de
entradas de una matriz cuadrada simétrica de dimensién D —2, es decir, 2(D —2)(D—1). Junto con
los D—2 estados dados por los a;r, dan lugar a un total de $(D—2)(D—1)+D—2 = 1(D—2)(D+1) =
324. Se puede comprobar también que para N+ = 3 hay 2600 estados. Comparando estos nimeros
con los 24 estados para el caso N = 1, es obvio que el ntimero de estados crece répidamente con

el valor de N-1.

Todos estos estados de orden superior no se van a considerar en la discusién ya que sus masas
al cuadrado son de orden 5, es decir, sus masas son del orden de la masa de Planck. Por lo tanto,
este tipo de estados no serian observables en los experimentos de aceleradores con las resoluciones
de hoy en dia ya que las energias disponibles en estos experimentos son mucho menores que la masa
de Planck.

9. Cuantizacion de la cuerda cerrada

El procedimiento general para cuantizar la cuerda cerrada es el mismo que el utilizado para
cuantizar la cuerda abierta, pero con ciertas diferencias que surgen de la imposibilidad de escoger
univocamente un punto especial para fijar completamente la parametrizaciéon en o. Recordando lo

visto en la seccién [0] la familia de gauges utilizada para la cuerda cerrada viene descrita por

n-X=d(n-p)r y n-p=2mn-P. (9.1)

Como se va a trabajar en el gauge del cono de luz, en particular se tiene

Xt =dptr y pt=27P7T. (9.2)

El pardmetro sigma toma valores en [0, 27] y las condiciones sobre las coordenadas son X-X’ = 0

y X2 + X2 =0, que juntas dan lugar a (X + X’)? = 0. El gauge escogido también implicaba

1 . 1
™ — — _XH M= __— XM .
P 2ma! y P 2ma! (9:3)

Las ecuaciones del movimiento para todas las coordenadas vienen dadas por

XH - X" = (52 - 92)X' =0 (9.4)

y la solucién cléasica viene dada por

XH(1,0) = X' (u) + X (v), (9.5)
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donde u = 7+0 y v = 7 —o0. Las funciones X/’ y X/; representan ondas avanzando en sentido de
o decreciente y creciente (normalmente asociadas a izquierda y derecha o left y right en inglés, de ahi
los subindices) respectivamente. Debido a la estructura de la cuerda cerrada, es necesario realizar
la identificaciéon o ~ o + 2x. En realidad, teniendo en cuenta los dos parametros la identificacién
es (1,0) ~ (1,0 4+ 27), por lo que el espacio de pardmetros es un cilindro (en contraposicién, el
espacio de parametros para la cuerda abierta es un rectdngulo). Esto se traduce en la condicién de

periodicidad

XH(ry0) = XH (1,0 +27) VY(1,0). (9.6)

La identificacién se traduce en esta condicién tan simple porque el espacio sobre el que se esta
trabajando (el espacio-tiempo de Minkowski) es simplemente conexo. Si no lo fuera, la forma de

implementar la identificacién se complicaria. La periodicidad de las coordenadas implica que

X u)+Xp(v) = X (ut2m)+ X (v—27) <= X} (u)— X} (u+2m) = Xp(v—2m)—XE(v). (9.7)

Esto implica que X/L” (u) y X%‘(v) son 27 periddicas y, por lo tanto, se pueden expresar como

X}t ,/ Za“ y X ,/ Za“e‘mv (9.8)
nEZ nGZ

Noétese que las primas en X/L” (u) y X%‘(v) representan derivadas respecto de u y v respectiva-

series de Fourier

mente. La normalizacién, como ya se mencioné con la cuerda abierta, es arbitraria y por ello se

escoge ésta que va a resultar util mas adelante. Integrando estas expresiones se obtiene

X (u) x0L+” aou—ku/ Z a“e_m”,
n#O

1
Xh(v) = 2x0R+\/ 2a0v+z Z a“e*”“’

n#O

(9.9)
Donde zf; y xf, son constantes de integracién. La condicién dada por la ec. (9.7) implica que

o o

1 ) )
XW(1,0) = 5 (ahy + alip) + V2dlafir +i Z (age*mu + i), (9.11)
n#O

Y asi

Como zfy; y xf son constantes de integracién arbitrarias y aparecen sumando en la solucién,

se pueden tomar ambas iguales de forma que definiendo zff = 3(z}; + zfp) se tiene
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/ 1 , .
XH(r,0) = b + V2ol + i % E — (&ﬁe_m“ + aﬁe_”“’) . (9.12)
n
n#0

Esto permite expresar la densidad de momento

1 1
2ma’ e

PTH = XH=_"—" (\/ 20/ afy + términos proporcionales a e_i”") . (9.13)

/

De forma que

27 1 2m 2 o
M pry d TM pr— d 2 ! H = —_— ‘U‘ :> H = - M. 9.14
D /0 oP 2710//0 oV20lay =4[ —aq ag 5P (9.14)

Las derivadas de las coordenadas X* se pueden obtener a partir de las derivadas de X }f y X g

de la siguiente manera

X“(T, o) = X/L“(u) + X%(U) y X'™"(r,0) = Xf(u) — X%(v). (9.15)

De forma que

(XH 4+ X' (1,0) = 2X [ (u) = V2a/ D ale™™,
nez

(XH = X"M)(7,0) = 2X}(v) = V2a' Y akie™ ™.
nez

(9.16)

Como se puede observar la normalizacién escogida es tal que estas combinaciones de las deri-

vadas coinciden en forma con las de la cuerda abierta.

9.1. Operadores y Conmutadores

De forma andloga a como se ha hecho con la cuerda abierta, se elevan a operadores X7, Zg

Pl y pT y se imponen las reglas de conmutacién canénicas

[XI(T,J),PTJ(T, )] =id(o — a’)n” y [xa,er] =intT = —i. (9.17)

Como X' + X' tienen la misma forma que en el caso de la cuerda abierta, se tiene inmediata-

mente que

: . d
X'+ X' (1,0), (X7 £ X")(1,0")] = +4nd/in’! —5(c — o),
(X7 XT)( ) el o1s)
(X1 + X" (r,0),(X” F X")(7,0")] =0
Ademaés, en este caso no es necesario definir operadores auxiliares como en el caso de la cuerda
abierta ya que para la cuerda cerrada los operadores ya estan bien definidos para todo o € [0, 27].
Del primero de estos conmutadores, llevando a cabo el mismo desarrollo que con la cuerda abierta,

se obtienen las relaciones de conmutacién
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[@ima@i] = m5m+n,077u y [qul;warjz] = m5m+n,077u- (9.19)

Del segundo conmutador se obtienen ademas las relaciones

&l o] =o. (9.20)

De manera también andloga al desarrollo de la cuerda abierta, a partir del conmutador

(X! (1,0), X7 (1,0")] = 2nd/i6(c — o')n!” | se llega a las relaciones

_ o
(4, @] =[x, ;] = So.n[xh, o] = 50,n2\/;n”, (9.21)

que haciendo uso de la ec. (9.14) y tomando n = 0, implican

(25, p7] = in"”. (9.22)

Igual que con la cuerda abierta los conmutadores que se obtienen para los modos al y of

indican que se tratan de operadores de creacion y aniquilacién. Para ponerlo de manifiesto mas

explicitamente, se definen para n > 1

rp_ L I r_ 1 &l
n \/ﬁ n:

9.23
I I Lo (9.23)

1
= %O[_n, a, = %Oén,

de forma que las relaciones de conmutacién para estos nuevos operadores vienen dadas por

(@5 @t ] = ™y lah,a] = 6pmn®’ (9.24)

n» 'm n»-'m

con todos los demas posibles conmutadores nulos. Por lo tanto, los operadores de la cuantizacién
de la cuerda cerrada son equivalentes a los de dos cuerdas abiertas con los mismos operadores
zf y p* y la condicién aff = of. El siguiente paso en la cuantizacién de la cuerda cerrada es
encontrar la expresién del hamiltoniano. Como en el gauge del cono de luz X+ = o/p™7, se tiene

que 9, = o'pTO,. Por lo tanto, el hamiltoniano viene dado por

H=dpp . (9.25)

El objetivo de la siguiente seccién serd, por lo tanto, el de encontrar la expresién correcta de
p~ para el caso de la cuerda cerrada de manera andloga a como se ha hecho para la cuerda abierta

reordenando los operadores necesarios.

9.2. Operadores Transversos de Virasoro

Al tener dos conjuntos de operadores de aniquilaciéon y creacién para cada coordenada, es

razonable suponer que habra también dos conjuntos de operadores transversos de Virasoro. Sin
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embargo, la condicién aff = o) va a imponer una condicién sobre estos operadores. Particularizando
la ec. (6.32)) para el caso de la cuerda cerrada, es decir, 5 = 1, se tiene

X" +X" = St (X1 £ x)2, (9.26)
Haciendo uso de la ec. ((9.16))
) 1 . L
(XT+x")?2 =4 5 alal | e ™m0t =4/ 3" Lo (9.27)
nez pEZ nezZ

. 1 ) .
(XT—X")? =40y (2 > a;ag_p) e M) = 4o/ 3 Lie 70, (9.28)

nez PEZL nez

Donde se han definido los operadores transversos de Virasoro asociados a cada uno de los dos

conjuntos de osciladores

- 1 1
i I L 1T
L, = B E o,y Ly = B E 0, e (9.29)
pEZL PEZL

Sustituyendo estos resultados en la ec. ((9.26))

.- _ 2 — .- . 2 o
§mex = ES Ly o xt = LS e g
neZ neZ
Comparando estas expresiones con las dadas por la ec. (9.16]) para el caso u = —, se tiene para
todon € Z
27l oo 2 11— \fadda-
p—Jan =Vv2da, vy FLH =V2da,. (9.31)
Equivalentemente,
__ 21 - _ 21

En particular, como por la ec. 1D se cumple que oy = oy,
Li =Lg. (9.33)

De manera analoga a lo que sucedia con los operadores transversos de Virasoro de la cuerda

abierta, los operadores L y L estdn bien definidos para todo n distinto de cero ya que dado n
I gl I

p» “n—p n—p
Lﬂ; y L# se pueden reordenar de forma que los operadores de aniquilacién aparezcan a la derecha

distinto de cero [& =0y [aé, a,,_.] = 0 para todo entero p y, por lo tanto, los factores de
de los operadores de creacién sin necesidad de ningun factor de correccién. Los casos f/ol y L& son

cada uno de ellos anédlogos al caso Lé‘ de la cuerda abierta. Es decir, se redefinen los operadores
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/
L a0a0+2a_p a, = p1117f+z:1oczpr I'— 4101“101“4—NL (9.34)
p=1
y
IR IR I I It,, 1 o o i
Ly :2a0a0+pg:1a_pap plp —i—Zpa = 4P +N—, (9.35)

donde se han introducido los operadores nimero de particulas asociados a cada uno de los
conjuntos de osciladores N+ = >°°° nalfal y Nt = 322 nallal. La condicién Ly = L se

traduce entonces en la condicién

N+ =Nt (9.36)

La redefiniciéon de estos operadores implica que

2 _
V2dag = F(Loi ~-1) v V2day = o (L0 —1). (9.37)

Teniendo en cuenta que &, = ¢, se promedian estas dos ultimas expresiones de forma que

1 -
v =V2dag = E(Lé + Ly —2). (9.38)
Es decir,
_ 1 -
P= (Ly + Lg —2) (9.39)
y por lo tanto
/
H=dptp- =Lt +L¢ —2= %plpl +NL 4 NE 2 (9.40)
Ademss de
_ 2 - 2
M? =2ptp™ —plpl = J(LOL +Lg —2)—plpl = a(NL + Nt -2). (9.41)

Los operadores con barra estdn asociados a ondas que se propagan a la izquierda y los operadores
sin barra con ondas que se propagan hacia la derecha. Como la asignaciéon de derecha e izquierda se
hace de forma arbitraria, la teoria resultante debe ser invariante bajo esta eleccion, es decir, debe
ser invariante bajo el intercambio de operadores con barra y sin barra. Se realiza este promedio

respecto de los operadores con barra y sin barra para imponer esta invariancia.

Para finalizar el estudio de los operadores transversos de Virasoro, vamos a ver cémo actuan

sobre las coordenadas. Ambos conjuntos, {L:: } ez v { L }mez, satisfacen las reglas de conmutacién
I

de un &lgebra de Virasoro. Ademss, [al,, a;/] = 0 implica que
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(L Ly ] = 0 (9.42)
para todo m,n € Z. Por lo tanto, la teoria contiene dos algebras de Virasoro conmutantes. En
particular, de manera andloga al caso de la cuerda abierta, se tienen las relaciones de conmutacién

Ly, al] = —na vy [Lpmal] =—nal .. (9.43)

m-+n n+m

Los conmutadores de los operadores transversos de Virasoro con los operadores x{ también son
importantes y se obtienen mediante un calculo exactamente andlogo al realizado con la cuerda

abierta

= o
[L#uxé] =t 7011

/
5 Om ¥ [LE xl] = —i Lol (9.44)

m?

De forma que se tienen los conmutadores

(Lo, X) = (L ] + VAL, ol iy 5 30 T (L, able™ + (L, ade™)
n;éO

(9.45)
[ Oé +i (_a{z—&—me_im}) Z ol —znv
n;éO nEZ
y similarmente
[L:, X1 = Z ab e (9.46)
nEZ
De forma que tomando m = 0 y haciendo uso de la ec. (9.16) se tiene
[LE, x7) = FZa e i”“:—%(XI+X’I),
ner | . (9.47)
Ly, X1 = \/ 'S afeT™ = —§(XI - X',
neL
Sumando estas dos ltimas ecuaciones se tiene
Ly + Ly, X' = —ix!, (9.48)

que era de esperar ya que el hamiltoniano difiere de E& + L& en una constante. Al restarlas se

obtiene la relacién

Ly — Ly, X1 =4ix"L. (9.49)

Es decir, P = Lé —I_/é genera traslaciones en o dejando 7 constante. Es decir, para € infinitesimal

se tiene
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XU (1,04 €) = XI(1,€) —ie[P, X (7, 0)]. (9.50)

En general, dado o arbitrario

X(r,0 +00) = e PO X (1, 0)etT0, (9.51)

Como para cualquier estado fisico [1)) se cumple que Lg [¢)) = Ly |¢), se sigue que P [1)) =0y
por lo tanto e =770 |1)) = | para todo op. Esto pone de manifiesto la invariancia de la teoria bajo la
elecciéon del punto desde el que empezar a medir el parametro o, que era uno de los principales cabos
sueltos a la hora de trabajar con la cuerda cerrada. Cabe notar, que como el operador P = LOL — I_/Ol
genera traslaciones en el parametro o, es decir, traslaciones espaciales, el momento de la cuerda

debe ser proporcional a este operador.

9.3. Estados

Para construir el espacio de estados se procede de manera analoga a como se ha hecho con la
cuerda abierta. De las parejas de operadores (,p") vy (zf,p!) se toman los momentos p* y pr
como operadores para construir el conjunto completo de operadores compatibles, de forma que los

estados propios vienen etiquetados por |p+, pr) y satisfacen

al ‘p+,ﬁT> =al ‘p+,]5'T> =0 VI=2,...,25 Vn> 1. (9.52)

De forma que un estado general de la base viene dado por

AA) = <12_5[ ﬁ(dﬁV"”) (12_5[ Il (#3)“"’) p*.5r) (9.53)

I=2n=1 J=2m=1

It

Donde A, 1, Ay, € N son los nimeros de ocupacion asociados a los operadores de creacion a,,

y a’f. Se sigue directamente de la definicién de los operadores N+ y N1 que

co 25 co 25

AN =SS mhr AA) vy NP =3 g

n=11=2 n=11=2

NL

A (9.54)

Recordando que I_/(J)- = L& imponia que Nt = N+, un estado

5\,)\> se considerara como
elemento de la base si cumple esta tltima igualdad. Los estados posibles mas sencillos son los que
cumplen N+ = Nt =0, es decir, los estados | pT, pr). La masa al cuadrado de estos estados viene

dada por

4

O[,

o 4
Pty = MP=-= (9.55)

O[/

M2 ’p+7ﬁT> — %(NJ_ + NJ_ _ 2) ‘p+,ﬁT> —

Por lo tanto, en el caso de la cuerda cerrada también surgen estados taquidénicos, completamente
analogos a los de la cuerda abierta. El siguiente caso posible es el de Nt = N1 =1, es decir, el de
los estados del tipo EL{Ta{T |p*, pr). Al haber D — 2 opciones para cada uno de los osciladores, hay

un total de (D — 2)2 estados de este tipo. Todos estos estados tienen masa nula ya que
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L\ _ 2 »
Mai'alt [p*,pr) = SN+ N = 2)ai'a]’ ot 5r) =0 (9.56)

Una combinacién lineal general de estos estados viene dada por

Rpsai'al |p*,or ) (9.57)

donde R;; es una matriz cuadrada de dimensién D — 2. Toda matriz cuadrada se puede des-
componer en su parte simétrica Sy; = %(R[J + Rjr) y su parte antisimétrica Ayy = %(RU —Ryp),

de forma que

Riy=S1;+ A (9.58)

Ademads, la matriz simétrica Sy se puede descomponer en una matriz simétrica sin traza Sj; =
Sty — ﬁS(S[J, donde S = 6’7577, vy en una matriz proporcional a la identidad S'67;, donde

S = Sﬁ, de forma que

Sty =517+ 561, (9.59)

A 1
R[J:A[J+S]J+m5(sjj. (9.60)

Esto permite separar los estados de masa nula en tres bloques linealmente independientes

Sualtalt | )
A[J&{Tai” ‘p+,ﬁT> (9.61)

It J — It I —
‘S'/(SIJCLJ(IJr ‘p+,PT> = S/CHTCHJr ’p+aPT> .
9.3.1. Gravitéon

Los estados del primer tipo corresponden con estados de gravitén ya que recordando que los
estados de un gravitén vienen representados por &; Ja;iTﬁ |©2) con &7 simétrico y sin traza, se pueden
identificar los estados

Spyay a! ’p+,ﬁT> — &yan|0) (9.62)

ya que tienen los mismos indices Lorentz y mismos momentos, ademas de venir ambos carac-
terizados por matrices simétricas sin traza. Esto implica que las cuerdas cerradas reproducen la
dindmica del espacio-tiempo tal y como predicen las ecuaciones de Einstein, es decir, estos estados

son estados de gravedad cudantica.
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9.3.2. Estados de Kalb-Ramond

Los estados del segundo tipo corresponden con estados del campo de Kalb-Ramond, ya que
IJt

» +7ﬁ\Q> con &7y antisimétrica, se pueden

si recordamos que estos estados vienen dados por &r5a

identificar los estados

Apgaitalt|pt,pr) < €ryall10) (9.63)

ya que ambos llevan el mismos momento y tienen los mismos indices Lorentz, ademés de estar
ambos caracterizados por matrices antisimétricas. El campo de Kalb-Ramond surge del acoplo de
un campo gague dado por una dos forma a una variedad dos dimensional, como lo es la hoja de
universo de una cuerda, que es la generalizacién del campo electromagnético que es el acoplo de
una campo gauge dado por una uno forma a una variedad uno dimensional, como lo es la hoja de

universo de una particula puntual:

SEM N/Auda:“ vy  Skr~ /Buydl‘“/\dscy. (964)

Esto quiere decir que el hecho de que surjan estos estados del campo de Kalb-Ramond implica

que las cuerdas poseen una carga andloga a las carga eléctrica.

9.3.3. Dilatéon

Los estados del dltimo tipo se corresponden con estados de un campo escalar ¢ sin masa

al, - |2) realizando la identificacién
pt.pr

S'&{Ta? ‘p+,ﬁT> — “;t*T |2) . (9.65)

Esta identificacion tiene sentido ya que ambos estados tienen el mismo momento y ningin indice
Lorentz (nétese que los indices en los estados de la izquierda estdn sumados). Estos estados de
un campo escalar sin masa se identifican como estados del campo del dilatén. Este campo es
especialmente interesante ya que su valor controla la intensidad de la interaccién entre las cuerdas
mediante la relaciéon

g~ e’ (9.66)

En otras teorias la intensidad de interaccién es una constante que se fija a mano y es un
parametro libre més de la teoria. Sin embargo, en la teoria de cuerdas bosénica el parametro que
regula la intensidad de las interacciones es a su vez una variable dindmica de la teoria. Esto es muy
interesante ya que g pasa de ser una constante que ha de fijarse a mano, a ser una variable que se

determina junto con el resto de variables al resolver la dindmica del sistema.

El resto de estados que surgen se dan con N+ = N+ > 2. De forma similar a como sucedfa con
los estados de mayor excitacién de la cuerda abierta, estos estados tienen masas al cuadrado del

orden % Por lo tanto, siguiendo el mismo razonamiento que con los estados de la cuerda abierta,
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estos estados no se van a estudiar porque no son observables con los experimentos disponibles hoy

en dia.

9.3.4. Dinamica

Para poder realizar estas identificaciones de forma totalmente rigurosa, es necesario cerciorarse
de que la ecuacion de Schrodinger que obedecen las funciones de onda asociadas a los estados de
la cuerda cerrada corresponden con las ecuaciones que rigen la dindmica de los campos con los que

los queremos identificar. Para ello se considera un estado general sin masa

o) = [ dptdprins et el |t ) (9.67)

y se impone que satisfaga la ecuacién de Schrodinger dada por el hamiltoniano para que repre-

sente un estado fisico

/
. Q
10 [, 7) = H[ih,7) = —p"p" |, 7). (9.68)
Es decir,
/
. _, a L
ZaT¢IJ(Tv p+7pT) = ?prK@Z)]J(T) p+7pT)- (969)

Tal y como se vio en la seccion [7], todas las componentes de los campos, tanto gravitacional, de

Kalb-Ramond y escalar sin masa, satisfacen, en el gauge del cono de luz, la ecuacién

p*¢ =0, (9.70)

donde ¢ representa cualquiera de las componentes de los campos mencionados. Esta ecuacion

es equivalente a

, 1
(104 — %PKPKW =0 (9.71)

y realizando el cambio de variable z+ = o/p™ 1 esta tltima ecuacién se reescribe como

(10, — O;/p'“p'“)cb =0. (9.72)

Que se trata exactamente de la ecuacién que satisfacen las funciones de onda. Por lo tanto,

quedan totalmente justificas las identificaciones realizadas de las funciones de onda con los campos.

10. Mas alla de la teoria de cuerdas bosonicas

10.1. Conclusiones

Como se ha visto en las dos tltimas secciones, la cuantizaciéon de la cuerda relativista da lugar

tanto a estados foténicos como a estados de gravitones. Este era el objetivo principal de este
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trabajo, ver como a partir de una accién bastante simple y razonable surgen de forma natural
estados relacionados con la gravedad y estados relacionas con el electromagnetismo, una de las
interacciones descritas por el modelo estdndar de la fisica de particulas. Esto indica que las teorias
de cuerdas parecen ir por el buen camino para unificar la gravedad con el resto de interacciones

bajo un mismo marco teorico.

Sin embargo, la teoria de cuerdas bosénica que se ha construido no puede ser correcta, entre otros
motivos, por la existencia de los estados taquidnicos y la ausencia de estados fermionicos. Es decir,
segun la teoria que se ha construido no hay particulas de materia. Ademas, en la cuantizacién de la
teorfa solamente han surgido campos gauge abelianos (fotones), mientras que sabemos que existen
campos gauge no abelianos descritos por el modelo estandar y observados experimentalmente, que

no surgen con esta teoria.

Las teorias con las que se trabaja hoy en dia en investigacién, llamadas teorias de supercuerdas,
son teorias supersimétricas que solucionan los problemas que han surgido al desarrollar la teoria
de cuerdas bosénica y son una propuesta viable como teorias de unificacién, ya que reproducen el
modelo estandar a bajas energias. En esta seccion se va a explicar el esquema que se sigue para
construir la base de estas teorias. Una de las principales diferencias de las teorias de supercuerdas
respecto de la teoria de cuerdas bosénica es que al imponer que los conmutadores [M - M7 ] se
anulen no se obtiene la condiciéon D = 26, sino que se obtiene que la dimensién del espacio-tiempo
ha de ser D = 10.

10.2. Accidén y operadores

El primer paso para construir las teorias de supercuerdas es el de anadir a la acciéon de Pol-
yakov con la que se ha trabajado hasta ahora otro término dependiente de unas nuevas variables.
Sobre estas nuevas variables se impondran relaciones de anticonmutacion con el objetivo de repro-
ducir estados fermidnicos, ya que hasta ahora sélo se han considerado relaciones de conmutacion.

Considerando la accién

S = Sp+ Sy, (10.1)

donde Sp es la acciéon de Polyakov de la teoria de cuerdas bosénica y Sy la accién de Dirac en

una variedad de dos dimensiones dada por

5@:é;/@Tﬂww(wﬁ&44%w€+w&&f¢ywﬂ (10.2)

La accién Sy ya se ha expresado obviando las componenetes + y - ya que trabajando en el
gauge del cono de luz su dindmica queda determinada en funciéon de las deméds componentes. Se

impone ademds que las variables ¥ sean anticonmutantes, es decir,

(vl 3} = wlvd + vl = 0. (10.3)
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Esto implica en particular que
(¥4)? = 0. (10.4)

La variacién de la accién (sélo se va a variar el nuevo término de la accién porque ya se conocen

los resultados de variar la accién de Polyakov) da lugar a las ecuaciones del movimiento

0r +0)f =0 'y (9; — 0o)h =0 (10.5)

y a las condiciones de contorno

Wi (7,0%)6%] (,0%) — Pi(T,0%)8vh(T,0%) = 0 (10.6)

para todo 7 y para ¢* = 0, . Las soluciones son de la forma

i(r o) =Pi{(r—0) vy Yi(r,0) =3(r +o0). (10.7)

Como las ! aparecen de forma cuadrética en la accién, su signo no es fisicamente relevante.
Esto permite tomarlas { (7,0) = 14(7,0), de forma que las condiciones de contorno en o* = 0 se
satisfacen. Aunque el signo de las djé no es relevante per se, si que los es la relacion entre el signo

de las 9 y 94. Por lo tanto hay dos opciones para satisfacer la condicién de contorno en o* = 7

1/1{(7',%) = ing(r, ). (10.8)

Construyendo las variables

W (r.0) = {2/){(7, o) sioel0,7] (10.9)

Yi(r,—0) si o€ [-x,0],
cumplen que V! (7,0) = Vi(r — o) y Ul(1,7) = ! (r,7) = £d(r,7) = £¥(7, —7). Cuando
Ul(r,m) = +W! (7, —7), se dice que satisface condiciones de contorno de Ramond y en el caso

Ul(r,7) = —U!(7,—7) se dice que satisface condiciones de contorno de Neveu-Schwarz. Cada una

de estas condiciones de contorno da lugar a estados diferentes al cuantizar la teoria.

10.2.1. Condiciones Neveu-Schwarz

En este caso las funciones ¥/ cumplen la relacién ¥/ (7,0 + 27) = —¥(7,0) y como dependen

de T — o se pueden expandir

vi(ro)= Y bler(m) (10.10)
TGZ+%
ya que
6ir(o’+27r) — eiraei(nJr%)Qﬂ — pirogin2m jim _ _ jiro (1011)

Las reglas de anticonmutacién de las 1% inducen las reglas de anticonmutacién
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(bl 67} = 6,0600"7. (10.12)
Por lo que se interpretan bIl , bé, ... como operadores de aniquilacién y bi 1, bi 3,... COIMO Opera-

2 2 2 2
dores de creacién. Suponiendo la existencia de un estado de vacio |NS) sobre el que estos operadores
actuan, los estados del sector Neveu-Schwarz vienen dados por los siguientes productos tensoriales

que incluyen los estados de la cuerda bosénica

9 o0 9
W =TI Tt [T I1 L) INS)e bt r), (10.13)
J=2,

I=2n=1

Njw

_1
-1

geen

donde A7, son los niimeros de ocupacion conocidos de la cuerda bosénica y p, son los numeros
de ocupacién fermiénicos que sélo pueden tomar valores 0 o 1 ya que (67{ )2 = 0. La masa al cuadrado

de los estados de este sector, tras reordenar algunas sumas, viene dada por

1 1
Mg = —(N+- = 2), (10.14)
donde
(o]
Nt=>"al ol + > b/ b (10.15)
p=1 r:%,g,“.
De esta forma, los primeros estados son
» Para N+ = 0 se tiene el estado [N S) ® lp™, Pr) con M? = —2i,.

= Para N1 =1 se tienen los 8 estados b’ , [NS) ® |p*, pr) con M? = 0.
2

= Para N1 = 1 se tienen los 8 estados o’ [NS)® [p*, pr) v los estados b’ ;b7 | [INS)® |p™T, pr)
2 2

2_ 1
con I # J que cumplen M* = 5.

Introduciendo el operador (—1)f', donde F es el niimero fermiénico, y declarando que el estado

de vacio es un fermién
(~D)TINS) @ |pt,pr) = —INS) @ |p*, 51, (10.16)

se tiene que los estados con N+ semientero son bosénicos y los estados con N+ entero son
fermidnicos. De forma que surgen 8 estados bosénicos sin masa.
10.2.2. Condiciones Ramond

Para construir este sector se procede de manera analoga, s6lo que como en este caso se cumple

Ul (7,0 +27) = ¥l(1,0), la expansién es de la forma

U(r,0) =" dle (7). (10.17)
neL
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Las relaciones de anticonmutacién son andlogas a las obtenidas con las condiciones Neveu-

Schwarz

{dl d)} = 6pimod!”. (10.18)

Los ocho operadores d}) se pueden combinar linealmente para dar 4 operadores de creacién &,
&2, &3y &4 v sus respectivos operadores de aniquilacién. Suponiendo un estado de vacio |0) para
estos operadores, se pueden construir ocho estados de vacio con un nimero par de operadores &
denotados por |R,) con a = 1,...,8 y otros 8 estados de vacio con un niimero impar de operadores

¢ denotados por |Rz) con a = 1,...,8. Entonces, un estado general tiene la forma

9 o 9 o0
A =TT TT@2) IT TT (@) [Ra) @ |p*, ) (10.19)

I=2n=1 J=2m=1

donde |Ra) es uno de los estados |R,) o |Rg). La masa al cuadrado de estos estados viene dada

por )
M3 = aNl, (10.20)

donde - -
Nt=3"al ol +> nd’,d]. (10.21)

p=1 n=1

Introduciendo de nuevo el operador (—1) y declarando que el estado |0) es un fermién, se tiene

que todos los estados |R,) son fermiénicos y los estados |Rg) son bosénicos, todos ellos sin masa.

10.3. Supercuerdas abiertas

Para construir los estados de la supercuerda abierta se van a truncar los estados obtenidos en
los dos apartados anteriores, de forma que el espacio final de estados sea consistente y contenga la
misma cantidad de estados bosénicos y fermiénicos, obteniéndose asi una teoria de supercuerdas

abiertas supersimétrica.

Los estados |R,) y |Ra) transforman entre ellos como espinores sin mezclarse. La estrategia usual
es considerar solamente los estados que surgen de actuar con los operadores de creaciéon sobre los
estados |R,), de forma que se obtienen 8 fermiones sin masa y 128 estados fermiénicos masivos en el
primer estado excitado. Este sector suele denominarse R—. El sector R+, construido actuando sobre

los | Rg) con los operadores de creacion, no se tiene en cuenta en el caso de las supercuerdas abiertas.

Los estados construidos con condiciones de Neveu-Schwarz también se truncan. Teniendo en
cuenta que ya se han obtenido fermiones a partir de los estados que satisfacen las condiciones de
Ramond, se van a considerar solamente los estados bosénicos. Es decir, se van a considerar los
estados del sector N+ que son los que tienen valor de N+ semientero y, por lo tanto, son bosénicos
como ya se ha discutido previamente. Los estados férmionicos del sector N— con N entero no se

tienen en cuenta.
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10.4. Supercuerdas cerradas

Las teorias de supercuerdas cerradas se construyen ya que el graviton no aparece al cuantizar
cuerdas abiertas. Las supercuerdas cerradas, de manera analoga a como se vidé al cuantizar la
cuerda cerrada de la teoria de cuerdas bosénica, es una combinacién de una supercuerda abierta
que avanza hacia la derecha y otra hacia la izquierda, con cada una de las cuerdas que se mueve
hacia la derecha y hacia la izquierda siendo una supercuerda de uno de los sectores R+, R—, NS+
0o NS—. Dos de las teorias de supercuerdas més faciles de contruir, la teorfa tipo ITA y la tipo IIB,

se construyen considerando supercuerdas cerradas con diferentes combinaciones de este tipo.

M34s concretamente, la teoria tipo ITA se construye considerando las combinaciones: (N .S+, NS+),
(NS+,R+), (R—, NS+) y (R—, R+) y la teorfa tipo IIB considerando las combinaciones: (N .S+, NS+),
(NS+,R—), (R—,NS+) y (R—, R—). En ambas teorias los estados sin masa del sector (N.S+, NS+)
dan lugar a 64 campos bosénicos

G B, &, (10.22)

es decir, dan lugar a gravitones, al campo de Kalb-Ramond y al dilatén. En ambas teorias,
los dos sectores que mezclan un sector R con un sector NS dan lugar a un total de 128 estados
fermiénicos sin masa en el nivel fundamental. La principal diferencia entre estas dos teorias surge
del dltimo sector en el que se combinan dos sectores R. En la teoria tipo IIA el sector (R—, R+)
da lugar a los campos A, y A,,,, mientras que el sector (R—, R—) de la teorfa IIB da lugar a los
campos A, A, v Auypr. Todos estos campos son totalmente antisimétricos y sin masa. Pese a esta
diferencia, en ambos casos se anaden otros 64 estados bosénicos sin masa a la teoria, dando un

total de 128 bosones y 128 fermiones en ambas teorias.

Igual que en el caso de las cuerdas bosénicas, en todos los sectores surgen estados de masa
superior que no se tienen en cuenta ya que sus masas son del orden de la masa de Planck y por lo

tanto no son observables.

10.5. Otras Teorias de Supercuerdas

Hoy en dia se conocen cinco teorias de cuerdas supersimétricas consistentes. Dos de ellas son la
teoria tipo IIA y la teoria tipo IIB discutidas previamente. Las otras tres teorias son la heterdtica
Es x Eg, la heterdtica SO(32) y la tipo I. Las dos teorias heteréticas se contruyen combinando una
cuerda abierta bosonica y una supercuerda abierta y reciben sus nombres en funcién del grupo de
simetria gauge de la propia teoria. La teoria tipo I se construye con cuerdas abiertas y cerradas, con
la particularidad de que estas cuerdas son no orientadas, mientras que todas las deméas cuerdas y
supercuerdas consideradas hasta el momento eran orientadas. Estas cinco teorias de supercuerdas

predicen todas que la dimensién del espacio-tiempo ha de ser 10.

Aunque estas cinco teorias se construyan de formas distintas, hay dualidades, transformaciones

que permiten relacionar teorias aparentemente distintas, que las relacionan entre ellas. Las prin-
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cipales transformaciones de dualidad en teoria de cuerdas son la dualidad T y la dualidad S. La
dualidad T relaciona cuerdas propagandose en distintos espacio-tiempos, mientras que la dualidad
S relaciona una teoria de cuerdas en el régimen de acoplo fuerte con otra teoria de cuerdas, aunque
también puede ser con la misma, en el régimen de acoplo débil. La teoria tipo IIA y la tipo IIB
estan relacionadas por dualidad T, al igual que las dos teorias heteréticas. Por otro lado, la teoria
heterdtica SO(32) y la tipo I estan relacionadas mediante dualidad S. Ademds de todas estas re-
laciones, la teoria tipo I se puede entender como una proyeccion de tipo “orientifold” de la teoria
tipo IIB. Mientras que las dualidades tipo T pueden ser verificadas perturbativamente, las de tipo
S son mucho mas dificiles de verificar por trabajar en el régimen de acoplo fuerte de una de las

teorias involucradas. Todos los indicios apuntan, sin embargo, a que deben ser ciertas.

Ademés de todas estas relaciones entre las distintas teorias, se ha visto que los limites de bajas
energias de las teorias tipo IIA y heterdtica Eg x Eg se pueden entender como diferentes compactifi-
caciones de la teorfa de supergravedad, SUGRA, en 11 dimensiones en el régimen de acoplo fuerte.
Esto es especialmente alentador ya que existe una unica teoria de supergravedad en 11 dimensiones.
La existencia de estos dos limites da pie a definir la teoria M como la teoria que a baja energia
recupera SUGRA en 11 dimensiones y que en el régimen de acoplo débil da lugar a la teoria tipo
ITA o a la heterdtica Fg x Eg bajo compactificacién. El siguiente diagrama ilustra las dualidades y

relaciones mencionadas.

11d SUGRA

Compact.
onl

Het E8

Compact.
onS'’

Type IIA
T-Duality

T-Duality
Het SO(32)
S-Duality

Type IIB

Type |

Figura 1: Dualidades en Teoria de Cuerdas

La conexién que hay entre todas las teorias sugiere que, a pesar de que se construyen de formas
diferentes, todas ellas son diferentes representaciones de una misma teoria, la teoria M. Esto, junto

al hecho de que teoria de cuerdas permite recuperar a bajas energias la fisica del modelo estandar

Introduccion a la teoria de cuerdas 86



Gorka Prieto Varela 2022-2023

de particulas, sitia a esta teoria como la mejor candidata que existe en la actualidad a “teoria del
todo”.
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