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Resumen

Este trabajo esta incluido dentro del marco de la Teoria de la Proba-
bilidad Imprecisa. Esta teoria nace como una alternativa para generalizar
la Teoria de la Probabilidad Clésica en situaciones en las que la falta de
suficiente informacién provoca que la probabilidad no quede perfectamente
determinada.

A lo largo de este trabajo, nos centramos en unos modelos particula-
res dentro de las Probabilidades Imprecisas llamados modelos de distorsién
[6, 7]. Estos modelos aparecen de forma natural cuando la distribucién de
probabilidad que modela la incertidumbre asociada a un experimento no
esta perfectamente determinada debido por ejemplo a falta de informacién,
datos con excesivo ruido o expertos poco fiables. Para evitar que la falta
de informacion afecte a las conclusiones o inferencias que se puedan realizar
una posibilidad es “robustecer” la probabilidad dada tomando un entorno a
su alrededor con un determinado radio que representara la cantidad de im-
precision que se anade. Por tanto, para determinar un modelo de distorsién
son necesarios tres elementos: una probabilidad, un parametro de distorsién
y una funcion de distorsién que permita comparar probabilidades.

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio complementario al
realizado en [6, 7] mediante el estudio de los modelos de distorsién que se
obtienen al tomar como funcién de distorsién la distancia Euclidea y la
divergencia de Kullback-Leibler.

Este trabajo estd dividido en cuatro capitulos. En el primer capitulo
se realizard una introduccién a la Teoria de las Probabilidades Imprecisas
repasando sus principales conceptos. Ademés, en este primer capitulo tam-
bién se estudiard qué es un modelo de distorsién, sus propiedades y algunos
ejemplos de modelos de distorsién ya estudiados en otros trabajos.

En el segundo capitulo vamos a realizar el estudio del modelo de distor-
sién inducido por la distancia Euclidea. Definiremos este modelo, estudia-
remos sus principales propiedades y finalizaremos el capitulo con ejemplos
practicos del calculo de previsiones inferiores para este modelo y la respre-
sentacion grafica de su conjunto credal.

En el tercer capitulo se realiza un estudio del modelo de distorsién in-
ducido por la divergencia de Kullback-Leibler. Vamos a definir este modelo,
estudiar sus principales propiedades y veremos algunos ejemplos para el
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cédlculo de previsiones inferiores y previsiones superiores, también se reali-
zaré la representacion de su conjunto credal. En este capitulo se deja abierto
el estudio de algunas propiedades para este modelo debido a la complejidad
de célculo que implica trabajar con la divergencia de Kullback-Leibler.

Por 1ltimo, en el cuarto capitulo de este trabajo vamos a realizar una
comparacién entre los diferentes modelos de distorsion, los ya estudiados
en [6, 7] y los desarrollados a lo largo de este trabajo. Esta comparacién
se realizard en términos de las propiedades que verifican las funciones de
distorsién, de las propiedades que verifica cada modelo de distorsién y en
términos de la complejidad de cada modelo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a repasar los conceptos basicos de la Teoria de
la Probabilidad, su notacién y también daremos las condiciones generales
sobre las que vamos a estar trabajando a lo largo de todo este documento.

Ademsds, vamos a introducir todos los conceptos principales de la Teoria
de las Probabilidades Imprecisas y sus notaciones, veremos qué son las pro-
babilidades inferiores y las previsiones inferiores y la relacién que mantienen
entre si estos dos conceptos.

Por dltimo, veremos qué es un modelo de distorsién y algunas de las
propiedades que estos modelos pueden cumplir. Para finalizar este capitulo
veremos algunos ejemplos de modelos de distorsién conocidos como el mo-
delo pari-mutuel [5, 8, 11], el modelo linear-vacuous [3, 11] o el modelo de
la variacion total [4, 9].

1.1. Notacién

En esta seccién vamos a introducir algunos conceptos bésicos de la Teoria
de la Probabilidad y veremos alguna notacién que resulta muy comun en el
campo de las probabilidades imprecisas y que usaremos a lo largo de todo
este trabajo.

En general, la estadistica es la ciencia que se encarga del estudio de los
experimentos aleatorios. Estos experimentos vienen modelados por los es-
pacios de probabilidad. Un espacio de probabilidad es una terna (X, o, P)
donde & es un conjunto no vacio llamado espacio muestral, o es una o-dlge-
bra y P es una medida de probabilidad, es decir, una funcién P : 0 — [0, 1]
verificando los axiomas de Kolmogorov que nos determina la verosimilitud
de ocurrencia entre los diferentes sucesos de la o-algebra.

A lo largo de todo este documento estaremos trabajando sobre un espacio
muestral finito X = {z1,...,2,} de cardinal |X| = n, ademds vamos a
considerar como o-algebra de sucesos asociada al experimento a las partes
de X, P(X). Usaremos la notacion A C X para denotar un suceso A del
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espacio muestral X.

Al trabajar sobre un espacio muestral finito la probabilidad queda de-
terminada por su funciéon de masa de probabilidad. Esta funcién asocia a
cada elemento del espacio muestral X la probabilidad de que se cumpla. En
particular, se tiene que para nuestro espacio muestral X = {z1,...,z,} la
probabilidad P vendra dada por:

P{zi})=p; Vi=1,...,n

y debe verificar que p; > 0 para todo i = 1,...,n y que Y . p; = 1. Su
notacién vendrd dada por P = (p1,...,pn). De esta forma, dado un suceso
A C X con A # () su probabilidad viene dada por:

PA) =3 Pzt = 3 m
T, EA ;€A
Cuando consideremos la probabilidad inicial Py, usaremos la notacion Py =
(Y, ...,p%) para denotar a su funcién de masa de probabilidad.

A lo largo de este trabajo, denotaremos por P(X) al conjunto de to-
das las probabilidades definidas sobre P(X’), mientras que P*(X') denotard
al subconjunto de P(X) formado por aquellas probabilidades que aseguran
probabilidad estrictamente positiva a todos aquellos sucesos no vacios.

Consideramos a continuacién el concepto de variable aleatoria o, siguien-
do la terminologia del probabilista italiano Bruno de Finetti [2], apuesta.
Una apuesta, o variable aleatoria, es una funcién f : X — R que represen-
ta la ganancia obtenida f(x) si se obtiene como resultado del experimento
x € X. El conjunto de todas las posibles apuestas lo denotaremos por £(X').

En general, toda apuesta f se puede expresar como:

a; Si rz=ux
. n
as Sl r==x
foy=3 =3 aidpy (@), (L.1)
a, Sl x =z, =l

Un caso particular de apuesta es la funcién indicadora sobre un subconjunto
A de X. Denotamos a esta apuesta como f = I, y vendra dada por:

fo =m0 ={ g % L5y

Definimos la esperanza de una apuesta f respecto a la probabilidad P como:
Ep(f) = ) f)P{z:}) = Y flxi)pi.
T, eX T, eX

Si la apuesta f se expresa como en la Ecuacién (1.1), f =37, ailfyy (),
su previsién o esperanza viene dada por:

Ep(f) =Y aiP({xi}) =) ap:. (1.2)
=1 =1
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En particular, para la apuesta f = I4 su esperanza viene dada por:

Ep(Ia) = Y Ia(z)P({z:}) = Y_ P({z:}) = P(A).

T, X T, €A

Es decir, la probabilidad de un suceso es equivalente a la previsién o esperan-
za de su funcién indicadora. Este hecho tiene una consecuencia importante
puesto que la probabilidad P y su previsién u operador esperanza Ep aso-
ciada contienen la misma informacién probabilistica: a partir de P se puede
calcular la esperanza o previsién de cualquier apuesta (incluida la funcién
indicadora) y reciprocamente a partir de la previsién u operador esperanza
se puede obtener la probabilidad de cualquier suceso.

Por este motivo, en el campo de las probabilidades imprecisas es habitual
utilizar la notacién P(f), denominada como previsién de la apuesta f, en
lugar de la habitual Ep(f), entendiendo que P(A) es equivalente a P(I4)
para cualquier subconjunto A C X.

1.2. Probabilidades imprecisas

En esta secciéon vamos a explicar todos los conceptos béasicos de las pro-
babilidades y previsiones inferiores y la relacion que existe entre estos dos
conceptos.

1.2.1. Probabilidades inferiores

Definimos una probabilidad inferior como una funcién que asigna a cada
suceso A C X un valor en el intervalo [0, 1], es decir, P : P(X) — [0,1]
satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. P(0) =0y P(X) =1 (normalizacién).
2. Si A C B entonces P(A) < P(B) (monotonia).

Por otra parte, la probabilidad superior P : P(X) — [0, 1] se define como la
conjugada de la probabilidad inferior y viene dada por la siguiente relacion:

P(A)=1- P(A°) VACX.

A partir de la definicién de probabilidad superior e inferior podemos intro-
ducir el concepto de conjunto credal. Definimos el conjunto credal asociado
a la probabilidad inferior P como el conjunto de probabilidades cerrado y
convexo que dominan a la probabilidad inferior o que son dominadas por la
probabilidad superior, es decir:

M(P) = {P € B(X) | P(A)
— (P B(X) | P(4) >

v

(A) VAC X}

P
P(A) VAC X).
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Para poder trabajar en el campo de las probabilidades imprecisas, donde
las probabilidades no se conocen con precisién, es necesario imponer ciertas
condiciones de racionalidad que nos permitan trabajar de forma consistente.

La primera condicién de consistencia es la propiedad de evitar la pérdida
segura. Decimos que una probabilidad inferior P evita la pérdida segura si
su conjunto credal es no vacifo, es decir, M(P) # (). Esta propiedad nos
garantiza que al menos existe una probabilidad que es compatible con la
informacién proporcionada por la probabilidad inferior.

Una segunda condicion de racionalidad, més fuerte que la anterior, es la
condicion de coherencia. Decimos que una probabilidad inferior es coherente
si para todo A C X existe P € M(P) tal que P(A) = P(A). Es decir, P es
coherente cuando P es la envolvente inferior de M(P).

Dada P una probabilidad inferior coherente y P su probabilidad su-
perior conjugada, entonces para todo A, B C X se verifican las siguientes
propiedades [11]:

1. P(A) =min{P(A) | P € M(P)}.
2. P(A) =max{P(A) | P € M(P)}.
3. Coherencia = Evitar pérdida segura.

4. P(A) < P(A).

5. Si AN B = () entonces P(AU B) > P(A) + P(B).
6. P(AUB) < P(A) + P(B).

Las probabilidades inferiores pueden tener diferentes interpretaciones, una
de ellas es la interpretacién epistémica de la probabilidad. En esta interpre-
tacién tenemos un experimento donde la incertidumbre es medida por una
probabilidad P, el problema es que no disponemos de suficiente informacién
para garantizar el valor exacto de todos los valores de la probabilidad Fj.

Para resolver este problema tomamos la probabilidad inferior y superior
como cotas de la probabilidad Py, es decir:

P(A) < Ry(A) < P(A) VACX.

De esta forma, desconocemos cémo es exactamente la probabilidad Py pero
podemos garantizar que pertenece al conjunto credal M(P).

Otro tipo de interpretacion es la comportamental de Bruno de Finetti
[2]. Esta interpretacién puede verse como un sistema de apuestas cldsico
donde vamos a estar apostando dinero (comprando y vendiendo apuestas)
sobre un suceso A.

La interpretacién de de Finetti marca un precio justo para la apuesta, es
decir, un precio donde apostar no nos proporcionara ni beneficios ni pérdidas,
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y a partir de este precio vamos a definir unas cotas a partir de las cuales nos
interesard comprar o vender la apuesta sobre el suceso A.

En este contexto, definimos la probabilidad inferior P(A) como el supre-
mo del precio de compra aceptable para el suceso A. Por otro lado, definimos
la probabilidad superior P(A) como el infimo del precio de venta aceptable
para el suceso A.

Esto quiere decir que por debajo de la probabilidad inferior deberiamos
comprar esa apuesta y por encima de la probabilidad superior deberiamos
vender esa apuesta, pero no disponemos de suficiente informacién para de-
cidir cuando el precio de compra/venta de la apuesta estd en el intervalo

[P(A), P(A)].

1.2.2. Previsiones inferiores

La idea de prevision inferior es similar a la de probabilidad inferior, pero
considerando un dominio més amplio: el conjunto de todas las apuestas £(X)
en lugar de P(X).

Una prevision inferior es una funcién P : L(X) — R que asigna a cada
apuesta f € L£(X) un valor nimerico en los niimeros reales.

Por otra parte, la previsién superior P la definimos como el opuesto de
la previsién inferior de la apuesta — f, es decir:

P(f)=-P(-f) VfeL&X). (1.3)

El conjunto credal asociado a la prevision inferior P viene definido de igual
forma que para probabilidades inferiores, es decir, como el conjunto de pro-
babilidades que dominan a la previsién inferior para todas las apuestas:

M(P) ={P e P(X) | P(f) = P(f) VfeL(X)} (1.4)
={PeP(X)|P(f) = P(f) VfeL@X)}

De igual forma que cuando trabajamos con probabilidades superiores e in-
feriores, es necesario imponer ciertas condiciones de consistencia. Estas pro-
piedades son las mismas que para probabilidades inferiores, la propiedad de
evitar la pérdida segura y la de coherencia.

Diremos que P evita la pérdida segura cuando M(P) # 0 y que P es
coherente si para cada f € L(X) existe un P € M(P) tal que P(f) = P(f).

Para previsiones inferiores, la condicién de coherencia es equivalente a
comprobar que para todo f,g € M(P) y A > 0 se tiene que:

1. P(f) > mingex f(x).
2. P(\f) = AL(f).
3. P(f+g) > P(f) + P(g).
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Al igual que para probabilidades inferiores hablaremos de dos tipos de in-
terpretaciones para la prevision inferior: la interpretacion epistémica y la
comportamental.

La interpretacion epistémica para previsiones inferiores se basa en que
no conocemos con exactitud la incertidumbre del experimento que medimos
mediante la probabilidad Py. Entonces, vamos a utilizar toda la informa-
cion disponible para tomar como cotas la prevision superior e inferior no
solamente de sucesos, sino de apuestas:

P(f) < Po(f) < P(f) VfeL(X).

Al igual que con probabilidades inferiores, desconocemos quién es exacta-
mente Py pero podemos garantizar que pertenece al conjunto credal.

Por otra parte, la interpretacién comportamental es muy similar al caso
con probabilidades. La previsién de una apuesta f se puede entender como
el precio de compra (o de venta) justo para esa apuesta y f(x) nos propor-
ciona la ganancia (o pérdida) obtenida en la apuesta f si el resultado del
experimento ha sido x € X.

El beneficio de cada apuesta es sencillo de calcular pues s6lo es necesario
considerar la ganancia obtenida a la que hay que restarle el precio que se ha
pagado por esa apuesta.

Hablaremos de precio justo si el beneficio obtenido por comprar (o ven-
der) esa apuesta f es cero, es decir, ni perdemos ni ganamos.

En este caso, P(f) representa el supremo del precio de compra para la
apuesta f, y P(f) representa el infimo del precio de venta para esa misma
apuesta. La interpretacion en este caso es la misma que en el caso de pro-
babilidades, por encima de P(f) vendemos la apuesta y por debajo de P(f)
la compramos.

Anteriormente hemos definido el conjunto credal como un conjunto de
probabilidades cerrado y convexo, por este motivo este conjunto viene ca-
racterizado por sus puntos extremos.

Diremos que P es un punto extremo del conjunto credal M(P) si verifica
que si P = aP; + (1 — a) P, para algin Py, P» € M(P) y a € [0, 1] entonces
resulta que P = P; = P,. Denotaremos al conjunto de todos los puntos
extremos asociados al conjunto credal M(P) como ext(M(P)).

Si P € ext(M(P)) entonces existe una apuesta f € L£L(X') de forma que
P es la tnica probabilidad en M(P) verificando que P(f) = P(f).

Por tanto, si P es una previsién inferior coherente, se cumple que para
todo f € L(X):

P(f) = min {P(f) | P € M(D)} = min {P(f) | P € ext(M(D))}. (1.5)
P(f) =méx{P(f)| P € M(P)} = max{P(f) | P € ext(M(P))}.
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1.2.3. Relacién entre las previsiones inferiores y las proba-
bilidades inferiores

Hemos explicado anteriormente la relaciéon que existe entre previsiones y
probabilidades, concretamente vimos que toda probabilidad de un suceso A
puede ser vista como la previsién de una apuesta dada por la funcion indi-
cadora sobre A, es decir, P(I4) = P(A), y que por tanto una probabilidad
y su prevision asociada son equivalentes.

Por otra parte, los conjuntos credales y las previsiones inferiores cohe-
rentes resultan conceptos equivalentes. Si tenemos informaciéon sobre una
prevision inferior coherente es sencillo obtener su conjunto credal que viene
dado por:

M(B) ={P eP(X) [ P(f) = E(f) Ve LX)}

Por otra parte, si tenemos un conjunto credal definido podemos expresar la
prevision inferior coherente asociada como:

P(f) = min{P(f) | P € M(P)}.

Por lo tanto se trata de la misma informacién probabilistica expresada de
forma diferente.

Pero no ocurre lo mismo con la probabilidad inferior coherente ya que
diferentes conjuntos credales, y por tanto diferentes previsiones inferiores
coherentes, pueden tener la misma restriccién a sucesos. Veamos un ejemplo:

Vamos a tomar dos conjuntos credales diferentes de tal forma que su
probabilidad inferior asociada sea la misma y veremos cémo la prevision
inferior para una misma apuesta es diferente.

Sea el espacio muestral X = {x1,z2,23} y consideremos las previsiones
inferiores coherentes P y () cuyos conjuntos credales M(P) y M(Q) tienen
como extremos:

ext(M(P)) = {Py, Py, Ps} = {(0.1,0.3,0.6), (0.7,0.1,0.2), (0.5,0.4,0.1)}.
ext(M(Q)) = {Q1,Q2,Qs} = {(0.7,0.2,0.1), (0.3,0.1,0.6), (0.1,0.4,0.5)}.

Teniendo en cuenta que la probabilidad inferior sobre un suceso A viene dada
por P(A) = min{P(A) | P € M(P)}y por Q(A) = min{Q(A4) | Q € M(Q)}

se obtiene la siguiente tabla con la probabilidad inferior para Py Q.

| {z1} | {wo} | {as} | {zr 20} | {m1, 23} | {w2, 23}
Pl 0.1 0.1 0.1 0.4 0.6 0.3
Qlo1|o1|o1| 04 0.6 0.3

Por tanto, la restriccion a sucesos de P y @ coinciden, pero P y @ son
distintos. Por ejemplo, sea f una apuesta dada por f = 101,y + 201(,,} +
301y,,1. Esta apuesta es la que recompensa al jugador con 10 si el resultado

10
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del experimento es x1, con 20 si el resultado es xa y con 30 si el resultado
es I3.

Usando la Ecuacién (1.5) y la Ecuacién (1.2) para calcular las previsiones
inferiores se tiene que:

P(f) = min {P(f), P>(f), Ps(f)} = min {25, 15,16} = 15.
Q(f) = min {Q1(f), Qs(f), Qs(f)} = min {14,23,24} = 14.

Acabamos de ver, que aunque P y ) tengan la misma restriccién a sucesos
su previsién inferior sobre una misma apuesta es diferente, es decir, dos
previsiones inferiores diferentes pueden tener las misma restriccién a sucesos.

Por este motivo vamos a trabajar a lo largo de todo este trabajo con pre-
visiones inferiores ya que resultan més informativas que las probabilidades
inferiores.

A continuacién, vamos a estudiar una propiedad muy importante que
cumplen algunas previsiones inferiores, se trata de la 2-monotonia. Diremos
que P es 2-monoétona si verifica que:

P(fvg)+LE(fNg) = E(f)+E(9) Yf g€ LX)

donde V indica el minimo y A el médximo punto a punto.
Si consideramos su restriccién a sucesos, entonces decimos que P es 2-
mondtona si:

P(ANB)+ P(AUB)> P(A)+ P(B) VA, BCAX.

La importancia de la 2-monotonia en esta teoria es que nos permite rela-
cionar las probabilidades inferiores con las previsiones inferiores ya que una
previsiéon inferior 2-mondétona y su probabilidad inferior 2-mondtona aso-
ciada resultan equivalentes, es decir, expresan la misma informacién proba-
bilistica. Ademds, si una prevision o una probabilidad inferior es 2-mondtona
entonces también se tiene que cumple la propiedad de coherencia.

Ya hemos visto anteriormente cémo se puede obtener la probabilidad de
un suceso A a partir de una previsién inferior, basta considerar la apuesta
f = 14, pero si disponemos de la propiedad de 2-monotonia es posible
calcular la prevision inferior a partir de la probabilidad inferior.

Si P: L(X) — R es una previsién inferior 2-monétona y P’ : P(X) —
[0,1] denota su probabilidad inferior coherente asociada obtenida como la
restriccién a sucesos:

P'(A)=P(I;) VACAX,

entonces P(f) se puede calcular usando P’ como:

P(f) = (C) / fdP’ (1.6)

11
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donde (C) [ representa un operador llamado integral de Choquet [1] de la
apuesta f respecto de la probabilidad inferior P’ y viene dado por:

max f

P()=(©) [ 1aP = miy f@)+ [ P (x| flx) 2 o
TeX min f
La 2-monotonia de la probabilidad inferior coherente nos garantiza que la
probabilidad inferior tiene una tinica extension a apuestas en forma de pre-
visién inferior 2-mondtona. Ademads, otra ventaja de trabajar con probabi-
lidades inferiores 2-mondtonas es que el cdlculo de los puntos extremos del
conjunto credal es mucho més simple. Estos puntos extremos vienen dados
por {P, | o € S,} donde S,, representa el conjunto de permutaciones de
{1,...,n} y @, representa la i-ésima permutacién de los elementos del
espacio muestral. De esta forma los puntos extremos P, vienen dados por:

PU({xa(l)}) = B({wo(l)})
Pr({z52)}) = P{Zo1): To2)}) — P{To1)})-

Pr({zoi)}) = P{T0q1), - To@y }) — PH{To(1)s - - 5 Ta(i=1)})-

Pcf<{xa(n)}) = B({'ra(l)v R xa(n)}) - B({xa(l)v s 7m0(n—1)})
=1- B({$U(1)> s 71'0(71—1)})'

Es por ello que si P es 2-mondtona entonces M (P) tiene como mucho
n! puntos extremos [1].

1.3. Modelos de distorsion

A lo largo de este trabajo vamos a estudiar un tipo particular de previsio-
nes inferiores que son las que se obtienen mediante los modelos de distorsion.

Los modelos de distorsién se basan en la idea de tomar una probabilidad
inicial Py € P(X) sobre la que se va a definir un entorno mediante una
funcién de distorsién d : P(X) x P(X) — [0,00) que sirve para comparar
probabilidades, y un pardametro de distorsién § > 0 que indica la cantidad
de imprecision que se anade al modelo.

De esta forma se define el modelo de distorsién dado por Py, d y § como
la bola cerrada dada por:

Bj(Py) = {P € P(X) | d(P, Py) < 6}. (1.7)

Este conjunto contiene a todas las probabilidades que distan de la probabi-
lidad inicial Py como mucho §. Las funciones de distorsién pueden satisfacer
las siguientes propiedades:
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1.3. MODELOS DE DISTORSION

» Axioma 1 (Definida positiva): d(P, P»)=0 si y sélo si P = P
VP, Py € P(X).

» Axioma 2 (Simetria): d(Py, P») = d(P2, P1) VP, Py € P(X).

» Axioma 3 (Desigualdad triangular): d(Py, P3) < d(Py, P2) + d(Ps, P3)
VP, Py, Ps € ]P)(X)

» Axioma 4 (Convexidad):
d(aP; + (1 — )Py, P3) < max{d(Py, P3),d(P, P3s)} VYa€l[0,1]y
VP, P, Ps € ]P)(.)()

» Axioma 5 (Continuidad): VP, Py, P, € P(X) y Ve > 0,30 > 0 tal que
si ||P1 — P2|| < ¢ entonces se tiene que |d(P1, P) — d(Pa2, P)| < e.

La funcién de distrosion d es una distancia cuando satisface los axiomas 1, 2
y 3. Ademas, si verifica los axiomas 4 y 5, es decir, la funcién de distorsién
es continua y convexa, entonces se tiene que la bola definida en la Ecuacion
(1.7) es cerrada y convexa, es decir, se trata de un conjunto credal y por
tanto coincide con M(Py) [6, Prop.3.1], donde P, es la previsién inferior
coherente definida como la envolvente inferior de Bg(PO) dada por:

Py(f) = mf{P(f) | P € M(Py)} = inf {P(f) | P € By(Po)}
= tf {P(f) | d(P,Py) < 6} Vf € L(X).

Como ya hemos explicado, el objetivo de este trabajo es estudiar diferentes
modelos de distorsién para complementar los ya estudiados en [6, 7] y poder
hacer una comparacién de todos ellos.

En [6, 7] se recoge el estudio de los modelos de distorsién desde un
punto de vista general y tedrico. Ademads se particulariza este estudio para
algunos modelos concretos de especial interés por sus propiedades como son
el modelo pari-mutuel (PM M), el modelo linear-vacuous (LV) y el modelo
total-variation (7'V).

A lo largo de estos dos estudios se trabaja bajo la hipdtesis de que la
probabilidad inicial Py pertenece a P*(X) y que el pardmetro de distorsién
0 es lo suficientemente pequeno para garantizar que Bfl(Po) C P*(X). Para
mantener una consistencia con estos resultados ya estudiados trabajaremos
a lo largo de este trabajo en nuevos resultados bajo estas mismas hipdtesis.

Consideremos primero el modelo linear-vacuous, también llamado mo-
delo de e-contaminacién [3, 11].

La funcién de distorsién que genera este modelo es drpy : P*(&X) x
P*(X) — [0,00) y viene dada por:

doy (P, Q) = méx Q(AC?)(AI)D(A).

13



1.3. MODELOS DE DISTORSION

Dada la funcién de distorsién dry, una probabilidad inicial Py y un parame-
tro de distorsién § > 0 podemos considerar el siguiente conjunto credal:

By, (Py) ={P € P(X) | dpv (P, Ry) < 5},

La probabilidad inferior y superior asociada a este modelo vienen dadas por:

L
Pry(A) = { él Ol : iig

El modelo linear-vacuous es 2-mondtono. Por tanto, su extension a apuestas
es unica y viene dada por la integral de Choquet (1.6).

Consideremos ahora el modelo pari-mutuel. Este modelo esta generado
por la funcién de distorsién dppsps : P*(X) x P*(X) — [0, 00) dada por:

. Q(A) — P(A)
P = .
dpym (P, Q) T = QA)
Dado un parametro de distorsion § > 0 y una probabilidad inicial Py, el
conjunto credal asociado a este modelo viene dado por:

B0 (Po) ={P € P(X) | dpprn (P, Po) < 0}

Las probabilidades coherentes inferiores y superiores asociadas a este
modelo vienen dadas para cada A C X por:

Ppyrar(A) = méx{0, (1 + 5)Py(A) — 6}

Este modelo nace como un sistema para realizar apuestas donde § respre-
senta el factor de ganancia de la casa de apuestas. Para més detalle sobre
este modelo nos referimos a [8, 11].

Se tiene que la probabilidad inferior asociada Ppj;; €8 2-mondtona, y
por tanto su extension a apuestas, que también es 2 ménotona, es tnica y
viene dada por la integral de Choquet (1.6).

Por 1dltimo, vamos a ver el modelo basado en la distancia de variacion
total [4, 9]. Dadas dos probabilidades P, ) € P(X) la distancia de la variacién
total viene dada por:

drv(P,Q) = mix | P(4) —Q(4) |.
Sea un parametro de distorsién & > 0 y una probabilidad inicial Py, el
conjunto credal asociado a este modelo viene dado por:

BS,., (Po) ={P € P(X) | dry (P, Py) < 6}

14



1.3. MODELOS DE DISTORSION

Las probabilidades inferiores y superiores para este modelo vienen dadas

por:

Py (A) = { IlnéX{O’PO(A) R AT
Pry(A) = { Bm’n{l,Po(A) +6} : jig

El modelo de variacién total es 2-monétono [7] y por tanto tiene una tnica
extension a apuestas y viene dada en términos de la integral de Choquet

(1.6).
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Capitulo 2

Modelo de distorsiéon
generado por la distancia

FEuclidea

A lo largo de este capitulo vamos a definir y estudiar las diferentes propie-
dades del modelo de distorsién generado por la distancia Euclidea. Ademés,
definiremos las previsiones y probabilidades inferiores y superiores para este
modelo.

Para finalizar este capitulo veremos un ejemplo de calculo de las previ-
siones inferiores para este modelo y la representacién grafica de su conjunto
credal.

2.1. Definicién del modelo

En esta seccion vamos a definir el modelo de distorsién generado por
la distancia Euclidea. Para dos probabilidades P,@Q € P(&X) la distancia
Euclidea viene dada por

En este estudio vamos a considerar una probabilidad Py € P*(X) y un
pardametro de distorsién 6 € (0,1). Con estos elementos definimos la bola
cerrada centrada en Py con parametro de distorsion d respecto a la distancia
Euclidea que viene dada por:

By(Py) = {P € P(X) | dp(P, P) < 6}

—{PecP)| (P(z:) — Po(x:))2 < &

1

n

7
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2.1. DEFINICION DEL MODELO

Como ya hemos introducido en la Secciéon 1.3, a lo largo de este estudio
vamos a trabajar bajo la hipétesis de que el pardmetro de distorsion delta
elegido es suficientemente pequeno para garantizar que BS(PU) C P*(X), de
esta forma, seguimos trabajando bajo las hipétesis generales que se usan en
los estudios [6, 7].

En la Seccion 1.3 se definen cinco axiomas que una funcion de distorsion
puede cumplir, vamos a comprobar los que verifica la distancia Euclidea.

Proposicion 2.1. La distancia Euclidea di definida satisface los axiomas:
1,2, 3 4y

Demostracion. Como dg es una distancia es simétrica, definida positiva y
cumple la desigualdad triangular por lo que cumple los axiomas 1, 2 y 3.
Veamos que verifica el axioma 4. Sean P, Q, H € P(X) y a € [0, 1] arbitrarios
tales que p; = P({z;}), ¢i = Q({x;}) y hi = H({x;}) paracadai=1,...,n.
Entonces:

n

dp(aP + (1= a)Q, H) = |3 ((aP({z:}) + (1 — 0)Q({x:})) — H({:}))”

i=1

n

= Z ((api + (1 — ) qs) — hi)2-

=1

Sumando y restando ah; se tiene que:

n

dp(aP + (1 -a)Q,H) = |3 ((api + (1 — a)q;) — hs)’

=1

n

=D ((api + (1 = @)qi) — hi + o — ah;)’

=1

n

= Z (api —ahi+(1—-a)g —(1— a)(hi))Z

=1

n

= \[ 2 (0pi — hi) + (1= @) (g — h)) .

=1

Aplicando la desigualdad de Minkowsky que dice:

n

=1 =1

i=1

17



2.1. DEFINICION DEL MODELO

se obtiene lo siguiente:

n

dp(aP + (1 -a)Q,H) = |3 (alpi — hi) + (1 — a)(q; — hs))?
=1

n n

<\ D@ —ha)? + | D (1= a)(a — hi))?

=1 =1
— adp(P,H) + (1 — a)dp(Q, H)
< méx{d(P, H),d(Q, H)}.

Por lo que queda probado que la distancia Euclidea verifica el axioma de
convexidad.

El axioma de continuidad se cumple porque la distancia Euclidea es una
composicién de funciones continuas, y por tanto, se trata de una funcién
continua. ]

De acuerdo con [6, Prop.3.1], si la funcién de distorsién d : P(X) x
P(X) — R* es continua y convexa, entonces la bola B%(P) es cerrada
y convexa, es decir, se trata de un conjunto credal y por tanto coincide
con M(Pp), donde P es la previsién inferior coherente definida como la
envolvente inferior de B, (Fp):

Pp(f) =min{P(f) | P € By(Py)} = min{P(f) | P € dg(P, R) < 6}

para cada apuesta f € L(X). De esta forma se tiene que el conjunto credal
viene dado por:

M(Pp) ={P € P(X) | P(f) > Pp(f) Vfe€ LX)} =Bx(R).

A continuacién, vamos a ver que los puntos extremos del conjunto credal
M(P) pertenecen a la frontera de la bola BY(F).

Proposicién 2.2. Sea § >0 y Py € P*(X) de forma que By (Py) C P*(X),
y sea [ una apuesta no constante. Entonces, si Pr(f) = P(f) para algin
P € BY(Py) se tiene que dg(P, Py) = 6.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que dg(P, Py) <y
veamos que existe P* € BY(Py) tal que P*(f) < P(f) lo que implicarfa la
siguiente contradiccion:

P*(f) < P(f) = Pp(f) = min{P(f) | P € By(Po)}.

Sea la probabilidad P = (p1,...,pn), y consideremos la apuesta f dada por
f(x) =>"" 1 aily,(z), cuya previsién es P(f) = > 1 | aip;.

Sea a; = MaxX1<j<p @; ¥ sea aj = minj<;<, a;, de tal forma que podemos
asegurar que ay < a; ya que la apuesta f es no constante por hipdtesis.
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2.1. DEFINICION DEL MODELO

Sea € > 0 verificando que:

i 1
€ < min {pj, 1—p, 8 (52 —dg(P, Po)z)} .

Se tiene que p; > 0y 1—p;, > 0 pues por hipétesis B5E(Pg) C P*(X). Ademas
% ((52 —dg(P, P0)2) > 0 ya que por hipétesis dg (P, Py) < 0.
Definimos la probabilidad P* = (p],...,p;,) donde p} vienen dados por:

pj—€ sii=].
p;i =P"({zi}) =S ppr+e sii=k.
Veamos que P* es una probabilidad, es decir, que pj, ..., p;, son no-negativos
(de hecho, por construccién son estrictamente positivos) y su suma es 1:
Esté claro que para todo i # j,k p; =p; > 0y que p, + € < 1, puesto

que € < 1 — pg. Ademds, p; — e > 0 ya que € < p; por hipétesis.
Por ultimo, veamos que su suma es 1.

n n n
dpi=) pite—e=) p=1
=1 =1 =1

Con todo esto, se tiene que la previsién P*(f) cumple que:
n
P*(f) = aip} = > ap} + a;p} + axp
i=1 ik

n
= Z aipi +a;(pj — €) + ar(pk +€) = Zaipi + (ar — aj)e.
i#jk i=1

Pero ap — aj < 0 por ser ay = minij<;<, a; y aj = maxi<j<pa; y € > 0, por
lo que tenemos que:
n n
P*(f) = api + (ax — aj)e < Y aipi = P(f) = Pg(f).
i=1 i=1

Veamos ahora que P* € B% (Py), es decir, que dg(P*, Py) < 4, o equivalen-
temente que d%(P*, Py) < §%. Usando la notacién Py({z;}) = p? para cada
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2.1. DEFINICION DEL MODELO

1=1,...,n, se tiene que:

n

dp(P*.Po) =3 (P*({x:}) = Po({i}))” Z

=1
=Y -+ - )+ (o — P}
ik
= i =)+ (b — € =P + (pr + € — p)?
ik
2 2
= pi—p)?+ (0 — 1Y) =€)+ ((px — PR) +¢)
i#h
=Y (i — D)+ ((p; — 19)* — 2e(p; — ) + €
oy
+ ((px — PR)* + 2¢(pr — p}) + €)
= (i — D))+ (p — P + (o — PR)?
i#h
— 2€(p; p]) + 2¢(p — pk) + 2¢2

n

:Z(pi_ 0)? = 2¢(p; p])+2€(pk_pk)+2€
i=1

= dy;(P, Po) — 2¢(pj — px + 1) — 1) + 2€°.
Como € < p;j <1 se tiene que €2 < e y ademds se tiene que:
lpj — Pk + PR — Py < 2.
Usando estas dos propiedades se obtiene que:
dy(P*, Py) = di(P, Py) — 2¢(p; — pr + pj — ) + 2€°
< d%(P, Py) + 4€ + 2¢ = d3,(P, Py) + 6
52 B dQE(Pa PO)
6

Finalmente, hemos encontrado una probabilidad P* en la bola BY(F) tal
que P*(f) < Pg(f). Llegamos a contradiccién al suponer que dg(P, Fy) < 4,
por tanto dg (P, Py) = 0. O

< d%(P,Py) +6 =52

A continuacién, vamos a estudiar la expresién que toma la previsién infe-
rior Pp(f) para una apuesta cualquiera f(z) = >_"" | a;I,,(x) no constante
asociada al conjunto credal M(Pp).

Proposicién 2.3. Sea Py € P*(X), § > 0 de forma que B3 (Py) C P*(X),
y sea [ una apuesta no constante. Entonces la prevision inferior Pp(f) y
superior Pg(f) vienen dadas por:

Pp(f) = Po(f) — 6v/nSy (2.1)
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2.1. DEFINICION DEL MODELO

Pr(f) = Po(f) +6vnS; (22)
donde f = %2?21 a; es el valor medio de los valores de fy donde Sy =

\/% S (a; — f)? es la deviacion tipica de los valores de la apuesta f.

Demostracion. La prevision inferior inducida por este modelo viene definida
por:

Pp(f) =min{P(f) | P € BL(R)} = min{P(f) | dg(P, Ry) < 8}

Por este motivo nos proponemos calcular min{ P(f) | P € B%(Py)} donde

P(f) viene dada por P(f) = >, a;P({z;}).
Fijémonos que toda P € B$,(Py) se puede expresar como P({z;}) =
Po({xi}) + ;i donde > | ; = 0. Entonces se tiene que:

min  P(f)= min ZP {zi})a; = mln Z (Po({zi}) + ai)a;

PeBS,(Po) PeBS,(Py )i e

= min —&—E a;o; | = Po(f) + min g a; 0.
a1,...,0p a1, 70471.

Ademds, puesto que podemos expresar p; = p) + o; donde P({z;}) = p;,
Po({z;}) = p) para cada i =1,...,ny dg(P, Py) = §, se tiene que:

pi=pi +0i=pi—p] =i = (pi—p)* = o]
n n
02 2

=D (i-p)?=) o
1=1 i=1
n

éZa? = 2.
i=1

Nos planteamos calcular ming, ., Y~ @0 sujeto a las siguientes condi-

ciones:

-----

n n
E a; = 05 E a? =62
i=1 =1

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange obtenemos una funcién
con multiplicadores A y 1 dada por:

L(alv "'aanv)‘>77) = iaiai - )\ial -n <ia22 - 52) :
=1 =1 =1
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2.1. DEFINICION DEL MODELO

La funcién L es de tipo polindmica, por lo que es continua y derivable en
todos sus puntos y su gradiente (V(L)) viene dado por:

oL
% a; — 2na; — A
daz az — 2nag — A
vy =| | = :
2 g)TL n — 2N0, — A
ar n
» _nzz‘:%ai 2
a% —(Xoim of —6%)

Igualando a cero el gradiente encontraremos los puntos estacionarios de esta

funcion:
a1 — 2nag; — A
as — 2nag — A
V(L) = : =0.
Qn — 200y — A

— D i
_(Z?:l O‘z‘z - 52)

Sumando las n primeras ecuaciones y usando que Z?zl a; = 0 se tiene que:

D iy i — 7.

n

zn:ai—ann:ai—n)\:()j)\:
=1 i=1

donde f es el valor medio de los valores de la apuesta f. _
En general, las n primeras ecuaciones vienen dadas por —2na; — f4a; = 0

paracadai=1,...,n.
Despejando «; se tiene que «; = J: _2‘;;, elevando al cuadrado esta expre-

sién y sumando las n ecuaciones tenemos que:
n

i=1

2_n 2_n(?*ai)2 2¢2 F N2
0 —Zai—274n2 = 4n°0 —Z(f a;)” =
i=1

i=1

(f—a)? 1
402 *%\/ﬁsf'

Hemos encontrado los puntos estacionarios de la funcion L en (a, ..., ap, A, 1)

donde:

_7 _1 . e ai—f
A=f; 77_25\/7;Sf7 ;= "o _5\/ﬁSf

Veamos si estos puntos estacionarios son méaximos o minimos. Para ello
debemos calcular los 2 4+ r menores principales, denotados B,, de la matriz
Hessiana parar = 2+1,...,n y observar si (—1)" | B,| es positivo o negativo.
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2.1. DEFINICION DEL MODELO

La matriz Hessiana limitada (7(L)) viene dada por las derivadas par-
ciales de la funcién de Lagrange:

2L 2L 2L ... 9L
ON2 00N 0Adaq 0AOay,
%L 9L %L . 9%L
OO on? Inday Inday,
%L %L 9L o 9%L
H(L) = | 9307 Dndar  0a2 dardan
%L %L 2L %L
INda,  Onday,,  Oa1dany da2
0 0 -1 -1 -1
0 0 —20&1 —2042 —204n
-1 —20; —27 0 0
| -1 —2a9 0 —2n 0
-1 —2a, 0 0 e =21
Entonces, los menores principales B, parar = 2+1,...,n vienen dados por:
2L 9L 2L 9L
N2 OO ONOay ONDaur
02L 92L %L . o0%L
OO on? onda onday
2L L 2L .. 2L
B, = | 9X0a1  @ppar  0a2 daidar
%L o0%L 0%L . %L
oo,  Ondayr  Oaidan da?2
0 0 -1 -1 -1
0 0 —201 —2a9 —2q,
-1 —2a1 —2n 0 0
-1 —2ay 0 —2n 0
-1 —2a, 0 0 —2n

Si dividimos la matriz B, en cuatro submatrices tal que:
B B
B, = < 11 1,2)
Bs1 Bop
entonces el determinante de B, viene dado por:
|By| = B2 - ‘Bl,l - 31,235,532,1‘ - (2.3)

- -t .
Sean los vectores a,' = (ay,...,a,) y 1, = (1,...,1), ambos de dimen-
sién r, y sea I, la matriz identidad de orden 7, entonces podemos tomar la
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2.1. DEFINICION DEL MODELO

siguiente descomposicion en submatrices de la matriz B,.:

it
B11 = 02x9; Bio=| _".]|;
1,1 2%2 1,2 (_202;15>
By = (—1;,—2d;); Bao = —2n1,.

Utilizando esta descomposicién de B, y la Ecuacién (2.3) se puede calcular
su determinante:

—1

_ 00 _17' -1 e -
0 0 1 —r _ZT_ 20[)

= —2 I [ r TZ‘_I 1

=20l (0 0> 2n <_ doic1 206 =i 4o

1 —r = 2q

= |—2n1. N =1 2
I=2nl| —2n (_ dici20; =30 40‘?)

T " 2
., 4r 4
= (—2) W;ai_(%f <§a>
- oy (3 ‘(Zaz)

Finalmente teniendo en cuenta que n = 2—15\/58 ¢+ > 0y que la varianza de
los r primeros valores de «;, es decir aq, ..., a,, es siempre positiva, ya que
a; € R para todo¢=1,...,n, y viene dada por:

1 ¢ 1 ¢ ’
Var(ai,...,a,) = ;Za? - (TZaZ)
i=1 i=1
1 T ) T 2
=3 rZai — (Z ai> (2.4)
i=1 i=1

de donde se deduce que (r Y7, a? — (37 ;)*) > 0. Con todo esto resulta
que:

(=17 |B:| = (=1)"(~2n)" 24 Za - (Za>

pero (—1)"(—2n)""2 > 0 pues ambos exponentes son pares o impares si-
multdneamente y por la Ecuacién (2.4) se tiene que (—1)"|B,| > 0 para
todor =241,...,n,y por tanto queda demostrado que los puntos estacio-
narios son maximos.
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2.1. DEFINICION DEL MODELO

Entonces la prevision superior viene dada por:

Pp(f) = Perggégo) P(f) = Po(f) + mix ; a0

+Zal< f5f>

. —= —=2
Teniendo en cuenta que > - a;f =nf , ya que:

Lo & Y (et ag)(a .+ ap)
> aif =) a =
; ; n n
=1 =1
2 2
:(al—i—...—i—an) :n(a1+...2+an) :n72 2.5)

n n

se puede simplificar la expresién » - | a; (5 577{5?)@ ) . Multiplicando y dividien-
do por /n y usando (2.5) se tiene que:

Se () =S )5 (Bt 5e)

=1

Sy/n 1 272_5\/51"2%
—sfn<z >—s<n2“@"f>'

i—1 f i=1

Veamos que - Zz 1 Z f es exactamente Sf

=32 =7 = 2 (o 2wy + )

=1
:n;af+n;(2aif+f2).

Usando (2.5) se tiene que:

zn: (—2@1-?—%?2) - <_2zn:“if+zn:f2> = (—2n?2 +n?2>
i=1 pat g
2

= —2nf2 + n?z = —n? .

y por tanto:
Sy (a4 7)< Yt ()
=1 i=1 =1
1 — —2
== ai—Ff
i=1
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2.1. DEFINICION DEL MODELO

Finalmente hemos obtenido que:

~ (ai—f\ _ 0/n

por lo que la expresién de la prevision superior viene dada por:
Pg(f) = Po(f) +dvnSy.
Para calcular la prevision inferior solo debemos tener en cuenta que
Py(f)=—Pr(-f),
donde la apuesta —f viene dada por —f(z) = >} (—a;) {5, (). Entonces
Pp(=f) = Py(=f) +v/nS_y,

donde Po(—f) = —P(f). Veamos que S_y = Sy, para ello vamos a ver
primero que —f = —

f:

_— i a " a
2:*1‘ i -
- n ‘ n
=1

=1

Entonces, se tiene que:

S-f

SRS

Z ((—as) +7)2

_ %Z(ai—f)Q 5.
=1

Por todo esto, la prevision inferior queda determinada por:

Pp(f) =~ (Po(=f) +vnS_y) = Po(f) — 6v/nS}.
O

Ahora vamos a estudiar la probabilidad inferior asociada mediante la
restriccién de la previsién inferior Pp(f) a sucesos, es decir, la previsién
inferior para la apuesta f = I4, que denotaremos Py (I4) = Pg(A).

Esto es sencillo puesto que si de forma general f(z) =Y " | a;l,(x), en
el caso particular de que f = I4 se tiene que a; = 0six; ¢ Ay a; = 15si
xr; € A.
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Corolario 2.4. Sea Py € P*(X), § > 0 de forma que By(Py) C P*(X),
y sea A # (0, X. Entonces la probabilidad inferior y superior del suceso A
vienen dadas por:

Py(4) = Py(a) - oy AL = 1AD (2.
Pr(A) = Py(A) + 6 ’A‘(”n_|‘4’) (2.7)

donde |A| indica el cardinal de A.

Demostracion. Al tomar como apuesta f la funcidn I4 se tiene que la media
f v la desviacién tipica Sy de los valores de la apuesta f quedan determi-
nados en funcién del cardinal de A de la siguiente forma:

7:M:fz Zl:|nA|'

T;€EA 177;614

n

Sl = = [ 3 (2~ 207 + 7).

i=1

i
Sl

Teniendo en cuenta que:

Za —Za —212 |A] .

T;€EA ;€A
n 2
_ _ _ D wiea Gi A
> (—2aif) = =2f Y ai = —2f|A| = —2]A] %A’ = —2‘n’.
=1 $iEA

NE

n 2 2 2
2 _ ZwieAai — &_&
/ _Z< n > —Thr T g

i=1 i=1
se tiene que:

- =2 1 Al? Al?
<ag_2aif+f>:ﬁ¢w_2 L4

1 AP 1 nfA = AP 1 [JA[(n - [A])
n vn

n
|
Bl
NgE

‘Hﬂ\
g

|A[ (n = [A]).

Entonces, sustltuyendo estas nuevas expresiones para la desviacion tipica y
la media en las ecuaciones (2.1) y (2.2) obtenemos que:
Al (n — |A])
- .
Al (n — |A])
- .

Pp(A) = Py(A) -0

Pp(A)=Py(A)+9
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2.2. Propiedades

En la Proposicién 2.2 hemos visto que si Pp(f) = P(f) para algun
Pe B‘SE(PO) y una apuesta f cualquiera entonces se tiene que dg(P, Py) = 9,
es decir, ext (M(Pp)) C fr (B%(P)).

A continuacién vamos a estudiar que ext (M(Pg)) 2 fr (B%(Py)) para
asi demostrar que realmente se trata de una igualdad.

Proposicién 2.5. Sea Py € P*(X), 6 > 0 de forma que B (Py) C P*(X).
Entonces:

ext (M(Pg)) = fr (BE(Ro)) .

Demostracion. En la Proposicién 2.2 hemos visto que si P € ext (M(Pp)),
entonces se tiene que dg(P, Py) = §, es decir P € fr (B3(F)). Por lo tanto
et (M(Pg)) C fr (By(Py)).

Veamos ahora que ext (M(Py)) 2 fr (B%4(P)), para ello veamos que si
P € fr(BYy(P)), es decir, que si dp(P, Py) = & entonces existe una apuesta
f tal que Pr(f) = P(f) y ademés, que para cualquier otra probabilidad Q
verificando que Pg(f) = Q(f) v que dg(Q, Py) = & se tiene que necesaria-
mente Q = P. Es decir, vamos a ver que P es la tnica probabilidad en la
bola que alcanza la prevision superior de la apuesta.

Sea P € fr (B%(Pg)), en la Proposicién 2.3 fue demostrado que pode-
mos expresar cualquier P € B%(PO) en funcién de Py como p; = p{ + «;
verificandose que > 1, o =0y que Y, a? = §2.

Vamos a fijar la apuesta f dada por f(x) = Y i"| ail{y,y(x). Para esta
apuesta tenemos que:

n n n n n
P(f) = Zaipi = Zai(pzo+0éi) = Zaip?+zaz2 = Po(f) +Z%2-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Usando que por hipétesis Y1 | a? = 62 se tiene que P(f) = Py(f) + 62
Por otro lado, la previsiéon superior hemos visto que viene dada por
Pp(f) = Py(f) +0y/nSs donde Sy es la desviacién tipica de los valores de
la apuesta f. Para esta apuesta f resulta que:
= D iy Qi _0 —0

n n

Y por tanto la desviacion tipica de f viene dada por:
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Entonces la prevision superior viene dada por:

Pp(f) = PRo(f) +0vnSy = Ro(f )+5f7 Po(f) + 0%

Hemos encontrado una apuesta f para la que se verifica que Pg(f) = P(f).
Ahora, por reduccién al absurdo, tomemos una probabilidad cualquiera
Q # P verificando que dg(Q, Py) = 6 y que Q(f) = Pg(f) para la apuesta
que se ha fijado previamente.
Podemos expresar la probabilidad @@ como ¢; = p; + 8; = pg + o + 5;
para todo i = 1,...,n, donde los valores §; han de cumplir que:

Z Bi = 0.
i=1

De esta forma, dg(Q, Py) viene dada por:

n n

8 =dp(Q, Py)?* = Z (qi —P?)Q = Z (p? + Bi + i —P?)Q
=1 =1

- Z(ﬁl + ;) = Z (af + 2Bici + 37)

i=1

_Za —{—Z 62—1—2610@ —52+Z 52‘1’25@@1)

=1 =1
:Z (82 + 2Biv;) —O:ZﬁQ—i—QZﬂZaZ—O
i=1 =1

Resulta que 1", 512 > 0 ya que 512 >0 Vi=1,...,n, y por tanto es
necesario que 2> | Bia; < 0.
Por otro lado, desarrollando la expresiéon de Q(f) se tiene que:

= Zai%’ = Zai(pi +Bi) =Y ui(p) + i + Bi)

=1
_Zazpz +Za +Zazﬂz— +52+Zazﬁz

pero por hipétesis, Q(f) = Pr(f) = Po(f) + 62, por lo que > 1, ;3 = 0.
Entonces, se tiene que:

n n n
-3 20423 =Y
=1 =1 =1

n
=Y B =0=p=0 Vi=1,...,n

i=1
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Esto nos lleva a contradiccién, ya que si 5; = 0 Vi = 1,...,n, entonces
Q=P,yaquegqg =p;i+05; Vi=1,...,n.

Acabamos de demostrar que para la apuesta f = " | a;lizy, Pesla
Unica probabilidad en la bola B5E(P0) que alcanza la probabilidad superior,
y por tanto, P es un punto extremo del conjunto credal M(Pp). O]

A continuacién, vamos a estudiar si la previsiéon inferior Py cumple la
propiedad de 2-monotonia.

Proposicién 2.6. Sea Py € P*(X), § > 0 de forma que B3 (Py) C P*(X).
Entonces la prevision inferior Pr no es 2-mondtona.

Demostracion. Podemos verlo como una consecuencia directa de la Proposi-
cién 2.5 y del hecho de que si P, fuese 2-monétona entonces BY(Py) tendria
a lo sumo n! puntos extremos.

La Proposicién 2.5 nos dice que el nimero de puntos extremos del con-
junto B%(Po) es igual al nimero de puntos en la frontera de la bola B(SE(PO),
pero sabemos que existen infinitos puntos en la frontera de la bola por lo
que el nimero de puntos extremos va a ser mayor que n!, y por tanto Pp
no puede ser 2-mondtona. ]

Veamos ahora que considerando la restriccién a sucesos de la previsién
inferior se tiene que Pp es 2-mondtona. Antes vamos a demostrar dos pro-
piedades de funciones concavas que nos seran utiles en la demostracion de
la 2-monotonia sobre sucesos.

Primero vamos a definir cuando una funcién es céncava, decimos que
una funcién ¢ definida sobre un intervalo [a,b] es céncava en [a,b] si verifica
que:

otr+ (1 —t)y) >te(z) + (1 —t)e(y) Vte[0,1] Vz,y € [a,b].

Lema 2.7. Sea ¢ : [a,b] — [a,b] una funcion concava y creciente y sea
¢ : [a,b] — [a,b] una funcion concava. Entonces la composicion ¢ o ¢ es
también una funcion concava.

Demostracion. Veamos que @o¢ verifica la definicién de concavidad. Usando
que por hipdtesis la funcién ¢ es céncava se tiene que:

otz + (1 —t)y) = to(x) + (1 —t)o(y) Vvt €[0,1] Va,y € [a,b]
y como ademads ¢ es creciente podemos asegurar que:
(po@)(tz+ (1 =t)y) = ¢ (¢(tx + (1 = )y)) = ¢ (td(z) + (1 = 1)d(y)) -
Ademsds, como ¢ es también una funcién céncava verifica que:

p(tr + (1 —t)y) > to(x) + (1 —t)ep(y) Vte[0,1] Va,y € [a,b]
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por lo tanto se tiene que:

@ (to(z) + (1= t)o(y)) = te (o(z)) + (1 —)p (¢(y))
=t(pog)(x) + (1 —1t)(pog)(y)

Acabamos de demostrar que ¢ o ¢ es una funciéon concava. O

Lema 2.8. La funcion p(t) = \/t(n —t) definida sobre el intervalo [0,n] es

concava.

Demostracion. La funcién ¢(t) podemos descomponerla como composicién
de dos funciones ¢1, 2 : [0,00) — [0, 00) dadas por:

e1(t) =Vt @at) =t(n—1)
de forma que () = p1 (¢2()) = VT =1,

v i6n o1 c . Ay
Vamos a ver que la funcién @1 () es una funcién creciente y céncava ya
que su primera derivada es positiva y su segunda derivada resulta siempre
negativa:

1
t)=—=>0
-1
@y (t) =

Ademids ¢a(t) es también céncava puesto que su segunda derivada es nega-
tiva:

oh(t) =n — 2t.

oh(t) =—-2<0.

Entonces, aplicando el Lema 2.7 se tiene que ¢ = ¢ o @2 es una funcién
concava sobre [0, 00). O

Una vez vistos estos resultados previos, pasamos a estudiar la propiedad
de 2-monotonia para la restriccién a sucesos de la prevision inferior.

Proposicién 2.9. Sea Py € P*(X), § > 0 de forma que By (Py) C P*(X).
Entonces la probabilidad inferior Pg es 2-mondtona.

Demostracién. Sean A,B C X, A,B # () verificando que ANB # 0y
que AU B # X. La probabilidad inferior de estos sucesos viene dada por la
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Ecuacion (2.6), de tal forma que:

|Al(n — ] Al)
- .
|Bl(n — |Bl)
- :
|AN B|(n— |AmB|)
n
|AU B|(n — |AUB|)
n

Pyo(4) = Py(A) - 6

P(B) = Py(B) =3

Prpr(ANB) =P (ANB) —

Prp(AUB) = Py(AUB)

Usando la férmula de inclusién-exclusién de las probabilidades dada por
Py(AU B) = Py(A) + Py(B) — Py(AN B) se tiene que:

AN B[(n— |ANB|)
n

Pp(ANB)+Pr(AUB) =Py (ANB) - 6\/

[AUB|(n— AU B|)

+ Py(AUB) — -
_ py(AnB)— o) ADBI - AQBD | pa)+ Py(B)
_pyans) sy /AUEI nn—]AUB]) Po(A) + RoB)
- \jﬁ (\/|AOB|(n “JANB)) + AU B|(n — [AU B|)) .
Por otra parte, se tiene que:
Pp(A) + Pg(B) = Py(A) — 6 'A’(”n_ A 4 pym) -5 'B’(Tbn_'BD

0
Vvn
Acabamos de comprobar que demostrar que Pp(A N B) + Pr(AU B) >
Pr(A) + Pp(B) es equivalente a demostrar que:

= Ry(4) + Ro(B) — —= (V/IAI(n = [A]) + v/[Bl(n = BI)) .

VIANBl(n— AN B]) + /AU B|(n — [AU B) <
VIAl(n —[A) + VIBl(n — |B]). (2.8)

Vamos a considerar 4 nimeros dados por k; = [AN B, kx = |A|, k3 = |B|,
y kg = |A U BJ. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ko < k3.
Asi definidos esté claro que verifican que k1 < ko < k3 < ks y que k1 + kg4 =
ko + ks. Entonces se tiene que la Ecuacién (2.8) es quivalente a:

VEL(n = k1) + VEa(n — kg) < Vka(n — ko) + Vkz(n — k3). (2.9)
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Finalmente, vamos a ver que se cumple la Ecuacién (2.9). Vamos a considerar
la funcién céncava ¢(t) = /t(n —t) dada en el Lema 2.8.

Sean k‘l,kg,kig,k4 tales que ]{21 < ]CQ < k3 < ki4 y que kil + k‘4 = k‘Q + kig.
En particular, para k1 < ko < k4 existe un « € [0, 1] tal que se verifica que
ko = aky + (1 — a)ky. Ademds, como ko = ki + k4 — k3 se tiene que:

k1+k4—k3:ak1+(1—a)k4:>
k1 —aky + kg — kg + aky = ks =
(1 — Oz)k‘l + aky = ks.
Usando estas definiciones para ko y k3 sobre la funcién céncava ¢, se obtiene
que:
p(ka) = p(aky + (1 — a)ks)
p(ks) = p(aky + (1 — a)kr)

Sumando estas expresiones se obtiene que:

o(ka) + p(k3) > ap(k1) + (1 — a)p(ks) + (1 — a)p(k1) + ap(ks)
= (k1) + o(ka)

Acabamos de demostrar que:

Vka(n — ko) 4+ Vks(n — k3) > Vki(n — k1) + Vka(n — ky).

Y por tanto queda demostrado que Pp es 2-mondétona en sucesos. O

Acabamos de demostrar que en el caso del modelo de distorsién inducido
por la distancia Fuclidea la previsiones inferiores no verifican la propiedad
de 2-monotonia, sin embargo, al tomar la restriccién a sucesos de estas pre-
visiones si que se verifica la propiedad de 2-monotonia.

2.3. Implementacion

En esta seccién vamos a realizar varios programas para realizar el calculo
de probabilidades inferiores y previsiones inferiores para el modelo Euclideo
y también para la representacién de conjuntos credales. Para estos calculos
se han desarrollado varios programas en el software R y el entorno RStudio.

A partir de una probabilidad inicial Py, un pardmetro de distorsién § > 0
y una apuesta f € £(X) vamos a realizar los calculos de la previsién inferior
y superior de la apuesta f.

Trabajaremos sobre el espacio muestral X = {x1,...,z,}, para el co-
rrecto uso de nuestro programa es necesario introducir Py como un vector
que contiene las probabilidades de cada valor x; en orden, es decir:

Py = (Po({z1}),-- -, Po({an})) -
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Nuestro primer programa sera para el calculo de la previsién inferior de una
apuesta f € L(X) dada en general por f(z) = Y 1 a;l,(x). Para este
calculo usaremos la Ecuacién (2.1) en el siguiente programa:

1 lpr_E <- function(f,Po,delta){

2 #f es el vector fila que contiene los elementos a_i de la
apuesta f.

3 #Po es el vector fila que contiene la probabilidad Po de cada
{x_1i}.

4 #delta es el parametro de distorsion.

5 #Calculamos el tamafio del espacio muestral.

6 n <- length(Po)

7 #Calculamos el valor de Po(f)

8 Pof <- sum(f*Po)

9 #Calculamos el valor medio de los valores de la apuesta f.

10 Mediaf <- mean(f)

11 #Calculamos la desviacion tipica de los valores de la apuesta
f.

12 Sf <- sqrt((1/n)*sum((f-Mediaf)"2))

13 #Calculamos la prevision inferior mediante la Ecuacion 2.1.

14 lpr_E <- Pof - deltax*sqrt(m)*Sf

15 return (lpr_E)

16 }

De forma muy similar se realiza el cdlculo de la previsién superior con la
Ecuacién (2.2).

1 upr _E <- function(f,Po,delta){

2 #f es el vector fila que contiene los elementos a_i de la
apuesta f.

3 #Po es el vector fila que contiene la probabilidad Po de cada
{x_1i}.

4 #delta es el parametro de distorsion.

5 #Calculamos el tamafio del espacio muestral.

6 n <- length(Po)

7 #Calculamos el valor de Po(f)

8 Pof <- sum(f*Po)

9 #Calculamos el valor medio de los valores de la apuesta f.

10 Mediaf <- mean(f)

11 #Calculamos la desviacion tipica de los valores de la apuesta
f.

12 Sf <- sqrt((1/n)*sum((f-Mediaf)"2))

13 #Calculamos la prevision inferior mediante la Ecuacion 2.2.

14 upr _E <- Pof + delta*sqrt(n)*Sf

15 return (upr_E)

16 }

Otra forma de realizar el célculo de Pg(f) es a partir de la relacién de
conjugacién entre Pp y Pg dada en (1.3), sélo serfa necesario realizar el
siguiente célculo:

1 #Calculo de la previsién superior.

2 upr _E <- -1lpr_E(-f,Po,delta)

A continuacién vamos a usar estos programas para el cdlculo de la previsiéon
superior e inferior en un ejemplo. Para simplificar el ejemplo vamos a traba-
jar sobre el espacio muestral X = {x1,z2,23} de cardinal tres, que ademds
permitird realizar una representacién grafica. Vamos a tomar como ejemplo
el pardmetro de distorsién 6 = 0.1, la probabilidad Py = (0.3,0.2,0.5) y la
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apuesta dada por f = 2I¢;y +61,,) +17](,,} que introduciremos en el pro-
grama en forma de vector (2,6,17). Utilizando las siguientes instrucciones:

Po<-c(0.3,0.2,0.5) # Probabilidad P_0O
delta<-0.1 # Pardmetro de distorsiédn
f<-¢c(2,6,17) # Apuesta f

lpr _E(f,Po,delta) # Previsién inferior
upr _E(f,Po,delta) # Previsidén superior

[SIE NI U S

se obtienen los siguientes valores para la previsién inferior y superior:

P(f)=9.201; P(f)=11.398.

P({x2})

])({JQ;})

Figura 2.1: Representacién grafica de la bola B}; (Py) junto con el conjunto
credal determinado por la restriccion a sucesos.

En la Figura 2.1 se puede ver la representacién grafica de la bola B‘?E(PO)
en el 3-simplex, es decir, en el espacio {(z,y, 2) | z+y+2z =1,2,y,z € [0,1]}
que contiene todas las distribuciones de probabilidad en un espacio de 3-
elementos. En este grafico se puede ver que, como era de esperar, la bola
es justamente un circulo centrado en Fy. Ademads, su restriccion a sucesos
determina el conjunto credal:

(P eP(X)| P(A) > Py(A) VAC X).

Este, al ser 2-mondtono, no coincide con la bola B%(PO), sl no que es una
aproximacion exterior.

Por ultimo, parece claro que a medida que aumente el parametro de dis-
torsién, mayor serd el radio de la bola. Esto puede verse en la Figura 2.2,
donde se ha representado la bola B%(Po) para distintos valores de ¢, par-
tiendo del inicial 6 = 0.1 y considerando los valores 6 = 0.14 (rojo), § = 0.18
(azul) y 6 = 0.22 (naranja).
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P({x3})

Figura 2.2: Representacion grafica de la bola B%(Pg) para distintos valores
del parametro de distorsion.
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Capitulo 3

Modelo de distorsion
generado por la divergencia

de Kullback-Leibler

En este capitulo vamos a construir y estudiar el modelo de distorsiéon
asociado a la divergencia de Kullback-Leibler. El estudio de este modelo no
es tan extenso como el visto en el anterior capitulo para la distancia Euclidea
ya que, como veremos a continuacién, el calculo de férmulas explicitas para
este modelo resulta muy complejo.

3.1. Definicién del modelo

En esta seccion vamos a definir el modelo de distorsién generado por
la divergencia de Kullback-Leibler (K L) y vamos a estudiar algunas de sus
propiedades.

La divergencia Kullback-Leibler para dos probabilidades P,Q € P(X)
viene dada por:

Diul(P.Q) = Y- piloxlp) ~ ox(a) = S _mitog (). (31)
i=1 i=1 v

Se trata de una medida de similitud entre dos probabilidades y viene dada
por el promedio ponderado de la diferencia logaritmica entre las probabili-
dades P y . La divergencia de Kullback-Leibler también es conocida como
la divergencia de la informacién por su importancia en la teoria de la infor-
macién. Esta medida nos permite conocer la diferencia o similitud entre dos
funciones de distribucién.

Vamos a considerar una probabilidad inicial Py € P*(X) y un pardme-
tro de distorsién 6 € (0,1). Definimos la bola cerrada centrada en Py con
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pardametro de distorsién d respecto a la divergencia (K L) como:
By (Po) = {P € P(X) | Dk1(P, Py) < 6}
n
= {PGIP’(X) 1> pilog (p0> gé}. (3.2)
; D;
i=1 ?

Usaremos a lo largo de este capitulo que para k € (0,1) se tiene que
log(kx) < log(z) ya que logaritmo es una funcién creciente y kxz < x para
todo k € (0,1). También usaremos la desigualdad de la suma de logaritmos
que viene dada por:

(Se)o(E3) < Some(2)

A continuacién, vamos a estudiar qué axiomas de los introducidos en la
Seccién 1.3 son verificados por la divergencia de Kullback-Leibler.

Proposicion 3.1. La divergencia de Kullback-Leibler satisface los axiomas:
1, 4y

Demostracion. Veamos que Dy es no negativa, es decir, Dgr(P,Q) > 0
para todo P,@ € P(X). Para demostrar esta propiedad haremos uso de la
desigualdad de Gibbs que nos dice que:

—ZpZIOg (pi) < szlog (:)

0 equivalentemente:
> pilog(gi) <> pilog(pi). (3.3)
i=1 i=1

De esta forma, usando la Ecuacién (3.3), se tiene que:

Dkr(P,Q) sz 10g< > sz (log(ps) — log(gs))
= Zpl 10g pz sz IOg Qz
> sz log(p;) sz log(ps)

Veamos ahora que verifica el axioma 4 de convexidad, es decir, veamos que
la divergencia de Kullback-Leibler verifica que:

DKL(aP + (1 — Oé)Q,H) < OéDKL(P, H) + (1 — Oé)DKL(Q,H)
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para todo a € (0,1).
Para estudiar la convexidad, consideremos la funcién g; : (0,1) — R,
que viene dada para cada i = 1,...,n por:

D
9i(pi) = pilog (é)
p;

Veamos que la funcién g; es convexa mediante el signo de su segunda deri-
vada:

)

0
/ Di D; Di 0
9i(pi) = log () +pi—- =log () +pi-
z( Z) po P po 1

( i

Por tanto, la funcién g; es convexa. Usando la convexidad de esta funcién,
se tiene que:

Dir(aP+ (1 - a)Q,H) = (ap; + (1 — a)g)log
=1

- bi - Dbi
< Z ap; log <h> + Z(l — a)g;log <h>
i=1 ¢ i=1 v

=aDgr(P,H) + (1 —a)Dgr(Q, H)
< méX{DKL(P, H), DKL(Qv H)}

- (apz‘Jr(;—Oé)qz‘)

i

y por tanto, la divergencia de Kullback-Leibler cumple el axioma 4 de con-
vexidad. Veamos ahora que también es continua, es decir, que verifica el
axioma 5.

La funcién g; ya definida es una funcién continua en (0, 1), ademds es
conocido que la funcién log(x) es continua en todo su dominio de definicién
(0, +00), por lo tanto, como p;,p? € (0,1) se tiene que % € (0,400). Por

pi

todo esto se tiene que la funcién f(p;) = log (:W) es continua para todo

pi € (0,1).

Por otro lado, definimos la funcién h(x) = p;x que es continua en R, en
particular es continua en (0,1). Tomando la composicién de las funciones
continuas f y h obtenemos una funcién continua que verifica:

ho f(p;) = p;ilog (Zé) = gi(pi)-

Por todo esto, la funcién g; resulta ser continua en (0,1) para todo i =
1,...,n, y por tanto, la suma de todas estas funciones, que coincide con la
divergencia de Kullback-Leibler, también es una funcién continua. O
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3.1. DEFINICION DEL MODELO

Acabamos de demostrar que la divergencia de Kullback-Leibler es con-
tinua y convexa, de acuerdo con [6, Prop.3.1] resulta que la bola B}s( 1.(Po)
es cerrada y convexa, es decir, se trata de un conjunto credal y por tanto
coincide con M(P ), donde Py es la prevision inferior coherente definida
como la envolvente inferior de B, (Py):

Prp(f) =min{P(f) | P € By (Py)} = min{P(f) | P € DxL(P,P) < 5}

para cada apuesta f € L(X).

Veamos ahora que la divergencia de Kullback-Leibler no verifica las pro-
piedades de simetria y de desigualdad triangular, para ellos vamos a ver a
continuacién dos contraejemplos.

La divergencia de Kullback-Leibler no es simétrica, consideremos dos
probabilidades P y @ dadas por P = (0.5,0.5) y Q = (0.2,0.8) y veamos
que Dir(P,Q) # Dkr(Q, P):

0.5 0.5
Dir(P, i1 = 0510 1o —0.
xL(P,Q) = Zp 0g< > 0.5 g(02>+05 g<08> 0.0968
0.2 0.8
D P) ;1 =0.21 1 — 0.
xL(Q, Zq og( > 0. 0g<05>+080g<05> 0.0837

por lo tanto, la divergencia de Kullback-Leibler no es simétrica.

Veamos un contraejemplo para demostrar que en general la divergencia
de Kullback-Leibler no verifica la desigualdad triangular, es decir, no verifica
que:

Dir(P,Q) < Dgr(P,R)+ Dir(R,Q).

Sea X = {x1,z2} tal que tenemos tres probabilidades P, Q y R sobre este
espacio dadas por:

A | P(A) | Q) | R(A)
{z:} | 05 | 02 | 0.3
{z2} | 05 | 08 | 07

Con estas probabilidades se tiene usando la Ecuacién (3.1) que:

0.5 0.5
Di1(P,Q) = 0.51 log [ =2 ) ~ 0.09691
xL(P,Q) = 050g(02)+050 <0_8> 0.0969
0.5 0.5
Dkr(P,R) = 0.51 log [ 2 ) =~ 0.
k(P R) = 050g<03>+05 <0.7) 0.03786

Di1(R,Q) = 0.3log (8 ;) +0.7log (8';) ~ 0.01224

40



3.1. DEFINICION DEL MODELO

por lo que resulta evidente que se verifica:

Dkr(P,Q) > Dkr(P,R) + Dk (R, Q).

Por lo tanto, la divergencia de Kullback-Leibler no es una distancia.
Veamos que los puntos extremos del conjunto credal M (P ) pertenecen
a la frontera de la bola B (Pp).

Proposicién 3.2. Sea d > 0 y Py € P*(X) de forma que By (Py) C P*(X),
y sea f una apuesta no constante. Entonces, si para algin P € B‘;(L(Po) se
cumple que Py; (f) = P(f) para una apuesta cualquiera f € L(X'), entonces
se tiene que dg (P, Py) = 0.

Demostracion. Por reduccién al absurdo vamos a suponer que Dy 1 (P, Py) <
§ para algin P € B, ().

Veamos que existe una probabilidad P* € B%L(Po) de tal forma que
P*(f) < Pk (f) para una apuesta cualquiera f € L(X), esto nos llevard a
contradiccion ya que por definicién de prevision inferior ha de ser la minima
de las previsiones.

Sean la probabilidad P = (p,...,p,) y una apuesta cualquiera dada por
flx) = YL ailz3(w) que sin pérdida de generalidad podemos suponer
que a1 < ao < ... < ap. La prevision de esta apuesta f viene dada por
P(f) =12 aipi.

Sea pu > 0 tal que:

p < min{l — p1,p,}.

Como P € B}S(L(PO) C P*(X), se tiene que 1 — p; > 0y que p, > 0.
Definimos la probabilidad P* como:

p1+up  sit=1.
P ({z;}) =p; = {pi sii#1,2.
Pn— M Sli=n.
Veamos que P* es una probabilidad, es decir, que p7, ..., p}, son no negativos
y que su suma es 1. Esta claro que, por la definicién de p, p; > 0 para todo

i=1,...,ny ademas también se tiene que p; +u < 1 puesto que p < 1—p;.
Veamos ahora que su suma es 1:

n—1 n—1

n
D Pi=pi+Y P =pita+ > pitpn—p
i=1 =2 1=2

n n
:ZPH-M—M:ZZ%Z 1.
i—1 i=1
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3.1. DEFINICION DEL MODELO

A continuacién vamos a comprobar que P* verifica P*(f) < P (f):

n n—1
P*(f) = aip} = ar1pi + Y _ aip} + anp},
i=1 i=2
n—1 n
=a1(pr+p) + Y aipi+ an(pn — 1) = > aipi + play — an)
i=2 i=1

pero resulta que u > 0y a1 < a, por hipétesis, y por lo tanto p(a; —ay) < 0,
entonces:

P*(f) = api + plar —an) < Y aipi = P(f) = Py (f)-
=1 =1

Vamos a demostrar que P* € B9, (P), es decir, que Dy (P*, Py) < §. Para
ello vamos a usar una propiedad ya demostrada en la Proposicién 3.1 y es
que en general la funciéon dada por:

gi(z) = zlog (;)

)

es continua en el intervalo (0,1).

Por definicién de continuidad de la funcion g; se tiene que para todo
e > 0, existe 6; > 0 tal que si [p] — p1| < 01 entonces |g(p7) — g(p1)| <€, es
decir, si [p1 + p— p1| = p < 01 entonces |g(p1 + 1) — g(p1)| < €. Por lo tanto
se tiene que:

g1(p1+ 1) < e+ g1(p1). (3.4)

Lo mismo ocurre sobre la funcién g,, se tiene que para todo € > 0, existe
dn, > 0 tal que si |p} — pn| < 6, entonces |g(p}) — g(pn)| < €, es decir, si
|pn, — pt— pn| = 1 < &, entonces |g(pn, — i) — g(pn)| < €. Por lo tanto se tiene
que:

gn(pn - ,U) <€+ gn(pn)- (3-5)

Tomemos € = H%mpo) y los 41, d,, definidos. Con todo esto, si tomamos

w suficientemente pequeno, es decir, si 4 cumple no sélo y < min{1 —py,p,}
sino que también cumple que p < min{1 — py, pn, 41, d, } vamos a comprobar
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3.1. DEFINICION DEL MODELO

que Dgr(P*, Py) < 0:

Dkr(P*, Ry) = prlog <pl> Zgz (Pi)

n—1
= g1(p}) + > 9i(p}) + 9n(p})
=2
n—1
= g1(p1+ 1) + > 9i(pi) + gn(pn — 1)
=2
n—1
<gp)+e+ > alpi +gn(pn)+e—291 pi) + 2¢
=2 i=1

0 — Dkr(P, Py)

:DKL(P,P0)+2 5

= 0.

Hemos encontrado una probabilidad P* en la bola By, (Py) tal que P*(f) <

P (f). Llegamos a contradiccién al suponer que Dk (P, Py) < § y por
tanto DKL(P, Po) =J. J

La proposicion que acabamos de demostrar nos garantiza que si para
algiin P € B, (Py) se tiene que P(f) = Py (f) para alguna apuesta
f € L(X) entonces se tiene que Dg 1, (P, Py) = 6, es decir, P € fr (B}S(L(Po)).

A continuacién, vamos a plantear el cdlculo de Py (f) v Pxr(f) como
un problema de optimizacién, y demostraremos por el Teorema de Weiers-
trass que el problema tiene solucién.

Proposicién 3.3. Sea Py € P*(X) y § > 0 de forma que B, (Py) C P*(X),
y sea f una apuesta no constante dada por f(x) =>"1" ail{y,y (). Entonces,
la prevision Py (f) viene dada por la solucién al siguiente problema de
optimizacion:

n
. 0
Pyp(f) = min > aplo;
PARRS] n ':1

n
s.a 32]9?0% =1.
i=1
n
Zp?ozi log(ay) = 9.

Demostracion. En general, la prevision inferior Py viene dada por:

P (f) =min{P(f) | P € B}S(L(PO)}

donde f es una apuesta cualquiera dada en general por la expresién f(z) =
> iz1 ailzy(x). Su prevision viene dada por P(f) = > i aip;.
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3.1. DEFINICION DEL MODELO

Se tiene que toda P € BY,(P) puede ser expresada como P({z;}) =
Py({z;})aii = pda; de forma que se debe verificar:

n n
Zpi = 1:>ZP?O% =1.

DKL(PPO)—d:Zleog< ) ZplazlogaZ ) = 0.

=1

Es decir, los valores «; deben verificar que:

n n
Zp?ozi =1; Zp?ozi log(a;) = 0. (3.6)
i=1 =1

Entonces, se tiene que:

P (f) = r{su’n P(f)= ngln Z:azpz = min Zalpzaz
PeBy (Po) PeBS (Po) ALy T

sujeto a las condiciones dadas en la Ecuacion (3.6).

El Teorema de Weierstrass afirma que si h(z) es una funcién continua
definida sobre un conjunto compacto K C R", entonces el problema de
optimizacion dado por:

Optimizar :  h(x)
sa: zeK

tiene al menos una solucién. Ademads, si tanto la funcién objetivo como las
restricciones son convexas, se trata de un problema de optimizacién conve-
xa. Si ademas tanto la funcién objetivo es estrictamente convexa, podemos
asegurar que esta solucién es unica.

Aplicado a nuestro problema, tenemos una funcién h(aq,...,q,) que
es continua sobre un conjunto compacto (a,...,a,) € [0,1]" y también es
estrictamente convexa. Como ademas las restricciones son convexas, nuestro
problema de optimizacién dado por:

min g aip,?ozi
Q1,...,0n 7

n
s.a :Zp?ai =1.
i=1
n
ZP?%’ log(a;) = 9.
tiene una unica solucion. O
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Al contrario que con el modelo Euclideo, es una tarea realmente dificil
encontrar una expresién para las previsiones superiores e inferiores del mo-
delo de Kullback-Leibler, es por ello que en la demostracion anterior no se ha
realizado la bisqueda de esta expresion y solo se ha demostrado la existencia
de la misma.

3.2. Propiedades

En esta seccién vamos a estudiar algunas propiedades importantes sobre
el modelo de distorsion asociado a la divergencia de Kullback-Leibler, concre-
tamente estudiaremos si este modelo verifica la propiedad de 2-monotonia
y demostraremos que el conjunto de puntos extremos del conjunto credal
asociado al modelo es igual a la frontera de B%; (F).

Proposicién 3.4. Sea Py € P*(X) y§ > 0 de forma que B, (Py) C P*(X).
Entonces:

et (M(Py)) = fr (Blep () -

Demostracion. Ya hemos visto anteriormente que si P € ext (M(Pgy))
entonces se tiene que Dy r,(P, Py) = 6, es decir, P € fr (B, (P)).
Veamos ahora que se cumple el reciproco, sea P € fr( ‘;( L(PO)),
decir, sea P tal que verifica que D (P, Py) = 0 y sea la apuesta f € E( )
dada por f(z) = > i, ail(z,(z) donde a; viene dado por a; = log ( )

Con esta apuesta f se tiene que:

P(f)=7 api=) pilog <ZZ.> = (log(p}) — log(p:)) pi
i=1 i=1 v i=1
= Z — (log(p;) — log(pY)) Zpl log (p’)
i=1
= —Dkr(P, Py) = —4.

Veamos ahora que para cualquier otra P* € B‘;{ 1. (Po) tal que verifique que
P*(f) = Py (f) para la apuesta f se tiene que P* = P.

Toda probabilidad P* € B‘;< 1.(Po) puede ser expresada como p; = p?ozi
para todo ¢ = 1,...,n y por tanto se tiene que la probabilidad de f viene
dada por:

n n 0
=Y pjai= p}log <Z’f) sz log(p?) sz log(pi)-
i=1 i=1 t
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Sumando y restando Y., p¥log(p}) se obtiene que:

n
= pilog(p}) sz log(pi) + sz log(p}) sz log(p})
i=1

= Zp;" (log(p) — log(pi)) sz log(p;) — log(p))

o) ()
— D1(P*, P) — Dcr(P*, o).
Como Dk (P*, P) > 0 se tiene que:
P*(f) = Dxr(P*, P) — Dxr(P*, Py) > =Dk 1(P*, Fy) > —6 = P(f).

Acabamos de ver que P*(f) > P(f) con f € L(X). Ademds, se tiene que
P*(f) = —6 = P(f) siy solo si Dgr(P*, P) = 0, pero esto solo ocurre si
P* = P. Por lo tanto P es la tnica probabilidad que alcanza P, entonces
se tiene que P € ext (M(Pkr))- O

Veamos que la previsién inferior Py no es 2-mondtona.

Proposicién 3.5. Sea Py € P*(X), § > 0 de forma que BS;(Py) C P*(X).
Entonces la prevision inferior Py no es 2-mondtona.

Demostracion. Podemos verlo como una consecuencia directa de la propo-
sicién 2.5 y del hecho de que si Py, fuese 2-monétona entonces BY; (Pp)
tendria a lo sumo n! puntos extremos.

La Proposicion 2.5 nos dice que el nimero de puntos extremos del conjun-
to BY; (Py) es igual al ntimero de puntos en la frontera de la bola B%, (F),
pero sabemos que existen infinitos puntos en la frontera de la bola por lo
que el nimero de puntos extremos va a ser mayor que n!, y por tanto Py
no puede ser 2-mondétona. ]

Aligual que en el modelo Euclideo, ocurre que, en el modelo de Kullback-
Leibler Py no es 2-mondétona en general. No es una tarea sencilla demostrar
la 2-monotonia en la restriccién a sucesos, es por ello que dejamos en este
trabajo como tarea abierta el demostrar si la restriccion a sucesos de Py,
verifica, o no, la propiedad de 2-monotonia.

3.3. Implementacion

A continuacién, vamos a ver un ejemplo de calculo de la previsién inferior
para el modelo de Kullback-Leibler. El calculo de esta prevision vamos a
realizarlo mediante un programa desarrollado en el software R y en el entorno
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de trabajo RStudio. Para el correcto uso del siguiente programa es necesario
instalar el paquete nloptr mediante el siguiente cédigo:

1 install.packages ("nloptr")

2 library(nloptr)

El programa que propongo realiza el calculo de la previsién inferior de una
apuesta f € L(X) dada por f(z) = > ail(;,1(2) a partir de la probabili-
dad inicial Py y el pardmetro de distorsién é > 0, mediante la optimizacién
del problema planteado en la Proposiciéon 3.3:

1 lpr_KL <- function(f,p0,delta){

2 #f es el vector fila que contiene los elementos a_i de la
apuesta f(x)= \sum_{i=1}"{n}ta_iI_{x_i}(x).

3 #po es el vector fila que contiene la probabilidad Po de cada
{x_1i}.

4 #delta es el parametro de distorsion.

5 n<-length(p0) # Tamafio del espacio muestral

6 eval _f0 <- function(p){

7 return( sum(f*p) ) # Funcion Objetivo

8 }

9 eval_g_ineq <- function (p) {

10 constr <- c(sum(p*log(p/p0))-delta) # Condicién de desigualdad

11 return (constr)

12 }

13 eval_g_eq <- function(p){

14 return ( sum(p)-1) ) # Condicién de igualdad

15 }

16 1b <- rep(0,n) # Cota inferior

17 ub <- rep(1l,n) # Cota superior

18 local_opts <- list( "algorithm" = "NLOPT_LD_MMA", "xtol_rel" = 1.0

e-15 )

19 opts <- list( "algorithm"= "NLOPT_GN_ISRES",

20 "xtol_rel"= 1.0e-15,

21 "maxeval"= 160000,

22 "local_opts" = local_opts,

23 "print_level" = 0 )

24 resul <- nloptr ( x0 = poO,

25 eval_f = eval_fO,

26 1b = 1b,

27 ub = ub,

28 eval_g_ineq = eval_g_ineq,

29 eval_g_eq = eval_g_eq,

30 opts = opts

31 )

32 return(resul$objective)

33 }

Para realizar el célculo de P (f) solo es necesario hacer uso de la relacién
de conjugacién entre Py, v Pk dada en (1.3), inicamente serfa necesario
realizar el siguiente calculo:

1 #Cadlculo de la previsién superior.

2 upr _KL <- -1lpr_KL(-f,Po,delta)

Sobre el espacio muestral X = {x1,x9,23} de cardinal tres vamos a tomar
el mismo ejemplo que en la Seccién 2.3 dado por el pardmetro de distorsiéon
d = 0.1, la probabilidad Py = (0.3,0.2,0.5) y la apuesta dada por f =
2I¢py + 6114,y + 1711, . Utilizando las siguientes instrucciones:
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Po<-¢(0.3,0.2,0.5) # Probabilidad P_O

delta<-0.1 # Pardmetro de distorsién
f<-c(2,6,17) # Apuesta

lpr _KL(f,Po,delta) # Previsién inferior

upr _KL <- -1lpr_KL(-f,Po,delta) #Previsién superior

Ol W N

se obtiene el siguiente valor para la prevision inferior:
P (f) =17.26201.Pgp(f) = 13.2838.

La representacién grafica de la bola B%L(Po) puede verse en la Figu-
ra 3.1. En ella se puede ver que la forma que tiene la bola es claramente
distinta que la bola B%(Po) del modelo Euclideo explicado en el capitulo
previo, marcada en la figura con linea discontinua.

P({z3})

Figura 3.1: Representacién gréafica de la bola Bg( 1 (Fo) junto con la bola
BL(Py).
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Capitulo 4

Comparacion de modelos de
distorsion

A lo largo de este capitulo vamos a comparar los distintos modelos de
distorsién segun las diferentes propiedades que cumplen sus funciones de
distorsién asociadas o las propiedades que verifican las probabilidades y
previsiones inferiores asociadas a cada modelo.

En esta comparacién usaremos los dos modelos estudiados en este traba-
jo, Euclideo (ECL) y de Kullback-Leibler (K L), pero también anadiremos
a la comparacién los modelos de distorsién pari-mutuel (PM M), variacion
total (T'V) y linear-vacuous (LV'), introducidos en el Capitulo 1.3 de este
trabajo.

4.1. Propiedades de las funciones de distorsion

En esta secciéon vamos a comparar los diferentes modelos segtn las pro-
piedades que verifican las funciones de distorsién asociadas a cada modelo.

Las propiedades que estas funciones pueden cumplir son: axioma 1 (defi-
nida positiva), axioma 2 (simetria), axioma 3 (desigualdad triangular), axio-
ma 4 (convexidad) y axioma 5 (continuidad) vistos en la Seccién 1.3 de este
trabajo.

Modelo | Ax. 1 | Ax. 2 | Ax. 3 | Ax. 4| Ax. 5 Resultado

PMM v X X v v [6, Prop. 6]
LV v X v v v [6, Prop. 10]
TV v v v v v [7, Prop. 2.1]
ECL v v v v v Prop. 2.1
KL v X X v v Prop. 3.1

Cuadro 4.1: Estudio de las propiedades verificadas por las funciones de dis-
torsién de los diferentes modelos.
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4.2. PROPIEDADES DE LAS PROBABILIDADES INFERIORES
COHERENTES ASOCIADAS

En la Cuadro 4.1 podemos ver todos los modelos que se comparan en este
capitulo y las propiedades que verifica cada funcién de distorsién asociada
a cada modelo, ademés también se facilita el resultado tedrico donde se
demuestra que estas propiedades se cumplen.

Las funciones de distorsion del modelo de variacion total y del modelo
Fuclideo son las unicas funciones que verifican los axiomas 1, 2 y 3, y por
tanto, son las tunicas funciones de distorsion que son distancias.

Por otro lado tenemos que para los modelos pari-mutuel, linear-vacuous
y Kullback-Leibler las funciones de distorsién no son simétricas (axioma
2), ademas los modelos pari-mutuel y Kullback-Leibler tampoco verifican la
desigualdad triangular (axioma 3). Por todo esto, se tiene que las funciones
de distorsion de estos tres modelos no son distancias.

Por dltimo, todas las funciones de distorsién son continuas y convexas
(axiomas 4 y 5). El cumplimiento de estas dos propiedades es realmente
importante pues nos permite saber que las bolas asociadas a cada modelo
son cerradas y convexas, es decir, son conjuntos credales y por tanto la bola
y su previsién superior contienen la misma informacién probabilistica.

4.2. Propiedades de las probabilidades inferiores
coherentes asociadas

Otra forma de comparar los diferentes modelos es segtin las propiedades
que cumplen las probabilidades inferiores asociadas a cada modelo, es decir,
si verifican la propiedad de 2-monotonia.

La importancia de la propiedad de 2-monotonia sobre las previsiones y
probabilidades inferiores reside en que nos permite relacionar las previsiones
inferiores sobre apuestas con las probabilidades inferiores sobre sucesos, de
tal forma que, una previsién inferior 2-mondétona y su probabilidad inferior
2-monotona resultan equivalentes.

Modelo | 2-monotonia | 2-monotonia Resultado
con apuestas | con sucesos
PMM v v [5, Proposicién 5]
LV v v [6, Seccién 5|
TV v v [7, Proposicién 2.4]
ECL X v Proposicion 2.6 y 2.9
KL X 77 Proposicion 3.5

Cuadro 4.2: Estudio de la propiedad de 2-monotonia en los diferentes mo-
delos de distorsion.

Como podemos observar en el Cuadro 4.2, de los modelos que hemos
estudiado en este trabajo y los que han sido estudiados en [6, 7] se tiene
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que tanto las previsiones inferiores como las probabilidades inferiores cohe-
rentes de los modelos pari-mutuel, linear-vacuous y de variacién total son
2-monotonas.

Por otro lado, la prevision inferior del modelo Euclideo es 2-mondtona
Unicamente cuando consideramos su restriccién a sucesos.

Por tdltimo, en el modelo de Kullback-Leibler las previsiones inferiores
no verifican la propiedad de 2-monotonia para apuestas. En el caso de la
2-monotonia sobre la restriccién a sucesos lo hemos marcado como 77 ya
que se deja como un problema abierto para su estudio.

4.3. Complejidad

Una caracteristica importante de los modelos de distorsién es la sim-
plicidad de su representacion, medida en términos del nimero de puntos
extremos del conjunto credal, cuantos mas puntos extremos tiene un con-
junto credal consideramos que su complejidad es mayor.

Como ya hemos visto anteriormente en este trabajo, en el caso de que
se cumpla la propiedad de 2-monotonia sobre las previsiones inferiores cohe-
rentes sabemos que existen como mucho n! puntos extremos [6].

En el caso de los modelos pari-mutuel, linear-vacuous y de variacién total
los puntos extremos han sido estudiados en [5, 11], la siguiente tabla resume
los resultados para estos modelos:

Modelo ‘ N° méximo de puntos extremos ‘ Resultado ‘
Tl T2
PMM EE=D (=21 [5, Proposicién 2]
LV n [11, Seccién 3.6.3(b)]
TV n(n —1) [7, Proposicién 2.5]

Cuadro 4.3: Numero méximo de puntos extremos en los diferentes modelos
de distorsién.

Por otra parte, se ha concluido en los Capitulos 2 y 3 que el ntimero de
puntos extremos de los modelos Euclideo y de Kullback-Leibler son infinitos,
incluso se ha realizado una representacién del conjunto credal en ambos
€asos.

Podemos observar en el Cuadro 4.3 que los modelos més simples resultan
ser el modelo linear-vacuous, seguido del modelo de variacién total y del
modelo pari-mutuel, y por tanto, los modelos més complejos en términos del
ntmero de puntos extremos son el modelo Euclideo y el modelo de Kullback-
Leibler.

A continuacion, vamos a evaluar toda la informacién recogida a lo largo
de este capitulo y la vamos a indicar en una tabla.

Indicaremos con +4 un resultado muy bueno, + para un resultado
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4.3. COMPLEJIDAD

bueno, — para un resultado malo, —— para un resultado muy malo y 7
9 )
para un resultado sin conclusiones por falta de informacién.

Modelo | PMM | LV | TV | ECL | KL |
Propiedades de la - + | ++ | ++ -
funcién de distorsién
Propiedades de la + ++ - - ?
prevision inferior
Complejidad + ++ | ++ - -

Cuadro 4.4: Evaluacién cualitativa de las propiedades estudiadas de cada
modelo.

Atendiendo al Cuadro 4.4 y teniendo en cuenta todos los aspectos que
hemos considerado y estudiado en este trabajo, el modelo con mejores pro-
piedades y mas estable es el modelo linear-vacuous. A pesar de que la funcién
de distorsion que genera este modelo no es una distancia, su previsién inferior
es 2-monoétona y su complejidad es baja puesto que el niimero de puntos ex-
tremos coincide con el cardinal del espacio X. Le sigue el modelo pari-mutuel
cuya funcién de distorsion tampoco es una distancia pero su previsién infe-
rior es 2-mondtona tanto para apuestas como en su restriccién a sucesos y
su complejidad resulta ser mayor que en el modelo linear-vacuous. Por otro
lado, el modelo de variacién total es el que tiene mejores propiedades sobre
la funcién de distorsiéon y su complejidad es baja, aunque sigue siendo mas
simple el modelo linear-vacuous.

Finalmente, tenemos los modelos que hemos estudiado en este trabajo,
el modelo Euclideo y el modelo de Kullback-Leibler. E1 modelo Euclideo
esta generado por la distancia Euclidea, que verifica todos los axiomas pro-
puestos en la Seccién 1.3, mientras que, la divergencia de Kullback-Leibler
no es una distancia ya que no verifica los axiomas de simetria y desigual-
dad triangular. Por otro lado, ambos modelos resultan ser muy complejos
ya que el nimero de puntos extremos es infinito, ademdas su prevision infe-
rior resulta no ser 2-mondétona para apuestas en ambos casos, Unicamente
podemos asegurar que la prevision inferior es 2-mondtona para sucesos en el
caso del modelo Euclideo, en el modelo de Kullback-Leibler no disponemos
de suficiente informacion.
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha hecho el estudio de los modelos de distor-
sién generados por la distancia Euclidea y por la divergencia de Kullback-
Leibler como complemento al estudio de diversos modelos en [6, 7] con el
objetivo de poder comparar todos estos modelos entre si.

Todos estos modelos son generados por una probabilidad inicial Py dis-
torsionada mediante una funcién, teniendo en cuenta un factor de distorsién
¢ que indica la cantidad de imprecisién que se desea anadir al modelo.

En el Capitulo 2 hemos estudiado el modelo de distorsién inducido por
la distandia Euclidea, este modelo cumple todos los axiomas propuestos es
la Seccién 1.3, en particular los axiomas de convexidad y continuidad, y por
tanto la bola que define este modelo coincide con el conjunto credal del mo-
delo. Ademas, también se dieron expresiones para el cdlculo de la previsién
inferior coherente y de la probabilidad inferior coherente de este modelo. Por
otro lado, en este capitulo se demostré que los puntos extremos del conjunto
credal coinciden con la frontera de la bola definida por el modelo. Final-
mente, se programaron codigos para el calculo de las previsiones superiores
e inferiores y para la representacion del conjunto credal.

En el Capitulo 3 se ha estudiado el modelo inducido por la divergencia
de Kullback-Leibler. Este modelo presenta dificultades al tratar de dar una
férmula explicita para la prevision inferior y para la probabilidad inferior. Se
ha visto que la divergencia de Kullback-Leibler no verifica las propiedades
de simetria y la desigualdad triangular pero si cumple las propiedades de
convexidad y continuidad, lo que nos permite asegurar que la bola defini-
da por el modelo es cerrada y convexa, y por tanto, debe coincidir con el
conjunto credal. Ademas, se ha planteado el calculo de la prevision inferior
mediante un problema de optimizacién, pero debido a la complejidad de es-
ta funcién de distorsién se ha optado por unicamente demostrar que existe
solucién para el problema planteado y que esta solucion es tnica. También
se ha visto, al igual que en el modelo Euclideo, que los extremos del conjunto
credal coinciden con la frontera de la bola asociada al modelo. Por ultimo,
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se han programado cédigos para calcular la previsién inferior y la previsién
superior de este modelo mediante la optimizacion del problema planteado
anteriormente y para la representacién de su conjunto credal.

Para finalizar este estudio, en el Capitulo 4, se ha realizado una compa-
racion de todos los modelos trabajados a lo largo de este estudio, es decir,
de los modelos pari-mutuel, linear-vacuous, variacién total, Fuclideo y de
Kullback-Leibler. Esta comparacién se ha realizado en términos de diferen-
tes propiedades que pueden cumplir estos modelos como por ejemplo las
propiedades que cumplen sus funciones de distorsiéon o la complejidad del
modelo. En conclusién, los modelos estudiados en [6, 7] son més estables y
tienen, en general, mejores propiedades que los propuestos en este trabajo.

A lo largo de este trabajo se puede encontrar un estudio de las princi-
pales propiedades de los modelos trabajados pero no se trata de un estudio
exhaustivo de estos modelos por lo que se puede extender a otras propie-
dades que no han sido estudiadas como la propiedad de k-aditividad. Por
supuesto, también es posible continuar este trabajo mediante el estudio de
otros modelos generados por otras funciones de distorsion, como por ejemplo
la distancia de Wasserstein [10].

54



Bibliografia

[1]

[9]

[10]

[11]

Choquet, G., 1953-1954. “Theory of capacities”. Annales De L’Institut
Fourier, (5): 131-295.

de Finetti, B., 1972. “Probability, induction and statistics: The art of
guessing”. New York: John Wiley.

Huber, P. J. 1981. “Robust statistics”. New York: John Wiley.

Levin, D. A., Peres, Y. and Wilmer, E. L., 2009. “Markov chains and
mixing times”. Providence, RI: American Mathematical Society.

Montes, I. Miranda, E. and Destercke, S., 2019. “Pari-Mutuel probabi-
lities as an uncertainty model”. Information Sciences, 481: 550-573.

Montes, I., Miranda, E. and Destercke, S., 2020 “Neigbourhood and
distortion models. Part I: New results on old models”. International
Journal of General Systems, 49 (6):602-635.

Montes, 1., Miranda, E. and Destercke, S., 2020. “Neighbourhood and
distortion models. Part II: New models and synthesis”. International
Journal of General Systems.

Pelessoni, R., Vicig, P. and Zaffalon, M., 2010. “Inference and risk
measurement with the Pari-mutuel model”. International Journal of
Approximate Reasoning, 51: 1145-1158.

Seidenfeld, T. and Wasserman, L., 1993 “Dilation for sets of probabi-
lities”. The Annals of Statistics, 21: 1139-1154.

Vaserstein, N.L., 1969 “Markov processes over denumerable products
of spaces, describing large systems of automata”. Problemy Peredachi
Informatsii. 5(3): 64-72.

Walley, P., 1991. “Statistical reasoning with imprecise probabilities”.
Chapman and Hall. London.

95



