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Resumen

Este trabajo está incluido dentro del marco de la Teoŕıa de la Proba-
bilidad Imprecisa. Esta teoŕıa nace como una alternativa para generalizar
la Teoŕıa de la Probabilidad Clásica en situaciones en las que la falta de
suficiente información provoca que la probabilidad no quede perfectamente
determinada.

A lo largo de este trabajo, nos centramos en unos modelos particula-
res dentro de las Probabilidades Imprecisas llamados modelos de distorsión
[6, 7]. Estos modelos aparecen de forma natural cuando la distribución de
probabilidad que modela la incertidumbre asociada a un experimento no
está perfectamente determinada debido por ejemplo a falta de información,
datos con excesivo ruido o expertos poco fiables. Para evitar que la falta
de información afecte a las conclusiones o inferencias que se puedan realizar
una posibilidad es “robustecer” la probabilidad dada tomando un entorno a
su alrededor con un determinado radio que representará la cantidad de im-
precisión que se añade. Por tanto, para determinar un modelo de distorsión
son necesarios tres elementos: una probabilidad, un parámetro de distorsión
y una función de distorsión que permita comparar probabilidades.

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio complementario al
realizado en [6, 7] mediante el estudio de los modelos de distorsión que se
obtienen al tomar como función de distorsión la distancia Eucĺıdea y la
divergencia de Kullback-Leibler.

Este trabajo está dividido en cuatro caṕıtulos. En el primer caṕıtulo
se realizará una introducción a la Teoŕıa de las Probabilidades Imprecisas
repasando sus principales conceptos. Además, en este primer caṕıtulo tam-
bién se estudiará qué es un modelo de distorsión, sus propiedades y algunos
ejemplos de modelos de distorsión ya estudiados en otros trabajos.

En el segundo caṕıtulo vamos a realizar el estudio del modelo de distor-
sión inducido por la distancia Eucĺıdea. Definiremos este modelo, estudia-
remos sus principales propiedades y finalizaremos el caṕıtulo con ejemplos
prácticos del cálculo de previsiones inferiores para este modelo y la respre-
sentación gráfica de su conjunto credal.

En el tercer caṕıtulo se realiza un estudio del modelo de distorsión in-
ducido por la divergencia de Kullback-Leibler. Vamos a definir este modelo,
estudiar sus principales propiedades y veremos algunos ejemplos para el
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cálculo de previsiones inferiores y previsiones superiores, también se reali-
zará la representación de su conjunto credal. En este caṕıtulo se deja abierto
el estudio de algunas propiedades para este modelo debido a la complejidad
de cálculo que implica trabajar con la divergencia de Kullback-Leibler.

Por último, en el cuarto caṕıtulo de este trabajo vamos a realizar una
comparación entre los diferentes modelos de distorsión, los ya estudiados
en [6, 7] y los desarrollados a lo largo de este trabajo. Esta comparación
se realizará en términos de las propiedades que verifican las funciones de
distorsión, de las propiedades que verifica cada modelo de distorsión y en
términos de la complejidad de cada modelo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo vamos a repasar los conceptos básicos de la Teoŕıa de
la Probabilidad, su notación y también daremos las condiciones generales
sobre las que vamos a estar trabajando a lo largo de todo este documento.

Además, vamos a introducir todos los conceptos principales de la Teoŕıa
de las Probabilidades Imprecisas y sus notaciones, veremos qué son las pro-
babilidades inferiores y las previsiones inferiores y la relación que mantienen
entre śı estos dos conceptos.

Por último, veremos qué es un modelo de distorsión y algunas de las
propiedades que estos modelos pueden cumplir. Para finalizar este caṕıtulo
veremos algunos ejemplos de modelos de distorsión conocidos como el mo-
delo pari-mutuel [5, 8, 11], el modelo linear-vacuous [3, 11] o el modelo de
la variación total [4, 9].

1.1. Notación

En esta sección vamos a introducir algunos conceptos básicos de la Teoŕıa
de la Probabilidad y veremos alguna notación que resulta muy común en el
campo de las probabilidades imprecisas y que usaremos a lo largo de todo
este trabajo.

En general, la estad́ıstica es la ciencia que se encarga del estudio de los
experimentos aleatorios. Estos experimentos vienen modelados por los es-
pacios de probabilidad. Un espacio de probabilidad es una terna (X , σ, P )
donde X es un conjunto no vaćıo llamado espacio muestral, σ es una σ-álge-
bra y P es una medida de probabilidad, es decir, una función P : σ −→ [0, 1]
verificando los axiomas de Kolmogorov que nos determina la verosimilitud
de ocurrencia entre los diferentes sucesos de la σ-álgebra.

A lo largo de todo este documento estaremos trabajando sobre un espacio
muestral finito X = {x1, . . . , xn} de cardinal |X | = n, además vamos a
considerar como σ-álgebra de sucesos asociada al experimento a las partes
de X , P(X ). Usaremos la notación A ⊆ X para denotar un suceso A del
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1.1. NOTACIÓN

espacio muestral X .
Al trabajar sobre un espacio muestral finito la probabilidad queda de-

terminada por su función de masa de probabilidad. Esta función asocia a
cada elemento del espacio muestral X la probabilidad de que se cumpla. En
particular, se tiene que para nuestro espacio muestral X = {x1, . . . , xn} la
probabilidad P vendrá dada por:

P ({xi}) = pi ∀i = 1, . . . , n

y debe verificar que pi ≥ 0 para todo i = 1, . . . , n y que
∑n

i=1 pi = 1. Su
notación vendrá dada por P = (p1, . . . , pn). De esta forma, dado un suceso
A ⊆ X con A ̸= ∅ su probabilidad viene dada por:

P (A) =
∑
xi∈A

P ({xi}) =
∑
xi∈A

pi.

Cuando consideremos la probabilidad inicial P0, usaremos la notación P0 =
(p01, . . . , p

0
n) para denotar a su función de masa de probabilidad.

A lo largo de este trabajo, denotaremos por P(X ) al conjunto de to-
das las probabilidades definidas sobre P(X ), mientras que P∗(X ) denotará
al subconjunto de P(X ) formado por aquellas probabilidades que aseguran
probabilidad estrictamente positiva a todos aquellos sucesos no vaćıos.

Consideramos a continuación el concepto de variable aleatoria o, siguien-
do la terminoloǵıa del probabilista italiano Bruno de Finetti [2], apuesta.
Una apuesta, o variable aleatoria, es una función f : X −→ R que represen-
ta la ganancia obtenida f(x) si se obtiene como resultado del experimento
x ∈ X . El conjunto de todas las posibles apuestas lo denotaremos por L(X ).

En general, toda apuesta f se puede expresar como:

f(x) =


a1 si x = x1
a2 si x = x2
. . .
an si x = xn

=

n∑
i=1

aiI{xi}(x). (1.1)

Un caso particular de apuesta es la función indicadora sobre un subconjunto
A de X . Denotamos a esta apuesta como f = IA y vendrá dada por:

f(x) = IA(x) =

{
1 si x ∈ A.
0 si x /∈ A.

Definimos la esperanza de una apuesta f respecto a la probabilidad P como:

EP (f) =
∑
xi∈X

f(xi)P ({xi}) =
∑
xi∈X

f(xi)pi.

Si la apuesta f se expresa como en la Ecuación (1.1), f =
∑n

i=1 aiI{xi}(x),
su previsión o esperanza viene dada por:

EP (f) =
n∑

i=1

aiP ({xi}) =
n∑

i=1

aipi. (1.2)
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1.2. PROBABILIDADES IMPRECISAS

En particular, para la apuesta f = IA su esperanza viene dada por:

EP (IA) =
∑
xi∈X

IA(xi)P ({xi}) =
∑
xi∈A

P ({xi}) = P (A).

Es decir, la probabilidad de un suceso es equivalente a la previsión o esperan-
za de su función indicadora. Este hecho tiene una consecuencia importante
puesto que la probabilidad P y su previsión u operador esperanza EP aso-
ciada contienen la misma información probabiĺıstica: a partir de P se puede
calcular la esperanza o previsión de cualquier apuesta (incluida la función
indicadora) y rećıprocamente a partir de la previsión u operador esperanza
se puede obtener la probabilidad de cualquier suceso.

Por este motivo, en el campo de las probabilidades imprecisas es habitual
utilizar la notación P (f), denominada como previsión de la apuesta f , en
lugar de la habitual EP (f), entendiendo que P (A) es equivalente a P (IA)
para cualquier subconjunto A ⊆ X .

1.2. Probabilidades imprecisas

En esta sección vamos a explicar todos los conceptos básicos de las pro-
babilidades y previsiones inferiores y la relación que existe entre estos dos
conceptos.

1.2.1. Probabilidades inferiores

Definimos una probabilidad inferior como una función que asigna a cada
suceso A ⊆ X un valor en el intervalo [0, 1], es decir, P : P(X ) −→ [0, 1]
satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. P (∅) = 0 y P (X ) = 1 (normalización).

2. Si A ⊆ B entonces P (A) ≤ P (B) (monotońıa).

Por otra parte, la probabilidad superior P : P(X ) −→ [0, 1] se define como la
conjugada de la probabilidad inferior y viene dada por la siguiente relación:

P (A) = 1− P (Ac) ∀A ⊆ X .

A partir de la definición de probabilidad superior e inferior podemos intro-
ducir el concepto de conjunto credal. Definimos el conjunto credal asociado
a la probabilidad inferior P como el conjunto de probabilidades cerrado y
convexo que dominan a la probabilidad inferior o que son dominadas por la
probabilidad superior, es decir:

M(P ) = {P ∈ P(X ) | P (A) ≥ P (A) ∀A ⊆ X}
= {P ∈ P(X ) | P (A) ≥ P (A) ∀A ⊆ X}.
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1.2. PROBABILIDADES IMPRECISAS

Para poder trabajar en el campo de las probabilidades imprecisas, donde
las probabilidades no se conocen con precisión, es necesario imponer ciertas
condiciones de racionalidad que nos permitan trabajar de forma consistente.

La primera condición de consistencia es la propiedad de evitar la pérdida
segura. Decimos que una probabilidad inferior P evita la pérdida segura si
su conjunto credal es no vaćıo, es decir, M(P ) ̸= ∅. Esta propiedad nos
garantiza que al menos existe una probabilidad que es compatible con la
información proporcionada por la probabilidad inferior.

Una segunda condición de racionalidad, más fuerte que la anterior, es la
condición de coherencia. Decimos que una probabilidad inferior es coherente
si para todo A ⊆ X existe P ∈ M(P ) tal que P (A) = P (A). Es decir, P es
coherente cuando P es la envolvente inferior de M(P ).

Dada P una probabilidad inferior coherente y P su probabilidad su-
perior conjugada, entonces para todo A,B ⊆ X se verifican las siguientes
propiedades [11]:

1. P (A) = mı́n{P (A) | P ∈ M(P )}.

2. P (A) = máx{P (A) | P ∈ M(P )}.

3. Coherencia ⇒ Evitar pérdida segura.

4. P (A) ≤ P (A).

5. Si A ∩B = ∅ entonces P (A ∪B) ≥ P (A) + P (B).

6. P (A ∪B) ≤ P (A) + P (B).

Las probabilidades inferiores pueden tener diferentes interpretaciones, una
de ellas es la interpretación epistémica de la probabilidad. En esta interpre-
tación tenemos un experimento donde la incertidumbre es medida por una
probabilidad P0, el problema es que no disponemos de suficiente información
para garantizar el valor exacto de todos los valores de la probabilidad P0.

Para resolver este problema tomamos la probabilidad inferior y superior
como cotas de la probabilidad P0, es decir:

P (A) ≤ P0(A) ≤ P (A) ∀A ⊆ X .

De esta forma, desconocemos cómo es exactamente la probabilidad P0 pero
podemos garantizar que pertenece al conjunto credal M(P ).

Otro tipo de interpretación es la comportamental de Bruno de Finetti
[2]. Esta interpretación puede verse como un sistema de apuestas clásico
donde vamos a estar apostando dinero (comprando y vendiendo apuestas)
sobre un suceso A.

La interpretación de de Finetti marca un precio justo para la apuesta, es
decir, un precio donde apostar no nos proporcionará ni beneficios ni pérdidas,
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1.2. PROBABILIDADES IMPRECISAS

y a partir de este precio vamos a definir unas cotas a partir de las cuáles nos
interesará comprar o vender la apuesta sobre el suceso A.

En este contexto, definimos la probabilidad inferior P (A) como el supre-
mo del precio de compra aceptable para el suceso A. Por otro lado, definimos
la probabilidad superior P (A) como el ı́nfimo del precio de venta aceptable
para el suceso A.

Esto quiere decir que por debajo de la probabilidad inferior debeŕıamos
comprar esa apuesta y por encima de la probabilidad superior debeŕıamos
vender esa apuesta, pero no disponemos de suficiente información para de-
cidir cuando el precio de compra/venta de la apuesta está en el intervalo
[P (A), P (A)].

1.2.2. Previsiones inferiores

La idea de previsión inferior es similar a la de probabilidad inferior, pero
considerando un dominio más amplio: el conjunto de todas las apuestas L(X )
en lugar de P(X ).

Una previsión inferior es una función P : L(X ) −→ R que asigna a cada
apuesta f ∈ L(X ) un valor númerico en los números reales.

Por otra parte, la previsión superior P la definimos como el opuesto de
la previsión inferior de la apuesta −f , es decir:

P (f) = −P (−f) ∀f ∈ L(X ). (1.3)

El conjunto credal asociado a la previsión inferior P viene definido de igual
forma que para probabilidades inferiores, es decir, como el conjunto de pro-
babilidades que dominan a la previsión inferior para todas las apuestas:

M(P ) = {P ∈ P(X ) | P (f) ≥ P (f) ∀f ∈ L(X )} (1.4)

= {P ∈ P(X ) | P (f) ≥ P (f) ∀f ∈ L(X )}.

De igual forma que cuando trabajamos con probabilidades superiores e in-
feriores, es necesario imponer ciertas condiciones de consistencia. Estas pro-
piedades son las mismas que para probabilidades inferiores, la propiedad de
evitar la pérdida segura y la de coherencia.

Diremos que P evita la pérdida segura cuando M(P ) ̸= ∅ y que P es
coherente si para cada f ∈ L(X ) existe un P ∈ M(P ) tal que P (f) = P (f).

Para previsiones inferiores, la condición de coherencia es equivalente a
comprobar que para todo f, g ∈ M(P ) y λ > 0 se tiene que:

1. P (f) ≥ mı́nx∈X f(x).

2. P (λf) = λP (f).

3. P (f + g) ≥ P (f) + P (g).
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1.2. PROBABILIDADES IMPRECISAS

Al igual que para probabilidades inferiores hablaremos de dos tipos de in-
terpretaciones para la previsión inferior: la interpretación epistémica y la
comportamental.

La interpretación epistémica para previsiones inferiores se basa en que
no conocemos con exactitud la incertidumbre del experimento que medimos
mediante la probabilidad P0. Entonces, vamos a utilizar toda la informa-
ción disponible para tomar como cotas la previsión superior e inferior no
solamente de sucesos, sino de apuestas:

P (f) ≤ P0(f) ≤ P (f) ∀f ∈ L(X ).

Al igual que con probabilidades inferiores, desconocemos quién es exacta-
mente P0 pero podemos garantizar que pertenece al conjunto credal.

Por otra parte, la interpretación comportamental es muy similar al caso
con probabilidades. La previsión de una apuesta f se puede entender como
el precio de compra (o de venta) justo para esa apuesta y f(x) nos propor-
ciona la ganancia (o pérdida) obtenida en la apuesta f si el resultado del
experimento ha sido x ∈ X .

El beneficio de cada apuesta es sencillo de calcular pues sólo es necesario
considerar la ganancia obtenida a la que hay que restarle el precio que se ha
pagado por esa apuesta.

Hablaremos de precio justo si el beneficio obtenido por comprar (o ven-
der) esa apuesta f es cero, es decir, ni perdemos ni ganamos.

En este caso, P (f) representa el supremo del precio de compra para la
apuesta f , y P (f) representa el ı́nfimo del precio de venta para esa misma
apuesta. La interpretación en este caso es la misma que en el caso de pro-
babilidades, por encima de P (f) vendemos la apuesta y por debajo de P (f)
la compramos.

Anteriormente hemos definido el conjunto credal como un conjunto de
probabilidades cerrado y convexo, por este motivo este conjunto viene ca-
racterizado por sus puntos extremos.

Diremos que P es un punto extremo del conjunto credal M(P ) si verifica
que si P = αP1 + (1−α)P2 para algún P1, P2 ∈ M(P ) y α ∈ [0, 1] entonces
resulta que P = P1 = P2. Denotaremos al conjunto de todos los puntos
extremos asociados al conjunto credal M(P ) como ext(M(P )).

Si P ∈ ext(M(P )) entonces existe una apuesta f ∈ L(X ) de forma que
P es la única probabilidad en M(P ) verificando que P (f) = P (f).

Por tanto, si P es una previsión inferior coherente, se cumple que para
todo f ∈ L(X ):

P (f) = mı́n {P (f) | P ∈ M(P )} = mı́n {P (f) | P ∈ ext(M(P ))}. (1.5)

P (f) = máx {P (f) | P ∈ M(P )} = máx {P (f) | P ∈ ext(M(P ))}.
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1.2. PROBABILIDADES IMPRECISAS

1.2.3. Relación entre las previsiones inferiores y las proba-
bilidades inferiores

Hemos explicado anteriormente la relación que existe entre previsiones y
probabilidades, concretamente vimos que toda probabilidad de un suceso A
puede ser vista como la previsión de una apuesta dada por la función indi-
cadora sobre A, es decir, P (IA) = P (A), y que por tanto una probabilidad
y su previsión asociada son equivalentes.

Por otra parte, los conjuntos credales y las previsiones inferiores cohe-
rentes resultan conceptos equivalentes. Si tenemos información sobre una
previsión inferior coherente es sencillo obtener su conjunto credal que viene
dado por:

M(P ) = {P ∈ P(X ) | P (f) ≥ P (f) ∀f ∈ L(X )}.

Por otra parte, si tenemos un conjunto credal definido podemos expresar la
previsión inferior coherente asociada como:

P (f) = mı́n{P (f) | P ∈ M(P )}.

Por lo tanto se trata de la misma información probabiĺıstica expresada de
forma diferente.

Pero no ocurre lo mismo con la probabilidad inferior coherente ya que
diferentes conjuntos credales, y por tanto diferentes previsiones inferiores
coherentes, pueden tener la misma restricción a sucesos. Veamos un ejemplo:

Vamos a tomar dos conjuntos credales diferentes de tal forma que su
probabilidad inferior asociada sea la misma y veremos cómo la previsión
inferior para una misma apuesta es diferente.

Sea el espacio muestral X = {x1, x2, x3} y consideremos las previsiones
inferiores coherentes P y Q cuyos conjuntos credales M(P ) y M(Q) tienen
como extremos:

ext(M(P )) = {P1, P2, P3} = {(0.1, 0.3, 0.6), (0.7, 0.1, 0.2), (0.5, 0.4, 0.1)}.
ext(M(Q)) = {Q1, Q2, Q3} = {(0.7, 0.2, 0.1), (0.3, 0.1, 0.6), (0.1, 0.4, 0.5)}.

Teniendo en cuenta que la probabilidad inferior sobre un suceso A viene dada
por P (A) = mı́n{P (A) | P ∈ M(P )} y porQ(A) = mı́n{Q(A) | Q ∈ M(Q)}
se obtiene la siguiente tabla con la probabilidad inferior para P y Q.

{x1} {x2} {x3} {x1, x2} {x1, x3} {x2, x3}
P 0.1 0.1 0.1 0.4 0.6 0.3
Q 0.1 0.1 0.1 0.4 0.6 0.3

Por tanto, la restricción a sucesos de P y Q coinciden, pero P y Q son
distintos. Por ejemplo, sea f una apuesta dada por f = 10I{x1} + 20I{x2} +
30I{x3}. Esta apuesta es la que recompensa al jugador con 10 si el resultado
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1.2. PROBABILIDADES IMPRECISAS

del experimento es x1, con 20 si el resultado es x2 y con 30 si el resultado
es x3.

Usando la Ecuación (1.5) y la Ecuación (1.2) para calcular las previsiones
inferiores se tiene que:

P (f) = mı́n {P1(f), P2(f), P3(f)} = mı́n {25, 15, 16} = 15.

Q(f) = mı́n {Q1(f), Q2(f), Q3(f)} = mı́n {14, 23, 24} = 14.

Acabamos de ver, que aunque P y Q tengan la misma restricción a sucesos
su previsión inferior sobre una misma apuesta es diferente, es decir, dos
previsiones inferiores diferentes pueden tener las misma restricción a sucesos.

Por este motivo vamos a trabajar a lo largo de todo este trabajo con pre-
visiones inferiores ya que resultan más informativas que las probabilidades
inferiores.

A continuación, vamos a estudiar una propiedad muy importante que
cumplen algunas previsiones inferiores, se trata de la 2-monotońıa. Diremos
que P es 2-monótona si verifica que:

P (f ∨ g) + P (f ∧ g) ≥ P (f) + P (g) ∀f, g ∈ L(X )

donde ∨ indica el mı́nimo y ∧ el máximo punto a punto.
Si consideramos su restricción a sucesos, entonces decimos que P es 2-

monótona si:

P (A ∩B) + P (A ∪B) ≥ P (A) + P (B) ∀A,B ⊆ X .

La importancia de la 2-monotońıa en esta teoŕıa es que nos permite rela-
cionar las probabilidades inferiores con las previsiones inferiores ya que una
previsión inferior 2-monótona y su probabilidad inferior 2-monótona aso-
ciada resultan equivalentes, es decir, expresan la misma información proba-
biĺıstica. Además, si una previsión o una probabilidad inferior es 2-monótona
entonces también se tiene que cumple la propiedad de coherencia.

Ya hemos visto anteriormente cómo se puede obtener la probabilidad de
un suceso A a partir de una previsión inferior, basta considerar la apuesta
f = IA, pero si disponemos de la propiedad de 2-monotońıa es posible
calcular la previsión inferior a partir de la probabilidad inferior.

Si P : L(X ) −→ R es una previsión inferior 2-monótona y P ′ : P(X ) −→
[0, 1] denota su probabilidad inferior coherente asociada obtenida como la
restricción a sucesos:

P ′(A) = P (IA) ∀A ⊆ X ,

entonces P (f) se puede calcular usando P ′ como:

P (f) = (C)

∫
fdP ′ (1.6)

11



1.3. MODELOS DE DISTORSIÓN

donde (C)
∫

representa un operador llamado integral de Choquet [1] de la
apuesta f respecto de la probabilidad inferior P ′ y viene dado por:

P (f) = (C)

∫
fdP ′ = mı́n

x∈X
f(x) +

∫ máx f

mı́n f
P ′ ({x | f(x) ≥ ω}) dω.

La 2-monotońıa de la probabilidad inferior coherente nos garantiza que la
probabilidad inferior tiene una única extensión a apuestas en forma de pre-
visión inferior 2-monótona. Además, otra ventaja de trabajar con probabi-
lidades inferiores 2-monótonas es que el cálculo de los puntos extremos del
conjunto credal es mucho más simple. Estos puntos extremos vienen dados
por {Pσ | σ ∈ Sn} donde Sn representa el conjunto de permutaciones de
{1, . . . , n} y xσ(i) representa la i-ésima permutación de los elementos del
espacio muestral. De esta forma los puntos extremos Pσ vienen dados por:

Pσ({xσ(1)}) = P ({xσ(1)}).
Pσ({xσ(2)}) = P ({xσ(1), xσ(2)})− P ({xσ(1)}).

. . .

Pσ({xσ(i)}) = P ({xσ(1), . . . , xσ(i)})− P ({xσ(1), . . . , xσ(i−1)}).
. . .

Pσ({xσ(n)}) = P ({xσ(1), . . . , xσ(n)})− P ({xσ(1), . . . , xσ(n−1)})
= 1− P ({xσ(1), . . . , xσ(n−1)}).

Es por ello que si P es 2-monótona entonces M(P ) tiene como mucho
n! puntos extremos [1].

1.3. Modelos de distorsión

A lo largo de este trabajo vamos a estudiar un tipo particular de previsio-
nes inferiores que son las que se obtienen mediante los modelos de distorsión.

Los modelos de distorsión se basan en la idea de tomar una probabilidad
inicial P0 ∈ P(X ) sobre la que se va a definir un entorno mediante una
función de distorsión d : P(X ) × P(X ) −→ [0,∞) que sirve para comparar
probabilidades, y un parámetro de distorsión δ > 0 que indica la cantidad
de imprecisión que se añade al modelo.

De esta forma se define el modelo de distorsión dado por P0, d y δ como
la bola cerrada dada por:

Bδ
d(P0) = {P ∈ P(X ) | d(P, P0) ≤ δ}. (1.7)

Este conjunto contiene a todas las probabilidades que distan de la probabi-
lidad inicial P0 como mucho δ. Las funciones de distorsión pueden satisfacer
las siguientes propiedades:

12



1.3. MODELOS DE DISTORSIÓN

Axioma 1 (Definida positiva): d(P1, P2)=0 si y sólo si P1 = P2

∀P1, P2 ∈ P(X ).

Axioma 2 (Simetŕıa): d(P1, P2) = d(P2, P1) ∀P1, P2 ∈ P(X ).

Axioma 3 (Desigualdad triangular): d(P1, P3) ≤ d(P1, P2) + d(P2, P3)
∀P1, P2, P3 ∈ P(X ).

Axioma 4 (Convexidad):
d(αP1 + (1− α)P2, P3) ≤ máx{d(P1, P3), d(P2, P3)} ∀α ∈ [0, 1] y
∀P1, P2, P3 ∈ P(X ).

Axioma 5 (Continuidad): ∀P, P1, P2 ∈ P(X ) y ∀ϵ > 0,∃δ > 0 tal que
si ∥P1 − P2∥ < δ entonces se tiene que |d(P1, P )− d(P2, P )| < ϵ.

La función de distrosión d es una distancia cuando satisface los axiomas 1, 2
y 3. Además, si verifica los axiomas 4 y 5, es decir, la función de distorsión
es continua y convexa, entonces se tiene que la bola definida en la Ecuación
(1.7) es cerrada y convexa, es decir, se trata de un conjunto credal y por
tanto coincide con M(P d) [6, Prop.3.1], donde P d es la previsión inferior
coherente definida como la envolvente inferior de Bδ

d(P0) dada por:

P d(f) = ı́nf {P (f) | P ∈ M(P d)} = ı́nf {P (f) | P ∈ Bδ
d(P0)}

= ı́nf {P (f) | d(P, P0) ≤ δ} ∀f ∈ L(X ).

Como ya hemos explicado, el objetivo de este trabajo es estudiar diferentes
modelos de distorsión para complementar los ya estudiados en [6, 7] y poder
hacer una comparación de todos ellos.

En [6, 7] se recoge el estudio de los modelos de distorsión desde un
punto de vista general y teórico. Además se particulariza este estudio para
algunos modelos concretos de especial interés por sus propiedades como son
el modelo pari-mutuel (PMM), el modelo linear-vacuous (LV ) y el modelo
total-variation (TV ).

A lo largo de estos dos estudios se trabaja bajo la hipótesis de que la
probabilidad inicial P0 pertenece a P∗(X ) y que el parámetro de distorsión
δ es lo suficientemente pequeño para garantizar que Bδ

d(P0) ⊆ P∗(X ). Para
mantener una consistencia con estos resultados ya estudiados trabajaremos
a lo largo de este trabajo en nuevos resultados bajo estas mismas hipótesis.

Consideremos primero el modelo linear-vacuous, también llamado mo-
delo de ϵ-contaminación [3, 11].

La función de distorsión que genera este modelo es dLV : P∗(X ) ×
P∗(X ) −→ [0,∞) y viene dada por:

dLV (P,Q) = máx
A ̸=∅

Q(A)− P (A)

Q(A)
.

13
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Dada la función de distorsión dLV , una probabilidad inicial P0 y un paráme-
tro de distorsión δ > 0 podemos considerar el siguiente conjunto credal:

Bδ
dLV

(P0) = {P ∈ P(X ) | dLV (P, P0) ≤ δ}.

La probabilidad inferior y superior asociada a este modelo vienen dadas por:

PLV (A) =

{
(1− δ)P0(A) si A ̸= X .
1 si A = X .

PLV (A) =

{
(1− δ)P0(A) + δ si A ̸= ∅.
0 si A = ∅.

El modelo linear-vacuous es 2-monótono. Por tanto, su extensión a apuestas
es única y viene dada por la integral de Choquet (1.6).

Consideremos ahora el modelo pari-mutuel. Este modelo está generado
por la función de distorsión dPMM : P∗(X )× P∗(X ) −→ [0,∞) dada por:

dPMM (P,Q) = máx
A⊆X

Q(A)− P (A)

1−Q(A)
.

Dado un parámetro de distorsión δ > 0 y una probabilidad inicial P0, el
conjunto credal asociado a este modelo viene dado por:

Bδ
dPMM

(P0) = {P ∈ P(X ) | dPMM (P, P0) ≤ δ}.

Las probabilidades coherentes inferiores y superiores asociadas a este
modelo vienen dadas para cada A ⊆ X por:

PPMM (A) = máx{0, (1 + δ)P0(A)− δ}.
PPMM (A) = mı́n{0, (1 + δ)P0(A)}.

Este modelo nace como un sistema para realizar apuestas donde δ respre-
senta el factor de ganancia de la casa de apuestas. Para más detalle sobre
este modelo nos referimos a [8, 11].

Se tiene que la probabilidad inferior asociada PPMM es 2-monótona, y
por tanto su extensión a apuestas, que también es 2 mónotona, es única y
viene dada por la integral de Choquet (1.6).

Por último, vamos a ver el modelo basado en la distancia de variación
total [4, 9]. Dadas dos probabilidades P,Q ∈ P(X ) la distancia de la variación
total viene dada por:

dTV (P,Q) = máx
A⊂X

| P (A)−Q(A) | .

Sea un parámetro de distorsión δ > 0 y una probabilidad inicial P0, el
conjunto credal asociado a este modelo viene dado por:

Bδ
dTV

(P0) = {P ∈ P(X ) | dTV (P, P0) ≤ δ}.

14
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Las probabilidades inferiores y superiores para este modelo vienen dadas
por:

P TV (A) =

{
máx{0, P0(A)− δ} si A ̸= X .
1 si A = X .

P TV (A) =

{
mı́n{1, P0(A) + δ} si A ̸= ∅.
0 si A = ∅.

El modelo de variación total es 2-monótono [7] y por tanto tiene una única
extensión a apuestas y viene dada en términos de la integral de Choquet
(1.6).
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Caṕıtulo 2

Modelo de distorsión
generado por la distancia
Eucĺıdea

A lo largo de este caṕıtulo vamos a definir y estudiar las diferentes propie-
dades del modelo de distorsión generado por la distancia Eucĺıdea. Además,
definiremos las previsiones y probabilidades inferiores y superiores para este
modelo.

Para finalizar este caṕıtulo veremos un ejemplo de cálculo de las previ-
siones inferiores para este modelo y la representación gráfica de su conjunto
credal.

2.1. Definición del modelo

En esta sección vamos a definir el modelo de distorsión generado por
la distancia Eucĺıdea. Para dos probabilidades P,Q ∈ P(X ) la distancia
Eucĺıdea viene dada por

dE(P,Q) =

√√√√ n∑
i=1

(pi − qi)2.

En este estudio vamos a considerar una probabilidad P0 ∈ P∗(X ) y un
parámetro de distorsión δ ∈ (0, 1). Con estos elementos definimos la bola
cerrada centrada en P0 con parámetro de distorsión δ respecto a la distancia
Eucĺıdea que viene dada por:

Bδ
E(P0) = {P ∈ P(X ) | dE(P, P0) ≤ δ}

=

P ∈ P(X ) |

√√√√ n∑
i=1

(P (xi)− P0(xi))2 < δ

 .
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2.1. DEFINICIÓN DEL MODELO

Como ya hemos introducido en la Sección 1.3, a lo largo de este estudio
vamos a trabajar bajo la hipótesis de que el parámetro de distorsión delta
elegido es suficientemente pequeño para garantizar que Bδ

d(P0) ⊆ P∗(X ), de
esta forma, seguimos trabajando bajo las hipótesis generales que se usan en
los estudios [6, 7].

En la Sección 1.3 se definen cinco axiomas que una función de distorsión
puede cumplir, vamos a comprobar los que verifica la distancia Eucĺıdea.

Proposición 2.1. La distancia Eucĺıdea dE definida satisface los axiomas:
1, 2, 3, 4 y 5.

Demostración. Como dE es una distancia es simétrica, definida positiva y
cumple la desigualdad triangular por lo que cumple los axiomas 1, 2 y 3.
Veamos que verifica el axioma 4. Sean P,Q,H ∈ P(X ) y α ∈ [0, 1] arbitrarios
tales que pi = P ({xi}), qi = Q({xi}) y hi = H({xi}) para cada i = 1, . . . , n.
Entonces:

dE(αP + (1− α)Q,H) =

√√√√ n∑
i=1

(
(αP ({xi}) + (1− α)Q({xi}))−H({xi})

)2
=

√√√√ n∑
i=1

(
(αpi + (1− α)qi)− hi

)2
.

Sumando y restando αhi se tiene que:

dE(αP + (1− α)Q,H) =

√√√√ n∑
i=1

(
(αpi + (1− α)qi)− hi

)2
=

√√√√ n∑
i=1

(
(αpi + (1− α)qi)− hi + αhi − αhi

)2
=

√√√√ n∑
i=1

(
αpi − αhi + (1− α)qi − (1− α)(hi)

)2
=

√√√√ n∑
i=1

(
α(pi − hi) + (1− α)(qi − hi)

)2
.

Aplicando la desigualdad de Minkowsky que dice:√√√√ n∑
i=1

(ai + bi)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

a2i +

√√√√ n∑
i=1

b2i
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se obtiene lo siguiente:

dE(αP + (1− α)Q,H) =

√√√√ n∑
i=1

(
α(pi − hi) + (1− α)(qi − hi)

)2
≤

√√√√ n∑
i=1

(α(pi − hi))2 +

√√√√ n∑
i=1

((1− α)(qi − hi))2

= αdE(P,H) + (1− α)dE(Q,H)

≤ máx{d(P,H), d(Q,H)}.

Por lo que queda probado que la distancia Eucĺıdea verifica el axioma de
convexidad.

El axioma de continuidad se cumple porque la distancia Eucĺıdea es una
composición de funciones continuas, y por tanto, se trata de una función
continua.

De acuerdo con [6, Prop.3.1], si la función de distorsión d : P(X ) ×
P(X ) → R+ es continua y convexa, entonces la bola Bδ

E(P0) es cerrada
y convexa, es decir, se trata de un conjunto credal y por tanto coincide
con M(PE), donde PE es la previsión inferior coherente definida como la
envolvente inferior de Bδ

E(P0):

PE(f) = mı́n{P (f) | P ∈ Bδ
E(P0)} = mı́n{P (f) | P ∈ dE(P, P0) ≤ δ}

para cada apuesta f ∈ L(X ). De esta forma se tiene que el conjunto credal
viene dado por:

M(PE) = {P ∈ P(X ) | P (f) ≥ PE(f) ∀f ∈ L(X )} = Bδ
E(P0).

A continuación, vamos a ver que los puntos extremos del conjunto credal
M(PE) pertenecen a la frontera de la bola Bδ

E(P0).

Proposición 2.2. Sea δ > 0 y P0 ∈ P∗(X ) de forma que Bδ
E(P0) ⊆ P∗(X ),

y sea f una apuesta no constante. Entonces, si PE(f) = P (f) para algún
P ∈ Bδ

E(P0) se tiene que dE(P, P0) = δ.

Demostración. Por reducción al absurdo, supongamos que dE(P, P0) < δ y
veamos que existe P ∗ ∈ Bδ

E(P0) tal que P ∗(f) < P (f) lo que implicaŕıa la
siguiente contradicción:

P ∗(f) < P (f) = PE(f) = mı́n{P (f) | P ∈ Bδ
E(P0)}.

Sea la probabilidad P = (p1, . . . , pn), y consideremos la apuesta f dada por
f(x) =

∑n
i=1 aiIxi(x), cuya previsión es P (f) =

∑n
i=1 aipi.

Sea aj = máx1≤i≤n ai y sea ak = mı́n1≤i≤n ai, de tal forma que podemos
asegurar que ak < aj ya que la apuesta f es no constante por hipótesis.
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Sea ϵ > 0 verificando que:

ϵ < mı́n

{
pj , 1− pk,

1

6

(
δ2 − dE(P, P0)

2
)}

.

Se tiene que pj > 0 y 1−pk > 0 pues por hipótesis Bδ
E(P0) ⊆ P∗(X ). Además

1
6

(
δ2 − dE(P, P0)

2
)
> 0 ya que por hipótesis dE(P, P0) < δ.

Definimos la probabilidad P ∗ = (p∗1, . . . , p
∗
n) donde p∗i vienen dados por:

p∗i = P ∗({xi}) =


pj − ϵ si i = j.

pk + ϵ si i = k.

pi si i ̸= j, k.

Veamos que P ∗ es una probabilidad, es decir, que p∗1, . . . , p
∗
n son no-negativos

(de hecho, por construcción son estrictamente positivos) y su suma es 1:
Está claro que para todo i ̸= j, k p∗i = pi > 0 y que pk + ϵ < 1, puesto

que ϵ < 1− pk. Además, pj − ϵ > 0 ya que ϵ < pj por hipótesis.
Por último, veamos que su suma es 1.

n∑
i=1

p∗i =
n∑

i=1

pi + ϵ− ϵ =
n∑

i=1

pi = 1.

Con todo esto, se tiene que la previsión P ∗(f) cumple que:

P ∗(f) =
n∑

i=1

aip
∗
i =

∑
i ̸=j,k

aip
∗
i + ajp

∗
j + akp

∗
k

=
∑
i ̸=j,k

aipi + aj(pj − ϵ) + ak(pk + ϵ) =
n∑

i=1

aipi + (ak − aj)ϵ.

Pero ak − aj < 0 por ser ak = mı́n1≤i≤n ai y aj = máx1≤i≤n ai y ϵ > 0, por
lo que tenemos que:

P ∗(f) =
n∑

i=1

aipi + (ak − aj)ϵ <
n∑

i=1

aipi = P (f) = PE(f).

Veamos ahora que P ∗ ∈ Bδ
E(P0), es decir, que dE(P

∗, P0) ≤ δ, o equivalen-
temente que d2E(P

∗, P0) ≤ δ2. Usando la notación P0({xi}) = p0i para cada
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i = 1, . . . , n, se tiene que:

d2E(P
∗, P0) =

n∑
i=1

(
P ∗({xi})− P0({xi})

)2
=

n∑
i=1

(p∗i − p0i )
2

=
∑
i ̸=j,k

(p∗i − p0i )
2 + (p∗j − p0j )

2 + (p∗k − p0k)
2

=
∑
i ̸=j,k

(pi − p0i )
2 + (pj − ϵ− p0j )

2 + (pk + ϵ− p0k)
2

=
∑
i ̸=j,k

(pi − p0i )
2 +

(
(pj − p0j )− ϵ

)2
+
(
(pk − p0k) + ϵ

)2
=
∑
i ̸=j,k

(pi − p0i )
2 +

(
(pj − p0j )

2 − 2ϵ(pj − p0j ) + ϵ2
)

+
(
(pk − p0k)

2 + 2ϵ(pk − p0k) + ϵ2
)

=
∑
i ̸=j,k

(pi − p0i )
2 + (pj − p0j )

2 + (pk − p0k)
2

− 2ϵ(pj − p0j ) + 2ϵ(pk − p0k) + 2ϵ2

=
n∑

i=1

(pi − p0i )
2 − 2ϵ(pj − p0j ) + 2ϵ(pk − p0k) + 2ϵ2

= d2E(P, P0)− 2ϵ(pj − pk + p0k − p0j ) + 2ϵ2.

Como ϵ < pj < 1 se tiene que ϵ2 < ϵ y además se tiene que:

|pj − pk + p0k − p0j | < 2.

Usando estas dos propiedades se obtiene que:

d2E(P
∗, P0) = d2E(P, P0)− 2ϵ(pj − pk + p0k − p0j ) + 2ϵ2

< d2E(P, P0) + 4ϵ+ 2ϵ = d2E(P, P0) + 6ϵ

< d2E(P, P0) + 6
δ2 − d2E(P, P0)

6
= δ2.

Finalmente, hemos encontrado una probabilidad P ∗ en la bola Bδ
E(P0) tal

que P ∗(f) < PE(f). Llegamos a contradicción al suponer que dE(P, P0) < δ,
por tanto dE(P, P0) = δ.

A continuación, vamos a estudiar la expresión que toma la previsión infe-
rior PE(f) para una apuesta cualquiera f(x) =

∑n
i=1 aiIxi(x) no constante

asociada al conjunto credal M(PE).

Proposición 2.3. Sea P0 ∈ P∗(X ), δ > 0 de forma que Bδ
E(P0) ⊆ P∗(X ),

y sea f una apuesta no constante. Entonces la previsión inferior PE(f) y
superior PE(f) vienen dadas por:

PE(f) = P0(f)− δ
√
nSf (2.1)
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2.1. DEFINICIÓN DEL MODELO

PE(f) = P0(f) + δ
√
nSf (2.2)

donde f = 1
n

∑n
i=1 ai es el valor medio de los valores de f y donde Sf =√

1
n

∑n
i=1(ai − f)2 es la deviación t́ıpica de los valores de la apuesta f .

Demostración. La previsión inferior inducida por este modelo viene definida
por:

PE(f) = mı́n{P (f) | P ∈ Bδ
E(P0)} = mı́n{P (f) | dE(P, P0) ≤ δ}.

Por este motivo nos proponemos calcular mı́n{P (f) | P ∈ Bδ
E(P0)} donde

P (f) viene dada por P (f) =
∑n

i=1 aiP ({xi}).
Fijémonos que toda P ∈ Bδ

E(P0) se puede expresar como P ({xi}) =
P0({xi}) + αi donde

∑n
i=1 αi = 0. Entonces se tiene que:

mı́n
P∈Bδ

E(P0)
P (f) = mı́n

P∈Bδ
E(P0)

n∑
i=1

P ({xi})ai = mı́n
α1,...,αn

n∑
i=1

(P0({xi}) + αi)ai

= mı́n
α1,...,αn

(
n∑

i=1

P0({xi})ai +
n∑

i=1

aiαi

)

= mı́n
α1,...,αn

(
P0(f) +

n∑
i=1

aiαi

)
= P0(f) + mı́n

α1,...,αn

n∑
i=1

aiαi.

Además, puesto que podemos expresar pi = p0i + αi donde P ({xi}) = pi,
P0({xi}) = p0i para cada i = 1, . . . , n y dE(P, P0) = δ, se tiene que:

pi = p0i + αi ⇒ pi − p0i = αi ⇒ (pi − p0i )
2 = α2

i

⇒
n∑

i=1

(pi − p0i )
2 =

n∑
i=1

α2
i

⇒
n∑

i=1

α2
i = δ2.

Nos planteamos calcular mı́nα1,...,αn

∑n
i=1 aiαi sujeto a las siguientes condi-

ciones:
n∑

i=1

αi = 0;

n∑
i=1

α2
i = δ2.

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange obtenemos una función
con multiplicadores λ y η dada por:

L(α1, ..., αn, λ, η) =
n∑

i=1

αiai − λ
n∑

i=1

αi − η

(
n∑

i=1

α2
i − δ2

)
.
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La función L es de tipo polinómica, por lo que es continua y derivable en
todos sus puntos y su gradiente

(
∇(L)

)
viene dado por:

∇(L) =



∂L
∂α1
∂L
∂α2
...
∂L
∂αn
∂L
∂λ
∂L
∂η


=



a1 − 2ηα1 − λ
a2 − 2ηα2 − λ

...
an − 2ηαn − λ
−
∑n

i=1 αi

−(
∑n

i=1 α
2
i − δ2)


Igualando a cero el gradiente encontraremos los puntos estacionarios de esta
función:

∇(L) =



a1 − 2ηα1 − λ
a2 − 2ηα2 − λ

...
an − 2ηαn − λ
−
∑n

i=1 αi

−(
∑n

i=1 α
2
i − δ2)


= 0.

Sumando las n primeras ecuaciones y usando que
∑n

i=1 αi = 0 se tiene que:

n∑
i=1

ai − 2η

n∑
i=1

αi − nλ = 0 ⇒ λ =

∑n
i=1 ai
n

= f.

donde f es el valor medio de los valores de la apuesta f .
En general, las n primeras ecuaciones vienen dadas por −2ηαi−f+ai = 0

para cada i = 1, . . . , n.

Despejando αi se tiene que αi =
f−ai
−2η , elevando al cuadrado esta expre-

sión y sumando las n ecuaciones tenemos que:

δ2 =
n∑

i=1

α2
i =

n∑
i=1

(f − ai)
2

4η2
⇒ 4η2δ2 =

n∑
i=1

(f − ai)
2 ⇒

η =

√√√√ n∑
i=1

(f − ai)2

4δ2
=

1

2δ

√
nSf .

Hemos encontrado los puntos estacionarios de la funcion L en (α1, ..., αn, λ, η)
donde:

λ = f ; η =
1

2δ

√
nSf ; αi =

f − ai
−2η

= δ
ai − f√
nSf

.

Veamos si estos puntos estacionarios son máximos o mı́nimos. Para ello
debemos calcular los 2 + r menores principales, denotados Br, de la matriz
Hessiana para r = 2+1, . . . , n y observar si (−1)r |Br| es positivo o negativo.
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La matriz Hessiana limitada (H(L)) viene dada por las derivadas par-
ciales de la función de Lagrange:

H(L) =



∂2L
∂λ2

∂2L
∂λ∂η

∂2L
∂λ∂α1

· · · ∂2L
∂λ∂αn

∂2L
∂λ∂η

∂2L
∂η2

∂2L
∂η∂α1

· · · ∂2L
∂η∂αn

∂2L
∂λ∂α1

∂2L
∂η∂α1

∂2L
∂α2

1
· · · ∂2L

∂α1∂αn

...
...

...
. . .

...
∂2L

∂λ∂αn

∂2L
∂η∂αn

∂2L
∂α1∂αn

· · · ∂2L
∂α2

n



=



0 0 −1 −1 · · · −1
0 0 −2α1 −2α2 · · · −2αn

−1 −2α1 −2η 0 · · · 0
−1 −2α2 0 −2η · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
−1 −2αn 0 0 · · · −2η


Entonces, los menores principales Br para r = 2+1, . . . , n vienen dados por:

Br =



∂2L
∂λ2

∂2L
∂λ∂η

∂2L
∂λ∂α1

· · · ∂2L
∂λ∂αr

∂2L
∂λ∂η

∂2L
∂η2

∂2L
∂η∂α1

· · · ∂2L
∂η∂αr

∂2L
∂λ∂α1

∂2L
∂η∂α1

∂2L
∂α2

1
· · · ∂2L

∂α1∂αr

...
...

...
. . .

...
∂2L

∂λ∂αr

∂2L
∂η∂αr

∂2L
∂α1∂αr

· · · ∂2L
∂α2

r



=



0 0 −1 −1 · · · −1
0 0 −2α1 −2α2 · · · −2αr

−1 −2α1 −2η 0 · · · 0
−1 −2α2 0 −2η · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
−1 −2αr 0 0 · · · −2η


Si dividimos la matriz Br en cuatro submatrices tal que:

Br =

(
B1,1 B1,2

B2,1 B2,2

)
entonces el determinante de Br viene dado por:

|Br| = |B2,2| ·
∣∣∣B1,1 −B1,2B

−1
2,2B2,1

∣∣∣ . (2.3)

Sean los vectores α⃗r
t = (α1, . . . , αr) y 1⃗r

t
= (1, . . . , 1), ambos de dimen-

sión r, y sea Ir la matriz identidad de orden r, entonces podemos tomar la
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2.1. DEFINICIÓN DEL MODELO

siguiente descomposición en submatrices de la matriz Br:

B1,1 = 02×2; B1,2 =

(
−1⃗r

t

−2α⃗r
t

)
;

B2,1 =
(
− 1⃗r,−2α⃗r

)
; B2,2 = −2ηIr.

Utilizando esta descomposición de Br y la Ecuación (2.3) se puede calcular
su determinante:

|Br| = |−2ηIr|

∣∣∣∣∣
(
0 0
0 0

)
−

(
−1⃗r

t

−2α⃗r
t

)
+

(
−1

2η
Ir

)
(−1⃗r,−2α⃗r)

∣∣∣∣∣
= |−2ηIr|

∣∣∣∣(0 0
0 0

)
− 1

2η

(
−r −

∑r
i=1 2αi

−
∑r

i=1 2αi −
∑r

i=1 4α
2
i

)∣∣∣∣
= |−2ηIr|

∣∣∣∣ 1

−2η

(
−r −

∑r
i=1 2αi

−
∑r

i=1 2αi −
∑r

i=1 4α
2
i

)∣∣∣∣
= (−2η)r

 4r

(2η)2

r∑
i=1

α2
i −

4

(2η)2

(
r∑

i=1

αi

)2


= (−2η)r−24

r

r∑
i=1

α2
i −

(
r∑

i=1

αi

)2
 .

Finalmente teniendo en cuenta que η = 1
2δ

√
nSf > 0 y que la varianza de

los r primeros valores de αi, es decir α1, . . . , αr, es siempre positiva, ya que
αi ∈ R para todo i = 1, . . . , n, y viene dada por:

V ar(α1, . . . , αr) =
1

r

r∑
i=1

α2
i −

(
1

r

r∑
i=1

αi

)2

=
1

r2

r
r∑

i=1

α2
i −

(
r∑

i=1

αi

)2
 (2.4)

de donde se deduce que
(
r
∑r

i=1 α
2
i − (

∑r
i=1 αi)

2
)
> 0. Con todo esto resulta

que:

(−1)r |Br| = (−1)r(−2η)r−24

r

r∑
i=1

α2
i −

(
r∑

i=1

αi

)2


pero (−1)r(−2η)r−2 > 0 pues ambos exponentes son pares o impares si-
multáneamente y por la Ecuación (2.4) se tiene que (−1)r |Br| > 0 para
todo r = 2+1, . . . , n, y por tanto queda demostrado que los puntos estacio-
narios son máximos.
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Entonces la previsión superior viene dada por:

PE(f) = máx
P∈Bδ

E(P0)
P (f) = P0(f) + máx

α1,...,αn

n∑
i=1

aiαi

= P0(f) +
n∑

i=1

ai

(
δ
ai − f√
nSf

)
.

Teniendo en cuenta que
∑n

i=1 aif = nf
2
, ya que:

n∑
i=1

aif =
n∑

i=1

ai

∑n
j=1 aj

n
=

(a1 + . . .+ an)(a1 + . . .+ an)

n

=
(a1 + . . .+ an)

2

n
= n

(a1 + . . .+ an)
2

n2
= nf

2
(2.5)

se puede simplificar la expresión
∑n

i=1 ai

(
δ ai−f√

nSf

)
. Multiplicando y dividien-

do por
√
n y usando (2.5) se tiene que:

n∑
i=1

ai

(
δ
ai − f√
nSf

)
=

δ
√
n

Sf

1

n

n∑
i=1

(
a2i − aif

2
)
=

δ
√
n

Sf

1

n

(
n∑

i=1

a2i −
n∑

i=1

aif
2

)

=
δ
√
n

Sf

1

n

(
n∑

i=1

a2i − nf
2

)
=

δ
√
n

Sf

(
1

n

n∑
i=1

a2i − f
2

)
.

Veamos que 1
n

∑n
i=1 a

2
i − f

2
es exactamente S2

f :

S2
f =

1

n

n∑
i=1

(
ai − f

)2
=

1

n

n∑
i=1

(
a2i − 2aif̄ + f

2
)

=
1

n

n∑
i=1

a2i +
1

n

n∑
i=1

(
−2aif + f

2
)
.

Usando (2.5) se tiene que:

n∑
i=1

(
−2aif + f

2
)
=

(
−2

n∑
i=1

aif +
n∑

i=1

f
2

)
=
(
−2nf

2
+ nf

2
)

= −2nf
2
+ nf

2
= −nf

2
.

y por tanto:

S2
f =

1

n

n∑
i=1

a2i +
1

n

n∑
i=1

(
−2aif + f

2
)
=

1

n

n∑
i=1

a2i +
1

n

(
−nf

2
)

=
1

n

n∑
i=1

a2i − f
2
.
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Finalmente hemos obtenido que:

n∑
i=1

ai

(
δ
ai − f√
nSf

)
=

δ
√
n

Sf
S2
f = δ

√
nSf

por lo que la expresión de la previsión superior viene dada por:

PE(f) = P0(f) + δ
√
nSf .

Para calcular la previsión inferior solo debemos tener en cuenta que

PE(f) = −PE(−f),

donde la apuesta −f viene dada por −f(x) =
∑n

i=1(−ai)I{xi}(x). Entonces

PE(−f) = P0(−f) + δ
√
nS−f ,

donde P0(−f) = −P0(f). Veamos que S−f = Sf , para ello vamos a ver
primero que −f = −f :

−f =
n∑

i=1

−ai
n

= −
n∑

i=1

ai
n

= −f.

Entonces, se tiene que:

S−f =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
(−ai)−

(
−f
))2

=

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
(−ai) + f

)2
=

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
ai − f

)2
= Sf .

Por todo esto, la previsión inferior queda determinada por:

PE(f) = −
(
P0(−f) + δ

√
nS−f

)
= P0(f)− δ

√
nSf .

Ahora vamos a estudiar la probabilidad inferior asociada mediante la
restricción de la previsión inferior PE(f) a sucesos, es decir, la previsión
inferior para la apuesta f = IA, que denotaremos PE(IA) = PE(A).

Esto es sencillo puesto que si de forma general f(x) =
∑n

i=1 aiIxi(x), en
el caso particular de que f = IA se tiene que ai = 0 si xi /∈ A y ai = 1 si
xi ∈ A.
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Corolario 2.4. Sea P0 ∈ P∗(X ), δ > 0 de forma que Bδ
E(P0) ⊆ P∗(X ),

y sea A ̸= ∅,X . Entonces la probabilidad inferior y superior del suceso A
vienen dadas por:

PE(A) = P0(A)− δ

√
|A| (n− |A|)

n
(2.6)

PE(A) = P0(A) + δ

√
|A| (n− |A|)

n
(2.7)

donde |A| indica el cardinal de A.

Demostración. Al tomar como apuesta f la función IA se tiene que la media
f y la desviación t́ıpica Sf de los valores de la apuesta f quedan determi-
nados en función del cardinal de A de la siguiente forma:

f =

∑n
i=1 ai
n

=
1

n

∑
xi∈A

ai =
1

n

∑
xi∈A

1 =
|A|
n

.

Sf =

√∑n
i=1(ai − f)2

n
=

1√
n

√√√√ n∑
i=1

(ai − f)2 =
1√
n

√√√√ n∑
i=1

(
a2i − 2aif + f

2
)
.

Teniendo en cuenta que:
n∑

i=1

a2i =
∑
xi∈A

a2i =
∑
xi∈A

12 = |A| .

n∑
i=1

(
−2aif

)
= −2f

∑
xi∈A

ai = −2f |A| = −2 |A|
∑

xi∈A ai

n
= −2

|A|2

n
.

n∑
i=1

f
2
=

n∑
i=1

(∑
xi∈A ai

n

)2

= n
|A|2

n2
=

|A|2

n

se tiene que:

Sf =
1√
n

√√√√ n∑
i=1

(
a2i − 2aif + f

2
)
=

1√
n

√
|A| − 2

|A|2

n
+

|A|2

n

=
1√
n

√
|A| − |A|2

n
=

1√
n

√
n |A| − |A|2

n
=

1√
n

√
|A| (n− |A|)

n

=
1

n

√
|A| (n− |A|).

Entonces, sustituyendo estas nuevas expresiones para la desviación t́ıpica y
la media en las ecuaciones (2.1) y (2.2) obtenemos que:

PE(A) = P0(A)− δ

√
|A| (n− |A|)

n
.

PE(A) = P0(A) + δ

√
|A| (n− |A|)

n
.
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2.2. Propiedades

En la Proposición 2.2 hemos visto que si PE(f) = P (f) para algún
P ∈ Bδ

E(P0) y una apuesta f cualquiera entonces se tiene que dE(P, P0) = δ,
es decir, ext (M(PE)) ⊆ fr

(
Bδ

E(P0)
)
.

A continuación vamos a estudiar que ext (M(PE)) ⊇ fr
(
Bδ

E(P0)
)
para

aśı demostrar que realmente se trata de una igualdad.

Proposición 2.5. Sea P0 ∈ P∗(X ), δ > 0 de forma que Bδ
E(P0) ⊆ P∗(X ).

Entonces:
ext (M(PE)) = fr

(
Bδ

E(P0)
)
.

Demostración. En la Proposición 2.2 hemos visto que si P ∈ ext (M(PE)),
entonces se tiene que dE(P, P0) = δ, es decir P ∈ fr

(
Bδ

E(P0)
)
. Por lo tanto

ext (M(PE)) ⊆ fr
(
Bδ

E(P0)
)
.

Veamos ahora que ext (M(PE)) ⊇ fr
(
Bδ

E(P0)
)
, para ello veamos que si

P ∈ fr
(
Bδ

E(P0)
)
, es decir, que si dE(P, P0) = δ entonces existe una apuesta

f tal que PE(f) = P (f) y además, que para cualquier otra probabilidad Q
verificando que PE(f) = Q(f) y que dE(Q,P0) = δ se tiene que necesaria-
mente Q = P . Es decir, vamos a ver que P es la única probabilidad en la
bola que alcanza la previsión superior de la apuesta.

Sea P ∈ fr
(
Bδ

E(P0)
)
, en la Proposición 2.3 fue demostrado que pode-

mos expresar cualquier P ∈ Bδ
E(P0) en función de P0 como pi = p0i + αi

verificandose que
∑n

i=1 αi = 0 y que
∑n

i=1 α
2
i = δ2.

Vamos a fijar la apuesta f dada por f(x) =
∑n

i=1 αiI{xi}(x). Para esta
apuesta tenemos que:

P (f) =

n∑
i=1

αipi =

n∑
i=1

αi(p
0
i + αi) =

n∑
i=1

αip
0
i +

n∑
i=1

α2
i = P0(f) +

n∑
i=1

α2
i .

Usando que por hipótesis
∑n

i=1 α
2
i = δ2 se tiene que P (f) = P0(f) + δ2.

Por otro lado, la previsión superior hemos visto que viene dada por
PE(f) = P0(f) + δ

√
nSf donde Sf es la desviación t́ıpica de los valores de

la apuesta f . Para esta apuesta f resulta que:

f =

∑n
i=1 αi

n
=

0

n
= 0.

Y por tanto la desviación t́ıpica de f viene dada por:

Sf =
1√
n

√√√√ n∑
i=1

(
αi − f

)2
=

1√
n

√√√√ n∑
i=1

α2
i =

√
δ2√
n

=
δ√
n
.

28



2.2. PROPIEDADES

Entonces la previsión superior viene dada por:

PE(f) = P0(f) + δ
√
nSf = P0(f) + δ

√
n

δ√
n
= P0(f) + δ2.

Hemos encontrado una apuesta f para la que se verifica que PE(f) = P (f).
Ahora, por reducción al absurdo, tomemos una probabilidad cualquiera

Q ̸= P verificando que dE(Q,P0) = δ y que Q(f) = PE(f) para la apuesta
que se ha fijado previamente.

Podemos expresar la probabilidad Q como qi = pi + βi = p0i + αi + βi
para todo i = 1, . . . , n, donde los valores βi han de cumplir que:

n∑
i=1

βi = 0.

De esta forma, dE(Q,P0) viene dada por:

δ2 = dE(Q,P0)
2 =

n∑
i=1

(
qi − p0i

)2
=

n∑
i=1

(
p0i + βi + αi − p0i

)2
=

n∑
i=1

(βi + αi)
2 =

n∑
i=1

(
α2
i + 2βiαi + β2

i

)
=

n∑
i=1

α2
i +

n∑
i=1

(
β2
i + 2βiαi

)
= δ2 +

n∑
i=1

(
β2
i + 2βiαi

)
⇒

n∑
i=1

(
β2
i + 2βiαi

)
= 0 ⇒

n∑
i=1

β2
i + 2

n∑
i=1

βiαi = 0.

Resulta que
∑n

i=1 β
2
i ≥ 0 ya que β2

i ≥ 0 ∀i = 1, . . . , n, y por tanto es
necesario que 2

∑n
i=1 βiαi ≤ 0.

Por otro lado, desarrollando la expresión de Q(f) se tiene que:

Q(f) =

n∑
i=1

αiqi =

n∑
i=1

αi(pi + βi) =

n∑
i=1

αi(p
0
i + αi + βi)

=

n∑
i=1

αip
0
i +

n∑
i=1

α2
i +

n∑
i=1

αiβi = P0(f) + δ2 +

n∑
i=1

αiβi

pero por hipótesis, Q(f) = PE(f) = P0(f) + δ2, por lo que
∑n

i=1 αiβi = 0.
Entonces, se tiene que:

0 =
n∑

i=1

β2
i + 2

n∑
i=1

βiαi =
n∑

i=1

β2
i

⇒
n∑

i=1

β2
i = 0 ⇒ βi = 0 ∀i = 1, . . . , n.
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Esto nos lleva a contradicción, ya que si βi = 0 ∀i = 1, . . . , n, entonces
Q = P , ya que qi = pi + βi ∀i = 1, . . . , n.

Acabamos de demostrar que para la apuesta f =
∑n

i=1 αiI{xi}, P es la

única probabilidad en la bola Bδ
E(P0) que alcanza la probabilidad superior,

y por tanto, P es un punto extremo del conjunto credal M(PE).

A continuación, vamos a estudiar si la previsión inferior PE cumple la
propiedad de 2-monotońıa.

Proposición 2.6. Sea P0 ∈ P∗(X ), δ > 0 de forma que Bδ
E(P0) ⊆ P∗(X ).

Entonces la previsión inferior PE no es 2-monótona.

Demostración. Podemos verlo como una consecuencia directa de la Proposi-
ción 2.5 y del hecho de que si PE fuese 2-monótona entonces Bδ

E(P0) tendŕıa
a lo sumo n! puntos extremos.

La Proposición 2.5 nos dice que el número de puntos extremos del con-
junto Bδ

E(P0) es igual al número de puntos en la frontera de la bola Bδ
E(P0),

pero sabemos que existen infinitos puntos en la frontera de la bola por lo
que el número de puntos extremos va a ser mayor que n!, y por tanto PE

no puede ser 2-monótona.

Veamos ahora que considerando la restricción a sucesos de la previsión
inferior se tiene que PE es 2-monótona. Antes vamos a demostrar dos pro-
piedades de funciones cóncavas que nos serán útiles en la demostración de
la 2-monotońıa sobre sucesos.

Primero vamos a definir cuando una función es cóncava, decimos que
una función φ definida sobre un intervalo [a,b] es cóncava en [a,b] si verifica
que:

φ(tx+ (1− t)y) ≥ tφ(x) + (1− t)φ(y) ∀t ∈ [0, 1] ∀x, y ∈ [a, b].

Lema 2.7. Sea φ : [a, b] −→ [a, b] una función cóncava y creciente y sea
ϕ : [a, b] −→ [a, b] una función cóncava. Entonces la composición φ ◦ ϕ es
también una función cóncava.

Demostración. Veamos que φ◦ϕ verifica la definición de concavidad. Usando
que por hipótesis la función ϕ es cóncava se tiene que:

ϕ(tx+ (1− t)y) ≥ tϕ(x) + (1− t)ϕ(y) ∀t ∈ [0, 1] ∀x, y ∈ [a, b]

y como además φ es creciente podemos asegurar que:

(φ ◦ ϕ)(tx+ (1− t)y) = φ (ϕ(tx+ (1− t)y)) ≥ φ (tϕ(x) + (1− t)ϕ(y)) .

Además, como φ es también una función cóncava verifica que:

φ(tx+ (1− t)y) ≥ tφ(x) + (1− t)φ(y) ∀t ∈ [0, 1] ∀x, y ∈ [a, b]
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por lo tanto se tiene que:

φ (tϕ(x) + (1− t)ϕ(y)) ≥ tφ (ϕ(x)) + (1− t)φ (ϕ(y))

= t(φ ◦ ϕ)(x) + (1− t)(φ ◦ ϕ)(y).

Acabamos de demostrar que φ ◦ ϕ es una función cóncava.

Lema 2.8. La función φ(t) =
√
t(n− t) definida sobre el intervalo [0, n] es

cóncava.

Demostración. La función φ(t) podemos descomponerla como composición
de dos funciones φ1, φ2 : [0,∞) −→ [0,∞) dadas por:

φ1(t) =
√
t; φ2(t) = t(n− t)

de forma que φ(t) = φ1 (φ2(t)) =
√

t(n− t).
Vamos a ver que la función φ1(t) es una función creciente y cóncava ya

que su primera derivada es positiva y su segunda derivada resulta siempre
negativa:

φ′
1(t) =

1

2
√
t
> 0.

φ′′
1(t) =

−1

4
√
t3

< 0.

Además φ2(t) es también cóncava puesto que su segunda derivada es nega-
tiva:

φ′
2(t) = n− 2t.

φ′′
2(t) = −2 < 0.

Entonces, aplicando el Lema 2.7 se tiene que φ = φ1 ◦ φ2 es una función
cóncava sobre [0,∞).

Una vez vistos estos resultados previos, pasamos a estudiar la propiedad
de 2-monotońıa para la restricción a sucesos de la previsión inferior.

Proposición 2.9. Sea P0 ∈ P∗(X ), δ > 0 de forma que Bδ
E(P0) ⊆ P∗(X ).

Entonces la probabilidad inferior PE es 2-monótona.

Demostración. Sean A,B ⊂ X , A,B ̸= ∅ verificando que A ∩ B ̸= ∅ y
que A ∪B ̸= X . La probabilidad inferior de estos sucesos viene dada por la
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Ecuacion (2.6), de tal forma que:

PE(A) = P0(A)− δ

√
|A|(n− |A|)

n
.

PE(B) = P0(B)− δ

√
|B|(n− |B|)

n
.

PE(A ∩B) = P0(A ∩B)− δ

√
|A ∩B|(n− |A ∩B|)

n
.

PE(A ∪B) = P0(A ∪B)− δ

√
|A ∪B|(n− |A ∪B|)

n
.

Usando la fórmula de inclusión-exclusión de las probabilidades dada por
P0(A ∪B) = P0(A) + P0(B)− P0(A ∩B) se tiene que:

PE(A ∩B) + PE(A ∪B) = P0(A ∩B)− δ

√
|A ∩B|(n− |A ∩B|)

n

+ P0(A ∪B)− δ

√
|A ∪B|(n− |A ∪B|)

n

= P0(A ∩B)− δ

√
|A ∩B|(n− |A ∩B|)

n
+ P0(A) + P0(B)

− P0(A ∩B)− δ

√
|A ∪B|(n− |A ∪B|)

n
= P0(A) + P0(B)

− δ√
n

(√
|A ∩B|(n− |A ∩B|) +

√
|A ∪B|(n− |A ∪B|)

)
.

Por otra parte, se tiene que:

PE(A) + PE(B) = P0(A)− δ

√
|A|(n− |A|)

n
+ P0(B)− δ

√
|B|(n− |B|)

n

= P0(A) + P0(B)− δ√
n

(√
|A|(n− |A|) +

√
|B|(n− |B|)

)
.

Acabamos de comprobar que demostrar que PE(A ∩ B) + PE(A ∪ B) ≥
PE(A) + PE(B) es equivalente a demostrar que:√

|A ∩B|(n− |A ∩B|) +
√
|A ∪B|(n− |A ∪B|) ≤√

|A|(n− |A|) +
√
|B|(n− |B|). (2.8)

Vamos a considerar 4 números dados por k1 = |A ∩ B|, k2 = |A|, k3 = |B|,
y k4 = |A ∪ B|. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que k2 ≤ k3.
Aśı definidos está claro que verifican que k1 ≤ k2 ≤ k3 ≤ k4 y que k1 + k4 =
k2 + k3. Entonces se tiene que la Ecuación (2.8) es quivalente a:√

k1(n− k1) +
√

k4(n− k4) ≤
√
k2(n− k2) +

√
k3(n− k3). (2.9)
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Finalmente, vamos a ver que se cumple la Ecuación (2.9). Vamos a considerar
la función cóncava φ(t) =

√
t(n− t) dada en el Lema 2.8.

Sean k1, k2, k3, k4 tales que k1 ≤ k2 ≤ k3 ≤ k4 y que k1 + k4 = k2 + k3.
En particular, para k1 ≤ k2 ≤ k4 existe un α ∈ [0, 1] tal que se verifica que
k2 = αk1 + (1− α)k4. Además, como k2 = k1 + k4 − k3 se tiene que:

k1 + k4 − k3 = αk1 + (1− α)k4 ⇒
k1 − αk1 + k4 − k4 + αk4 = k3 ⇒
(1− α)k1 + αk4 = k3.

Usando estas definiciones para k2 y k3 sobre la función cóncava φ, se obtiene
que:

φ(k2) = φ(αk1 + (1− α)k4) ≥ αφ(k1) + (1− α)φ(k4).

φ(k3) = φ(αk4 + (1− α)k1) ≥ (1− α)φ(k1) + αφ(k4).

Sumando estas expresiones se obtiene que:

φ(k2) + φ(k3) ≥ αφ(k1) + (1− α)φ(k4) + (1− α)φ(k1) + αφ(k4)

= φ(k1) + φ(k4)

Acabamos de demostrar que:√
k2(n− k2) +

√
k3(n− k3) ≥

√
k1(n− k1) +

√
k4(n− k4).

Y por tanto queda demostrado que PE es 2-monótona en sucesos.

Acabamos de demostrar que en el caso del modelo de distorsión inducido
por la distancia Eucĺıdea la previsiones inferiores no verifican la propiedad
de 2-monotońıa, sin embargo, al tomar la restricción a sucesos de estas pre-
visiones si que se verifica la propiedad de 2-monotońıa.

2.3. Implementación

En esta sección vamos a realizar varios programas para realizar el cálculo
de probabilidades inferiores y previsiones inferiores para el modelo Eucĺıdeo
y también para la representación de conjuntos credales. Para estos cálculos
se han desarrollado varios programas en el software R y el entorno RStudio.

A partir de una probabilidad inicial P0, un parámetro de distorsión δ > 0
y una apuesta f ∈ L(X ) vamos a realizar los cálculos de la previsión inferior
y superior de la apuesta f .

Trabajaremos sobre el espacio muestral X = {x1, . . . , xn}, para el co-
rrecto uso de nuestro programa es necesario introducir P0 como un vector
que contiene las probabilidades de cada valor xi en orden, es decir:

P0 = (P0({x1}), . . . , P0({xn})) .
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Nuestro primer programa será para el cálculo de la previsión inferior de una
apuesta f ∈ L(X ) dada en general por f(x) =

∑n
i=1 aiIxi(x). Para este

cálculo usaremos la Ecuación (2.1) en el siguiente programa:

1 lpr_E <- function(f,Po ,delta){

2 #f es el vector fila que contiene los elementos a_i de la

apuesta f.

3 #Po es el vector fila que contiene la probabilidad Po de cada

{x_i}.

4 #delta es el parametro de distorsion.

5 #Calculamos el tama~no del espacio muestral.

6 n <- length(Po)

7 #Calculamos el valor de Po(f)

8 Pof <- sum(f*Po)

9 #Calculamos el valor medio de los valores de la apuesta f.

10 Mediaf <- mean(f)

11 #Calculamos la desviacion tipica de los valores de la apuesta

f.

12 Sf <- sqrt((1/n)*sum((f-Mediaf)^2))

13 #Calculamos la prevision inferior mediante la Ecuacion 2.1.

14 lpr_E <- Pof - delta*sqrt(n)*Sf

15 return(lpr_E)

16 }

De forma muy similar se realiza el cálculo de la previsión superior con la
Ecuación (2.2).

1 upr_E <- function(f,Po ,delta){

2 #f es el vector fila que contiene los elementos a_i de la

apuesta f.

3 #Po es el vector fila que contiene la probabilidad Po de cada

{x_i}.

4 #delta es el parametro de distorsion.

5 #Calculamos el tama~no del espacio muestral.

6 n <- length(Po)

7 #Calculamos el valor de Po(f)

8 Pof <- sum(f*Po)

9 #Calculamos el valor medio de los valores de la apuesta f.

10 Mediaf <- mean(f)

11 #Calculamos la desviacion tipica de los valores de la apuesta

f.

12 Sf <- sqrt((1/n)*sum((f-Mediaf)^2))

13 #Calculamos la prevision inferior mediante la Ecuacion 2.2.

14 upr_E <- Pof + delta*sqrt(n)*Sf

15 return(upr_E)

16 }

Otra forma de realizar el cálculo de PE(f) es a partir de la relación de
conjugación entre PE y PE dada en (1.3), sólo seŕıa necesario realizar el
siguiente cálculo:

1 #Cá lculo de la previsi ón superior.

2 upr_E <- -lpr_E(-f,Po,delta)

A continuación vamos a usar estos programas para el cálculo de la previsión
superior e inferior en un ejemplo. Para simplificar el ejemplo vamos a traba-
jar sobre el espacio muestral X = {x1, x2, x3} de cardinal tres, que además
permitirá realizar una representación gráfica. Vamos a tomar como ejemplo
el parámetro de distorsión δ = 0.1, la probabilidad P0 = (0.3, 0.2, 0.5) y la
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apuesta dada por f = 2I{x1}+6I{x2}+17I{x3} que introduciremos en el pro-
grama en forma de vector (2, 6, 17). Utilizando las siguientes instrucciones:

1 Po<-c(0.3,0.2,0.5) # Probabilidad P_0

2 delta <-0.1 # Par á metro de distorsi ón

3 f<-c(2,6,17) # Apuesta f

4 lpr_E(f,Po ,delta) # Previsi ón inferior

5 upr_E(f,Po ,delta) # Previsi ón superior

se obtienen los siguientes valores para la previsión inferior y superior:

P (f) = 9.201; P (f) = 11.398.

P ({x1})

P ({x2})

P ({x3})

P0

Bδ
E(P0)

Figura 2.1: Representación gráfica de la bola Bδ
E(P0) junto con el conjunto

credal determinado por la restricción a sucesos.

En la Figura 2.1 se puede ver la representación gráfica de la bola Bδ
E(P0)

en el 3-śımplex, es decir, en el espacio {(x, y, z) | x+y+z = 1, x, y, z ∈ [0, 1]}
que contiene todas las distribuciones de probabilidad en un espacio de 3-
elementos. En este gráfico se puede ver que, como era de esperar, la bola
es justamente un ćırculo centrado en P0. Además, su restricción a sucesos
determina el conjunto credal:

{P ∈ P(X ) | P (A) ≥ PE(A) ∀A ⊆ X}.

Este, al ser 2-monótono, no coincide con la bola Bδ
E(P0), si no que es una

aproximación exterior.
Por último, parece claro que a medida que aumente el parámetro de dis-

torsión, mayor será el radio de la bola. Esto puede verse en la Figura 2.2,
donde se ha representado la bola Bδ

E(P0) para distintos valores de δ, par-
tiendo del inicial δ = 0.1 y considerando los valores δ = 0.14 (rojo), δ = 0.18
(azul) y δ = 0.22 (naranja).
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P ({x1})

P ({x2})

P ({x3})

δ = 0.1
δ = 0.14
δ = 0.18
δ = 0.22

P0

Figura 2.2: Representación gráfica de la bola Bδ
E(P0) para distintos valores

del parámetro de distorsión.
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Caṕıtulo 3

Modelo de distorsión
generado por la divergencia
de Kullback-Leibler

En este caṕıtulo vamos a construir y estudiar el modelo de distorsión
asociado a la divergencia de Kullback-Leibler. El estudio de este modelo no
es tan extenso como el visto en el anterior caṕıtulo para la distancia Eucĺıdea
ya que, como veremos a continuación, el cálculo de fórmulas expĺıcitas para
este modelo resulta muy complejo.

3.1. Definición del modelo

En esta sección vamos a definir el modelo de distorsión generado por
la divergencia de Kullback-Leibler (KL) y vamos a estudiar algunas de sus
propiedades.

La divergencia Kullback-Leibler para dos probabilidades P,Q ∈ P(X )
viene dada por:

DKL(P,Q) =
n∑

i=1

pi (log(pi)− log(qi)) =
n∑

i=1

pi log

(
pi
qi

)
. (3.1)

Se trata de una medida de similitud entre dos probabilidades y viene dada
por el promedio ponderado de la diferencia logaŕıtmica entre las probabili-
dades P y Q. La divergencia de Kullback-Leibler también es conocida como
la divergencia de la información por su importancia en la teoŕıa de la infor-
mación. Esta medida nos permite conocer la diferencia o similitud entre dos
funciones de distribución.

Vamos a considerar una probabilidad inicial P0 ∈ P∗(X ) y un paráme-
tro de distorsión δ ∈ (0, 1). Definimos la bola cerrada centrada en P0 con

37



3.1. DEFINICIÓN DEL MODELO

parámetro de distorsión δ respecto a la divergencia (KL) como:

Bδ
KL(P0) = {P ∈ P(X ) | DKL(P, P0) ≤ δ}

=

{
P ∈ P(X ) |

n∑
i=1

pi log

(
pi
p0i

)
≤ δ

}
. (3.2)

Usaremos a lo largo de este caṕıtulo que para k ∈ (0, 1) se tiene que
log(kx) < log(x) ya que logaritmo es una función creciente y kx < x para
todo k ∈ (0, 1). También usaremos la desigualdad de la suma de logaritmos
que viene dada por:(

n∑
i=1

ai

)
log

(∑n
i=1 ai∑n
i=1 bi

)
≤

n∑
i=1

ai log

(
ai
bi

)
.

A continuación, vamos a estudiar qué axiomas de los introducidos en la
Sección 1.3 son verificados por la divergencia de Kullback-Leibler.

Proposición 3.1. La divergencia de Kullback-Leibler satisface los axiomas:
1, 4 y 5.

Demostración. Veamos que DKL es no negativa, es decir, DKL(P,Q) ≥ 0
para todo P,Q ∈ P(X ). Para demostrar esta propiedad haremos uso de la
desigualdad de Gibbs que nos dice que:

−
n∑

i=1

pi log(pi) ≤ −
n∑

i=1

pi log(qi)

o equivalentemente:

n∑
i=1

pi log(qi) ≤
n∑

i=1

pi log(pi). (3.3)

De esta forma, usando la Ecuación (3.3), se tiene que:

DKL(P,Q) =
n∑

i=1

pi log

(
pi
qi

)
=

n∑
i=1

pi (log(pi)− log(qi))

=

n∑
i=1

pi log(pi)−
n∑

i=1

pi log(qi)

≥
n∑

i=1

pi log(pi)−
n∑

i=1

pi log(pi) = 0.

Veamos ahora que verifica el axioma 4 de convexidad, es decir, veamos que
la divergencia de Kullback-Leibler verifica que:

DKL(αP + (1− α)Q,H) ≤ αDKL(P,H) + (1− α)DKL(Q,H)
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para todo α ∈ (0, 1).
Para estudiar la convexidad, consideremos la función gi : (0, 1) −→ R,

que viene dada para cada i = 1, . . . , n por:

gi(pi) = pi log

(
pi
p0i

)
Veamos que la función gi es convexa mediante el signo de su segunda deri-
vada:

g′i(pi) = log

(
pi
p0i

)
+ pi

p0i
pi

= log

(
pi
p0i

)
+ p0i .

g′′i (pi) =
p0i
pi

> 0.

Por tanto, la función gi es convexa. Usando la convexidad de esta función,
se tiene que:

DKL(αP + (1− α)Q,H) =
n∑

i=1

(αpi + (1− α)qi) log

(
αpi + (1− α)qi

hi

)

≤
n∑

i=1

αpi log

(
pi
hi

)
+

n∑
i=1

(1− α)qi log

(
pi
hi

)
= αDKL(P,H) + (1− α)DKL(Q,H)

≤ máx{DKL(P,H), DKL(Q,H)}

y por tanto, la divergencia de Kullback-Leibler cumple el axioma 4 de con-
vexidad. Veamos ahora que también es continua, es decir, que verifica el
axioma 5.

La función gi ya definida es una función continua en (0, 1), además es
conocido que la función log(x) es continua en todo su dominio de definición
(0,+∞), por lo tanto, como pi, p

0
i ∈ (0, 1) se tiene que pi

p0i
∈ (0,+∞). Por

todo esto se tiene que la función f(pi) = log
(

pi
p0i

)
es continua para todo

pi ∈ (0, 1).
Por otro lado, definimos la función h(x) = pix que es continua en R, en

particular es continua en (0, 1). Tomando la composición de las funciones
continuas f y h obtenemos una función continua que verifica:

h ◦ f(pi) = pi log

(
pi
p0i

)
= gi(pi).

Por todo esto, la función gi resulta ser continua en (0, 1) para todo i =
1, . . . , n, y por tanto, la suma de todas estas funciones, que coincide con la
divergencia de Kullback-Leibler, también es una función continua.
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Acabamos de demostrar que la divergencia de Kullback-Leibler es con-
tinua y convexa, de acuerdo con [6, Prop.3.1] resulta que la bola Bδ

KL(P0)
es cerrada y convexa, es decir, se trata de un conjunto credal y por tanto
coincide con M(PKL), donde PKL es la previsión inferior coherente definida
como la envolvente inferior de Bδ

KL(P0):

PKL(f) = mı́n{P (f) | P ∈ Bδ
KL(P0)} = mı́n{P (f) | P ∈ DKL(P, P0) ≤ δ}

para cada apuesta f ∈ L(X ).
Veamos ahora que la divergencia de Kullback-Leibler no verifica las pro-

piedades de simetŕıa y de desigualdad triangular, para ellos vamos a ver a
continuación dos contraejemplos.

La divergencia de Kullback-Leibler no es simétrica, consideremos dos
probabilidades P y Q dadas por P = (0.5, 0.5) y Q = (0.2, 0.8) y veamos
que DKL(P,Q) ̸= DKL(Q,P ):

DKL(P,Q) =
n∑

i=1

pi log

(
pi
qi

)
= 0.5 log

(
0.5

0.2

)
+ 0.5 log

(
0.5

0.8

)
= 0.0968

DKL(Q,P ) =
n∑

i=1

qi log

(
qi
pi

)
= 0.2 log

(
0.2

0.5

)
+ 0.8 log

(
0.8

0.5

)
= 0.0837

por lo tanto, la divergencia de Kullback-Leibler no es simétrica.
Veamos un contraejemplo para demostrar que en general la divergencia

de Kullback-Leibler no verifica la desigualdad triangular, es decir, no verifica
que:

DKL(P,Q) ≤ DKL(P,R) +DKL(R,Q).

Sea X = {x1, x2} tal que tenemos tres probabilidades P , Q y R sobre este
espacio dadas por:

A P (A) Q(A) R(A)

{x1} 0.5 0.2 0.3
{x2} 0.5 0.8 0.7

Con estas probabilidades se tiene usando la Ecuación (3.1) que:

DKL(P,Q) = 0.5 log

(
0.5

0.2

)
+ 0.5 log

(
0.5

0.8

)
≈ 0.09691

DKL(P,R) = 0.5 log

(
0.5

0.3

)
+ 0.5 log

(
0.5

0.7

)
≈ 0.03786

DKL(R,Q) = 0.3 log

(
0.3

0.2

)
+ 0.7 log

(
0.7

0.8

)
≈ 0.01224
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por lo que resulta evidente que se verifica:

DKL(P,Q) > DKL(P,R) +DKL(R,Q).

Por lo tanto, la divergencia de Kullback-Leibler no es una distancia.
Veamos que los puntos extremos del conjunto credalM(PKL) pertenecen

a la frontera de la bola Bδ
KL(P0).

Proposición 3.2. Sea δ > 0 y P0 ∈ P∗(X ) de forma que Bδ
KL(P0) ⊆ P∗(X ),

y sea f una apuesta no constante. Entonces, si para algún P ∈ Bδ
KL(P0) se

cumple que PKL(f) = P (f) para una apuesta cualquiera f ∈ L(X ), entonces
se tiene que dKL(P, P0) = δ.

Demostración. Por reducción al absurdo vamos a suponer queDKL(P, P0) <
δ para algún P ∈ Bδ

KL(P0).
Veamos que existe una probabilidad P ∗ ∈ Bδ

KL(P0) de tal forma que
P ∗(f) < PKL(f) para una apuesta cualquiera f ∈ L(X ), esto nos llevará a
contradicción ya que por definición de previsión inferior ha de ser la mı́nima
de las previsiones.

Sean la probabilidad P = (p1, . . . , pn) y una apuesta cualquiera dada por
f(x) =

∑n
i=1 aiI{xi}(x) que sin pérdida de generalidad podemos suponer

que a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an. La previsión de esta apuesta f viene dada por
P (f) =

∑n
i=1 aipi.

Sea µ > 0 tal que:

µ < mı́n{1− p1, pn}.

Como P ∈ Bδ
KL(P0) ⊆ P∗(X ), se tiene que 1− p1 > 0 y que pn > 0.

Definimos la probabilidad P ∗ como:

P ∗({xi}) = p∗i =


p1 + µ si i = 1.

pi si i ̸= 1, 2.

pn − µ si i = n.

Veamos que P ∗ es una probabilidad, es decir, que p∗1, . . . , p
∗
n son no negativos

y que su suma es 1. Está claro que, por la definición de µ, p∗i > 0 para todo
i = 1, . . . , n y además también se tiene que p1+µ < 1 puesto que µ < 1−p1.

Veamos ahora que su suma es 1:

n∑
i=1

p∗i = p∗1 +

n−1∑
i=2

p∗i + p∗n = p1 + µ+

n−1∑
i=2

pi + pn − µ

=
n∑

i=1

pi + µ− µ =
n∑

i=1

pi = 1.
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3.1. DEFINICIÓN DEL MODELO

A continuación vamos a comprobar que P ∗ verifica P ∗(f) < PKL(f):

P ∗(f) =

n∑
i=1

aip
∗
i = a1p

∗
1 +

n−1∑
i=2

aip
∗
i + anp

∗
n

= a1(p1 + µ) +
n−1∑
i=2

aipi + an(pn − µ) =
n∑

i=1

aipi + µ(a1 − an)

pero resulta que µ > 0 y a1 < an por hipótesis, y por lo tanto µ(a1−an) < 0,
entonces:

P ∗(f) =

n∑
i=1

aipi + µ(a1 − an) <

n∑
i=1

aipi = P (f) = PKL(f).

Vamos a demostrar que P ∗ ∈ Bδ
KL(P0), es decir, que DKL(P

∗, P0) ≤ δ. Para
ello vamos a usar una propiedad ya demostrada en la Proposición 3.1 y es
que en general la función dada por:

gi(x) = x log

(
x

p0i

)
es continua en el intervalo (0,1).

Por definición de continuidad de la función g1 se tiene que para todo
ϵ > 0, existe δ1 > 0 tal que si |p∗1 − p1| < δ1 entonces |g(p∗1)− g(p1)| < ϵ, es
decir, si |p1 +µ− p1| = µ < δ1 entonces |g(p1 +µ)− g(p1)| < ϵ. Por lo tanto
se tiene que:

g1(p1 + µ) < ϵ+ g1(p1). (3.4)

Lo mismo ocurre sobre la función gn, se tiene que para todo ϵ > 0, existe
δn > 0 tal que si |p∗n − pn| < δn entonces |g(p∗n) − g(pn)| < ϵ, es decir, si
|pn−µ−pn| = µ < δn entonces |g(pn−µ)− g(pn)| < ϵ. Por lo tanto se tiene
que:

gn(pn − µ) < ϵ+ gn(pn). (3.5)

Tomemos ϵ = δ−DKL(P,P0)
2 y los δ1, δn definidos. Con todo esto, si tomamos

µ suficientemente pequeño, es decir, si µ cumple no sólo µ < mı́n{1−p1, pn}
sino que también cumple que µ < mı́n{1−p1, pn, δ1, δn} vamos a comprobar
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3.1. DEFINICIÓN DEL MODELO

que DKL(P
∗, P0) ≤ δ:

DKL(P
∗, P0) =

n∑
i=1

p∗i log

(
p∗i
p0i

)
=

n∑
i=1

gi(p
∗
i )

= g1(p
∗
1) +

n−1∑
i=2

gi(p
∗
i ) + gn(p

∗
n)

= g1(p1 + µ) +
n−1∑
i=2

gi(pi) + gn(pn − µ)

< g1(p1) + ϵ+
n−1∑
i=2

gi(pi) + gn(pn) + ϵ =
n∑

i=1

gi(pi) + 2ϵ

= DKL(P, P0) + 2
δ −DKL(P, P0)

2
= δ.

Hemos encontrado una probabilidad P ∗ en la bola Bδ
KL(P0) tal que P

∗(f) <
PKL(f). Llegamos a contradicción al suponer que DKL(P, P0) < δ y por
tanto DKL(P, P0) = δ.

La proposición que acabamos de demostrar nos garantiza que si para
algún P ∈ Bδ

KL(P0) se tiene que P (f) = PKL(f) para alguna apuesta
f ∈ L(X ) entonces se tiene queDKL(P, P0) = δ, es decir, P ∈ fr

(
Bδ

KL(P0)
)
.

A continuación, vamos a plantear el cálculo de PKL(f) y PKL(f) como
un problema de optimización, y demostraremos por el Teorema de Weiers-
trass que el problema tiene solución.

Proposición 3.3. Sea P0 ∈ P∗(X ) y δ > 0 de forma que Bδ
KL(P0) ⊆ P∗(X ),

y sea f una apuesta no constante dada por f(x) =
∑n

i=1 aiI{xi}(x). Entonces,
la previsión PKL(f) viene dada por la solución al siguiente problema de
optimización:

PKL(f) = mı́n
α1,...,αn

n∑
i=1

aip
0
iαi

s.a :
n∑

i=1

p0iαi = 1.

n∑
i=1

p0iαi log(αi) = δ.

Demostración. En general, la previsión inferior PKL viene dada por:

PKL(f) = mı́n{P (f) | P ∈ Bδ
KL(P0)}

donde f es una apuesta cualquiera dada en general por la expresión f(x) =∑n
i=1 aiI{xi}(x). Su previsión viene dada por P (f) =

∑n
i=1 aipi.
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3.1. DEFINICIÓN DEL MODELO

Se tiene que toda P ∈ Bδ
KL(P0) puede ser expresada como P ({xi}) =

P0({xi})αi = p0iαi de forma que se debe verificar:

n∑
i=1

pi = 1 ⇒
n∑

i=1

p0iαi = 1.

DKL(P, P0) = δ ⇒
n∑

i=1

pi log

(
pi
p0i

)
=

n∑
i=1

p0iαi log(αi) = δ.

Es decir, los valores αi deben verificar que:

n∑
i=1

p0iαi = 1;
n∑

i=1

p0iαi log(αi) = δ. (3.6)

Entonces, se tiene que:

PKL(f) = mı́n
P∈Bδ

KL(P0)
P (f) = mı́n

P∈Bδ
KL(P0)

n∑
i=1

aipi = mı́n
α1,...,αn

n∑
i=1

aip
0
iαi

sujeto a las condiciones dadas en la Ecuación (3.6).
El Teorema de Weierstrass afirma que si h(x) es una función continua

definida sobre un conjunto compacto K ⊆ Rn, entonces el problema de
optimización dado por:

Optimizar : h(x)

s.a : x ∈ K

tiene al menos una solución. Además, si tanto la función objetivo como las
restricciones son convexas, se trata de un problema de optimización conve-
xa. Si además tanto la función objetivo es estrictamente convexa, podemos
asegurar que esta solución es única.

Aplicado a nuestro problema, tenemos una función h(α1, . . . , αn) que
es continua sobre un conjunto compacto (α1, . . . , αn) ∈ [0, 1]n y también es
estrictamente convexa. Como además las restricciones son convexas, nuestro
problema de optimización dado por:

mı́n
α1,...,αn

n∑
i=1

aip
0
iαi

s.a :
n∑

i=1

p0iαi = 1.

n∑
i=1

p0iαi log(αi) = δ.

tiene una única solución.
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Al contrario que con el modelo Eucĺıdeo, es una tarea realmente dif́ıcil
encontrar una expresión para las previsiones superiores e inferiores del mo-
delo de Kullback-Leibler, es por ello que en la demostración anterior no se ha
realizado la búsqueda de esta expresión y solo se ha demostrado la existencia
de la misma.

3.2. Propiedades

En esta sección vamos a estudiar algunas propiedades importantes sobre
el modelo de distorsión asociado a la divergencia de Kullback-Leibler, concre-
tamente estudiaremos si este modelo verifica la propiedad de 2-monotońıa
y demostraremos que el conjunto de puntos extremos del conjunto credal
asociado al modelo es igual a la frontera de Bδ

KL(P0).

Proposición 3.4. Sea P0 ∈ P∗(X ) y δ > 0 de forma que Bδ
KL(P0) ⊆ P∗(X ).

Entonces:
ext (M(PKL)) = fr

(
Bδ

KL(P0)
)
.

Demostración. Ya hemos visto anteriormente que si P ∈ ext (M(PKL))
entonces se tiene que DKL(P, P0) = δ, es decir, P ∈ fr

(
Bδ

KL(P0)
)
.

Veamos ahora que se cumple el rećıproco, sea P ∈ fr
(
Bδ

KL(P0)
)
, es

decir, sea P tal que verifica que DKL(P, P0) = δ y sea la apuesta f ∈ L(X )

dada por f(x) =
∑n

i=1 aiI{xi}(x) donde ai viene dado por ai = log
(
p0i
pi

)
.

Con esta apuesta f se tiene que:

P (f) =
n∑

i=1

aipi =
n∑

i=1

pi log

(
p0i
pi

)
=

n∑
i=1

(
log(p0i )− log(pi)

)
pi

=
n∑

i=1

−
(
log(pi)− log(p0i )

)
pi = −

n∑
i=1

pi log

(
pi
p0i

)
= −DKL(P, P0) = −δ.

Veamos ahora que para cualquier otra P ∗ ∈ Bδ
KL(P0) tal que verifique que

P ∗(f) = PKL(f) para la apuesta f se tiene que P ∗ = P .
Toda probabilidad P ∗ ∈ Bδ

KL(P0) puede ser expresada como p∗i = p0iαi

para todo i = 1, . . . , n y por tanto se tiene que la probabilidad de f viene
dada por:

P ∗(f) =

n∑
i=1

p∗i ai =

n∑
i=1

p∗i log

(
p0i
pi

)
=

n∑
i=1

p∗i log(p
0
i )−

n∑
i=1

p∗i log(pi).
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Sumando y restando
∑n

i=1 p
∗
i log(p

∗
i ) se obtiene que:

P ∗(f) =
n∑

i=1

p∗i log(p
0
i )−

n∑
i=1

p∗i log(pi) +
n∑

i=1

p∗i log(p
∗
i )−

n∑
i=1

p∗i log(p
∗
i )

=
n∑

i=1

p∗i (log(p
∗
i )− log(pi))−

n∑
i=1

p∗i
(
log(p∗i )− log(p0i )

)
=

n∑
i=1

p∗i log

(
p∗i
pi

)
−

n∑
i=1

p∗i log

(
p∗i
p0i

)
= DKL(P

∗, P )−DKL(P
∗, P0).

Como DKL(P
∗, P ) ≥ 0 se tiene que:

P ∗(f) = DKL(P
∗, P )−DKL(P

∗, P0) ≥ −DKL(P
∗, P0) ≥ −δ = P (f).

Acabamos de ver que P ∗(f) ≥ P (f) con f ∈ L(X ). Además, se tiene que
P ∗(f) = −δ = P (f) si y solo si DKL(P

∗, P ) = 0, pero esto solo ocurre si
P ∗ = P . Por lo tanto P es la única probabilidad que alcanza PKL, entonces
se tiene que P ∈ ext (M(PKL)).

Veamos que la previsión inferior PKL no es 2-monótona.

Proposición 3.5. Sea P0 ∈ P∗(X ), δ > 0 de forma que Bδ
KL(P0) ⊆ P∗(X ).

Entonces la previsión inferior PKL no es 2-monótona.

Demostración. Podemos verlo como una consecuencia directa de la propo-
sición 2.5 y del hecho de que si PKL fuese 2-monótona entonces Bδ

KL(P0)
tendŕıa a lo sumo n! puntos extremos.

La Proposición 2.5 nos dice que el número de puntos extremos del conjun-
to Bδ

KL(P0) es igual al número de puntos en la frontera de la bola Bδ
KL(P0),

pero sabemos que existen infinitos puntos en la frontera de la bola por lo
que el número de puntos extremos va a ser mayor que n!, y por tanto PKL

no puede ser 2-monótona.

Al igual que en el modelo Eucĺıdeo, ocurre que, en el modelo de Kullback-
Leibler PKL no es 2-monótona en general. No es una tarea sencilla demostrar
la 2-monotońıa en la restricción a sucesos, es por ello que dejamos en este
trabajo como tarea abierta el demostrar si la restricción a sucesos de PKL

verifica, o no, la propiedad de 2-monotońıa.

3.3. Implementación

A continuación, vamos a ver un ejemplo de cálculo de la previsión inferior
para el modelo de Kullback-Leibler. El cálculo de esta previsión vamos a
realizarlo mediante un programa desarrollado en el software R y en el entorno
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de trabajo RStudio. Para el correcto uso del siguiente programa es necesario
instalar el paquete nloptr mediante el siguiente código:

1 install.packages("nloptr")

2 library(nloptr)

El programa que propongo realiza el cálculo de la previsión inferior de una
apuesta f ∈ L(X ) dada por f(x) =

∑n
i=1 aiI{xi}(x) a partir de la probabili-

dad inicial P0 y el parámetro de distorsión δ > 0, mediante la optimización
del problema planteado en la Proposición 3.3:

1 lpr_KL <- function(f,p0,delta){

2 #f es el vector fila que contiene los elementos a_i de la

apuesta f(x)= \sum_{i=1}^{n}a_iI_{x_i}(x).

3 #po es el vector fila que contiene la probabilidad Po de cada

{x_i}.

4 #delta es el parametro de distorsion.

5 n<-length(p0) # Tama~no del espacio muestral

6 eval_f0 <- function(p){

7 return( sum(f*p) ) # Funcion Objetivo

8 }

9 eval_g_ineq <- function (p) {

10 constr <- c(sum(p*log(p/p0))-delta) # Condici ón de desigualdad

11 return (constr)

12 }

13 eval_g_eq <- function(p){

14 return ( sum(p)-1) ) # Condici ón de igualdad

15 }

16 lb <- rep(0,n) # Cota inferior

17 ub <- rep(1,n) # Cota superior

18 local_opts <- list( "algorithm" = "NLOPT_LD_MMA", "xtol_rel" = 1.0

e-15 )

19 opts <- list( "algorithm"= "NLOPT_GN_ISRES",

20 "xtol_rel"= 1.0e-15,

21 "maxeval"= 160000,

22 "local_opts" = local_opts ,

23 "print_level" = 0 )

24 resul <- nloptr ( x0 = p0,

25 eval_f = eval_f0,

26 lb = lb,

27 ub = ub,

28 eval_g_ineq = eval_g_ineq ,

29 eval_g_eq = eval_g_eq,

30 opts = opts

31 )

32 return(resul$objective)
33 }

Para realizar el cálculo de PKL(f) solo es necesario hacer uso de la relación
de conjugación entre PKL y PKL dada en (1.3), únicamente seŕıa necesario
realizar el siguiente cálculo:

1 #Cá lculo de la previsi ón superior.

2 upr_KL <- -lpr_KL(-f,Po,delta)

Sobre el espacio muestral X = {x1, x2, x3} de cardinal tres vamos a tomar
el mismo ejemplo que en la Sección 2.3 dado por el parámetro de distorsión
δ = 0.1, la probabilidad P0 = (0.3, 0.2, 0.5) y la apuesta dada por f =
2I{x1} + 6I{x2} + 17I{x3}. Utilizando las siguientes instrucciones:
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1 Po<-c(0.3,0.2,0.5) # Probabilidad P_0

2 delta <-0.1 # Par á metro de distorsi ón

3 f<-c(2,6,17) # Apuesta

4 lpr_KL(f,Po ,delta) # Previsi ón inferior

5 upr_KL <- -lpr_KL(-f,Po,delta) #Previsi ón superior

se obtiene el siguiente valor para la previsión inferior:

PKL(f) = 7.26201.PKL(f) = 13.2838.

La representación gráfica de la bola Bδ
KL(P0) puede verse en la Figu-

ra 3.1. En ella se puede ver que la forma que tiene la bola es claramente
distinta que la bola Bδ

E(P0) del modelo Eucĺıdeo explicado en el caṕıtulo
previo, marcada en la figura con ĺınea discontinua.

P ({x1})

P ({x2})

P ({x3})

P0

Bδ
E(P0)

Bδ
KL(P0)

Figura 3.1: Representación gráfica de la bola Bδ
KL(P0) junto con la bola

Bδ
E(P0).
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Caṕıtulo 4

Comparación de modelos de
distorsión

A lo largo de este caṕıtulo vamos a comparar los distintos modelos de
distorsión según las diferentes propiedades que cumplen sus funciones de
distorsión asociadas o las propiedades que verifican las probabilidades y
previsiones inferiores asociadas a cada modelo.

En esta comparación usaremos los dos modelos estudiados en este traba-
jo, Eucĺıdeo (ECL) y de Kullback-Leibler (KL), pero también añadiremos
a la comparación los modelos de distorsión pari-mutuel (PMM), variación
total (TV ) y linear-vacuous (LV ), introducidos en el Caṕıtulo 1.3 de este
trabajo.

4.1. Propiedades de las funciones de distorsión

En esta sección vamos a comparar los diferentes modelos según las pro-
piedades que verifican las funciones de distorsión asociadas a cada modelo.

Las propiedades que estas funciones pueden cumplir son: axioma 1 (defi-
nida positiva), axioma 2 (simetŕıa), axioma 3 (desigualdad triangular), axio-
ma 4 (convexidad) y axioma 5 (continuidad) vistos en la Sección 1.3 de este
trabajo.

Modelo Ax. 1 Ax. 2 Ax. 3 Ax. 4 Ax. 5 Resultado

PMM ✓ × × ✓ ✓ [6, Prop. 6]
LV ✓ × ✓ ✓ ✓ [6, Prop. 10]
TV ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ [7, Prop. 2.1]
ECL ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ Prop. 2.1
KL ✓ × × ✓ ✓ Prop. 3.1

Cuadro 4.1: Estudio de las propiedades verificadas por las funciones de dis-
torsión de los diferentes modelos.
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4.2. PROPIEDADES DE LAS PROBABILIDADES INFERIORES
COHERENTES ASOCIADAS

En la Cuadro 4.1 podemos ver todos los modelos que se comparan en este
caṕıtulo y las propiedades que verifica cada función de distorsión asociada
a cada modelo, además también se facilita el resultado teórico donde se
demuestra que estas propiedades se cumplen.

Las funciones de distorsión del modelo de variación total y del modelo
Eucĺıdeo son las únicas funciones que verifican los axiomas 1, 2 y 3, y por
tanto, son las únicas funciones de distorsión que son distancias.

Por otro lado tenemos que para los modelos pari-mutuel, linear-vacuous
y Kullback-Leibler las funciones de distorsión no son simétricas (axioma
2), además los modelos pari-mutuel y Kullback-Leibler tampoco verifican la
desigualdad triangular (axioma 3). Por todo esto, se tiene que las funciones
de distorsión de estos tres modelos no son distancias.

Por último, todas las funciones de distorsión son continuas y convexas
(axiomas 4 y 5). El cumplimiento de estas dos propiedades es realmente
importante pues nos permite saber que las bolas asociadas a cada modelo
son cerradas y convexas, es decir, son conjuntos credales y por tanto la bola
y su previsión superior contienen la misma información probabiĺıstica.

4.2. Propiedades de las probabilidades inferiores
coherentes asociadas

Otra forma de comparar los diferentes modelos es según las propiedades
que cumplen las probabilidades inferiores asociadas a cada modelo, es decir,
si verifican la propiedad de 2-monotońıa.

La importancia de la propiedad de 2-monotońıa sobre las previsiones y
probabilidades inferiores reside en que nos permite relacionar las previsiones
inferiores sobre apuestas con las probabilidades inferiores sobre sucesos, de
tal forma que, una previsión inferior 2-monótona y su probabilidad inferior
2-monótona resultan equivalentes.

Modelo 2-monotońıa 2-monotońıa Resultado
con apuestas con sucesos

PMM ✓ ✓ [5, Proposición 5]
LV ✓ ✓ [6, Sección 5]
TV ✓ ✓ [7, Proposición 2.4]
ECL × ✓ Proposición 2.6 y 2.9
KL × ?? Proposición 3.5

Cuadro 4.2: Estudio de la propiedad de 2-monotońıa en los diferentes mo-
delos de distorsión.

Como podemos observar en el Cuadro 4.2, de los modelos que hemos
estudiado en este trabajo y los que han sido estudiados en [6, 7] se tiene
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que tanto las previsiones inferiores como las probabilidades inferiores cohe-
rentes de los modelos pari-mutuel, linear-vacuous y de variación total son
2-monótonas.

Por otro lado, la previsión inferior del modelo Eucĺıdeo es 2-monótona
únicamente cuando consideramos su restricción a sucesos.

Por último, en el modelo de Kullback-Leibler las previsiones inferiores
no verifican la propiedad de 2-monotońıa para apuestas. En el caso de la
2-monotońıa sobre la restricción a sucesos lo hemos marcado como ?? ya
que se deja como un problema abierto para su estudio.

4.3. Complejidad

Una caracteŕıstica importante de los modelos de distorsión es la sim-
plicidad de su representación, medida en términos del número de puntos
extremos del conjunto credal, cuantos más puntos extremos tiene un con-
junto credal consideramos que su complejidad es mayor.

Como ya hemos visto anteriormente en este trabajo, en el caso de que
se cumpla la propiedad de 2-monotońıa sobre las previsiones inferiores cohe-
rentes sabemos que existen como mucho n! puntos extremos [6].

En el caso de los modelos pari-mutuel, linear-vacuous y de variación total
los puntos extremos han sido estudiados en [5, 11], la siguiente tabla resume
los resultados para estos modelos:

Modelo Nº máximo de puntos extremos Resultado

PMM n!
[n
2
]([n

2
]−1)!([n−n

2
]−1)! [5, Proposición 2]

LV n [11, Sección 3.6.3(b)]
TV n(n− 1) [7, Proposición 2.5]

Cuadro 4.3: Número máximo de puntos extremos en los diferentes modelos
de distorsión.

Por otra parte, se ha concluido en los Caṕıtulos 2 y 3 que el número de
puntos extremos de los modelos Eucĺıdeo y de Kullback-Leibler son infinitos,
incluso se ha realizado una representación del conjunto credal en ambos
casos.

Podemos observar en el Cuadro 4.3 que los modelos más simples resultan
ser el modelo linear-vacuous, seguido del modelo de variación total y del
modelo pari-mutuel, y por tanto, los modelos más complejos en términos del
número de puntos extremos son el modelo Eucĺıdeo y el modelo de Kullback-
Leibler.

A continuación, vamos a evaluar toda la información recogida a lo largo
de este caṕıtulo y la vamos a indicar en una tabla.

Indicaremos con ++ un resultado muy bueno, + para un resultado
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4.3. COMPLEJIDAD

bueno, − para un resultado malo, −− para un resultado muy malo y ?
para un resultado sin conclusiones por falta de información.

Modelo PMM LV TV ECL KL

Propiedades de la - + ++ ++ -
función de distorsión

Propiedades de la + ++ - - ?
previsión inferior

Complejidad + ++ ++ - -

Cuadro 4.4: Evaluación cualitativa de las propiedades estudiadas de cada
modelo.

Atendiendo al Cuadro 4.4 y teniendo en cuenta todos los aspectos que
hemos considerado y estudiado en este trabajo, el modelo con mejores pro-
piedades y más estable es el modelo linear-vacuous. A pesar de que la función
de distorsión que genera este modelo no es una distancia, su previsión inferior
es 2-monótona y su complejidad es baja puesto que el número de puntos ex-
tremos coincide con el cardinal del espacio X . Le sigue el modelo pari-mutuel
cuya función de distorsión tampoco es una distancia pero su previsión infe-
rior es 2-monótona tanto para apuestas como en su restricción a sucesos y
su complejidad resulta ser mayor que en el modelo linear-vacuous. Por otro
lado, el modelo de variación total es el que tiene mejores propiedades sobre
la función de distorsión y su complejidad es baja, aunque sigue siendo más
simple el modelo linear-vacuous.

Finalmente, tenemos los modelos que hemos estudiado en este trabajo,
el modelo Eucĺıdeo y el modelo de Kullback-Leibler. El modelo Eucĺıdeo
está generado por la distancia Eucĺıdea, que verifica todos los axiomas pro-
puestos en la Sección 1.3, mientras que, la divergencia de Kullback-Leibler
no es una distancia ya que no verifica los axiomas de simetŕıa y desigual-
dad triangular. Por otro lado, ambos modelos resultan ser muy complejos
ya que el número de puntos extremos es infinito, además su previsión infe-
rior resulta no ser 2-monótona para apuestas en ambos casos, únicamente
podemos asegurar que la previsión inferior es 2-monótona para sucesos en el
caso del modelo Eucĺıdeo, en el modelo de Kullback-Leibler no disponemos
de suficiente información.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha hecho el estudio de los modelos de distor-
sión generados por la distancia Eucĺıdea y por la divergencia de Kullback-
Leibler como complemento al estudio de diversos modelos en [6, 7] con el
objetivo de poder comparar todos estos modelos entre śı.

Todos estos modelos son generados por una probabilidad inicial P0 dis-
torsionada mediante una función, teniendo en cuenta un factor de distorsión
δ que indica la cantidad de imprecisión que se desea añadir al modelo.

En el Caṕıtulo 2 hemos estudiado el modelo de distorsión inducido por
la distandia Eucĺıdea, este modelo cumple todos los axiomas propuestos es
la Sección 1.3, en particular los axiomas de convexidad y continuidad, y por
tanto la bola que define este modelo coincide con el conjunto credal del mo-
delo. Además, también se dieron expresiones para el cálculo de la previsión
inferior coherente y de la probabilidad inferior coherente de este modelo. Por
otro lado, en este caṕıtulo se demostró que los puntos extremos del conjunto
credal coinciden con la frontera de la bola definida por el modelo. Final-
mente, se programaron códigos para el cálculo de las previsiones superiores
e inferiores y para la representación del conjunto credal.

En el Caṕıtulo 3 se ha estudiado el modelo inducido por la divergencia
de Kullback-Leibler. Este modelo presenta dificultades al tratar de dar una
fórmula expĺıcita para la previsión inferior y para la probabilidad inferior. Se
ha visto que la divergencia de Kullback-Leibler no verifica las propiedades
de simetŕıa y la desigualdad triangular pero si cumple las propiedades de
convexidad y continuidad, lo que nos permite asegurar que la bola defini-
da por el modelo es cerrada y convexa, y por tanto, debe coincidir con el
conjunto credal. Además, se ha planteado el cálculo de la previsión inferior
mediante un problema de optimización, pero debido a la complejidad de es-
ta función de distorsión se ha optado por únicamente demostrar que existe
solución para el problema planteado y que esta solución es única. También
se ha visto, al igual que en el modelo Eucĺıdeo, que los extremos del conjunto
credal coinciden con la frontera de la bola asociada al modelo. Por último,

53



se han programado códigos para calcular la previsión inferior y la previsión
superior de este modelo mediante la optimización del problema planteado
anteriormente y para la representación de su conjunto credal.

Para finalizar este estudio, en el Caṕıtulo 4, se ha realizado una compa-
ración de todos los modelos trabajados a lo largo de este estudio, es decir,
de los modelos pari-mutuel, linear-vacuous, variación total, Eucĺıdeo y de
Kullback-Leibler. Esta comparación se ha realizado en términos de diferen-
tes propiedades que pueden cumplir estos modelos como por ejemplo las
propiedades que cumplen sus funciones de distorsión o la complejidad del
modelo. En conclusión, los modelos estudiados en [6, 7] son más estables y
tienen, en general, mejores propiedades que los propuestos en este trabajo.

A lo largo de este trabajo se puede encontrar un estudio de las princi-
pales propiedades de los modelos trabajados pero no se trata de un estudio
exhaustivo de estos modelos por lo que se puede extender a otras propie-
dades que no han sido estudiadas como la propiedad de k-aditividad. Por
supuesto, también es posible continuar este trabajo mediante el estudio de
otros modelos generados por otras funciones de distorsión, como por ejemplo
la distancia de Wasserstein [10].
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