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Introduccion y motivacion

Ante la ausencia de una asignatura de Teoria Cuantica de Campos en el ltimo curso del grado que sirva como
continuacién de los conocimientos impartidos en Mecanica Cuantica y, especialmente, en la optativa, Teoria
Clasica de Campos (ambas del tercer curso), la realizacién del presente trabajo tiene por objetivo llevar a cabo
un estudio auténomo e independiente del tema, intentando aprender e interiorizar los contenidos fundamenta-
les que normalmente se tratarian en un curso de Teoria Cuantica de Campos, en especial, aquellos relacionados

con su aplicacién en fisica de particulas y en la descripcion de las interacciones fundamentales de la naturaleza.

La Teoria Cuéntica de Campos o QFT (del inglés, Quantum Field Theory) surge de la necesidad de reconciliar
la Mecéanica Cuéntica y la Teoria Clasica de Campos (relativista) con el fin de poder modelizar aquellos
procesos en los que se produce tanto la creacién como la destruccién de las particulas que intervienen en
ellos [1]. En la formulacién de este tipo de teorias es necesario, por tanto, cuantizar los campos clasicos que
conocemos, para lo cual existen varias formas diferentes. Las dos mas relevantes son la cuantizacién canénica
(también conocida como segunda cuantizacién), que se basa en promocionar los campos a operadores, vy la
cuantizacion a través de la integral funcional o de camino, en la que los campos siguen siendo funciones
ordinarias [2]. Ambos métodos se complementan entre si, y tienen sus ventajas e inconvenientes particulares.
Por ejemplo, la cuantizacién candnica proporciona una manera mas directa de entender lo qué es exactamente
una particula en el contexto de la QFT, introduciendo los operadores de aniquilacién y destruccién; sin
embargo, durante su desarrollo hay que tratar con céalculos perturbativos muy laboriosos. La cuantizacién
de la integral de camino, por su parte, ofrece una forma bastante directa de dar el 'salto’ de la Mecénica
Cuantica a la Teoria Cuantica de Campos, y permite establecer relaciones muy interesantes que existen entre
la QFT vy otras disciplinas, como la Mecanica Estadistica, aunque su formalismo también puede invitar a

'perderse’ con algunos de sus calculos [1] [2].

En este trabajo nos hemos centrado en el segundo de estos métodos, es decir, en la cuantizacién a través
de la integral funcional o de camino, puesto que nos ofrece una forma un poco mas rapida de llegar a los

diferentes conocimientos que se pretenden adquirir.



Ingredientes necesarios para elaborar una Teoria Cuantica de Campos

ntes de aventurarnos en el estudio de la Teoria Cuantica de Campos es conveniente poseer un cierto nivel

de conocimiento previo del resto de disciplinas involucradas en ella. Es importante, por tanto, recordar
y tener presentes muchos de los contenidos impartidos, principalmente, en las asignaturas de Mecanica
Cuantica y Teoria Clasica de Campos, asi como contar con el bagaje matematico adquirido en Métodos
Matematicos | y Métodos Matematicos Il, que nos ayudara a realizar los calculos que aparezcan a lo largo
del estudio. Este capitulo persigue proporcionarnos todo lo que necesitamos (o, al menos, lo més relevante)
para elaborar desde el principio una Teoria Cudntica de Campos. Con esto en mente, introduciremos las
integrales funcionales o de camino, derivando con su ayuda algunos resultados muy interesantes que nos
seran de gran utilidad en el futuro, y recordaremos algunos de los aspectos fundamentales de las Teorias

Clasicas de Campos que pretendemos cuantizar a través de ellas.

1.1 Introducciéon a la formulacidn de la Mecanica Cuantica no relativista

en términos de integrales funcionales o de camino

La cuantizacién de los campos relativistas sobre los que se construird nuestra teoria se llevara a cabo a través
de las integrales funcionales o de camino. Merece la pena, por tanto, dedicar un poco de tiempo a entender

qué representan dichas integrales y cdmo pueden formularse antes de embarcarnos en nuestra tarea principal.

1.1.1 La integral de camino en Mecanica Cuantica

Una buena forma de empezar a familiarizarse con el formalismo de la integral de camino es intentar utilizarlo
para describir el sistema mas sencillo que se nos ocurra: una particula cuantica (no relativista) que se mueva
en una unica dimensién. Nuestro primer objetivo serad ver que la probabilidad de que dicha particula viaje
desde un punto del espacio a otro en un periodo de tiempo determinado puede escribirse en términos de
este tipo de integrales. Antes de realizar el calculo correspondiente, conviene intentar comprender de forma
cualitativa el significado de la integral de camino. Para ello, podemos partir de la imagen mental de un
experimento similar al de la doble rendija, que constarad de una fuente, S, una pared con dos agujeros, A1 y

Aj, y un detector, O. Esta representacién aparece en la Figura 1.1. [1] [3]
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Figura 1.1: Esquema del experimento de la doble rendija.

Supongamos que, en un tiempo inicial t, = 0, la fuente S emite una particula que queremos medir con
el detector, al que llegard en un tiempo t;, = T. Para poder alcanzar el punto O tendrd que atravesar
la pared cruzando por uno de los dos agujeros, ya sea A1 o As. La particula puede seguir, por tanto,
dos caminos diferentes para llegar hasta nosotros, asi que la probabilidad de detectarla vendrd dada por
el principio de superposicion de la Mecanica Cuantica, que, en este caso particular, nos dice que serd la
suma de la probabilidad asociada a la propagacién de la particula desde S hasta O atravesando A; y de la
propagacién desde S hasta O atravesando As. Del mismo modo, si tuviésemos un niimero arbitrario M de
agujeros A1, As, ..., Aps en la pared, la probabilidad de deteccidn, Uiotal, Se calcularia simplemente sumando
las probabilidades asociadas al paso de la particula por cada uno de esos agujeros, A;: [1]

M
utotal = ZAz (1-1)
i=1

También podriamos intentar ir un poco mas alla, y pensar en qué pasaria si, ademas de la pared que ya

tenemos, colocasemos otra pared adicional, que tuviese otro niimero, N, de agujeros, B; (Figura 1.2). [1]
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Figura 1.2: Esquema de la situacién con la pared adicional.

En esta ocasién, para obtener la probabilidad total del proceso tenemos que tener en cuenta tanto la
probabilidad A; asociada a que la particula cruce por uno de los agujeros A; de la primera pared, como la
probabilidad B; asociada al paso a través de los huecos B; de la segunda. Para escribir Uiotal, tendremos

que combinarlas entre si mediante un doble sumatorio, es decir: [1]
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M N
Uioral = Y > AiBB; (1.2)

i=1j=1

Por dltimo, si llevamos esta idea a su maximo nivel, podriamos imaginarnos que colocamos un nimero
infinito de paredes con un nimero, también infinito, de agujeros en cada una de ellas. Hacer esto puede
resultar un poco extraio, ya que equivale a decir, literalmente, que nuestras paredes no existen; sin embargo,
esta situacién da lugar a una observacién muy interesante: siguiendo con la misma linea de pensamiento
que estabamos utilizado hasta ahora (aplicar el principio de superposicién) se tiene que la probabilidad de ir
desde S hasta O sera la suma de la probabilidad asociada al paso de la particula por los agujeros de todas
esas 'no-paredes’, y esto no es mas que la suma sobre todos los caminos o trayectorias posibles que puede

seguir la particula para llegar a su destino (Figura 1.3). [1]

Figura 1.3: Situacién en la que las paredes desaparecen.

Por tanto, si asociamos una fase a cada uno de los posibles caminos (la misma para todos, de forma que
ninguno sea mas importante que el resto), podemos escribir la probabilidad de que una particula viaje desde

un punto z, a un punto x; en un tiempo 7' de la siguiente forma: [3]

U(zq,z;T) = Z etfase — /Dx(t)ez'fase (1.3)

caminos
La suma sobre todas las trayectorias posibles suele denotarse con el simbolo [ Dz(t), que representara la
integral de camino. A continuacién, veremos cudl es la forma concreta de la fase a través del calculo explicito

de la probabilidad de transicién entre dos estados.

1.1.2 Obtencion de las probabilidades de transicion

Suponemos que nuestra particula puede describirse utilizando una (nica coordenada generalizada, ¢, y
su correspondiente momento conjugado, p. Su dindmica estard codificada, por tanto, a través de un
hamiltoniano H(q, p) independiente del tiempo. Para 'dar el salto’ de la Mecénica Clasica a la Mecénica
Cuéntica, tenemos que promocionar tanto ¢ como p a operadores®, § y p. Conviene recordar que, a la
hora de hacer esto, existen dos representaciones distintas que podemos utilizar: la imagen de Schrodinger,
en la que la dependencia temporal se encuentra dentro de los estados |1(t)) en los que puede estar el

sistema, y la imagen de Heisenberg, en la que la dependencia temporal se la llevan los operadores, fl(t). [1] [3]

!l os operadores se representaran con un acento circunflejo por encima para diferenciarlos del resto de variables.
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Si denotamos como |¢) a los autoestados de §s con autovalor ¢ en la imagen de Schrédinger se tiene:

gslg) = alq) (1.4)

Los autoestados del operador Gz (t) en la imagen de Heisenberg, por otro lado, se denotardn como |g,t):

qu(t)lg,t) = qlq,t) (1.5)

Las dos imagenes se relacionan entre ellas a través del operador unitario de evolucién temporal, por lo que

los autoestados que acabamos de definir cumplirdn que: [4]
lg,8) = ¢/"g) (16)

Consideramos que, en un instante inicial de tiempo t, el sistema tiene como autovalor ¢,. Utilizando la
imagen de Heisenberg, su autoestado correspondiente serd |qq,,t,). La probabilidad de que en un tiempo ¢,

el sistema se encuentre en el autoestado |gp, ) con autovalor gy es: [4] [1]

<Qb7 tb|Qa7 ta) = <Qb’eiiH(tb7ta)/h|Qa> (1'7)

Para poder expresar esta probabilidad como una integral de camino, dividimos el intervalo de tiempos en
N + 1 pasos (tq,t1,t2,t3,...,t ) mas pequefios de longitud dt, es decir, t, — t, = (N 4 1)dt. Utilizando la
completitud del conjunto de autoestados |q,t), podemos reescribir (g, ty|qa, ta) introduciendo identidades de

la forma | dgj|gj,t;)gj,t;| (que equivalen a la unidad), obteniendo asi que: [4] [1]

N
<Qb> tb|qaa ta> = H / dqj <Qb7 tb|QN> tN) <QN7 tN|qN—17 tN—l) (Qh t1|Qa7 ta> (18)

j=1
Vamos a calcular explicitamente un (gj41,t;41/g;,t;) genérico a medida que N se hace mas grande (es decir,
aumenta el nimero de pasos de tiempo que tenemos) y 0t se vuelve mas pequefio (es decir, disminuye la
separacién que hay entre cada uno de ellos). Béasicamente, lo que hacemos es intentar pasar de un discreto a

un continuo de tiempos. Como dt — 0, podemos hacer un desarrollo en serie de la exponencial: [4]
(gj+1:ti1laj tj) = (g1l exp [_Zhét] lg5) ~ (gj+1] <]1 - Zh&) l9;) (1.9)
Utilizando la representacién integral de la delta de Dirac?, teniendo en cuenta que el hamiltoniano es de la

forma f](cj, p), y desarrollando un poco, se tiene que: [4]

1 [ dp; 10t _
(gj+1,tj+1laj,t) ~ B /_ 5 &P {h [pi(gj01 — g5)0t " — H(Qj,pj)H (1.10)

Insertando el resultado anterior en la ecuacién (1.8), obtenemos que la probabilidad de transicién es:

N N N
d L _
(@b t]qar ta) ~ H/de H/ %em ih'oty [pj(qm — q;)ot " —H(qj,pj)} (1.11)
j=1 =0 =0

2| a representacién integral de la delta de Dirac puede encontrarse en el Apéndice A.3.
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Si queremos tomar el limite en el que N — o0, necesitaremos hacer los siguientes cambios en (1.11):

pj — p(t) 5t—0 ot 5t—0 tjt1 —t;
N N dp;
Jim (jl_ll/ dqj) oS /Dq(t) Jim <]l:[1/ 2Wh> o /Dp(t)

Teniendo presente todo lo anterior, la probabilidad de transicién queda:

ty

(@l ta) = e O~ Mqr) o [ Date) [ Dyt exp i [ dtlpi - Hap)| | (112)

a

Las integrales de camino [Dq(t) y [ Dp(t) se realizan sobre todas las funciones p(t) y ¢(t) que satisfacen
las condiciones de contorno ¢(t,) = ¢, y q(ts) = q». Dichas condiciones se corresponden con los valores
que toma el camino correspondiente en los tiempos inicial ¢, y final ¢;,. Por tanto, la ecuacién (1.12) nos
dice que, si queremos calcular la probabilidad de que la particula se encuentre en g, en un tiempo t; si en
t, estaba en q,, tenemos que expresarla como la suma a todas las trayectorias posibles que satisfacen las
condiciones de contorno que acabamos de escribir, y 'pesarlas’ por una determinada fase. Hemos podido

comprobar que, efectivamente, el resultado tiene la forma que adelantamos en (1.3). [4] [2] [5]

La integral sobre el momento p; que aparece en (1.10) puede realizarse de forma analitica si el hamiltoniano
. 2 . . .

de nuestro sistema es de la forma H(Q, P) = f—m + V(Q); en ese caso, haciendo el cambio de variable

Dj = Ppj— mét‘l(qjﬂ — ¢;), podemos completar el cuadrado de la exponencial para conseguir tener la forma

de una integral gaussiana. Si la hacemos, resulta que: [4]

—-1/2

2r .
(@j+1, tir1las ty) = <m15th> exp {Zh 1ot {2&2 (gj+1 — ;) — V(Qj)” (1.13)

Como en (1.11) tenemos un producto de integrales de la forma (1.10), sustituyendo (1.13) queda:

(N+1)/2 N . )
(qbs th|Gas ta) = (zéth) /dqj exp [ih~ 5tz {2&2 Qi1 — qj)° — V(qj)] (1.14)
De nuevo, tomando el limite cuando N — oc:
27 —(N+1)/2 L[t 1
(v tlaasta) ~ (2t [oavy e int [Mat (Gmi-v)| )
ta
Identificando el lagrangiano del sistema como L(q, §) = %m(f — V(q), se tiene que
s 123
(@bs to|qas ta) = (qule™H 710/ P|g,) o /DQ(U exp [m_l/ dtL(g, Cj)} (1.16)
tq

Si el hamiltoniano es de la forma H(Q, P) = % + V(@), podemos, por tanto, expresar la probabilidad de

transicion de un estado |gq, t,) a un estado |gp, t5) a través de una integral de camino [ Dq(t) que se realiza
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sobre todas las posibles trayectorias que satisfacen las condiciones q(ty) = qp y q(ta) = ta. [4]

1.1.3 La transicion del estado fundamental al estado fundamental

La probabilidad de que un sistema que se encuentra en el estado fundamental en un tiempo inicial ¢, siga en
el estado fundamental en un tiempo posterior t;, va a ser de vital importancia cuando empecemos a introducir
la Teoria Cuéntica de Campos® en el Capitulo 2, asi que vamos a intentar derivar un resultado analogo pe-

ro en Mecanica Cudntica no relativista, en vistas al futuro, para que nos sea mas facil dar el 'salto’ de una a otra.

Para ello, introduciremos un término de fuente, —J(¢)Q, y volveremos a obtener la probabilidad de transicién
de que en un tiempo t; el sistema se encuentre en la configuracién g si en t, estaba en ¢,, pero, esta
vez, teniendo en cuenta la presencia de la fuente J(t) que acabamos de mencionar. Para realizar el célculo
podemos partir de la ecuacién (1.12), a la que afiadiremos el término de fuente (ya que no depende de P asf

que el resultado que derivamos antes no se verd afectado) dentro del integrando: [4]

(@ toldortal” o [ Da(t) [ Dote) e [in [ dt o~ Fa.p) + (0 (117)

Si hacemos J(t) = 0 recuperamos (1.12) Las integrales de camino siguen siendo sobre todas las trayectorias

q(t) y p(t) que satisfacen las condiciones de contorno q, = q(ta), @ = q(tp), Pa = P(ta) ¥ Po = p(ts)-
Elegiremos el término de fuente de forma que sea nulo tanto para tiempos inferiores a un cierto t_ como

para tiempos superiores a un cierto ;. Esencialmente, estamos pidiendo que J(t) Gnicamente pueda actuar

durante el intervalo de tiempo comprendido entre t_ y t. [4]

De forma similar a como hicimos anteriormente, podemos reescribir la transicién <qb,tb\qa,ta>‘] introduciendo
identidades de la forma [ q4|qt, t+)Xqs+,t4|y | q—lg—,t_Xq—,t_|, es decir: [4]

J J
(@, tb]da; ta) :/dQ+/dQ— (g5 tolas: t4) (g4 tlg— )" {g—,t-|qa; ta) (1.18)
Definimos, ademas, los autoestados de energia |n) del hamiltoniano:

Hn) = Ep|n) (1.19)

Asi como las funciones de onda correspondientes:

Unl(a,t) = (g, tln) = (gle B/ M) = e=Ent/h (gIn) (1.20)

Esto nos permitira, utilizando Y_,, |n)(n|, reescribir (gp, tp|q+,t+) Y (¢—,t—|qa,ta) como:

<Qb,tb|(]+,t+> = Z <Qb7tb|n> n|Q+7t+ an Qbytb Q+>t+) (121)
n

(4=, t—|ga,ta) = > _ {g—,t—|n) (n|qa, ta) an )5 (qas ta) (1.22)
n

Teniendo en cuenta cuales son nuestros propdsitos, lo que nos interesa es buscar que aparezcan explicitamente

los estados fundamentales (que se denotaran como |0)) en las expresiones que acabamos de escribir. Para

3Cuando hagamos Teorfa Cuantica de Campos nos referiremos a él como ’estado del vacio’ (que no contiene particulas), y no
como estado fundamental.
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ello, podemos irnos al eje de tiempos imaginarios y tomar los limites t, — ico y t, — —ioco. [4]. Vamos a

ver qué les ocurre a las funciones de onda que aparecen en (1.21) cuando hacemos esto:

lim > (g, )0 (qe, 1) = lim Y e Enlo /it /b (g 1n) (n]qy) = (g]0) (Oqr)  (1.23)

tp——100 tp——100

—iEnty/h o]

Al tomar el limite de t, — —200, el término e se convierte en una exponencial decreciente, e~*°, que
mata a todos los términos del sumatorio exceptuando al que va con n = 0, que justamente se corresponde
con el que acompafia al estado fundamental [4]. Siguiendo un razonamiento totalmente analogo con (1.22),

obtenemos (g_1|0) (0|qq,); sustituyendo todo en (1.18) y operando un poco se llega a:

Gy toldas ta)’ / J —i(ty—t_)H/h
im 2o leldasta)” [ L/)dq_ 01g:) (@t lgs t)7 (q_|0) = (O~ "+t /gy (1.4

Para llegar a esta expresién hemos tenido que usar de nuevo la completitud de los autoestados |g+) y [g—), y
también el cambio de la imagen de Heisenberg a la de Schrédinger. Podemos observar que la parte de la
derecha no es mas que la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado fundamental en un tiempo
t4 si en otro tiempo anterior t_ también lo estaba. Tras esto, podemos extender con facilidad el resultado al
caso en el que la fuente sea diferente de cero para cualquier instante de tiempo. Para ello, basta con hacer
t+ lo suficientemente grande y t_ lo suficientemente pequefio (es decir, hacemos que tiendan a +o00 y —oo,

respectivamente). Denotando a la nueva amplitud como W[J] tenemos: [4]

W[‘]]O( lim <Qbatb‘Qa7ta>J (125)
tp—r00

ta——00

Sustituyendo (1.17) en (1.25) llegamos a la expresién que necesitdbamos:

WJ] o /D(J(t)/Dp(t) exp [ihl/ dt [pq — H(p, q) +Jq]] (1.26)

o0
—00

En el caso especial de que el hamiltoniano sea de la forma H(Q, P) = % + V(Q), podemos generalizar la

ecuacién (1.16) que obtuvimos antes afiadiendo un término de fuente: [4]

[e.e]

WIJ] /Dq(t) exp [ihl/

—00

dt[L(q,q) + Jq]} (1.27)

Puesto que la exponencial es una combinacién lineal de senos y cosenos (por ser imaginaria), oscilard muy
rapido y quizas no converja, por lo que la integral de camino [ Dg puede no estar del todo bien definida.
Para solucionar esto se utiliza un procedimiento especial que recibe el nombre de rotaciéon de Wick, que
conviene ir introduciendo puesto que nos serd de mucha utilidad en el Capitulo 2. Dicha técnica consiste,
fundamentalmente, en llevar el integrando al eje de tiempos imaginarios, donde podremos evaluar la integral
de camino sin problemas. Para ello, es necesario introducir la variable ¢ = it, realizando los cambios

correspondientes en (1.27), que aparecen resumidos a continuacién: [4]

dt . dq  dq
4= 1=~
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Al hacerlo, las expresiones (1.26) y (1.27) toman la forma*:
WglJ] « /Dq(f) exp [hl/ dt {L(q,izg) + Jq” (1.28)
Wg[J] o /Dq(f) /Dp(f) exp [h_l/ dt {zpzlg — H(p,q) + Jq” (1.29)

1.1.4 Valores esperados en el estado fundamental

Cuando demos el 'salto’ a QFT, los valores esperados de los operadores ¢ de los campos de la teoria jugaran
un papel muy importante, asi que parece bastante sensato intentar construirnos su analogo en QM. Para ello,

empezaremos escribiendo el valor esperado del producto de dos operadores de la forma Gp: [4]

<Qb7tb‘(jH(ts)éH(tr)IQQata% ts > tr (130)

De nuevo, dividimos el intervalo de tiempos en pasitos mas pequefios, al igual que hicimos en la Seccién
1.1.2, e introducimos identidades de la forma | dg|g)(¢| (una por cada uno de los tiempos): [4]

N
<Qb7tb|‘jH(ts)(jH(tr)|Qaata> = H/ de <Qb7tb|QNatN> <QS+1>ts+1|CjH(ts)‘QSyts> e X
j=1
X (qr+1, tr1|qu (tr)|grs tr) - (@1, t1lqa, ta)  (1.31)

Teniendo en cuenta que ‘jH(tT)|Q7”7tr> = q’!"Q’V’at’/‘>! y que (jH(ts)’(JSyts> = QS|QS7t5>:
N
<Qba tbmH(ts)qAH(tr)Maa ta> = H / de qsqr <Qba tb|QN, tN> <Qla 1 |Qaa ta> (1-32)
j=1
Si consideramos que H(Q, P) = % + V(Q), podemos sutituir (1.10) en la expresién anterior:

. . N N dp; i0t O [p;(gj+1 — 4j)
(@b, tol e (ts)dr (tr)|qa, ta) = H/ dgj [] 55 arasexp | == {& —H(qj,pj)} (1.33)
j=1 j=0 T J=0

Tomando el limite cuando N — oo:

" dtlpi ~ Hig.p)) (1.34)

ta

(@vs to|dr (ts)dm (t)|Ga, ta) o< /Dq(t)/Dp(t) qrqs exp {ih_l

Puede verse facilmente que al invertir el orden de los operadores G (ts) y Gu(tr) se obtiene el mismo

resultado. Esto nos permitird escribirlo de forma mas general: [4]

(a6l T {01 oo ta) o [ Datt) [ Do v oo it [ atlpi— i@l (139)

a

Donde hemos definido T, el operador de 'ordenacién temporal’, como:

“El motivo por el que se utiliza el subindice E cobrara sentido en el Capitulo 2.
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Gr (ts)qu(tr) Si ts >t
Gu(tr)dm(ts) Si t, > tg

T{qu(ts)qu(t,)} = {

Lo que hace T es actuar sobre un conjunto de operadores y ordenarlos segiin cual sea el tiempo en el que
estan actuando (concretamente, los coloca de tiempos mayores a menores). Generalizar el resultado anterior

a un conjunto de operadores G (t],) ... Gu(t}) es inmediato: [4]
(a0l T4 () (8 tosta) [ Da(t) [ Do®)dy oy exp i7" [ dtlpd ~ Hiap))|  (1.36)

Ahora necesitamos conectar este resultado con el valor esperado de un producto de operadores en el estado
fundamental. Al igual que hicimos en la Seccién 1.1.3, introducimos los tiempos ¢/, y t', y usamos la
completitud de los estados para reescribir (gp, to|T{Gu (t),) ... Gu (t)) }Hda, ta): [4]

(qus to| T{Gur (t),) - Grr (1)} qa» ta) :/dqir/ dq_ {(ap, tv|d,, ') %

X (q' | T{au(t,) - qu () Ha, t) (@t |qa, ta)  (1.37)

Procediendo con los autoestados de energia de la misma forma que en la Seccién 1.1.3, (no repetiremos

todos los pasos porque es totalmente anilogo) podemos escribir el resultado directamente para este caso: [4]

. <Qbatb‘T{qH(t;1)"'qH(tll)}‘Qavta> _ ’og / I Ayl ~ ) o /
tﬁl’i%?o @0 lga) —/dq+dq7 (0l¢" ) (s 4 TH{am (L) - Grr(t1) HaZ t2) (g |0)

= (017{qu(t,) - au(t))}0) (1.38)

Al hacerlo, aparece (0|T{Gmu(t),)...4u(t})}|0), que es justamente lo que estdbamos buscando, y que,
introduciendo (gp|0) (0|g,) dentro de la constante de proporcionalidad, podemos escribir como: [4]

O {au(t,) - an(t)}0) [ Da(t) [ Do) dy i exp i [ atlpi~ Hap)]  (139)

Por dltimo, tenemos que ver cémo podemos conectar el resultado que acabamos de obtener con la W[J] que

calculamos antes. Para ello, necesitamos introducir las derivadas funcionales que, por definicién: [4]

(sf(y) (/ dz J($)<ﬁ($)> = ¢(y) (1.40)

En el cuadro inferior aparece una 'justificacion’ basada en la discretizacién del espacio.

Caso discreto: utilizando la delta de Kronecker y sumatorios
d dp;
=D g = Y =i = Y Gijp; — @

Caso continuo: utilizando la delta de Dirac e integrales

5p(zy) </ dx p(x)go(ac)) — / dx gzg; o(z) — / dz 6(x — y)p(x) — »(y)
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Si derivamos W[.J], (1.26), con respecto a J(t}) y después fijamos las fuentes a cero se tiene que:

oW |[J o b1 [ .
5 ) = ih 1/7361(15)/7?1?(15) q(t1) exp {lh 1/ dt(pj — H(q,p)) (1.41)
J(#) 1 5=0 —o0

Si hubiésemos derivado con respecto de J(t5), J(t5), ..., J(t),), habriamos obtenido el mismo resultado; lo

nico que cambiaria seria el factor ¢(t;) que aparece al derivar con respecto al J(t}) correspondiente. Si

consideramos las n derivadas y evaluamos en J(¢) = 0 tendremos que: [4]

SMWJ]

STy 7" [ Pa®) [ Dott) att)-atty e | [~ i i~ m)t| (142)

Podemos observar que el valor esperado del producto de operadores en el estado fundamental, que venia dado
por (1.39), también era proporcional a la parte derecha de la ecuacién anterior (tienen la misma constante

de proporcionalidad), asi que podemos relacionarlos directamente como sigue: [4]

) QT () i (E)10) = 5 . (1.43)

Por tanto, hemos conseguido realizar la conexidn entre ambas cantidades. La expresién anterior nos dice
que, si conocemos la amplitud que involucraba la transicién en un tiempo desde el estado fundamental al
estado fundamental, es posible generar los valores esperados de los operadores G (t) a partir de las derivadas

funcionales de W[.J] con respecto de las fuentes. [4]

1.2 Aspectos fundamentales de la Teoria Clasica de Campos

En la Seccién 1.2 hemos estado trabajando dentro del marco de la Mecédnica Cuantica no relativista, utilizando
una Unica coordenada generalizada para describir a la particula en cuestién que estdbamos tratando, y hemos
visto como se pueden calcular las amplitudes de transicién entre sus estados en términos de integrales de
camino; sin embargo, para formular correctamente la fisica de particulas necesitamos tratar con estados en
los que permitamos estar a mas de una de ellas, asi que tendremos que trabajar con algo mas complejo que
una coordenada generalizada; aqui es donde entran en juego los campos, cuya interpretacidén cuantica sera

necesaria para construir nuestra teoria [3] [4].

Teniendo esto presente, parece necesario introducir brevemente los aspectos mas relevantes de una Teoria
Clasica de Campos, para poder facilitar el paso a la teoria cudntica que empezaremos a estudiar en el Capitulo
2. Podemos pensar en los campos como si fuesen una extensién del concepto de coordenada generalizada
que se utiliza en Mecanica Clasica para describir a los sistemas. A diferencia de estas, los campos permiten
modelizar la idea de tener no solamente un conjunto discreto de particulas, sino todo un continuo de ellas,
valorando la posibilidad de tener, incluso, varias en el mismo punto del espacio. En nuestro caso, escribiremos
los campos en su forma mas simple, ¢(¢,Z), asignando una coordenada generalizada a cada punto z [4].
Antes de seguir conviene dejar claras algunas cuestiones de notacién para entender bien lo que estamos
haciendo. Es importante notar que en las teorias de campos, T es una etiqueta, no una variable dindmica
que cambie con el tiempo, ya que la dependencia explicita con él se la llevan los campos [1]. Béasicamente, &

especifica el punto del espacio en el que estamos, y es como el equivalente al subindice a que podriamos
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tener en Mecénica Clasica para especificar la particula a la que nos estamos refiriendo, g, [1]. A continuacién

se resumen los principales cambios que ocurren al hacer este paso del 'discreto’ al 'continuo’.

1TV = w et ) = el S [ v

1.2.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange y teorema de Nother

Puesto que los contenidos que aparecen en estas secciones se imparten en un curso de Teoria Clasica de
Campos, no nos detendremos sobre ellos en detalle, simplemente nos limitaremos a resumir los resultados

mas importantes que vamos a necesitar para nuestros propositos.

La accién S[yp| general de un campo ¢ es: [2]

Slel = [ d'z £(¢,0,p) (1.4

Aplicando el principio de minima accién se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange: [2]

oL oL

Al considerar una transformacién de los campos y de las coordenadas de la forma

ot — 2P = 2P + Az o(x) = o'(2') = p(z) + Agp, (1.46)

la accién puede escribirse como: [4]

AS:/E)MJ“d4x con JH =

oL Agp—[ oL Ovp) — 0L L| Az (1.47)

30,2~ |50,

La transformacién (1.46) es una simetria si se cumple que AS = 0. Cuando esto ocurre, tanto la corriente

de Néther, J#, como su carga asociada, (), se conservan: [2]
hWJ'=0 = Q= / Jd®z  se conserva (1.48)

1.2.2 Teoria clasica de un campo escalar: la ecuacion de Klein-Gordon

La teoria de campos mas sencilla es aquella descrita por un campo escalar p(z) cuyo lagrangiano es: [4]

1 1
L =5 0up)(0"p) - —m?p? — @M“ (1.49)

Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange, (1.45), se tiene que: [4]

(0,0 + m)p(w) = ~ A6 (2) (1.50)

Haciendo A = 0 (teoria de campos libres) la expresién anterior se reduce a la ecuacién de Klein-Gordon: [2]

(0,0" +m*)p(z) =0 (1.51)
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Podemos interpretar ¢(z) como la funcién de onda de una particula libre que se propaga con energia E'y

momento k. La solucion mas general de la ecuacién (1.51) consistird en una superposicién de ondas planas:

3 . .
gD()(CL') :/ (37:;3 2;0 [a(k)e*lkx +a*(k)€lkx], (1_52)

donde kp no es mas que la parte temporal del momento k [2] [4] (ver Apéndice A.2).

1.2.3 Teoria clasica con espinores: la ecuacion de Dirac

El lagrangiano que describe el comportamiento de las particulas libres y de masa m con spin 1/2 es: [4]

£ = §(ir"9, — m)¥ (1.53)

El campo 1), conocido como espinor, tiene la forma de un vector columna de 4 componentes. Las variables

v (con = 0,1,2,3) son las matrices de Dirac, de tamafio 4x4, que satisfacen la siguiente relacién: [4]

vy =2 (1.54)

En el cuadro inferior se muestran algunas notaciones que aparecen con frecuencia al trabajar con spinores [6].

Pl =T P = 1hiy° g =~"0,

Utilizando el lagrangiano (1.53) en las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene [4]

(17" 0y — m)(x) =0, (1.55)

que no es mas que la famosa ecuacién de Dirac. Puesto que posee cuatro soluciones independientes, dos
que se corresponden con energias positivas, u(k, £s)° y dos que se corresponden con energias negativas,

v(k,+s), puede escribirse la solucién mas general como una combinacién lineal del tipo: [4]

3 , )
() = /(;lﬂ_];s 220 Z [a(k, s)u(k, s)e™* 4+ b* (k, s)v(k, s)e**] (1.56)

+s

Cabe destacar que las soluciones u(k, +s) y v(k, +s) satisfacen: [2] [4]

(K —m)u(k,+s) =0 (1.57) (K+m)v(k,£s) =0 (1.58)

®La variable s es la componente z del espin, que puede tomar dos valores diferentes: 1/2, que se representa habitualmente
con un +, o —1/2, que se representa con un —.



Formulacion de la Teoria Cuantica de Campos

a través de la integral de camino

tilizando como base algunos de los resultados que hemos obtenido en el capitulo anterior, nos adentra-
U remos en el estudio de las Teorias Cuanticas de Campos. Comenzaremos por el caso mas sencillo, el de
una teoria de un campo escalar libre. Tras familiarizarnos con ella, permitiremos que los campos puedan
interaccionar entre si, dando el salto a la teoria conocida como )\g04, que nos resultard de gran utilidad
para introducir los conceptos mas importantes en los que se fundamentan las QFT, como los diagramas de
Feynman, a los que dedicaremos una gran parte de nuestro tiempo. Después, aprenderemos a calcular las
amplitudes de dispersién de los procesos de colisién que tienen lugar en los aceleradores de particulas, y
veremos en qué consiste el proceso de renormalizacién de una QFT. Por iltimo, también analizaremos como

construir teorias cudnticas un poco mas complicadas, utilizando campos espinoriales en lugar de escalares.

2.1 Teoria cuantica de un campo escalar

El primer paso para empezar a construir nuestra QFT utilizando integrales de camino es intentar generalizar
los resultados obtenidos en las secciones 1.1.3 y 1.1.4 para incorporarlos en una teoria de campos relativista
[4]. A diferencia del tratamiento que hicimos entonces (donde simplemente consideramos un sistema cuantico
no relativista con una Gnica coordenada generalizada), ahora trabajaremos con un continuo de particulas (y,
por tanto, de grados de libertad), ©(t,x), para cuantizar la teoria a través de los campos [4]. Comenzaremos

con un caso sencillo: un campo escalar que Gnicamente interacciona consigo mismo.

2.1.1 El funcional generador W|J]

Por analogia con el procedimiento que seguimos en la seccién 1.1.2 para dar 'el salto’ de la Mecanica Clasica
a la Mecénica Cuéntica (donde promocionamos la variable ¢(t) a un operador g (t)), para pasar de una
teoria clasica de campos a una teoria cuantica, reemplazaremos el campo ¢(t,x) por un operador en la
imagen de Heisenberg, ¢(t,x). De este modo, podemos describir el estado del sistema en un tiempo ¢ dado
utilizando un ket del tipo |¢(x),t), definido como un autoestado del operador ¢(¢,x): [4]

P(t,x)[(x), 1) = p(x)[0(x),1) (2.1)

Esto nos permitird generalizar la ecuacién (1.12) en términos de los campos a través de los siguientes cambios:

16
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9o ta) = leal)sta) 420 g g o con = 08

g, ts) — |b(xX), tb) p—T 9(0o¢)

Asi, la probabilidad de transicién entre dos estados |4 (x),ta) ¥ |op(X), tp) del sistema sera: [4]

(06(%), tolpa(%), ta) o /D@/Dﬂ' exp {m—l/t:b dt/ Br(nyp — H(m, 0)) (2.2)

En esta ocasién, las integrales de camino se realizaran sobre todas las funciones! ¢(t,x) y 7(t,X) que

satisfacen las siguientes condiciones de contorno: [4]

P(ta,X) = pa(x) P(ty, x) = pp(x) (2.3)

Como para trabajar con la ecuacién (2.2) podemos elegir como estados inicial y final aquellos que queramos,
tomaremos en ambos casos el fundamental, ya que estamos seguros de su existencia debido a que, por
definicién, es el estado de menor energia, aunque no conozcamos exactamente cuales son sus caracteristicas
[5]. Ademas, hemos de tener en cuenta que, al estar tratando con una teoria relativista, las particulas pueden
'nacer’ y 'morir’, es decir, crearse y aniquilarse, asi que parece légico pensar que el estado fundamental
serd aquel que no contenga ninguna particula, es decir, el vacio® [4] [1], que denotaremos por |0). Sin
embargo, calcular la probabilidad de transicién de esta forma no parece tener demasiado interés ya que, si no
lo perturbamos de ningtin modo, el vacio seguird siendo vacio. Para remediar esto, introduciremos en el
hamiltoniano un término de fuente de la forma J(¢,x)p(t,x), que se encargard de que las particulas puedan
crearse y destruirse. [1]. Asi, calcularemos la probabilidad de transicién de que el sistema se encuentre en
|0) en un tiempo t;, — oo si inicialmente en t, — —oo también lo estaba, y lo haremos, por supuesto, en

presencia de esta fuente arbitraria. Denotandola como W/[J], tenemos, por analogia con (1.26): [4]

W[ =N tggnw /Dgp/Dﬂ exp {ihl /ttb dt/ (0 — H(m, ) + J(t,x)p(t, X)) (2.4)

En la expresidn anterior, A/ es una constante de normalizacién que se elige de tal forma que si J =0 (es
decir, si no tenemos fuente), se cumpla que W[J] =1 [4] ya que, si inicialmente el sistema esta en el vacio,
donde no hay particulas, y no existe ninguna fuente que pueda crearlas, seguird en el vacio, y la probabilidad

de que en t, — oo el sistema siga en |0) serd 1. De nuevo, por analogia con (1.43) podemos escribir:

5"W[J]

(i)™ (0| T{p(z1) ... ¢(xn) }|0) = 0J(x1) -+ 0T () | 5(2)=0

(2.5)

Esta ecuacién conecta el formalismo de la integral de camino (que es el que hemos elegido para cuantizar la
teoria) con el de la cuantizacién candnica, que utiliza operadores de los campos [2]. En nuestro caso, nos

referiremos al producto ordenado de estos n operadores como una funcién de Green, es decir: [4]

G (@1, ooy ) = (O] T{P (1), vy P(aa)}]0) (2.6)

Combinando (2.5) y (2.6) obtenemos la siguiente relacién:

Es importante notar que dichas integrales se realizan sobre los campos clasicos ¢, no sobre sus operadores ¢ correspondientes.
2En realidad, en el vacio hay fluctuaciones cuanticas.
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o "W J]
(G G (zy, .., @) = (2.7)
6J($1)5J($n) J(z)=0
Por tanto, las funciones de Green Q(”) (21, ..., ©,) pueden obtenerse a partir de las derivadas funcionales de

WI]J] con respecto de las fuentes J(x;) y, por este motivo, el funcional W|[.J] recibe el nombre de funcional
generador. Estas funciones son, ademas, simétricas en todas sus variables3, y la ecuacién (2.7) también

implica que son los coeficientes que aparecen en la expansién funcional de W[.J], es decir, que: [4] [5]

W] = z%j;/m o [ 6@ )T 1) e Ta) (28)

Al igual que sucedia en la Seccién 1.1.3, el integrando de la ecuacién (2.4), en el que aparece una exponencial
compleja, oscila, por lo que la integral de camino no estd bien definida [5] [4]. Para poder hacerla sin
problemas necesitamos llevar a cabo una rotacién de Wick que nos permita pasar del espacio de Minkowski
en el que hemos definido W][J] a un espacio euclideo 4-dimensional, donde el funcional generador se denotara
como Wg|J], siguiendo con la notacién que utilizamos en (1.29) [4]. Para conseguirlo, necesitamos introducir

un tiempo xg imaginario y hacer los siguientes cambios:

~

Definiendo z = (29, X) = (izg, X) se tiene que:

dt — d, 4 O
Bz Bz /dw Yop = i575

De esta forma, obtenemos la siguiente expresién para Wg[.J], donde la integral de camino si esta bien definida

puesto que la exponencial del integrando es real y negativa [5]:

Weg[J] = N/D@/Dw exp {—h_l/ d'z (—iwif +H(m, @) — Jp (2.9)

Ahora la integral de volumen [ d*Z se hace en el espacio euclideo, y las integrales de camino se realizan

sobre todas las funciones ¢(z) y m(Z) que satisfacen las siguientes condiciones de contorno: [4]

lim ¢(Z) = ¢a(x) lim o(z) = ¢p(x) (2.10)

To—00 To——00
Las ecuaciones (2.7) y (2.8) se modifican de la siguiente forma: [4]

5" Wi[J]

—1\n H(n) /= T =
(" Gp (21, ooy Tn) = 5T (Z1) 87 (@n) | 5(2)—0

(2.11)

oo —1\n
Weld] =Y (hn')/ /x G (T4, ooy 20) I (21) . T (En) (2.12)

n=0 z

La integral de camino [ D7 (Z) que aparece en (2.9) puede resolverse analiticamente si el lagrangiano es: [4]

3El hecho de que Q<")(xl, ..., Tn) sea simétrica se extrae de la propia definicién (2.6), ya que el operador T de su interior se
encargara de colocar los ¢(x;) en el orden temporal adecuado, asi que no importa dénde coloquemos las variables x;, puesto que
T las dejard situadas siempre de la misma forma (de tiempos mayores a menores).
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2

h
£(§07 6;490) = 5

5 (000)” + Flp, Vo) (2.13)

Y, por consiguiente, el hamiltoniano? tiene la forma:

H=—r"—F(p,Vyp) (2.14)

Sustituyendo en (2.9) tenemos que la integral sobre 7(Z), que llamaremos I, es: [4]

-2
I= /Dﬂ' exp [—h_l / d'z (—iwgr + %772) (2.15)

Esta integral tiene la forma de una de las gaussianas que aparecen en el Apéndice A.1. Si elegimos [4]

Oy
oz,

A(Z' ) = h 3647 — 7) m(z) =i (2.16)

Podemos escribirla como (2.17) y utilizar (A.2) para resolverla [4]. A partir de ahora, para escribir menos,

denotaremos las integrales (| d*z) simplemente como [ [6]:

= / Dr exp [—; / | /m T(F)AF, 7)7(7) + / | p(x)ﬂ(:ﬁ)} (2.17)

El resultado® que se obtiene es: [4]

I x exp <_h1/x h; (3;_2)2> (2.18)

Sustituyendo de vuelta en (2.9): [4]

Weldl =" [ D oo [-071 [ (25— 5(0)] (219)

T
Dentro del integrando aparece el lagrangiano genérico (2.13) escrito en su version del espacio euclideo
4-dimensional, Lg = —%2 (372‘00) + F(p, V). Ahora que hemos hecho la integral podemos volver al espacio

de Minkowski rehaciendo los cambios que hicimos anteriormente, obteniendo: [4]

W[J| = N’/Dg@ exp (ihl /x [L(p,0up) + J(,D]) (2.20)

Esta ecuacién nos permite calcular de forma relativamente sencilla el funcional generador siempre y cuando
el lagrangiano con el que estemos trabajando sea de la forma expuesta en (2.13). El factor de normalizacién

N’ se elige de la misma forma que mencionamos anteriormente [4].

2.1.2 El funcional generador para la teoria libre

Ahora que ya sabemos cémo calcular las funciones de Green g(n>(x1, ..., Tp) a partir del funcional generador,
W/J], podemos aplicar lo que hemos aprendido e intentar obtenerlas para el caso mas sencillo en el que

podemos pensar: la teoria libre de un campo escalar ¢(¢,Z). Los resultados que obtengamos, ademas, nos

*H puede obtenerse a partir de £ a través de una transformada de Legendre, es decir: H = %(&, ) — L=m(0p) — L
°El término de la traza que aparece al usar (A.2) esta escondido dentro de la constante de normalizacién.
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seran de gran utilidad mas adelante (Seccién 2.2), cuando introduzcamos un término que codifique las
interacciones entre los campos de nuestra teoria, ya que necesitaremos hacer un tratamiento perturbativo para
el cual nos vendra bien tener de antemano el resultado exacto de orden 0, que calcularemos a continuacién
[4] [5]. Haciendo A = 0 en (1.50) obtenemos el lagrangiano de la teoria libre: [4]

z:—hja o R 221
= —(Oup)(0"p) 5P (2.21)

Este lagrangiano es de la forma (2.13), con F(p, Vi) = —3m?p?, lo que significa que podremos utilizar
(2.20) para hacer la integral de camino en ¢ y obtener las funciones de Green a través de (2.11). Al igual
que antes, necesitamos pasar del espacio de Minkowski al espacio euclideo 4-dimensional para hacer las cosas
correctamente. Introduciendo un tiempo xg imaginario y haciendo los cambios mencionados en la Seccién

2.1.1 el lagrangiano en el espacio euclideo toma la siguiente forma: [4]

[ 1
Lp = =5 (049)(0up)° = 5m*¢" (222)
Sustituyendo este Lg en (2.19) queda:
/ —1 G 3 L o o

Weld) =N [ Doexp (17 [ =2 (0u0)(@"0) - mie? + T (2.23)

Puede comprobarse que la ecuacién anterior es de la forma (2.17) si elegimos:
A(@,z)=ht (h2 0 9 + m2> §(z' — 7) p(z) = h1J(z) (2.24)

’ or!, 0z, '

Utilizando (A.2) queda’:

h72
WilJ] = exp <2 / / J(x')A_l(:v’,x)J(x)> (2.25)
A continuacién definimos el siguiente objeto:
DE@F —z)=hntA"Y T, %) (2.26)

De forma que (2.25) se transforma en:

-1
WglJ] = exp <h2 / , / J(@DE@’-@J(@) (2.27)

Si queremos obtener la expresién explicita de DE(z' — Z) necesitamos conocer la funcién A~1(z',Z). Para
ello, obtenemos primero A(Z’, ) su inversa, sustituyendo en (2.24) la representacién integral de la delta de

Dirac en el espacio euclideo 4-dimensional® y aplicando sobre ella el operador diferencial correspondiente:

As 4= =2 2
A2 = (W g + ) </ e Wh) = [ G e 22

®El producto 9,430, es el anilogo del (8,¢)(d,.¢) al que estamos acostumbrados, pero con una métrica 'normal’, extendiendo
el espacio euclideo a 4-dimensiones con la signatura (+1,41,41,+1), asi que 8,00, = oo + 191 P + Dadaip + Dz 3.

"De nuevo, el término de la traza que aparece al usar (A.2) es absorbido por la constante de normalizacién.

8Siguiendo con la idea de la métrica (+1,4+1,41,+1), definimos el producto escalar que aparece en la delta de Dirac de la
forma p - & = poxo + p1&1 + P222 + P3Ts.
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Sabiendo que A(z',z) y A~1(¥', ) tienen que satisfacer la siguiente identidad
/A(fvhy)A*l(y,l’z) = 6(z1 — 22) (2.29)
y

puede obtenerse A~1(7' %), y, con ella, el objeto que estadbamos buscando:

d415 el 1P (2 ~7)
D@ —7) = / 2.
p(T — ) or Rim? (2.30)

La ecuacién (2.33) no es mas que la transformada de Fourier (ver Apéndice A.3) de la funcién DE(z' — 7),

asi que toda la parte que estd pegada a la exponencial sera: [4]

~ 1
D) = ———
e(p) R

(2.31)
Ahora que ya hemos evaluado Wg[J] en el espacio euclideo 4-dimensional podemos volver al espacio de
Minkowski haciendo los cambios habituales en la parte espacial, z, y llevando a cabo la transformacién del

momento definiendo p = (p,, p) = (—ipo, P) para obtener el resultado final: [4]

WIJ] = exp (_zhz /m’ ; J(z")Dp(z' — x)J(m)) (2.32)

Con:
D(& — ) = / LD @2y (2.33)
(2m)4 '
Donde
s 1
D(p) = — (2.34)

p2 —m?2 +ic
Por dltimo, es importante notar la aparicién del término i< en la expresién anterior, que nos permitira realizar
la integral sobre pg en el plano complejo sin tener problemas con los polos, que se encuentran sobre el eje

real, en p? = m2. Gracias a la introduccién de ie dichos polos se desplazaran ligeramente (uno por encima

del eje y otro por debajo), de forma que podremos esquivarlos [4] [2].

2.1.3 Propagadores y funciones de Green para la teoria libre

Puesto que ya conocemos la forma que adopta el funcional generador W[.J] en el caso de la teoria libre de un
campo escalar, ya estamos listos para calcular las funciones de Green que nos interesaban desde el principio.
Para ello, simplemente sustituimos (2.32) en (2.7) y realizamos las derivadas funcionales correspondientes
[4]. Con el objetivo de ilustrar el procedimiento a seguir, realizaremos el caso con n = 2 explicitamente.

Empleando las dos ecuaciones que acabamos de mencionar tenemos que: [4]

1 Pwl|

G (w1, 22) = (0T {@(a)@(@)}0) = 5 5705570

(2.35)
J(z)=0

A partir de ahora trabajaremos con i = 1. Primero hacemos la derivada funcional con respecto a J(z1):
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((55?;\(2{]) - 5,]?9:1) exp( ;//J( )Dr(r = )J(y)) - éajéxl [

X WIJ :_% [//w (1) +//J 56}]((51))}W[J] -

- % M ydw—xl x—y)J(y)+//J(x)D(x—y)é(wl—y) WU =

Y

S
-
=
&
S
]

&
|
s
=~
N
X

= 5| P@ =03 + [ D@~ 2)0(w)| Wi = i [ Dlar =) @) - W1)

En el calculo hemos tenido en cuenta las siguientes propiedades de las derivadas funcionales:

0J(x) _ 5 -
) =0 =20 = ey ([ @D =) =Dlar =0

Y hemos utilizado que la derivada funcional de un producto no es mas que la suma de las derivadas

funcionales de cada uno de los términos involucrados, y también que la derivada funcional de una
funcién (en este caso, una exponencial) se lleva a cabo en el sentido usual. También es importante
recordar la propiedad de la delta de Dirac que nos dice que [, 0(x — z1)D(x — y) = D(z1 — y).

Esta derivada funcional es bastante recurrente y nos serd de gran utilidad en los célculos venideros, asi que

nos convendrd tenerla siempre presente:

IW[J]
5J(l’1)

Haciendo la derivada funcional con respecto a J(x2) con ayuda del resultado anterior, obtenemos:

ijﬁé}(}@) 6J (22) ( / bla (@) W[J]>:

:—i[téx—xQ)D(xl—m)-WJ +(—73)2/D($1—$ /ng— (y) - WJ] =

— iD(z —xg)-W[J]+(—i)2/ (21 — ) /D (22 — ) J(y) - W]

x

Evaluando en J(z) = 0 obtenemos el resultado final. Al hacerlo, el segundo término desaparece, puesto que
va acompafado de J(z), y solamente sobrevive el primero, donde, ademas, tenemos que tener en cuenta que
WIJ = 0] = 1. Por tanto la funcién de Green para n = 2 sera: [6] [4]

9(2) (a;l, xz) = iD(CEl — :IZQ) (2.37)

El objeto que ha aparecido en el lado derecho de la ecuacién recibe el nombre de propagador de Feynman

(por motivos que quedaran claros dentro de poco), y se define como sigue: [6]

D D e 2.38
F(CCl_IQ):Z ($1—$2)—41M ( . )

Asi que: [6]

G (a1, 22) = (0T{(21)@(22)}|0) = Dp(z1 — 22) (2.39)
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También podemos calcular, por ejemplo, las funciones de Green con n = 3 y n = 4, siguiendo el mismo

procedimiento que acabamos de llevar a cabo. En el caso de G?(x1, 72, 3) se tiene que: [6]

1 SSWI[J]

9(3)(x1,x2,x3) = =0 (2.40)

J(x)=0

Es decir, la funcién de Green correspondiente es nula.® Para n = 4 se obtiene el siguiente resultado: [6]

1 SW[J]
it 0J(x1)8J (22)0J (x3)dJ (24)

GW (xy, 9, 24) =

J(z)=0
= DF(;CI — mg)DF(mg — x4) =+ DF(CL'l — I‘g)DF(m'Q — ac4) =+ DF(l'l — 1‘4)DF(1'2 — xg) (2.41)

Llegados a este punto, parece I6gico preguntarse si este objeto, el propagador (2.38), tiene alguna interpretacién

fisica. Puede comprobarse que Dp(x — y) satisface la siguiente ecuacién diferencial: [4]
(0,0" + m*)Dp(z —y) = —0(z — y) (2.42)

Lo cual significa que, efectivamente, D (z —y) es una funcién de Green! (tal y como nos veniamos refiriendo
a ella desde el principio) y, concretamente, esta asociada al operador (9,0* + m?). Asi, Dp(z — y) serd la
solucién fundamental de la ecuacién de Klein-Gordon, (1.51), por lo que podemos asociar este objeto con
la propagacién de una particula escalar de masa m? que va desde el punto z hasta el punto y. Teniendo
en cuenta la presencia de nuestras fuentes, que, en este caso, seran J(z) y J(y), es posible imaginarnos la
situacion de la siguiente forma: en primer lugar, la particula que estamos considerando 'nace’ en x gracias
a la accién de la fuente J(x), después, se propaga durante un cierto periodo de tiempo hasta llegar a y
donde, finalmente, 'muere’ tras ser aniquilada de alguna forma debido a la fuente J(y). Tras esto, referirnos
a Dp(z — ) como propagador cobra sentido, y G2 (1, z2) no representa mas que la probabilidad de que la
particula vaya desde x hasta y [4] [5] [1]. Por comodidad, podemos inventarnos una representacion pictérica
para escribir el propagador. Considerando cual es su significado fisico, parece intuitivo dibujarlo como una

linea recta que conecte los puntos z e y en el espacio. Es decir, G®)(z1,29) = Dp(z1 — 29) sera: [6]

9(2)(951,:52) = 71 e ® L2 — DF(azl — xg)

Siguiendo con la misma idea, Dp(x1 — x2)Dp(x3 — 24), por ejemplo, representaria un proceso en el que una
particula se propaga desde x; hasta xo, mientras que otra lo hace de x3 a x4, sin que se produzca ningin
tipo de interaccion entre ellas [2]. Asi, la funcién de Green con n = 4, G (x1, 29, 23, 24), se representaria
como: [6] [4] [3]

I T2 1 r3 I1 T4
| o o [

GD (21, 9, w3, 24) = + +

o o o
T3 Ty T2 Ty T2 T3

Donde la primera de las parejas se corresponde con el término Dp(x1 — x2)Dp(z3 — z4) de (2.41), la

°De hecho, todas las funciones G™ = (1, ...,z,) con un valor de n impar lo son.
©Cuando tenemos un operador diferencial D, que actiia sobre funciones o distribuciones de tal forma que D, G(z,2') =
d(z — '), se dice que G es la funcién de Green asociada al dicho operador.
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segunda con Dp(x1 — x3)Dp(x2 — x4) y la tercera con Dp(x1 — x4)Dp(z2 — 3). Este tipo de funciones,
que no podemos dibujar sin levantar el lapiz del papel, se denominan desconectadas. Es importante notar
que, ademas, este tipo de esquemas también codifican el hecho de que 9(3)(501,:02,3;3) sea nula, ya que,

si dibujasemos tres puntos x1, xo y x3 e intentdsemos unirlos por parejas uno de ellos se quedaria siempre solo.

Llegados a este punto, seguramente podamos empezar a apreciar la utilidad de estas representaciones, ya
que, una vez que hayamos hecho un par de calculos del tipo (2.7) y nos hayamos familiarizado con el 'patrén’
que siguen, seremos capaces de obtener los propagadores de un proceso particular de forma directa, a partir
de los propios dibujos (en la Seccién 2.2.1 su 'potencia’ se hard atin mas evidente). Esto (entre otras muchas
cosas) les hace merecedores de un nombre propio, por lo que a estas representaciones se las conoce como
diagramas de Feynman, y, siguiendo un conjunto de reglas [6], pueden utilizarse para calcular cualquier

funcién de Green G (1, ..., z,):
1. En primer lugar, dibujamos n puntos.

2. A continuacién, los unimos de todas las formas posibles (cada una de ellas nos dard un diagrama

distinto) de tal manera que Gnicamente pueda pasar una linea por cada uno de los puntos.

3. A cada pareja de puntos, le asignamos su propagador Dp(z; — ;) correspondiente. Si un punto se

queda sin pareja, el diagrama desaparece.
4. Por (ltimo, sumamos todas las combinaciones que hemos obtenido.

Cabe destacar que, en el caso de la teoria con la que estamos trabajando, todas las funciones de Green
con n > 2 estan desconectadas, tal y como se ilustraba en el ejemplo de G(*). Ademas, el hecho de que
Gnicamente dependen de la diferencia entre los puntos donde 'nacen’ y 'mueren’ las particulas nos dice que la
teoria es invariante bajo traslaciones espaciales [6], tal y como podriamos esperar desde un principio, ya que
no nos importa dénde estén exactamente situados los puntos x e y, sino la distancia que recorre la particula

antes de aniquilarse [1].

Podemos pasar del espacio de posiciones al de momentos a través de las transformadas de Fourier (Apéndice
A.3). Asi, podriamos escribir: [4]

™ (py, .--,pn)(2w)45(p1+...+pn):/ / g Prat e tpnzn) s g0 (g gy (2.43)
1 Ty

La d(p1 + ... + pn) aparece porque, como hemos comentado antes, G(™)(z1, ..., z,,) inicamente depende de
las diferencias entre los distintos x; debido a la invariancia traslacional [4]. Sabemos que dicha invariancia
implica la conservacion del momento, asi que, como la delta de Dirac se anula en todos los puntos excepto
en 0(0), al escribir §(p1 + ... + pn) estamos pidiendo que se satisfaga p; + ... + p, = 0, que no es mas que

la conservacién del momento. Por ejemplo, en el caso con n = 2 tendremos que: [6]

G (p1,p2)(2m)*6(p1 + p2) = Dr(p1)(27)*3(p1 + p2)

Y, por tanto, como tiene que cumplirse que p; = —p2, podemos escribir: [6]

G (p, —p) = iD(p) = Dr(p) (2.44)

Donde D(p) se escribe de la forma que vimos en (2.34), asi que: [6]
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Dr(p) = ——

2.45
p2 —m?2 +ie (2:45)

Fisicamente, de forma similar a como (2.33) describia una particula que se propagaba desde un punto a otro,
la expresion anterior codifica la probabilidad de que una particula de masa m se propague en el espacio con
un valor de momento p. Podemos asociarle también su propia representacién pictérica, utilizando una linea

sobre la que se dibuja una flecha que representa el momento asociado: [6]

p
-

Por dltimo, cabe destacar que es posible definir otro funcional generador, X[J], que Gnicamente da lugar a

funciones de Green conectadas, G(™(zy, ...,2,), y que se obtiene a partir de WI[.J] como sigue: [6]
WIT] = eV = i x[J] = log W[J / J(z)D(zx — z')J (") (2.46)

Asi, podemos escribir: [4]

"X [J]

-n ~v(n) =1
i" G\ (z1, ..., zp) Z(gJ(ggl)...(SJ(ﬂﬁn)

(2.47)

J(xz)=0

Por tanto, las funciones de Green conectadas son los coeficientes de la expansién funcional: [4]

=35 [ [ G o). (2.48)

Utilizando (2.47), es facil comprobar que, en el caso de |a teoria libre con la que estamos trabajando, la Gnica
funcién conectada que tenemos es G2 Este resultado coincide con lo que vimos en las representaciones

anteriores, donde todas las funciones de Green con n > 2 eran desconectadas. Asi, tenemos que: [6]

a® (z1,%2) = Dp(z1 — x2) (2.49)

Y en el espacio de momentos: [6]

G (p,—p) = Dr(p) (2.50)

2.2 La teoria \p*

La teoria de campos escalares con la que hemos estado trabajando hasta ahora era una teoria libre que no
permitia interacciones entre los campos. A pesar de que sirve como una buena introduccién (puesto que
resulta Gtil para empezar a familiarizarse con la formulacién de la QFT), hacer una teoria cuantica de campos
sin permitir que las particulas puedan interaccionar entre ellas o que haya procesos de dispersidon no tiene
mucho interés fisico. Necesitamos, por tanto, utilizar un marco teérico que sea mas cercano a lo que se
observa en la naturaleza y que nos permita describir los procesos que tienen lugar en los aceleradores de
particulas. En consecuencia, el siguiente paso serd afiadir un nuevo término L7 al lagrangiano de la teoria

libre, Lo, de la forma ~ ©*(x), de tal forma que permitiremos interaccionar a cuatro campos en el mismo
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punto x del espacio. El motivo principal por el que estudiaremos esta teoria es por su simplicidad, que nos
permitird sentar las bases para entender cémo abordar otras teorfas mas complicadas!. [3] [4]
2.2.1 Tratamiento perturbativo y reglas de Feynman

A la hora de abordar el estudio de una teoria escalar en la que los campos pueden interaccionar entre si
necesitamos recurrir a un tratamiento perturbativo. El nuevo lagrangiano con el que vamos a trabajar, £,
estara formado por el lagrangiano Ly de la teoria libre y un nuevo término que codificara las interacciones
entre los campos, L7, y que dependerd de una cierta potencia, A, que es adimensional y recibe el nombre

constante de acoplamiento: [4] [3]

L(p) = Lo(p) + L1(p) (2.51)

Recordando que el funcional generador W[J]*? era de la forma: [6]

:N/m exp {i/xﬁ(ga) +J(m)<p}

Utilizando (2.51) podemos separar la exponencial como sigue: [4]

/\/’/D@exp[ /Eo )+ J(x) }exp{ /[,I } (2.52)

Derivando la exponencial que lleva £y con respecto de J(z) puede obtenerse la siguiente relacion: [4]

5J(zx) exp [Z/ dz(Lo + J«p)} = ip(x) exp (z/ dz(Lo + J(p)) (2.53)

De donde puede leerse que ip(z) = 5J(I) Denotando por Wy[J] al funcional generador de la teoria libre y

utilizando el resultado que acabamos de ver tenemos que: [6] [4]

W] = A exp {z / L (—z(f]ﬂ WolJ] (2.54)

Si A < 1, podemos intentar hacer una expansién en serie de potencias del funcional generador W[J] en

términos de A, ya que L es proporcional a ella. Haciendo un desarrollo de la exponencial se tiene que: [4]

exp |:7:/IE[( Zé)} o~ 1+z/ﬁj< (;;) + — 2 /Iﬁj (z;]) X /yﬁl (Z(;;) + .. (2.55)

Tal y como adelantamos antes, el término de interaccién sera proporcional a ¢*, concretamente:

Li(p)=——¢"(v) (2.56)

Utilizando el lagrangiano que acabamos de escribir, queddndonos a primer orden en la expansién (2.55) y

sustituyendo el resultado en (2.54), obtenemos la siguiente expresidn para el funcional generador: [4]

1 Aunque también se utiliza en modelos reales para describir interacciones que suceden en la naturaleza, como algunos
acoplamientos del bosén de Higgs.

2En adelante, Wy [J] se utilizara para denotar el funcional generador que estabamos escribiendo hasta ahora, el de la teoria
libre, mientras que W[J] pasard a referirse al de la teoria completa.
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ix [ 0YWolJ)

WU =WolJ] — = | ——=1 + O\ 2.57
Observando la ecuacién que acabamos de escribir puede verse que, al haber anadido un nuevo término al
lagrangiano para codificar las interacciones, aparecen nuevos sumandos en el funcional generador (dentro
de un rato veremos cémo afecta esto a las funciones de Green). Para calcular W][J| necesitamos hacer
la derivada funcional de Wy[J] con respecto de .J cuatro veces seguidas. La forma de la primera ya la
conocemos gracias al calculo que realizamos en la Seccién 2.1.3: [4]

WolJ]

ST - —i/ dy D(z — y)J(y)Wo|J] (2.58)

Derivando sucesivamente las veces requeridas, se llega a: [4]
1

A
WIJ] =N’ {1 — 4'(/3(1'1)0)2 —6iD0/ / iDg1iDyoJ1 Jo +
. x x1 Jx2

+ / / / / ipxliDﬂz'ngz’DMJlJ2J3J4>+O(A2)}.WO[J]
Y1 JY2 JY3 JYa

Para escribir menos, hemos utilizado la siguiente notacién: [6]

Dy=D0)=D(x—2) Dyy=D(x—y) Jpy=J()

Las funciones de Green se obtienen, como siempre, a partir del funcional generador W|[.J]:

S"WIJ]
0J(21).-0J(n) | 7(z)=0

-\ n
()" G (21, oy ) = (2.59)
Aunque se definen de la misma forma que en la Seccidén 2.1.1, esperamos (sin necesidad de hacer ningin
célculo) que sean bastante diferentes de las que obtuvimos cuando trabajamos con la teoria libre, debido a la
introduccién del nuevo término L en el lagrangiano. Para ver qué informacién contienen ahora las nuevas
funciones de Green, calcularemos los casos con n =2 y n = 4 (los mismos que obtuvimos cuando no habia

interacciones), y las compararemos con las que vimos en ese momento.

Para n = 2, realizando las derivadas funcionales correspondientes se tiene: [4]

iA
G)(a1,22) = Dl —2) = 5 [ Drlar —9)Dp(o = 2)Dp(e = a2) + OO (2.60)
x
El primer sumando se corresponde con la funcién de Green que obtuvimos para la teoria libre con n = 2,
por lo que podemos denotarlo como g(?) (z1,x2). Es importante notar que, como consecuencia de haber
introducido las interacciones entre los campos, aparece un sumando adicional que no teniamos en (2.39) [4].

Para representar el diagrama de Feynman de este resultado, tenemos que tener en cuenta que:

» Por un lado, tenemos el propagador usual Dp(z1 — x3), que simplemente simboliza una particula que

va desde el punto x; hasta el punto x2, y que podemos dibujar con una linea recta.

= Por otra parte, el término que ha aparecido por primera vez es proporcional a —i\ [ dxz*, y contiene el

producto Dp(x1 — x)Dp(x — ) Dp(x — x2), que representa una propagacién de x1 a x, otra de z a
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x, y otra de x a z3. Por tanto, estos tres propagadores tienen un punto en comin (x), que también
tendremos que dibujar, y que recibe el nombre de vértice. En él se producen las interacciones, y la

integral [ d*x codifica el hecho de que pueden tener lugar en cualquier parte. [1]

De este modo, dibujaremos (2.60) de la siguiente forma: [6]

S O
G (x),m9) = 71 e——@ T2 + 5 o T2 +O(\?)

x

En el diagrama anterior tenemos los siguientes elementos: [6]

Propagador 7] @ ® 12 Dp(x1 — x2)
Vértice — i\ / d'z

Para n = 4 se obtiene una expresién muy complicada, asi que la representamos directamente con los

diagramas: [6]

g(4) (1:17 x2,T3, J]4) =

z1 Z2 I S 2 Z2 I Z2
o o

1 1
2 2
*r—® *r—® .LC
€3 T4 €3 T4 X3 T4
T X9
+ 23 4+ (2 < 4) + +0O(\?)
I3 T4

La notacién (i «— j) se utiliza para no sobrecargar el dibujo, y simboliza que tenemos que repetir el
diagrama anterior pero intercambiando el sitio de los dos puntos que se indican [4] [6]. Es importante
notar que, esta vez, ha aparecido un diagrama (el dltimo de ellos) que no esta desconectado. Esto es una
consecuencia directa de haber introducido las interacciones de tipo ~ ¢*, que han permitido la existencia
de los vértices y han abierto las posibilidades a nuevos tipos de diagramas. Debido a ello, si que existen
funciones de Green conectadas con valores de n > 2, a diferencia de lo que sucedia en el caso de la teoria
libre [4] [6]. Con las cosas que hemos aprendido podemos escribir matematicamente las contribuciones de los
diagramas que aparecen en 9(4)(561,3:2,303,354) a partir del dibujo:

I i)
-

0.

T3 X4

= Dp(x; — xg)(—i)\)/ d*zDp(x3 — 2)Dp(x — 2)Dp(z — x4)
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En el diagrama de la pagina anterior aparece el propagador usual, que representa simplemente una particula
que va desde el punto x; al punto x9 sin interaccionar con ninguna otra, mientras que, paralelamente,

tenemos un vértice en el que se produce una interaccién entre 4 campos.
T T3
: 4
= (—z)\)/ d*xDp(x1 — x)Dp(xe — x)Dp(xs — x)Dp (x4 — )
Z2 Ty

En este otro diagrama contamos con cuatro particulas que nacen en puntos diferentes del espacio, 1, x2, x3

y 4 Yy que terminan todas en el mismo punto, x, donde van a interaccionar.

Tras todos estos ejemplos, la 'potencia’ que poseen los diagramas de Feynman y que adelantamos en la
Seccién 2.1.3 resulta bastante evidente ya que, una vez que tenemos claro qué representa matematicamente
cada uno de los elementos de los que disponemos, en lugar de representar los propagadores y los vértices a
través de los diagramas, podemos darle la vuelta la idea, y partir de un dibujo que se nos haya ocurrido (que
puede representar alglin proceso concreto) y escribir a partir de él su funcién de Green correspondiente, sin

realizar ninglin cdlculo: en esto reside la 'magia’ de los diagramas de Feynman.

Asi, si por ejemplo tuviésemos el siguiente diagrama: [6]

Podriamos asociarle la siguiente expresién utilizando todo lo que hemos aprendido:

1, .
5(—2)\)3 / / / Dp(z1 —y)Dp(v2 — y)Dr(z3 — y) ¥
zJyJz
X Dp(y —x)Dp(x — 2)Dp(x — 2)Dp(z — x4)Dp(z — 25)Dp(z — x6)
A modo de curiosidad, factor de 1/2 que aparece en algunos de los diagramas guarda relacién con lo que se
conoce como el factor de simetria, que es el nimero de formas que tenemos de intercambiar las componentes

del diagrama sin cambiar su significado®® [6] [5].

De forma similar a como hicimos en la Seccién 2.1.3, podemos escribir un funcional generador X'[J] que

inicamente nos devuelva funciones de Green conectadas, que son bastante mas sencillas de manejar [4]:

iX[J] = log W[J] (2.61)

13Debido a que su célculo es bastante oscuro, no entraremos en detalles sobre él. Por suerte el factor de simetria de los
diagramas con los que trabajaremos va a ser, como mucho, 2 [7].
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Tomando el logaritmo de (2.61) se tiene que: [6]

1
iX[J] = log(N") — iiDmJlJQ +

A
+ log [1 — 147 ( / 3(iDg)? — 6iDgiDy1iDyoJy Jo + z’Dxlingligli4J1J2J3J4) + (’)()\2)} (2.62)

Las funciones de Green conectadas se obtienen a partir del funcional generador haciendo las derivadas
funcionales correspondientes, como en (2.47). En el caso de G(?)(z1, x2), los dos diagramas que obtuvimos a
partir de W/[J] estaban ya conectados, asi que esperamos obtener el mismo resultado; sin embargo, en el caso
de GW (1,29, x3,24), a excepcidn del Gltimo de todos los que representamos, todos estaban desconectados,
asi que esperamos que, si todo funciona adecuadamente, el célculo a partir de X[J] nos de Ginicamente ese

altimo diagrama. Si realizamos las derivadas funcionales correspondientes obtenemos que: [6] [4]

G (z1,29) = Dp(x1 — x2) + %(-u) / Dp(x1 — 2)Dp(z — 2)Dp(x1 — 22) + O(\?) (2.63)

G(4)(:C1,{L'2,.%'3, x4) = (—7)\) / Dp(ml — x)DF(xg — l’)DF(.%‘g — .%)DF(.%'4 — 1’) + O(/\Q) (2.64)

Y por, tanto, vemos que tanto G(Q)(I‘l,l’g) como GW (z1,x2,x3,24) coinciden con lo que esperdbamos.

Llegados a este punto, merece la pena pararnos un momento antes de continuar para dejar clara alguna
terminologia relativa a los diferentes elementos que constituyen los diagramas de Feynman, que nos convendra
tener presente en el futuro cuando tratemos con funciones de Green mas complejas. Las partes principales de

los diagramas son las 'patas’ y los vértices; ambos pueden ser tanto internos como externos:

= Los vértices internos aparecen debido a las interacciones entre los campos, y se representan con un
punto. Los vértices externos codifican aquellas variables sobre las que no se integra nunca, pero de
las que depende la funcidon de Green que representa el diagrama. Por ejemplo, la funcién de Green

G®) (21, x3) depende tinicamente de 1 y x2, pero no del vértice z sobre el que se integra [1].

» Las 'patas’ son las lineas que asociamos con un propagador. Se denominan externas cuando estan

unidas a, al menos, un vértice externo, e internas cuando estan unidas por ambos lados a uno interno.

Al igual que en el caso de la teoria libre, nos interesa trabajar en el espacio de momentos. Haciendo la
transformada de Fourier de la ecuacién (2.60) y recordando que la forma del propagador con n = 2 en el

caso de la teoria libre venia dada por (2.34) se tiene que: [4] [6]

~ ~ I ~ ~ ~
GO(p,~p) = Drlp) = 5 Drp)D®) | Dr(k) +0(3) (265)
O, equivalentemente:
(@) B i iA i i i )
G (p,—p) =55 +0(\?) (2.66)

_p2—m2—|—i5_5 kP2 —m2+ic k2 —m2 +ie p2 —m?2 + e



2.2.2. LA ACCION EFECTIVA Y LAS FUNCIONES DE GREEN 1PI 31

Podemos representar la funcién de Green que acabamos de escribir utilizando los diagramas de Feynman, de

la misma forma que hicimos antes pero asociando a cada linea un valor del momento:

- p

p P
GO (p,—p) = +

+O(N\?)

1
2

El hecho de que la interaccién pudiese ocurrir en cualquier punto del espacio tiempo (tal y como codificaba
la integral [ d*z) se manifiesta en la conservacién del momento (marcada por d(p; + ... + p,)), que tiene
que satisfacerse en todos los vértices [1]. Juntando todo lo que sabemos, podemos escribir las las siguientes

reglas de Feynman que tendremos que tener presentes a la hora de representar un proceso: [6] [4]

1. En primer lugar, dibujamos todos los diagramas posibles con el valor de n que tengamos.

2. Después, etiquetamos cada una de las lineas con una variable que represente el momento de la particula

que se propaga por ella, y le asociamos un factor de la forma

7
p2 —m?2 +ic

3. Por cada vértice escribimos en el que converjan cuatro lineas imponemos la conservacién del momento

y asociamos un factor (—i\).

4. Al momento que circule a través de una linea interna se le asocia la integral fp.
Teniendo todo esto en cuenta, podemos escribir la expresion de la funcidén de Green conectada que vimos
antes, G (21,22, x3,24), en el espacio de momentos sin demasiadas dificultades:
b1 b3
~(4 2
G (p1,p2,ps,pa) = + 0(?)

b2 P4

G (p1,pa,p3,pa) = (—iN) (2.67)

p? —m?2+ic p3 —m? +ic p} — m2 +ic p] —m? +ic

2.2.2 La accion efectiva y las funciones de Green 1PI

Antes de ver qué aplicaciones tienen las funciones de Green con las que hemos trabajado hasta ahora, conviene
introducir una dltima clase de ellas que no hemos mencionado todavia: las funciones de Green 1P (del inglés,
one-particle-irreducible). Para poder definirlas es necesario introducir primero una nueva variable, denotada
como ¢.(x), que se obtiene a partir del funcional generador X'[.J] de las funciones de Green conectadas,

G(”), a través de la derivada funcional con respecto de las fuentes, es decir: [4]

A
Pelw) = 57 ()

(2.68)

Utilizando esta nueva variable, definimos también un nuevo funcional, que depende Gnicamente de @ (x): [4]
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Pled = x(J) - [ d'aJ(a)pe(a) (2.69)

Puesto que podemos obtener ¢ (x) a partir de la derivada funcional de X[.J] con respecto de J(x), no
es descabellado pensar que, debido a la expresién anterior, J(x) pueda calcularse de forma similar, pero
haciendo una derivada funcional de T'[¢.] con respecto de ¢.(x), de forma que: [4]

J(z) = — 1% (2.70)

_6%00(55)

Si consideramos la teoria libre, en la que no permitiamos interacciones entre los campos, podemos utilizar la

ecuacién (2.46) para llevar a cabo el calculo de (2.68) y obtener la forma explicita de .(x): [4]

oulz) = — / d*' Dy (x — &) J () (2.71)

En las secciones anteriores hemos visto que el propagador, Dp(xz — z’), es la funcién de Green del operador

(9,0" +m?). Por tanto, la expresién anterior nos dice que ¢.(z) es la solucién de: [4]

(00" + m?)pe(x) = J(z) (2.72)

La ecuacién diferencial anterior es igual que la de Klein-Gordon, (1.51), pero en presencia de una fuente.
Debido a esto, el campo ¢.(z) recibe el nombre de campo clasico. Utilizando (2.46) y (2.72) en (2.69) y

usando la regla de Leibniz podemos obtener la forma explicita de I'[p.]: [4]

1
Tlee] = b / d'z (00t . — mPp?) (2.73)

De ahora en adelante, llamaremos a I'[¢.] accidn efectiva, como consecuencia de la similitud de su forma
con la de la accién de las teorias clasicas de campos escalares. Al igual que hicimos con los funcionales

generadores W[J| y X[J], podemos llevar a cabo una expansién funcional: [4]

Tl = i:;/ da ... /d4an(”)(x1, e ) 9e(21) . el @) (2.74)
n=1""

En el caso de W]J] los coeficientes que aparecian al realizar la expansién eran las funciones de Green
desconectadas, G(™(z1, ..., z,,), mientras que para X'[.J] dichos coeficientes representaban las funciones de
Green conectadas, G (z1, ..., x,). En esta ocasién, los coeficientes I'™) (1, ..., z,,) de la expansién (2.74)

van a dar lugar a las funciones de Green 1PI, que tienen caracteristicas muy especiales: [4] [3] [6]

= Los diagramas de Feynman que estan involucrados en el célculo de las distintas T'(") (1, ..., Tp) estén
todos conectados (tal y como podiamos esperar, ya que en el desarrollo hemos utilizado el funcional
generador de las funciones de Green conectadas), y tienen la peculiaridad de que no pueden separarse
en dos diagramas diferentes (desconectados entre si) cortando una Gnica linea interna. Por ejemplo, el
diagrama de tipo 'burbuja’ que aparece a la izquierda es 1PI, mientras que el diagrama de la derecha
no puede serlo, puesto que si hacemos un corte y 'rompemos’ la linea interna que se encuentra en el

centro, apareceran dos diagramas independientes que estan desconectados.

_Q 00
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= Cualquier otro diagrama (conectado o desconectado) puede construirse a partir de los diagramas de

Feynman que aparecen en las funciones de tipo 1PI.

En el caso de la teoria libre, solamente existe una 1Pl que no sea nula (ya que si no permitimos la existencia
de vértices las posibilidades que tenemos a la hora de construir los diagramas de Feynman son muy limitadas)

y que podemos obtener explicitamente utilizando la ecuacién (2.73): [4]
I (2, z) = (8% 3L +m?)é(a’ — x) (2.75)
Haciendo la transformada de Fourier para irnos al espacio de momentos llegamos a [4]

I'®(p, —p) = — (p* —m?), (2.76)

que es una especie de 'version invertida’ del propagador (2.34).

En el caso de la teoria A\p?, la forma explicita de las expresiones que siguen tanto el campo clasico como la
accién efectiva son bastante mas complicadas que (2.71) y (2.73), y se obtienen haciendo un tratamiento
perturbativo similar al que hemos llevado a cabo a lo largo de la Seccién 2.2. Ademas, la ecuacién diferencial

que satisface p.(x), como es légico, deja de ser (2.72), y se convierte en: [4]

T(@) = (040" + mP)pela) + SADO)pelr) + GAlee(@) + O(?) (277)

Al haber permitido las interacciones entre los campos aparecen nuevas funciones de Green del tipo 1PI,

formadas por nuevos diagramas. La funcién T (p, —p) se modifica de la siguiente forma: [4] [6]

! @ - +0O(\?)

Teniendo en cuenta la expresién anterior, puede definirse el propagador completo, D, como

T p,—p) = —( )7+

D™= D! — TR, (2.78)
donde ngp)l representa la suma de todos los diagramas de tipo 1Pl que tienen dos 'patas’ externas. A la hora

de dibujar los diagramas, dicha suma se representa con un 'borrén’, de la forma: [6]

D) = il ~m?) — ——P—

Ademis, la funcién T4 (p1, P2, P3,P4) ya no es nula, y se representard por: [4]
Y4 p3

T (p1, p2, p3,pa) =

b2 2
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2.2.3 Calculo de las amplitudes de dispersion

Las funciones de Green que podemos generar a partir del funcional WW[.J] introducido en las secciones anteriores
son objetos que representan cantidades abstractas que no pueden medirse directamente en los experimentos
de dispersion que tienen lugar en los aceleradores de particulas [3] [4]. Este tipo de procesos consisten,
esencialmente, en hacer interaccionar un nimero arbitrario de particulas (incoming) en una determinada
region del espacio, para que, como consecuencia de dicha interaccién, se generen otras particulas diferentes
(outgoing) cuyas propiedades se quieran estudiar. Si consideramos que el alcance de estas interacciones es
finito, las particulas Gnicamente podran interaccionar entre si cuando se encuentren lo suficientemente cerca
unas de otras [4]. Para ilustrar la idea que vamos a tratar a continuacién, vamos a imaginarnos la escala de
tiempos que representaria el proceso de dispersién y su evolucidn, de forma que ¢ — —oo se corresponda un
tiempo 'muy temprano’ de la escala de tiempos que estamos utilizando para estudiar el proceso, donde las
particulas todavia no sufren interacciones puesto que se encuentran demasiado separadas entre ellas (estan
muy lejos del punto de interaccién). De forma similar, t — oo representa un tiempo 'tardio’ en el que ya ha
ocurrido el proceso, y las particulas que resultan de él se encuentran ya lo suficientemente lejos unas de otras,
asi que también pueden ser consideradas libres [4]. Teniendo en cuenta que las medidas que se realizan en los
aceleradores tienen lugar lejos de la 'zona central’ donde se produce la interaccién, es coherente pensar que
podremos modelizar su comportamiento con la teoria libre que hemos visto en las Secciones 2.1.2 y 2.1.3.
Cabe destacar que, para que las particulas escalares de masa m con las que hemos estado trabajando hasta
ahora puedan ser consideradas fisicas y, participar, por tanto, en los procesos de dispersion, es necesario que

su cuadri-momento satisfaga que: [4]
p* =m? (2.79)

Si esto se cumple, se dice que las particulas se encuentran on the mass shell [4] [6]. El motivo por el que el
funcional generador W[.J] que habiamos derivado anteriormente no es adecuado para obtener a partir de él
objetos que representen cantidades observables reside en el hecho de que las condiciones de contorno (2.3)
que tenian que satisfacer las integrales de camino de su interior no son suficientes para asegurar que los
campos involucrados sean completamente libres en t — —oco y t — +o0 [4]. Parece necesario, por tanto,
obtener un funcional generador diferente que si pueda garantizarnos que las particulas sean 'asintéticamente
libres’, y que nos permita encontrar la forma de conectar las ideas que hemos visto anteriormente con

magnitudes que si tengan interés fisico, como por ejemplo, las secciones eficaces de produccién [3].

Para conseguir nuestro objetivo parece coherente intentar partir de la matriz S con la que se trabaja en
Mecénica Cudntica, que codifica las amplitudes de los procesos de dispersion. Volviendo al modelo de una
particula cudntica no relativista que estudiamos en la Seccién 1.1.3, podemos generalizar lo que hicimos
entonces, y considerar como estado inicial ¢ un ket |i) arbitrario, y como estado final f otro ket |f). Asi, la

probabilidad de transicion entre ellos se escribird simplemente como: [4]

Uity ta) = (f10) (2.80)

Explotando la completitud de los estados e introduciendo identidades de la forma [ dg|q)q| se tiene que:

Ufi(tba ta) = / ande <f|Qb7 tb> <Qb7 tb|Qa7 ta) <QQ7 ta“) (281)
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Las funciones de onda de estos estados inicial y final se definen como sigue:
Yilg, t) = (g, t]i) (2.82) ¥r(g,t) = (g, t]f) (2.83)

Podemos expresarlas en términos del momento si introducimos la identidad | dp|p)(p| y utilizamos el operador

de evolucién temporal para cambiar de la imagen de Heisenberg a la de Schrédinger:

dila.t) = (@.t) = [ dplatlp) Glt) = [ dplale M) Citp)  1=if  (289)

donde hemos definido los coeficientes C;(p) = (p|l) [4].

Vamos a asumir que el potencial que se encuentra dentro del hamiltoniano H es de la forma V(Q), y, para
que nuestra descripcidn sea lo mas parecida posible a las condiciones en las que se realizan las medidas en
el LHC, consideraremos que tiene un alcance Ry muy corto, de tal forma que podamos considerar que la
particula sea libre siempre y cuando se cumpla que |g| > Ry. Para poder describir el proceso de dispersién
que sufre una particula que inicialmente se encuentra en un estado ¢ fuera del alcance de dicho potencial,

definimos el siguiente elemento de matriz, S¢;, como: [4]

Sji = Ugi(+00, —00) = lim_ /dqad%w}(%,tb) (@, tb|9a; ta) Vi(da; ta) (2.85)

tqa——00

Como estamos haciendo el céalculo en los tiempos que tienden a —oco y a +o0o de los que hablamos
anteriormente, la particula que tenemos sera libre, y estara si o si fuera del alcance del potencial V (@),
asi que vamos a poder calcular explicitamente la funcién de onda ignorando la contribucién de V en el
hamiltoniano, quedandonos tnicamente con el término correspondiente a la energia cinética. Tras hacer unos

pequefios célculos, obtenemos las funciones de onda tanto del estado i como del f: [4]

Yi(g,t) = \/12—%/ del(p)e*ip%/Qmeipq con =i, f (2.86)

Para llegar a ellas hemos tenido que utilizar las relaciones que aparecen resumidas en el cuadro:

Plp) = p|p) P =—io,

N R eipq
P?|p) = p?|p) P?2=-9,

Uol) = (alp) = j%

A continuacién, vamos a simplificar un poco las funciones de onda que acabamos de obtener en lugar de
introducirlas directamente en (2.85). Para ello, las expandiremos asint6ticamente, puesto que estamos
trabajando con valores muy elevados (que tienden a —oo y a +00) tanto de ¢ como de g. Con el objetivo de
que hacer la expansién nos resulte un poco mas sencillo, reescribimos los exponentes que aparecen en (2.86)

y definimos una nueva variable, k, de la siguiente forma: [4]

2 2 1/2
ot ma)  mg _ (¢ mq
5t —Pi=5 ( n ) 5 (2.87) k= <2> (p - t) (2.88)

Utilizando las dos ecuaciones anteriores podemos reformular las funciones de onda como sigue:

1/2 1/2 ¢
bi(q,t) = <W’|”t|> ezqu/zt/ dk C, ?+ (2;'1) k] o i (2.89)
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Denotamos a la fraccién t/|t| que aparece en la exponencial como £(t), que, dependiendo de si estamos en
t>0o0ent<0valdrd 1 6 -1 debido al valor absoluto. Como [t| — oo, el factor (2m/|1t|)1/2 k que aparece

dentro de C; va a ser muy pequefio, asi que podemos hacer un desarrollo de forma que: [4]

@[mq+<%ffﬂk]~cy< )[1+owyﬂ%] (2.90)

En el limite en el que estamos, donde [t| — oo, el término O(|t|~'/2) puede despreciarse. Teniendo esto en
cuenta y haciendo la integral obtenemos que las funciones de onda w} y ¥; que necesitdbamos escribir para

poder evaluar el elemento de matriz Sy; son: [4]

1/2
wl(%t) ~ (ﬁ) ezmq2/2tc (WtLQ> e—ia(t)ﬂ'/4 (291)
Sustituyéndolas en (2.85) y tomando el limite en el que t, — —oco y £, — +00:

Spi = hm /dqad%m|tatb| Y20y (ﬂzzb) —mG /2t (g | qa, ta) Ci (thqa> ¢/ ta (2.92)

a
taﬁ\foo

Nota: el factor i que ha aparecido en (2.92) viene de la exponencial que aparece en (2.91)

= Al considerar w;‘c, tendremos una contribucién de la forma ~ e“‘:(tb)”/‘l, y, COmo en este caso,

t, — 00, t serd mayor que cero, asi que £(t,) = 1 y tendremos un factor e,

= Al considerar v;, la contribucién serd ~ e"g(ta)”/‘l, y, como en este caso, t, — —o0, t sera

menor que cero, asi que £(t,) = —1 y tendremos de nuevo un factor ¢™/4,
Al hacer ¢'™/4 . ¢i™/* obtendremos i.
Si combinamos (2.87) y (2.88) se tiene que:
2m1/2 mq
p= T k+ e (2.93)

Entonces, como estamos en el limite en el que |t| — oo el primer sumando se anula, por lo que la relacién

entre p y g se modifica y tenemos que cambiar las variables de integracién de acuerdo con: [4]

Mo G 4 —o0: =1 G oo (2.94)

Pa = ty t

Tras hacer esto, obtenemos la expresién definitiva para el elemento de matriz:

; t t
%zlmqﬂmmmequw%WM&%ﬂﬂ
ty—00 m m

ta——00

yta) Gy (pa)eipit“ﬂm (2.95)

Para calcularla lo que tenemos que hacer es desarrollar el braket (P2 Boly ¢, \pat“ tq) utilizando la expresion

(1.16) que vimos en la Seccién 1.1.2, para evaluar primero la integral de camino sobre todas las trayectorias

q(t) que satisfacen las siguientes condiciones de contorno que codifican el comportamiento asintético: [4]
pat pbt

£) ~ 2 st —o0; ~ B2 2.
q(t) oSt oo q(t) i t — oo (2.96)
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Dichas condiciones representan el movimiento de una particula cuantica libre y no relativista de masa m.
Podemos compararlas con las que aparecian en la Seccién 1.1.2, que, a diferencia de las que acabamos de
escribir, eran fijas y nos decian que g, = q(t,) y que g, = q(tp) [4]. Esta observacién nos acerca poco a poco
a la idea que habiamos mencionado al principio (cuando discutimos por qué W[.J] no era adecuado para
obtener directamente cantidades observables), ya que en la Seccién 2.1.1, habiamos dicho que las condiciones
de contorno que debian satisfacer los campos sobre los que se realizaban las integrales de camino que estaban
dentro del funcional también eran fijas, concretamente, tenian la forma que aparece en (2.3). Por tanto, no
es descabellado pensar que podamos llevar a cabo un tratamiento similar al que acabamos de hacer ahora,
pero, en lugar de para una coordenada generalizada ¢, para un campo ¢(x,t). Si conseguimos definir unas
condiciones de contorno parecidas a (2.96) nos aseguraremos de que todas aquellas configuraciones sobre
las que estamos integrando los campos ¢ y w tengan un comportamiento asintético. Por este motivo, el
siguiente paso sera tratar de generalizar estos resultados para una teoria cudntica de campos relativista. Para

ello, comenzaremos exigiendo que los campos ¢(,x) satisfagan que: [4]
O(x,t) ~ " (x,t) si t— —o0; o(x,t) ~ " (x,t) si t— +o0 (2.97)

En las expresiones anteriores, in y out hacen referencia, respectivamente, a las particulas que 'entran’
inicialmente en el proceso de dispersién y a las que 'salen’ de él (es decir, las que se generan después de que
tengan lugar las interacciones). Vamos a pedir, ademés, que estos campos sean solucién de la ecuacién de

Klein-Gordon, (1.51), que satisfacian los campos libres con los que trabajamos en la Seccién 2.1.2: [4]
(9,0" +m?) ™ (x,t) = 0 (2.98)

Basicamente, lo que estamos haciendo es imponer que nuestros campos se puedan considerar libres en —oo y
oo para poder definir adecuadamente el comportamiento asintético. Sabemos, ademas, que cualquier campo

libre ¢ que sea solucién de la ecuacién de Klein-Gordon puede descomponerse como: [4]

Bk 1 , ,
_ — Talk —ikx *(k ikx 2.99
oole) = | Gy 2K ()] (2.99)
Los campos ¢™"(x,t) y ©°'t(x,t) que hemos definido tienen que estar englobados ahi dentro, puesto que
hemos exigido que satisfagan la ecuacién de Klein-Gordon. Podemos asociar, por motivos que quedaran claros
un poco mas adelante, el campo ™" con la parte izquierda de la ecuacién anterior (la que tiene 'frecuencia
positiva’). Asi, el campo ¢°"* se corresponderd con la parte derecha (la que tiene 'frecuencia negativa'): [4]
. Bk 1 , Bk 1 .
in — 7k—zkx it = —0o: out :/ —a*(k ikx it
" (x) / ok Qk()a( )e si oo; ' (x) n) 2k:oa (k)e si +00
(2.100)

Realmente, no podemos hacer esta asignacién directamente, debido a que en (2.99) aparece (nicamente la
parte espacial del momento, k. Para solucionar este pequeio problema redefinimos la parte temporal, ko,
como kg — kg — ie, es decir, le afiadimos una pequefia contribucién imaginaria. Si hacemos esto y, después,
tomamos los limites temporales correspondientes, tinicamente sobrevive la parte espacial, y kg desaparece,

tal y como necesitdbamos, y podemos hacer adecuadamente la asignacién [4].



2.2.3. CALCULO DE LAS AMPLITUDES DE DISPERSION 38

= Si cogemos la parte temporal de e** — ¢ikozo — git(ko—ie) — gikot . st 5 () §i ¢ — —o0

= Si cogemos la parte temporal de e~ %% — ¢~koTo — e~itlko—ie) — g—ikot . o=¢t 4, 0 §i¢ — 00

Tras esto, tanto " como ¢°“t se corresponden con los términos que aparecfan en (2.99), y podemos afirmar
que, efectivamente, con las condiciones definidas en (2.97), los campos son libres cuando se encuentran lejos

del punto de interaccién y que tienen, por tanto, un comportamiento asintético, es decir: [4]

wo(x) ~ ¢"(x) si zg— —o0; wo(r) =~ ¢*"*(z) si zg — +oo (2.101)

Podemos combinar las dos condiciones anteriores en una (nica expresion que fija las configuraciones que

tenemos que tener para asegurar el comportamiento asintético de los campos: [4]
vo(x) ~ @(x) si xyg— oo (2.102)

Tras esto, podemos intentar escribir un funcional generador que sea capaz de determinar los elementos de
matriz que equivaldrian a los de la matriz S, (2.95), que hemos escrito cuando estdbamos trabajando con

una dnica coordenada generalizada. Por analogia con la expresién que seguia W[.J], tenemos que: [4]

S[J, o] = /Dgp exp <z/ dx(L + Jgp)) (2.103)

La diferencia que existe entre los funcionales S[.J, ¢g] y W[J] radica, esencialmente, en las condiciones de
contorno, ya que la integral de camino que aparece en S[J, o] se realiza sobre las trayectorias que siguen
(2.102), mientras que la que aparecia en W[J] se lleva a cabo sobre las que satisfacen (2.3). Para determinar
explicitamente la forma de S[J, po| vamos a considerar el lagrangiano que escribimos en (2.51), que se
dividia en una parte libre, Ly, y en otra que codificaba las interacciones, L£;. Al igual que en la Seccién
2.2, trabajaremos con la teorfa Ag?, asi que £ vendra dado por (2.56). Teniendo esto en cuenta, podemos

separar la exponencial de (2.103) como sigue: [4]

exp (z/ dzx(L + Jgp)) = exp (z/ dxﬁdgp)) exp <z/ dy(Lo + Jcp)) (2.104)

Expandiendo la exponencial de (2.104) que va con el término de interaccién y utilizando el resultado (?7?),

del que podiamos extraer que ip(z) = %@) tenemos que:

< / dJ:EI(«p)) (expi / dz(EO—I—Jcp)) - / dxly (—ZM(S(:CQ <expi / dz(£0+Jg0)> (2.105)

Como ahora L; es independiente de ¢ podemos sacarlo de [ Dy y llegamos a:

S[J. po] = expi / do L1 (—zéj(x)) Sol, o) (2.106)

Las integrales de camino se siguen haciendo sobre todos aquellos campos que tienen un comportamiento

asintético, y hemos definido el funcional generador de la teoria sin interacciones, Sp[J] como:

SolJ, o] = /D(p expi/ dy(Lo+ J) (2.107)
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Aunque hayamos conseguido obtener una expresion concreta para el funcional S[.J], seguimos necesitando
conectarlo de alguna forma con W/[J|. Para conseguirlo, reescribiremos los campos ¢(x) de la siguiente

manera: [4]

p(z) = ¢(x) + po(x) xo — +00 (2.108)

Donde el nuevo campo @(x) tiene que irse a 0 cuando xp — +o0o para que se sigan satisfaciendo las
condiciones de contorno de (2.102). Podemos reescribir Sp en funcién de @(z) utilizando la regla de Leibniz,
eliminando los términos de frontera que aparezcan, y usando el hecho de que () es solucién de la ecuacién

de Klein-Gordon. Tras realizar los calculos correspondientes llegamos a: [6]

SolJ, o] = /D(ﬁ exp [z/ dy (;8“@@@ — %m2<ﬁ2 + Jc,b) X exp {2/ dzJ(z)goo(z)” (2.109)

Observamos que, al hacer esto, la integral de camino se realiza sobre todas las configuraciones de los nuevos
campos @(x) que cumplan (2.108). Realmente, esto no es mas que un caso particular de las condiciones
de contorno fijas que teniamos en (2.3), ya que podemos pensar en ellas como @,(x) = @p(x) = 0. Por
tanto, la parte izquierda de Sp[J] se va a corresponder con el funcional generador Wy[.J] con el que habiamos
estado trabajando en las secciones anteriores; esto nos permitird establecer la conexién entre ambos que
buscdbamos desde el principio. Recordando que el propagador Dp(z — y) era la solucién fundamental, (2.42),
de la ecuacién de Klein-Gordon, que Wy|[.J] también podia escribirse como (2.32), y que su derivada funcional
con respecto de J(z) viene dada por (2.36) puede verse que: [6]
WolJ]

(0%0yy +m?) ) iJ (z)Wo[J] (2.110)

La relacién anterior nos permite reescribir (2.109) como sigue: [6]

SolJ, 0] = exp ( / dar 0o () (900 + m?) WO[J]) (2.111)

dJ(x)

Si ahora sustituimos la expresién anterior en (2.106) llegamos a: [6]

4] 0
= K0, 2 j —— 2.112
S[J, po] = exp </ o) 00+ ) s < xp [z/ dyﬁ;( zw(y)ﬂ WO[J]> (2.112)
Como el segundo termino no es méas que W[J] escribimos la expresién final como: [6]

SIJ, 0] = exp ( / dr oo(2)(940sy + m?) (2.113)

6 )
— | W[J
dJ(x) 1]
Asi que, finalmente, hemos conseguido construir el funcional generador con las condiciones de contorno
necesarias para tener un comportamiento asintético (que nos permitird extraer cantidades que tengan
informacion fisica), y con la conexidn que queriamos establecer con el que teniamos antes, W[J]. En nuestro

caso, trataremos con procesos donde no hay fuentes, asi que las podemos poner a cero: [6]

Sleo] = S0, @o] (2.114)
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Puesto que ya conocemos cual es el funcional generador S[po| que daré lugar a las amplitudes de dispersion,
estamos en condiciones de ver como podemos obtener los elementos de matriz que cumplen el papel que tenian
los Sy; que definimos cuando trabajamos con una lnica coordenada generalizada, y que seran necesarios
para poder llevar a cabo el calculo de las secciones eficaces. Para ello, aprovecharemos el hecho de que
en la Seccién 2.2 ya habiamos derivado tanto el funcional generador W[.J| como sus funciones de Green
correspondientes en el caso concreto de una teoria escalar que involucraba términos de interaccién del tipo
©*. Considerando que no hay fuentes implicadas en el proceso que queremos calcular, podemos combinar los

resultados (2.113) y (2.114) para obtener la siguiente expresién: [4]

Slgo] = exp ( / dz oo(2) (00t + m?)dj(x)> W] (2.115)

J=0

Expandiendo la exponencial y utilizando la relacién (2.7) que existe entre el funcional generador W[J] y sus

funciones de Green G (x1, ..., x,,) correspondientes, se tiene que: [4]

00 in
Sleo] = Z 5/ dey ... dzy @o(x1) ... 00(20) Ky, - Ku, G (21, ..y 22) (2.116)
n=0 """
En la expresidn anterior hemos definido el operador de Klein-Gordon como: [4]

Ky, = (0r,,08 +m?) (2.117)
En él, los indices que llevan la letra griega u etiquetan las cuatro componentes del espacio de Minkowski,
mientras que el el indice que aparece en la parte inferior, z;, hace referencia a cada una de las variables
Z1,..., Ty sobre las que se realiza la integracion. Observando (2.116) se infiere que podemos asociar cada una
de las lineas externas de G(™)(zy, ..., z,,) con un campo @o(x;) y su correspondiente operador de Klein-Gordon,
Ky, [4]. Si utilizdsemos la regla de Leibniz en la expresién que hemos obtenido, podriamos hacer que dichos
operadores actuasen sobre los campos libres, que, como son, por definicidn, solucién de la ecuacién de
Klein-Gordon, representan la propagacién de una particula fisica que satisface la condicion de estar en el on the
mass-shell, es decir, que cumple que k* = m?. Cuando K, actiie sobre ¢g(x;) se generara un factor del tipo
m2—k2 que, debido a dicha condicidn, hard que esta contribucidn sea nulay no aporte nada al célculo de S[pg).
La Gnica forma de que esto no suceda es que la funcidn de Green de la derecha contenga un propagador del tipo
~ (k? —m?)~! (es decir, asociado a una linea externa), que pueda cancelar el otro factor que tenfamos [1] [4].

Si, por ejemplo, tuviésemos un diagrama con dos 'burbujas’ (como el que se

muestra a la izquierda), dicha cancelacién no podria producirse [3], y el término

con el que estamos trabajando no contribuiria al calculo de S[pg] (lo cual tiene

bastante sentido puesto que sabemos que este tipo de diagramas representan

fluctuaciones cuanticas que ain no han sido detectadas). De este modo, tal y
como ya podiamos intuir a partir de (2.113), la expresidén que hemos escrito para
S|po] tiene la capacidad de filtrar los términos que vienen de W[J]| de mane-
ra que Gnicamente puedan contribuir aquellos que tienen significado fisico. La

contribucién de G (z1, ..., z,,) se suele relacionar con un proceso fisico en el que intervienen n particulas [4] [2].

Como siempre, nos conviene intentar expresar este tipo de cantidades en funcién del momento, que es lo que
se puede medir en los procesos de dispersidén que tienen lugar en los aceleradores de particulas. Podemos

utilizar (2.43) para llevar las funciones de Green que tenemos al espacio de momentos: [4]
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n dp dpn i(prx1+... Tn)(n
G (a1, ..., zn) :/ (2754 - )i Pt tpne) GO (5 V(2148 (py 4 o+ pn)  (2.118)

Sustituyendo en (2.116) se tiene que:

%s) in
Steol = Y= [ [ o) e polion) Koy o K, %
n=0 """ Y71 Tn

x/ / et G (- Y (2m) 48 (p1 4 .+ pn) (2.119)
p1 n

Los operadores de Klein-Gordon K, actuaran sobre las exponenciales, generando factores del tipo (m? —p?-).

Sustituyendo todas las contribuciones en la expresién anterior se tiene que: [4]

Slpo] = i::oj;/z/x co(21) .. o) ></pl /pn(27r)45(pl+...—i—pn)><

x (m? = pi) ... (m® = p2) G (py, ..., pn)e@rertFPnTn) (2. 120)

Puede verse que es posible escribir cada uno de los términos del tipo ij e'Pi%ipo(x;) como: [4]

[ emmign(as) = [ a5 lalis)6(; — k)] + a*(hy)3(; + k) (2121)
z; 50

Podemos llegar a este resultado partiendo de la expresion (1.52), sustituyéndola en ij e’Pi%ipq(x;) y usando
la representacién integral de la delta de Dirac. Cabe destacar que kg no es mas que la componente temporal
de k, definida como kg = (k2 + m2)1/2. Por la propia definicién de la delta de Dirac, vemos que, debido a la
presencia de 0(p; £ x;), los tnicos valores del momento que contribuyen en el calculo S[¢g] son aquellos

que cumplen que p; = %k, y, como k? = m?

, se tiene que pjz = m?. Por tanto, podemos confirmar que
las Gnicas funciones de Green que hay que tener en cuenta a la hora de obtener este nuevo funcional son
aquellas que tienen todas sus lineas externas on the mass-shell, es decir, que representan particulas fisicas, lo
cual tiene bastante sentido ya que estamos analizando procesos de dispersion. Esto nos permite entender el
motivo por el cual asociamos la parte de (2.99) que iba con a(k) con las particulas incoming y la que iba con

a*(k) con las particulas outgoing. Fijandonos en las deltas de Dirac que aparecen en (2.121), tenemos que:

= Si p; = kj, solamente contribuye el término que va con a(k), cuyo momento es mayor que cero,
por lo que representard a las particulas que estan 'entrando’ en el proceso de dispersién (término de

'frecuencia positiva') [4].

» Si p; = —k;j, sucede justamente lo contrario, el momento es menor que cero, y solamente contribuye
el término que va con a*(k) que, en este caso, describe a las particulas que 'salen’ del proceso de

dispersién (término de frecuencia 'negativa’) [4].

Sustituyendo todos los factores del tipo (2.121) en (2.120) llegamos a la expresién final para S[po]:
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S0l Z n,/ / / / (2m)*8(p1 + .+ pa) X (m? = p}) oo (m® = p2)G ™ (p1, ey pn)

/dskl— (k1)5(p1 — k1)) + a* (k1)6(py + k1) .

/ &k ;f (@(k)3 (P — k)] + @ (kn)S(pn + k) (2.122)
On

Para ver cémo podemos obtener el elemento de matriz Sy; a partir de (2.122) vamos a considerar un proceso
fisico que involucra un nimero arbitrario m de particulas en el estado inicial, con momentos mayores que cero
que se denotan por q1, ..., ¢y, Y un niimero arbitrario n — m de particulas en el estado final, con momentos
menores que cero que se denotan por ¢m,+1, .., ¢n. Para que dichas particulas puedan participar en el proceso
de dispersién tienen que cumplir que g2 = m?, y, ademis, tiene que satisfacerse la conservacién del momento,
que en este caso vendrad dada por (g1 + ... + Gm — Gm+1 — - — Gn) = @+ oo + G = Gyl + oo + @
Teniendo en cuenta las expresiones (1.52), (2.122), y, también, por analogia por cémo se calculaban las
funciones de Green a partir de W[J], podemos definir las amplitudes de dispersién (elementos de matriz de
S) a partir de las derivadas funcionales de a(k) y a*(k) (también podemos pensar en esto en términos de

creacién y aniquilacién de particulas), de forma que: [4]

1 6" S|po]

1= ) plan) 5a(ar) - Sa(@m)0a (Gme) — 00 (g loar o

(2.123)

Los factores p(g,) no son mas que unos 'pesos’ que aparecen al trabajar con la expresién (2.122), que, como

son constantes, pueden sacarse fuera de las integrales y de las derivadas funcionales: [4]

1 1 1 1 1 1
2 = ; = = 2.124
@ " ag0 = @7 2,0 PL) = 578 54,0 (2:124)
Haciendo las derivadas funcionales segin (2.123) utilizando (2.122) llegamos a:
Spi=2m)'6(q1 + o + Gm — G — - — Gn) My (2.125)

Donde la amplitud My; (que es un escalar, y, por tanto, es invariante bajo transformaciones de Lorentz), y

que es el andlogo de la amplitud que se calcula en QM, va a venir dada por: [4]

Mfz - (_Z)n(q% - m2) (q?l - m2)g~(n)(QI7 A va _qm-i-la ceey _qn) (2]‘26)

Béasicamente lo que nos dice la expresidén anterior es que si tenemos un diagrama de Feynman que represente
un determinado proceso de dispersién y queremos obtener su amplitud sin realizar ningln célculo, lo que
tenemos que hacer es multiplicar cada una de las 'patas’ con momento g, por un factor —i(g? — m?), que es
justamente 'el inverso’ de un propagador. Parece bastante evidente que esto guarda relacién con todo lo
que mencionamos anteriormente sobre las cancelaciones de este tipo de términos. Si los diagramas que se
deducen de las funciones de Green que tenemos a la derecha estan totalmente conectados (lo cual significa
que todas sus 'patas’ externas lo estén y que no tengamos 'burbujas’ como las que representamos antes),
podemos asociar exactamente un propagador para cada una de dichas 'patas’, y se cancelan los factores

de antes. Debido a esto, cada vez que queramos escribir M; podemos, directamente, amputar las 'patas’
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externas de los diagramas (esto simplemente significa ignorar su existencia, imaginarnos que las hemos
quitado), ya que, como sabemos de antemano que sus contribuciones siempre se van a cancelar, no merece

la pena escribirlas. Podemos escribir (2.126) de forma un poco mas elegante: [3] [6]

G™ (q1, ..., qn)
M= - 2.127
G(Q)(ql, —q1) ... G2 (9n, —an) 2=m? ( )
Donde las funciones de Green G(”)(ql, ..y @n) son aquellas que estan totalmente conectadas, y las del

tipo G(Q)(qi, —q;) que aparecen en el denominador se encargan de llevar a cabo la tarea de amputar las
'patas’ externas. Asi que, al final del dia, si necesitamos calcular los elementos de matriz Sy; tenemos que
considerar Gnicamente aquellos diagramas que estén totalmente conectados, amputar sus 'patas’ externas e

introducir el factor (27)* que aparece en (2.125) y la delta de Dirac que codifica la conservacién del momento.

2.3 Renormalizacién de la teoria \p*

Los diagramas y las reglas de Feynman que hemos derivado en la Seccién 2.2 nos dan una forma relativamente
sencilla de calcular algunas cantidades fisicas de gran interés experimental, como, por ejemplo, las amplitudes
de dispersién. Aunque, hasta ahora, la Teoria Cuantica de Campos que estamos construyendo poco a poco
(una teorfa escalar con un término de interaccién del tipo ~ Ap?) no nos ha dado demasiados problemas, lo
cierto es que, si nos paramos a analizar un poco mas detenidamente las integrales que aparecen en algunos de
los diagramas con los que hemos trabajado, podremos comprobar que muchas de ellas divergen, dando lugar
a una serie de infinitos que no parecen nada deseables en teorias de este tipo, y que hicieron que, durante
muchos afios, la QFT perdiese fuerza [1]. Por suerte, este contratiempo se solucioné con el desarrollo de la

renormalizacién, un procedimiento que permitié 'esconder’ los infinitos que aparecian en la teoria.

2.3.1 Motivacion fisica: jpor qué necesitamos la renormalizacion?

En la Seccién 2.2.2 habiamos introducido el campo clasico, ¢.(z), que satisfacia (2.77). Si hacemos que el
término de fuente sea nulo, la expresién anterior es practicamente idéntica a la ecuacién (1.50) que vimos en
la Seccidn 1.2.2, excepto por un término adicional, iADp(0)¢.(x) que representa una correccién cudntica que
surge como consecuencia de permitir que los campos puedan interaccionar entre ellos. Podemos reescribir
(2.77) de la siguiente forma: [4]

0,0" + m” + %MDF(O)]@C(:U) - _éx[%(x)ﬁ +O()? (2.128)

Al hacerlo, vemos que la masa 'fisica’ del campo no se corresponde con el valor de m que estidbamos
considerando hasta ahora, sino que esta ligeramente desplazada a causa de la correccién iADg(0). Puesto
que, cuando estamos realizando un experimento, tener o no interacciones entre los campos no es algo que
podamos controlar a nuestro antojo, los valores que realmente mediremos para la masa m seran aquellos que

se han visto modificados por estas correcciones cudnticas, es decir: [4]

1
m% =m? + 3 ADF(0) + O(\N)? (2.129)

El pardmetro (2.129) recibe el nombre de masa renormalizada o fisica, y se denota con un subindice R. Tal y

como podriamos esperar, la masa no es la Gnica cantidad que se ve modificada; el valor de la constante de
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acoplamiento, A\, también se verd afectado por las interacciones y dara lugar a Ar, que sera la constante de
acoplamiento renormalizada. Como las cantidades que medimos en el laboratorio no son ni m ni A, sino
MR Y AR, parece conveniente intentar expresar las amplitudes de dispersién con las que hemos trabajado
hasta ahora en términos de estos nuevos pardmetros [1] [4]. En adelante, nos referiremos a las variables que
habiamos estado utilizando en las secciones anteriores como 'desnudas’, y las escribiremos con un subindice
B, mientras que las cantidades fisicas o renormalizadas pasaran a no tener ningtn tipo de subindice. Asi, el

lagrangiano de la teoria A\p? que estudiamos en detalle en la Seccién 2.2 sera:

1 1 1
Ly = 5(0upp)(0"¢B) — §m23<ﬂ23 - I)‘BS"% (2.130)

De forma similar, las funciones de Green (tanto las desconectadas, como las conectadas y las 1PI) que

habiamos calculado anteriormente, también estan 'desnudas’ y se denotan como Gg, G y I'p.

Ademaés de todo esto, que ya de por si supone un motivo de peso para justificar por qué necesitamos
renormalizar la teoria, existe otra razén que hemos adelantado en la introduccién de esta misma seccién:
la aparicién de divergencias [4]. Resulta que muchas de las correcciones cuanticas del tipo iApDr(0)
son infinitas (tal y como comprobaremos dentro de un momento), lo cual entra en conflicto con el hecho
de que los parametros renormalizados que hemos introducido tienen que ser finitos si o si, puesto que
somos capaces de medirlos en el laboratorio. Parece imprescindible, por tanto, hacer algo para inten-
tar 'esconder’ esos infinitos y conseguir escribir el lagrangiano Gnicamente en funcién de las cantidades
fisicas o renormalizadas que, a diferencia de las 'tedricas’, si se miden [1]. Se dice que una teoria es
renormalizable cuando es posible eliminar sus divergencias a través de la renormalizacién de los parame-
tros y de los campos que aparecen en el lagrangiano desnudo, sin necesidad de hacer nada mas [4] [3].
Para ilustrar la aparicién de las divergencias, podemos ver, por ejemplo, que la

correccién cuantica que aparece en (2.129) es, efectivamente, infinita, debido,

concretamente, a que el propagador Dr(0) que aparece en la ecuacién lo es. El

término iApDp(0) puede asociarse con un diagrama de Feynman de tipo 'burbuja’

como el que aparece ilustrado a la derecha. Haciendo uso de las reglas que

conocemos, podemos escribir la contribucién de dicho diagrama como: [4] [6]

?
—iX v
(=i B)/ka—mQB+i5

Tomando el limite en el que el momento k£ es muy grande, el Unico término que sobrevive en el denominador

es el que va como k2. Si, ademas, utilizamos que d*k o< k3dk [4] [6], obtenemos una integral del tipo:

K3dk
e N/dkk (2.131)

Claramente, la integral anterior es divergente, tal y como ya habiamos anticipado.

2.3.2 Las divergencias ultravioletas y el grado superficial de divergencia

Antes de meternos de lleno en los distintos procedimientos que se utilizan para eliminar los infinitos de
la teoria, vamos a tratar brevemente cuéales son los tipos de divergencias mas comunes que nos podemos
encontrar, y qué diagramas dan lugar a su apariciéon. Consideremos, por ejemplo, un diagrama de tipo 'pez’

(pagina siguiente) que puede aparecer en el calculo de algunas funciones de Green (como T'%) [4].
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Si aplicamos las reglas de Feynman teniendo en cuenta que tenemos dos lineas internas y un (nico bucle:

1 1

_ix 2/ , , 2.132
(=ids) K k2 —m% +ie (p1+p2 + k)2 —m% +ic ( )
Si tomamos el limite en el que k& es muy grande, queda:
k3 dk dk

Se dice que este tipo de diagramas divergen logaritmicamente puesto que, si 'cortdsemos’ la integral en
un determinado valor K = A del momento, la contribucién dominante que obtendriamos seria proporcional
al log(A). De forma similar, el diagrama de tipo 'burbuja’ que aparece en el célculo de sz y que hemos
considerado a modo de ejemplo en la seccién anterior, diverge cuadraticamente, ya que, si aplicdsemos un
corte, el resultado que obtendriamos seria proporcional a A2. En general, este tipo de divergencias que
aparecen para valores muy elevados del momento reciben el nombre de divergencias ultravioletas, puesto que,
cuando mayor sea k, mayor sera la energia, pero menor sera la longitud de onda, y, por tanto, mas cortas
seran las distancias involucradas [1] [4]. Tras el anélisis de estos dos ejemplos, podemos intentar averiguar
si existe alguna forma de ver si un diagrama de Feynman es divergente o no a simple vista, sin tener que

escribir ninglin propagador. Definimos el grado superficial de divergencia, D, como: [4] [6]

D=4L—2I (2.134)

Donde L es el nimero de bucles o integrales del diagrama, e I es el nimero de lineas internas. La féormula se
define de esta manera porque cada bucle lleva asociada una integral cuyo elemento de volumen contribuira
como k3. Ademis, siempre que el momento sea muy grande, las lineas internas llevaran asociadas un

propagador que se comportara como k2 [4].

De esta forma, con la definicién que hemos escrito para D se cumplird que: [4]

» Si D =0 — El diagrama es logaritmicamente divergente. Podemos comprobar que esto se cumple
utilizando el diagrama de tipo 'pez’, donde L =1¢ [ = 2.

» Si D =2 — El diagrama es cuadraticamente divergente. Podemos comprobar que esto se cumple

utilizando el diagrama de tipo 'burbuja’, donde L=1e [ = 1.

Podemos escribir, ademés, una relacién entre los bucles, L, las lineas internas, I, y los vértices, V, que
tiene que cumplir siempre que el nimero de bucles sea menor que el nimero de lineas internas, debido a
la conservacién del momento que se produce en los vértices, la cual impone una ligadura que relaciona los

momentos que viajan a través de los bucles: [4]

L=I-V+1 (2.135)

Sustituyendo (2.135) en (2.134) tenemos que: [4]
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D=2 —4V +4 (2.136)

En nuestro caso particular, como estamos trabajando con la teorfa A¢?, donde en cada vértice interaccionan

cuatro campos, las lineas externas, E, pueden escribirse como sigue: [4]

E=4V —2I (2.137)

Utilizando (2.137) en (2.136) llegamos a la expresion definitiva del grado superficial de divergencia: [4]

@138)

Es importante notar que, debido a cémo hemos realizado la derivacién, la ecuacién anterior Gnicamente es
valida para una teorfa del tipo A\p*, asi que no es algo general. Cabe destacar que, en este caso, el resultado
inicamente depende del niimero de lineas externas, lo cual es bastante llamativo. De acuerdo con (2.138), las
funciones de Green del tipo fz, que tienen dos lineas externas, serdn cuadraticamente divergentes (D = 2),
mientras que las del tipo T'*, que tendran cuatro lineas externas, seran logaritmicamente divergentes (D =0),
lo cual concuerda con lo que hemos visto antes para los diagramas de tipo 'burbuja’ (que aparecian dentro
de fz) y para los de tipo 'pez’ (que aparecian dentro de f‘4). Este anélisis no nos permite probar que las
funciones de Green del tipo fﬁ, f8, etc, cuyo D serd negativo, sean convergentes (por eso se le conoce como
grado superficial de divergencia). Para saber si un diagrama es convergente, tenemos que recurrir al teorema
de Weinberg, que dice que lo serd cuando el grado superficial de convergencia tanto del diagrama, como de

sus subdiagramas, sean negativos [4] [5].

2.3.3 La regularizaciéon dimensional y las integrales de Feynman

Antes de poder continuar, necesitamos averiguar cdmo podemos eliminar las divergencias ultravioletas que
han aparecido en los diagramas anteriores. El proceso a través del cual se controlan dichas divergencias
recibe el nombre de regularizacién. Hay que tener cuidado de no confundirlo con la propia renormalizacién,
de la que hablaremos en la Seccién 2.3.4, puesto que, aunque a priori puedan parecer similares, son dos
conceptos diferentes [1]. Para entender bien lo que estamos haciendo, es conveniente dedicar un poco de
tiempo a analizar el significado fisico que esconden las divergencias ultravioletas, en el sentido de que, cuando
escribimos la contribucién de algin diagrama que forma parte de la funcién de Green con la que estamos
trabajando y tomamos el limite en el que el momento k es muy grande, estamos asumiendo implicitamente
que nuestra teoria es valida para cualquier escala de energia, y que, por tanto, funciona adecuadamente
en las distancias pequefias; sin embargo, si pensamos, por ejemplo, en la electrodindmica cuantica, QED,
(que es la teoria que describe la interaccion electromagnética y que trataremos en detalle en el Capitulo
3) y nos imaginamos que la estamos utilizando para describir las interacciones que sufre un electrén en
un atomo, a medida que la energia vaya aumentando progresivamente nos estaremos yendo a distancias
cada vez mas cortas, y llegard un momento en el que alcanzaremos un punto en el que comenzaran a
cobrar importancia particulas diferentes relacionadas con otro tipo de teorias, como la electrodébil, que,
eventualmente, terminara englobando la propia QED y haciéndola parte de ella [1]. A dia de hoy, de hecho,
se cree que si aumentamos mucho la escala de energia, terminaremos alcanzando un escenario en el que la
QFT sera simplemente la aproximacién de una teoria mucho mas amplia que todavia no conocemos (como
la Teoria de Cuerdas, por ejemplo), y que opera a energias muy muy altas y distancias muy muy cortas [1]
[6]. De momento, entenderemos nuestra QFT como una teoria que es vélida hasta una cierta escala de

energia, que denotaremos por A. Todas las teorias tienen una ventana en la que son véalidas y que marca
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el limite de lo que no sabemos [1]. Dicho limite recibe el nombre de cut-off, y en él se basan dos de los

métodos que se pueden utilizar para regularizar la teoria Ap?:

= Teniendo en cuenta la discusion anterior, una de las formas mas rapidas de llevar a cabo la regularizacién
es simplemente cortando la integral que se realiza sobre el momento en un cierto valor k = A (el
cut-off), hasta el que suponemos que llega la ventana de energia de la teoria, es decir, fA y, a partir
de ahi, hacer la integral de forma normal [4]. Como ya adelantamos en la Seccién 2.3.2, esto dara
lugar a contribuciones de la forma log A (si la integral original era logaritmicamente divergente) y A2

(si la integral original era cuadraticamente divergente).

= Otra forma de evitar las divergencias es incrementando el nimero de potencias de k que tenemos en el

denominador, a través de la introduccién de términos de la forma [4]

— A2

k2 — A% +ie (2.139)

en el integrando. Podemos hacer esto sin problema puesto que, si k es pequefio en comparacién con
A, la integral no divergera, y como el factor que estaremos introduciendo serd A2/A? ~ 1, no vera
afectada su convergencia, mientras que, si k es muy grande, el factor ird como 1/k% y cumplira su

cometido de hacer que algunos de los diagramas que eran divergentes puedan converger [4].

Los dos métodos anteriores que acabamos de describir muy brevemente funcionan muy bien a la hora de
renormalizar la teorfa Ap* con la que hemos trabajado hasta ahora; sin embargo, tienen el inconveniente de
que no pueden utilizarse con las teorias gauge que trataremos en el Capitulo 3, y que son en las que estamos
realmente interesados, puesto que son las que describen las interacciones fundamentales de la naturaleza.
El motivo por el que no son vélidas es que rompen la invariancia gauge'* de las teorfas, lo cual no puede
suceder ya que es algo fundamental que tenemos que preservar siempre. Por suerte, existe otro método de
regularizacién, basado en disminuir el nimero de potencias que aparecen en el numerador, que se conoce

como regularizacién dimensional [4], asi que partir de ahora nos centraremos en ella.

Regularizacién dimensional

En los dos ejemplos de integrales divergentes que hemos visto siempre aparece una potencia que va como
~ k3 en el numerador, tanto en el caso de los diagramas de tipo 'burbuja’ como el de los diagramas de tipo
'pez’. El motivo por el que ocurre esto se debe a que estamos trabajando en un espacio 4-dimensional, donde
el elemento de volumen va como ~ d*k, vy, por tanto, es proporcional a k3 dk. Por tanto, todo parece indicar
que si queremos disminuir las potencias del numerador, tendremos que llevarnos las integrales a un espacio
cuyas dimensiones sean diferentes a las usuales. Concretamente, trabajaremos en un espacio 2w-dimensional,
en el que w tiene que ser menor que 2 para no volver a caer en el caso 4-dimensional [4]. Para ver cémo
se modifican las integrales, vamos a reescribir en primer lugar la mas sencilla que habiamos visto, la de los
diagramas de tipo 'burbuja’ que contribufa en T'%: [4]

d?Wk 2 2 L n—1 . dek 2 2 -1

Para obtener la expresiéon de la derecha simplemente hemos llevado a cabo una rotacién de Wick. La
diferencia mas notable con respecto al caso 4-dimensional es que ahora la integral depende también del

parametro w. Ademas, el elemento de volumen se escribird como:

%Existen formas de restaurar la simetria gauge usando estos métodos, pero es complejo y laborioso.
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ﬂ_w

2w 2w—1
=2 2 ; W)= ——
d*™k wV (2w)|k| dlk|; con V(2w) I 0

(2.141)

Haciendo el cambio de variable |k|> = m%x y usando la definicién de la funcién Beta, es posible evaluar la

integral anterior, obteniendo que:

I(w,mp) = —imy 2(47) " “T(1 — w) (2.142)

La funcién gamma I'(1 — w) que aparece en el resultado tiene polos en w = 1,2, 3..., pero, en nuestro caso,
el polo que nos interesa es el que se encuentra en w = 2, puesto que es el que nos sirve para recuperar la
situacién que teniamos en el caso 4-dimensional y, eventualmente, tendremos que tomar el limite en el que
w — 2. Para poder estudiar mejor lo que sucede en torno a dicho polo, tenemos que hacer una expansién en

torno a él. Con este fin, definimos una escala de masa M arbitraria, de forma que: [4]
m2 w—2
ma—? = mE(M?*)~—2 <B> (2.143)

Haciendo la expansién de las partes adimensionales, es decir, de (m%/M?)“~2 y de I'(1 — w): [4]

I _imp w2 (1 vy 41— 10g B 4 Ofw — 2 2.144
(w7mB)_ 167T2( ) 2w + ( )+ Og47TM2 + (W ) ( . )

Vemos que, tal y como esperabamos, el resultado contiene un polo en w = 2. Es posible derivar otros
resultados mas complicados que provienen de integrales mas complejas. Este tipo de integrales reciben el
nombre de integrales de Feynman, y aparecen con mucha frecuencia al hacer regularizacién dimensional. Una

de las mas utilizadas, que escribiremos para tener presente, es: [4]

2w 2w—2n n— w
/(;lﬁ)fw(k? —m% ie) " = z’(—l)”u(iw)w F(r(n) ) (2.145)

En el Apéndice A.4 pueden encontrarse algunas mas. Puesto que el calculo de este tipo de integrales va a
ser bastante recurrente, vamos a pararnos un momento con el objetivo de aprender un par de trucos para
evaluarlas que nos seran de utilidad en el futuro. Vamos a considerar la contribucién de un diagrama de
tipo 'pez’ como el que vimos en la Seccién (2.3.2), que aparece dentro de f“}g. Escribimos la integral en el

espacio 2w-dimensional, J, como: [4]

J / @k ! ! con P + (2.146)
= n = .
(2m)20 k2 —m% +ie (P+ k)2 —m% +ic prpz
Lo siguiente que tenemos que hacer es pensar cobmo podemos modificar la integral que acabamos de
escribir para que adquiera la forma de alguna de las que tenemos tabuladas. Para conseguir esto de forma
relativamente sencilla, se utiliza la parametrizacién de Feynman, basada en la siguiente identidad: [4]
1

5= /01 dzfax + b(1 — z)] 2 (2.147)

En ella, a y b se corresponderan con los denominadores de los dos propagadores que tenemos, concretamente,
a=(P+k)?—m% +icyb=k>—m% +ic. Utilizando (2.147) y sustituyendo en (2.146):
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7= @k [ 1 L (2.148)
2m)2 Jo ([k+P:U)2 + P2z(1 — x) — m% + ic)? '

Si ahora hacemos el cambio de variable k¥’ = k + Px se tiene que:

J= / ar [ EH ! (2.149)
(2m)2 (K2 + P2z(1 — 1) — m% + ie)? '

La integral anterior tiene la forma de (2.145), con n = 2, donde P2z(1 — z) — m% desempeiiaria el papel de

m%. Teniendo esto en cuenta llegamos a la siguiente expresién:

J = / d 47r e )w)[ 2 _ P2(1 — g)]2 (2.150)

Introduciendo de nuevo una escala de masa arbitraria, M, haciendo la expansién de los términos adimensionales
y llevando a cabo la integracién paramétrica se llega al resultado final: [4]

1/2
4dm P2 _ P2
) (?2 ) tan~! <4m23 — P2> +2| +O0(w—2) (2.151)

De nuevo, vemos que, si w — 2, la funcién diverge. Cabe destacar que, en caso de que tengamos mas de

dos propagadores en el denominador, la identidad (2.147) adopta una forma mucho més general: [4]

1

1 T Tpn—2
_— n)/ dml/ dxs .. / dzn—1 x [a1(1 —z1) +az(z1 —x2) + ...+ apxn_1] " (2.152)
a...an 0 0 0

2.3.4 Renormalizacién de la teoria: contratérminos

En la seccién anterior acabamos de ver como, con la ayuda de la regularizaciéon dimensional, hemos podido
evaluar las contribuciones de los diagramas de fQB y de f‘g que divergian en el espacio 4-dimensional
llevandolas a un espacio 2w-dimensional mas general. Tras hacerlo, obtuvimos los resultados (2.144) y (2.151),
respectivamente, en los que siguen apareciendo infinitos si hacemos w — 2 [4]. La regularizacién, por tanto,
nos permite evaluar las integrales que de otra forma no podriamos calcular, pero no se 'lleva’ los infinitos de
nuestras expresiones. A pesar de que pueda parecer raro tener una teoria que esté 'llena de infinitos’, esto
no tiene por qué suponer ningin problema, siempre y cuando consigamos deshacernos de ellos para que no
aparezcan en las predicciones fisicas que se hagan [3]. En este punto, es dénde por fin entra en juego la
renormalizacién, que, a través de la introduccién de los denominados contratérminos, absorbera todos los
infinitos que tengamos. Para ilustrar el procedimiento a seguir, comenzaremos, en primer lugar, considerando

el lagrangiano desnudo que escribimos antes: [4]

1

1 1
Lp =5 (Oupp)(0"¢B) - §m23<p23 — 5&99043 (2.153)

Definimos un campo renormalizado, ¢(x), de la siguiente forma: [4]
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ep(r) = Zl/zap(:v) (2.154)

A Z se la conoce como la constante de renormalizacién de las funciones de onda vy, en este caso, tiene que
ser necesariamente distinta de la unidad debido a las correcciones cuanticas que aparecen al considerar las

interacciones entre los campos. Por tanto, se tiene que [4]

Z=1+0Z (2.155)

donde el término §Z representa esas pequefias correcciones. De forma similar, puesto que las interacciones

también modificaran los valores de la masa, m2B y de la constante de acoplamiento, Ag, podemos definir:

Zm% = m? 4 om? (2.156) 72X = A+ 6\ (2.157)

Si sustituimos los valores de ¢, Z, ZmQB y Z%2\p que acabamos de definir en el lagrangiano desnudo:

1 1 1 1 1 1
L = 5(0u8)(09) + 5(Ou0)D" )07 — S — om*e? — TA* — LN (2.158)

Asi que podemos separar el lagrangiano en dos partes, de la forma Lg = £ + 0L, donde la primera esta
escrita Gnicamente en términos de las cantidades renormalizadas, y la segunda estd formada por tres términos

adicionales, que reciben el nombre de contratérminos, y se encargaran de eliminar las divergencias: [4]

L= S(0u)(0"0) — gm?® — 1At (2159) 6L = L (00)(0"0)07— Lom*p?— poNG" (2160)
Las reglas de Feynman que se pueden derivar de £ son las mismas que obtuvimos en la Seccién (2.2.1),
puesto que el lagrangiano tiene la misma forma que el que utilizamos en ese momento; sin embargo, la parte
adicional d£ que tenemos puede generar nuevos vértices [4]. Para comprobarlo, utilizamos las dos maneras
que conocemos de escribir el lagrangiano desnudo; una es la que acabamos de ver, dividiéndolo en la parte
renormalizada y en la parte de los contratérminos, y la otra, separandolo en la parte libre, sin interaccién, y

en el término que codifica la interaccién del tipo ~ Ap*:

L=L+0L=Ly+ L} (2.161)

Al hacer esto, vemos que el término de interaccién, en esta ocasion, tiene que ser igual a la parte 'no libre’

de £ mas la parte referida a los contratérminos, es decir: [4]
L)y
Lr= —IA@ +0L (2.162)
Asi, las reglas de Feynman debidas a la presencia de los contratérminos son: [4]

= Aparece un nuevo vértice que relaciona dos lineas, y que lleva asociado el factor i(6Zp? — dm?), que

se representara en los diagramas con una Xx:

0% i (0Zp* — dm)
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= Aparece un nuevo vértice que relaciona cuatro lineas, y que lleva asociado el factor —id\, donde, por

supuesto, se satisface la conservaciéon del momento:

Para ver de donde sale el vértice, fijamos A = §\ = 0, y pasamos a tener una teoria libre donde el lagrangiano

tomara la forma:
Ln— %(@@)(6“@)[1 +67] - %@2[1712 +6m?) (2.163)
Por analogia con la funcién de Green (2.45), tendremos que el propagador sera: [4]
)

2y oy —
Go ' (p, —p) p2(1+02Z) — (u2 4 6p?) + ie (2.164)

Podemos pensar en ella como en una funcién de 67 y ém? y expandirla a primer orden, es decir:

(2) (2)
(2) 2y ~ (2 9G, 99, 2
6\?(62,0m?) ~ G| ‘5‘552:_00+ 557 | s 7 Gan| ., M (2.165)
- dm2=0 dm2=0
Operando llegamos a la siguiente expresién: [4]
(2) _ i i . 9 i
Go ' (p,—p) + i(6Zp* — om2) (2.166)

S pr-m2tic pr-m2+ic p? —m? +ic

En ella aparecen tanto los propagadores de siempre como el nuevo vértice. A continuacién, vamos a hacer

una expansién en serie de potencias de \ tanto de 6m? como de 57, de la forma: [4]

om* = 6m? (2.167) §2=> 067 (2.168)
i=1 i=1

Cabe destacar que tanto §m? como §Z; son proporcionales a );. Del mismo modo, podemos expandir

también ), con la principal diferencia de que esta expansién comienza directamente en \2, es decir: [4]
o0
SA =6\ (2.169)
i=2

Teniendo todo esto en cuenta, nuestro siguiente objetivo serd conseguir escribir las funciones de Green
1PI de la teoria ya renormalizada, I'? y T'%, en funcién de los contratérminos y de los parametros fisicos o
renormalizados, de forma que no aparezcan los infinitos por ninguna parte. Por simplicidad, ilustraremos el

procedimiento a seguir con la funcién I'2.
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Antes de nada, podemos representar I'? utilizando diagramas de Feynman, de forma que:

+ 0% + O\

Los dos primeros diagramas son exactamente iguales que los de (2.2.2), mientras que el Gltimo aparece
como consecuencia del nuevo tipo de vértice que hemos acabamos de ver que existe para los contratérminos.

Matematicamente podemos escribir: [4]
- 1
L@ (p, —p) = p*(1+621) — (m® + 5iADp(0) + omi) + O(N?) (2.170)

Puesto que en la Seccién 2.3.3 ya calculamos el bucle que aparece en este diagrama con la ayuda de la
regularizacion dimensional, (2.144), también conocemos la expresion del propagador que aparece en la funcién
de Green 1P| que acabamos de escribir. Definiendo la constante A = AM 201 y sustituyendo todo en la

ecuacioén anterior obtenemos la versién definitiva de la funcién de Green [4]

T3 (p, —p) = p*(1 +621) — m? — om? + dm? [ 1 +I'(1)+1—1n _m +O0w-2)] (2.171)
’ ! ! m w 47 M? '
Lo tnico que nos falta es elegir los contratérminos ém? y §7; de forma que sean capaces de absorber el polo

que aparece en la expresion, de tal forma que, cuando tomemos el Iimite w — 2 se cumpla que:

9 Am? 1

Uy o S constante 0Z; — constante (2.172)

Las diferentes maneras que existen para fijar los pardmetros 6\, ém? y §Z son conocidas como esquemas de
renormalizacién. Aunque hay una gran variedad de ellos, en nuestro caso nos centraremos tinicamente en
uno en concreto; el esquema de minima substraccién o M S, en el que los contratérminos se eligen de tal
forma que se limitan a extraer los infinitos y no hacen nada mas (de ahi su nombre). Recapitulando un poco,
hemos visto que, gracias a la regularizacién dimensional hemos sido capaces de calcular las funciones de
Green de la teoria, evitando las divergencias a la hora de hacer la integral, pero como precio hemos pagado
la introduccién de polos de la forma w — 2. Para que los contratérminos sean capaces de absorber los polos

es necesario definirlos de la siguiente forma (utilizando el esquema M S): [4]

~

A = MY <i (;—%))”) sm? = m? (i (zb_(i,))> 6Z=3 (QC_(AM)) (2.173)
v=1 v=1

v=1

Es que esquema también tiene la particularidad de que los coeficientes a,, b, y ¢, son independientes de la
masa. Comparando la expresién que tenfamos para la funcién de Green T'?) con las ecuaciones que acabamos

de escribir que codifican la forma de los contratérminos, podemos determinarlos explicitamente: [4]

om2MS = dm? 1 +O(\?) 6ZMS = O(\?) (2.174)
3222 —w N '
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Tras haber fijado los contratérminos, obtenemos la funcién de Green ') en el limite en el que w — 2:

Am?
3272

I (p,—p) =p* —m* + (F’(l) +1-1In m2> + O\ (2.175)

A7 M?

Podemos comprobar que, tal y como perseguiamos desde el principio, la funcién de Green estad escrita
Gnicamente en funcién de los parametros fisicos, renormalizados, y no hay ni rastro del término que contenia

el polo. Hemos conseguido, por tanto, llevar a cabo el proceso de renormalizacién de forma satisfactoria.

Para terminar, cabe destacar que es posible relacionar las funciones de Green renormalizadas y conectadas,

G, con las funciones de Green desnudas y conectadas, Gg): [6]

GE (p1, woespn) = 272G (p1, ..., pr) (2.176)
La ecuacién anterior nos permite reescribir la amplitud de dispersién (2.127) de forma que:

_ G(n)(ph)pn)
G (p1,—p1)...GA (pn, —pn) .

M (2.177)

2 —o2
o=

Ahora la amplitud de dispersién vendrd dada, como antes, por la suma de todos los diagramas conectados y

con las 'patas’ externas amputadas, pero, que, ademas, también estan renormalizados [6].

2.4 Teoria Cuantica de Campos con fermiones (espinores)

Hasta ahora nos hemos limitado a llevar a cabo la cuantizacién de campos escalares que, secretamente,
eran particulas de espin 0, es decir, bosones, pero sabemos que en la naturaleza existen también otros tipos,
como, por ejemplo, los fermiones, cuyo espin es semientero. Por tanto, si queremos llegar a poder describir
las interacciones fundamentales utilizando una Teoria Cudntica de Campos vamos a necesitar explorar la

cuantizacién de otros tipos de campos, como los espinores que aparecian en la Seccién 1.2.

2.4.1 Espinores como variables de Grassmann

Cuando trabajamos con campos escalares, ¢(z), en la Secciones 2.1 y 2.2, los tratamos de forma 'normal’,
como variables reales que conmutaban entre si de manera usual; sin embargo, en el caso de los campos
espinoriales, ¥ (x), las cosas no son tan sencillas. Volviendo un momento a la teoria clasica que tratamos en
la Seccién 1.2.3, es posible escribir el tensor energia-momento como: [4]

P, = @k 1 > lalk, s)a* (k, )k, — b(k, s)b* (k, 8)ky] (2.178)
P 2k (2m)3 2T o ’ o '

Al escribir (2.178) aparece un pequefio problema; el segundo sumando del integrando contiene modos de
vibracién que representan energias negativas. Podemos solucionar esto si consideramos que las cantidades
a,a*,by b* que aparecen en ella son variables de Grassmann (y, por consiguiente, los espinores también), es
decir, nimeros complejos que anticonmutan entre si. Como ya no son niimeros reales, deja de tener sentido
hablar de que sean positivos o no, y lo Gnico que importa es que el valor esperado de la energia si lo sea
[4]. Por tanto, nuestros campos escalares (bosones) podran conmutar entre ellos, mientras los espinoriales
(fermiones), por el contrario, anticonmutaran. Otra razén un poco mas profunda que esté detras de toda

esta discusién tiene que ver con el principio de exclusién de Pauli, y con la estadistica que se utiliza para
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describir el comportamiento de las particulas segin sean bosones (estadistica de Bose-Einstein) o fermiones
(estadistica de Fermi-Dirac) [6]. Para dar el salto de la teoria clasica con campos espinoriales a la Teoria
Cuéntica de Campos vamos a utilizar, de nuevo, integrales de camino, de forma similar a como hicimos en el
caso de los campos escalares, asi que necesitaremos conocer algunas de las propiedades de las variables de

Grassmann [4]. Las mas importantes aparecen resumidas en el cuadro inferior [4].

En nuestro caso, las variables de Grassmann van a ser un conjunto de elementos que anticonmutan

entre si. Por ejemplo, si consideramos dos variables de Grassmann genéricas a y b, cumplirdn que:
{a,a} = {a,b} = {b,a} = {b,b} =0 = a*=0, b*=0 (2.179)

Las segundas derivadas de las variables de Grassmann satisfacen:

0’ f 0’ f
= — 2.1
0adb 0boa (2.180)
Las integrales también cuentan con caracteristicas curiosas:
/da—O /daa—l /dadbf(a b)—ﬁ (2.181)
N N " Dadb '

J

Teniendo en cuenta todas estas propiedades, pueden deducirse varias expresiones para las integrales de
camino, similares a las que utilizamos en el caso escalar. Algunas de estas nuevas integrales que se llevan a

cabo sobre variables de Grassmann se muestran en el Apéndice A.5.

2.4.2 El funcional generador para las teorias con espinores

Tras haber aprendido a manejar las variables de Grassmann ya estamos preparados para comenzar a estudiar
una teoria cuantica un poco mas complicada, construida utilizando campos espinoriales. En primer lugar, del
mismo modo que hicimos cuando trabajamos con escalares, consideraremos la situacién mas sencilla que se
nos ocurra, en este caso, una teoria libre que no permita interacciones entre los espinores que tengamos. Asi,
podremos deducir cudl serd el funcional generador W/[.J] de nuestras funciones de Green por analogia con el

que habiamos escrito para los campos escalares (2.20), de forma que: [4]

Wlo, o] = N'/ DyYD1) exp (z /J:(E + o + 6w)> (2.182)

Ahora la integral de camino se hace sobre el campo espinorial 1 y, también, sobre su complejo conjugado, .
Es preciso utilizar tanto 1) como v puesto que los campos son variables de Grassmann (y, por consiguiente,
c-ndmeros), asi que para asegurarnos de que estamos integrando sobre todas las configuraciones posibles
tenemos que tener en cuenta ambos. Las funciones o(z) y o(z), que actuardn como las fuentes (son
'equivalentes’ a las J(z) que aparecian en la teoria escalar), también son variables de Grassmann. La
constante de normalizacién N’ se elige de la forma usual, imponiendo que el funcional generador valga uno

cuando las fuentes, en este caso, o y 7, sean cero [4].

De nuevo, aprovechando uno de los resultados que derivamos cuando trabajamos con la teoria escalar, (2.6),

podemos definir las funciones de Green como sigue: [4]
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GO (@1, eors @3 Y1y s Yn) = OT{D(@1) o V(@) (1) - W (yn) }[0) (2.183)

En la expresion anterior las variables x1, ..., x,, se corresponden con el campo ¥, mientras que ¥, ..., yn lo
hacen con 1), y sus promociones a operadores se denotan por 1& y 1, respectivamente. Ademas, el operador T~
actla igual que lo hacia en (1.1.4), ordena los espinores cronolégicamente, pero, con una ligera diferencia: no
solamente los ordena sino que, ademas, introduce un signo '-' con cada trasposicién debido a las propiedades
de anticonmutacién de las variables de Grassmann. Por ejemplo, si consideramos dos espinores 1 y 19

tendremos que, debido a (2.179), se cumplird [4]

{¥(21), ¥(22)} = 0= P(z1)d(22) + Y(22)d(21) = 0 = Y(@1)d(22) = —P(22)1)(21)

Vemos explicitamente que, debido al anticonmutador, no podemos intercambiarlos sin mas (como hariamos

si fuesen campos escalares), y tenemos que acordarnos de afiadir un signo '-"

Podemos obtener las funciones de Green a partir de las derivadas funcionales con respecto a las fuentes,
que, en este caso, son tanto o como &, explotando una vez mas la analogia con uno de los resultados, (2.7),

obtenidos para la teoria escalar, de forma que, para este caso particular: [4]

sCMIWIo, 5]
00 (x1) ... 60 (xp)00(y1) ... 60 (yn)

izng@")(xl,...,xn;yl,...,yn) = (2.184)

Asi, el funcional W o, o] generara las funciones de Green para un fermién libre de masa m y spin 1/2. Cabe
destacar, que, en esta ocasién (a diferencia de lo que sucedia en (2.7), donde las funciones de Green eran
simétricas en las variables z;), las funciones de Green que se calculan a partir de (2.184) son antisimétricas

tanto en x; como en y;. El motivo por el cual ocurre esto aparece resumido a continuacion.

= : B ) B B 4 .
Como o y & son variables de Grassmann, tanto 5@ Y 5@ OMO 5oy Y 5 también lo seran.

Por tanto, teniendo en cuenta lo que vimos en (2.180), se cumplird que:

52 52 52 52
do(zi)da(;)  bo(xj)do(z)  So(yi)doly)  o(y;)o(ys)
Es decir, las derivadas funcionales con respecto de las fuentes, que aparecen en (2.184), anticonmutan.

Realmente, el hecho de que la funcién de Green sea antisimétrica tiene sentido, puesto que estamos trabajando

15 De hecho, en el caso de los campos escalares,

con fermiones, asi que era algo que podiamos esperar
sucedia al revés, y las funciones de Green eran simétricas, puesto que las particulas con las que estdbamos

trabajando tenfan espin cero, es decir, eran bosones.

Una de las ventajas de trabajar con la teoria libre es que, al igual que sucedia en la Seccién (2.1.2), es
posible evaluar explicitamente las integrales de camino que aparecen en el funcional generador. Para ello,

utilizaremos el lagrangiano que nos daba la ecuacién de Dirac al hacer Euler-Lagrange: [4]

L = (a) ("9 — m)ip(x) (2.185)

®De nuevo, esto guarda relacién con el teorema de espin-estadistica.
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Sustituyendo la ecuacién en el funcional generador (2.182) que hemos escrito antes se llega a: [4]
Wi, = A" [Dinvexp (i [ [ 56)BG pote) +i [[H@)o(o) +a@wia)])  (2186)

donde hemos definido que B(z',z) = (—iy"0}; — m)éi(z' —x), y 0;; significa que la derivada afecta a las

coordenadas x, no a las 2/. Usando (A.20) para hacer las integrales de camino en 1) y v se tiene que: [4]

Wio, 5] = exp <—i / it / d4x0(30’)5’p(x'—x)a(fc)> (2.187)

donde Sr(z' — z) es el propagador del campo de Dirac, y se escribe como Sp(z' — z) = iB~1(2/,x).
Podemos obtener la forma explicita de B(xz, ') a partir de la propia definicién que hemos escrito, utilizando
la representacidn integral de la delta de Dirac y haciendo las derivadas correspondientes. Teniendo en cuenta,
ademas, que p = y"p,, (Feynman slash notation), queda: [4]

4

B2, z) = / (ir];‘* e*ip(xlfz)(p —m) (2.188)

La transformada inversa, B~!(2’,x), que sera el propagador, se obtiene como en el caso del propagador de

los campos escalares, usando el hecho de que ella y B(2/, z) satisfacen la identidad:

/B(Sﬂl,y)B_l(y,xz) = (21 — x2) (2.189)
Yy
Asi, obtenemos que:
d4p o p+m
—1 _ —ip(z’—x
B (gj’7x) _/ (27_‘_)46 P( )m (2190)

Cabe destacar que para realizar el célculo hemos utilizado que p,p* = p* = pop? — pip" y que p* = p?Iy.

Por tanto, el propagador del campo de Dirac, Sp(z’ — ) se define como sigue: [4]

d'p i p+m
Iy = | 2 —ipa’—x); £
Sp(z' —x) / (27T)4e i - (2.191)

La ecuacién (2.191) no es més que la transformada de Fourier (Apéndice A.3) de la funcién Sp(z’ — x), asf

que la cantidad que va pegada a la exponencial representara el propagador en el espacio de momentos:

- ) +m ?
Sr(p) =i 2}” 5 = ‘
pc—me+iwEe  p—m+tie

(2.192)

De nuevo, al igual que en el caso escalar, para resolver la ambigiiedad del polo que aparece en p? = m?, es

necesario introducir el factor ic que asegurara la convergencia de la integral [4].

2.4.3 Teorias renormalizables con espinores y escalares

En la Seccién 2.3 introducimos algunos de los aspectos méas relevantes de la renormalizacién, y estudiamos
bajo qué condiciones una QFT construida utilizando campos escalares podia ser renormalizable, y llegamos a

la conclusién de que para que esto ocurriese podiamos tener, como mucho, cuatro potencias de ¢, es decir,
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cuatro bosones interaccionando (esto tiene que ver con que vimos que las dnicas funciones 1Pl con un grado
superficial de divergencia mayor que 0 eran r® r@.y f(4)). Podemos preguntarnos, ahora que ya hemos
estudiado una teoria sencilla con espinores libres, qué ocurriria si permitiésemos que estos dltimos también
pudiesen interaccionar. Vamos a considerar una teoria cuantica de campos en la que tengamos tanto bosones
(¢) como espinores (¢), de tal manera que, de forma general, podamos pensar que cada vértice involucra un
nimero arbitrario de propagadores que representan bosones, N, y fermiones, Nr. Ademas, denotamos por
Ip e Ir a las lineas internas de los bosones y de los fermiones, respectivamente, y escribimos el nimero de

loops como L. De esta forma, el grado superficial D de divergencia sera: [4] [3]
D =4L —2I5 — Ir (2.193)

Al igual que hicimos en la Seccién 2.3.2, lo mas conveniente para nuestros propdsitos es expresarlo tinicamente
en funcién del nimero de lineas externas (Ep para los bosones y EF para los fermiones) y del nimero
de vértices, V(Np, Nr). Es evidente que el nimero total de lineas internas, I, y el de lineas externas, E,

cumplirdn que: [4]

I=Ip+1Ifr (2.194) E=FEp+ Er (2.195)

El ndmero total de vértices no es més que la suma de cada uno de ellos, es decir, V = 3"y, . V(Np, NF).

Ademas, también se satisfacen las siguientes relaciones: [4]

Ep+2Ip= »_ V(Np, Np)Ng  (2.196) Ep+2Ip= > V(Ng,Np)Np  (2.197)
NB,NF NB7NF

Y, al igual que en la Seccién 2.3.2, tenemos que:

L=I-V+1 (2.198)

Podemos reescribir la definicién del grado superficial de divergencia sustituyendo las expresiones para L, V e
I, que acabamos de obtener y, posteriormente, usando (2.196) y (2.197) para relacionar las lineas internas

con las externas a través del nimero de vértices. Haciendo esto, llegamos a [4] [3]

3 3

Np,Nf

Si perseguimos que nuestra teoria sea renormalizable, tenemos que evitar que el grado superficial de divergencia

D crezca con el nimero de vértices. Teniendo esto en cuenta, es necesario imponer la siguiente condicién:

3
§NF+NB—4§O

Existen varias soluciones posibles para esta inecuacion: [4]

1. Np =0,Np <4 — Ahora mismo no nos interesa, ya que solamente permite la existencia de bosones

y no de fermiones, asi que se corresponderia con las situaciones que ya tratamos en el caso escalar.

2. Np =1, Np = 2 — Aunque tiene un fermién, tampoco es aceptable, ya que generaria un vértice

donde no se conservarian ni la carga ni el momento angular.
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3. Nrp =2, Np =0 — Aqui no hay bosones, y queremos construir una teoria que también los tenga, asi

que la descartamos también.

4. |Np =1, Np = 2| — Si elegimos esta, apareceran vértices que involucraran dos fermiones (por lo que

no habréa violaciones de ninguna simetria) y un bosén, asi que tendremos tanto campos escalares como

espinoriales, que era justo lo que perseguiamos en un principio.

Por tanto, hemos llegado a la conclusién de que las Unicas interacciones que hacen que la teoria sea

renormalizable son aquellas de la forma ~ 11, que se conocen como interacciones de Yukawa [4].

2.4.4 Reglas de Feynman para las interacciones de tipo Yukawa

Procediendo de forma similar a como lo hicimos en el caso de los campos escalares, donde primero consideramos
la teorfa libre y posteriormente afiadimos una interaccién del tipo ~ ¢*, en este caso, tras haber estudiado la
teoria que Gnicamente involucraba espinores libres, pasaremos a preguntarnos qué pasa cuando introducimos
un vértice de tipo Yukawa, ~ 11, y derivaremos las reglas de Feynman correspondientes. Como la QFT
que estamos construyendo tiene tanto campos escalares como campos espinoriales, necesitamos escribir un

funcional generador que combine ambas cosas, asi que tendremos:

WIJ,0,5] « /D@D&Dd} exp {z /(,C + Jp + o + 5v) (2.200)

Como siempre, la constante de normalizacién se fija de forma que W|[J, 0, 5] valga uno cuando las fuentes
sean nulas. El lagrangiano que aparece en la expresidn anterior describe, por tanto, una teoria que involucra
tanto como bosones ¢ de masa M y espin 0 como fermiones ¢ de masa m y espin 1/2 que se acoplan a

través de una interaccion de Yukawa, asi que su forma sera: [6]

L= L(0u0)(0%0) — 5 MG+ 50 — ) + gl (2201)

Ademas, recordando las expresiones (2.32) y (2.187) que obtuvimos para las teorias sin interacciones y que

estaban escritas en términos de los propagadores correspondientes, tendremos que el funcional libre Wy sera:

WolJ,0,5] = exp <—; /x J@)De(r - y)J(y)) X exp <—¢ /x &(2)Sp(z — y)a(y)> (2.202)

Y

Podemos dividir el lagrangiano £ en su parte libre, Ly, y en una parte que codifique las interacciones, L, lo

cual nos permitira descomponer la exponencial como sigue: [4]

et [ (L+Totdotay) _ et I, 51(9071/171/;)61'fr(£0+J¢+5¢+1ﬁ0) (2.203)

De forma similar a lo que hicimos en la Seccién 2.2.1, es posible llegar a una relacién entre las derivadas

funcionales con respecto de las fuentes (o y &) y los campos spinoriales ¢ y 1): [4]

506@) expi/m(ﬁo + Jo + Yo + oY) = —i(y) exp/(ﬁo + J + o + ay) (2.204)

T

5 " _
55 (y) expi/x([,o +Jo + o +aoy) =Y(y) exp/x(ﬁo + Jp + Yo+ av)) (2.205)
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Utilizando tanto (2.53), (2.204) y (2.205) y sustituyendo en las exponenciales, el funcional generador queda:'®

_ . 0 6 .6 _
WIJ,0,5] = exp |:Z/x£[ (—zw, —150,@50>] Wold, o, 0] (2.206)

Para obtener las funciones de Green correspondientes podriamos proceder de manera anéloga a como lo
hicimos en la Seccién 2.2.1: hariamos la expansion de la exponencial que lleva dentro el £ en la expresion
anterior, quedandonos a primer orden. Para ello tendriamos que saber cdmo actian las derivadas funcionales
de las funciones sobre el funcional generador. En el Capitulo 3, cuando estemos tratando con las dos teorias
gauge que vamos a estudiar (la electrodindmica cuéntica y la cromodindmica cuéntica), también calcularemos
los vértices de las interacciones, al igual que hicimos en el caso de la teorfa escalar Ap* (y al igual que vamos
a hacer ahora). Para ello, se llevara la parte del lagrangiano que codifica las distintas interacciones, £, al
espacio de momentos, y se leerdn las reglas de Feynman correspondientes a partir del resultado. Volviendo
al caso que nos ocupa, podemos, en lugar de escribir explicitamente las funciones de Green (como hicimos
en la Seccidn 2.2), cuyo célculo seria mas laborioso, seguir el procedimiento que acabamos de describir

considerando una interaccién de Yukawa:

/d4xﬁlz/d4xgiz'yz/)g0 (2.207)

Las transformadas de Fourier de los campos involucrados serén:

via) = [0 @)= [ e = [

Por tanto, (2.207) adopta la siguiente forma en el espacio de momentos:

ig/m/p/q/re"'(p+’"_q”¢(~p)'ﬂz(q)s0(~r) = —ig’y/p/q/f(err — )d(p)(a)e(r) (2.208)

De la ecuacién anterior podemos leer que el vértice de la interaccidn es —ig~y, mientras que la delta de Dirac
que aparece, d(p + 7 — ¢q), no es mas que la imposiciéon de que el momento se tiene que conservar. Juntando
todo lo que hemos aprendido, podemos escribir las siguientes reglas de Feynman que tendremos que tener

presentes siempre que trabajemos con campos espinoriales: [1] [4]

1. Con cada fermién que se propague con un momento p podemos asociar un propagador del tipo (citarlo),

cuyo signo modificard la direccién de la flecha que dibujemos en el diagrama correspondiente.

p+m
» vt 2,
) pe —m* 4 1e
—

2. Por cada vértice en el que tengamos una interaccién de tipo Yukawa (es decir, converjan dos fermiones

y un bosén) podemos asociar un factor —ig.

1B3sicamente hacemos los cambios 6/6J — iy, §/5c — —ith y 6/66 — i1
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|
|
: p3 .
| —1g7

/pl/\m\

3. Existe otra regla adicional (que no derivaremos aqui debido a la longitud de su calculo), que nos dice

que por cada bucle que lleve a un fermién, tenemos que afiadir un factor de —1.

2.4.5 Amplitudes de dispersion con fermiones

Para terminar con el estudio de los campos espinoriales, lo Gltimo que nos queda por ver es cdmo se lleva a
cabo el célculo de las amplitudes de los procesos de dispersion en los que participan. En principio, la forma
de proceder es anéloga a la del caso escalar (Seccién 2.2.3), asi que si queremos obtener la amplitud asociada
a algln diagrama concreto también serd necesario amputar sus patas externas, igual que hicimos entonces.
No obstante, en esta ocasidén tenemos que hacer otra consideracién adicional. Volviendo a la expresidon que
habiamos derivado para los elementos de la matriz S;;, (2.123), recordamos que la forma de obtener las
amplitudes de dispersién era a través de las derivadas funcionales con respecto de los coeficientes a(k) y a*
que aparecian en la solucién general de la ecuacién de Klein-Gordon, (1.51). Si quisiéramos extender esa
expresion al caso que nos ocupa, donde nuestros campos son fermiones, en el calculo de esos elementos de
matriz tendriamos que utilizar la solucién general de la ecuacién de Dirac, (1.56), asi que en las derivadas
funcionales intervendrian los coeficientes a(k, s),a*(k, s),b(k,s) y b*(k, s). Fijandonos en ella, vemos que,
cuando llevdsemos a cabo estas diferenciaciones, aparecerian los factores espinoriales u(k, s), u(k, s),v(k, s)
y v(k, s), que sobreviven al derivar. Como consecuencia de esto, cuando tengamos un diagrama de Feynman
que represente algin proceso cuya amplitud de dispersién queramos calcular, y que contenga tanto fermiones

como bosones, hemos de tener en cuenta las siguientes consideraciones adicionales: [8]

= Si el fermién esta entrando en el proceso de dispersién, su propagador sera (2.192), y se le asocia el

vector columna u(k, s) por la derecha.

= Si el fermidn est4 saliendo del proceso de dispersion, se le asocia el vector fila u(k, s) por la izquierda.



Teorias Cuanticas de Campos con simetria gauge

a descripcién de las interacciones fundamentales de la naturaleza que constituyen el Modelo Estandar
I_ se lleva a cabo a través de Teorias Cuanticas de Campos que poseen simetria gauge. Tras realizar
una pequefio resumen sobre grupos y algebras de Lie, utilizaremos los fundamentos generales de las QF T
que hemos aprendido en el Capitulo 2 para introducirnos en el estudio de dos de las teorias que se pueden
construir a partir de la imposicién de esta simetria: la electrodindmica cuantica, QED, que describe la

interacciéon electromagnética, y la cromodindamica cuantica, QCD, que describe la interaccién fuerte.

3.1 Grupos y algebras de Lie: una pequeiia introduccién

En fisica, la bisqueda de las transformaciones que dejan invariantes las leyes fundamentales de la naturaleza
(simetrias) es una tarea de gran importancia e interés, ya que, entre otras cosas, facilita la descripcion del
sistema que queramos estudiar. Supongamos que tenemos un conjunto de NN transformaciones 11,15, ..., Tn
que dejan invariante una determinada ley. Podemos, por ejemplo, realizar en primer lugar la transformacion
T5, y, justamente a continuacién, la transformacién 77, de tal forma que podemos escribir la transformacién
total como T - T5. Debido a que tanto 75 como 77 dejaban nuestra ley fisica invariante, 77 - 75 también
lo hara. En general, las transformaciones que se emplean pueden ser discretas (como las que acabamos de
ver) o continuas, es decir, dependientes de un pardmetro (6) concreto, T'(9) [8]. El ejemplo que hemos
considerado parece indicarnos que el conjunto de transformaciones {7;} que hemos definido tiene estructura
de grupo; de hecho, todas las simetrias con las que vamos a trabajar un poco mas adelante perteneceran a uno,

asi que parece conveniente dedicar un poco de tiempo a introducir algunos conceptos fundamentales sobre ellos.

Un grupo (G) es un conjunto de elementos {g,} que poseen una ley de composicién interna (que denotaremos,

en general, por - ) que satisface las siguientes propiedades: [8]

1. Regla de clausura: dados dos elementos del grupo, g1 y go, la operacién g; - g2, genera otro elemento,

g3, que también caerd dentro del grupo, es decir, que g3 € G.
2. Es asociativa, es decir, cumple que (g1 - g2) - g3 = g1 - (92 - 93)

3. Posee una identidad o elemento neutro, denotada como ¢, que se define de forma que e- g, = g, - € =
ga- En términos de las transformaciones {7;} de antes, podemos entender la identidad como una

transformacién fisica que equivale a 'no hacer nada’ [8].

4. Asigna un elemento inverso g, ! a cada uno de los elementos g, del grupo, es decir, se cumple que

Ga- 9. =e=g;' g, = 1. Relacionandolo nuevamente con las {T};} de antes, lo que esto nos dice,

61
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basicamente, es que siempre podemos 'deshacer’ la transformacién fisica que hayamos hecho [8].

La cantidad de grupos diferentes que se pueden construir siguiendo las reglas anteriores es inmensa, pero,
en nuestro caso particular, los que nos van a interesar son un tipo concreto que desempeiian un papel muy
importante en fisica, y que se conocen como grupos de Lie [2]. Su importancia radica, principalmente, en
que los lagrangianos de las teorias que describen las interacciones fundamentales que vamos a estudiar son

invariantes bajo ciertas transformaciones que resultaran ser elementos de este tipo de grupos.

Esencialmente, un grupo de Lie es aquel cuyos elementos {g,} dependen de un conjunto de pardmetros
reales, 0%, de forma continua y diferenciable, g(6%). Ademas, cumplen que, si evaluamos dichos elementos
en 0% = 0, obtenemos el elemento neutro, es decir, g(0,...,0) = e [2] [8]. A continuacién, vamos a definir

algunos conceptos relacionados con ellos que cobraradn importancia en las secciones venideras:

= La representaciéon R del grupo es una operaciéon que asigna un operador Dgr(g) a cada uno de los

elementos del grupo de tal forma que se satisface que: [2]

1. Dr(e) = 1, donde 1 es el operador identidad. Lo que nos dice esta ecuacién es que la

representacién R estd asociando al elemento neutro, e, el operador identidad.

2. Dr(91)Dr(92) = Dr(g192), por tanto, esta aplicacidn preserva la estructura del grupo.

Los operadores Dy actlian sobre un espacio que se conoce como 'la base’ de la representacion. Existen
muchos tipos diferentes de representaciones, pero las mas habituales (y las que vamos a utilizar) son las
que tienen forma de matrices. En ese caso, 'la base' es un espacio vectorial, cuya dimensién n coincide
con la dimensién de la propia representacién, y los elementos del grupo no son mas que matrices
de tamafio n x n, de forma que se tiene que (DR(g));'-. Normalmente, al cambiar de representacién
también se modifican la forma y las dimensiones de Dg(g); existe, sin embargo, una propiedad de este

tipo de grupos, conocida como su élgebra, (A), que si es independiente de la representacion. [2]

» A cada grupo (de Lie) le corresponde un algebra (de Lie), que estd construida en torno al elemento
neutro e del propio grupo. Los vectores de la base del espacio definido por el dlgebra se denominan
generadores de la representacién 2, y se denotan por 1. Cada elemento X del algebra se puede
escribir como una combinacién lineal de elementos de la base, es decir, de generadores, de forma que

X = > 0°Tf. Los elementos del grupo G y de su algebra A correspondiente se relacionan como: [2]

Dr(g(0)) = ek (3.1)

La dimensién de la representacién, por tanto, vendrd dada por el niimero de generadores ¢, que

tengamos. El algebra de Lie estd completamente definida por: [2] [4]

[Taa Tb] - 7f-fabcjﬂc (32)

Donde, aunque los generadores dependan, en general, de la representacién utilizada, el factor fu;. que
aparece es independiente de dicha representacién. Las constantes f;. reciben el nombre de constantes
de estructura. Cabe destacar que, si un grupo de Lie es abeliano, es decir, si todos sus elementos

conmutan entre si, estas constantes de estructura se desvanecen. [2]
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» Existe un tipo particular de operadores, los operadores de Casimir, C, que se construyen a partir de los
generadores, T}, y tienen la propiedad de que conmutan con todos ellos, por lo que resultan de gran

utilidad en el estudio de las diferentes representaciones. [2]

3.2 La electrodinamica cuantica: una teoria gauge abeliana

La Teoria Cuantica de Campos que describe la interaccién electromagnética se conoce como Electrodinamica
Cuéntica o QED (del inglés, Quantum Electrodynamics). Para construir el lagrangiano de la teoria, LQED,
necesitaremos considerar tres contribuciones diferentes. Por un lado, tenemos que incluir un término que
modelice el comportamiento de las particulas que sufren la interaccion electromagnética. El lagrangiano
de Dirac, Lpirac, que utilizamos en la Seccién 1.2.3 y que utilizaba campos spinoriales para describir la
dindmica de las particulas de espin 1/2, es decir, de los fermiones, parece una buena opcién, puesto que
estos dltimos son capaces de interaccionar electromagnéticamente. Por otra parte, es necesario incluir el
lagrangiano del propio campo electromagnético, Lg,s. Por Gltimo, para permitir que los espinores ¢ y los
campos vectoriales A, puedan acoplarse, introducimos un término de interaccién, L;,;. Asi, el lagrangiano

total de la electrodindmica cuéantica puede escribirse como: [3]

. 1 o
LoeD = Lpirac + LEnm + L1 = Y(iv"0, — m)Y — ZFWF“ — gy A, (3.3)

El término de interaccion representa la corriente electromagnética de una particula con espin 1/2, donde
la variable ¢ no es mas que la carga de un fermién arbitrario [4]. En caso de que quisiéramos trabajar con
varios tipos de fermiones diferentes al mismo tiempo, podriamos generalizar (3.3) sumando tanto un nuevo
L pirac cOMo un nuevo L; por cada una de las especies adicionales, escribiendo para cada una de ellas el

valor de la carga que les corresponda [3]. La relacién que existe entre A, y F),, viene dada porl:

Fu =0,A, — 0,4, (3.4)
Es posible escribir el lagrangiano de la electrodindmica cuéntica de forma un poco mas abreviada: [3]

, 1
Loep = Y(ivy' D, —m)p — ZFWFW (3.5)
En la expresion anterior, D, se denomina derivada covariante, y esta definida como sigue: [3]

D, = 0, +iqA,(z) (3.6)

Ademas, el lagrangiano (3.3) es invariante bajo las siguientes transformaciones de los campos:

(z) = @p(a) A= A, = ~00(a) (3.7)

Las transformaciones anteriores se conocen como transformaciones gauge, y, en este caso, actian sobre los
campos spinoriales cambiando localmente su fase. Aunque de momento esto parece una simple curiosidad, lo
cierto es que, en realidad, este tipo de simetria tiene un significado muy fundamental, que motiva, entre

otras cosas, la aparicién de la derivada covariante D), y del vector A, tal y como veremos mas adelante.

LEl campo A, representa el potencial vector del campo electromagnético, mientras que F),, es el tensor de dicho campo.
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3.2.1 Derivacion del lagrangiano de QED

Es posible derivar el lagrangiano de la electrodindmica cuantica 'desde cero’, simplemente exigiendo que
L pirac Sea invariante bajo transformaciones del tipo (3.7). Es decir, primero imponemos que el hecho de que
se satisfaga la simetria gauge es algo fundamental, y después construimos nuestra teoria a partir de esta
asuncién?. Por el momento, vamos a olvidarnos, ademas, de la existencia de Au y de D,,. Puede verse que

el lagrangiano de Dirac es invariante bajo transformaciones de fase de la forma: [4] [3]

Y(x) = () (3.8)

Las transformaciones de este tipo se denominan globales, ya que el pardmetro que aparece en ellas (en este
caso, el angulo «), no depende de z, y es el mismo para todos los puntos del espacio. Podemos intentar
considerar una simetria un poco mas general si hacemos que el pardmetro si tenga dependencia espacial,
es decir, que a(z). Escribir esto equivale a decir que cada punto del espacio se transforma con una fase

diferente (local) que es independiente de las demas, es decir: [4]

Y(z) = & Dy(a) (3.9)

Desafortunadamente, el lagrangiano de Dirac no es invariante bajo las transformaciones locales que acabamos

de escribir. Transformando los spinores que aparecen en Lp;rqc de acuerdo con (3.9) se ve que: [4]

L — P(iv"0, — m)y + oy pdua(x) = L1 + qpy* o a(z) (3.10)

El término adicional q&y”@b@ua(x) que ha aparecido al llevar a cabo la transformacién rompe la invariancia
gauge que queriamos conseguir, asi que necesitamos deshacernos de él (esto podria hacerse, por ejemplo,
afiadiendo otro término adicional al lagrangiano). Podemos solucionar esto si redefinimos la derivada habitual
que conocemos, J,, y la cambiamos por una nueva derivada denotada por D,, (la derivada covariante que

habiamos mencionado antes), que tiene la siguiente forma: [4]

Dy = (0, +iqAu)y (3.11)

Vemos que, para definirla, hemos introducido un nuevo campo vectorial, A,. Si queremos que la derivada
covariante se transforme de la misma forma que los spinores bajo las transformaciones locales de la forma

(3.9) tenemos que pedir que este nuevo campo se modifique como sigue: [6]

A, — Ay — (110“0((1‘) (3.12)

Al hacerlo, la derivada covariante se transforma como necesitdbamos:

Dyap — @D, (3.13)

Puede verse facilmente que, considerando las transformaciones (3.12) y (3.13) el lagrangiano de Dirac
es invariante bajo (3.9). Hemos conseguido, por tanto, que se satisfaga la simetria gauge, tal y como
querfamos, aunque el precio que hemos tenido que pagar ha sido la aparicién del campo A,,. Para completar

la descripcidn de la interaccidon electromagnética necesitamos incluir un término adicional que también sea

2Realmente, este procedimiento se acerca bastante a la forma en la que se realmente se construyen las teorfas. Una de las
maneras de hacerlo es ver primero qué simetrias queremos que satisfaga la teoria en cuestion, ya sea porque se hayan observado
experimentalmente o por otros motivos, y, a partir de ahi, imponerlas y ver a dénde se puede llegar.
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invariante bajo transformaciones gauge, y que esté expresado en funcién de los nuevos A,,. Es evidente que
(3.4) es invariante gauge, asi que podemos afiadir al lagrangiano una contribucién oc F},, F'*” de forma que:
- 1

ACQED = 1/1(1’7“1)# — m)?/) — ZFNVFMV (3.14)
Haciendo explicitamente la derivada covariante de acuerdo con (3.11), vemos que el lagrangiano que aca-
bamos de escribir toma la forma que tenia el lagrangiano de QED que introdujimos al principio de toda
esta discusion. El hecho de que hayamos conseguido llegar hasta él partiendo simplemente de la imposicién
de que los spinores 1) del lagrangiano de Dirac satisficiesen (3.9) deberia empezar a darnos una idea de
lo fundamental que es la simetria gauge. Ademas, tal y como adelantamos anteriormente, la existencia
del campo A, es una mera consecuencia de dicha simetria y, por este motivo, A, recibe habitualmente el
nombre de campo gauge. Otra observacion interesante que podemos hacer a partir del lagrangiano (3.14) es
que las particulas descritas por el campo A, no tienen masa>; de hecho, si quisiéramos afiadir un término
del tipo ~ A, A" la invariancia gauge se romperia, asi que todo parece indicar que el lagrangiano de la
electrodinamica cuantica que hemos obtenido es el nico lagrangiano invariante bajo transformaciones de fase
locales en 1) que se puede construir a partir de la imposicién de la invariancia gauge en el lagrangiano de Dirac,
por lo que el hecho de que el campo vectorial no sea masivo parece ser una condicién necesaria para cons-

truir un lagrangiano en el que se produzca el acoplamiento entre dicho campo y un campo espinorial [3] [6] [4].

Por dltimo, cabe destacar que las transformaciones que hemos escrito en (3.9) forman parte de un grupo

muy sencillo, conocido como U(1), cuyos elementos, U(z), son de la forma [2]:

U(z) = @), con 0<oa(z)<2rm (3.15)

El grupo es continuo, y, de acuerdo con (3.15), sus elementos representan la parametrizaciéon de una
circunferencia compleja de médulo unidad. Ademas, podemos comprobar facilmente que es un grupo de Lie,
ya que si evaluamos U(0) obtenemos la identidad, asi que satisface la definicién que vimos en la Seccién
3.1 y seguird un algebra del tipo (3.2). Asimismo, como los diferentes U(x) conmutan entre si, el grupo
es abeliano, lo que significa que, de acuerdo con lo que aprendimos en la Seccién 3.1, sus constantes de
estructura f,;. se desvaneceran, y sus generadores T’ seran iguales a uno, tal y como ya podiamos leer de la

transformacién (3.9).

3.3 La cromodinamica cuantica: una teoria gauge no abeliana

3.3.1 Teorias de Yang-Mills

Nuestro siguiente objetivo consistird en generalizar las transformaciones del tipo (3.9) que hemos estudiado
en la Seccién 3.2.1 con el fin convertirlas en los elementos de un grupo que, a diferencia de U(1), no sea
abeliano. Para conseguirlo, vamos a comenzar considerando un niimero arbitrario de fermiones descritos por
un conjunto de N campos de Dirac, ¥; (con i =1, ..., N) que se transforman bajo una cierta representacién,
R, del grupo gauge. Podemos escribir esto de forma mas sencilla si agrupamos los spinores que tenemos en

un vector columna, que denotaremos simplemente por v, sin utilizar ningdn indice: [2] [6]

3Para que la tuviese, tendria que aparecer un término de la forma A, A*.
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Y1
Y= %2 (3.16)

(N

Asi, la generalizacién de la transformacién (3.9) puede escribirse como:

Y(x) — e 9% @) TRy (1) (3.17)

En ella, aq(x) son los parametros habituales de la transformacién, mientras que T seran los generadores
del grupo en la representacién R que estamos considerando, y tomaran la forma de matrices de tamafiio
N x N para poder actuar adecuadamente sobre el vector columna, ya que este tenia N componentes [4] [2].
Concretamente, puesto que en este caso la dimensién de dichas matrices es igual que la de la representacién
(a la que nos referiremos como dim(R)), el nimero de componentes de nuestro vector columna también
tiene que serlo [6], asi que, realmente, el indice i que recorre el conjunto de campos de Dirac que tenemos
va desde 1 hasta dim(R). Cabe destacar que, por el momento, la constante g que ha aparecido en la
transformacién no es mas que el fruto de una redefinicién del parametro a(x), aunque mas adelante veremos
que desempefiard el papel de una constante de acoplamiento [4]. Ademas, puesto que entendemos que hay

una suma implicita sobre a en (3.18), de ahora en adelante denotaremos la transformacién como: [4]

Y(x) — e 9@ Ty (g), con  «ax) T =a.(x)Th (3.18)
Podemos escribir de nuevo el lagrangiano de Dirac, recordando que ahora los 1 vendran dados por (3.16):

EDiTac = 7/1(2'7”% - m)w (319)
Dicho lagrangiano no es invariante bajo las transformaciones locales (3.18), puesto que, si consideramos la
transformacién en su versién infinitesimal (donde, esta vez, aparecerd la matriz identidad, I), veremos que la

derivada, d,, no se transforma de la forma que necesitamos (como los v): [4]

v— I —iga-TyY}y = 00— I—iga-T)0"—ig(T-0a) (3.20)

Para poder eliminar el término adicional que aparece en (3.20) necesitamos introducir un conjunto de campos
gauge del tipo A, (como los que vimos en la Seccién 3.2.1); concretamente, uno por cada generador 7' del
grupo, por lo que los etiquetaremos de la misma manera, utilizando el indice a, asi que los denotaremos

como Af,. Podemos construir un campo matricial de la forma: [2]

Au(z) = Aj(2)T* = A, - T (3.21)

Cabe destacar que, a diferencia de los generadores T y de la matriz A,, que acabamos de definir, los campos
gauge A7, no dependen de la representacion utilizada [2]. Por analogia con el procedimiento que seguimos en
el caso abeliano, parece légico pensar que, para solucionar este problema, necesitaremos escribir también una

nueva derivada covariante, similar a (3.11), pero un poco mas general, de la forma: [4]

DFap = (0" + igA, - T (3.22)

Queremos que esta derivada covariante se transforme del mismo modo que nuestro conjunto de espinores:
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D) — (I —igo - T) DMy (3.23)

Con el fin de conseguir que el término adicional de (3.20) desaparezca, tenemos que definir la transformacién
de los campos gauge de forma mas general, introduciendo las constantes f,;., en las que de momento

pensaremos como una simple herramienta que puede contribuir a eliminar el sumando que nos molesta: [4]

A — AR+ 0% + g fapcan AL (3.24)

Puede comprobarse que, para que la derivada covariante se transforme como queremos, necesitamos: [4]

{(X . T, AP T] = ifabcabA‘;Ta (325)

La ecuacién anterior implica directamente la siguiente relacién: [4]

[TlH TC] = ifzzbcTa = ifbcaTa (326)

Por tanto, podemos confirmar que, tal y como podiamos sospechar desde un principio debido a todo lo que
aprendimos en la Seccién 3.2.1), las matrices T son los generadores de un algebra de Lie, mientras que las
constantes f,5. no son mas que las constantes de estructura de dicho algebra [4]. Puesto que normalmente
las matrices no conmutan, el grupo es no abeliano, y, por tanto, a diferencia de lo que sucedia en la Seccién
3.2.1), los generadores son no triviales (distintos de la unidad), y por eso no se desvanecen las constantes
de estructura. Concretamente, el grupo con el que vamos a trabajar es SU(N), donde, por definicién, el
nimero de generadores viene dado por N? — 1 [2]. Si ahora reemplazamos la derivada usual, Oy, por la

derivada covariante D,, que hemos escrito antes, (3.22), el lagrangiano de Dirac toma la forma:

Lpirac = V(i —m)y (3.27)
Este lagrangiano si es invariante bajo transformaciones gauge locales del tipo (3.18), y, si escribimos
explicitamente |la expresién de la derivada covariante, veremos que tiene tanto un término cinético para los
fermiones como un término que codifica la interaccién entre ellos y los campos gauge, Aj,. Para 'completarlo’,
necesitamos introducir un término cinético para los estos ultimos que también sea invariante bajo las mismas

transformaciones [2]. Utilizando la derivada covariante podemos definir la siguiente cantidad: [4]

FH = FWT, = —ig~'[D*, DY (3.28)
Sabemos que la expresién anterior serd invariante gauge puesto que D, lo es. Usando la definicién de la
derivada covariante, (3.22), puede verse que: [4]
Fr = olA” — 9V AF +ig[AF, AY] (3.29)
Esta ecuacidn es como la versién no abeliana de (3.4). Si multiplicamos a ambos lados por 7%, operamos un
poco, y utilizamos la relacién entre los generadores, (3.26), llegamos a: [4]
FIY = 01 AY — OV Al — g fapc Al AL (3.30)

Cabe destacar que F/” es independiente de la representacién R, ya que tanto el campo gauge A* como las
constantes de estructura fup. lo son [4] [2]. Como (3.30) es invariante bajo el tipo de transformaciones que

estamos considerando, podemos usarlo para codificar la parte cinética de los A¥, concretamente: [4] [2]
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1
Lym = =5 Tr(Euw ") (3.31)

En contraste con el que aparecia en el lagrangiano de QED, (3.14), en esta ocasion el producto de F),, F*”
presenta términos cibicos, e incluso curticos, en A, asi que es bastante méas complicado que antes [3]. Esta
clase de teorias gauge no abelianas reciben el nombre de teorias de Yang-Mills, y el ejemplo que acabamos
de ver es el del lagrangiano mas sencillo que se puede escribir para teorias de este tipo. En la representacion

fundamental del grupo se cumple que: [4]

1
Tr(TETS) = i(sab (3.32)
Esto nos permite escribir:
1 a uv
Ly = _iFqua (3.33)

Para construir una teoria de Yang-Mills que contenga fermiones interaccionando con campos gauge simple-

mente tenemos que sumar los dos lagrangianos que hemos obtenido, (3.27) y (3.27): [4] [2]

L =i —m)p — ingng (3.34)

El lagrangiano final se parece bastante al de QED, al menos en la forma, pero representa una teoria no
abeliana que describe la interacciéon de un fermién 1) de masa m en una cierta representacién R de un algebra
de Lie, donde dicha interaccién estd mediada por el campo gauge, A*, [6]. Al igual que en el caso abeliano,
no es posible construir un lagrangiano invariante bajo este tipo de transformaciones que contenga un término
de masa, asi que los bosones de estas teorias careceran de ella [4]. En las secciones venideras veremos que

para formular la QCD se utiliza un lagrangiano de este tipo.

3.3.2 (@CD: una teoria de sabores y colores

La cromodindmica cuéntica, también conocida como QCD (del inglés, quantum chromodynamics), es la
Teoria Cuantica de Campos que describe la interaccién fuerte. Concretamente, es una teoria de Yang-Mills,
cuyo lagrangiano tiene la forma que acabamos de ver, (3.34) [2] [3]. En este caso, los fermiones que
representan los spinores 1) son los quarks, y, del mismo modo que la QED estaba relacionada con el grupo
U(1), la cromodinamica cuéntica se construye sobre el grupo SU(3) (no abeliano), que tiene 32 — 1 = 8
generadores, que reciben el nombre de gluones [6] [2] [3]. Hay seis tipos diferentes de quarks, u (up), d
(down), c (charm), s (strange), t (top) y b (bottom), aunque, en lugar de hablar de tipos, en este contexto
se habla de sabores y cada uno de ellos tiene una masa diferente y se describe con un lagrangiano del tipo
(3.34) [2] [4]. El indice del grupo se denomina indice de color, y, en el caso de los quarks, puede tomar
tres valores diferentes, 1, 2 6 3, conocidos como rojo, verde y azul, respectivamente (si se trabaja en la
representacién fundamental, 3, del grupo) asi que, para definir completamente un quark, tenemos que utilizar
dos etiquetas diferentes, una para el sabor, y otra para el color [3] [2] [6]. Si queremos estudiar cuéles son
los propagadores de los quarks y de los gluones, asi como las diferentes interacciones que pueden darse entre

ellos, necesitaremos cuantizar este tipo mas complejo de teorias, asi que esa serd nuestra proxima tarea.
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3.4 Cuantizacion de las teorias gauge: el método de Faddeev-Popov

Tras haber introducido en qué consisten las teorias gauge, el siguiente paso serd intentar cuantizarlas. Para
ello, usaremos el mismo método que empleamos en las Secciones 2.2 y 2.4 con las teorias que involucraban
campos escalares y spinoriales, es decir, llevaremos a cabo su cuantizacidn a través de la integral de camino.
Por un lado, tenemos la electrodinamica cuantica, QED, que describe la interaccion electromagnética a través
de una teoria abeliana (asi que es un poco mas sencilla), y, por otro, la cromodindmica cuantica, QCD, que
describe la interaccién fuerte por medio de una teoria no abeliana (asi que es un poco mas complicada);
sin embargo, ambas se caracterizan por la introduccién de unos campos gauge, A, que estan definidos de
forma un tanto ambigua, puesto que estdn conectados entre si a través de transformaciones gauge. Esto
provoca que, a la hora de cuantizar este tipo de teorias aparezcan infinitos por contar mas grados de libertad
de los que realmente se tienen, por lo que es necesario seguir un procedimiento especial que recibe el nombre
de método de Faddeev-Popov, que, en el caso de QCD, introducird nuevos campos que no tienen significado
fisico, cosa que no ocurre en QED. Por tanto, primero nos centraremos en analizar mas a fondo lo que sucede
en el caso de la cromodindmica cuéntica, cuyo funcional generador serd bastante mas complicado (por lo que
daré lugar a varios tipos de vértices) vy, al final de esta misma seccién, comentaremos lo que ocurre en la

electrodindmica cuantica, donde el funcional generador serd mas sencillo.

3.4.1 Cuantizacién de las teorias de Yang-Mills

En primer lugar, comenzaremos considerando el lagrangiano (3.33) de tipo Yang-Mills que hemos escrito
antes, por ser el mas sencillo que podemos construir para el caso no abeliano y que nos interesara a la hora de
hacer cromodindmica cuéntica [4]. Por analogia con los funcionales generadores W|[.J], (2.20), y W|J, 0, 7],
(2.182), podemos escribir: [4]

WIJH] & / DAY exp <m—1 / Lyt (AR + Jg;Aj;]) (3.35)

El factor [ DA# consiste, en realidad, en un producto de integrales de camino (una por cada campo gauge

A" que tenemos), pero se denota de la forma que aparece en (3.35) para aligerar la notacién: [4]

/ DA =] / DAY (3.36)

Debido a que el tipo de teorias con las que estamos trabajando en este momento son un poco mas com-
plicadas que las que habiamos utilizado anteriormente, tiene sentido pensar que nos vayamos a encontrar
con mas dificultades a la hora de cuantizarlas. De hecho, el funcional generador que acabamos de escribir,
WI[J#], es bastante cuestionable, ya que la integral de camino que aparece dentro de él se realiza sobre
todas las configuraciones posibles de los campos gauge, incluso sobre aquellas que estan conectadas entre
si a través de transformaciones del tipo (3.24) [4] [5]. Por tanto, la integral estd 'contando’ un ndmero
mucho mayor de grados de libertad de los que realmente tenemos como consecuencia de la ambigiiedad
que hay en la forma de definir los campos A# a causa de las transformaciones gauge, y su contribucién

va a ser infinita, asi que debemos intentar eliminarla de alguna forma si queremos utilizar el funcional (3.35). [4]

Existe una manera mas técnica de ver cdmo aparece ese infinito dentro de la integral. Para poder verla,
primero vamos a necesitar saber que, por motivos puramente geométricos, es posible escribir las componentes

transversales y longitudinales de un vector p,, como: [4]
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P (p) = g™ — p"p¥ /p* (3.37) P (p) = p"p” /p? (3.38)

Si consideramos que g = 0, es decir, que la teoria es libre y no se permiten interacciones entre los campos, el
dltimo término de la expresién de F},,,, (3.30), desaparece, de tal forma que, si nos llevamos el lagrangiano

Ly s al espacio de momentos haciendo la transformada de Fourier de los campos gauge tendremos que: [4]
S = /xﬁyzu = ;/pfifi(p)(pQgW +pupn) Ag (=) (3.39)

Escribiendo el resultado en funcién de las componentes P” y PI", queda: [4]
5= [ L= [ Rwrh e A (3.40)

Definiendo las componentes transversales y longitudinales de los campos gauge como flaTu(p) = P;;’L(p)/lg(p)
y AaLu(p) = P/fu(p)flg(p) [4], respectivamente, vemos que, claramente, la acciéon que habiamos escrito
Gnicamente depende de las componentes transversales del campo, no de las longitudinales, asi que cuando
hagamos la integral de camino, como esta integra sobre todas las componentes de A, apareceran si o
si contribuciones infinitas a causa de la no dependencia de la accién con las flg#(p). Con el objetivo de
ayudarnos posteriormente a resolver este problema, vamos a considerar, antes de nada, una situacién similar
pero que involucra integrales 'normales’, en lugar de integrales de camino. Comenzaremos pensando en un
conjunto de m + n variables reales, z;, sobre las que queremos integrar, y en una funcién S que depende
Gnicamente de las tltimas n variables pero no de las m primeras. Para hacer la conexién con lo que teniamos
antes, podriamos decir que las variables xy,+1, ..., Tm4n juegan el papel de las componentes transversales
(que eran las que si aparecian explicitamente en la accién), mientras que las restantes, z1, ..., Z,,, modelizan
las longitudinales (que eran las que no aparecian), y, por supuesto, la funcién S tendria el rol de la accién.

Asi, escribimos el siguiente conjunto de integrales: [4] [5]

W = / dxy . / dpmine™ (3.41)

La expresion anterior seria como 'el analogo’ del funcional generador (3.35), donde, de forma similar, como
la funcién S no depende de todas las variables sobre las que se estd integrando, apareceran infinitos. Para

librarnos de ellos, eliminamos las integrales sobre las variables que no aparecen en S: [4]

W = / dTmy1 - / AT tn et (3.42)

Si utilizamos deltas de Dirac de la forma adecuada, podemos convertir la expresion anterior en una integral

que si recorra todas las variables x1, ..., Ty 1. Definimos varias superficies F; de la forma: [4]

Fi(x1, ... Ty Tt 1y -+ s Tingn) = 0 (3.43)

Esto nos permitira escribir W como sigue: [4]

W= /dxm+1,.../dxm+n/dFl.../dFmeiSH(S(F;) (3.44)
=1

La delta de Dirac hara que, por definicidn, las contribuciones del tipo [ dF;6(F;) sean iguales a la unidad,

asi que (3.44) es equivalente a (3.42), puesto que al final inicamente sobreviven las integrales sobre las
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variables que queremos. Haciendo el cambio de variable de F; a x;, obtenemos que: [4]

T S
W = /dml . ./da:m+ne det <3$k> H I(F, (3.45)

El determinante no es mas que el jacobiano de la transformacién, y las deltas nos dicen que Gnicamente
podemos evaluarlo en la superficie definida por (3.43) para que sean distintas de cero [4]. El procedimiento
que vamos a utilizar para cuantizar los campos de nuestro lagrangiano de Yang-Mills va a a seguir ideas muy

similares a las que acabamos de tratar, y recibe el nombre de método de Faddeev-Popov. [4] [5]

Para que sea més sencillo, vamos a trabajar con el caso en el que no tenemos fuentes, es decir, en el que J~.
El método que vamos a utilizar fue desarrollado por Faddeev y Popov, y se basa en utilizar un procedimiento
que sigue ideas parecidas a las que acabamos de ver para intentar separar la contribucién infinita de la

integral [5]. Como las fuentes son nulas, la accién adopta una expresién muy simple:

S[Aa,u] = /xACYM(Aa,u) (346)

Como el lagrangiano de Yang-Mills que definimos en (3.33) es invariante gauge (ya que lo hemos construido

asi), podemos expresar esa invariancia matematicamente de la siguiente forma: [4] [5]
S[AL] = S[Aay] (3.47)

En la expresién anterior, A,, son los campos gauge sin transformar, y AY ., son los campos gauge que se
obtienen después de hacer una transformacién gauge del tipo (3.24). Nuestro objetivo es conseguir que la
integral de camino [ DA cuente cada configuracion solamente una vez [5]. Para ello, aislaremos del resto
del funcional la parte que nos interesa, e intentaremos extraer una integral sobre las transformaciones gauge,
que denotaremos por [ DU y que representara la suma a todos los elementos del grupo, es decir, a todas las
transformaciones U(x) del tipo que aparecia en (3.18) [4] [5]. En caso de que la integral se limite a una

regién infinitesimal (como serd nuestro caso), podemos escribir la integral como: [4]
DU = [[ P (3.48)
a
Consideramos ahora tres transformaciones gauge, U, U’ y U”, de la forma:
Ulz) = e9T U'(z) = e 9T U"(z) = e 92" T (3.49)

Las transformaciones anteriores estan relacionadas entre si de tal manera que U” = UU’. Al estar trabajando

en estas regiones infinitesimales se cumple que: [4] [5]

dag\ 9
det (8%) — 14+ 0(?) (3.50)

Si nos quedamos a primer orden, el jacobiano de la transformacién entre los dos pardmetros o” y « es,

simplemente, 1, asi que esto implica directamente que ambas son equivalentes, y se cumple que: [4]

/ DU U] = / DU (U] (3.51)
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Es decir, que [ DU ~ [DU". En la expresién anterior, f[U] es un funcional genérico de la transformacién

U(z), por tanto, teniendo en cuenta (3.50), también podemos escribir que: [4] [5]

DUf[U DU f[UV] (3.52)
Jouson= |

Al final del dia, lo que queremos hacer es escribir una integral de camino que no se haga sobre todos los
campos gauge que estén conectados por las transformaciones, sino que se defina sobre un gauge concreto
[4] [5], que podemos fijar a nuestro gusto como nos sea mas conveniente. El lagrangiano es invariante a lo
largo del nimero infinito de direcciones espaciales involucradas en las transformaciones gauge, que se hacen
sobre el espacio en el que 'viven' las configuraciones de los campos que estan conectadas a través de dichas
transformaciones, asi que lo que buscamos es extraer la integral que se hace sobre estas direcciones, para
restringir el funcional a un espacio mucho mas pequefio (infinitesimal) [3]. Para conseguirlo, introduciremos

un término adicional que servird para fijar el gauge (Seccién 3.4.2) e impondremos una ligadura de la forma:
Fo(A)) = 0, AL — fa(z) =0 (3.53)

A continuacién, definimos el siguiente funcional de los campos, que nos sera Gtil mas adelante: [4] [5]
A[Ag,] = / DUS[F,(AY)] con G[F Ha (3.54)

En él, la integral de camino se realiza sobre todos los elementos del grupo, y el funcional de la delta de
Dirac se utiliza para que solamente contribuyan aquellas configuraciones que satisfacen el gauge concreto
que hemos escrito en (3.53). El funcional §[A,,] que acabamos de introducir también es invariante bajo

transformaciones gauge, es decir, se satisface la siguiente relacion: [4] [5]
A[AT] = AlAq] (3.55)
El funcional A[Ag,;] se escribe como:
A[AV] = /DU(S Fu(AV7")] (3.56)
Sabemos que la inversa de (3.54) tiene que cumplir, por definicién, que:
AT A A[Ag) =1 (3.57)

Volviendo al funcional generador (3.35) que habiamos escrito al principio de la seccién, insertando dentro de

él la identidad (3.57) que acabamos de ver, y usando la definicién (3.54), se tiene que: [4]

/'DAM exp (Z’/EYM(AW)> - /DAMeiS[AaH]

_ / DAA~[A,] / DUG[F,(AY)]eiS 1] (3.58)

Usando la invariancia de la accién bajo transformaciones gauge podemos escribir: [4]
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/ DAt iS Aan] — / DA*A™ A, / DUG[F,(AY,)]e'5an] (3.59)

Haciendo una transformacién gauge en el integrando para pasar de Ag a Ay, utilizando que el funcional A
es invariante bajo este tipo de transformaciones, y teniendo en cuenta que las integrales fDAg y | DA,

son equivalentes, podemos llegar a una expresién independiente de U [4] [5]:
/ DAH IS Aanl — / DU / DAFATY A0 Fu(Apy,)]et S Aar] (3.60)

Como el integrando que esté dentro de [ DA* ya no depende de U, podemos sacar fuera de ella la integral
de camino [ DU, que es justamente la que necesitdbamos factorizar, e introducirla dentro de la constante de

normalizacién N que arrastramos desde el principio: [5]
/ DA#S A o / DAFA Y [ A |0 Fa( Ayp)]eiS 1A (3.61)

Para poder evaluar correctamente la integral de camino necesitamos conocer explicitamente la forma del
funcional inverso A™! que introducimos antes. Podemos hacer el cambio de variables de DU a [[, DF,
(por analogia con el que hicimos en el caso ordinario al pasar de z; a F;) a través de [], Da,, ya que, como

estamos en una region infinitesimal se cumplird (3.48) [4] [5]. Por tanto, podemos escribir:

/ DU = / E[Daa — / E[DFa det (;1‘;‘5((;))) (3.62)

Sustituyendo esto en el funcional, (3.54), y utilizando las propiedades de la delta de Dirac: [4]

AlAgy) = / [[DF. det (ggj((?)) S[F,] = det (g;j((?)) o (3.63)
La inversa serd, por tanto:
AV Ay] = det (‘55]; b((”;))) o (3.64)

Sustituyendo en (3.61) obtenemos la expresién final que necesitdbamos para nuestro funcional generador,

cuya forma recuerda bastante a la que tenia la que obtuvimos en el caso ordinario, (3.45): [4]

!
/'Z)A‘u exp (i/EYM(Aau)> = /DA“eiS[Aau] XX /DA'“ det ((;Fa(($))) 5[Fa]€iS[A‘“‘} (365)
T ap\T

Cabe destacar que hemos abreviado la ligadura como F,(x) = Fa(AgH(a:)). Es posible generalizar el resultado
que hemos obtenido para describir una situacién en la que si tengamos fuentes: [4]

dF, ()
dap()

WM o / DA det< )5[1«;} X exp {Z / da (Ly pr(AF) + JgAw)} (3.66)

3.4.2 Los campos fantasma de Faddeev-Popov

Ahora que ya conocemos explicitamente cudl es el funcional generador W[J!] de las teorias gauge no

abelianas, (3.66), podemos utilizarlo para obtener la informacién relativa a las interacciones entre los campos,
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tal y como hicimos en las Secciones 2.2 y 2.4 haciendo teoria de perturbaciones. Para ello, necesitamos
escribir primero todos los términos que aparecen en él en forma de exponenciales, tanto el funcional de la
delta de Dirac, 0[F,], como el determinante de la transformacién del cambio de variable que hicimos, y que
venia de A~!. Con este fin, vamos a introducir, en primer lugar, el término adicional que mencionamos en la

Seccién 3.4 y que servird para fijar el gauge. Recordando la ligadura que habiamos impuesto: [4]
O[Fa) = 0[0,A% — fa(@)] (3.67)

Para deshacernos del funcional de la delta de Dirac, §[F,], vamos a multiplicar el funcional generador por un

término que tiene la siguiente forma: [4]

/ (H Dfa> exp (—27’5 / d'z fg(x)> (3.68)

La primera parte es una constante que se puede absorber dentro de la constante de normalizacidén, mientras
que el integrando que aparece en la exponencial no es mas que un término de fuente debido a (3.53), asi que
realmente introducir esa exponencial equivale a multiplicar por la identidad, por lo que podemos hacerlo sin
problemas. Cuando incluyamos este término en (3.35), §[F,] desaparecerd junto con la integral de camino

J Dfa, y, ademés, por las propiedades de la delta de Dirac tendremos que:

/ E[Dfa exp (;g / d4mf3(w)> 0[Fa] = exp (;g / d%(@uAg)?) (3.69)

Por tanto, hemos conseguido meter el término que utilizaremos para fijar el gauge dentro de la exponencial, asi
que lo Gnico que nos queda para poder calcular los vértices es pensar qué podemos hacer con el determinante
que tenemos. En el Apéndice A.5 sobre variables de Grassmann aparece una integral de la forma (A.19).
Puesto que su resultado es proporcional a un determinante, es probable que pueda sernos (til, asi que la

generalizamos introduciendo dos conjuntos de campos 7, y 0 [4]

/Dn*Dn exp (z// n;(x')Bab(x’,x)nb(x)> x det(—B) con Dn*Dn= HDU;Dna (3.70)

Como lo que queremos hacer es quitarnos de en medio el determinante que aparece en (3.66), definimos
como By,(2',x) justamente la cantidad que estd dentro de él, para asi poder usar la expresién anterior y
relacionarlo de alguna forma con la exponencial: [4]

OF,(x)

Bup(2',x) = ~Sop(@) (3.71)

Por tanto, utilizando (3.70) tendremos que:

dF,(z') dF,(z")
det <a> x /Dn*Dn exp <—z// n*(m’)anb(a})> 3.72
Sy () o S ) e (@) (3.72)
Para evaluar la derivada funcional de F, con respecto del pardmetro «, tenemos que tener en cuenta que,
en la definicién de F;, aparecian los campos A¥, asi que primero calculamos la derivada de estos campos con
respecto a o, teniendo en cuenta las propiedades de las derivadas funcionales que ya conocemos. Para ello,

usamos la transformacion infinitesimal de los campos gauge que vimos en (3.24): [4]
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AR (x)

— wosdo 1 " 400
75045,(@') 0ap06° (2" — ) + g fapc AL (2)0% (2" — ) (3.73)

Una vez que la tenemos, la derivada funcional de Fj, es muy sencilla: [4]

O0F,(2)

5 = 8,u,:v’{[5abagl + gfabcAg(x/)}(le(xl - 1")} (374)
ap()

Reemplazando este resultado en (3.72) y usando la regla de Leibniz para integrar por partes queda: [4]

5Fa<$/) * - 4 * L
det | ———2 ) x /Dn D exp z/d 20,1, (0"Nq + g fabcpAL) (3.75)
dap(zx)

Finalmente, sustituyendo la ecuacién anterior en (3.66) obtenemos el funcional generador final: [4]

1

WIJH] /DA”/Dn*Dnexp [i/dA‘m (EYM b

(0, A + Lip + J;;Agﬂ (3.76)
En él, el término Lrp codifica la informacién relativa a los campos 71, y n}: [4]

Lrp = 0un5(0"Na + g favenpAL) (3.77)

Estos nuevos campos que hemos tenido que introducir como variables de Grassmann para conseguir que el
funcional generador W[J!] adoptase la forma que necesitdbamos se conocen como campos fantasma de
Faddeev-Popov, y reciben este nombre porque no son particulas fisicas, sino un simple artificio matematico
que tenemos que utilizar para poder llevar a cabo el célculo de los vértices de la teoria. De hecho, surgen por
cuantizar la teoria de la forma en la que lo estamos haciendo, si se utilizasen otros procedimientos diferentes
ni siquiera aparecerian, asi que definitivamente no pueden ser algo fisico. Cabe destacar que, a diferencia del
lagrangiano que teniamos cuando estdbamos tratando con la teoria libre (g = 0) y no teniamos intencién de
hacer teoria de perturbaciones, el que hemos obtenido tras realizar todos estos célculos tiene dos términos
adicionales, el término de fijacién del gauge y el que contiene a los fantasmas de Faddeev-Popov, que se

afaden al lagrangiano de Yang-Mills que teniamos inicialmente.

Por otro lado, si queremos utilizar el funcional generador (3.76) para hacer QCD necesitamos algo més que
campos gauge, asi que tenemos que aiadir al lagrangiano que acabamos de escribir una parte que codifique
las interacciones que vayan a sufrir los fermiones: el lagrangiano de Dirac que vimos en la Seccién (3.4) para

las teorias no abelianas (donde 1) englobaba varios spinores) es idéneo para ello:

Lr =iy Dy —m)y (3.78)

Por dltimo, cabe destacar que, si utilizdsemos el método de Faddeev-Popov en el caso de QED, donde la
teoria que describe a la interaccion electromagnética es abeliana, el lagrangiano que contiene a los campos
fantasmas, Lrp, se reduciria simplemente a 0,1n*0"n, por lo que los fotones, a diferencia de los gluones, no
se acoplaran con estos campos ficticios, asi que los fantasmas simplemente contribuirdn como una constante

multiplicativa que se absorberé con la constante de normalizacién y podremos olvidarnos de ellos. [4]
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3.5 Reglas de Feynman para las teorias gauge: QED y QCD

Por dltimo, de forma similar a como hicimos en el Capitulo 2 (donde derivamos las reglas de Feynman
para la teoria escalar que tenia un término de interaccién del tipo A¢®), vamos a intentar obtener aquellas
correspondientes a los términos de interaccién de las dos teorias gauge que hemos estudiado, es decir,
calcularemos los vértices tanto de la electrodinamica cuantica, QED, como de la cromodindmica cuantica,
QCD. Para ello, partiremos de los funcionales generadores que podemos escribir para cada una de las dos

teorias utilizando todo lo que hemos aprendido en las secciones anteriores.

Asi, el funcional generador de QED sera

W[J¥] o / DA exp [z / 'z (L‘Dimc _ %FWFW _ 21§(aw4ﬂ)2 + J“Au)] , (3.79)

donde Lpjrqc esta definido segiin (1.53), mientras que el de QCD sera

1
WIJH] o / DA / DDy exp [z / d'e <5F + Ly = 5 (O, AL + Lrp + J;;Az)] . (380

donde L, Ly y Lrp estan definidos segiin (3.78) (3.33) y (3.77).

Para obtener tanto los propagadores de los bosones como los vértices de las interacciones, utilizaremos
directamente el funcional generador de QCD, puesto que los términos que aparecen en ambos lagrangianos
(excepto el que viene de los campos fantasma, que aparecia como consecuencia de la cuantizacién de las
teorias gauge no abelianas) tienen la misma forma. Como siempre, nos interesa obtener estas reglas en
el espacio de momentos, asi que, antes de nada, lo primero que hacemos es escribir las transformadas de

Fourier de los campos que tenemos, tanto del gauge, como de los fantasmas y de los spinores:

Al (z) = / cIAp) ) = / ) () / =P (p) (3.81)

Quedandonos tinicamente con los términos del lagrangiano que son cuadraticos en los campos, podemos
obtener los propagadores de los campos gauge (gluones y fotones) y de los fantasmas. Por ejemplo, para el
caso de los gluones (aunque el célculo es analogo para el fotdn suprimiendo el subindice a de A*) tendremos

que, al irnos al espacio de momentos, los términos cuadraticos del lagrangiano toman la forma: [4]

1/ - 1 v
/Ecuadréticos = 5/145(19)[—1729;“/ +p,upy - Ep,upy]Aa(_p) + fantasmas (382)
z P
Los términos de la expresién anterior que aparecen en medio de los dos campos gauge A¥(p) y AY(—p)
se corresponden con el propagador inverso. Si lo invertimos, podemos obtener el propagador del gluén

(izquierda) y de paso, el del fotén (derecha): [6]

i PuPv i6eb Pup
— (1 — — 3.83 _e\gpty
i (1-¢) o (3.83) e (1) T (3.84)
La Gnica diferencia entre ellos es que en el caso del gludén se aiade una .5 que codifica los indices de color
[4]. Como siempre, hemos introducido en el denominador un sumando de la forma ie para no tener problemas

con los polos. La variable & que aparece en la expresién del propagador sirve para fijar el gauge con el que
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queramos trabajar. Las dos elecciones mas habituales son £ = 1 (gauge de Feynman) y £ = 0 (gauge de
Landau), y ambas tienen tanto sus ventajas como sus desventajas, ya que, mientras que con el de Feynman
el propagador adopta su forma méas simple, con el de Landau se vuelve puramente transverso, y eso puede

dar ciertas facilidades a la hora de realizar algunos célculos [4].

Por otro lado, si consideramos los términos del lagrangiano cuadraticos en la variable 7 en lugar de en la
variable A¥, podemos obtener el propagador de los campos fantasma siguiendo un procedimiento similar. En
este caso, ademas, hay que tener en cuenta que, como los fantasmas estan representados por campos que
son variables de Grassmann, siempre que tengamos un bucle cerrado va a aparecer un signo menos, asi que

tenemos que tenerlo en cuenta y acordarnos de ello [4].

Para obtener los vértices de las distintas interacciones tenemos que considerar el resto de contribuciones
(clbicas y cudrticas) que habia en el lagrangiano, y fijarnos en qué campos estan interaccionando en cada

uno de ellos [4]. A continuacién describimos brevemente el procedimiento seguido para calcularlos:

= Uno de los términos clbicos es g fqu.0,m5 Ay, asi que en él estan interaccionando dos fantasmas y
un campo gauge, concretamente, un gluén. Si escribimos las transformadas de Fourier de los campos

para ir al espacio de momentos tenemos queda: [4]

19 Fabe / / / P'3(q + 7 — p)ii (p)iis(q) AL (r) (3.85)

En la expresidn anterior aparece, por un lado, una delta de Dirac, que nos esta indicando la conservacion
del momento, y, por otro, un factor igf,,.pu, que es el que le asignaremos a los vértices cuando
dibujemos los diagramas de Feynman correspondientes. El p, que aparece viene de la actuacién de
la derivada parcial d,, sobre uno de los dos campos fantasma. Es importante notar que, siempre que
tengamos términos de este estilo, de derivadas de los campos, se generaran factores asi. Ademas, este

vértice no puede darse en QED porque alli los campos fantasma no contribuian a las interacciones.

= Otro de los términos clbicos es de la forma Yy*igl'A,v, asi que en él tenemos dos fermiones

interaccionando con un bosén. Procediendo del mismo modo, llegamos a: [4]

9Ty [ [ [ 960+ 7= p)0e)Ala))d(0) (3.86)

qJTJp

En la expresién anterior aparece, como siempre, la conservacién del momento, junto con un factor
i9(7")ap(Ta)ij que sera el que asignemos al vértice del correspondiente. A partir de (3.86) podemos
obtener también el que apareceria en QED (dos fermiones y un fotén), particularizadndolo para el caso
abeliano, en el que sabemos que los generadores son iguales a uno, y cambiando la constante de

acoplamiento g por la carga e del electrén, es decir, ie(v")qz3.

= También tendremos otro término cibico de la forma gfabch,,auA;}AZAZ, en el que aparecen tres
gluones interaccionando. Este término es exclusivo de QCD puesto que para llegar hasta a él hemos
tenido que utilizar la expresién de F),,, general (3.29) que vimos para grupos no abelianos. Como el
grupo de QED, U(1) era abeliano, sus constantes de estructura fu;. eran nulas, por lo que este término

no aparece en su lagrangiano. Yendo al espacio de momentos: [4]

~iofae | [ [Pondto+atn A0 A @A) (387)

T
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Debido a que la expresién es antisimétrica en los indices (p, A), (¢, u), (r,v), podemos antisimetrizar

explicitamente el factor —ig fopeppgrn, obteniendo lo siguiente: [4]

1.
g9 ae |9 (r = ) + "0 =) + 9" (0~ 1)"]

= Por dltimo, tenemos un término cuértico en los campos, ngabcfadeg,\l,ngAg‘A‘c‘AgA'g, que solamente
aparecera en QCD por el mismo motivo de antes. Puesto que no involucra ninguna derivada de los
campos, no merece la pena escribir su expresiéon en el espacio de momentos, ya que no aparecera
ninguna variable adicional que contribuya al vértice, y sabemos que la delta de Dirac que expresa la
conservacion del momento va a aparecer si o si. Lo que si es interesante es notar que, en esta ocasion,
el término va a ser simétrico en los indices (b, A), (¢, ), (d,v), (e, p), asi que podemos simetrizar el

factor explicitamente g2 fupe fadeGrvgpp Para obtener: [4]
1
A [fabefade(g™ 9" — " g™7) + Fo0 [ (g2 g0 — g2 g"P) 4 fe foe (g Mg P — g )]

Ademais, los propagadores de los fermiones (tanto de los electrones como de los quarks) son los mismos que
los que derivamos en la Seccién 2.4.2 cuando trabajamos con teorias que involucraban campos espinoriales,
aunque, en el caso de los quarks, tenemos que afadir un factor d,; para indicar los indices de los colores.
Para terminar, en los cuadros inferiores aparece un resumen con los diagramas de Feynman de todos los

propagadores y los vértices que hemos derivado para QED y QCD [4] [6].

Electrodinamica Cuantica (QED)

p i Pubv
Propagador del fotén AN~ U 1-— —
pag Iz Py (1-¢) poa
D . .
Propagador del electrén > ! — = 21(325 —|—2m).
p—m+ie  p*—m" e
1
Vértice electrén-fotén-electrén ie(7")ap
B @
Cromodinamica Cuantica (QCD) [l]
5ab Pup
P dor del glué b, v A~~~ a, (1 — v
ropagador del gluén U 7 Zp2 = (1-¢) e Gy
p o
Propagador de un quark B,J - o, zw
p2 —m?2 + e
[, a
Vértice gluén-quark-gluén i9(7")ap (t)ij

8,3 i
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Cromodinamica Cuantica (QCD) [l1]

p
Propagador de un fantasma b - a
p, b
Vértice fantasma-gluén-fantasma
R e a
& ‘a
v, c
r
Vértice de 3 gluones P q
H %
A a b
p,e d’ v
S r
_> %
Vértice de 4 gl
értice de 4 gluones N s
Ab H,C

_Z‘(sab
p? +ie

—gfebept

—ig [ fabeSaae (67 9" — g g™) + fode fobe (g ghe — ghdgUP) 4 fode poce(Pugre — giv )]




Ruptura espontanea de la simetria

ara finalizar, vamos a realizar una pequefia introduccién sobre el fenémeno de la ruptura espontdnea de
P la simetria, cuyas aplicaciones en fisica de particulas son muy interesantes. Antes de nada, estudiaremos
el efecto que tiene en un par de casos sencillos, en los que trataremos dos tipos de simetrias diferentes, una
discreta y otra continua, y, a continuacién, veremos brevemente en qué consiste el mecanismo de Higgs, un

procedimiento que se utiliza para dotar de masa a los bosones de una teoria gauge sin romper su invariancia.

4.1 Introduccidn: el problema de la interaccion débil

Una de las conclusiones a las que llegamos en el Capitulo 3 cuando estudiamos la electrodindmica cuantica y la
cromodindmica cudntica era que, si queriamos imponer que estas teorias fuesen invariantes bajo transformacio-
nes locales del tipo (3.9), los bosones asociados con los campos Af, no podian tener masa. En el caso de QED,
este hecho esta directamente relacionado con el alcance (o rango) infinito que observamos en la interaccién
electromagnética, cuyo bosén, el fotdén, carece de masa. Sin embargo, en el caso de la interaccién débil (que
todavia no habiamos mencionado), las cosas empiezan a complicarse, ya que sabemos, debido a resultados
experimentales, que su alcance es extremadamente limitado, lo que nos indica, por tanto, que sus bosones
deberian ser masivos, lo cual entra en un conflicto directo con la imposicién de la invariancia gauge, asi que
tenemos que intentar encontrar la forma de reconciliar estas dos caracteristicas aparentemente opuestas. En un
primer acercamiento al problema podriamos plantearnos introducir directamente en el lagrangiano de la teoria
los términos de masa de la forma ~ miAMA“ que necesitasemos para disminuir el rango de la interaccién, pero
hacer esto no es nada recomendable porque da lugar a una teoria que no es invariante bajo transformaciones
gauge. Parece conveniente, por tanto, intentar encontrar una forma alternativa de dotar de masa a los bosones,
y ahi es donde entra en juego la ruptura espontanea de la simetria, que introduciremos a continuacién, y que,

como veremos, nos proporcionara una manera de generar los bosones (con masa) de los que precisamos [4] [2].

Este método estd basado en el comportamiento que presentan algunos sistemas con un nimero muy elevado
de grados de libertad, en los que el hamiltoniano que los describe es invariante bajo una cierta transformacion
(es decir, posee una simetria, ya sea global o local) y en los que, ademas, en lugar de haber un tnico estado
fundamental, existe una 'familia’ de varios [2]. Esto permite que, en un momento dado, el sistema elija uno
de ellos como el definitivo, y, cuando esto ocurre, se habla de que su simetria se ha roto espontdneamente
a causa de dicha eleccién [4] [2]. Es importante recordar que, como estamos trabajando con una Teoria
Cuéntica de Campos, no tiene sentido hablar de estados fundamentales, sino de estados del vacio. Antes de
ver como podemos extrapolar todas estas ideas al caso de una teoria gauge, vamos a trabajar primero con un

par de casos mas sencillos que nos permitiran familiarizarnos con su funcionamiento.

80
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4.2 Ruptura espontanea la simetria

4.2.1 Simetria discreta

Para poder observar la ruptura espontanea de una simetria (discreta) necesitamos tanto un lagrangiano que
sea invariante bajo alguna transformacién, como un campo distinto de cero que nos sirva para describir el
vacio. Podemos preguntarnos, en primer lugar, de, entre todos los campos con los que hemos trabajado, qué
tipo seria mas conveniente utilizar para este propdsito. Sabemos por las observaciones experimentales que el
vacio es invariante bajo rotaciones, asi que no podemos emplear ni spinores ni vectores, ya que entonces
dicho vacio tendria asociado un cierto valor del momento angular y esa invariancia no se observaria. Por
tanto, parece claro que tenemos que utilizar un campo escalar, cuyo valor esperado en el vacio tiene que ser
distinto de cero, y que, como veremos en un momento, estara relacionado con el campo clésico ¢.(x) que
introdujimos en la Seccién 2.2.2 [4]. Recordando que la definicién de dicho campo venia dada por (2.68), y

usando las ecuaciones (2.5) y (2.46) puede verse que, en ausencia de fuentes, se cumple:

pe(x) = (0[(2)[0) (4.1)

Es decir, el campo clasico no es mas que el valor esperado del operador de un campo campo escalar en el

vacio. Ademas, la accién efectiva que escribimos en (2.69) puede expandirse de la siguiente forma: [4]

Tlo] = / d'z (—V(soc) + A(§C)3u¢c8”¢c+ ) (4.2)

Donde el coeficiente V' (¢,) recibe el nombre de potencial efectivo, y es una funcién del campo clasico ¢,

que acabamos de mencionar. Si dicho campo es constante, ¢.(x) = ., usando (2.70) se tiene que: [4]

av
- =g (4.3)
dpe

Como, en nuestro caso, queremos que la fuente sea nula para que se cumpla la relacién (4.1) que hemos

escrito antes, la expresién anterior se reduce simplemente a: [4]

. =0 (4.4)
doe

Esta ecuacién nos permite, por tanto, obtener el valor esperado del campo en el vacio, ., que serd un
punto estacionario del potencial efectivo, siempre y cuando conozcamos cuél es su forma. Si no tenemos
fuentes (como es nuestro caso) y, ademas, ignoramos las correcciones cuanticas, vemos que la ecuacién
(2.77) que satisfacia () se reduce a (1.50), que no es mas que la ecuacidn clasica de un campo escalar, asi

que esto nos permite tomar el potencial efectivo directamente como el V() que aparece en el lagrangiano [4].

Tras haber visto cémo obtener el valor esperado del campo, ya estamos en condiciones de estudiar cémo
tiene lugar la ruptura espontanea de la simetria. Para ello, comenzaremos con un caso muy sencillo, en el

que nuestro sistema estara descrito por el siguiente lagrangiano [9]:

1 1 A
L(p) = 5(0u9)(0"¢) + 5u2<p2 - 1904; con p?>0 (4.5)

Cabe destacar que, a diferencia de lo usual, el signo del término que va con ~ ¢? es positivo, no negativo,
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1

y, por tanto, ya no es un término de masa'. Ademas, el lagrangiano tiene una simetria (tal y como

necesitdbamos) discreta, puesto que es invariante bajo el cambio de paridad ¢ — —¢ [9].

El potencial que tendremos que minimizar para obtener el valor esperado del campo sera: [9]

1 A
Vip) = —§M2902 + 1904 (4.6)

Utilizando (4.4) obtenemos facilmente los minimos? del potencial: [9]

pe=1v, con wv=1/u?/A (4.7)

Vemos, por tanto, que tenemos dos valores esperados del vacio diferentes, pero cuyos estados son fisicamente
equivalentes y estan degenerados, puesto que nos dan la misma energia. El sistema puede elegir estar en
cualquiera de los dos, por ejemplo, en ¢. = v. Si esto ocurre, podemos describir su comportamiento haciendo
un desarrollo en torno a ese minimo, considerando que el campo estad oscilando alrededor del punto de

equilibrio [4] [2]. Asi, escribimos el campo como: [9]

p(r) = v +n(z) (4.8)

Donde el campo 7n(x) que hemos introducido codifica las fluctuaciones cuanticas alrededor del punto de
equilibrio. Utilizando (4.7) y (4.8) puede verse que el valor esperado de este nuevo campo es nulo [4]. Si
ahora escribimos el lagrangiano en términos de 7(x) se tiene que: [9]

Ay

1
L= 5(8“77)(8“772) - M2772 - )\11773 — 177 + constantes (4,9)

Observando el resultado, lo que mas llama la atencién es que ha aparecido un término cibico en el campo,
~ 13, que hace que la simetria que tenfa el lagrangiano original se haya 'roto’, ya que este nuevo lagrangiano
no es invariante bajo n — —7. Por tanto, podemos decir que el lagrangiano original, (4.5), presenta una
simetria que estd escondida en el lagrangiano (4.9). Ademas, ha aparecido un término de masa, —u?n?,
que tiene el signo adecuado, asi que este nuevo campo representa una particula cuya masa es m,, = /242
A esta forma de hacer que aparezcan o se generen términos de masa es a lo que se conoce como ruptura

espontanea de la simetria [9] [4].

4.2.2 Simetria continua: el boson de Goldstone

Tras habernos familiarizado con el caso mas simple, pasaremos a estudiar una situacién un poco mas
complicada, donde, en lugar de una simetria discreta, tengamos una continua, con el objetivo de ir
acercandonos poco a poco a un escenario mas parecido al que tendremos cuando tengamos que trabajar con
las transformaciones gauge locales que realmente nos interesan. Asi, escribimos el siguiente lagrangiano a

partir de un campo escalar ¢ complejo: [6] [2]

L(p, ") = (0up)* (0"p) + 2™ — A(¢*p)?; con p? >0 (4.10)

INo lo es puesto que la masa /—pu?2 serfa imaginaria, lo cual no tiene sentido.

2Sj el término que va con @? en el lagrangiano fuese de la forma f%u2np2 (con p? > 0) el minimo del potencial estarfa en

pe = 0.
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Que es invariante bajo transformaciones de fase del tipo: [4]
p(x) = () (4.11) " () = e 7" (2) (4.12)

Ademas, igual que sucedia con el lagrangiano que habiamos escrito en la Seccién 4.2.1, el término cuadratico

.z 2 * .z ~ . 7
en los campos, que en esta ocasién es u“p*p, también va acompanado del signo opuesto al que deberia
llevar para ser un término de masa. Como el campo escalar con el que estamos trabajando ahora es un

campo complejo, podemos escribirlo de la forma z = a + b, es decir: [9] [4]

() = \}i(cm +ipg)e’ (4.13) ot (x) = \}5(901 — ipa)e " (4.14)

Donde @1 y @2 son dos campos reales, 1/4/2 es un factor de normalizacién y ¢ es una fase arbitraria.

Sustituyendo las dos expresiones anteriores en (4.10) obtenemos el lagrangiano en funcién de @1 y v2: [9]

1 1 1 A
L = 50up1)(0"01) + 5 (Ouip2)(0"p2) + iuz(% + 3) — Z(@% + ¢3)? (4.15)

lgual que antes, podemos asociar el potencial efectivo con la parte del potencial V(¢) que aparece en
(4.15). Puesto que los dos primeros términos no son mas que las partes cinéticas de los campos ¢1 y ¥2,

respectivamente, el potencial que estamos buscando y que nos interesa minimizar sera: [9]

1 A
V(g) = —51*(et +93) + S (1 + 3)° (4.16)

Esta vez, los minimos se encontraran en: [9]

2 con v?=p?/\ (4.17)

Pl + 3=
A diferencia de lo que sucedia en el caso anterior, donde simplemente teniamos dos valores discretos para los
minimos, y, por tanto, dos estados del vacio posibles, ahora tenemos todo un continuo de ellos, situados sobre
un circulo de radio v. Ha aparecido, pues, toda una familia de estados, asi que, cuando el sistema quiera irse
al vacio, podra elegir cualquiera de estos puntos para ello, ya que son degenerados y el resultado no deberia
depender de la decisiéon que tome dicho sistema; cualquiera de ellos rompera espontaneamente la simetria
gauge [4] [2]. Al igual que en la Seccién 4.2.1, vamos a escribir el campo en funcién de las fluctuaciones
que haya en torno a uno de los minimos. Por simplicidad, elegiremos un punto en el que alguno de los dos

campos reales se anule, por ejemplo, (¢1,p2) = (v,0), de forma que: [9]

1
)= —F=(v+n(z)+i(x 4.18
o() \/5( n(x) +1i§(z)) (4.18)
Donde el campo n(z) codifica las fluctuaciones cuanticas en el vacio a lo largo de la direccién longitudinal,
mientras que £(z) codifica las de la direccién transversal, ademas, es posible comprobar que el valor esperado
de ambos es nulo [4]. Utilizando (4.18) podemos escribir el lagrangiano (4.15) en funcién de estos dos

nuevos campos 7(x) y {(z), de forma que: [9]

L(n,§) = %(%{)(6“5) + %(8“77)(8“17) —u?n? 4+ términos con ~ 1>y ~n* 4+  constantes (4.19)
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Como antes, aparece un término de masa del tipo —u?n?, que representara una particula de masa my, = V202
Si nos fijamos en los términos que describen el comportamiento del campo £(z), vemos que el lagrangiano
solamente contiene su parte cinética, no hay ni rastro de ningiin término de masa para {(z). Por tanto, este
nuevo campo representard una nueva particula, que, a diferencia de n(x), no tendrd masa, y que recibe el
nombre de bosén de Goldstone. Por tanto, en este modelo, ademés de producirse la ruptura espontanea de

la simetria del tipo (4.13) y (4.14), se ha generado un bosén sin masa de spin 0 [2] [9] [4].

P2

Figura 4.1: Potencial tipo 'sombrero mejicano’

En la figura aparece dibujado el potencial (4.16). Fijandolos en la forma que tiene, podemos entender
cualitativamente por qué los campos 7(x) y £(x) dan lugar a una particula masiva y al bosén de Goldstone,
respectivamente. Como el campo &(x) es una fluctuacién en la direccién transversal, un desplazamiento a lo
largo de ella no 'cuesta energia’, ya que nos estamos moviendo de un minimo a otro, asi que es légico pensar
que podremos asociar este campo con un modo de vibracién que no tiene masa, tal y como nos han dicho
hace un momento las ecuaciones. De forma similar, las fluctuaciones a lo largo de la direccién longitudinal,
n(x), si 'cuestan energia’, puesto que con un desplazamiento a lo largo de ella, por pequefio que sea, nos
encontramos con un aumento del potencial, asi que cabe esperar que podamos asociar este campo con un

modo de vibracién que si tiene masa, lo cual también concuerda con el resultado que obtuvimos antes [2].

Por dltimo, cabe destacar que es posible generalizar esta situacién al caso en el que tengamos un niimero
arbitrario de N campos escalares, en cuyo caso, al hacer la expansién en torno a alguno de los mdltiples
minimos, seguiriamos teniendo un campo 7(x) que daria lugar a un término de masa, mientras que, por otro
lado, necesitariamos N — 1 campos &; (uno por cada nueva direccién espacial en la que puedan ocurrir las

fluctuaciones), de tal forma que cada uno de ellos haria aparecer un bosén de Goldstone [2].

4.3 Ruptura espontanea de una simetria gauge: el mecanismo de Higgs

Tras haber introducido los bosones de Goldstone y habernos familiarizado con el funcionamiento de la ruptura
espontanea de la simetria, ya tenemos todas las bases necesarias para poder abordar la solucién del problema
que realmente nos interesa: encontrar la manera de poder generar bosones masivos sin romper la invariancia
gauge de la teoria. Para ello, consideraremos el lagrangiano de la electrodindmica escalar [3] [4], que describe

el comportamiento de una particula de masa m y de carga ¢, representada por el campo escalar complejo ¢,
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que interacciona con un campo electromagnético A, que carece de masa: [9]

1 v * * *
L(p, Ap) = = Fun I + (Dyp)" (DFp) + 120 0 — Mp*p)?; con p? >0 (4.20)

Donde la derivada covariante D,, se define como D, = 0,, — iqA,, y el tensor del campo electromagnético
toma la forma F),, = 0,A, — 0, A,,. Este lagrangiano es invariante bajo las transformaciones de fase locales
que introdujimos por primera vez en la Seccién 3.2 y que pertenecian al grupo abeliano U(1). Es decir, es

invariante bajo transformaciones gauge de la forma: [4]
ia(x 1
p(x) = () (4.21) Au(x) = Au(z) + ~d0(z) (4.22)
q

Para ver explicitamente cdmo tiene lugar la ruptura espontanea de esta simetria, procederemos de forma
similar al caso anterior. En primer lugar, escribiremos el campo ¢ como (4.13), puesto que es complejo,
y, dado que el potencial V() = —u20*p + A(p*p)? que aparece en el lagrangiano de la electrodindmica
escalar es el mismo que aparecia en (4.10), volvera a poder representarse como en la Figura 4.1, en forma
de sombrero mejicano, asi que sabemos que sus minimos, y, por tanto, sus valores esperados en el vacio,
volveran a venir dados por (4.17), es decir, estaran situados sobre un circulo de radio v en el plano (1, ¢2).
Expandimos el campo ¢(x) en torno a uno de esos puntos, para observar su comportamiento, eligiendo, por
simplicidad, el (v,0), de forma que dicho campo se escribiria como en (4.18). Utilizando la expresién anterior

podemos reescribir el lagrangiano en funcién de los campos 7n(z) y £(z): [9]

1 1 1 1
L07.6 Ay) = =3 Fu ™ + 50,0 + 5 @,m)(0"n) — i1 + 5072 A, A" — g0, (07€)

+  términos con ~ 73y ~n* 4+  constantes (4.23)

Al igual que en los dos casos anteriores, tras hacer la expansién ha aparecido un término de masa ~ n? de la
forma —p?n, que nos dice que el campo 7 representa una particula de masa my = /2p2. Ademas, el campo
& representa, de nuevo, un bosén de Goldstone, que carece de masa. La diferencia principal con respecto a lo
que teniamos en los ejemplos mas sencillos, es que ahora ha aparecido un nuevo término de masa para el

campo A,, (es decir, para el bosén gauge), que tiene la siguiente forma: [3]
1 1 . 1 .
Como 5921}214”,4“ = 5g2v2(AoAO - AAY) — —5921)21%142 con my = gu (4.24)

Asi que el campo gauge ha adquirido masa, tal y como necesitdbamos. Antes de seguir, vamos a echar un
vistazo al nimero de grados de libertad que tienen cada uno de los lagrangianos que hemos escrito, que,
en principio, deberian ser los mismos. Para ello, tenemos que tener en cuenta que el nimero de grados de
libertad de un campo escalar es igual a 1, el de un campo gauge sin masa es igual a 2, y el de un campo
gauge con masa es igual a 3 [1]. De esta forma, tenemos que el primer lagrangiano, (4.20), tiene 242 =4
grados de libertad, mientras que el segundo, (4.23), tiene 1 + 1 + 3 = 5, asi que claramente tiene que haber
algo que estemos pasando por alto, puesto que ambos estan describiendo el mismo sistema fisico [9]. Resulta
que la expansién (4.18) puede entenderse también como si fuera una transformacién gauge (4.21) de un

campo (v +1)/+/2 con un parametro £/(v 4+ 1), ya que, considerando el caso infinitesimal: [9]

v+77+i§]:v\—g7[1+ivf_n]z 7

;¢
v e’ vt (4.25)

1
p(r) = ﬁ[
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Entonces tenemos que:

1 ,
o=—(w+n)e? con 6= 3 (4.26)

V2 v+n

De forma similar, también podemos pensar en el campo A,, que aparece en el lagrangiano como en un campo
By, que ha sido transformado a través de (4.22): [9]

Au(w) = By(a) + ;aﬂe(x) (4.27)

Asi, los campos ¢ y B, tendrian la siguiente forma: [9]

o(z) = %[v (@) = —=[v+ H(z)]  (4.28) Bu(z) = A, () - ;wx) (4.20)

N

Donde hemos definido n(z) = H(z). Utilizando las dos expresiones anteriores, podemos escribir el lagrangiano

de la electrodindmica escalar en funcién de los campos H y By: [9]

L=~ GG + Sg* (v + HPBuBY + (0, H)(0" H) + %,uQ(v L H? - %(v LHYY (430)

Donde G, = 0,8, — 0, B,,. Observando el lagrangiano resultante podemos hacer varias apreciaciones:

[9] 31 [2]

» El campo H que hemos definido representa una particula de masa mpy = /212, y, ademas, recibe el

nombre de campo de Higgs. El bosén B, ha adquirido una masa de mp = gv.

= Este nuevo lagrangiano no depende de &, es decir, el bosén de Goldstone no aparece por ninguna parte.
Cuando esto ocurre, suele decirse, en sentido figurado, que el campo A, se ha 'comido’ al bosén de

Goldstone, ganando una cierta masa mp en el proceso, pasando asi a ser ,,.

= El bosén de Goldstone se convierte en el grado de libertad adicional que necesitaba el campo gauge sin
masa (que tenia 2 grados de libertad) para tener los 3 grados de libertad que tienen los campos gauge
masivos, asi que B, tendra 3 grados de libertad. Como & ya no aparece en el lagrangiano, y H es
un campo escalar, tendremos 1 + 3 = 4 grados de libertad totales, los mismos que en el lagrangiano
(4.20).

Este mecanismo a través del cual la ruptura espontinea de la simetria es capaz de hacer que el bosén gauge
adquiera masa recibe el nombre de mecanismo de Higgs. Es importante destacar que, a diferencia de lo que
vimos en la Seccién 4.1 (donde mencionamos que al afiadir al lagrangiano un término de masa se rompia
la invariancia gauge), la generacién del término de masa del bosén a través del mecanismo de Higgs si
conserva la simetria gauge, tal y como queriamos, y, por tanto, puede utilizarse para solucionar el conflicto

que presentaba la interaccion débil.



Apéndice

A.1 Integrales de camino gaussianas

/Dapexp (—;/ d:z’/ dz gp(x’)A(m',m)g@(m)) = exp (—%T’FIDA) (A.1)

/Dtpexp (—;/ dx’/dx@(x')A(x’,x)cp(x)Jr/ dxp(x)go(x)) —

:exp(—%TrlnA) exp (;/ dx’/dacp(a?’)Al(w’,ar)p(x)> (A.2)

A.2 Espacio de Minkowski

Para trabajar en el espacio de Minkowski utilizaremos la métrica:

Juv = g =

o o o =
o
|
—_
o

Denotaremos un cuadrivector genérico como x, y sus componentes como x*, donde:

o = (20,21, 02,0%) = (20, ) (A3)

Donde xq es la componente temporal del vector, y x = (2!, 22, 3) son las componentes espaciales usuales.

Utilizando la métrica podemos subir y bajar los indices:
z, = gur’ = (2%, —x) (A.4)
Y también hacer el producto escalar de dos cuadrivectores:
Ty = guaty’ = 200 — x -y = 200 — 21yl — 22y? — 230 (A.5)
En el caso de las particulas con masa, se tiene que:
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p? =pl'p, = E* — |p]* =m? (A.6)

A.3 Representacion integral de la delta de Dirac y transformadas de Fourier

Representacion integral de la delta de Dirac

s~y = [ Pk (A7) 10— = [ (;i’;g GReX) (Ag)
5@ (e — o) = / (;i’; ) (A.9)
Transformadas de Fourier
00 f(@)= [ ke jE) (A1) fy = [ Setr @ (A
B0l £ = [ ke fao  (A12) Fa= [ s i@ (a1
401 f() = [tk R (A1) o= [ S5t a)

A.4 Integrales de Feynman

2k
/ (K2 +2p -k — i +ie) ™" = i(~1)"

T (A.16)

dQLUk 2 2 c \—n
/Wuk#kl/(k + 2p . k — ,LLB + 26)

n—w—1) (u +p°)*"

'(n) (47)® Pupy(n —w —1) — 19#1/(#23 +p2)] (A.17)

i1yl -

k5,9 2, \-n
/(271)2wk (k*+2p -k — pup +ie)
WL —w—1) (uh +p)“"

A.5 Integrales de camino con variables de Grassman

/ DY D exp <z / it / d4x¢*(x')B(ac',:1;)¢(:v)) _ det(iB) = exp(Tr log iB) (A.19)
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/D¢*D¢exp(i/d4 '/d%d} +z/d4 x) + v (x)o ()}):

= exp(TrlogiB) exp( /d4 ’/d4:ca "B~ (2, )J(:E)) (A.20)
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