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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Hoy en dia se dispone de una gran cantidad de datos que se han logrado obtener a
partir de diferentes métodos segiin el ambito en el que se esté trabajando. Sin embargo,
la posesiéon de dichos datos no aporta ninguna informacién si estos no se tratan. De
tal forma que, para obtener beneficio de este logro, se han de desarrollar métodos que
nos permitan elaborar conclusiones a partir de ellos. Asi, uno de los objetivos mas
importantes en la actualidad, es estudiar la manera éptima de tratar esta informacion

([ pp. 1-2)).

Gran parte de los datos que resultan de un estudio, siguen un patrén que es precisa-
mente lo que se quiere encontrar. El desarrollo del aprendizaje automatico o machine
learning ha sido clave en este campo, destacando la parte de mineria de datos, es
decir, “la aplicacién de machine learning a grandes bases de datos” [I, pp. 1-2]. Una
cuestion fundamental en esta linea de trabajo es la toma de decisiones, y es aqui donde
interviene el procedimiento de clasificacion [19] p. 1].

Son numerosas las ocasiones en las que los seres humanos realizan clasificaciones
de forma inconsciente en su dia a dia [15]. Simplemente, al ver a una persona, por
sus rasgos se intuyen caracteristicas como el pais de procedencia o la edad. Lo mismo
pasa al ver cualquier otra entidad que se pueda dividir en diferentes clases.

En la ciencia, estos procedimientos de clasificacion son fundamentales y se aplican
en numerosas areas. Por ejemplo, en el campo de la medicina, el diagnéstico de un
enfermo puede realizarse a partir de la experiencia pasada y las caracteristicas de
su enfermedad [I, p. 2]. En astrofisica, a partir de las propiedades de un exoplaneta



se puede intuir si es habitable o no, comparandolas con las del planeta Tierra. Los
procedimientos de clasificacion se emplean también en el reconocimiento de imagenes.
El procesamiento de imagenes y su optimizacion, son realmente importantes en muchos
campos, como por ejemplo los citados anteriormente: en medicina se pueden reconocer
tumores gracias a este método y en astrofisica podrian observarse galaxias de forma
mucho mas nitida y evidente. Otro ejemplo muy actual y cercano a la gran mayoria
de personas es el patrén de bloqueo del mévil por reconocimiento facial [T, [15].

Se han desarrollado varios métodos para la clasificacion, como el k-NN, los drboles
de decision o las mdquinas de vectores de soporte. En este trabajo se estudiara el
algoritmo k-NN, cuya definicion se remonta al ano 1951, cuando Evelyn Fix y Joseph
Lawson Hodges Jr. explicaron una clasificacion de patrones no paramétricos en un
articulo para la Fuerza Aérea de los Estados Unidos, que finalmente fue publicado en
1967 por Thomas Cover y Peter Hart [I0]. En este articulo se demostraba una tasa
de error limite superior en las clasificaciones con k-NN de varias clases. A partir de
entonces se siguié desarrollando y mejorando el método. La ultima fecha a destacar es
el ano 1985, en el que James Keller explicé una version fuzzym de este algoritmo [12].

En este trabajo se pretende analizar en detalle el método de clasificacién k-NN, asi
como una variaciéon del mismo presentada en el articulo Radius k-NN Classifier Using
Aggregation of Fuzzy Equivalences [14], en el que se media la proximidad a partir
de equivalencias difusas ([13]). Ademé&s se propone una nueva modificacién basada
en las funciones de equivalencia restringidas ([7]), realizando un estudio comparativo
del rendimiento de las distintas propuestas. Los objetivos concretos de este trabajo se
establecen en detalle en la siguiente seccion.

1.2. Objetivos

= Estudiar en detalle el concepto de equivalencia difusa, los distintos métodos de
obtencion de medidas de este tipo y la agregacién de estas funciones.

» Introducir los métodos de clasificacion y en particular estudiar el método Radius
kNN Classifier, tanto desde un punto de vista tedrico como aplicado.

» Estudiar las funciones de equivalencia restringidas (REFs) y sus métodos de

'El término fuzzy o difuso se refiere al estudio de informacién imprecisa. En numerosas ocasiones
la clasificacion de datos o la definiciéon de conjuntos no vienen dadas por unas fronteras totalmente
definidas. En estos casos, lo ideal es hablar del grado de pertenencia al conjunto. En particular, en el
estudio que nos ocupa en este trabajo, se analizard el grado de cercania entre dos objetos [I7, p. 35,
p.40].



construccién, buscando ejemplos de estas funciones a partir de ellos.

» Modificar el método Radius kNN Classifier empleando funciones de equivalencia
restringidas.

» Comparar los resultados de la aplicacion del algoritmo Radius kNN Classifier
aplicando funciones de equivalencia restringidas con los obtenidos al aplicar el
método basado en equivalencias difusas.

1.3. Estructura del trabajo

En base a los objetivos del trabajo, la estructura de este sera la siguiente: el capitulo
2 comienza presentando los conceptos bésicos necesarios para la comprension de la
memoria e introduce y estudia las funciones de equivalencia restringidas (REFs), para
lo cual se desarrollan previamente las equivalencias difusas. Se muestran ejemplos de
ambos tipos de funciones y las propiedades de cada una de ellas, y se presentan varios
resultados que permiten su construccion.

Posteriormente, el capitulo 3 se centra en los métodos de clasificacién. Es aqui
donde se explican los algoritmos k-NN y Radius k-NN. En este apartado se describen
ademas los pasos fundamentales del programa realizado para este estudio.

Por 1ltimo, en el capitulo 4 se analizan los resultados, aplicando los distintos méto-
dos sobre diferentes archivos de datos, y comparando el rendimiento del método de
clasificacién empleando las funciones de equivalencia restringidas frente al obtenido
empleando equivalencias difusas.



Capitulo 2

Funciones de equivalencia
restringidas

En este capitulo se comenzaran introduciendo algunos conceptos basicos que pos-
teriormente seran utilizados en la generacion de equivalencias difusas, cuya definicién
y analisis es imprescindible en el estudio de este tema. Finalmente se hace un estu-
dio en profundidad de un tipo particular de equivalencias difusas, las funciones de
equivalencia restringidas (REFs).

2.1. Conceptos basicos

Se comienza recordando algunas definiciones fundamentales a lo largo de este tra-
bajo, lo cual permite ademas fijar la notacién utilizada en el mismo. En particular se
introduciran los conceptos de automorfismo, implicacion y funcién de desviacién mo-
derada, al permitir estos tres tipos de funciones generar posteriormente equivalencias
difusas y funciones de equivalencia restringidas. Ademas se introduce el concepto de
negacion, que sera esencial a la hora de anadir la restriccién que caracteriza a las REF's
frente a las equivalencias difusas.

En primer lugar se recuerda el concepto de automorfismo.

Definicién 2.1. [7, p. 2334] Una funcion ¢ : [a,b] — [a,b] continua, estrictamente
creciente, con condiciones frontera ¢(a) = a, ¢(b) = b, se denomina automorfismo
en el intervalo [a,b] C R.

Ejemplos de automorfismos son la propia funcién identidad, la funcién potencia =™



con n natural, etc.

Los automorfismos permitiran, entre otras cosas, generar negaciones difusas. El
concepto de negacion surge como forma de generalizar la idea de conjunto comple-
mentario en el entorno de los conjuntos difusos [13].

Definicién 2.2. [7, p. 2334] Sea c: [0,1] — [0, 1], ¢ es una negacion difusa si y
solo si:

1. ¢(0) =1yc(1) =0.

2. ¢(zx) < e(y), si x> y (monotonia,).

Ademds, se dice que una negacion difusa es estricta, si y solo si:

3. ¢(z) es continua,

4. ¢(x) < c(y), si x>y (monotonia estricta)

Finalmente, una negacion estricta difusa se dice itnvolutiva, si y solo si:

5. ¢(c(x)) = x, para todo x € [0,1].

Las negaciones difusas estrictas que son involutivas se denominan negactones fuer-
tes.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de negaciones fuertes.
Ejemplo 2.1. [3, p.15] La funcién c¢*: [0,1] — [0,1] definida por
*:[0,1] — [0,1]

Y

x — cMNx) :

con A € (—1,00), es una negacion fuerte. Para probar esto es necesario comprobar que

c* werifica las cinco propiedades de la definicion puesto que es evidente que la

funcion toma valores en el intervalo [0,1] y, por tanto, estd bien definida.
1. AMN0) =1y 1) =0 por definicion.
2. El decrecimiento se deriva del decrecimiento estricto demostrado en 4.

3. Mz) es continua por ser funcion racional de dos polinomios y estar bien definida
en [0,1]. Esto dltimo se justifica debido a que el denominador solo se anula si
A= —1/x, pero como x € [0, 1], esto supondria que \ ¢ (—1,00).
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4. Como X\ € (—1,00), se tiene que

NP € Y
c (m)—m < 0,Vx €0,1]

con lo que la funcion es estrictamente decreciente.

5. Finalmente se prueba que es involutiva:

1— 4L R

I T Ao

M)

En el caso particular que A = 0 se obtiene la negacion fuerte clasica, es decir,
c(z) =1—=x,Vz €[0,1].

En general se pueden construir negaciones fuertes a partir de automorfismos del
intervalo unidad (ver [13]).

Proposicién 2.2. [7, p. 233/] Sea ¢ un automorfismo del intervalo unidad. Entonces
co(x) = ¢ 11 — p(x)),Vz € [0,1] es una negacion fuerte.

Demostracion. Es evidente que ¢, : [0,1] — [0,1]. Por otro lado, ¢,(0) = ¢~ (1 —
©0(0) = 1) =1y c,(l) = (1 —=p(1) = ¢ 1(0) = 0. ¢, es continua, por ser
una composicién de aplicaciones continuas. Si x < ¥y, entonces ¢(z) < ¢(y), con lo que
1—p(z) > 1—p(y) y como ¢! es estrictamente creciente, entonces c,(z) > ¢, (y).

Por ltimo, c,(c,(x)) = ¢ (1 = p(cp(2))) = ¢~ (p(x)) = =. O

A continuacién se presenta otro ejemplo de familias de negaciones fuertes que
también tiene como caso particular la negacién clésica y se obtienen a partir del
resultado anterior.

Ejemplo 2.3. [3, p.15] La funcién ¢*: [0,1] — [0,1] definida por
¢:[0,1] — [0, 1]

2.2
r— (x) = (1 —2%) 22)

€=

con w > 0, es una negacion fuerte. FEsto es inmediato sin mds que considerar el
automorfismo del intervalo unidad p(x) = x en la proposicién anterior.

Otros dos conceptos muy importantes en este trabajo y en particular en la cons-
truccién de REFs, son las funciones implicacion y las desviaciones moderadas, que se
introducen a continuacién. Precisamente el estudio de una propiedad de estas funciones
esencial en este estudio se precisa del concepto de negacion.



Definicién 2.3. [7, p. 2335] Una implicacion es una funcién I : [0,1)> — [0,1] que
satisface las siguientes propiedades:

I1: Decrecimiento en la primera componente: v < z = I(x,y) > I(z,y) Yy € [0, 1]
12: Crecimiento en la sequnda componente: y <t = I(z,y) < I(x,t) Vx € [0, 1]
I3: Predominio de la falsedad: I(0,2) =1 Vx € [0, 1]

Lj: Elemento absorbente por la derecha: I(x,1) =1 Vx € [0, 1]

[5: 1(1,0) =0

Algunas de las propiedades més importantes que pueden cumplir, y que ayudaran
a caracterizar algunas condiciones necesarias para ciertos desarrollos posteriores, son
las siguientes:

16: Neutralidad de la verdad: I(1,z) =z
I7: Propiedad de intercambio: I(x,I(y, z)) = I(y, I(x, z))
I8: Condiciones frontera: I(z,y) =1 < x <y
19: ¢(z) = I(x,0) es una negacién fuerte
110: I(xz,y) >y
I11: Identidad: I(z,z) =1
[12: Contraposicién: I(x,y) = I(c(y), c(z)), con ¢ una negacién fuerte
I13: Continuidad: I es una funcién continua

114: I(z,y) =0siysolosiz=1Ay=0.

Un ejemplo sencillo de implicacién es la funcién I(z,y) = méx(1l — z,y). Esta
funciéon cumple, por ejemplo las propiedades 112 e 114, pero no cumple I8, puesto que
1(0,2,0,4) = 0,8 # 1. Estas tres propiedades seran muy importantes en la generacién
de funciones de equivalencia restringidas. Las mismas también podran ser generadas
a partir de funciones de desviacién moderada.

Definicién 2.4. [2, p. 20] Una funcién D : [0,1]*> = R es una funcidon de desvia-
cton moderada si satisface:

MD1: D es creciente en la sequnda componente.

MD2: D es decreciente en la primera componente.

MD3: D(xz,y) =0 si y solo si x =y.



Un ejemplo sencillo de funcién de desviacién moderada es D(z,y) =y — x.

El ultimo concepto introductorio que vamos a recordar en esta seccion es el de
funcién de agregacién, que sera basico en el posterior estudio de clasificacion, puesto
que se agregaran las similaridades en cada punto, para obtener la similaridad global,
fusionando la informacion aplicando este tipo de funciones .

Definicién 2.5. ([9, pp. 06-22], [16, pp. 216-218]). Sea n € N. Una funcién de
agregacion A es una funcion A : [0,1]" — [0,1] con la siguiente propiedad de
monotonia:

Az, oy ) < A(Yry oo Yn) con zyyy; € [0,1], 2 <y, i=1,..,n (2.3)
y que cumple que A(0,...,0) =0y A(1,...,1) = 1.

Una funcion de agregacion A se dice una funcién promedio si A(zx,...,z) =
z, z €10,1].

Se introducen a continuacién los ejemplos de funciones de agregacion mas comunes.

Ejemplo 2.4. ([9, pp.44-56]). Algunos ejemplos de funciones de agregacion son los
stguientes:

» Medias aritméticas ponderadas:

n
Aw(xh ceey l‘n) = Z WLk,
k=1

n
para wg > 0, Zwk:Z.
k=1

En el caso que todos los pesos sean iguales a 1/n se obtiene la cldsica media
aritmética, que se va a denotar por Aj.

n Medias cuasi-aritméticas:

Mw(xla ’xn) = 90_1 (% ng{xk)) )

donde ¢: [0,1] — R es una funcidn continua y estrictamente creciente.

» Un tipo particularmente conocido de media cuasi-aritmética es el de la media de
raiz p-ésima (ver [4, p. 437]):

1 1/p
AQP(£17"'7$7L) = (EZxZ;)
k=1

donde p > 0. Para este tipo de medias se tiene la siguiente relacion A2,(z1, ..., x,) <
A2,(x1,...ymy), sip < q. Es evidente ademds que A2, coincide con la media
aritmética Al.
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» Otras funciones de agregacion importantes (ver [14, p. 1]) son el minimo y el
maxrimo:
A3(xq,...,x,) = min{xy, ..., z,}
Ad(xy, ..., x,) = méx{zy, ..., 2.}

que ademds acotan a las funciones promedio.

La comprobacion de que son funciones de agregacion y ademas funciones promedio es
muy sencilla.

2.2. Equivalencias difusas

Una vez vistos los conceptos basicos necesarios en este trabajo, comienza ahora
una seccién centrada en las equivalencias difusas. Estas funciones fueron introducidas
por Fodor y Roubens ([13]), de la forma que se presenta a continuacion.

Definicién 2.6. [13, p. 33/. Una equivalencia difusa es una funcién E : [0,1]*> —
[0, 1] tal que para cualesquiera x,y,u,v € [0, 1] se tiene que:

1. B(0,1) =0,

2. E(z,x) =1,

5. E(r,y) = E(y,2),

4. E(x,y) < E(u,v), six <u<v<y

A continuacién se presentaran varios ejemplos de equivalencias difusas, para los
que se probara la verificacion de las cuatro propiedades de la definicién

Ejemplo 2.5. [15, p. 25] La funcion Epx definida para cada x,y € [0, 1] como:
Erg(z,y) =1—|z —yl, (2.4)
es una equivalencia difusa, denominada de Lukasiewicz, puesto que:
1. Erg(0,1)=1—-10—-1|=0
Erg(x,z)=1—|z—z| =1

ELK(JU,Z/) =1- ’35 —y[ =1- |y—ac| = ELK(ZU?m)

Sixz <u<v <y conxyuv € |0,1], entonces |u —v| < |x —y|, con lo que
ELK({E;y) S ELK(uvv)‘
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Ejemplo 2.6. [14, p. 2] Si se considera, para cualesquiera x,y € [0,1], la funcion:

, StT =1y
, siz<y (2.5)
, SLT >y

Eqa(z,y) =

gl |y —

también es una equivalencia difusa, que recibe el mnombre de equivalencia difusa de
Goguen, puesto que:

1. Ece(0,1) =9 =0
2. Egg(m,x) =1

3. Se tiene que Eqc(x,y) = Ega(y, x),Vr,y € [0,1], puesto que:

1, siz=y 1, siy==x
Eg(;<l',y) = %7 six <y = %7 SZ: y<z= EG’G(?/,ZL')
g, siz>y g Sly>zx

4. Stx<u<wv<y conzxyuuvel0l]:

» Six =y, entoncesx =u=v =y, conlo que Egc(z,y) =1 = Egc(u,v)

» Six <y, entonces Egg(x,y) = 5 Por otro lado, como u < v, entonces se
tiene que Egg(u,v) = 1 siu = v o Ega(u,v) = % siu < v. Pero al ser
todos numeros positivos y verificarse que x < u < v < y, se tiene que £ < %

y v

Yy 5 <1, con lo que Egg(x,y) < Ega(u,v).

Ejemplo 2.7. [T}, p. 2] Se introduce a continuacion la funcion Egp : [0,1] x [0,1] —
[0,1] definida como:

1, six=y
EGD(xay) =3\ s1x < Yy (26)
Yy, S1LT >y

que recibe el nombre de equivalencia difusa de Godel, puesto que:
1. Egp(0,1) =0
2. Egp(z,z) =1
3. Se tiene que Egp(z,y) = Fap(y, x),Va,y € [0, 1], puesto que:
1, stx=y 1, sity==

Egp(v,y) =, siv<y=1{vy, siy<z=LEgp(y,z)
Y, Stx >y T, SIY>T

4. Stz <u<wv<y conzxyuuv el

» Six =y, entonces x =u =v =y y, por tanto, Egp(x,y) =1 = Egp(u,v).

12



» Six <y, comou< v se tiene que Egp(u,v) =1 siu=v o Egp(u,v) =u
siu < v. En cualquiera de los dos casos se tiene que Egp(x,y) = <
EGD(U,U).

Ejemplo 2.8. [74, p. 2] La equivalencia difusa Erp se define como sigue:

1, St =1y
EFD<:B7y) = méX(l - y,l‘), CURS Yy, (27)
max(l —z,y), six >y

donde z,y € [0,1].

Es sencillo probar que es una equivalencia difusa, puesto que:
1. Erp(0,1) =max(1 —1,0)=0
Erp(z,x) =1 por definicion

Es también inmediato ver, por la definicion de Erp que es simétrica.

Siz <u<wv<yconzxyuv e 0,1, se va a considerar solo el caso v <
Yy, puesto que el otro vuelve a ser trivial al implicar la igualdad de las cuatro
componentes. Si x < y, por un lado se tiene que Epp(z,y) = méx(1l —y,x). Por
otro lado se tiene que:

1, ST U=,
max(l —v,u), siu<wv

Brofu,0) = {

Ahora bien, es evidente que max(l — y,x) < 1 y ademds, como v < u y 1 —
y < 1 —w, se tiene también que méx(1l — y,z) < max(l — v,u), con lo que
EFD(uaU) Z EFD(xvy)'

A continuacién se introduce un resultado que establece la conservacién de equiva-
lencias difusas al aplicar una biyeccion creciente, lo que permite generar una familia
de equivalencias difusas a partir de una dada.

Proposicién 2.9. [I8, p. 50/ Sea ¢ : [0,1] — [0, 1] una biyeccion creciente y E :
(0,1 — [0,1] una equivalencia difusa. La funcion E, definida como E,(x,y) =
o(E(z,y)),Yx,y € [0,1] es una equivalencia difusa.

Demostracion. Es evidente que E, : [0,1]> — [0, 1]. Para probar que es una equiva-
lencia difusa, se demuestra que verifica las cuatro condiciones de la definicion [2.6}

1. E,(0,1) = ¢(E£(0,1)) = ¢(0) = 0, aplicando que E es una equivalencia difusa y
¢ es biyectiva en [0, 1].

2. Ey(x,x) = ¢(E(x,x)) = ¢(1) = 1, aplicando las mismas condiciones del punto
anterior.
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3. Ey(z,y) =¢(E(x,y) = o(E(y,x)) = E,(y, x), puesto que E es simétrica.

4. Dados z,y,u,v € [0,1] con z < u < v < y, se tiene que E(z,y) < E(u,v) lo que
implica, por el crecimiento de ¢, que E,(z,y < E (u,v)

Aplicando la proposicién anterior, se obtienen mas ejemplos de equivalencias difu-
sas, a partir de las vistas hasta ahora.

Ejemplo 2.10. En [T}, p. 2] se consideraron los automorfismos: po(z) = 22, p1(x) =
Z: (2 - ZL’), Y

1-2-(1—2)* s05<x<1
W@ﬁ:{ 2. 2 si0<x<0,5

y las equivalencias difusas Epk, Faa, Eap y Erp, con los que, aplicando la proposicion
se obtienen las siguientes equivalencias difusas: Ef(x,y) = po(Erk(z,y)) =
(Erx(2.9))? Efc(2,y) = vo(Eac(2,y)) = (Eca(z,y))?, Eép(z,y) = ¢1(Eap(,y)) =
Eep(z,y) - (2— Egp(z,y)) ¥

R _ _J1=2-(1—Erp(z,y))* si Erp(z,y) >0,5
Erp(r,y) = 0o Erp(z,y)) = { 2 (Epp(z,y))? en otro caso

?

2z
112 Y

os(z) = %, Junto con la equivalencia difusa Eqg, se obtienen las siguientes equiva-
lencias difusas:

Por otro lado, si se consideran los automorfismos: @3(x) = £5, wa(r) =

1 six=0,y=0
Es(z,y) =4 2min(ey) en otro caso
x+y

1 stx=0,y=0
Ey(r,y) ={ Y

en otro caso

12+y2
1 six=0,y=0
E = min(x
(@) { dminle g xgi;’yz) en otro caso
Por dltimo, al aplicar el automorfismo pe(x) = 5% a Epk, se obtiene la equiva-
lencia difusa:
1— |z -y
Eg(x,y) = ——. 2.8

A continuacion se muestran algunas de las relaciones que se pueden establecer entre
las equivalencias difusas vistas en los ejemplos anteriores.

14



Proposicién 2.11. [T, p. 2] Dadas las equivalencias difusas anteriores, se tiene que:
Es > Eca, By > Ega, Eaa > Es > Efg y Erg > Es > Ef.

Demostracion. En primer lugar se comparan todos los automorfismos empleados en
las definiciones de las equivalencias anteriores con la identidad (Id):

w3 > 1d, puesto que:

2x

¢3(‘I> 14z 2
= = >1,Vxre (0,1 vy  3(0) =
[d(:c) T 142 7 v (’ ] 3()

w4 > 1d, puesto que:

2x
904(1.) 1422 2
Id(z) x 1+a22 7 ve @1 vy (0

w5 < Id, puesto que:

272
©s5(x) T2 21
Id(z) x 142207 O.1] v ¢s(0)

n
BS)
(=)
IN

~
&
e

e

@

0

=

o
Q

=

®

1
— — <1 1 =
Id(x) x 2—x Vo€ (0] vy we(0) =0

A partir de lo anterior, se obtiene directamente: F3 > Fqqg, Ey > Fag, Es < Eqg v
FEs < Er, con lo que solo queda probar dos desigualdades: E5 > EE, v Eg > EE,.

» Como Fs = p50Eqq y EE, = poo Egg, es suficiente con ver que o5 > ¢g. Ahora

bien, ¢5(x) = ff; > 22 = py(x), puesto que H% > 1 para todo x € [0, 1].

s Como Egpgo Eri y EEK = g o Frk, es suficiente con ver que @z > ¢o. Ahora
bien, pg(x) = 5% > 2° = @o(x), puesto que esto es equivalente a demostrar,
para z € [0,1], que z(z — 1)? > 0.

Para ver graficamente las relaciones probadas en la proposicion [2.11], se representan
las mismas en dos dimensiones, fijando el valor x = 0,4, con lo que se obtienen las
representaciones de la figura [2.1]

15



Comparacion equivalencias difusas

Ez vs Egs Eqvs Egs
10 -
038
= 06
=t
(=]
o 04
+ E5
02 —_= E
00 5B
—— Fes
Eixvs Efy vs Eg EZ,
Y s s N (P Es
— E
08 “
Efk
= 06
-t
(=]
o 04
0z
0.0

Figura 2.1: Comparaciéon de equivalencias difusas.

Como se acaba de ver, las equivalencias difusas comparan dos puntos. No obstante,
también se pueden comparar con ellas n-tuplas de [0,1]", sin méds que combinar la
medida en cada componente mediante las funciones de agregaciéon. Asi, dado n €
N y A una funcién de agregacién cualquiera, para una equivalencia difusa dada FE,
consideramos una operacién binaria

A(E)<X7Y) - A(E(x17y1)7-'-7E(xn7yn>)' (29)
para todo x,y € [0,1]" (ver [I4, p. 2]).

Este procedimiento serd esencial en el algoritmo que se presentard en el capitulo
puesto que permitira cuantificar la cercania entre los elementos en los problemas
de clasificacion. En ese capitulo se propone ademas una modificacién del algoritmo
conocido, considerando unicamente un tipo particular de equivalencias difusas, que
son las que van a estudiarse en la seccion siguiente.

2.3. REFs

En este trabajo va a ser fundamental un tipo particular de equivalencias difusas,
las llamadas funciones de equivalencia restringidas, que quedan definidas como sigue:

Definicién 2.7. [7, p. 2338] Una funcién REF : [0,1]> — [0,1] es una funcién de
equivalencia restringida, si satisface las siguientes condiciones:
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. REF(z,y) =0 si, y sdlo si, se tiene que x =1 ey =0 o se tiene que x =0 e

y=1.
REF(z,y) =1z =y.
REF(z,y) = REF(y,z),Vx,y € [0,1].

. Vr,y,z €[0,1] conx <y <z, se tiene que REF (z,y) > REF(z,2) y

REF(y,z) > REF(x,z).

REF(z,y) = REF(c(z),c(y)),V z,y €/0,1], siendo ¢ una negacion fuerte.

La cuarta condicién es equivalente a decir que Vz,y, z,t € [0,1], six <y < z < ¢,
entonces REF (y,z) > REF(x,t). Esto unido a la propia definicién, hace obvio que
una funcién de equivalencia restringida es una equivalencia difusa, puesto que cumple
las propiedades de las equivalencias tal cual o en una versiéon mas fuerte, ademas de
la condicion 5, tal como establece el siguiente resultado, cuya demostracién es trivial.

Teorema 2.12. [7, p. 2338] Toda funcién de equivalencia restringida es una equiva-
lencia difusa.

Sin embargo, el reciproco del teorema anterior no es cierto, como se muestra en el
siguiente contraejemplo.

Ejemplo 2.13. [7, p. 2338] La funcién E : [0,1]* — [0,1] definida como:

(2.10)

E(x’y):{03@'(a;:0/\y:1)v(:c:1/\y:0)}

1 en otro caso

es una equivalencia difusa, puesto que:

1.
2.
3.

E(0,1) =0, inmediato por la definicion de E.
E(z,x) =1, también se deriva directamente de la definicion de E.
Para ver la simetria:

» Siz=0ey=1, entonces £(0,1) =0 = E(1,0).

» Siz=1ey=0, entonces F(1,0) =0 = E(0,1).

= En otro caso, E(xz,y) =1= E(y,x).
Supongase x,y,u,v € [0,1] con x <u<v <y Six=0cey=1, entonces
E(z,y) =0 < E(u,v), puesto que E toma valores en el intervalo [0,1]. En otro

caso E(x,y) =1, pero como x <y, entonces 0 < x <y y, por tanto, 0 < u < v,
con lo que E(u,v) = 1. Se tiene entonces que E(x,y) < E(u,v) siempre.
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Sin embargo, E no es una funcion de equivalencia restringida. Por ejemplo, se
tiene que £(0,1,0,2) =1 y es evidente que 0,1 # 0,2, con lo que no verifica la seqgunda
condicion para este tipo de funciones.

Este tipo particular de equivalencias difusas mantiene alguna de las propiedades
de estas como, por ejemplo, la conservaciéon por automorfismos.

Proposicién 2.14. [7, p. 2339] Si REF es una funcion de equivalencia restringida
con respecto a la negacion fuerte ¢ y ¢ un automorfismo del intervalo unidad, entonces
F = po REF es una funcion de equivalencia restringida con respecto a la misma
negacion fuerte c.

Demostracion. Se va a comprobar que F', asi definida, verifica las cinco condiciones
de la definicién

1. Se tiene que F(z,y) = 0 si, y solo si, o(REF(x,y)) = ¢(0), puesto que ¢(0) =0
al ser ¢ un automorfismo en el intervalo unidad. Ademas, por la misma razén, es
biyectiva, con lo que esto es equivalente a decir que REF(z,y) = 0. Puesto que
RFEF es por hipétesis una funcion de equivalencia restringida, esto es equivalente
adecirquex =1ey=00quexz=0ey =1, que era justo lo que se queria
demostrar.

2. Aplicando de nuevo que ¢ es biyectiva y que ¢(1) = 1, se tiene que F(z,y) = 1
si, y solo si, p(REF(x,y)) = ¢(1), lo que es equivalente a que REF(x,y) = 1,
que a su vez es equivalente a que x = y.

3. La simetria de F' se deriva de forma inmediata de la simetria de REF'.

4. Dados z,y,u,v € [0,1] con z < u < v <y, entonces REF (z,y) < REF(u,v) y
como ¢ es creciente, es inmediato que F(x,y) < F(u,v).

5. Fijada la negacion fuerte ¢, REF es una funcién de equivalencia restringida,
con lo que REF(xz,y) = REF(c(z),c(y)) para todo z,y € [0,1], con lo que

F(z,y) = F(c(x), c(y)).

2.3.1. Ejemplos de REF's a partir de equivalencias difusas

En la seccion se vieron algunos ejemplos de equivalencias difusas que habian
sido considerados en la literatura. Se va ahora a analizar cuales son ademas funciones
de equivalencia restringidas. En caso afirmativo, sera simplemente necesario probar
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tres de las condiciones de la definicién puesto que la tercera y cuarta son las
mismas en ambas definiciones. En todos los casos se considerard la negacién fuerte
clésica.

» La equivalencia difusa Fpx definida como Fpg(z,y) =1— | —y|,Vz,y € [0, 1]
es una funcién de equivalencia restringida, puesto que:
1. Erg(z,y) = 1si, y sblo si, |[x —y| = 0, lo cual es equivalente a z = y.

2. Erg(x,y) =0si,ysblosi, |[z—y| =1y como x,y € [0, 1], esto es equivalente
ar=0ey=1loaquex=1ey=0.

5. Sea ¢(x) =1 —z,Vx € [0,1]. Se tiene que:

Erk(c(@),c(y)) = Bog(l =21 —y) =1 = [(1 —2) = (1 —y)| =

=1- |$ —y| = Erk(z,y)

» Fgg no es funcién de equivalencia restringida, puesto que Egg(0,0,5) = 0y, por
tanto, no verifica la primera condicién de las REFs.

s Fgp tampoco es funcién de equivalencia restringida, puesto que de nuevo se
tiene que E¢p(0,0,5) = 0.

» Sin embargo Epp si verifica las condiciones mas fuertes para ser funcién de
equivalencia restringida, puesto que:

1. Epp(z,y) = 0 si, y sblo si, x < y y max(l —y,z) = 0oz > yy
méax(1l — z,y) = 0. Puesto que x e y son numeros en el intervalo [0, 1]
esto es equivalente a decir que 1 —y =x =00 que 1 —x =y = 0, es decir,
quer=0ey=10y=0ex=1, que es justo lo que se queria demostrar.

2. Si z <y, entonces como x > 0 e y < 1, se tiene que Epp(z,y) = max(l —
y,z) < 1. De forma anéloga, si © > y, se tiene que Erp(z,y) = max(l —
x,y) < 1, con lo que Erp(z,y) = 1 si, y s6lo si, z = y, por definicién.

5. Sea c(x) =1—z V x € [0,1] una negacién fuerte.
1 sil—x=1—-y

Erpl—z,1—y)=¢ mix(1—-(1—y),1—2) sil—z<l—y =
mix(l—(1—z),1—y) sil—xz>1-y

1 siz=vy
max(y,l —x) sl x>y = Epp(x,y)
max(x,1 —y) si y>ux

» ER (2,y)=(ELk(x,y))? es una funcién de equivalencia restringida por la propo-
sicion
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» EEL(0,0,5) = (Ege(0,0,5))? = 0, con lo que tampoco es funcién de equivalencia
restringida.

» EES(0,0,5) = Egp(0,0,5) - (2— Eqp(0,0,5)) = 0, por lo que tampoco es funcién
de equivalencia restringida.

» FE es funcién de equivalencia restringida, aplicando de nuevo la proposicién

214

= F3(0,0,5) = %&’3’5) = 0, por lo que no es funcién de equivalencia restringida,

al no cumplir la primera propiedad de las mismas.

= F4(0,0,5) = % = 0, con lo que tampoco es funcion de equivalencia restrin-
gida.

= Tampoco verifica la primera condicion para la equivalencia difusa E5, puesto que

min(02 2
E5(07075) =2 023?(07,(%73) ) = 0.

= Finalmente se va a probar que Ej si es funcién de equivalencia restringida. Puesto
_ l-jz—y] : .
que FEg(z,y) = ey V%Y € [0, 1], se tiene que:

1. Eg(z,y) = 0si, y sélo si, Epk(x,y) =0y como Epk es funcién de equiva-
lencia restringida, se verifica la primera condicién.

2. Eg(z,y) = 1si,ysélosi, 1 — |z —y| =1+ |z —y| lo que es equivalente a
|z — y| = 0, es decir, a que = = y.

5. Puesto que c es la negacién fuerte clasica, se tiene que:

10— - -yl| _ 1-|y—a
1+[Q—-2)=(1-y| 1+][y—z

Eg(c(x), c(y)) = Fs(z,y)

De todo lo anterior se deduce que de las equivalencias difusas vistas en la seccion
solo son funciones de equivalencia restringidas las siguientes: Epx(x,y), Erp(z,y),

ELI?K(xay)a EIIT%DCC?Z/) y E6(x7y)

Evidentemente, existen en la literatura otros ejemplos de REFs, como se vera en
el siguiente apartado.

2.3.2. Otros ejemplos notables de REF's

Antes de comenzar a estudiar los métodos de construccién de REFs, se presentan
a continuacién otros ejemplos de funciones de equivalencia restringidas, que se pueden
encontrar en la literatura.
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» En [§ se considerd la siguiente funcién de equivalencia restringida:

f 1-e—yl silz—y <}
REF.ji(x,y) = { %(1 — |z —y|) en otro caso

= En [7] se introdujeron las tres siguientes REFs: REF, jo(z,y) = (1 —|2* —y4|)Y/4,
REF, j3(z,y) = (1—|2/*—yY*)*y REF,;5(x,y) = min(min(1—z+y, 1), min(1—

y+x,1)).
» La funcién de equivalencia restringida propuesta en [20] fue:

0 si{ry}={01} Aaty
REF j4(xz,y) =< 1, six=y
To, en otro caso

Esta funcién puede definirse para cualquier xy ¢ {0, 1}, aunque en este trabajo
se considerard, a modo de ejemplo, el caso xg = 1/2.

2.3.3. Meétodos de construccion de REF's

Seria realmente interesante poder aplicar ciertos métodos directos para la construc-
cién de funciones de equivalencia restringidas. A continuacién se presentan los resul-
tados que permiten construir REFs de forma sistemética a partir de automorfismos,
funciones de implicacion y desviaciones moderadas. Se enmarcaran los ejemplos vistos
anteriormente en cada caso, y se definiran nuevas funciones a partir de los teoremas,
proposiciones y corolarios expuestos.

A partir de automorfismos

Proposicién 2.15. [7, p. 2338] Sean @1 y o dos automorfismos definidos en el in-
tervalo unidad, entonces:

REF(z,y) = o1 (1 — |pa(x) — @2(y)|) con c(z) = @31 (1 — ¢a(x))

es una funcion de equivalencia restringida con respecto a la negacion fuerte c.

De aqui se podrian deducir algunos de los ejemplos de funciones de equivalencia
restringidas vistos hasta ahora. Asi:

» Ep se obtiene considerando ¢1(z) = ¢2(z) = x en la proposicién [2.15] con lo
que la negacion fuerte es la clasica: ¢(z) =1 —
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» REF,;» se puede obtener considerando ¢1(x) = ¢pa(x) = 2* en la proposicién
2.15 En este caso la negacién fuerte es: c(z) = (1 — 2*)V/4.

= A partir de los automorfismos () = @a(z) = z'/4, se obtendria que REF,j3

es una funcion de equivalencia restringida con respecto a la negaciéon fuerte:
c(x) = (1 — 2"/,

= Hasta ahora los dos automorfismos han sido iguales, pero evidentemente no siem-
pre es asi. Por ejemplo Eg se obtiene a partir de ¢1(z) = £ v @a(z) =z y es
una funcién de equivalencia restringida con respecto a la negacion fuerte clésica.

Ademas de obtener por este método funciones ya introducidas en la literatura,
también se pueden dar otras nuevas.

Ejemplo 2.16. Sean @1 y ws los automorfismos del intervalo unidad definidos como:
o1(x) = y po(x) = 2", conn > 1,n € N. Aplicando la proposicion se obtiene:

REFs(z,y) =1 —|z" —y"| con c(z) = V1—2z" (2.11)

Esta funcion es muy similar a la funcion Epx. La diferencia principal radica en
que en esta ultima se calcula la cercania entre dos elementos a partir de la distancia
euclidea y ahora se utiliza la distancia |x™ — y"|.

El automorfismo py definido Yn € N serd una funcion con dominio y codominio
[0,1]. Debido al intervalo en el que se define la funcion, las potencias de los elementos
sitempre le asignaran a estos un valor menor o igual al original. Para estudiar la
concavidad de sy, se calcula su sequnda derivada: ¢f(x) = n(n — 1)x" 2. Se tiene que
el valor de ©y(x) > 0 Ya € (0,1], confirmando que la funcion es convexa en (0,1).
Cuanto mayor sea n, la pendiente mdzima de pa(x) alcanzada en [0,1] serd mayor.

Dividiendo [0, 1] en dos subintervalos, siendo el final del primero y el principio del
sequndo el punto de pendiente mdxima (denotemos k a este punto), se concluye que la
pendiente de o(x) en [0, k] disminuird a mayor n, mientras que en [k, 1] aumentard.

Como resultado de las potencias, a los valores [0,k] se les asignard un valor en
un intervalo [0, d], mientras que a los valores (k,1] se les asignard un valor en un
intervalo [d, 1], cond < 0,5¥n >1yd — 0.

n—oo

Luego, se deduce que |x" —y"| < |v —y| si z,y € [0,k] y que |2" — y"| > |z —y| si
rxe[0,1]Ay € (k1] oy €[0,1] Ax € (k,1]. Se concluye ademds que, cuanto mayor
sea el nimero natural n, mds cercana a 0 serd la distancia |x"™ —y"| en el primer caso
y mds divergerd de |z — y| en el sequndo.
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Vistos los resultados, se observa que las REF's construidas con estos automorfismos
no son muy relevantes. Esto es debido a que en algunos casos en los que dos elementos
estén bastante lejanos, se obtendra una distancia menor que la euclidea, lo que en
la practica no es de gran interés. Sin embargo, si se modifican los automorfismos de
tal forma que Vs_nuevo(T) = ©1(2) ¥ P1—nuevo(T) = @5 '(x) las consecuencias son muy
diferentes.

Ejemplo 2.17. Sean 1 y o los automorfismos del intervalo unidad: ¢1(x) = /x con
n>1,n€Nypy(r) =z Aplicando la pmposicz'én se obtiene que REF, j7(x,y) =
(1 — |z — y])™ es una funcidn de equivalencia restringida con respecto a la negacion
fuerte estdndar.

La importancia de la construccion de la REF, al igual que en el ejemplo anterior,
radica en la potencia n-ésima. Sin embargo, los resultados son totalmente diferentes al
hacer actuar en este caso la potencia sobre el valor resultante de (1 — |ps(x) — pa2(y)|).

Mediante este procedimiento, primero se calculard la cercania entre x e y a partir
de la distancia euclidea, y posteriormente se aplicard un automorfismo sobre esta. Lo
que se pretende con la definicion de p1(z) de este ejemplo, es asignarle un valor casi
nulo a los elementos cuya cercania sea lo suficientemente baja como para considerar
que tiemen caracteristicas semejantes.

Es evidente que esta funcion también puede obtenerse aplicando la proposicion|2.1
a Epg con respecto al automorfismo oy,

A pesar de conseguir darle especial importancia al hecho de que dos elementos
tengan un atributo con valores muy diferentes, también se varia la cercania entre dos
objetos cuya distancia no sea grande, lo que a veces no es ventajoso. Se presenta el
siguiente ejemplo como solucion a este problema. Con el interés de seguir asignando una
cercania muy proxima a cero a elementos que tengan caracteristicas lo suficientemente
diferentes como para concluir que no pertenecen a la misma clase; pero buscando
considerar una cercania calculada uniformemente en el intervalo [0,5, 1].

Ejemplo 2.18. Sean ;1 el automorfismo del intervalo unidad:

- sixz€0,0,1]

0,25
() = EE e 01,05) (21
x, si x € [0,5,1]

y @2 la identidad. Aplicando la proposicion|2.15 se obtiene que

REFjs(w,y) = §4- (L= [z —yl) =15, sil—|z—y| €[0,4,05], (2.13)
1_|$_y|7 Sil—le—ylE[Oﬁ,l]

es una funcion de equivalencia restringida con respecto a la negacion fuerte estdndar.
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Para tener una idea grafica de dicha funcion, se ha representado el automorfismo
¢1 aplicado a 1 — |z — y| en la figura[2.4

REF(1-|x-y|)

10T o 0.4

— pY0.4,0.5]
— 905, 1]

0.a

0.0 0z 04 06 08 10
1|y

Figura 2.2: Representacion ¢q(1 — |z — y|).

Si se desea ser mds rotundo asignando valores aun mds cercanos a 0 en el intervalo
[0,0,5], se puede hacer con un intervalo mayor en el primer trozo de la funcidn repre-
sentado en la figura en azul y aumentando la pendiente de la recta. Se tiene que
tener en cuenta en todo caso, que la funcion definida como ¢, (equivalentemente p;*)
ha de ser un automorfismo. Por otra parte, se destaca de nuevo la importancia para
nuestro objetivo de que los valores de cercania euclidea en el intervalo [0,5,1] sigan
estando uniformemente distribuidos.

Siguiendo este razonamiento, se puede construir una funciéon de equivalencia res-
tringida de la misma forma que la anterior pero presentando una tendencia mas suave
en el intervalo [0, 0,5]; esto se consigue considerando una curva, en lugar de la unién
de las dos rectas.

Ejemplo 2.19. Si se considera el automorfismo del intervalo unidad:

@+ 52)(22)"° stz <05
) = { x six>0,5

se puede aplicar la proposicion[2.14 a la funcion de equivalencia restringida Epk y se
obtiene la nueva funcion de equivalencia restringida:

(22 +2) (22)", siz€0,0,5]

z, si z € (0,5, 1] (2.14)

REFejll(xay) = {

donde z denota 1 — |z — y|.

Otro ejemplo de REFs construidas con otros automorfismos es el siguiente:
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Ejemplo 2.20. Sea ;1 el automorfismo del intervalo unidad definido por:

A
S

con X > 0, A € Ry @s el automorfismo identidad. Aplicando la proposicion [2.15 se
obtiene la funcion de equivalencia restringida:

L+ — |z —yl)

REFejg(l‘»y) = \ -+ (1 — ’33 - y’)

con respecto a la negacion fuerte clasica.

En esta funcidn, la aplicacion de ¢;" a la cercania entre dos elementos, aumenta

su valor, por la forma del automorfismo en cuestion. Ast,

ot (2) = 2A(1+ M)A +2x)
dx? (A+ )
d2npf1

con lo que se tiene que —4—(x) < 0 en [0,1]. Esto quiere decir que la funcion es
concava en el intervalo de definicion. Ademds, cuanto menor es A, la concavidad es
mas pronunciada, por lo que se asignan valores muy altos de cercanias a objetos que
no son tan semejantes. Por otro lado, limy_.o@7 (z) = x, por lo que con valores de
A grandes la REF se comporta como Ep k.

10

0.8

A=0.01

=R ¥}
I
oo
S E

0.6

REF(1 —|x—y]i

04

S De e e Der e De Dee
H 2o oo b kO

0z

e
=
L= = =

"
=
=+

0.0 A=20

0.0 02 04 D6 08 10
1—|x—y|

Figura 2.3: Representacion de REF, 9 dependiendo del valor del pardmetro A.

Para concluir con este apartado, notese que si se considera una funcién de equivalen-
cia restringida construida a partir de la proposicion [2.15 aplicada a dos automorfismos
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cualesquiera o1 y o y a dicha REF se le aplica la proposicién [2.14] con el automorfismo
©, se obtiene una nueva REF que viene dada por:

F(z,y) = ¢o (o1 (1= |pa(x) — 02()])) = ¢ o o1 (1 — [pa() — @2(y)])

Ahora bien, esta vuelve a ser del mismo tipo que la REF de partida, sin méas que
considerar el automorfismo (¢ o ;')™!, puesto que es evidente que la composicién de
automorfismos y la inversa siguen siendo automorfismos en el intervalo unidad. Es por
esto que no nos centraremos en buscar ejemplos con este método.

A partir de funciones de implicacion

En este caso se tiene no solo un resultado que permite obtener funciones de equi-
valencia restringidas, sino que ademas las caracteriza por medio de un tipo particular
de funciones que en ocasiones son un tipo particular de implicaciones.

Teorema 2.21. [7, p. 2339] Una funcién REF: [0,1]> — [0,1] es una funcidn de
equivalencia restringida si y sélo si existe una funcién I: [0,1]> — [0,1] que sa-
tisfaga las condiciones 11, 18, 112 y 11/ de la definicion tal que REF (x,y) =
min(/(z,y), I(y, z)).

Las funciones de equivalencia restringidas construidas a partir de este teorema se
denominaran funciones de equivalencia restringidas asociadas con el operador
implicacion I que las genera. Otra forma de caracterizar este tipo de funciones puede
verse a continuacion.

Corolario 2.22. [7, p. 23/1] Una funcién REF: [0,1]> — [0,1] es una funcidn de
equivalencia restringida si y sélo si existe una funcién I: [0,1]> — [0,1] que cumple
11, 18, 112 y 114, tal que

REF(z,y) = I(méx(z,y), min(z,y)).

Se obtienen a continuacién las funciones I que generan algunas de las REF's vistas
hasta ahora.

» REF.5(x,y) = min(Ipx(x,y), [1x(y,x)), con I gx(z,y) = min(l —z + y,1)
definida por Lukasiewicz (ver [3, p. 4]).

Se prueba que la funcién implicaciéon cumple los axiomas requeridos:
l:2<z=1-2z+y>1—z4+y=>min(l—z+y, 1) >min(l —2z+y,1)
I8: I(z,y) = 1si, y s6lo si, min(1l — x4+ y,1) =1 lo que es equivalente a decir

que 1 —x+y > 1, es decir, que z < y
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112:

114:

Sea ¢(z) = 1 — x, entonces I(c(y),c(z)) = min(l — (1 —y) + (1 —x),1) =
Hlfn(l — T+ Y, 1) = [(.I',y)

I(xz,y) =0si, ysélosi, 1 —z+y =0, es decir, si x — y = 1, lo cual ocurre
si, y s6lo si, z = 1 e y = 0, puesto que x,y € [0, 1].

» Erp(x,y) = min(Ipp(x,y), [rp(y,z)), con respecto a la funcién de Fodor (ver
[3, p. 4]):

1 stz <y
max(l —z,y) siz>y

Ipp(z,y) = {

que cumple los axiomas requeridos:

I11:

I8:

112:

114:

Sea x < z. Si z < y, entonces Ipp(x,y) = 1, con lo que Irp(z,y)
Irp(z,y). Si x > y, entonces se tiene que z > y, con lo que Ipp(z,y)
méax(1l — z,y) > max(l — z,y) = Ipp(z,y).

v

Puesto que max(1l — x,y) # 1, Va,y € [0,1] tal que x > y, se tiene que
Irp(z,y) = 1si, y solo si, z < y.

Considerando de nuevo la negacién fuerte clasica, se tiene que:

B 1, sil—y<1l—2z
Lrp(cly), c(z)) = {méx(l— 1—y),l—2), sil—y>1—2a’

luego:
1, siz <y
max(l —x,y), siz >y

Te(c(y). (o)) = {

es decir, Ipp(c(y),c(x)) = Ipp(x,y)

Por tltimo, se tiene que Ipp(z,y) = 0si, y sélo si, z >y y max(1—z,y) = 0,
es decir, si y sélo si 1 —x =y = 0, lo que es equivalente a decir que x = 1
ey =0.

» En el caso de REF, ;4 se tiene que REF, j4(z,y) = min(Iy(z,y), I4(y,)) con

0 siz=1,y=0
Li(z,y) =141 sizx <y
% en otro caso

Se prueba que Iy cumple los axiomas requeridos:

11:

Sea xz < z. Sixz < y, se tiene que I4(x,y) = 1, con lo que I4(x,y) > I4(z,y).
En otro caso, si x = 1 e y = 0, entonces I4(z,y) = 0 = I4(z,y) y en
otro caso, I4(z,y) = 1/2, pero como = > y, entonces z > y, con lo que
Li(z,y) € {0,1/2}.

I8: Inmediato por la definicién de 1y.

112: Se tiene:

0 sil-y=1,1—-2=0
Iy(c(y), c(z)) = 4 1, sil-y<l-u
%, en otro caso
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entonces:

0 siz=1,y=0
I4(C(y),C(ZE)) = 17 siz < Yy - 14(‘7:7?/)
%, en otro caso

114: Iy(x,y) =0 si, y sélo si, x = 1 e y = 0 por la definicién de la funcién 1.

Ademas de las ya consideradas, se pueden construir otras a partir de distintas
implicaciones.

Ejemplo 2.23. [3, p. 11] Si se considera la funcion:

1, st <y
1 = , _ . 2.1
mm (T, y) MmAx <%’ ﬁ) Csiz>y (2.15)
esta cumple los axiomas requeridos para aplicar el teorema |2.21):
11: Six < z, entonces:
e Siy < x, también se tiene que y < z, con lo que I(x,y) = max (%, ﬁ Y
I(z,y) = méx (%, }:;) Ahora bien, por hipdtesis v < z, con lo que £ > ¥
Y 1o > 1=y, por tanto, Innr(w,y) > Inen(2,y).

o Six <y, entonces Iyp(x,y) =1, con lo que Iy (2,y) < Iym(x,y) para
cualquier z € [0,1].

I8: Por definicion de Iy, si x > vy, entonces Iy M(xz,y) < 1. Con lo que si
Inv(z,y) = 1, entonces © < y y el reciproco es inmediato aplicando de nue-
vo la definicion.

I12: Se considera la negacion fuerte cldsica c¢(x) =1 — x y se tiene que:

1 sil—y<l-=x
D (e(y), e(x)) = méx (1__11—51—3;3) sil—y>1—x =
1-y1-(1—x) )’

1 stx <y
]MM(C(y)7C(x)) = max (ﬁ) %) siz> y = IMM(xay)
I14: Se tiene que I(x,y) = 0 si, y sélo si, £ = t—z =0 conx >y, lo que es equivalente

a decir quey =0 yx =1.

Una vez probadas las hipotesis necesarias para aplicar el teorema|2.21], se define a
partir de este:

1 ST T =1
méx (=24 2) six<
REFej12(33>?/) = 1—z’y Yy
< -z y ;
max { 1=, ST T >



Ejemplo 2.24. La implicacion de Baczynski ([3, p. 11]), definida como:
Ipz(z,y) = min(méx(0,5, min(l — z + y, 1)), 2 — 2z + 2y).

también permitird generar una funcion de equivalencia restringida, puesto que:

I1: Six < z, se tiene que min(1—x+y, 1) > min(1—z+4y, 1) y 2—2x+2y > 2—22+2y,
con lo que se llega a que Ipz(x,y) > Ipz(2,y).

18: Si Ipz(z,y) = 1, entonces méx (0,5, min(1 —z +y,1)) > 1, lo que implica a su
vez que min(l — x +y, 1) > 1 y, por tanto, que y > .

Inversamente, si x <y, entonces Ipz(x,y) =1 por definicion.

112: Considerando de nuevo c(x) =1 — x, se tiene que
Ipz(c(y), c(z)) = min(mdx(0,5, min(1—(1—-y)+(1—2x),1)),2—2(1—y)+2(1—x)) =
min(max (0,5, min(y + 1 — x,1)),2y + 2 — 2x) =
min(méax (0,5, min(l —z 4+ y1)),2 — 2z + 2y) = Ipz(z,y)
114: Igz(x,y) = 0 si, y sdlo si, m&x(0,5, min(1 —x +y,1)) =0 02— 2z + 2y = 0.
La primera condicion no puede darse, puesto que el mdzimo serd mayor o igual

que 0,5, con lo que es tiene que 2 —2x+2y =0 o, lo que es lo mismo x —y = 1.
Puesto que x,y € [0,1] esto es a su vez equivalente a decir que x =1 e y = 0.

Habiendo probado las hipdtesis necesarias para emplear el teorema|2.21), se obtiene
la funcion de equivalencia restringida. Se puede escribir también como

| Ipz(x,y) siz>y
REFBz(ZL‘,y) == {IBz(y,$> six < y (216)

El teorema empleado en la definicion de las tres funciones anteriores es muy valioso.
Sin embargo, las hipdtesis que deben de cumplir las implicaciones en muchas ocasiones
no se satisfacen, como puede verse en los siguientes ejemplos, con lo que no toda funcién
de implicacién permitird definir una funcién de equivalencia restringida.

Ejemplo 2.25. Se van a presentar en este ejemplo algunas funciones de implicacion
conocidas, que no permiten generar REFs a partir de ellas.

» La funcion de implicacion de Gadel (ver [3, p. 4]) se define como sigue:

Iap(z,y) = {

Se podria probar que esta implicacion verifica I8, pero sin embargo no verifica
112 o 114. Por ejemplo, si consideramos la negacion fuerte cldsica c¢(x) =1 —z,
se tiene que Igp(c(0,2),¢(0,4)) = I5p(0,8,0,6) = 0,6, pero 1gp(0,4,0,2) = 0,2.
Ademds Isp(0,2,0) = 0.

1, st <y
Yy, en otro caso
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En el caso de la funcion implicacion de Rescher ([3, p. 4]):

1, st <y
Irs(z,y) = {0, en otro caso (2.17)

esta verifica las propiedades I8 e 112, pero es evidente que no verifica 114. Por
ejemplo, 1rs(0,4,0,2) = 0.

Se define la funcion implicacion de Goguen ([3, p. 4]) como:

1 st <y
loa(,y) = {%, en otro caso (2.18)

De nuevo verifica I8, pero no asi 112, puesto que Igc(c(0,2),¢(0,4)) = 15¢(0,8,0,6) =
0,75 y I6(0,4,0,2) = 0,2/0,4 = 0,5. Tampoco verifica 114, puesto que, por ejem-
plo, Igg(O,Z,O) =0.

La funcion implicacion de Reichenbach ([3, p. 4]) tampoco permite generar una
REF a partir de ella. Dicha funcion se define como: Igc(z,y) = 1—x+x y aunque
verifica 11, 112 e 114, no verifica I8, puesto que, por ejemplo, Ir-(0,2,0,3) = 0,86.

En la misma condicion falla la funcidn implicacion de Kleene-Dienes ([3, p. 4]),
definida como: Ixp(x,y) = max(1l — z,y), puesto que Ixp(0,2,0,5) = 0,8 # 1.

En el caso de la funciéon de implicacion de Yager ([3, p. 4]), definida como:

)1, six=y=0
IYG(x’y){ym, siz>0dy>0

solo se verifica 11, puesto que Iy(0,2,0,4) ~ 0,83 # 1 y Iye(1,0,2) = 0,2 40 =
Iy¢(0,8,0) = Iyg(c(0,2),¢(1)). El ejemplo Iy(0,8,0) = 0 también sirve para
comprobar que no se verifica 114.

La funcion de implicacion ([3, p. 11)):

min(l —z,y), si max(l —z,y) <05

max(1l — x,y), en otro caso (2.19)

hm@w%={

no verifica 18, ni 114. En el primer caso se tiene que Iyn(0,2,0,6) = max(1 —
0,2,0,6) = 0,8 # 1 y en el seqgundo I;5(0,2,0) = max(1 —0,2,0) = 0,8 # 0.

La implicacion ([3, p. 11]):

min(1,1 — 2% +y), sty >0
B 1, stz €1[0,0,25),y=0
Ini(,y) = 0,1, si € [0,25,0,75),y = 0 (2.20)
0, en otro caso

no verifica 114, puesto que por ejemplo, In;(0,8,0) = 0 y ademds no se cumple
112 para ninguna negacion fuerte. Para ver esto, se va a razonar por reduccion
al absurdo, suponiendo que existe una negacion fuerte c tal que Ini(c(y), c(x)) =
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Ini(z,y) para todo x,y € [0, 1]. En particular serd cierto para el caso x € [0,75,1)
ey=0.

Por definicion de Iy se tiene In(x,0) = 0. Por otra parte, por definicion de ne-
gacion difusa se tiene que c(0) = 1 yc(x) > ¢(1) =0, con lo que In1(c(0),c(x)) =
Inr(1,¢(z)) = min(1, ¢(z)) = ¢(x) > 0.

» La implicacion ([3, p. 11]):

_ 1, sir=y=00x=y=1
Isq(,y) = {méx(y:”, (1 —z)vi=y), en otro caso (221)
cumple I1 e 114, pero no asi I8, puesto que I5(0,2,0,4) = médx(0,4%2, (1 —
0,2)vV1=94) = m4dx(0,83,0,84) = 0,841. Tampoco verifica 112, teniendo en cuenta
que Tso(c(0.4), ¢(0,2)) = Iso(0,6,0.8) = max(0,8°°, (1 — 0,6)VI0%) = 0,875,

» En el caso de la implicacion ([3, p. 5]):

1, siz=0Vvy=1
[O(x’y)_{o, sizx>0Ny<1 (2.22)

la condicion que no se verifica es 18. Ast, 1(0,1,0,2) =0 # 1.
» La misma condicion falla en el caso de la implicacion ([3, p. 5)):

_J1 siz<1Vy>0

puesto que, por ejemplo, 1,(0,4,0,2) =1 aunque x = 0,4 > 0,2 = y.
» Por dltimo, en el caso de la implicacion ([3, p. 12]):

0 stx>0Ny=0

I(z,y) = {1 en otro caso (2.24)

solo se werifica I1, puesto que 15(0,4,0,2) = 1 aunque 0,4 > 0,2, con lo que
no se verifica I8 e 15(0,4,0) = 0, aunque v = 0,4 # 1, con lo que tampoco se
verifica 114. Ademds no se verifica 112 para ninguna negacion fuerte. En caso,
supongamos que existe una negacion fuerte c tal que Is(c(y),c(x)) = L(x,y)
para todo x,y € [0,1]. En particular serd cierto para el caso x € (0,1) ey = 0,
con lo que I(c(0),c(x)) = I2(1,¢(x)). Pero como Iy(x,0) =0, esto llevaria, por
definicion de Iy a que c¢(x) = 0 con x € (0,1) lo cual es imposible al ser ¢ una
negacion fuerte.

Para resumir todas las funciones de implicacion que se acaban de estudiar, asi como
si cumplen o no las propiedades 1, I8, I12 e 114, se muestra la tabla [2.1]

31



Implicaciones ‘ I1 ‘ I8 ‘ 112 ‘ 114 ‘
Itk =min(l —x +y,1)
_ 1, six <y
Irp(z,y) = méx(l —z,y), siz>y
0 si(z,y)=(10) ANz#y

I =30 siz<y
z, en otro caso
Iy (2, y) = min <1> max (%7 %))
Ipz(x,y) = min(méx(0,5, min(1 —z + y,1)),2 — 2z + 2y)
1, siz <y
Igp(z,y) = {97 en otro caso ) )
_J1, stz <y
Irs(z.y) = {O, en otro caso )
1, siz <y
laa(w,y) = {i, en otro caso L
Inc(z,y) =1—z+wy i
Ixp(z,y) = mix(1 — z,y) a
1, siz=y=0
Iyc(z,y) {x’ siz>06y>0 | “
~ fmin(1l —=z,y), si max(l—=z,y) <0,5
Tun(z,y) = {méx(l —z,y), en otro caso -
min(1,1 — 2% +y), siy>0
B 1, siz €10,0,25),y =0
Ini(z,y) = 0,1, six€[0,25,0,75),y =0 AN
0, en otro caso
1, si (z,y) € {(0,0),(1,1)}
I = '
SQ(Iv y) {méx(y”, (1 _ x)\/ﬁ), en otro caso X X
_J1, siz=0Vvy=1
I()(%?J){O7 sier>0Ay<1 X X
_J1, sizx<1Vy>0
]1(%1!){07 siz=1Ay=0 X

0, siz>0Ay=0

L(x,y) = {1, en otro caso ~ .

Tabla 2.1: Resumen de las funciones de implicacion estudiadas con respecto a su com-
portamiento relativo a las propiedades 1, I8, 12 e I14.

A partir de automorfismos y funciones de implicacién

Se pueden combinar automorfirmos y funciones de implicacién para caracterizar
un tipo particular de funciones de equivalencia restringidas.

Teorema 2.26. [7, p. 2342] Una funcién continua REF: [0,1]*> — [0,1] tal que
REF(1, x) = x para todo © € [0,1] es una funcion de equivalencia restringida aso-

ciada con la funcion I: [0,1]> — [0,1] que satisface 17 e 113 si y sélo si existe un
automorfismo o del intervalo unidad tal que REF(x,y) = ¢ (1 — |p(x) — 0(y)]) v

c(x) =o' (1 —p(x)).
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El teorema anterior caracteriza las REFs de tal forma que bajo ciertas condiciones

asegura que la funciéon de equivalencia restringida estd asociada con una funcién que
satisface I7 e I13. Permite asi relacionar dos formas de construccion de REFs. Sin
embargo, en la practica no es de gran utilidad para el objetivo que se persigue en este
trabajo, puesto que no aporta nuevas funciones, ya que todas las que se obtengan por
este método ya se habran visto en la construccion a partir de la proposicion y el
teorema [2.21] Para solventar este problema surge el siguiente resultado.
Corolario 2.27. [7, p. 23/3] Una funciéon continua REF: [0,1)> — [0,1] tal que
REF(1, x) = x para todo x € [0,1] es una funcion de equivalencia restringida asociada
con la funcién I: [0,1]> — [0,1] que satisface I7 e 113 si y sélo si existe un auto-
morfismo ¢ del intervalo unidad tal que REF(x,y) = ¢ *{min(1,1 — ¢(méx(x,y)) +
p(min(z,y))) y e() = p~1(1 - p(a)).

Las hipotesis de este ultimo corolario son las mismas que las del teorema [2.26
sin embargo, la forma de la REF resultante es diferente. Asi, a partir de este nuevo
resultado se pueden obtener nuevas funciones de equivalencia restringidas, como se
muestra ahora en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.28. En los siguientes ejemplos se tendrd en cuenta que 1 — max(x,y) +
min(z,y) < 1 y se aplicard en todos ellos el corolario al correspondiente auto-
morfismo.

» S se considera el automorfismo
¢:[0,1] — [0, 1]
x— p(z) = A
(I+X)—2x
con A\ > 0,\ € R, se obtiene:

REFejl?)(x?y) = 9071 (min <17 1-

(1+N)z
Az) -

Amix(z,y) | Amin(z,y) ))

1+ A —max(z,y) 1+ A —min(z,y)

donde o~ (z) :=
» 5% se considera el automorfismo
P [07 1] — [07 1]
r— p(z) = 2"

se obtiene:

REF,jiu(z,y) = /1 — (méx(z,y))" + (min(z,y))" con c(x) = Y1 — zn

= Finalmente, a partir del automorfismo:
¢:[0,1] — [0, 1]
z— () = Yz
se obtiene:

REF, ji5(7,y) = (1 — {/maz(z,y) + {/min(z,y))" con c(z) = (1 — {/z)"
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A partir de desviaciones moderadas

Se va a introducir ahora el ultimo método para generar funciones de equivalencia
restringidas, el cual esta basado en las funciones de desviacién moderada. Para deter-
minar los métodos de construccion de REFs a partir de desviaciones moderadas, se
van a definir dos propiedades de estas ultimas funciones.

Definicién 2.8. [Z, p. 21] Sea D : [0,1]> — R una funcién de desviacion moderada,
se dice que:

» D wverifica la propiedad MP si D(x,y) = M, siy sélo siz =0 ey =1 para algin
nimero real positivo M,,.

» D werifica la propiedad MN si D(x,y) = —M,, si y sdlo siz =1 ey =0 para
algun numero real positivo M,,.

Si D satisface las dos propiedades anteriores, entonces la imagen de la funcién es
un subconjunto de [—M,, M,], es decir, D : [0,1]*> — [—M,,, M,)].

A partir de este tipo de desviaciones moderadas se pueden generar funciones de
equivalencia restringidas como sigue:

Teorema 2.29. [2, p. 21] Sean c,c* : [0,1] — [0, 1] dos negaciones fuertes y M,, M,
dos mimeros reales positivos. Sea D : [0,1]*> — [— M, M,] una funcién de desviacion
moderada satisfaciendo las propiedades (MP) y (MN) con respecto a M, y M, respecti-
vamente y tal que D(z,y) = D(c*(y), ¢*(x)),Va,y € [0,1]. Sea A : [0, max (M, M,)]* —
[0,00) una funcion creciente tal que A(0,0) = 0, A(z,y) # 0 six # 0 oy # 0,
Az, M,) < A(M,.M,) si v < M,, y A(M,,y) < A(M,, M,) siy < M,. Entonces la
funcién R : [0,1]*> — [0, 1] definida por:

A (D(min(z,y), max(x,y)), —D(max(z,y), min(z, y))))
A(Mpv M,)

R(z,y) =c ( (2.25)

para cualesquiera x,y € [0, 1], es una funcion de equivalencia restringida con respecto
a la negacion fuerte c*.

Demostracion. Para probar que la funcién definida en la ecuacién [2.25| es una REF,
se prueba la verificacién de la condiciones de la definicién. 2.7}

1. Sidenotamos por J a A(D(mfn(x’y)’méx(j’(%‘)}g]\ﬁffléx(w’y)’min(z’y))), se tiene que R(z,y) =

0 si, y sélo si, ¢(J) = 0, lo cual es equivalente, al ser ¢ una negacién fuerte a
que J = 1. Asi pues, A (D(min(z,y), max(z,y)), —D(max(z,y), min(z,y))) =
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A(M,, M,,). Por hipétesis, esto se cumple si, y sélo si, D(min(z,y), méx(z,y)) =
M, y D(méax(z,y), min(z,y)) = —M,, pero como D verifica (MP) y (MN), esto
es equivalente a que min(x,y) = 0y max(x,y) = 1, con lo que se tiene que z = 1
ey=0oquexz=0ey=1.

. R(z,y) = 1 si, y solo si, ¢(J) = 1, lo cual es equivalente, al aplicar de nuevo
que c es una negacion fuerte, a decir que J = 0. Por como esta definida J, esto
equivale a decir que A (D(min(z,y), max(x,y)), —D(max(z,y), min(x,y))) = 0,
lo que es lo mismo, por las condiciones que verifica la aplicacién A que de-
cir que D(min(z,y), max(x,y)) = 0 y —D(méax(z,y), min(x,y)) = 0, es decir,
min(z,y) = max(z,y), lo que a su vez es equivalente a x = y.

. Es evidente que R(z,y) = R(y,x),Vx,y € [0, 1], sin més aplicar la simetria del
maximo y el minimo.

. Como se supone que z < y < z, entonces se tiene que

D(min(z,y), méx(z,y)) = D(z,y)
D(min(z, z), max(x, 2)) = D(z, 2)
D(méx(z,y), min(z,y)) = D(y, z)
D(méx(z, z), min(z, z)) = D(z, x)

y ademads, por la definicién de D, se tiene que D(z,y) < D(x,z) v D(y,z) >
D(z,z), con lo que —D(y,z) < —D(z,z). Aplicando ahora el crecimiento de A
y el decrecimiento de ¢, se tiene que:

A(D(z,y), —D(y.) A(D(z,2),~D(z,2))\
R“’”“( A(M, A,) )2< A(M,. A,) )‘R(x’z)

De forma andloga se obtiene que R(y, z) > R(x, z).
. Por ultimo, faltarfa demostrar que R(x,y) = R(c*(x),c*(y)),Vx,y € [0, 1].
Suponiendo que z < y, se tiene que ¢*(z) > ¢*(y), con lo que:
D(min(c"(x), ¢*(y)), méx(c"(x), ¢*(y))) = D(c"(y), ¢ (x)) = D(x,y)
por hipotesis, con lo que
D(min(e*(x), ¢* (), méx(c*(z), ¢*(3))) = Dianin(z, y), méx(z, )

Ademds, D(méx(c*(z),c*(y)), min(c*(z),c*(y))) = D(c"(x),c"(y)) = D(y, ),
aplicando de nuevo la condicion impuesta a D con respecto a c¢*, con lo que
también se tiene que

D(méx(c* (z), ¢*(y)), min(¢* (2), ¢*())) = D(mix(x, y), min(z, y))

De todo lo anterior, sin mas que aplicar la definicién de R, se deduce de forma
inmediata que: R(c*(z),c*(y)) = R(z,y).
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Se acaba de probar que, bajo las condiciones del teorema anterior, a partir de la
ecuacion [2.25| se puede obtener una REF. Sin embargo, se tiene también que, si la
desviacién moderada en cuestion solo cumple las implicaciones hacia la izquierda de
las propiedades (MP) y (MN), se tiene a partir de la misma ecuacién una equivalencia
difusa, tal como puede verse en el siguiente resultado.

Teorema 2.30. Sea ¢ : [0,1] — [0,1] una negacion fuerte, y M,, M,, nimeros reales
positivos. Sea D : [0,1]* — [=M,, M,] una funcién de desviacién moderada satis-
faciendo las implicaciones hacia la izquierda de las propiedades (MP) y (MN) con
respecto a M, y M, respectivamente. Sea A : [0, max(M,, M,)]*> — [0,00) una funcion
creciente tal que A(0,0) =0, A(z,y) #0 siz #0 oy # 0, A(x, M,) < A(M,.M,) si
r < M, y A(M,,y) < A(M,, M,,) siy < M,. Entonces la funcién E : [0,1]* — [0, 1]
definida por:

(2.26)

Blz,y) = c (A (D(min(z,y), méx(z,y)), —D(méx(z,y), min(zx, y))))

A(M,, M,)

Va,y € [0,1], es una equivalencia difusa.

Demostracion. Puesto que las propiedades (MP) y (MN) de D solo se han utilizado
al demostrar la primera condicién en el teorema anterior, para probar que E es una
equivalencia difusa, es suficiente con demostrar que verifica la primera condicién de
la definicién [2.6] puesto que las otras tres son casos particulares de las vistas en el

teorema anterior. Ahora bien F(0,1) = ¢ <W) =c <%> =¢(1) =0,

con lo que se cumple la condicion requerida.

De forma similar al teorema se puede probar el siguiente, que presenta otra
forma de obtener funciones de equivalencia restringidas.

Teorema 2.31. [2, p. 22] Sea c : [0,1] — [0, 1] una negacidn fuerte, y M,, M, nimeros
reales positivos. Sea D : [0,1]*> — [=M,,, M,] una funcién de desviacién moderada
satisfaciendo las propiedades (MP) y (MN) con respecto a M, y M, respectivamente
y tal que D(z,y) = D(c*(y),c*(x)),Vz,y € [0,1]. Sea A : [0, méx(M,, M,)]* — [0, 00)
una funcion creciente tal que A(0,0) =0, A(z,y) #0 siz #0 o0y #0, Az, M,) <
A(M,, M,) si x < M,, y A(My,y) < A(M,,M,) si y < M,. Entonces la funcion
R :[0,1]* — [0,1] definida por:

A (—=D(méx(z,y), min(x,y)), D(min(z, y), max(zx, y))))
A(M,, M,)

R(z,y)=c ( (2.27)

Ve, y € [0,1], es una funcidn de equivalencia restringida con respecto a la negacion
fuerte c*.
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Al igual que ocurria con el teorema [2.29] en el caso del teorema [2.31] si D
es una desviacion moderada que solo cumple las implicaciones hacia la izquierda de
las propiedades (MP) y (MN), se puede definir a partir de la misma ecuacién una
equivalencia difusa.

Teorema 2.32. Sea ¢ : [0,1] — [0, 1] una negacion fuerte, y M,, M, nimeros reales
positivos. Sea D : [0,1]*> — [—M,, M,] una funcion de desviacién moderada satis-
faciendo las implicaciones hacia la izquierda de las propiedades (MP) y (MN) con
respecto a M, y M, respectivamente. Sea A : [0, max(M,, M,)]*> — [0,00) una funcion
creciente tal que A(0,0) =0, A(z,y) #0 six #0 oy # 0, A(z, M,,) < A(M,, M,) si
x < M,, y A(M,,y) < A(M,, M,,) siy < M,. Entonces la funcién R : [0,1]* — [0,1]
definida por:

A(=D(méx(z, y), min(z,y)), D(min(z, y), max(z, 3/)))) (2.28)

B =< AV, 1)

Va,y € [0,1], es una equivalencia difusa.

Las ecuaciones y pueden reformularse de la siguiente forma respectiva-
mente:

Es importante destacar que la funcién A, en los teoremas y (del mismo
modo en las ecuaciones y [2.30]) es necesario que no sea simétrica. En el caso de
que lo fuera, las ecuaciones [2.25] [2.28] [2.29 y [2.30] se simplificarian como sigue:

A(D(e.y)],|D(y. 2))
Rle.y) = ( A(M,, M) >

Ejemplo 2.33. [2, p. 22] Anteriormente, se ha visto cdmo definir la funcion Epx a
partir de automorfismos. Sin embargo, se puede construir también a partir del teorema
[2.29. Bastaria con considerar:

clx)=1—x
Az,y) = (1 —w)x +wy para algin w € (0,1)
D(z,y)=y—x= M,=M,=1)

para obtener Epg(xz,y) =1— |y — z|.

Ejemplo 2.34. [2, pp. 22-23] Se ve a continuacion otro ejemplo de REF a partir de
una funcion de desviacion moderada, aplicando el teorema[2.29. Si se consideran:

( 3\

clx)=1—x
Az,y) = (1 —w)x +wy para algin w € (0,1)
y—r+e siy>zwx
. M,=1+¢
De,é(‘rvy): 07 SZ?/::B’(:> {Mp:1+5}>
y—x—90, siy<zx "
con €,0 constantes positivas
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se obtiene la funcion de equivalencia restringida:

1+(117J‘Z);€x4|*w5 SLTFY
Resw(,y) = h oy (2.31)

Claramente, el ejemplo anterior es un caso particular de este, tomando € = 9§ = 0.

Se presentan a continuacién algunos resultados que permiten la construccion de
funciones de desviacién moderada y, por tanto, segin lo visto anteriormente, podrian
permitir la construccion de funciones de equivalencia restringidas. Todos los resulta-
dos siguientes se basan en una funcién de negacion fuerte, dos automorfismos, y un
isomorfismo lineal entre los intervalo [a,b] y [—1,1].

Al ser el objetivo en esta seccion emplear desviaciones moderadas para obtener
REFs a partir de los Teoremas vistos, se necesita que [a,b] = [0, 1]. Ademads, a partir
de ahora se identificardan en todo caso M, = M, = 1.

Proposiciéon 2.35. [2], p. 664] Sean ¢, ¢o = [—1,1] — [—1, 1] automorfismos, ¢1(0) =
x

0, c:[=1,1] = [=1,1] con c(z) = =z, y T(z) = 20 — H2 un isomorfismo lineal del

intervalo |a,b] a [—1,1]. Entonces la funcién D : [a,b]* — [—1,1] definida por
D(z,y) = ¢1" (mix(—1,min(L, da(c(T(2))) + c(da(c(T(y))))))) (2.32)

es una funcion de desviacion moderada.

Para obtener una REF a partir de esta desviacion moderada, empleando los re-
sultados vistos, se recuerda que es necesario que se cumplan las propiedades (M N) y
(M P). Sin embargo, estas dos propiedades no se cumplen. Asi, se tiene que T'(x) =
20 — 1, ¢1(0) =0, ¢(x) = —z. De esta forma, al ser ¢ un automorfismo:

D(z,y) = 1 & max(—=1, min(L, ¢5(c(T'(x))) — d2(c(T(y))))) = 1 &

¢2(1—293)—¢2(1—2y)21@—x+yzé

Con lo que D(0,2,0,8) = 1y, por tanto, no cumple la propiedad (MP).

Como ¢;(—1) = —1, la demostracién de que la propiedad (MN) no se cumple es
completamente andloga, llegando a:

1
D(x,y):—l(:)—x+y2—§

Proposicién 2.36. [21, p. 664] En las condiciones de la proposicion anterior, la
funcion D : [a,b]* — [—1,1] definida por

D(x,y) = ¢1" (mdx(—1, min(1, c(¢(T(x))) + ¢2(T(y))))) (2.33)

es una funcion de desviacion moderada.
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Con esta desviacion moderada tampoco se cumplen las propiedades (M N) y (M P).
Asi, se tiene: T'(x) =2z — 1, ¢1(1) =1, ¢(x) = —z, con lo que:

D(z,y) =1 = (max(=1,min(1, c(¢2(T(2))) + ¢2(T(y))))) = 1 =

1
= —(0222 - 1))+ 02y —1) 2 1= —x+y > 5
lo que no permite asegurar que x =0 e y = 1.

Como ¢1(—1) = —1, la demostracién de que la propiedad (M N) no se cumple es
completamente andloga, llegando a:

1
D(x,y):—1:>—a:+y2—§

con lo que no se verifica solo en el caso x =1 e y = 0.

Se concluye entonces que las proposiciones y no se pueden emplear para
obtener desviaciones moderadas de cara a construir REFs a partir de los resultados
vistos en esta seccién. Se muestran a continuacién otros resultados con los que si se
puede lograr este objetivo.

Teorema 2.37. [21, p. 664] Sea ¢ : [—1,1] — [—1,1] un automorfismo, ¢’ : [—1,1] —
[—1,1] con d(z) = —x, y F : [-1,1]*> — [=1,1] una funcién creciente en ambas
componentes tal que F(—xz,y) = 0 si y solo siz = y. Sea también T(z) = 22— L un
isomorfismo lineal del intervalo [a,b] a [—1,1]. Entonces la funcion D : [a,b]* — [—1,1]
definida por

Dia,y) = 6L (F(e((T(@)), 6T (1)) (2.34)

es una funcion de desviacion moderada.

Ejemplo 2.38. Se definen a continuacion las funciones que se emplean en la cons-

truccion de la desviacion moderada: ¢ (z) = —x, T(z) = 2z — 1, F(z,y) = 5% y
o(x) = .
Aplicando el teorema se llega a la funcion de desviacion moderada:
D(z,y) =—z+y (2.35)

que cumple las propiedades (M N) y (M P) y ademds D(x,y) = D(1—y,1—x),Vx,y €
[0, 1].

A partir de esta desviacion moderada, se pueden obtener diferentes REFs depen-
diendo de las funciones A(x,y) y c(x) que se empleen en los teoremas y [2.51)

» Conc(x)=1—zy A(zr,y) = (1 —w)x+wy para algin w € (0,1), se obtiene la
funcion de equivalencia restringida con respecto a la negacion estandar REFp ko,
ya obtenida anteriormente.
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l—x

= Con c(z) = 155 ¥ Alz,y) = (1 — w)x + wy para algin w € (0,1), se obtiene la
funcion de equivalencia restringida con respecto a la negacion estindar:

1 + min(z,y) — max(z,y)
1+ A(—min(z,y) + max(z, y))

R(z,y) =

» Con c(z) = (1 —2*)% con w > 0 y A(r,y) = (1 — w)x + wy para algin
w € (0,1), se obtiene la funcion de equivalencia restringida con respecto a la
negacion estandar:

R(I7y) - (1 - (_ mfIl(:L’, y) + mé,x(x7 y))w>1/w

» Con c(z) = 1—x y A(z,y) = z° + vy, se obtiene la funcién de equivalencia
restringida con respecto a la negacion estandar:

(_ ml'n(x, y) + méx(x, y))2 + RLK?(xv y)

Ejemplo 2.39. Si se mantienen las elecciones hechas en el ejemplo anterior para |
T y F, pero se considera ¢(x) = 22, aplicando el teorema se obtiene la desviacion
moderada:

D(z,y) = \/2(—22 + z + 32 — y). (2.36)

Sin embargo, en este caso no se cumplen las propiedades (MP) Y (MN), puesto que
D(0,1) =0, lo que contradice (MP) y D(1,0) =0, lo que contradice a su vez (MN).

Otra forma similar de obtener desviaciones moderadas se deriva del siguiente re-
sultado.

Corolario 2.40. [21, p. 664] Bajo las mismas condiciones que el teorema con
k € (0,1] una constante arbitraria, la funcion D : [a,b]> — [—1,1] definida por

D(z,y) = ¢~ (F(k - c(o(T(x))), k- 6(T(y))) (2.37)
es una funcion de desviacion moderada.

Ejemplo 2.41. Se construye una desviacion moderada bajo las mismas condiciones
que las consideradas en el ejemplo pero aplicando ahora el corolario se
obtiene la desviacion moderada:

D(z,y) = k(—x +y) con k € (0,1] una constante arbitraria. (2.38)

Sin embargo, el hecho de que se tengan que cumplir las propiedades (MP) y (MN) para
poder construir REFs a partir de los resultados vistos, impone la condicion k = 1,
volviendo entonces a la desviacién moderada del ejemplo [2.58 Asi, si D(0,1) =1 o
D(1,0) = —1, entonces k = 1.
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Corolario 2.42. [21, pp. 664-665] En las mismas condiciones del corolario anterior,
pero con la funcién F : [—1,1]*> — [=1,1] una funcién decreciente en ambas compo-
nentes tal que F(—z,y) = 0 si y solo si x =y, la funcién D : [a,b]* — [—1,1] definida
por

D(z,y) = ¢~ (F(k - c(6(T(x))), k- ¢(T(y))) (2.39)

es una funcion de desviacion moderada.

Ejemplo 2.43. Si se considera c'(x) = —x, T(x) = 20—1, F(z,y) = =52 y ¢(z) = ,
se obtiene la desviacion moderada:

D(z,y) = k(x —y) con k € (0,1) una constante arbitraria. (2.40)

Si se impone que D cumple (MP) entonces D(0,1) = 1, con lo que k = —1 y, por
tanto, se llega de nuevo a D(x,y) = y — x, que es una desviacidn moderada que ya

teniamos definida en[2.3§

Tras las demostraciones realizadas y los ejemplos expuestos, se concluye que la
definicién de REFs a partir de desviaciones moderadas segin los resultados vistos es
poco eficaz y valiosa. En muchos casos a pesar de tener resultados que permitan definir
desviaciones moderadas, estas no cumplen las condiciones necesarias para aplicarlas
a la construccién de REFs segtin los teoremas y [2.31] Por otra parte, también
se han visto ejemplos en los que, tras obtener la funcién de equivalencia restringida,
resultaba ser una ya estudiada a partir de otros métodos. Por ultimo, ha habido casos
en los que si que ha resultado una nueva REF, pero cuya expresion es mucho mas
compleja que en los procedimientos anteriores.

Por ultimo, se muestran tres resultados similares a los anteriores, que cierran las
propuestas de obtencion de desviaciones moderadas.

Teorema 2.44. [21, p. 665] Sea ¢ : [—1,1] — [—1,1] un automorfismo, ¢ : [—1,1] —

[—1,1] con d(x) = —z, y F : [-1,1]> — [-1,1] una funcion decreciente en ambas
componentes tal que F(x,—y) =0 si y solo si x = y. Sea también T(x) = ﬁx — %ﬁ

un isomorfismo lineal del intervalo [a,b] en [—1,1]. Entonces la funcién D : [a,b]* —
[—1, 1] definida por

D(z,y) = ¢~ (F(o(T(x)),c (6(T(y))))) (2.41)
es una funcion de desviacion moderada.

Corolario 2.45. [21, p. 665] Bajo las mismas condiciones que el teorema con
k € (0,1] una constante arbitraria, la funcion D : [a,b> — [—1,1] definida por

D(z,y) = ¢~ (F(k-¢(T(x)),k - ($(T(y))))) (2.42)
es una funcion de desviacion moderada.
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Corolario 2.46. [21, p. 665] En las mismas condiciones del corolario anterior, pero

siendo F : [-1,1]> — [=1,1] una funcién creciente en ambas componentes tal que
F(z,—y) =0 si y solo si x =y. Entonces la funcién D : [a,b]?> — [—1,1] definida por
D(z,y) = ¢~ (F(k-¢(T(x)),k - ($(T(y))))) (2.43)

es una funcion de desviacion moderada.
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Capitulo 3

Métodos de clasificacion: Radius
k-NN

3.1. Clasificacion

Hoy en dia son muchas las situaciones en las que se dispone de una gran cantidad de
informacion; el principal objetivo ahora es estudiar los mejores métodos para tratarla
y obtener conclusiones a partir de ella. En este sentido, la clasificacion puede ser
cualquier decisién que se tome sobre los datos tras el procedimiento de clasificacion,
que es el “método formal” que se lleva a cabo siempre que se tenga una situacién nueva
en la que se necesite tomar esa determinacién [19] p. 1].

Esta tarea puede llevarse a cabo desde diferentes ambitos; tales como las aproxi-
maciones estadisticas, el aprendizaje automéatico o las redes neuronales. En cada uno
de ellos el procedimiento de clasificacion se basa en fundamentos diferentes.

En primer lugar, las aproximaciones estadisticas devuelven basicamente la pro-
babilidad de pertenecer a cada clase, buscando aproximar la distribucion de las carac-
teristicas de cada una de ellas. Por otra parte, la estructura de las redes neuronales
se basa, como su propio nombre indica, en las conexiones de las neuronas del cerebro
humano. Consta de varias capas, todas ellas formadas por neuronas e interconectadas
entre si. Las redes neuronales més simples poseen una sola entrada y una sola salida,
con varias neuronas intermedias. En el caso de la clasificacion, la red recibiria el obje-
to a clasificar y devolveria la clase. También podria programarse de tal forma que se
devuelva una clase de asignacién y, ademas, la probabilidad de acierto, para lo que se
necesitarian dos salidas (ver [19, p. 3]).
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El aprendizaje automatico se basa en datos conocidos y experiencias pasadas para
construir modelos y programas con la finalidad de obtener informacién de la que se
carece. Parte de esta informacion puede ser tanto la regla que sigue una clasificacién,
como la relacion entre ciertas variables, o el reconocimiento de patrones. Es necesario
destacar también que los resultados de un programa construido de esta forma, mejo-
raran cuanto mas se haya aplicado a diferentes datos, ya que asi se le da la oportunidad
de “aprender” (ver, por ejemplo, [1, pp. 1-3|, [11, p. 8] y [15, p. 5]).

Se pueden diferenciar dos modelos de aprendizaje: supervisado y sin supervisar.
En el primero de ellos se dispone tanto de los datos de entrada como de los de salida.
Asi, se puede comprobar la validez del algoritmo al aplicarlo sobre esta informacion,
contrastando el resultado obtenido con los valores ciertos conocidos. Dentro del apren-

dizaje supervisado se encuentran los problemas de clasificacién y de regresion ([B, pp.
3-4][15, p. 9]).

En el caso del aprendizaje no supervisado iinicamente se tienen los datos de entrada,
sin conocer cuales son los de salida correspondientes. También es desconocida cual es
la “variable objetivo” y no solo su valor en cada caso. Los problemas de agrupamiento
y de reduccién de dimensiones son los que se enmarcan en este tipo de aprendizaje ([5]

pp. 3-4]).

Como se ha dicho, en el lenguaje supervisado se tiene una muestra de objetos de
los cuales se conocen todos los datos, tanto las caracteristicas (o atributos) como la
clase final asignada (siendo la clase la variable objetivo en el caso de clasificacién). Este
grupo de datos se dividira en dos subgrupos. Uno de ellos sera el que se empleara en el
entrenamiento del programa, y se denominard conjunto de objetos de entrenamiento.
Por otra parte, se tendré el conjunto de objetos de test. Estos ultimos seran con los
que se probara como de bien funciona el método de clasificacién ([15, p. 9]).

3.1.1. Clasificador mas adecuado y analisis estadistico

En cuanto a la preferencia entre un clasificador u otro, se tienen que tener en
cuenta varias propiedades, cuya importancia tendra mayor o menor peso dependiendo
del estudio que se esté realizando. Algunas de las que mas destacan son la precisién
del algoritmo (porcentaje de aciertos), la rapidez con la que devuelve la respuesta, lo
accesible que es la comprensién de su funcionamiento y el tiempo de aprendizaje (ver

[19, p. 7]).

La precisién o exactitud del método es primordial. Hay que diferenciar entre la
precisiéon como medida del conjunto de objetos entrenamiento, con la medida del con-
junto de objetos test. La definicién del algoritmo siempre se va a basar en las pruebas
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que se realicen sobre el conjunto de entrenamiento; los errores en estas pruebas nos
llevaran a la mejora del programa. Sin embargo, puede suceder que cuando se haya
conseguido una precision alta a partir de estos datos, no se llegue al mismo porcentaje
de acierto al aplicarlo a nuevos datos. Esto es muy usual y es un aspecto crucial que
se debe de tener en cuenta ([19, p. 8]).

Se definen a continuacion algunos conceptos fundamentales a la hora de estudiar
el método de clasificacion:

» Probabilidad esperada (a priori): Se denotan las clases de asignacién A; con
1 =1,...,q, siendo ¢ > 0,q € N. La probabilidad esperada de que un objeto
pertenezca a la clase A; es:

m = P(4;)

es decir, m; se puede interpretar como “la frecuencia relativa con la que ocurre
la clase A; en la poblacién de interés” ([19, pp. 12-13]).

= Coste de clasificar mal: Denotamos el coste de clasificar un objeto de la clase
A; como de la clase A; por (i, 7). El objetivo del algoritmo es minimizar el coste
total, es decir, el coste esperado de clasificar mal un objeto nuevo cualquiera.

Existe una regla, la regla por defecto, que consiste en asignar una clase determinada
a todos los objetos, sin tener en cuenta sus caracteristicas. Si denotamos como Ay, a
la clase asignada siguiendo esta regla, el coste total esperado, que se denotara por Cy,

sera:
q q

Ca=E(C) = cli,dP(A) =Y cli,d)m,

i=1 i=1
que se obtiene de multiplicar el coste correspondiente a cada clase, por la probabilidad
de que el objeto pertenezca a dicha clase. Suponiendo:

.. c sit#£j
0(”):{0 siz’ij

entonces el coste total esperado es:

Cy=E(C)=c)Y P(A)=c(l—P(Ag) =c(l - my)

Se observa que el coste minimo se obtendra al elegir la clase A; aquella cuya probabi-
lidad a priori sea la mayor.

En el caso que nos ocupa no se va a emplear la regla por defecto, pero si que se
busca minimizar el coste de clasificar mal. Otro concepto necesario es el siguiente:
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A

Probabilidad condicionada: Se ha visto ya la probabilidad a priori de una
clase A;, sin embargo, lo que realmente importa es la probabilidad de que un
objeto pertenezca a esa clase una vez se tienen las caracteristicas concretas de

este: ( \A)
T p\T| A4

p(Ailz) = ;

1 mip(x|A;)

siendo p(z|A;) la probabilidad de obtener un objeto con esas caracteristicas si
perteneciera a la clase A;.

El coste esperado a posteriori se puede calcular para un objeto concreto a partir
de estos datos:

Ca(z) = E(Clz) = Zp(AAa:)c(z', d)

Suponiendo de nuevo un coste constante ¢ sii # j y nulo cuando ¢ = j, se obtiene
que:

Ca(x) =Y p(Ailz) = c(1 — p(Adlz))
i£d
de tal forma que la clase que minimiza el coste en este caso sera también la que
tenga una probabilidad a posteriori mayor ([I9, p. 14]).

continuacion nos centraremos en un ejemplo concreto de clasificadores: el clasi-

ficador k-NN (de los k vecinos méas cercanos), que es el de objeto de estudio en este
trabajo.

3.2.

Clasificador k-NN

En el aparado anterior se supuso conocida la probabilidad a posteriori, a partir
de p(x|A;). Sin embargo, en muchas situaciones no se dispone de este dato ni de
ningtn otro con el que calcularlo, como la funcién de densidad de las caracteristicas.
Es entonces cuando se tiene que recurrir a métodos no paramétricos.

Se

considerara en lo que sigue la siguiente notacién:

» q = numero de clases.

n = numero de objetos.

= p = numero de caracteristicas o atributos.
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Expresemos también el nimero de objetos para una clase A; como ny, con lo que
n=>1_, np,yelnimero de observaciones de cada clase A, ..., A, como ky (), ..., k,()

respectivamente.

Entonces, la probabilidad a priori de que un objeto pertenezca a la clase Ay, es:

h
TTh =— —.
n

La probabilidad de que el objeto pertenezca a la clase Aj, sabiendo ya sus carac-
teristicas, puede estimarse como sigue:

k‘h (a:)

pAnfe) = 122,

donde £ es el nimero de vecinos més cercanos que se estan empleando para la aproxi-
macién de la clase. En el k-NN| la clase que se asignara al objeto que se desea clasificar
es aquella A. que tenga un nimero de observaciones k. = maxy (ky).

Como se acaba de ver y como su propio nombre indica, el objetivo del método
es clasificar un objeto basandose en sus caracteristicas y en las de los objetos de
entrenamiento mas cercanos. Para ello, se calcula la distancia entre el test en cuestion
y todos los elementos del conjunto de entrenamiento. Una vez hecho esto, la clase
se decidird unicamente entre los “k vecinos mas cercanos”. Entonces, el nimero de
observaciones ki(x), ..., k,(z) no se evaluard en toda la poblacién de objetos, sino en
una muestra determinada por el ntimero k de vecinos mas cercanos.

Tanto la eleccién del nimero k, como la de la funcion distancia son factores claves
para que el método sea eficiente. Por un lado, k£ es un nimero natural cuyo valor es
importante, ya que un nimero muy pequeno o muy grande puede llevar directamente
a una clasificacion errénea.

En el caso de la funcién distancia lo que se busca es maximizar la probabilidad de
que las clases de los objetos mas cercanos al test coincidan con la de este tltimo. La
mas usual es la distancia euclidea.

A continuacién se expone un ejemplo para entender el método. Se tendra como
objetivo conocer la talla de una persona a partir de su altura y de su peso. Para ello,
se tienen varios datos de entrenamiento, facilitados en [0], los cuales se muestran a
continuacion:
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Altura vs Peso

[25:] * M L |
m L
&6 n
[ ]
— B4 | ] | ] L |
3 [ ] [ ] | |
]
& g2 » ]
[ ] [ ]
B0 L ] L ]
[ ] [ ]
551 e
158 160 162 164 166 168 170
Alturajcm)

Figura 3.1: Representacion datos de entrenamiento. Ejemplo: conocer las tallas de una
persona a partir de su altura y peso.

Se empezara viendo la importancia del nimero k. Se busca conocer la talla de una
persona con 1,55 m de altura y 55 kg de peso.

Altura vs Paso

e M
"L
B6 1 v test =
]
] ] [ ]
_ [ [ ] [ ]
) = =
a . ]
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[ .
58 .
56
v

156 158 160 162 184 166 168 170
Alturajcm)

Figura 3.2: Representacién objetos de entrenamiento y test (altura: 1,55 m, peso: 55

kg).

Légicamente la talla de la persona en cuestion es una M. Sin embargo, si se elige
el valor de k£ > 18, al disponer inicamente de 7 ejemplares con talla M, y de mas de 7
en el caso de la talla L, la clase mayoritaria serd esta ultima, obteniendo un resultado
que no es cierto en absoluto.

En el caso anterior parece bastante obvio que la soluciéon podria ser tomar k = 5,
por ejemplo. Sin embargo, existen algunas configuraciones en el limite entre las dos
clases, donde el error de clasificacion puede pasar mas desapercibido. Para ello se
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representa a continuacion el dato de una persona cuya altura es 1.60m y cuyo peso es
63.6kg:

Altura vs Peso Altura vs Peso

=] o M " =] e M "
| L m L
6 ¥ test - 6 ¥ test -
] ]

7

[
[ B ]
Pesoikg)
2
[ B ]

Pesolkg)

62 ] ] 62 ] ]
L] [ ] [ ]
60 . . 0 .
L] [ L] [
58 1-® 58 1-®
158 160 162 164 166 168 170 158 160 162 164 166 168 170
Altura(cm) Altura(cm)

Figura 3.3: Ejemplo de clasificacion Figura 3.4: Ejemplo de clasificacion
con k = 3. con k = 5.

Como se puede observar, la clasificaciéon anterior con 5 vecinos da como resultado
una talla M. Sin embargo, con 3 vecinos la decisién seria una talla L.

La principal causa de esta diferencia es la poca densidad de datos que se tienen
para esas alturas con un peso mayor a 64 kg. Una solucién para superar el problema

causado por la poca densidad de datos es el método presentado a continuacion: Radius
k-NN.

3.3. Clasificador Radius k-NN

El método Radius k-NN es una variacion del k-NN original. La diferencia radica
en que en este caso la clase del objeto test no se determinara a partir de las de los &
vecinos mas cercanos, sino que los que influyan en la decision serdn todos aquellos que
estén a una cierta distancia maxima.

La principal mejora con respecto al clasificador visto anteriormente se mostrara a
partir del ejemplo bésico en R? con el que se ha trabajado hasta ahora:
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Altura vs Peso
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Figura 3.5: Aplicacién Radius k-NN con radio= 0.7 (altura: 160cms, peso: 63.6kg)

En este caso, las tallas de las personas que tengan una altura y un peso muy
diferente a la del sujeto de estudio no intervendran, sea cual sea el nimero de vecinos
que esté suficientemente cercano al objeto test.

3.3.1. Aplicacion de los algoritmos k-NNy Radius k-NN con
las equivalencias difusas y REF's

En este trabajo no sélo se presenta la implementacion del algoritmo k-NN, sino
la aplicacion de estos métodos con otras funciones que permiten trabajar en un area
mucho mayor que simplemente la distancia euclidea y la media aritmética.

En vez de la distancia euclidea se empleardn equivalencias difusas y funciones de
equivalencia restringidas. No se buscard sustituir la distancia euclidea, sino la cercania
euclidea, a partir de las nuevas funciones presentadas a lo largo del trabajo. Asi, para
saber como de diferentes son dos valores de una caracteristica, se aplicara sobre estos
una equivalencia difusa o una REF, y se conocera el valor de la cercania en cuestion.

Dado que los objetos tendran tipicamente mas de un atributo, se aplicara el mis-
mo procedimiento a cada uno de ellos. Posteriormente, las agregaciones devuelven la
cercania final del objeto de entrenamiento al objeto test. Como se ha visto, en estas
funciones esta incluida la media aritmética, pero también muchas mas como el maximo
o el minimo. A este ultimo resultado también se le puede denominar similitud entre
dos objetos.

Centrandonos en el algoritmo Radius k-NN, la similitud indica si el objeto de

20



entrenamiento esta dentro del “radio” definido o no. La eleccion de este radio también
es un factor decisivo, puesto que, al igual que ocurria con el nimero k, dependiendo
del espacio que abarque, la decisién puede verse alterada de nuevo.

Una vez descritos los clasificadores k-NN y Radius k-NN, se profundiza en la dis-
cusion de su actuacién. El objetivo principal es la comparacién del rendimiento del
método Radius k-NN aplicando equivalencias difusas frente a REFs.

Para realizar este estudio se tiene como base 16 conjuntos de datos, a los que
se hace referencia como data;, siendo ¢ el nimero del conjunto en cuestion. Estos
ficheros se han recuperado de https://github.com/milaan9/Clustering-Datasets
(Milaan9, 6 de Octubre de 2021). La decisién de emplear estos datos para el andlisis
del método Radius k-NN es debido especialmente a dos causas: los objetos tienen
dos caracteristicas, por lo que pueden representarse graficamente para tener una idea
visual de su disposicion; por otra parte, cada archivo presenta una agrupacion en clases
diferente, lo que aporta la variedad necesaria en el estudio. Las graficas realizadas con

estos datos pueden observarse en las figuras [3.6, [3.7] y B9
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Figura 3.9: Representacién de los conjuntos de datos Data,s, Datays, Datas y Dataqg.

3.4. Descripciéon del algoritmo

Para llevar a cabo este trabajo, se ha desarrollado un programa que puede aplicarse
tanto a equivalencias difusas como a funciones de equivalencia restringida. La explica-
cion de su funcionamiento se hara a partir de equivalencias difusas, siendo idéntico el
correspondiente a REFs.

A continuacién se presenta el pseudo-cédigo, que se explicard detalladamente pos-
teriormente. Se realiza para un conjunto de datos test, basdndose en un conjunto de
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datos de entrenamiento:

Algoritmo 1: Evaluate-all

Data: Conjunto de datos test (test_set), conjunto de datos de entrenamiento
(training_set), conjunto de equivalencias difusas (F) y conjunto de
funciones de agregacion (A).

Result: Porcentaje de acierto para cada combinacion de funcién de
agregacion y equivalencia difusa; ademas del nimero de veces que se
ha recurrido al algoritmo &k — NN.

for A, € Ado

for F; € E do
| Retornar k — radius(A;(E}))
end

end

Algoritmo 2: k-radius

Data: Conjunto de datos test (test_set), conjunto de datos de entrenamiento
(training_set), equivalencia difusa (£;) y funcién de agregacion (4;).
Result: Porcentaje de acierto para dicha combinacion; ademas del niimero de
veces que se ha recurrido al algoritmo k — NN.
exito = 0;
if 12=True then
entradas = 0;
for object € test_set do
entrada, prediccion=classify-object(object);
entradas=entradas+entrada;
if prediccion=clase(object) then
| exito=exito+1
end
end
Retornar porcentaje de éxitos y entradas
else
for object € test_set do
prediccion=classify-object(object);
if prediccion=clase(object) then
| exito=exito+1
end
end

Retornar porcentaje de éxitos
end
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Algoritmo 3: classify-object

Data: Objeto test (object), conjunto de datos de entrenamiento
(training_set), equivalencia difusa (E;) y funcién de agregacion (4;).
Result: Clase del objeto test y si se ha recurrido al algoritmo k-NN.
for train_object € training_set do
| sim=compute_similarity(object,train_object)
end
if [2=True then
S=train_object tal que sim(train_object) > (1 —/0,2);
if S =0 then
prediccion=k-NN(object);
entrada=1
else

prediccion=clase mayoritaria en S;

entrada=0
end

else
prediccion=k-NN(object);
entrada=1

end

Retornar prediccion y entrada

Algoritmo 4: compute_similarity

Data: Objeto test (object), objeto de entrenamiento (train_object),
equivalencia difusa (E;) y funcién de agregacion (A4;).

Result: Similitud entre los dos objetos.

Retornar A;(E;)

El programa consta de cuatro funciones principalmente: compute-similarity, classify-
object, k-radius y evaluate-all.

Mediante la primera de ellas, compute-simalarity, se calcula la cercania entre
dos objetos. Para ello, se aplica sobre cada atributo la equivalencia difusa y, una vez se
tiene el valor correspondiente para cada caracteristica, se hace actuar sobre el vector
la funcién de agregacion.

La siguiente funcion es la parte principal del programa: classify-object. El resul-
tado que proporciona es la clase del objeto test. Para ello, se recorren todos los objetos
de entrenamiento, aplicando compute-similarity a cada uno de ellos, con el objeto test
en cuestién. Una vez se tenga la cercania de todos ellos al test, hay dos opciones:

= k-NN: en el caso de querer aplicar el algoritmo original del clasificador k-NN
(correspondiente a I2=False), simplemente se elegird la clase més repetida entre

o7



los k vecinos mas cercanos.

» Radius k-NN: si, por el contrario, se busca obtener el resultado a partir del
método Radius k-NN (correspondiente a I2=True), se deberd ejecutar un pa-
so intermedio. Se aplicara un filtro sobre todos los objetos de entrenamiento,
quedandose solo con aquellos cuya cercania al test sea mayor o igual que el “ra-
dio” determinado, que se calculard de la forma 1 — (0,2)/?, siendo p el niimero de
caracteristicas ([14, p. 5]). Una vez hecho esto, se proseguird de la misma forma
que en el caso anterior, eligiendo la clase mas comtn entre esos objetos que se
han filtrado.

Puede ocurrir que ninguno de los objetos de entrenamiento supere esa cercania,
de tal forma que no se tendria ninguna clase con la que poder aproximar la que
se busca. La solucién en este caso es recurrir al clasificador k-NN, recuperando
todos los objetos de entrenamiento y aplicando el procedimiento descrito en el
caso anterior.

Mediante k-radius se aplica classify-object al nimero de tests que se deseen. Esta
funcién se ha implementado de tal forma que devuelve el porcentaje de clasificaciones
correctas en cada caso. Ademas, cuando se aplica Radius k-NN, es interesante conocer
el nimero de veces que se ha tenido que recurrir al k-NN original, por lo que este dato
se guarda en la variable entradas, que también es una salida de la funcion.

Por 1ltimo, con evaluate-all se recorren todas las funciones de agregacién y las
equivalencias difusas, ejecutando la funcién k-radius para todas ellas.
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Capitulo 4

Analisis de resultados

En primer lugar, se aplicara el método Radius k-NN a cada fichero. Se anali-
zaran los resultados con las REFs estudiadas, con la funcién de agregacién A1-media
aritmética. Esto ultimo es debido a que A1 es la funcién de agregacién que tiene un
comportamiento mas intuitivo y, al querer centrar el estudio en la comparacién en-
tre REFs y equivalencias difusas en vez de en las agregaciones, resulta conveniente
emplear inicamente dicha funcion.

Cabe destacar que, como se ha visto hasta ahora en el trabajo, existen varios
métodos de construccion de REFs. Si bien todos son validos, se quiere hacer notar
que el método a partir de desviaciones moderadas arroja funciones que, aunque son
nuevas, son menos intuitivas, ademés de implicar un proceso de construcciéon mas
complejo. Mas atun, muchas de las funciones obtenidas por este método se pueden
conseguir también a partir de los otros métodos mas sencillos (como es el caso de
los resultados mediante automorfismos o funciones de implicacién). Por todo ello, no
se profundizard en el andlisis de las funciones construidas tnicamente a partir de
desviaciones moderadas.

Algunas funciones de equivalencia restringidas dependen de un pardmetro (A o n),
de forma que es conveniente elegir los valores que se le van a asignar a estos para el
estudio. Esto se decidira viendo la tendencia que siguen las funciones, y eligiendo entre
tres o cuatro valores con los que el comportamiento de la REF varie més notablemente.

Viendo las figuras [4.1], [4.2] [4.3] [£.4) y [4.5] se deciden los siguientes:

» REF.js: n=2, n=3, n=7.
» REF.j7: n=4, n=5, n=8.
» REF, j13: A= 0,01, A = 0,38, A = 0,76.
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u REFej14I 1’122, H:6, n=10.

» REFji5: n=2, n=6, n=10.
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Figura 4.1: Representacién de la funciéon REF,js para distintos valores del pardmetro
n.
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Figura 4.2: Representacion de la funcién REF, 7 para distintos valores del pardmetro
n.
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REFgj13 variando A
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Figura 4.3: Representacion de la funcion REF, ;i3 para distintos valores del pardmetro
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Figura 4.4: Representacion de la funciéon REF, 14 para distintos valores del parametro
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REFej1s variando n
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Figura 4.5: Representacion de la funciéon REF, 5 para distintos valores del pardametro
n.

Se obtendré asi el porcentaje de acierto para cada funcién en cada archivo de datos,
y el nimero de veces que se ha tenido que recurrir al algoritmo k — NN. Ademas, se
ordenaran todas las REFs segin el porcentaje de aciertos en cada caso, para saber a
simple vista con cudl se ha obtenido un mejor resultado. El porcentaje se mostrara
con un error del 0.01 % en todos los casos. En las tablas se mostrara de color azul la
REF,j7; de color rojo la REF¢j14 y de color naranja la REF,j4. Esto es debido a la
importancia de los rendimientos de cada una de ellas, que se discutirdn una vez vistos
todos los resultados.
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4.1. Resultados Radius k-NN con REFs

H DAT Aoy H H DAT Ay ORDENADOS H
‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Erx 72,03 0 REF,j; (n=8) 98.60 0
Erp 88,81 8 REF,j; (n=5) 95.80 0
EE. 89,51 0 REF,;; (n=4) 92.31 0
EE, 90,21 0 EE, 90,21 0
Es 88,11 0 EE, 89,51 0
REF,j 82,52 0 Erp 88,81 8
REF,j 60,14 0 REFpps 88,81 8
REF, 3 83,22 0 Eg 88,11 0
REF, ;4 29,37 143 REF ;1 85,31 0
REF,5 72,03 0 REF ;2 85,31 0
REFP](, (11:2) 73,43 0 REF(,,Jg 83.22 0
REF,js (n=3) 60,14 0 REF,ji5 (n=6) 83,22 0
REF,js (n=7) 60,84 0 REF, ;15 (n=10) 83,22 0
REF,j; (n=4) 92,31 0 REF; 82,52 0
REF,j; (n=>5) 95,80 0 REF,ji5 (n=2) 81,12 0
REF,j; (n=8) 98,60 0 REF ;1 79,72 0
REF, ;3 78,32 0 REF, ;s 78,32 0
REF,jy 60,14 0 REF,j; (n=2) 73,43 0
REF ;9 85,31 0 Erk 72,03 0
REFgy 65,73 0 REF,5 72,03 0
REF o 72,03 0 REF ko 72,03 0
REFrps 88,81 8 REF,j13 (A =6) 67,83 0
REF ;1 79,72 0 REFgy 65,73 0
REFele 85,31 0 REFLJ() (Il:7) 60,84 0
REFejlg ()\ = 07 01) 60714 0 REFej2 60.14 0
REFejlg (A = O7 38) 60714 0 REF({J'G (11:3> 6014 0
REF,j13 (A=0,76) 60,14 0 REF,j9 60,14 0
REFejlg (/\ = 6) 67,83 0 REFejl;s ()\ = 0, 01) 6014 0
REF,j14 (n=2) 60,14 0 REF,j13 (A =0,38) 60,14 0
REF,j14 (n=6) 60,14 0 REF,j13 (A =0,76) 60,14 0
REF,j14 (n=10) 60,14 0 REF,ji14 (n=2) 60,14 0
REF,ji5 (n=2) 81,12 0 REF,j14 (n=6) 60,14 0
REF, ;15 (n=6) 83,22 0 REF,j14 (n=10) 60,14 0
REF,j15 (n=10) 83,22 0

Tabla 4.1: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datag; con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay, [ DAT Ay, ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
ELK 47‘98 0 REFC_N (n:4) 9942 0
Erp 72,25 0 REF,j; (n=5) 97,11 0
EF, 53,17 0 REF.;; (n=8) 97,11 0
ER, 57,22 0 Erp 72,25 0
Fe 52,60 0 REFrps 72,25 0
REF.;, 47,98 0 ER, 57,22 0
REF.;, 17,08 0 ER, 53,17 0
REF.; 51,45 0 Ee 52,60 0
REF, ;4 47,40 172 REF,ji5 (n=10) 52,60 0
REFEJ'{) 47,98 0 REFEJ'H, (11:6) 5202 0
REF.j5 (n=2) 47,98 0 REF, 3 51,45 0
REFe](, (H:L))) 47,98 0 BEFLJHJ 49,13 0
REF. 5 (n=7) 17,98 0 REF.1 19,13 0
REF,;; (n=4) 99,42 0 REF,;15 (n=2) 49,13 0
REF,j; (n=5) 97,11 0 Erx 47,98 0
REF.;; (n=8) 97,11 0 REF.;, 47,98 0
REF, ;3 47,98 0 REF,j 47,98 0
REF,j 47,98 0 REF, 5 47,98 0
REF. 1 19.13 0 REF,; (n=2) 47,08 0
REFgy 47,98 0 REF,;; (n=3) 47,98 0
REFy ko 47,98 0 REF, ;5 (n=7) 47,98 0
REFrps 72,25 0 REF, ;3 47,98 0
REF ;1 47,98 0 REF,j9 47,98 0
REF.;1 49,13 0 REFp, 47,98 0
REF.;5 (A=0,01) | 47,98 0 REF,5c0 47,98 0
REFe]'m ()\ = O7 38) 47,98 0 REFejll 4798 0
REF,j13 (A =0,76) 47,98 0 REF,ji13 (A=0,01) 47,98 0
REF.;13 (A =6) 17,08 0 REF,j5 (A\=0,38) | 47,98 0
REF5]14 (Il:2) 47,98 0 REijlg (/\ = U, 76) 47.98 0
REF,;1; (n=0) 17,08 0 REF.;15 (\=6) 7,08 0
REF.;1; (n=10) 17,08 0 REF,;1; (n=2) 1798 0
REF.;15 (n=2) 19,13 0 REF, ;11 (n=0) 17,08 0
REstlg) (1126) 52702 0 REE,‘N,q (1171()) 47,98 0
REF.;15 (n=10) 52,60 0

Tabla 4.2: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datags con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay [ DAT Ags ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Erx 92,06 0 REF,j; (n=4) 100,00 0
Erp 92,06 0 REF,j; (n=5) 100,00 0
EE. 92,06 0 REF,j; (n=8) 100,00 0
EE, 92,06 0 ELk 92,06 0
Es 92,06 0 Erp 92,06 0
REF.;1 92,06 0 EE, 92,06 0
REF. ;o 40,08 0 EE, 92,06 0
REF. 3 92,06 0 Es 92,06 0
REF. ;4 40,87 248 REF. ;1 92,06 0
REF, ;5 92,06 0 REF, ;3 92,06 0
REF,js (n=2) 77,38 0 REF,j5 92,06 0
REF,j; (n=3) 65,48 0 REF, ;3 92,06 0
REF,js (n=7) 42,06 0 REF, ;10 92,06 0
REF,j; (n=4) 100,00 0 REF ko 92,06 0
REF,j; (n=5) 100,00 0 REFrps 92,06 0
REF,j; (n=8) 100,00 0 REF ;i 92,06 0
REF. ;s 92,06 0 REF, j12 92,06 0
REFj9 40,08 0 REF,ji5 (n=2) 92,06 0
REF 10 92,06 0 REF,ji5 (n=6) 92,06 1
REFgy 79,76 0 REF,ji5 (n=10) 92,06 1
REFy o 92,06 0 REFgy 79,76 0
REFFrps 92,06 0 REF,j; (n=2) 77,38 0
REF ;11 92,06 0 REF,j13 (A =6) 77,38 0
REF, 15 92,06 0 REF,;; (n=3) 65,48 0
REF,j13 (A=0,01) 40,08 0 REF,j; (n=T) 42,06 0
REF,j13 (A=0,38) 40,08 0
REF,j13 (A =0,76) 40,08 0 REF,j, 40,08 0
REF,j13 (A =6) 77,38 0 REF,jy 40,08 0
REF,;14 (n=2) 40,08 0 REF,15 (A\=0,01) | 40,08 0
REF,j14 (n=06) 40,08 0 REF,j13 (A=0,38) 40,08 0
REF,j14 (n=10) 40,08 0 REF,j13 (A =0,76) 40,08 0
REF.;1; (n=2) 92,06 0 REF,;1; (n=2) 40,08 0
REstlg) (1126) 92706 1 REFp]'lrl (1176) 40,08 0
REF,;15 (n=10) 92,06 1 REF,;1; (n=10) 40,08 0

Tabla 4.3: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datags con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay, [ DAT Ayy ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Erx 67,50 0 REF,j; (n=4) 100,00 0
Erp 90,00 1 REF,j; (n=5) 100,00 0
EE. 100,00 0 REF,j; (n=8) 100,00 0
EE, 87,50 0 EE. 100,00 0
Es 100,00 0 Es 100,00 0
REFejl 88,75 0 REFeer) (n:10) 100,00 0
REF. ;o 41,25 0 REF,j15 (n=6) 97,50 0
REF. 3 96,25 0 REF;3 96,25 0
REF, ;4 52,50 68 REF,ji5 (n=2) 91,25 0
REF, 5 67,50 0 Erp 90,00 1
REF,js (n=2) 62,50 0 REFrps 90,00 1
REF,j; (n=3) 52,50 0 REF.; 88,75 0
REF, ;s (n=T7) 46,25 0 EE, 87,50 0
REF,j; (n=4) 100,00 0 REF ;1 86,25 0
REF,j; (n=5) 100,00 0 REF 12 86,25 0
REF,j; (n=8) 100,00 0 REF, ;3 83,75 0
REF, ;3 83,75 0 REF, ;1 83,75 0
REFj9 41,25 0 Erx 67,50 0
REF ;1 86,25 0 REF,j5 67,50 0
REFpy 56,25 0 REF ko 67,50 0
REF o 67,50 0 REF, ;5 (n=2) 62,50 0
REFFrps 90,00 1 REF,j13 (A =6) 58,75 0
REF ;1 83,75 0 REFgpy 56,25 0
REF,j19 86,25 0
REF,j13 (A=0,01) 41,25 0 REF,j; (n=3) 52,50 0
REF,j13 (A=0,38) 41,25 0 REF,j; (n=7) 46,25 0
REF,j13 (A =0,76) 41,25 0 REF,j 41,25 0
REF,j13 (A =6) 58,75 0 REF,jy 41,25 0
REF5]14 (Il:2) 41,25 0 REijlg (/\ = U, 01) 41.25 0
REFej14 (1126) 41725 0 REFEJ'13 ()\ = 07 38) 41.25 0
REF,j14 (n=10) 41,25 0 REF,j13 (A =0,76) 41,25 0
REF,j15 (n=2) 91,25 0 REF, ;14 (n=2) 41,25 0
REF,ji5 (n=0) 97,50 0 REF,j14 (n=6) 41,25 0
REF,j15 (n=10) 100,00 0 REF,j1, (n=10) 41,25 0

Tabla 4.4: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datag, con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ays [ DAT Ay; ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Erx 3,33 0 REF,j; (n=8) 99,17 0
Erp 21,67 8 REF,j; (n=5) 63,33 0
EE. 7,50 0 REF,j; (n=4) 60,00 0
EE, 19,17 3 REF, ;15 (n=10) 29,17 1
Es 3,33 0 REF,ji5 (n=06) 27,50 1
REF; 3,33 0 REF,;3 25,00 0
REF,j 3,33 0 Erp 21,67 8
REF. 3 25,00 0 REFrps 21,67 8
REF, ;4 15,83 98 EE, 19,17 3
REF, 5 3,33 0
REF,js (n=2) 3,33 0 EE. 7,50 0
REFe]'ﬁ (H:L))) 3.33 0 REFejl5 (11:2) 6,67 0
REFejG (Il:7) 4.17 0 REFEjG (Il:7> 4717 0
REF,j; (n=4) 60,00 0 Erk 3,33 0
REF,j; (n=5) 63,33 0 Es 3,33 0
REF,j; (n=8) 99,17 0 REF; 3,33 0
REF, ;3 3,33 0 REF,j 3,33 0
REF,jy 3,33 0 REF,;5 3,33 0
REF ;1 3,33 0 REF,j; (n=2) 3,33 0
REFpy 3,33 0 REF,;; (n=3) 3,33 0
REF o 3,33 0 REF, ;s 3,33 0
REFFrps 21,67 8 REF,jo 3,33 0
REF ;1 3,33 0 REF ;1 3,33 0
REF,j19 3,33 0 REFgpy 3,33 0
REF,j13 (A=0,01) 3,33 0 REFLko 3,33 0
REFejlg ()\ = 07 38) 333 0 REFejll 3,33 0
REF,j13 (A =0,76) 3,33 0 REF,j» 3,33 0
REF, ;15 (A =06) 3,33 0 REF,j3 (A=0,01) 3,33 0
REF,j14 (n=2) 3,33 0 REF,j13 (A=0,38) 3,33 0
REF,j14 (n=06) 3,33 0 REF,j13 (A =0,76) 3,33 0
REF,j14 (n=10) 3,33 0 REF,j13 (A =6) 3,33 0
REF,j15 (n=2) 6,67 0 REF, ;14 (n=2) 3,33 0
REFejlg) (1126) 27750 1 REFp]'lrl (1176) 3,33 0
REF,j15 (n=10) 29,17 1 REF,j1, (n=10) 3,33 0

Tabla 4.5: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datags con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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‘ ‘ DATAO(,

DAT Ay ORDENADOS

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Err 84,72 0 REF,j; (n=5) 100,00 0
Erp 88,98 0 REF,j; (n=8) 100,00 0
EF. 87,21 0 REF,j; (n=4) 98,75 0
EE, 85,55 0 REF.4 94,07 0
Eg 84,82 0 Erp 88,98 0
REF; 79,42 0 REFpps 88,98 0
REF,j, 53,12 0 EE. 87,21 0
REF,3 81,91 0 EER, 85,55 0
REF, ;4 94,07 0 Eg 84,82 0
REF, 5 84,72 0 Eri 84,72 0
REF,js (n=2) 81,19 0 REF 5 84,72 0
REF,j; (n=3) 79,83 0 REF ko 84,72 0
REF,js (n=7) 72,14 0 REF ;1 84,10 0
REF,j; (n=4) 98,75 0 REF ;12 84,10 0
REF,j; (n=5) 100,00 0 REF, ;s 83,58 0
REF,j; (n=8) 100,00 0 REF,j13 (A =6) 83,26 0
REFejg 83758 0 REFejlg) (HZIO) 8306 0
REF,j 53,12 0 REF, ;15 (n=6) 82,02 0
REF ;1 84,10 0 REF,;3 81,91 0
REFpy 77,44 0 REF,ji5 (n=2) 81,29 0
REF ko 84,72 0 REF, ;5 (n=2) 81,19 0
REFrps 88,98 0 REF.;, 79,94 0
REF ;1 79,94 0 REF,;; (n=3) 79,83 0
REF,j19 84,10 0 REF.; 79,42 0
REF,j13 (A=0,01) 53,12 0 REFgpy 77,44 0
REFe]'m ()\ = O7 38) 53,33 0 REFEJ'@- (1127) 7214 0
REF,j13 (A =0,76) 69,65 0 REF,j14 (n=2) 70,58 0
REF,j13 (A =6) 83,26 0 REF,ji13 (A =0,76) 69,65 0
REF,j14 (n=2) 70,58 0 REF,j13 (A=0,38) 53,33 0
REF,j14 (n=06) 53,12 0 REF,j 53,12 0
REF,j14 (n=10) 53,12 0 REF,jy 53,12 0
REF,j15 (n=2) 81,29 0 REF,j3 (A=0,01) 53,12 0
REstlg) (1126) 82702 0 REFp]'lrl (1176) 53,12 0
REFE]'15 (n:10) 83706 0 I{E["‘,]H (11:10) 5312 0

Tabla 4.6: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datagg con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de

aciertos.
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[ DAT Ay; [ DAT Ay; ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Erx 81,25 0 REF,j; (n=4) 100,00 0
Erp 74,00 13 REF,j; (n=5) 100,00 0
EE. 85,50 0 REF,j; (n=8) 100,00 0
EE, 79,50 2 EE. 85,50 0
Es 81,25 0 REF,j; (n=7) 83,00 0
REF.;1 81,25 0 REF,j; (n=3) 82,00 0
REF,j 81,25 0 Erk 81,25 0
REF. 3 81,25 0 Es 81,25 0
REF, ;4 81,25 400 REF; 81,25 0
REF, 5 81,25 0 REF,j 81,25 0
REF,js (n=2) 81,25 0 REF,;3 81,25 0
REF,j; (n=3) 82,00 0
REF,js (n=7) 83,00 0 REF,j5 81,25 0
REF,j; (n=4) 100,00 0 REF,;; (n=2) 81,25 0
REF,j; (n=5) 100,00 0 REF,;s 81,25 0
REF,j; (n=8) 100,00 0 REF, ;9 81,25 0
REF, ;3 81,25 0 REF ;1 81,25 0
REFj9 81,25 0 REFgy 81,25 0
REF ;1 81,25 0 REF ko 81,25 0
REFpy 81,25 0 REF, ;1 81,25 0
REF o 81,25 0 REF, ;15 81,25 0
REFFrps 74,00 13 REF,ji3 (A=0,01) 81,25 0
REF ;1 81,25 0 REF,ji13 (A=0,38) 81,25 0
REF,j19 81,25 0 REF,j13 (A =0,76) 81,25 0
REF,j13 (A=0,01) 81,25 0 REF,j13 (A =6) 81,25 0
REF,j13 (A=0,38) 81,25 0 REF,ji14 (n=2) 81,25 0
REF,j13 (A =0,76) 81,25 0 REF,j14 (n=6) 81,25 0
REF,j13 (A =6) 81,25 0 REF,j14 (n=10) 81,25 0
REF5]14 (Il:2) 81,25 0 REFFJH) (n:2) 81.25 0
REFej14 (1126) 81725 0 REFejIS (11:6) 81.25 1
REF,j14 (n=10) 81,25 0 REF, ;15 (n=10) 81,25 1
REF,j15 (n=2) 81,25 0 EE, 79,50 2
REF,ji5 (n=0) 81,25 1 Erp 74,00 13
REFE]'M (HIIO) 81725 1 REFFDQ 7400 13

Tabla 4.7: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datag; con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ag [ DAT Ags ORDENADOS |

REF Porcentaje | Entradas REF Porcentaje | Entradas
Erx 31,00 0 REF,j; (n=8) 100,00 0
Erp 73,50 2 REF,j; (n=5) 95,50 0
EE. 58,50 0 REF,j; (n=4) 94,50 0
EE, 71,50 0 Erp 73,50 2
Eg 41,00 0 REFrpo 73,50 2
REF. ;1 43,50 0 EE, 71,50 0

REF.; 31,00 0

REF,j3 48,50 0 EE. 58,50 0
REF ;4 60,00 138 REF,ji5 (n=10) 55,50 0
REF. ;5 31,00 0 REF,j15 (n=6) 50,50 0
REF,;6 (n=2) 32,00 0 REF,;3 48,50 0
REF,j; (n=3) 34,50 0 REF. ;1 43,50 0
REF,js (n=7) 35,00 0 Eg 41,00 0
REF,j; (n=4) 94,50 0 REF, ;10 37,00 0
REF,j; (n=5) 95,50 0 REF 1 37,00 0
REF,j; (n=8) 100,00 0 REF j12 37,00 0
REF. ;s 32,50 0 REF,ji5 (n=2) 35,50 0
REF,j 31,00 0 REF,j; (n=T) 35,00 0
REF 10 37,00 0 REF,;; (n=3) 34,50 0
REFgy 31,00 0 REF, ;s 32,50 0
REF ko 31,00 0 REF, ;5 (n=2) 32,00 0
REFrps 73,50 2 FErk 31,00 0
REF ;11 37,00 0 REF, > 31,00 0
REF j1» 37,00 0 REF,;5 31,00 0
REF,j13 (A=0,01) 31,00 0 REF,jo 31,00 0
REF,j13 (A =0,38) 31,00 0 REFpy 31,00 0
REF,j13 (A\=0,76) 31,00 0 REF ko 31,00 0
REF,j13 (A =06) 31,00 0 REF,j3 (A=0,01) 31,00 0
REF,j14 (n=2) 31,00 0 REF,ji3 (A=0,38) 31,00 0
REF,j14 (n=6) 31,00 0 REF,j13 (A =0,76) 31,00 0
REF,j14 (n=10) 31,00 0 REF,j13 (A =6) 31,00 0
REF.;1; (n=2) 35,50 0 REF,;1; (n=2) 31,00 0
REF, ;15 (n=0) 50,50 0 REF,;1; (n=0) 31,00 0
REF,j15 (n=10) 55,50 0 REF, ;14 (n=10) 31,00 0

Tabla 4.8: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datagg con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay [ DAT Ay ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘

Erx 50,79 0 REF,j; (n=8) 95,97 0
Erp 94,87 83 REF,;; (n=5) 95,60 0
EE. 81,20 0 REF,j; (n=4) 95,12 0
EE, 93,65 20 Erp 94,87 83
Es 73,50 0 REFrps 94,87 83
REF,; 72,41 0 EE, 93,65 20
REF. ;o 49,33 0 REF,j15 (n=6) 89,26 0
REF. 3 88,89 0 REF;3 88,89 0
REF. ;4 50,79 817 REF,ji5 (n=10) 88,89 0
REF, ;5 50,79 0 EE, 81,20 0
REF,js (n=2) 49,45 0 REF,j15 (n=2) 80,83 0
REF,; (n=3) 1933 0 Eg 73,50 0
REF,;6 (n=7) 49,33 0 REF,; 72,41 0
REF,j; (n=4) 95,12 0 REF ;1 65,93 0
REF,j; (n=5) 95,60 0 REF 10 63,74 0
R Fej7 (Il: ) 95797 0 REFejlz 6374 0
REF. ;s 59,22 0 REF, ;s 59,22 0
REFj9 49,33 0 Erx 50,79 0

REF 10 63,74 0
REFgy 50,18 0 REF,j5 50,79 0
REFy o 50,79 0 REF ko 50,79 0
REFFrps 94,87 83 REFgy 50,18 0
REFEJ'H 65793 0 REFEJ'()- (Il:2) 4945 0
REF, 15 63,74 0 REF,j, 49,33 0
REF,j13 (A=0,01) 49,33 0 REF,j; (n=3) 49,33 0
REF,j13 (A=0,38) 49,33 0 REF,j; (n=7) 49,33 0
REF,j13 (A =0,76) 49,33 0 REF,j9 49,33 0
REF,j13 (A =6) 49,33 0 REF,j3 (A=0,01) 49,33 0
REF,j14 (n=2) 49,33 0 REF,j13 (A=0,38) 49,33 0
REF,j14 (n=06) 49,33 0 REF,j13 (A =0,76) 49,33 0
REF,j14 (n=10) 49,33 0 REF,j13 (A =6) 49,33 0
REF,;15 (n=2) 80,33 0 REF.;1; (n=2) 19,33 0
REF,j15 (n=0) 89,26 0 REF,;1; (n=0) 1933 0
REF,j15 (n=10) 88,89 0 REF, ;14 (n=10) 49,33 0

Tabla 4.9: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datagg con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay [l DAT Ay ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
ELK 3925 0 REFC_W (1125) 8225 0
Erp 63,00 64 REF,j; (n=4) 81,50 0
EE, 74,25 0 REF,;; (n=8) 79,25 0
EE, 59,25 27 EE. 74,25 0
Es 73,00 0 Es 73,00 0
REF. ;1 49,25 0 Erp 63,00 64
REF,j, 22,75 0 REFrps 63,00 64
REF;3 57,00 0 EE, 59,25 27
REF,j, 25,00 399 REF,ji5 (n=6) 58,50 0
REF, ;5 39,25 0 REF,j15 (n=10) 58,00 0
REF, ;s (n=2) 46,50 0 REF,;1 57,50 0
REFLJ() (H:j) 47,75 0 REFEJlg 57,50 0
REF,j; (n=7) 45,00 0 REF, 3 57,00 0
REF,j; (n=4) 81,50 0 REF,j15 (n=2) 56,00 0
REF,j; (n=5) 82,25 0 REF.;, 49,25 0
REF,j; (n=8) 79,25 0 REF,j; (n=3) 47,75 0
REF, ;s 44,50 0 REF, ;1 47,25 0
REFj9 22,75 0 REF,js (n=2) 46,50 0
REFejl() 57,50 0 REFej()' (11:7) 4500 0
REFgpy 38,25 0 REF, ;3 44,50 0
REF ko 39,25 0 Erx 39,25 0
REFrps 63,00 64 REF 5 39,25 0
REF ;1 47,25 0 REF ko 39,25 0
REF ;15 57,50 0 REFgy 38,25 0
REF,j3 (A=0,01) 22,75 0 REF,j13 (A =6) 29,50 0
REF,j13 (A=0,38) 22,75 0
REF,j13 (A =0,76) 22,75 0 REF,j 22,75 0
REF, 13 (A =6) 29,50 0 REF,jy 22,75 0
REF,j14 (n=2) 22,75 0 REF,j13 (A=0,01) 22,75 0
REF,j14 (n=6) 22,75 0 REF,j13 (A=0,38) 22,75 0
REF,j14 (n=10) 22,75 0 REF,j13 (A =0,76) 22,75 0
REF,ji5 (n=2) 56,00 0 REF,j14 (n=2) 22,75 0
REF,j15 (n=6) 58,50 0 REF,j14 (n=6) 22,75 0
REF,ji5 (n=10) 58,00 0 REF, ;14 (n=10) 22,75 0

Tabla 4.10: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datayy con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay [ DATA;; ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Erx 70,50 0 REF,j; (n=8) 91,00 0
Erp 70,00 29 REF,j; (n=5) 83,67 0
EE. 70,50 0 REF,j; (n=4) 77,33 0
EE, 70,33 10 REF, ;15 (n=10) 71,17 0
Es 70,50 0 REF,ji5 (n=06) 71,00 0
REF; 70,50 0 REF,;3 70,67 0
REF,j 70,50 0 Erk 70,50 0
REF. 3 70,67 0 EE. 70,50 0
REF, ;4 29,33 598 Eg 70,50 0
REF, 5 70,50 0 REF,j 70,50 0
REF,js (n=2) 70,50 0 REF,; 70,50 0
REF,j; (n=3) 70,50 0 REF, ;5 70,50 0
REF,js (n=7) 70,50 0 REF,;; (n=2) 70,50 0
REF,j; (n=4) 77,33 0 REF,;; (n=3) 70,50 0
REF,j; (n=5) 83,67 0 REF,j; (n=7) 70,50 0
REF,j; (n=8) 91,00 0 REF, ;3 70,50 0
REF, ;3 70,50 0 REF,j9 70,50 0
REFj9 70,50 0 REFj19 70,50 0
REF 10 70,50 0 REFgpy 70,50 0
REFpy 70,50 0 REF ko 70,50 0
REF o 70,50 0 REF ;1 70,50 0
REFFrps 70,00 29 REF 12 70,50 0
REFEJ'H 70,50 0 REFejw ()\ = 07 01) 7050 O
REF 12 70,50 0 REF,j13 (A =0,38) 70,50 0
REF,j13 (A=0,01) 70,50 0 REF,ji3 (A=0,76) 70,50 0
REFe]'m ()\ = O7 38) 70,50 0 REFejL‘; ()\ = 6) 7050 0
REF,j13 (A =0,76) 70,50 0 REF,j14 (n=2) 70,50 0
REF,j13 (A =6) 70,50 0 REF,j14 (n=0) 70,50 0
REF,j14 (n=2) 70,50 0 REF,j14 (n=10) 70,50 0
REF,j14 (n=06) 70,50 0 REF,ji5 (n=2) 70,50 0
REF,j14 (n=10) 70,50 0 EE, 70,33 10
REF,j15 (n=2) 70,50 0 Erp 70,00 29
REF,ji5 (n=0) 71,00 0 REFpps 70,00 29
REF,j15 (n=10) 71,17 0

Tabla 4.11: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datay; con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay, [ DAT Ay, ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Err 19,17 0 REF,j; (n=4) 100,00 0
Erp 24,17 28 REF,j; (n=5) 100,00 0
EE. 55,83 0 REF,j; (n=8) 100,00 0
EE, 21,83 5 EE. 55,83 0
Eg 37,33 0 REF,j15 (n=10) 43,50 1
REF; 30,33 0 REF,ji5 (n=6) 42,17 1
REF,j 9,00 0 REF,;3 39,33 0
REF,3 39,33 0 Eg 37,33 0
REF, ;4 11,00 587 REF; 30,33 0
REFE]'S 19717 0 REFE]']S (11:2) 26.17 0
REF,js (n=2) 21,00 0 REF.1 25,17 0
REF,j; (n=3) 20,67 0 Erp 24,17 28
REF,js (n=7) 18,67 0 REFpps 24,17 28
REF,;; (n=4) 100,00 0 EE, 21,83 5
REF,j; (n=5) 100,00 0 REF,j; (n=2) 21,00 0
REF,j; (n=8) 100,00 0 REF,j; (n=3) 20,67 0
REF, ;3 20,67 0 REF, ;3 20,67 0
REF,j 9,00 0 Erk 19,17 0
REF ;1 19,17 0 REF,j5 19,17 0
REFpy 19,17 0 REF ;1 19,17 0
REF ko 19,17 0 REFgy 19,17 0
REFrps 24,17 28 REF ko 19,17 0
REF ;1 25,17 0 REF ;5 19,17 0
REF 12 19,17 0 REF,j13 (A =0,76) 19,17 0
REF,j13 (A=0,01) 9,00 0 REF,j13 (A =6) 19,17 0
REF,j13 (A=0,38) 13,50 0 REF,ji14 (n=2) 19,17 0
REF,j13 (A =0,76) 19,17 0 REF,j; (n=7) 18,67 0
REF,j13 (A =6) 19,17 0 REF, ;i3 (A =0,38) 13,50 0
REFEJ'14 (Il:2) 19,17 0
REF,j14 (n=06) 9,00 0 REF,j 9,00 0
REF,j14 (n=10) 9,00 0 REF,jy 9,00 0
REF,j15 (n=2) 26,17 0 REF,j3 (A=0,01) 9,00 0
REstlg) (1126) 42717 1 REFp]'lrl (1176) 9,00 0
REF,j15 (n=10) 43,50 1 REF,j1, (n=10) 9,00 0

Tabla 4.12: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Dataqs con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay [ DATAy; ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘

Erx 46,50 0 REF,j; (n=4) 100,00 0
Erp 58,00 17 REF,j; (n=5) 100,00 0
EE. 77,50 0 REF,j; (n=8) 100,00 0

EE, 58,00 7
Es 66,00 0 REF,ji5 (n=06) 78,00 0
REF.;1 46,50 0 REF,ji5 (n=10) 78,00 0
REF. ;o 46,50 0 EE. 77,50 0
REF. 3 77,00 0 REF;3 77,00 0
REF, ;4 97,50 94 REF,ji5 (n=2) 68,50 0
REF, ;5 46,50 0 Es 66,00 0
REF,js (n=2) 48,50 0 Erp 58,00 17
REF,j; (n=3) 54,00 0 EE, 58,00 7
REF,js (n=7) 52,00 0 REFpps 58,00 17
REF,j; (n=4) 100,00 0 REF,;; (n=3) 54,00 0
REF,j; (n=5) 100,00 0 REF,j; (n=7) 52,00 0
REF,j; (n=8) 100,00 0 REF,j; (n=2) 48,50 0
REF. ;s 46,50 0 Erk 46,50 0
REFj9 46,50 0 REF,j 46,50 0
REF 10 46,50 0 REF,j 46,50 0
REFgy 46,50 0 REF,j5 46,50 0
REFy o 46,50 0 REF, ;s 46,50 0
REFFrps 58,00 17 REF,jo 46,50 0
REF ;11 46,50 0 REF ;1 46,50 0
REF, 15 46,50 0 REFgpy 46,50 0
REF,j13 (A=0,01) 46,50 0 REFLko 46,50 0
REFe]'m ()\ = O7 38) 46,50 0 REFejll 4650 0
REF,j13 (A =0,76) 46,50 0 REF,j» 46,50 0
REF,j13 (A =6) 46,50 0 REF,j3 (A=0,01) 46,50 0
REF5]14 (Il:2) 46,50 0 REijlg (/\ = U, 38) 46.50 0
REF,j14 (n=06) 46,50 0 REF,j13 (A =0,76) 46,50 0
REF,j14 (n=10) 46,50 0 REF,j13 (A =6) 46,50 0
REF,j15 (n=2) 68,50 0 REF, ;14 (n=2) 46,50 0
REF,ji5 (n=0) 78,00 0 REF,j14 (n=6) 46,50 0
REF,j15 (n=10) 78,00 0 REF,j1, (n=10) 46,50 0

Tabla 4.13: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Data;s con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay, [ DAT Ay, ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Erx 50,50 0 REF,j; (n=5) 98,00 0
Erp 96,50 0 REF,j; (n=8) 98,00 0
EE. 78,50 0 REF,j; (n=4) 97,50 0
EE, 94,00 0 Erp 96,50 0
Es 64,50 0 REFrps 96,50 0
REF; 66,00 0 EE, 94,00 0
REF. ;o 42,00 0 EE. 78,50 0
REF. 3 62,00 0 REF,; 66,00 0
REF. ;4 42,00 199 Es 64,50 0
REF, 5 50,50 0 REF, ;1 63,50 0
REF,js (n=2) 52,50 0 REF, ;15 (n=10) 62,50 0
REF,j; (n=3) 42,00 0 REF,;3 62,00 0
REF,js (n=7) 42,00 0 REF,j15 (n=6) 62,00 0
REF,j; (n=4) 97,50 0 REF,ji5 (n=2) 60,00 0
REF,j; (n=5) 98,00 0 REF,;s 58,50 0
R Fej7 (Il: ) 98,00 0 REnglo 5800 0
REF, ;3 58,50 0 REF, ;5 58,00 0
REFj9 42,00 0 REF,j; (n=2) 52,50 0
REF 10 58,00 0 Erk 50,50 0
REFgy 49,00 0 REF,j5 50,50 0
REF o 50,50 0 REF ko 50,50 0
REFrps 96,50 0 REFgy 49,00 0
REFEJ'H 63,50 0 REnglg ()\ = 6) 4800 O
REF,j19 58,00 0 REF,j 42,00 0
REF,j13 (A=0,01) 42,00 0
REF,j13 (A=0,38) 42,00 0 REF,j; (n=3) 42,00 0
REF,j13 (A =0,76) 42,00 0 REF,j; (n=7) 42,00 0
REF,j13 (A =6) 48,00 0 REF,jy 42,00 0
REF.;1; (n=2) 42,00 0 REF,15 (A =0,01) | 42,00 0
REF,j14 (n=06) 42,00 0 REF,j13 (A=0,38) 42,00 0
REF,j14 (n=10) 42,00 0 REF,j13 (A =0,76) 42,00 0
REF.;1; (n=2) 60,00 0 REF,;1; (n=2) 42,00 0
REF, ;15 (n=0) 62,00 0 REF,;1; (n=0) 42,00 0
REF,;15 (n=10) 62,50 0 REF,;1; (n=10) 42,00 0

Tabla 4.14: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datay4 con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DATAys [ DATAy; ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Erx 31,00 0 Erp 90,50 3
Erp 90,50 3 ER, 90,50 0
EE. 88,50 0 REFrps 90,50 3
EE, 90,50 0 REF,j; (n=4) 90,00 0
Eg 83,50 0 REF,j; (n=5) 90,00 0
REF.;1 74,00 0 REF,j; (n=8) 90,00 0
REF. ;o 22,50 0 EE. 88,50 0
REF. 3 87,00 0 REF,j5 (n=06) 88,00 0
REF. ;4 26,00 200 REF, 3 87,00 0
REF, ;5 31,00 0 REF,ji5 (n=10) 86,50 0
REF,js (n=2) 27,50 0 Es 83,50 0
REF,; (n=3) 25,00 0 REF, ;5 (n=2) 76,00 0
REF,js (n=7) 22,50 0 REF, ;1 74,00 0
REF,j; (n=4) 90,00 0 REF ;1 72,00 0
REF,j; (n=5) 90,00 0 REF,;s 65,50 0
R Fej7 (Il: ) 90,00 0 REnglo 6450 0
REF. ;s 65,50 0 REF, j12 64,50 0
REFj9 22,50 0 Erx 31,00 0
REF 10 64,50 0 REF, ;5 31,00 0
REFgy 23,50 0 REF ko 31,00 0
REFy o 31,00 0 REF, ;5 (n=2) 27,50 0
REFrps 90,50 3
REF ;11 72,00 0 REF,j13 (A =6) 26,00 0
REF, 15 64,50 0 REF,;; (n=3) 25,00 0
REF,j13 (A=0,01) 22,50 0 REFgy 23,50 0
REF,j13 (A=0,38) 22,50 0 REF, o 22,50 0
REF,j13 (A =0,76) 22,50 0 REF,j; (n=7) 22,50 0
REF,j13 (A =6) 26,00 0 REF,jy 22,50 0
REF,j14 (n=2) 22,50 0 REF,j3 (A=0,01) 22,50 0
REF,j14 (n=06) 22,50 0 REF,j13 (A=0,38) 22,50 0
REF,j14 (n=10) 22,50 0 REF,j13 (A =0,76) 22,50 0
REF.;1; (n=2) 76,00 0 REF,;1; (n=2) 22,50 0
REF, ;15 (n=0) 88,00 0 REF,;1; (n=0) 22,50 0
REF,j15 (n=10) 86,50 0 REF, ;14 (n=10) 22,50 0

Tabla 4.15: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datay; con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.
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[ DAT Ay, [ DAT Ay ORDENADOS |

‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ REF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Erx 95,57 0 REF,j; (n=8) 99,51 0
Erp 91,63 3 REFgy 98.52 0
EE. 95,07 0 REF,j; (n=5) 98,03 0
EE, 90,15 0 REF,j; (n=4) 97,04 0
Es 96,55 0 Es 96,55 0
REF; 86,70 0 REF ;1 96,06 0
REF. ;o 48,28 0 REF, ;15 96,06 0
REF. 3 95,57 0 REF,j15 (n=10) 96,06 0
REF. ;4 64,53 151 Err 95,57 0
REF, 5 95,57 0 REF,j3 95,57 0
REF,js (n=2) 94,09 0 REF,j5 95,57 0
REF,j; (n=3) 92,12 0 REFLko 95,57 0
REF,js (n=7) 67,49 0 REF,j15 (n=6) 95,57 0
REF,j; (n=4) 97,04 0 FE. 95,07 0
REF,j; (n=5) 98,03 0 REF,ji5 (n=2) 95,07 0
REF,j; (n=8) 99,51 0 REF,j; (n=2) 94,09 0
REF, ;3 87,19 0 REF,;; (n=3) 92,12 0
REFj9 48,28 0 REF. ;13 (A=0) 92,12 0
REF 10 96,06 0 Erp 91,63 3
REFpy 98,52 0 REFpps 91,63 3
REF o 95,57 0 EE, 90,15 0
REFFrps 91,63 3 REF 1 87,68 0
REF ;1 87,68 0 REF, ;3 87,19 0
REF,j19 96,06 0 REF.; 86,70 0
REF,j13 (A=0,01) 47,78 0 REF, ;14 (n=2) 72,91 0
REFe]'m ()\ = O7 38) 53,20 0 REFejl;s ()\ = 0, 76) 7044 0
REF,j13 (A =0,76) 70,44 0 REF,j; (n=7) 67,49 0
REF,j13 (A =6) 92,12 0
REF5]14 (Il:2) 72,91 0 REijlg (/\ = U, 38) 53.20 0
REF,j14 (n=06) 47,78 0 REF,j 48,28 0
REF,j14 (n=10) 47,78 0 REF,jy 48,28 0
REF,j15 (n=2) 95,07 0 REF,j3 (A=0,01) 47,78 0
REF,ji5 (n=0) 95,57 0 REF,j14 (n=6) 47,78 0
REF,j15 (n=10) 96,06 0 REF,j1, (n=10) 47,78 0

Tabla 4.16: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datajg con el método Radius k-NN
empleando REF's; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-NN. En la de
la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor porcentaje de
aciertos.

A continuacion se sigue exactamente el mismo procedimiento, pero aplicando el
algoritmo Radius k-NN con las equivalencias difusas que no son REFs.
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4.2. Resultados Radius k-NIN con equivalencias di-

fusas

H DAT A H H DAT Apy ORDENADOS H

‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
Ece 75,52 0 EE. 93.71 1
Ecp 58,74 68 Es 79,72 0
EE, 93,71 1 Jee] 75,52 0
EE, 51,05 33 Es 65,73 0
Es 65,73 0 E, 60,84 0
E, 60,84 0
E; 79,72 0 EE, 51,05 33

Tabla 4.17: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datag; con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DAT Ay, H H DAT Ayp; ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Eqq 49,13 0 EE. 94,22 1
FEap 45,66 70 Es 56,65 1
EE. 94,22 1 Eqa 49,13 0
EE, 43,93 17
FEs 45,66 0 Es 45,66 0
FEy 44,51 0 Ey 44,51 0
E;s 56,65 1 EE, 43,93 17

Tabla 4.18: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datags con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el nimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DAT Ags H H DAT Aps ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
Esa 90,87 2 Es 90,87 2
E¢p 35,71 143 Eqa 90,87 2
EE, 88,89 0 EE, 88,89 0
EE, 35,71 143 Es 90,48 2
Es 90,48 2 E, 85,71 2
E, 85,71 2
E; 90,87 2 EE, | 3571 143

Tabla 4.19: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datags con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.
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DAT Ay DAT Ay, ORDENADOS

‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
Eca 95,00 3 EE, 98,75 1
Ecp 56,25 50 Eqa 95,00 3
EE, 98,75 1 Es 93,75 4
EE, 50,00 34 Es 83,75 2
Es 83,75 2 E, 80,00 1
E, 80,00 1
Es 93,75 4 EE, 50,00 34

Tabla 4.20: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datag, con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DAT Ao H H DAT Aps ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Eoa 25,00 0 EE. 42,50 0
Eep 10,83 7 Es 31,67 0
EE. 42,50 0 Eoa 25,00 0
EE, 3,33 20
Es 10,00 0 Es 10,00 0
E, 6,67 0 E, 6,67 0
Es 31,67 0 EE, 3.33 20

Tabla 4.21: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datags con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DAT Ay H H DAT Ags ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
Eca 82,95 0 EE. 99,38 1
FEap 76,09 541 Es 87,01 1
EE. 99,38 1 Eaa 82,95 0
EE, 75,26 254 E, 82,74 0
FE3 81,50 0 Es 81,50 0
B, 82,74
Es 87,01 1 EL, 75,26 254

Tabla 4.22: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datagg con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo -
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.
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[ DAT Ay; | [ DATAy; ORDENADOS |

‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
Eca 79,75 0 EE, 99,50 2
Ecp | 67,00 239 Es 79,75 0
EE, 99,50 2 Eqa 79,75 0
EE, 79,75 124 EE, 79,75 124
Es 79,75 0 Es 79,75 0
E, 79,75 0 E, 79,75 0
Es 79,75 0

Tabla 4.23: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datag; con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DAT Aos H H DAT Aps ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Eoa 55,00 1 EE. 87,00 1
Eep 52,00 106 Es 80,00 1
EE. 87,00 1 Eoa 55,00 1
EE, 38,00 36
Es 38,00 1 EE, 38,00 36
E, 36,00 1 Es 38,00 1
Es 80,00 1 Ey 36,00 1

Tabla 4.24: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datagg con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DAT Ay H H DAT Agg ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
Eca 89,50 0 EE. 93,16 1
Eap 52,14 647 Eca 89,50 0
EE. 93,16 1 Es 88,28 0
EE, 51,28 147 Es 86,32 0
FE3 86,32 0 Ey 53,11 0
E, 53,11 0
Es 88,28 0 EL, 51,28 147

Tabla 4.25: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datagg con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo -
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.
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[ DAT Ay, | [ DATA, ORDENADOS |

‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
et 71,75 0 EE, 84,50 0
Ecp | 34,25 274 Es 77,00 0
EE, 84,50 0 Eqa 71,75 0
EE, 30,00 189 Es 48,75 0
Es 48,75 0 E, 40,00 0
E, 40,00 0
Es 77,00 0 EE, 30,00 189

Tabla 4.26: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datayy con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DAT Ay, H H DATA;; ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Eca 72,00 0 EE. 83,83 0
Ecp 66,83 367 Es 75,83 0
EE. 83,83 0 Ece 72,00 0
E&, 71,17 93 E&, 71,17 93
Es 70,33 0 Es 70,33 0
E, 70,17 0 E, 70,17 0
Es 75,83 0

Tabla 4.27: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datay; con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DATA,, H H DATA;; ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
Eca 48,83 0 EE. 89,83 0
Ecp 12,83 368 Es 57,00 0
EE. 89,83 0 Eaa 48,83 0
EE, 9,50 168 Es 27,17 0
Esy 27,17 0 Ey 17,67 0
E, 17,67 0
E; 57,00 0 EE, | 9,50 168

Tabla 4.28: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Dataqs con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo -
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.
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[ DAT Ay | [ DATA;; ORDENADOS |

‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
et 82,50 0 EE, 93,50 0
Eep 50,50 136 Es 86,50 0
EE, 93,50 0 Eqa 82,50 0
EE, 69,50 51 Es 71,50 0
E; 71,50 0 Eg,) 69,50 51
E, 60,00 0 E, 60,00 0
Es 86,50 0

Tabla 4.29: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datas con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DAT Ay, H H DAT A, ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Eca 59,50 0 EE. 90,00 2
Eep 43,00 107 Es 72,00 1
EE. 90,00 2 Eoa 59,50 0
EE, 37,00 33 Es 47,50 0
Es 47,50 0
E, 40,50 0 E, 40,50
Es 72,00 1 EE, 37,00 33

Tabla 4.30: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datays con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

H DAT A5 H H DAT A5 ORDENADOS H
‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje | Entradas ‘
Eca 61,00 0 EE. 86,00 4
FEap 36,50 128 Es 78,00 0
EE. 86,00 4 Eaa 61,00 0
EE, 22,00 36
FE3 29,00 0 Es 29,00 0
E, 22.50 0 E, 22,50 0
Es 78,00 0 EL, 22,00 36

Tabla 4.31: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Dataqs con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo -
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.
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[ DAT Ay, | [ DATA,; ORDENADOS |

‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘ ‘ EF ‘ Porcentaje ‘ Entradas ‘
Ecq 98,03 0 EE. 98.52 1
Ecp 83,74 121 Ece 98,03 0
EE, 98,52 1 Es 97,54 0
EE, 89,66 49 Es 96,55 0
Es 96,55 0 E, 94,58 0
Ey 94,58 0 EE, 89,66 49
Es 97,54 0 Ecp 83,7 121

Tabla 4.32: En la tabla de la izquierda se presenta el porcentaje de aciertos en la
clasificacién de los objetos del archivo de datos Datays con el método Radius k-NN
empleando equivalencias difusas; y el niimero de veces que se recurre al algoritmo k-
NN. En la de la derecha se exponen los mismos datos ordenados de mayor a menor
porcentaje de aciertos.

4.3. Analisis y Comparacién

Una vez se han obtenido todos los datos necesarios para la comparacién entre las

REFs y las equivalencias difusas, se realiza un diagrama de cajas para poder hacer un
mejor analisis:

Rendimiento funciones: REFs y equivalencias difusas
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Figura 4.6: Diagrama de cajas: rendimiento de las funciones REFs y equivalencias
difusas segun el porcentaje (%) de acierto en el algoritmo Radius k-NN. Se representan
en color gris las correspondientes a REFs y en color blanco las que corresponden a

equivalencias difusas. Ademas, se indica la media del porcentaje de aciertos en color
verde.

En el diagrama de cajas se observa el porcentaje (%) de aciertos de una funcién
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(REF o equivalencia difusa) para cada conjunto de datos analizado.

En la figura[4.6]se identifican las cajas de color gris con las funciones de equivalencia
restringidas y las de color blanco con las equivalencias difusas. Las funciones que mejor
resultados proporcionan se representan de color azul. Destaca a simple vista que la REF
con un nimero mayor de aciertos es la REF,;7, variando poco entre los tres valores
elegidos del parametro n, alcanzando en muchos casos un porcentaje del 100 %. Por
otra parte, entre las funciones de equivalencia difusa, la que ha llevado consigo un
mayor éxito en la clasificacién es EE.

La REF que falla un mayor nimero de veces clasificando los objetos (color rojo)
es la REF,j14, cambiando de nuevo muy poco entre los diferentes valores de n, es-
pecialmente entre los méas altos. Unos resultados muy negativos son también las de
la REF.ji3 para cualquier valor de A. La funcién de equivalencia difusa con peores
resultados es EZ,, aunque también resulta con un porcentaje de éxito muy bajo la
aplicacion de Fgp.

Las cajas representadas de color naranja se corresponden con la REF y la equiva-
lencia difusa con las que mas veces se tiene que recurrir al k-NN original. Se observa
que son la REFej4 v Eqp respectivamente.

Sin embargo, en el andlisis del rendimiento de una funcién, no hay que considerar
tnicamente la media y la mediana de la distribucién (de la variable porcentaje en este
caso). Se deben analizar tanto otras medidas de dispersiéon como caracteristicas de la
definicién de cada funcién que se veran a continuacion.

Es conveniente estudiar la forma de cada REF y equivalencia difusa y analizar
la tendencia que sigue su comportamiento y la posible relacion con los resultados
obtenidos.

Las dos siguientes REF's que parecen devolver porcentajes de acierto muy elevados
(después de REF,j7) son Epp y REFpps. La primera de ellas le asigna un valor muy
cercano al 1 tiinicamente para elementos idénticos, mientras que para el resto devuelve
una similitud casi nula. La segunda, RE Frps, a pesar de no ser tan excesiva la dife-
rencia entre las cercanias de los elementos, se centra también en asignar valores altos
solo para elementos que estén lo suficientemente cerca entre ellos. Estas observaciones
pueden comprobarse mirando la figura [£.7]
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Figura 4.7: Representacion grafica de las funciones Frp v REFrpo.

Dos funciones que siguen el mismo modelo, pero con tendencias mas suaves, son Fg
y EE., que resultan ser las terceras con mayor éxito en las clasificaciones. Aumenta
la cercania al aumentar la semejanza entre las caracteristicas de los objetos de forma
aproximadamente cuadratica en ambos casos.

Figura 4.8: Representacién grafica de las funciones Fg y Bl .

Las funciones REF,j10 y REF¢j12, seglin se observa en la figura [£.9) son bastante
similares a la cercania euclidea. Sin embargo, asignan valores mas bajos que esta en
algunos casos, lo que lleva a un mejor rendimiento.
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REFei10
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0.8
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F0.4

Figura 4.9: Representacion gréfica de las funciones REFej10 y REFe 0.

Observando la figura se entiende que la REFpy, a pesar de tener la misma
forma que REF.j;, REF,.;s y REF,j1, ofrezca clasificaciones notablemente peores.
Esto es porque, a pesar de que las cuatro asignan similitudes parecidas a la cercania
euclidea cuando los objetos comparten minimo un 50 % de caracteristicas, las tres

ultimas devuelven un valor préximo a cero en el resto de los casos y la REFgz no lo
hace.
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Figura 4.10: Representacién grafica de las funciones REFp;, REF,.;, REF. 3 y
REFejH.
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Las funciones que se parecen a la cercanfa euclidea (REF,j13, REF.;5, REF k2 y
Ep k), como cabria esperar, funcionan bien pero sin destacar. Es decir, con esta funcion
los resultados son buenos pero no presentan la mejora que se esta observando que se
puede conseguir con alguna equivalencia restringida.

Ewx REFes (A=6)

Figura 4.11: Representacion gréfica de las funciones REF,ji13, REF,j5, REFLkoy Erk.

Por otra parte, si las REFs siguen la tendencia contraria a la que se ha visto
hasta ahora; es decir, si para casi todos los objetos devuelven similitudes cercanas
a la unidad, entonces la gran mayoria superard la distancia minima requerida en el
algoritmo Radius k-NN y serd similar a usar el algoritmo k-NN original. Esto ocurre
con las siguientes funciones:
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REFe;3 (A=0.01) REFej13 (A=0.38)

REFe13 (A=0.76)

REFgja (n=2)

08

Figura 4.12: Representacion grafica de las funciones REF,j13, REF.ji4, REF. y
REF,jg.

La REF,;s presenta un comportamiento muy similar. Sus resultados son un poco
mejores a menor valor de n debido a que presenta una forma convexa en lugar de
concava, lo que hace que se descarte un mayor niimero de objetos cuyas caracteristicas
no sean demasiado cercanas.
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Figura 4.13: Representacion grafica de la funcién REF, ¢ paralos valores den = 2,3, 7.

Si el radio determinado en el algoritmo en cuestion es menor que 0,5, entonces
ocurrira lo mismo que con las funciones de la figura al aplicar la REF,;4 (puede
observarse su forma en la figura . Para los archivos que se estan estudiando, al
tener dos caracteristicas cada objeto, el radio es aproximadamente 0,55, por lo que no
esta ocurriendo lo que se acaba de describir.
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Figura 4.14: Representacion gréfica de la funcién REF, ;4.

Por otra parte, podria compararse esta funcién con Frp. Sin embargo, hay una
diferencia significativa entre ambas; el hecho de que no devuelva tan buenos resultados
es debido a que en Epp, si una caracteristica entre dos objetos no es idéntica, el valor
que le asigna la REF es practicamente nulo. En cambio, en el caso de REF,j4 es 0,5,
lo que hace que, al aplicar la agregacién (media aritmética), el resultado si que pueda
ser mayor que el radio, y pueda considerarse un vecino influyente en la clasificacion.

A partir del andlisis realizado, puede concluirse que los resultados serdn mejores
cuanta mas separacién se tenga entre las cercanias de las caracteristicas de los objetos
cercanos y lejanos, y cuanto mas estricta sea la asignacion de valores de REF's altos.
La REF que més se ajusta a estas exigencias es la REF, 7, especialmente a partir de
n ~ 5. Ademds, como se ha visto en la figura [4.6] la desviacién tipica de la variable
porcentaje de aciertos de esta funciéon es muy pequena.
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Figura 4.15: Representacion grafica de la funcion REF,;; para n = 4,5, 8.

Sin embargo, no se puede evaluar una funcién como buena o mala sin tener en
cuenta el nimero de entradas en cada caso. Es por eso que se realiza otro diagrama
de cajas pero segun esta otra variable:

Rendimiento funciones: REFs y equivalencias difusas
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Figura 4.16: Diagrama de cajas con el niimero de veces que se tiene que recurrir al
algoritmo k-NN (entradas) aplicando las funciones REFs y equivalencias difusas en el
algoritmo Radius k-NN. Se representan en color gris las correspondientes a REFs y en
color blanco las que corresponden a equivalencias difusas. Ademas, se indica la media
del porcentaje de aciertos en color verde.

En la gran mayoria de casos se esta empleando en general el algoritmo Radius k-NN.
Destacan las funciones mencionadas anteriormente, Egp y REF,;4, y una tercera, EZ,.
Cuando se emplean estas funciones en el método, una cantidad de veces considerable
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se esta clasificando con el algoritmo k-NN original, de tal forma que no se obtienen
grandes ventajas con la aplicacién del nuevo método en estas condiciones, pues muchos
de los objetos no cumplen la distancia minima requerida entre ellos para aplicarlo.

Se ha visto la mejoria del algoritmo Radius k-NN frente al k-NN original. Sin
embargo, no es tanta la diferencia entre los resultados obtenidos con equivalencias
difusas que con REFs como la esperada. Muchas de las funciones REFs alcanzan
valores peores que algunas equivalencias difusas. Se concluye que en verdad, lo que
realmente importa es que la tendencia de la funcién sea como la vista en la REF,j7,
que efectivamente cumple las propiedades de una funciéon de equivalencia restringida
y no solo de una equivalencia difusa.

Por tltimo, se debe de analizar también la influencia de la distribucién de las clases
en el éxito de la clasificacion con el algoritmo.

Rendimiento funciones: REFs y equivalencias difusas vs Archivo de datos
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Figura 4.17: Diagrama de cajas: rendimiento de las funciones REFs y equivalencias
difusas segun el porcentaje (%) de acierto en el algoritmo Radius k-NN, dependiendo
del archivo de datos que se estudie. Ademas, se indica la media del porcentaje de
aciertos en color verde.

Se observa claramente que el rendimiento del algoritmo si depende de la distribucion
de las clases. Especialmente, existe una gran desigualdad entre los resultados obtenidos
con el conjunto de datos Datags y los obtenidos con Datag.

Si analizamos la disposicién de los objetos segin sus caracteristicas en el primer
archivo, vemos que la disposicién de las clases es simétrica y centrada con respecto a
los valores medios de los atributos; ademas, los valores frontera que diferencian una
clase de otra son muy cercanos entre si, lo que hace que sea mas dificil diferenciarlas
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(ver figura [3.7)).

Se recuerda que el radio empleado en el algoritmo Radius k-NN es aproximada-
mente 0,55, lo cual es sumamente grande comparado con el espacio de definicién de los
atributos normalizados [0,1]. Se va a analizar ahora lo que ocurre al emplear funciones
REFs parecidas a la cercania euclidea. En general, en la clasificacion de un objeto test,
influiran muchas de las clases mas centrales, todas aquellas que estén a una cercania
(segtin la REF con la que se esté estudiando) del objeto test mayor que el radio. Lo
que ocurre con el programa planteado es lo siguiente: de entre todas las clases que
influyen, se elegira aquella que tengan mas objetos; sin embargo, si hay un empate de
objetos, entre las clases empatadas se tomara aquella cuyos objetos estén antes en la
lista con la que se estd realizando el estudio. Es por esto que en numerosas ocasiones
se estara cometiendo el mismo error.

Este problema puede evitarse empleando REF's de la forma de REF,;7, puesto que
solo los objetos realmente semejantes presentaran un valor de la cercania que supere
el radio definido. Hay otras dos soluciones posibles: en primer lugar, se podria reducir
el radio, de tal forma que la cercania minima fuera mucho mayor. Por otra parte,
también podria modificarse el programa de modo que ante un empate no se quedara
con la clase del primer objeto estudiado, sino con la del objeto mas cercano al test.

Por otro lado, en el conjunto de datos Dataig se diferencian claramente las dos
clases, lo que hace realmente sencilla su clasificacién, independientemente de la funcién
que se emplee en el algoritmo.

Cabe destacar el éxito de muchas funciones de equivalencia restringida, en especial
de la REF,;7, en muchos conjuntos de datos en los cuales los métodos de clasificacion
usuales no consiguen una prediccién adecuada. Es el caso del conjunto de datos 11
(ver , en el cual no se puede hacer una separacion lineal de las clases; asi como del
conjunto 7 (ver , en el que la mayoria de los métodos asignarian la clase mayoritaria
a todos los datos test.

Se concluye que, cuanto mas separadas, diferenciadas y equitativas sean las clases,
mas exitosa va a ser la clasificacién con todas las funciones, debido a que es mas
probable que, aunque muchos datos estén dentro del radio, la mayoria de ellos sean de
la misma clase que el objeto test.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se han introducido las equivalencias difusas, funciones que pueden
verse como una generalizacién de la cercania euclidea usual. Las propiedades de estas
funciones permiten la clasificacién de objetos, estudiando las caracteristicas de estos
y la similitud entre ellos. Algunos ejemplos son: Eqq, Fap, E&q, o EEp.

Se ha visto también que, anadiendo algunas restricciones a las propiedades de las
equivalencias difusas, resultan las REFs (funciones de equivalencia restringidas).

Hay varios métodos que permiten la construccién directa de REFs. Entre ellos,
destaca la definicion a partir de automorfismos y de funciones de implicacion. Tam-
bién pueden emplearse las desviaciones moderadas, sin embargo, este procedimiento
es mucho maés costoso, y ademas lleva a funciones que se pueden obtener con automor-
fismos o implicaciones de forma mas rapida, o a REFs con una expresién compleja y
poco intuitiva. Cabe destacar también que el nimero de funciones de implicacién que
cumplen las propiedades necesarias para aplicar los resultados vistos y obtener nuevas
REFs no es en absoluto elevado.

Debido a lo anterior, la simplicidad del método de construccién a partir de auto-
morfismos lo hace mucho mas destacable. Ademas, las funciones asi definidas resultan
con muy buenos resultados, siendo una de ellas la REF,;7, construida simplemente
aplicando una potencia n-éxima a la cercania euclidea.

Por otra parte, muchas de las funciones de equivalencia restringidas a las que
se ha llegado no mejoran la clasificacion obtenida con algunas equivalencias difusas.
Esto lleva a la conclusiéon de que no siempre una REF va a funcionar mejor que
una equivalencia que no lo sea. Lo fundamental es que la funcién esté definida de
forma que diferencie completamente las caracteristicas realmente similares de las que
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Unicamente se parezcan un poco o no sean parecidas en absoluto. Sin embargo, se debe
de encontrar el equilibrio entre este comportamiento deseado y el hecho de que solo
se pueda clasificar con objetos de entrenamiento casi idénticos, lo que no permitiria
generalizar el uso de este método de clasificacion a situaciones en las que se tuviera
que predecir en ausencia de objetos muy cercanos.

Se ha visto que en numerosas ocasiones, el problema de que una funcién lleve a
una clasificacién poco satisfactoria, es consecuencia de varios factores. Entre ellos,
un inconveniente es que las clases estén distribuidas de forma que los valores de las
diferentes caracteristicas sean muy préximos entre si. Ademads, cuanto mas se asemeje
la funcién a la cercania euclidea, y menos a una tendencia como la de REF,;7, menos
exigente sera la seleccién de los objetos de entrenamiento influyentes en la clasificacién.
Esto puede solucionarse haciendo que la cercania minima que deban cumplir los objetos
con respecto al test sea mayor, pero siempre teniendo en cuenta el equilibrio comentado
anteriormente.

Por otra parte, otro aspecto a mejorar en el algoritmo de clasificacién esta relacio-
nado con la forma en la que se filtran los objetos a partir de los que se determinara
la clase del test. Cuando se produce un empate en cuanto al nimero de objetos mas
cercanos pertenecientes a diferentes clases, en el algoritmo empleado se considera la
clase del primero de esos elementos que se ha estudiado. Lo ideal seria que, en este
caso, se tomara la clase del objeto méas cercano al objeto test.
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