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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo pretende recopilar el marco tedrico de la unificacion de las fuerzas elec-
tromagnética y débil, asi como la explicacién de las masas de los leptones y los bosones
gauge. La aspiracién es permitir entrever las herramientas y fundamentos matematicos que
forman este marco tedrico a la vez que no descuidar el contenido fisico del tema. Por esto
es que se ha buscado la precision en el lenguaje, sin entrar en excesivo detalle y sin dar
argumentos empiricos si no son estrictamente necesarios.

El eje central de este escrito reside en los grupos de Lie y las dlgebras de Lie, asi como en
otras herramientas de la Geometria Diferencial. Los cimientos necesarios para abordar estos
campos fueron adquiridos en el curso extracurricular Introduction to Differential Geometry
for Theoretical Physicists impartido por el Profesor Andrés Vina Escalar. Sin embargo, y
a pesar de que este tema ya ha sido explicado innumerables veces, los contenidos recogidos
tienen un estilo personal propio.

En el segundo capitulo se definen y estudian las dlgebras y los grupos de Lie. Es un
capitulo puramente matematico y que sirve como una introduccion a dos herramientas
utilizadas en casi cualquier ambito de la Fisica contemporanea.

En el tercer capitulo se estudia el grupo especial unitario de orden 2. Muchos resultados
son conocidos de Mecanica Cudntica, pero con el enfoque de algebras y grupos de Lie.

En el cuarto capitulo se habla sobre los spinores, un nuevo objeto matematico con



algunos comportamientos fisicos especiales. En este capitulo se habla del grupo de Lorentz
y de sus representaciones irreducibles. Sera necesario introducir el algebra de Clifford. Y
se explicaran cuatro representaciones del grupo de Lorentz, que daran lugar a tres tipos de
campos (escalares, spinoriales y vectoriales), ingredientes para el siguiente capitulo.

En el quinto capitulo se construyen densidades lagrangianas para los tres tipos de
campos nombrados. Como consecuencia se deducen algunas ecuaciones de movimiento
conocidas: la ecuacién de Klein-Gordon, la ecuacién de Dirac y la ecuacion de Proca. La
densidad lagrangiana de Proca describe el electromagnetismo.

En el sexto capitulo se da la definicion de campo gauge y se fuerza a la densidad
lagrangiana a ser invariante bajo ciertas simetrias, lo que llevara a la construccién del
lagrangiano de la electrodindmica. En una segunda parte se explica el mecanismo de Brout-
Englert-Higgs y como se consigue dar masa a los campos gauge. Finalmente, se extiende
esto al caso de los spinores.

En el séptimo capitulo se desarrolla el modelo de Glashow-Salam-Weinberg, un modelo
que unifica las fuerzas electromagnética y débil, exponiendo las interacciones entre las
particulas, y con la ayuda del mecanismo BEH explica la masa de leptones con carga
eléctrica, de los bosones W* y Z y del bosén de Higgs.

Se utilizara el convenio de suma de Einstein. El convenio para la métrica de Minkows-
ki serd n,, = diag(l,—1,—1,—1). Ademds, para ahorrar notacién se utilizaran unidades
naturales, es decir, h = ¢ = 1.

Como ultimo punto de esta introduccion, se cuenta un poco de lo que ya se conoce

sobre electromagnetismo y cémo encaja con lo que se vera posteriormente.

1.1. Electromagnetismo

Las ecuaciones de Maxwell sirven de inspiraciéon a todo lo que guarde relaciéon con la
unificaciéon. Hoy en dia, el conocimiento de que la electricidad y el magnetismo tienen un
origen comun parece bastante arraigado. La teoria del electromagnetismo queda ya bastante

alejada de las lineas de investigacién actuales; sin embargo el magnetismo sigue siendo dificil



de comprender en profundidad. Por ejemplo, no existen los monopolos magnéticos, algo

que queda recogido en las ecuaciones de Maxwell:

—

VE=p VB=0
(1.1)

—

VxE+0B=0 VxB-0§E=]

De éstas puede deducirse la existencia de un campo escalar ¢ y un campo vectorial A tales

que

—

E=-V¢—0,A B=VxA (1.2)

Definiendo un tensor

Foi = E; Fz‘j = 5ijkBk (1-3)
con Fyg =0y F,, = —F,, y definiendo
Ay=(0,4);  Ju=(p.J) (1.4)
es inmediato comprobar que
Fuv = 0A, =, Aus  "Fu=J, (15)
Notemos que si se transforma
A, — A;L =A,+0,« (1.6)

con « una funcién cualquiera, Fj,, no cambia, y por lo tanto, tampoco las ecuaciones de
Maxwell. Es decir, hemos encontrado una simetria del electromagnetismo, llamada simetria
gauge.

Una densidad lagrangiana para el campo A, tiene que devolver como ecuaciones del



movimiento las ecuaciones de Maxwell, asi que su expresion sera

1
Lag = =7 Fu B = A,0" (1.7)

Si estamos en el vacio, no hay corrientes, J = 0. Por lo tanto,
0=0"(0,A, —0,A,) =—P,P'A, —0,0"A, (1.8)

donde P, es el cuadrimomento, por lo tanto, P,P*A, = m?A,, recordando que estamos
utilizando unidades i = ¢ = 1. Por la libertad gauge, puedo transformar A4, — A/ =

A, + 0, escogido tal que O* A, = —0"0,a. En ese caso, 9,0"A,, = 0y por lo tanto
m?A, = P,P"A, =0 (1.9)

Es decir, el fotén no tiene masa.

Otra implicacién importante de la simetria gauge y la libertad restringida que ésta da
para escoger el valor de A, es la polarizacién del fotén. Al igual que antes, tenemos la
libertad de escoger el campo vectorial A tal que V - A=0 y se puede escoger ¢ tal que
¢ = 0. En ausencia de corrientes, sustituyendo en la cuarta ecuacion de Maxwell, se tiene
que el campo A verifica

OFA; — V?A; =0 (1.10)

por lo tanto,

Ezgcos<wt—gf>¢O:V~g:5-E. (1.11)
Es decir, & L E, el vector polarizacién es ortogonal al vector de onda, lo que significa que
la radiacion electromagnética no esta polarizada longitudinalmente. Que la luz tenga dos
polarizaciones posibles es una consecuencia de la simetria gauge del electromagnetismo y

de que el fotén no tenga masa.



Capitulo 2

Algebras y grupos de Lie

Un conjunto G con una operacién - : G x G — G, (G, -) es un grupo si verifica:
1. Existe e € G (llamado elemento neutro) tal que para todo g € G, g-e=¢e-g=g.

2. Para todo g € G existe un elemento h € G tal que g-h = g-h = e. El elemento h se

1

denota g~ y se llama elemento inverso de g.

3. Para cualesquiera g, h,l € G, g-(h-1) = (g-h)-l. Es decir, - cumple la propiedad

asociativa.

Usualmente, al elemento neutro suele ser denotado con la letra e (por einheit, unidad
en aleman). Mas adelante, cuando se defina el dlgebra de Lie, aparecera el ntimero e =
2,7182.... No deben confundirse y no deberia haber motivo para que esto sucediera si se
entiende qué representa en cada momento.

La teoria de grupos, hostil y bella, sirve cuando se habla de transformaciones de objetos,
pues éstas forman un grupo. Por supuesto, queremos preguntarnos por las simetrias de un
sistema. Esto es preguntarnos por los grupos (de transformaciones del sistema) que dejan
invariantes las ecuaciones que lo describen. Para aligerar la notacién, no suele escribirse
la operacién -, asi que a partir de ahora g - h se denotarda gh, y se denota gg.".g = g".
Algunos ejemplos sencillos de grupos son los grupos ciclicos C,, = {e,g,...,9" ' | g" = e},

los niimeros enteros con la suma Z o los nimeros reales sin el 0, R*, con el producto. Estos



grupos cumplen que son abelianos. Es decir, que para cualesquiera g,h € G, gh = hg:
cumple la propiedad conmutativa. No todos los grupos son abelianos y cuando se empieza
a tratar con grupos tener esto siempre presente es una precaucion necesaria. Ejemplos de
grupos no abelianos son los grupos diédricos D,, formados por las simetrias de un poligono
regular de n lados, o el grupo de matrices n X n con determinante no nulo, GL(n,R),
GL(n,C).

Un subconjunto H C G es un subgrupo de G si (H,-) es un grupo. En ese caso se
denota H < . Un subgrupo H de G se dice que es normal si para cualquier g € Gy
cualquier h € H, se tiene que ghg™! € H, y se denota H < G.

Otra definicion importante es la de homomorfismo. Dados dos grupos cualesquiera
(G,-¢)y (H,-g), una aplicacién ¢ : G — H se dice que es un homomorfismo de grupos
si ¢(g-cl) = ¢(g) -m ¢(l) para todo g,l € G. Es decir, los homomorfismos conservan la
operacién en el grupo. Con un homomorfismo surgen dos grupos nuevos: Ker¢ = {g €
Glo(g) =en}t SGyImo = {¢p(9) € H|g € G} < H. Definimos el conjunto cociente
G/ Ker ¢ formado por las clases de equivalencia [g] donde g € G es un representante de
la clase y [g] = {l € G| gl € Ker ¢}. Por ser Ker ¢ un subgrupo normal de G, el conjunto
cociente G/ Ker ¢ forma un grupo con la operacién - definida como [g]-[l] = [g-¢!]. Con esto,
se tiene el Primer Teorema de Isomorfia que dice que la aplicacion gg : G/ Ker¢p — Im¢
definida como ¢([g]) = ¢(g) es un homomorfismo biyectivo, es decir, es un isomorfismo de
grupos.

Un grupo de Lie G es un grupo con estructura de variedad diferenciable de forma que el
producto definido sobre el grupo es diferenciable. Es decir, si g, h € G, las coordenadas de
gh tienen que ser funciones diferenciables con respecto a las coordenadas de g y las coorde-
nadas de h. El ejemplo no trivial m4s sencillo de grupo de Lie es U(1) = {e?? | § € R}, que
con la multiplicacion forma un grupo y es equivalente al circulo, una variedad diferenciable.
Por otro lado, GL(V) (el conjunto de los automorfismos del espacio vectorial V') es también

un grupo de Lie. Esto motiva la introduccion de la teoria de representacion de un grupo.



Una representacion (representacion lineal) de un grupo de Lie G es un homomorfismo

r:G — GL(V) 1)
g — TI(g) .

de forma que si v € V' y g € G, entonces I'(g) es una matriz y estd definido I'(g)v. Una
representacién se dice unitaria si para todo g € G, I'(g)7 = I'(¢~!). Por otro lado, la
representacion se dice irreducible si para todo subespacio {6} #W C V existe g € Gy
w € W tales que I'(g)w ¢ W (es decir, ningtin subespacio de V' no trivial es invariante
por ). Si la representacién no es irreducible, se dice que es reducible, y puede expresarse
como suma directa de representaciones irreducibles. Cuando se hable de dimensién de la
representacion se estara refiriendo a la dimension del espacio vectorial V| es decir dim " =
dim V. Las representaciones cobran un papel importante puesto que tendremos un grupo
actuando sobre distintos espacios vectoriales, y actuard de acuerdo a dicha identificacion en
GL(V). Denotaremos G como la componente conexa del grupo G que contiene al elemento
neutro e.

Un algebra de Lie g sobre F = R, C es un F-espacio vectorial dotado de una estructura

[-,:] (corchete de Lie) que verifica para cualesquiera z,y,z € gy \,u € F
1. [z,z] = 0.
2. [N+ py, 2] = Nz, 2] + ply, 2].
3. [z,y] + [y, z] = 0.
4 [, [y, A+ y, [z, 2]l + [z, [2,9]] = 0.

Esta ultima propiedad es conocida como la identidad de Jacobi. El ejemplo de algebra de
Lie que mds hemos visto es R? con [, 7] = @ x ¥, que dada la base usual €}, € y €3 cumplen
€, €;] = € x € = ;1. Otros muchos ejemplos relevantes se encuentran en las dlgebras
de Lie matriciales, donde los elementos de g son matrices y el corchete es el conmutador:

[A, Bl = AB— BA. Estas son las élgebras de los grupos cldsicos, donde se utilizan grupos de



matrices para definir un grupo abstracto y el dlgebra de Lie asociada sirve para determinar
las representaciones del grupo. Otro ejemplo es el dlgebra de Heisenberg, {X, P, 1} siendo
X =z, P = —10,, que verifica [P, X] = —i1. La dimensién de un édlgebra de Lie, dim g, es
la dimension que tiene como espacio vectorial.

La relacion entre grupos y édlgebras de Lie viene dada por la posibilidad de asociar a
cada grupo de Lie un &algebra de Lie. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable, por
lo que se puede hablar de su espacio tangente, que resulta ser el algebra asociada. Se crea
una simbiosis tal que la estructura del grupo G determina la estructura del algebra g vy
la estructura del algebra determina la estructura de la componente conexa del grupo que
contiene al elemento neutro Gy C G.

La tabla 2.1 recoge la informaciéon mas crucial sobre los grupos de Lie més utilizados y

sus respectivas algebras de Lie.

2.1. El algebra tangente

Tomemos g, h € G cercanos a e, y sean x, las coordenadas de g podemos elegir z. = 0.

Haciendo desarrollos de Taylor de gh y de hg se tiene que

Tgh = Tg+ xp + Alzg, 28) + . .. 22)

Thg = Tp + T4+ A(Th, 2g) + ...

donde A es una aplicacion bilineal que lleva un par de vectores en un vector. Si el grupo
es no abeliano, gh # hg, sélo puede apreciarse en términos de grado mayor o igual que 2.

Denotando (g, h) = ghg~'h~! al conmutador del grupo, se tiene
T(gn) = Tgn — Tng = Ay, xp) — Azh, 249) + . .. (2.3)
En el espacio tangente al elemento neutro 7,(G), se define el corchete de Lie segin

Tign) = Alzg, 2n) — Alzn, Tg). (2.4)
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Entonces, si X,Y € T.G, existen curvas en G tales que ¢g(0) = h(0) = e, ¢'(0) = X,
R'(0) =Y. Y se puede comprobar que

(X, Y] = 0105 (9(t), 1(5))] 1= s—g (2.5)

Este corchete verifica las propiedades necesarias para hacer T,G un algebra de Lie. En el
caso particular de tratar con un grupo matricial, tomando y(t) =1+ tAy ¢(s) =1+ sB

se tiene

[A,B] = 8,0, (1+tA)(1+sB)(1 —tA+t?A> — .. )(1—=sB+s’B*—...))|,_._, =
= [A, B] = 8,0, (1 + ts(AB — BA))|,_,_, = AB — BA

En conclusién, recuperamos lo que habiamos considerado inicialmente: tomar el corchete
como el conmutador.

[A,B] = AB — BA (2.6)

2.2. Grupos de Lie

Supongamos que los elementos del grupo G son parametrizados con regularidad (i.e.,
continuidad y diferenciabilidad) por g € G, g = g(a) con a € RY,CV. En un entorno de
e, podemos suponer que g(0) =e. Si I'(a) = I'(g(«)) es una representacién matricial de G,

los generadores del grupo vienen determinados por

ol («
ooy,

<C
IS
I
—
=

Xog=—1

(2.7)

a=0

Los generadores forman parte del algebra de Lie asociada al grupo, luego forman un espacio
vectorial (algo que, en general, no es cierto para cualquier conjunto de elementos del grupo).
Si I' es inyectiva, los generadores son linealmente independientes, y si la representacion es
unitaria (I'(«v) es unitaria para todo «), los generadores X, son hermiticos. En general

siempre trabajaremos con representaciones inyectivas.
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Sea I'(6ar) = 14 ida, X,, con X, una base de g, un elemento del grupo muy cercano a

1. En esa direccion, puede avanzarse segiun

. aXa k '
I(a) = lim T'(6e)" = lim (11+ = > = ¢l (2:8)
20 oo g

Es decir, Gy viene parametrizado por la funciéon exponencial. Podemos utilizar esto pa-
ra buscar cémo es la estructura del grupo en un entorno cercano a 1 en funcién de los

generadores X, ..., Xy con N = dim(G). Entonces

i@ Xa By Xy _ ideXe (2.9)

que no es mas que decir que el producto de dos elementos del grupo da otro elemento del

grupo. Estamos interesados en encontrar las valores .. Formalmente escribimos
(6, Xy =1In (1 4 e XeePXo 1) (2.10)
Como

. . 1
elraXeciboXe 1 =1 443X} — 5513)(172 ot iaaX,

1
_ §a§X3 o — @ XS Xy — 10 X2 X4 — 1

1 1
=i, Xy 4 18, X0 — 00 Xafs Xy — 5 (e Xo)? — 5 (BaXa) + ...
se tiene que
. . . 1 9 1 2
Z5a)(a :ZaaXa + ZﬁaXa - aaXaﬁbXb - 5 (aaXa) - 5 (ﬁaXa) -

1
-3 (—a2X? — B2X7 — aaXaBpXo — BpXpaXa — ... ) + ...

1
:z'ozaXa + iﬁaXa + 5 [ﬁbXb; aaXa] + ...

11



de donde se obtiene

[0 X, BoXa] = —2i(0g — @af30) Xa + - = 17X, (2.11)

o bien
[Xa’ Xb] - ifabCXc- (212)
Evidentemente, f,;,¢ = — fp.“ v son llamadas constantes de estructura del grupo pues apor-

tan toda la informacién necesaria para conseguir el valor d, (es decir, cualquier otro ele-
mento del grupo cercano a 1). Ademads, las constantes de estructura son las mismas para

todas las representaciones del grupo. En resumen, se tiene que

1
Ye = @aBpfar’ Y 0a = Qa+ fa — 3 a (2.13)

Finalmente, si la representacion es unitaria, lo que significa que los generadores son

hermiticos, las constantes de estructura son reales

(X0, X! = —i(fu”)" X}
I = fabc* = fabc = fabc cR (2.14)
[Xba Xa} = _ifachc

2.2.1. Representacion adjunta

Las constantes de estructura forman una representacién del algebra de dimensién dim g

llamada representacion adjunta.
[XCH [XbaXcH = _fbcdfadeXe (215)
Por la identidad de Jacobi y por la independencia lineal se tiene que

fbcdfade + fabdfcde + fcadfbde =0 (216)

12



Definimos para todo a = 1, ..., N una matriz T, tal que

(Tu)” = —ifw (2.17)
Las matrices T, forman una representacion del algebra puesto que

[To. Th] = i fur T (2.18)

y son matrices con coeficientes puramente imaginarios si los coeficientes de estructura son
reales.
Consideremos una transformacién lineal que actia sobre los X, y que denotamos X, >

X! = L,"X,, entonces

(X!, X)) =i L Ly fae" X = i Lo Lo° fac' (L7Y),° X (2.19)

C

luego fu® — Lo Ly° fdeg(L_l)gh. Las matrices T, deben transformarse segin (7,)," —

(T1)y" = Lo"Ly*(Ty) (L71),°

g >
T, T =L LT;L ™" (2.20)

Es decir, una transformacion lineal de los X, induce una transformacién en las matrices
T,. Ademas,
To(T,Tp) = Te(T.T}) = Lo Ly Tr(T,T,) (2.21)

Podemos buscar una matriz L que haga
Te(1513) = k(a)dab, (2.22)

una transformacion de los vectores T, que los ortogonaliza con respecto al producto escalar
Tr(7,T;). También se puede elegir el valor de |k)|, aunque no su signo, puesto que la

transformacién de la traza se ve doblemente afectada por L. En el caso de un édlgebra de

13



Lie de un grupo de Lie compacto (es decir, que sea compacto como variedad diferenciable)

k® > 0, que es el caso de SU(2), el foco central en este tema. En resumen,
TI‘(TaTb) = /\5ab (223)
para cierto A > 0. Introducimos la notacién

fabc = /\fgbédc (224)

En esta base las constantes de estructura son totalmente antisimétricas puesto que por la

propiedad ciclica de la traza,

—iA Ty ([Tm Tb] Tc) = fabc
I = fabc == fbca

—i)\_l TI' ([Tb, TC] Ta) = fbca

fabc - fbca - fcab - _facb - _fcba - _fbac (225)

2.3. Algebras y grupos simples

Una subdlgebra invariante es un conjunto de generadores  tal que
VAeg VX ebh, [A, X]€h (2.26)
Un subalgebra invariante genera un subgrupo invariante cuando se exponencia
g=eX h=e" = g thg =X (2.27)

donde X' = X —i[Y, X] — L[V, [V, X]] 4+ - = X' € h = € es un subgrupo invariante.
Un algebra que no tiene subélgebras invariantes no triviales (h = g 6 h = 0) se dice que

es simple, y ademas un algebra simple genera un grupo simple, es decir, un grupo G cuyos
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unicos subgrupos normales son {e} y G. La representacion adjunta de un élgebra de Lie
simple de un grupo compacto satisface Tr(7T,T,) = Adap, luego se trata de una representacién
irreducible. Se verifica que si un algebra es simple, entonces la representacién adjunta es

irreducible:

Demostracion. Si no es irreducible, existe un subespacio invariante S, digamos que éste
es generado por Ti,...,Tk vy utilicemos los indices r = 1,..., K yx = K+ 1,...,N.
(T, T,/] = ifrpre Ty, luego if., T, € S. Por hipétesis T, ¢ S = f.... = 0. Por la completa

antisimetria de las constantes de estructura se tiene f., = forrr = —frow = [T, Ty] =
0 = S es subédlgebra invariante (y también lo es (Tki1,...,Ty)). Por lo tanto g no es
simple. O]

Un algebra se dice semisimple si no posee subdlgebras invariantes tales que
VI eh VX eg [T,X]=0 (2.28)

es decir, si no posee subalgebras invariantes abelianas.

2.4. Estados y operadores

Considerando una representacion de un grupo GG en un espacio vectorial V', la transfor-

maciéon de un vector v por g viene dada por
v—=>v' =T(g)v (2.29)
La transformacién de un operador O : V — V tiene que ser tal que
Ov — (Ov) =T(g)Ov (2.30)

pero ademas

Ov — OV = O'y(g)v (2.31)
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de donde se concluye que la transformacion de un operador por un grupo G es

O — O =T(g9)0T'(g7). (2.32)
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Capitulo 3
SU(2)

El grupo SU(2) corresponde al grupo de matrices complejas 2 x 2, unitarias y con deter-
minante 1. En la representacién natural, la de la definicién, este grupo viene parametrizado

por

= con a,3€C y |a*+ |8 =1 (3.1)

por lo tanto, SU(2) = S? siendo S® la esfera. Entonces como la esfera es compacta, conexa
y simplemente conexa, también lo es SU(2). La definicién abstracta del grupo puede darse
a partir de su dlgebra asociada, su(2). Esta es generada por los operadores hermiticos J;
(1=1,2,3) tal que

[Ji, J;] = i€k (3.2)

Supondremos que estos actian sobre un espacio de Hilbert de dimensién finita cuya base
puede elegirse formada por autoestados de J; (es decir, J3 actia de forma diagonal sobre
la base). Denotaremos j = méxspecJs, donde specJs es el espectro de J3, y sean los
estados [j,m, «) los autoestados asociados al autovalor j, donde « es otro indice sobre
el que no actian los operadores J;. Ademads, por algebra lineal basica, los estados con

igual autovalor son ortogonales y pueden escogerse con médulo unitario, luego se tiene que

<j7 m7a|j7m7ﬁ> - 5&[3
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3.1. Operadores escalera

Los operadores escalera viene definidos por

JE = % (s 4 idy) = (J5) = JF (3.3)

Considerando la definicién del algebra, estos operadores satisfacen
(S5, J5] =xJF [T, J7] =J5 (3.4)

Tomando un autoestado de Js, J3|j, m) = m|j,m), y haciendo actuar sobre éste un ope-

rador escalera

JaE|jim) = J= s |jom) + [Js, JE] 1j,m) = JEmg,m) & T [j,m) = (m £ 1).J= |j,m) .
(3.5)
Es decir, J* [j, m) es un autoestado de .J3 con autovalor m £ 1. Como j es el mayor de los

autovalores y J* |7, j) tiene autovalor j + 1, el estado J7 |4, ) no puede ser no nulo:
J*1j,j) = 0, (3.6)

J* transforma los autoestados con autovalor m en autoestados con autovalor m + 1 que

estan determinados salvo constante multiplicativa:

J7j,m,a) = Ny(a)|j,m—1,«) (3.7)

T i m,a) = My(e) |j,m + 1, a) (3.8)
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Para concretar estas constantes nos fijamos en los estados |j, 7, ), |7, 7, ).

N;(B)Nj(@) (3,5 = 1, Bl7,5 = 1) = (4,5, Bl TH T~ g, g ) = (3,5, 8] [T, T ] |5, J, ) =
= <J7]75’ J3 |j7j7a> :]<],],,6|j,j,06> :jéaﬂ

(3.9)

Si se elige N;(«) = N; = \/j se tiene que los estados |j — 1, «) son ortonormales. Ademés,

1
N.

J

1 1
—_— + - 1 = — + - ) p—
NjJ T lga) =5 [T T )

J

JHj—1,a) = Jslj. ) = /7 lj,)  (3.10)

Esta es la semilla para construir una base que contenga a los autoestados |m, «) tales que
(m, B|m, a) = dup partiendo de un estado |7, ). Para construirlos partimos de N; = \/j y

de J*|j —1,a) = N; |7, ). Se tiene

Nj1(B) Njia) (§ = 2,8l = 2,0) = (j = LBIJTT " [j —1,0) =
= <.7 - 175’ [J+7J_] +J—J+ |J - 1,0é> = (2j - 1) <] - 176’] - 1,0é>

(3.11)

Igual que antes, basta elegir N;_; = /27 — 1 para hacer los estados |j —2,«) orto-
normales. Por otro lado, la constantes M, de la accién del operador J* (JT|m,a) =

M () lm + 1, «)) pueden calcularse segin

M, (o) = {m+1,a|J" |m,a) = (m,a| J- |m+1,a) = Nyi(a)® (3.12)

Se pueden elegir los coeficientes N,,(a) = N, puramente reales !, luego M,,(a) = M,, =

N,,11. Con esto se puede encontrar una relacién de recurrencia para estos coeficientes:

m

Nz = (m,a|J"J " |m,a) = (m,a| [J*,J7] +J J" |m,a) = N2, +m (3.13)

!Esta eleccién recibe el nombre del convenio de fases de Condon-Shortley.
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que de forma compacta es
Ny =y/N2 i +m (3.14)

Teniendo en cuenta que N; = \/j puede demostrarse inductivamente la expresién usual

Nm:%\/(j—erl)(jer) (3.15)

En resumen, hemos encontrado

J™ Im, ) —\/j—m—l—l)(j—i—m) m — 1, ) (3.16)

\/_

JT|m, a) ——\/j— JG+m+1)m+1,a) (3.17)

Hemos construido una base ortonormal formada por los estados |m, ). Esta construc-
cién es comunmente denominada construccion del mayor valor y viene determinada por el
valor j. Por otro lado, con un razonamiento analogo, si 7 — [ = minspec J3, se tiene que
J7|j—1,a) = 0. Por lo tanto N;_; = 0, de donde se deduce que | = 2j 6 [ = —1, pero
desde un principio tomamos j como el mayor autovalor de Js, luego 57 > j —1 =1 > 0,
lo que descarta el caso [ = —1. Finalmente, buscamos representaciones irreducibles, por lo

que el dlgebra no puede dejar invariante ningin subespacio:

= Los subespacios con distinto indice o no se mezclan con la accién del algebra, luego

unicamente puede existir un indice a, por lo que denotamos |m, a) = |j, m).

» Si Jj tiene algin autovalor ¢ tal que & # j + Z, la accién de los operadores J* sobre
los estados |7) y |£) produce dos espacios que permanecen invariantes bajo la accién
del algebra. Por lo tanto, todos los autoestados son |[j — k) donde k& toma valores

naturales.

De este ultimo punto se deduce que

1
je€ 3" N (3.18)
pues si j —[ es el menor autovalor, [ tiene que ser un nimero natural, y [ = 25. Y del primer
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punto se deduce que hay un espacio H; correspondiente a una representacion irreducible
H; = spanc {|j, m)} . (3.19)

Como ultimo dato importante, hay que destacar que todas las representaciones irreducibles
de SU(2) son de dimensién finita, luego cualquier representacién irreducible serd equiva-
lente a una representacion construida por el mayor valor, y ésta se llamara representacion
de spin-j.

Dada una representacién del dlgebra, se consigue una representaciéon de SU(2) mediante
la parametrizacién exponencial. Dada la representacién del algebra I'(J;), se consigue una

parametrizacién del grupo e?:(J).

3.2. Notacion estandar

Fijada una representacion de SU(2) (es decir, fijado j), los estados bésicos se denotan

|7,m). Los elementos de matriz de los generadores vienen dados por
(J2) = Urd+ 1=kl Jaldj+1=1) (3.20)

Sij= %, H = spang {‘%, —%> , ‘%, %>} El operador J3 viene representado por la matriz

Jy = (3.21)

S NI
|
N | =

Los operadores escalera vienen dados por

Jt = (3.22)

> S
5
I

0
0
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y utilizamos esto para encontrar la expresién de J; = \/Li (Jt+J7)y Jo= \’/—% (Jt—J7):

0 1 0 —1i
Jl - 1 J2 = ) (323)
5 0 5 0
Es decir, se tiene que
11
J2 = —ao, (3.24)
2
donde o, son las matrices de Pauli:
01 0 —1 1 0
o1 = 09 = O3 = (325)
10 1 0 0 —1

que generan el grupo SU(2) en su representacién de spin-, que es como este grupo fue

2 )
introducido: el grupo de matrices 2 x 2 complejas unitarias con determinante 1.
Debido a la sencillez en construir las matrices Js, J&, proceder como antes es una buena
forma de conseguir representaciones irreducibles. Por ejemplo, para calcular la representa-

cion de spin-1 planteamos

10 0 010 000
Js=10 0 0 Jt=10 01 Jo=110 0 (3.26)
00 —1 000 010

y realizando las operaciones igual que antes, se llega a

010 0 —i 0
hi=%1101 Jo=gli 0 —if. (3.27)
010 0 i 0

Para diferenciar la accién de distintas representaciones de spin, suele utilizarse la no-
tacién J? para la representacion del dlgebra de spin-j, y los estados del espacio de Hilbert

sobre el que actia se denotan |7, m, ).

22



3.3. Producto tensorial

El producto tensorial es una herramienta que permite representar un sistema formado
por constituyentes independientes entre si. Supongamos un espacio formado por estados

|71,1) ® |ja, m). El operador A ® B actiia segin
AR B |u)® |v) = Alu) ® B|v). (3.28)
Definiendo J, = J7' @ 1+ 1® J?2 se tiene

[Ja, Jp) =
= (o) (F o)+ (o) (1o ) + (1o ) (F @ 1)+ (1o ) (1 J7) -
— (o) (o) - (Fet) (1e ) - (1) (B el) - (1ej?) (16 J2) =
=[JI J] @ 14+ 1@ [J2, 2] = icae (JI' @ 1+ 1® J2) = ieged..
(3.29)

Es decir, los operadores J, asi definidos forman un representacion del algebra su(2) dado

que

[v]]avv]]b] = igabc«]]c (330)

y por lo tanto, generan una representacién del grupo que actiia sobre los estados |l,m) =
|71, 1) ®|j2, m). Seria interesante y 1til encontrar una relacién entre la accién del grupo sobre

los estados del sistema compuesto |I,m) y la accién en cada uno de ellos por separado |l) y
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|m). Para ello partimos de un elemento del grupo escrito en la parametrizacién exponencial:

D(g) =¢*Je = Z% (ma (ng @I1I+1® Jgé))n =

n=0

3

_ iozanl)k ® (iozanQ)n_k =

Y %(mm)’“) & (L@, (@'%Jg‘z)”—’ﬂ) _ (3.31)

1
— zan” ):

Es decir, la accion del grupo en esta representacion viene dada por

||
8
w— ®
B
S]
E
\_/
M
2

D(g) |1, m) = D' (g) |j1,1) ® D**(g) |j2, m) - (3.32)

A esto se le llama grupo diagonal. Notemos que Ggiqy = G C G x G. Para un grupo G

cualquiera, el grupo diagonal es
Gaing ={9®g/9e G} CGxG (3.33)
Segin esta definiciéon de J3, su maximo autovalor es

Js g1, 42) = (J1 + J2) 41, Jo) (3.34)

Notemos que J, = J* ® 1+ 1® J# pueden identificarse con la base de su(2) & su(2),
donde la primera estd en la representacién de spin j; y la segunda de spin j5 (denotada

representacion (ji, j2)) sin mas que considerar

JPol— (J10)  JEPe1-—(0,J2). (3.35)
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El producto de elementos del algebra esta definido segin
(J2, T2 (T2, J2) = (J2 T2, T2 TP) (3.36)

y por lo tanto, si consideramos (J71,0), (0, JgQ) dos elementos basicos del algebra de Lie

su(2) @ su(2), conmutan. Los elementos del grupo que generan son
eiaa(ng ,0)+iﬁb(0,J§2) — eiaa(ng ’0) ei,B;,(O,JZQ) = (eiangl , ei’gb‘]gZ) . (337)

Es decir, el dlgebra de Lie su(2) @su(2) genera con la parametrizacién exponencial el grupo
SU(2) x SU(2).
Esto implica, aunque también puede verse directamente y puede probarse para cualquier

grupo representado como grupo de operadores, que son equivalentes
SU((2) @ SU(2) = SU(2) x SU(2). (3.38)

en representacién de spin (ji, jo) y ambos son generados la representacién de spin (j1, jz2)

del algebra de Lie su(2) @ su(2) = su(2) ® 1, + 1, ® su(2).

3.4. Relaciéon con SO(3)

El grupo SO(3) de define como el grupo de las matrices 3 x 3 con coeficientes reales

tales que U'U = 13 y det U = 1. Son las matrices que conservan el producto escalar en R3.

Pues si A € SO(3), A'A = 13, entonces
v = i AT AT (3.39)

El espacio de todas las matrices 3 x 3 tiene 9 grados de libertad. La restriccién det U = 1
es redundante con la restriccion U'U = 13, y esta restriccién se convierte en 6. Por lo

tanto, el grupo SU(3) es una variedad de dimensién 3. El dlgebra de Lie s0(3) se deduce
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considerando un generador J y un elemento del grupo U tal que U = e?/. Entonces

= detU = ™7, Una base del dlgebra viene determinada por tres matrices con traza

nula;:
0 0 0 0 0 1 0 1 0
Xi=|o o 1]; Xo=]10 0o0]; Xs=|-100 (3.40)
0 -1 0 ~1.0 0 0 0 0

que tienen las reglas de conmutacién
[Xi, XJ] = €iijk' (341)

Considerando los generadores del algebra su(2)

. 4 L .
0i = =50 = (04, 05] = eijr0n (3.42)
se ve que su(2) = so0(3), pero ademds se tiene que esta base es ortonormal con respecto al

producto escalar

(], K) = %Tr(JK). (3.43)

Se puede identificar su(2) con R3 como espacios euclideos. Para cada U € SU(2) se define
la aplicacion ¢p : su(2) — su(2) definida como ¢y (J) = UJUT. Con célculo explicito puede

verse que esta bien definida y ademas

(J. K) = (¢u(J]), pu(K)) (3.44)

y por la identificacién del dlgebra con R?, se identifica ¢, con un elemento de SO(3)
(una transformacién que conserva el producto escalar de R?). En conclusién existe un
homomorfismo v de SU(2) en SO(3). Ademds, si U € SU(2) tiene como imagen el elemento

neutro 13 € SO(3), es porque U conmuta con todos el dlgebra, lo que significa U = +1,.
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Es decir, Kery = {1y, — 15} = Zy. Por el Primer Teorema de Isomorfia se tiene

SU(2) = SO(3)/Zs (3.45)
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Capitulo 4

Spinores

4.1. El grupo de Lorentz

OP Una métrica pseudo-riemanniana de signatura (s,t) es una aplicacién bilineal

p: RV xR — R

(4.1)
(v,w) — ofdiag(1,.¢.,1,-1,.t., —1)w

siendo la métrica de Minkowski un caso particular de éstas, con s = 1 y denotada n. De
esa forma, se define el grupo pseudo-ortogonal O(s,t) como el grupo de matrices que deja
invariante p:

A€ O(s,t) = ANpA=p < A p "N = p*. (4.2)

Por las propiedades del determinante, se deduce
det(A)? =1 = det(A) = +1. (4.3)

Esto es sumamente importante, pues indica que el grupo O(s, t) es no conexo y por lo tanto
su algebra de Lie no generara el grupo entero sino la componente conexa que contenga al
elemento unidad.

Consideremos SO(s,t) = {A € O(s,t)|det(A) = 1}, el grupo formado por las aplica-
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ciones lineales de R*™ que conservan el producto p y la orientacién, y consideremos el
caso particular s = 1 y t = 3 de la métrica de Minkowski (p = n = diag(1, —1,—1, —1)).
El grupo O(1,3) recibe el nombre de grupo de Lorentz y el subgrupo SO(1,3) se llama
subgrupo propio de Lorentz.

Si nos fijamos en la primera componente de la métrica y recordando que A'nA = 7, se

tiene

AOUnUaAoa — 1700 =1= AOOAOO o AOiADi =1= AOO = +14+ AOiAOi (44)

luego O(1,3) estd separado en cuatro componentes conexas segiin det(A) = +1 y Ay < 0
6 A” > 0. La componente conexa que contiene a la unidad se llama grupo de Lorentz

ortocrono propio,
SO(1,3)" ={A€O(1,3) | det(A) =1y A" =1} (4.5)

Por supuesto, este grupo conserva la orientacién temporal: dado un vector z, Ax tiene
el mismo sentido temporal pues sign(xg) = sign(Ay’2g). Ademds, como ya se indic6, 1 €
SO(1,3)", asf que el grupo de Lorentz ortocrono propio es el grupo generado por el dlgebra
so(1,3).

De hecho, se tiene que A € SO(1,3)" si y sélo si A es un ntimero par de reflexiones
temporales y un ntmero par de reflexiones espaciales. Luego todas las componentes de
O(1,3) se pueden obtener multiplicando por SO(1,3)" por una reflexién temporal y una

reflexion espacial:
O(1,3) = SO(1,3)* UApSO(1,3)" UA7SO(1,3)" UApALSO(1,3)™ . (4.6)

Para conocer la estructura del grupo de Lorentz basta conocer la estructura del ortocrono

propio.
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4.1.1. El algebra so(1,3)

1
En primer lugar, notemos que R = donde R3 es una matriz 3 x 3 real

0 Rs
tal que RLR3 = 13, verifica R'nR = 0. Si ademds det(R3) = 1, también det(R) = 1y

R e SO(1,3)*. Este es el caso cuando Rs es una matriz de rotacién propia (una rotacién
R € SO(3)) en R3 lo que significa que hay una representacién de SO(3) contenida en
SO(1,3)" y lo mismo para las respectivas élgebras, so(3) C so(1,3)".

Si A e SO(3), A'A = 1. Expresando A en la parametrizacién exponencial y suponiendo

que estd generado por un tinico elemento del dlgebra, A = €'/, se deduce
el el — 1= J' 4 J=0. (4.7)
Ademas,
det(A) = M) =1 = Tr J = 0. (4.8)

Facilmente se encuentran tres matrices linealmente independientes que generan el algebra
$0(3) y su inclusién en so(1, 3) consiste en anadir una fila y una columna de ceros resultando

en los tres generadores

000 0 0 0 00 00 0 0
000 0 0 0 01 00 -1 0

Jy = L Ty = S A (4.9)
000 —1 0 0 00 01 0 0
001 0 0 -1 00 00 0 0

Estos elementos generan las rotaciones espaciales, que dejan invariante la componente
temporal de los vectores del espacio-tiempo. Para completar la base del adlgebra, conside-
ramos un camino contenido en SO(1,3)% de la forma I 4+ sK. Al estar contenido dentro
de SO(1,3)" se tiene

(1+sK)'n(1+ sK) =n. (4.10)

Derivando con respecto a s y evaluando en s = 0 encontramos un elemento del algebra

30



tangente tal y como se defini6. Esto es

K'n+nK =0. (4.11)

K es un elemento del algebra, y dado que los elementos del grupo tienen determinante
igual a 1, K tiene traza igual a 0. Despejando K de la ecuacién anterior se encuentran las

dos ecuaciones que han de verificar los elementos del algebra so(1,3):

nKn=—-K
(4.12)
TrK =0

Notemos que solucién a estas ecuaciones también las verifican los generadores de rotaciones

Ji, Jo y J3. Los generadores restantes son

0100 0010 0001
1000 0000 0000

K, = LKy = L Ky = (4.13)
0000 1000 0000
0000 0000 100 0

y una transformacion generada por éstos se donomina boost. Explicitamente son de la forma

cosha sinha 0 0

X aK; 0 1 {aly; O sinha cosha 0 0
0 1) 2\o0 1 0 0 10

0 0 01

De aqui es evidente que, como las funciones cosh o y sinh « son no acotadas, el grupo
SO(1,3)" no es compacto al ser una variedad no acotada.

Haciendo las cuentas puede verificarse que el dlgebra so(1,3) verifica las siguientes
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reglas de conmutacién
[Ji, Ji] = €ijii
[Ji, K] = €iji K (4.15)
(K, K] = —¢ijiJ
Atendiendo a la primera, el conmutador entre J; y J;, parece que aqui podemos encontrar
una copia de su(2). Pero primero introducimos los elementos

NE =

(2

(J;i £iK;) ; (N5 = NF (4.16)

]

N | —

los cuales verifican las reglas de conmutacién

[N, N| = eijulNys

] 0 (4.17)

Volvamos por un momento a su(2) con {Ai = %ai} la base usual en el capitulo

i=1,2,3
anterior. Definiendo A; = —iA;, que forma también una base del dlgebra, el corchete de

Lie se convierte en

[Ai, /IJ:| = — [Au AJ] = _Z.gijkAk = gijkAk (418)

que es la regla de conmutacion que verifican Nii. Luego existe un isomorfismo de algebras
de Lie tal que
s50(1,3)" = su(2) @ su(2). (4.19)

Esto indica que dentro de SO(1,3) viven dos copias de SU(2). Entonces, para buscar
representaciones irreducibles del grupo de Lorentz ortocrono propio basta con buscar re-
presentaciones irreducibles de su(2) @ su(2), que viene determinadas por la construccién
del mayor valor. Es decir, las representaciones irreducibles de so0(1, 3) vienen indexadas por

un tupla (j;,j2). Al ser (NF)f = N, se tiene que (51, j2) = (ja, j1)!
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4.2. El algebra de Clifford

En primer lugar, definamos el concepto matematico de algebra de Clifford. Para ello,

se define el anticonmutador de matrices como
{A,B} = AB+ BA (4.20)

Dado un espacio vectorial V' con métrica p, un dlgebra de Clifford de (V, p) es cualquier
tupla (C,~), donde C es un anillo de matrices y v : V' — C es una aplicacién lineal llamada

relacion de Clifford que cumple

{7(v),7(w)} = 20"pw 1. (4.21)

En nuestro caso (V, p) = (R* 1) por lo que el dlgebra de Clifford debe verificar

Yeo) =1  ye)=-1  Alep)v(e) = —v(ev)v(en) (4.22)

Conocemos matrices 2 X 2 que al elevarlas al cuadrado dan la identidad, que son las matrices

de Pauli. Ademas, éstas verifican que
{Oi, O'j} = 61']' (423)

Es decir, forman el algebra de Clifford (R3,6).
Para construir cuatro matrices 4 x 4 verificando las condiciones necesarias para (R*,n),

aprovechamos las propiedades del producto de Kronecker

(A® C)(B® D) = (AB) ® (CD)
(AC)+(Be(C)=(A+B)xC.

(4.24)

Tan solo falta encontrar matrices 2 x 2 tal que sus cuadrados sea +15, y para ello basta
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considerar

0 01 ; 0 1
7" =(eo) = @1y 9y =q(e) = ® o (4.25)

10 -1 0
que es inmediato que verifican los requisitos para ser algebra de Clifford del espacio-tiempo
de Minkowski. Para aligerar notaciéon usualmente se denota oy = 1. Ademas, todas las
algebras de Clifford de un mismo espacio vectorial son equivalentes y también lo son todas
las representaciones irreducibles, asi que sin pérdida de generalidad, consideraremos esta

representacion, conocida como representacion de Weyl o representacion quiral.

La aparicién de las matrices de Pauli sugiere que hay relacién entre el grupo SU(2) y
el dlgebra de Clifford. Ademas, en cada una de las matrices de C aparecen dos matrices de
Pauli y sabemos que s0(1,3) es, en su representacion clésica, matrices 4 x 4. Y sabemos
que es isomorfa a dos copias de su(2), matrices 2 X 2 en la representacién de spin %, cuya
base estd determinada por las matrices de Pauli.

Consideremos el conmutador entre dos matrices v* y 4, al que llamaremos

1

v 1 12 1 v
Sww = 7 v, 7] = SV = 5. (4.26)

Estas matrices con el conmutador cumplen las reglas del algebra de Lie del grupo de
Lorentz: las matrices S, son antisimétricas en sus indices y S,,, = 0, asi que para formar
una base identificamos Sy — K;, Sz — Ji, S31 — Jo y Si2 — J3, por lo tanto nos
quedamos con seis matrices. Para ver que estas matrices cumplen el dlgebra de Lie del
grupo de Lorentz basta hacer el computo explicito de todos los corchetes.

Asi, hemos encontrando una nueva representacién del dlgebra so(1,3). Pero una re-
presentacion es la accion sobre un espacio vectorial y hasta ahora sélo hemos hablado de
matrices sin nada sobre lo que actuar. Se define el campo spinor ¥(x) € C* que bajo

transformaciones de Lorentz se tiene
U(z) = S(A)¥ (A ') (4.27)
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donde los elementos del grupo vienen determinados segtin la representacion correspondiente

del algebra:
A = (00iKi+023J1+051J2+012.3)
(4.28)
S(A) = b

donde el pardmetro ¢ cumple 0, = —0,,,, y es el mismo en ambas representaciones puesto
que el elemento del grupo es el mismo.

Llegados a este punto podria pensarse que realmente no se ha desvelado nada nuevo:
hemos pasado de matrices 4 x 4 a matrices 4 x 4, y de actuar en vectores v € R* a actuar
en una tupla ¥ € C*. ; Acaso todo este esfuerzo ha sido para un cambio de base? No, estas
representaciones actiian de forma muy distinta y la transformacion de ¥ es distinta a la
de un vector. Por ejemplo, consideremos una rotacién de angulo 6 = 27 sobre el eje 1. La

transformacién de un vector x responde a
Ng—onr = Iz = 2. (4.29)
Considerando la representacién de Weyl, J; — Ss3 que de acuerdo a su definicion

1 1 1
5232—5112@(112—1—0203)5 533:Zﬂ2®(ﬂ2+0203)2:_1ﬂ2®ﬂ25 - (4:30)

Denotando s;; = 1y + 0,0},

A et 2y 127r2]1]1 1271'3]1
(Ag—zr) = 1, ® 1T 2®$23—§ o 2 ® 2+§ o 2@ S93 — =
=S (Np=2r) = Ly ® (cosm - 1y —senm - s93) = S(Ag—2r) = — 1y
(4.31)
La transformacién de un spinor responde a
S(Ngor)¥ = =1, ¥ = -0, (4.32)

Es decir, el spinor es un objeto extrano a la intuicion. Un objeto que tras rotarlo una vuelta
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completa ha cambiado de signo: los spinores no son vectores.

Esta representacién del grupo de Lorentz se identifica con la representacion (%, 0) @

(0, %) En la representacion de Weyl del algebra de Clifford, denotando v# = T* ® o, se

tiene

12 1 v
SH :§T“T ® 0,0,. (4.33)

En la representacion (%, O) @ (O, %) los generadores son de la forma

o; 0 0 0
' € (£,0); 0,1 (4.34)
A LI P NOBY

Considerando la base S* con uv € {(01),(02),(03),(23), (31), (12)}, basta identificar

SO S (4.35)
0 0 0 eijron

para ver que efectivamente la representacion del grupo de Lorentz dada a partir de los S*”

se identifica con la de spin (3) @ (0, 3).

Se define la matriz v° = —i7°v19%93, que es 4° = 03® 1. Es de inmediata comprobacién
que
{1} =0 (4.36)
y ademas
[S",4°] =0 (4.37)

De acuerdo a esta equivalencia, se divide el campo spinor en dos componentes.

T (4.38)

(.

donde se llama spinor zurdo a la componente 1, o se dird de quiralidad zurda, que se

1

corresponde con la representacion (z,0); y se llama spinor diestro, de quiralidad diestra
2 y

36



a la componente 1_, que se corresponde con la representacion (O, %) Entonces 7° acttia

sobre el como spinor

P Ce) [T (4.39)

Con esto se puede construir los operadores que proyectan un spinor sobre sus componentes

diestra y zurda:

Py = = (4.40)

y como [S* 4] = 0, se tiene que la quiralidad es invariante Lorentz.

Como apunte final, notemos que las representaciones finitas del grupo de Lorentz son
no unitarias. Es cierto que utilizando la representacién de Weyl se tiene que S(A)TS(A) =
1, cuando A es una rotacién, pero no es cierto si se considera un boost. Para que la
representacion sea unitaria, los elementos del algebra deben ser antihermiticos y en la
representacion de Weyl S, = }Lh“,v”], lo que fuerza que todas las matrices v* deban
ser hermiticas o bien antihermiticas. Pero esto no es posible, pues (7°)? = 1, (7° tiene
autovalores reales) y (7")? = —14 (¥* tiene autovalores imaginarios). Por lo tanto, se puede

elegir que la matriz 7" sea hermitica, pero las matrices 7% serdn siempre antihermiticas.

. s 11 )
4.3. Representacion (2, 5
En el capitulo anterior se concluyé que dada una representacién de spin (41, ja2),
su(2) @su(2) Zsu(2) @ 1+ 1® su(2) (4.41)
y por lo tanto para estudiar la representacion (%, %) basta identificar

2 K3

N — M = %112 ®of N~ M~ = —%0,» ® 1 (4.42)
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y simplemente, considerando la matriz de cambio de base

10 0 1
po Lty (4.43)
V2lo 1 i o |
10 0 -1
basta hacer los cédlculos explicitamente para ver que se tiene
U MFU = N (4.44)

de donde se sigue que ambas algebras de Lie son iguales y por lo tanto, la representacion
(%, %) es equivalente a la representacién natural del grupo ortocrono propio de Lorentz.

Los objetos que transformen segiin esta representacion, lo hacen igual que los vectores.
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Capitulo 5

Lagrangianos relevantes

Por comodidad, se utilizaran unidades naturales. Es decir, siempre so considerard h =

c=1.

5.1. La ecuacion de Klein-Gordon

Buscamos construir una accién (equivalentemente una densidad lagrangiana) para cam-
pos que transformen segun la representacion (0,0) del grupo de Lorentz. Un posible lan-

grangiano seria
L=a+bD+bd +c®'®+dj,P + ed,P0"D + f10,D. (5.1)

Debido a que la cantidad relevante es la accién, S = [ Ldz, hay términos que no aparecen
debido a que su integral es equivalente a la integral de algunos de los términos que si estan
incluidos explicitamente. Por ejemplo, integrando por partes se tiene que [ ®19,0/®dx =
[ 0,90 ddz.

Si exigimos invariancia Lorentz, dado que el operador derivada transforma d,, — (A™'),,"9,,
no pueden aparecer derivadas de primer orden (o de orden impar). Las constantes a y b

pueden elegirse nulas, pues independientemente de su valor se obtiene la misma fisica. Para
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ver esto consideramos la ecuacién de Euler-Lagrange y denotando £ = Lo+ a+ b® se tiene

I(Ly + a+ bd)
0P

5 OLotatd®)  O(L)
o 0(0,@) 09 a

9(Lo)
9(0,)

+b=0 (5.2)

luego considerar a 6 b no nulos sélo anade, a lo sumo, una constante a la ecuacion del
movimiento. Habiendo deducido a = b = d = f = 0, sélo quedan los coeficientes c y e.
Puesto que una constante multiplicativa no cambia la fisica, podemos considerar £ — 2—165.

Con esta eleccion denotamos ¢ = —m? y la densidad lagrangiana resultante es

Lic == (0,210"® —m*®' D). (5.3)

N | —

La etiqueta K G se debe a que este lagrangiano da la ecuacién de movimiento de Klein-
Gordon. Aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange,
oL oL
— =0 7 | =0=> —m*®T — 9,0"0" = 0= (9,0" + m*) @ = 0. 5.4
OP M(6<8H(I))> m K ( K +m) ( )
Esta ecuacién describe campos y particulas de spin 0 !.

Finalmente, notemos que este lagrangiano para un campo complejo es equivalente a la

suma de los lagrangianos de dos campos reales independientes. Denotando ® = ¢ + i¢s,

Lro = 5 (0ur0r — mP63) + 1 (0ubsd s — m*63) (5.5)

Eventualmente serd necesario anadir mas términos, quedando

L= %auqﬂaucb — % (@7 — v?) (5.6)

LP, =10, luego la ecuacién (?7) es 77
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5.2. La ecuacion de Dirac

Consideremos un campo spinor ¥. Queremos buscar una accién que describa su com-
portamiento y que sea invariante Lorentz. A primera vista, al igual que en el caso anterior,
podria pensarse que £ contendré el término £ = UIW. Recordemos que un spinor trans-

forma segin ¥ — S(A)W¥, luego
U — UIS(A)S(A)W #£ UT (5.7)

pues esta representacién del grupo de Lorentz no es unitaria. Por lo tanto, £ no es invariante
Lorentz.

Consideremos una representacién del algebra de Clifford que, al igual que la repre-
sentacion de Weyl, satisfaga (7°)7 = 7% y (7)f = —4%. Como y#4¥ = —7"~*, se cumple
que

POy = (v (5.8)

y por tanto

St = i [(7“)T ; (’V“)T} = =S’ (5.9)

Para un elemento del grupo, su traspuesta conjugada sera
S(A) = edfmShe = =305 = A0G(A)~140, (5.10)

Con esta informacion, se introduce la pieza clave para construir un lagrangiano inva-

riante Lorentz para el spinor: la adjunta de Dirac,
U = Uly0 (5.11)
con lo que el lagrangiano £ = U es invariante Lorentz.

PO = Uy 00 — UIS(A)AOS(A)W = Uih0S(A) 090 S(A) W = U0 = 00 (5.12)
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Si aspiramos a que haya dinamica, debe aparecer al menos una derivada.
L =UM"'9,V (5.13)

donde M* denota cierto objeto que hard invariante esta accién. Una transformacién Lorentz

hara

UM*9, ¥ — WS(A)"H(M')*A,9,S(A)W. (5.14)

Como S(A) es una matriz constante, 9,S(A) = S(A)0d, y una condicién suficiente para
que se tenga invariancia Lorentz es que M* transforme como un vector, M* — A*, M",y

ademas S(A)"'MS(A) = M. Tiene sentido considerar
Mb = At (5.15)

debido a que cualquier combinacién lineal de matrices 6,,S*” con 6,,, = —0,,, conmuta con
M =~ +~' +~% +~3 y por lo tanto también conmuta cualquier funcién f(6,,5"), en
particular,

[S(A), M] =0 (5.16)

Si definimos la accién del grupo de Lorentz sobre las matrices v* como
v = AP (5.17)
y recordando que A'nA = n se obtiene
Uy 9, ¥ — WS(A)TAF, A LLO,S (AT = Uq" 0, W (5.18)

y como el subindice v es mudo se concluye que esta accion es invariante. Usualmente

aparece la operacién slash de Feynman. Si M, es cualquier vector, se denota
N =~"M,,. (5.19)
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Uniendo las dos densidades lagrangianas que hemos deducido para el spinor queda el
definitivo

Lp= %LIJ (@4 im) 0. (5.20)

La etiqueta D se debe a que este lagrangiano da la ecuacién de Dirac. Aplicando la

ecuacién de Euler-Lagrange,

oL oL 1 - 1. _
50 oy (8((%\11)) 0= 5 5V 0=>¥Y("+m)=0 (5.21)

y derivando con respecto a \TJ,
(i —m) ¥ = 0. (5.22)

5.3. La ecuacion de Proca

Tratemos de construir una acciéon para un campo que transforma segun la representacion

(%, %), equivalentemente vectorial, del grupo de Lorentz. Una accién invariante Lorentz es
L=ArA, (5.23)

puesto que escrito en forma vectorial, esta accién es £ = A'nA que transforma a L' =
A'A'nAA = L porque es la definicién del grupo de Lorentz. Para incluir dindmica, deberdn
aparecer derivadas. Si consideramos una densidad lagrangiana que incluya los términos

AFA, vy dado que términos de la forma A, multiplicado con derivadas de segundo orden

son equivalentes a términos producto de derivadas de primer orden, % = A*. La ecuacién
de Euler-Lagrange aporta informacion:
oL oL
— =0 | =——— ) =0=A*=0, (X" 5.24
7.~ (smm) ) 24
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donde X" es alguna expresion contravariante en ambos indices puesto que tiene que trans-

formar igual a ambos lados de la igualdad. La primera idea que se puede considerar es
XM = pot AV + co” A¥ (5.25)

donde b y ¢ son constantes sobre las que tenemos libertad de elecciéon. Sin embargo, en la
analogia entre un campo y una maya elastica, es razonable pensar que la energia contem-

plaréd la curvatura, por lo que se elige ¢ = —b. La densidad lagrangiana posee el término

L =b0"A"0,A, — 0" A0, A,. (5.26)

Se llama intensidad de campo (o, en la visién geométrica en que A es una conexion, cur-

vatura de la conexion A) al tensor
F,=90,A,-0,A,. (5.27)

De vuelta en la accién, dividiendo entre —4b y llamando m? a la constante que queda

multiplicando al término A*A,,, la densidad lagrangiana resultante es

1
Lp=m?A'A, — ZF“”FW (5.28)

llamada accién de Proca. La ecuacion de movimiento se convierte en
OF,, = —m*A, (5.29)
Si m # 0, y en algunos casos tendremos 90" A, = 0 entonces
M0, A, = 0"F,, = —m*A, (5.30)

Entonces P*P, A, = m?A, por lo que m es la masa del campo. En caso de que el campo no

tenga masa, esta densidad lagrangiana se convierte en la densidad lagrangiana de Maxwell
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sin corrientes

1
Lor = = F"Fy, (5.31)

por lo tanto, la accion de Proca contempla la descripcién del foton y de algin “fotén

masivo”, que llamaremos bosoén vectorial masivo.

45



Capitulo 6

De simetrias a QED

6.1. Campos gauge

En esta seccién se utilizaran algunos conceptos de Geometria que han sido extraidos
del curso Introduction to Differential Geometry for Theoretical Physicists impartido por el
Profesor Andrés Vina Escalar. Algunos de estos conceptos no seran explicados aqui pero
pueden consultarse en la bibliografia bésica de Geometria Diferencial (por ejemplo [7]).

Un campo vectorial cualquiera, ®, definido sobre una variedad M asocia a cada punto
x el vector ®(z) € T, M. Entonces dado otro punto diferente y, el vector ®(y) no estd en
el mismo espacio vectorial que ®(z). Por otro lado, otro observador percibira el campo ®
con distintas coordenadas, que denotamos ®’(x) € T,,M. Habra una matriz P, de cambio

de base que relacionara las coordenadas
' (z) = P,o(x). (6.1)

Considerar que la teoria de campos es invariante bajo la accién de cierto grupo G significa
que las matrices P, pertenecen a una representaciéon matricial de dicho grupo.

Por supuesto, queremos conocer la derivada del campo ®. El problema es que la ima-
gen de dos puntos distintos esta en distintos espacios vectoriales, por lo que es necesario

introducir una nueva definiciéon de derivada, més general, y que sirva al proposito. Para
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ello, en primer lugar, se define el producto de una campo ® con una funcién f como el

campo vectorial que actia segin

d(f®)(z) = f(x)®(z) (6.2)

y cualquier operador D, se considera una derivada en la direcciéon v € M del campo P si

cumple

Dy, (f®) = df (v)® + fD,® (6.3)

D, (® + V) = D,® + D,V (6.4)

Fijada {s*} una base del espacio T, M, el campo ® se escribe como combinacién lineal de
la base como ¢ = ®,s*. Cualquier base {s*} de T, M se llamard referencial. De acuerdo a

las propiedades de la derivada del campo,

Dy® = 0,B,5" + ®,D,s" (6.5)

luego para conocer la derivada D, basta conocer c6mo actiia sobre la base {s*}. Esto puede

expresarse con un tensor A como

D,s" =iA,*(v)s”. (6.6)

La diferencial de una funcién es una aplicacién lineal, es decir df (av+bw) = adf (v)+bdf (w).
Si pretendemos que D sea una generalizacion de la derivada, habra que exigir Dgyipw =
aD, + bD,,. Para que esto se verifique siempre, el tensor A debe verificar A(av + bw) =
aA(v) + bA(w). En las direcciones de la base del espacio-tiempo o de la variedad M, se
escribe A, = A(z,), y son suficientes para conocer A en cualquier direccién. Finalmente,
se tiene

D,® = 9,®,5" +i®,A,,"s" = (0,8, +iA,,r D,)s" (6.7)
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o en notacién matricial, el operador D actia
D,=0,+1A,. (6.8)

Formalmente, a primer orden, si s’ es una base suficientemente cercana a s, esperariamos
que se cumpliera

s'=s+aDs=s+isaA (6.9)

para cierto «. Si la matriz del cambio de base P, s’ = sP, es un elemento del grupo G,
entonces

P =1+iaA. (6.10)

Es decir, P esta generado por A a primer orden de la parametrizacién exponencial. Por lo
tanto,

A, eg (6.11)

siendo g el algebra de Lie del grupo G.
También en notaciéon matricial, Ds = isA, y en otra base Ds’ = is’A’. Si P es la matriz

de cambio de base que hace s’ = sP, entonces
isPA" = is’A' = Ds' = D(sP) = sdP + i(Ds)P = sdP + isAP (6.12)
de donde se puede despejar A’ para ver como transforma A.
iA —iA' =P 'dP +iP 'AP (6.13)

En conclusion, para tener en cuenta la variacion de ® en alguna direccién es necesario
introducir el operador D, que viene determinado por el tensor A, el cual expresa la variacion
de las bases s. A se llama conerion y es un campo peculiar llamado campo gauge. El

operador D se llama derivada covariante y la curvatura viene dada por D?, que se llama
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intensidad del campo. Se cumple que D? puede expresarse con el tensor F'
F,=0,A,—0,A, +A,A —AA, (6.14)
Bajo la transformacion por un elemento P del grupo tenemos

F, — F., =P'F,P (6.15)

6.2. De global a local

Es evidente que la accién de Dirac es simétrica bajo transformaciones globales U(1).

Una transformacién del campo spinor bajo este grupo es
U — " U — We @ (6.16)

con « un numero real. Entonces la accion de Dirac es invariante.

Lp =0 ((3—1—2771) U s %@eia (@-I—Zm) ey = %\If ((3+2m) U =_Lp. (6.17)

DN | =

Si la simetria es global, se tiene libertad en la eleccion de fase de los campos V. La
teoria ganaria mas riqueza si las simetrias no fueran solo globales. Puesto que intentamos
conseguir el grupo de simetria més grande posible, las transformaciones a considerar son

locales. En el caso particular de U(1), un spinor transformara
U — @ p 5 Peie@ (6.18)

luego la accion de Dirac transforma segin

Lo = S @+ im) W — ST (4 im) 00 = L (4 im) ¥ LBy U0(a).

(6.19)

N | .
DO |
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Esta accién no es invariante bajo transformaciones U(1) locales. Claro que contemplando
la localidad, el referencial escogido no tiene por qué ser igual en cada punto del espacio-
tiempo. Por lo tanto, la derivada que deberia aparecer en la accién de Dirac es la derivada
covariante D, provista de un campo gauge A € u(1). En general, si se tienen varios campos,
pueden escogerse los referenciales de forma que todos sean iguales salvo una constante.
Entonces, el campo gauge sera igual para todos los campos y en la derivada covariante

aparecera una constante multiplicativa. De esta forma, la accién de Dirac se convierte en

Lp= %xiwﬂ (0, +igA,) ¥ — %\D\D (6.20)

Si se hace actuar localmente un elemento de U(1), P = €@ el campo gauge transforma
como

iA — iPT'AP + P7YdP = iA + ie” @@ do(z) = i (A + da(x)) (6.21)

Notemos que llamar al campo gauge A o llamarlo gA no condiciona su variacién pero si
importa un cambio de escala o un cambio de unidades. Asi hacemos el cambio A — —A,

y el cambio g — —g. Entonces la accién de Dirac transforma localmente como

—2iLp — imUV —We Ot (9, +igA, —id,a(z)) @V
= U"9, W + iUy*Ud,a(x) + igWy* A, ¥ — iUy* U9 ,a(x) (6.22)
= —2iLp — imUW¥

es decir, es invariante bajo transformaciones locales U(1).

Ahora se tiene otro campo, luego es razonable que A contribuya a la densidad lagran-
giana, es decir, A es un campo dinamico. Sin embargo, queremos que se siga conservando la
simetria local U(1), por lo que no puede aparecer un término AN(A“)T. Si tiene sentido que
contribuya la curvatura, es decir, la intensidad del campo. Ademas, la regla de transfor-
macién del campo gauge A es idéntica a la transformacion del potencial electromagnético

—,

A= (V,A). Por lo que la accién para este campo serd la de Proca con masa nula, es decir,
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la acciéon de Maxwell:

1
La=—Fuf" (6.23)

donde la intensidad del campo viene dada por
F,=0,A -0,A,+A,A, —AA, (6.24)

pero como las componentes del campo gauge estan en el dlgebra de Lie, en este caso 14, €
u(1). Es decir, A, es un nimero y por lo tanto conmuta con A,, luego F,, = 0,4, —0,A,.
Notemos que el cambio de convenio en el signo de A no afecta a la accién puesto que
aparecen multiplicaciones por pares, haciendo que en cualquier caso se cancele el signo.

Por otro lado, la transformacién de la intensidad del campo es
F., —0,(A, —0va(x)) — 0, (A, — dua(x)) = F, (6.25)

pues por el Teorema de Schwarz, 9,0, = 0,0,. Por lo tanto, esta accién del campo gauge
también es invariante.
Mezclando los ingredientes: el campo spinor, la simetria local U(1) y su campo gauge,

se llega a la densidad lagrangiana de la teoria de la electrodinamica:

. 1
Logp = =V (I +im) ¥ — 7 (6.26)

N | .

Comparando este lagrangiano con el lagrangiano de Maxwell, en el que aparecen las

corrientes, se deduce que
0, F" = J" con J'= gUy"U. (6.27)

donde g es la carga eléctrica.
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6.3. Mecanismo de Brout-Englert-Higgs

Esperamos que, por ejemplo, el electron sea descrito por un campo spinor masivo. El
electrén tiene masa mientras que ésta no aparece en la accién. El mecanismo BEH (siglas
de Brout, Englert y Higgs, algunos de sus descubridores) considera campos sin masa pero
interaccionando de forma que aparece de manera natural una energia in situ, es decir,
aparece un término de masa para algunos campos.

Comencemos considerando un campo escalar ¢ y un campo gauge para U(1) con accién
1 * A * 2\ 2 1 v
£:§ o 8“<b—§(¢ ¢o—v ) _ZF‘“’F# (6.28)

Denotando V(¢) = 2 (¢*¢ — v2)*, este potencial es minimo si |¢| = v. Se cambia la expre-

sion de ¢ para hacer explicita la influencia de v,
¢ = (h+v)e (6.29)

y sustituyendo en el lagrangiano, se obtiene la expresion

1 1
L=— ZFWFW + 5 (0, h0"h + 0,£0"€)
1 A\ A\ (6.30)
2 272 4 3
+2—U2(h +2hv)0#£8“§—§v h —g(h + 4h*v)
donde aparecen términos de masa para los campos h y &, siendo
my =V me=0 (6.31)

Esto es, que la ruptura de una simetria global ha dado masa a un campo escalar. El
concepto de ruptura de simetria se explicard mas adelante con un ejemplo claro. Por ahora,
solo exponemos como el campo escalar adquiere masa.

Si se supone simetria U(1) local, tal y como dijimos anteriormente, habra que introducir
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la derivada covariante

D, = 8, +iqA, (6.32)

y al igual que en el caso anterior se expresa el campo ¢ con dos campos, en este caso

haciendo aparecer la carga ¢
o(x) = (h(x) + v) 4@/, (6.33)

El campo £ es llamado campo de Goldstone.
Como la accién es invariante bajo transformaciones gauge (es decir, bajo transforma-
ciones locales U(1)), se tiene la libertad de cambiar el referencial segin la transformacién

e~€@)/v Es decir, se tiene la libertad de elegir el campo ¢
¢ = (h(x) 4+ v) @/ 5 h(z) + 0. (6.34)

Esto significa que la fenomenologia de la teoria no puede depender del campo de Goldstone
. Pero el destino al que queriamos llegar es que tener esta libertad deja el término cinético

del lagrangiano como

(Dug)" D¢ = (9 — iqAy) (h+v) (D" +igA") (h+v)
=0,ho"h + q21)2A“A“ +¢* (h2 + 2hv) A A"

(6.35)

Por lo tanto, la accién (6.30) se convierte en

1 1 1 1
L= _ZFWFW + Eauh(?“h + §q202ANA“ + §q2 (R* + 2hv) A, A" — V() (6.36)
Los dos primeros términos son cinéticos, tanto del campo gauge A como del campo escalar
h. El cuarto término es energia de interaccién entre dichos campos. Dado que v es un valor
fijo, el tercer término es el término de masa para el campo A. Es decir, desarrollar el campo

¢ en torno al minimo del potencial, junto con su libertad gauge, resulta en el campo A
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adquiriendo masa. En este caso

ma = qu. (6.37)

En conclusion, romper una simetria local da masa a los campos gauge.

Finalmente extendemos el caso anterior al grupo SU(2). Se considera un campo

o [ (6.38)

2

de forma que SU(2) actiia naturalmente sobre ®. Para hacer la accién del campo ® local-

mente invariante con transformaciones SU(2), se introduce la derivada covariante,

l

D, =0
I N+2

yo,C,, (6.39)

y la accién es

1 = 1 A
L= 166+ fD0 e 2 (ale ) (6.40)

Se tiene un potencial analogo al anterior, con A > 0,

V() = % (®fd — v?)° (6.41)

y que para este campo es llamado potencial de Higgs, el cual alcanza el minimo cuando

Voio = (6.42)

Al igual que en el caso U(1), debido a la invariancia surge una libertad de eleccién. En

cada punto del espacio-tiempo puede considerarse que el valor del campo ® es

0
o = (6.43)
v+ h

donde aparece el nuevo campo h. Si ® es de esta manera, se puede transformar en cualquier
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otro valor utilizando transformaciones de SU(2). Por ejemplo, consideremos una transfor-

macién U = 1+ %o?-& y ¢ real,

1+ 101 + « 0 1010 + o
Ud — 3 1 2 _ 19 20 _ o1 (6.44)

o — oy 1 —as ¢ ¢ — 1oz o))

luego para cualquier valor del campo ® existe una transformacién en SU(2) que convierte

0 0
d — = (6.45)

0] v+h
donde ¢ y h son campos escalares reales. El campo ¢ se llama campo de vacio y el campo
h es el famoso campo de Higgs.

Usualmente se habla de ruptura espontanea de simetria. Este concepto se refiere a que
no todo el grupo de Lie que deja invariante la teoria (en este caso SU(2)) deja invariante
el estado fundamental. En este caso y para nuestro propésito, el subgrupo H C SU(2) que
rompe la simetria debe estar formado por transformaciones P € H tales que

0 0 eiv 0
P = = P = (6.46)

se dice que H es el subgrupo sin romper o subgrupo no roto y SU(2)/H el subgrupo roto.
En este caso, el subgrupo no roto tiene dimensiéon 1 y el subgrupo roto, dimensién 2. Esto,
que puede parecer no tener relacion con el tema, se vuelve crucial si se conoce el teorema
de Goldstone, que versionado a nuestro contexto dice ([3]): Si una teoria tiene a G como
grupo de simetria, la cual es espontdneamente rota a un subgrupo H C G, entonces la
teoria contiene dim H particulas sin masa y dim G/H particulas con masa. La ruptura de
simetria se denota G — H. Por lo tanto, sabemos que habra dos particulas masivas y una

no masiva porque en este caso hacemos SU(2) — U(1).
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Eligiendo como base del édlgebra su(2)
legl—iUg; T2201+i02; T3:O'3 (647)

se tiene que los campos gauge vendran dados por W) = iTyy, = £0;C% y dado que

® = (0,v + h), cumplen
W,=0; Wo=0; Wo=-0; WWH e=WW*®=0 (6.48)
La derivada covariante gauge de acuerdo a este cambio es
D,=0,+iyW, (6.49)
por lo tanto, la acciéon queda

1o - 1
L=—-G,G" +-0,hd"h — V()
4 2 (6.50)

1 1
+ 5yt (WoW 4+ WIWP) 4 S (R + 2hw) (WW + W)

El primer término de la segunda linea son términos de masa para los campos gauge W? y

W3 y el siguiente término es la interaccién con el campo de Higgs. En conclusién
myn = 0; M2 = Yu; Mmys = yu . (6.51)

que son dos campos gauge masivos y uno sin masa, tal y como establecié el teorema de

Goldstone en el caso de la ruptura SU(2) — U(1).

6.4. Masa de spinores

El dltimo paso antes de introducir el model de Glashow-Salam-Weinberg, hay que ave-

riguar el mecanismo para la masa de los campos spinoriales. Llegados a este punto, es
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necesario dar algunos argumentos empiricos. Por supuesto, pretendemos describir y uni-
ficar las fuerzas electromagnética y débil, asi que recordemos que en nuestro universo las
unicas particulas que interaccionan por fuerza débil son las particulas con quiralidad zurda.
Por lo que se separan los campos spinores en zurdo (L) y diestro (R), que estaran formados
respectivamente por las componentes zurdas y diestras de los spinores que haya. Entonces,
para que R no interaccione por fuerza débil, un grupo SU(2) deberd actuar sobre este
campo trivialmente, asi el campo gauge en el espacio vectorial de R sera idénticamente
nulo. Para identificar cémo es esta accién de SU(2) sobre los spinores, a menudo se anade
un subindice de forma que se hablara del grupo SU.(2) indicando que sélo actia sobre
spinores zurdos.

., Cuadles son los posibles términos de interaccién entre spinores y un campo escalar y
que sean invariantes bajo transformaciones locales SUL(2) x U(1) e invariantes Lorentz?
Si suponemos que los spinores son

b

L= R=r (6.52)
2

se considera la llamada accion de Yukawa
1 _
Ly =—5G (LOR + RO'L) (6.53)

y para que sea invariante U(1) ha de cumplirse que la carga del sector zurdo ,qr,, es igual
a la suma de las cargas del sector diestro, qr y el campo escalar g,. Tanto L como ¢ estan

en la representacién de spin—% de SU(2) y dado que R no transforma con SUL(2),
LOR + RO'L — Le 2727 ®R + RPle 2%%e2%% [, = [OR + ROIL.  (6.54)

Ademas, dado que ® esta en la representacién (0,0) del grupo de Lorentz, este término es
invariante bajo transformaciones de Lorentz.

El ultimo paso es desarrollar la accién en torno al minimo de potencial sustituyendo
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® = (0,v + h), pues ya se ha visto que la simetria SU(2) nos da esta libertad de eleccién.
Considerando que

L={(i,6) R=7 (6.55)

se tiene

1 _
Ly = —§G (61 + 7ls) (v + h) (6.56)

Por lo tanto, definiendo el spinor

V= == <7“T,€£> (6.57)
r
se tiene que su accién de Yukawa es
1, - 1 .-
Ly = —§GU‘IJ‘IJ — §G\II\IIh (6.58)

y hemos encontrado una accién invariante SUp(2) x U(1) que permite a los spinores tener
masa, la cual en concreto es

my = Gu (6.59)

Como apunte final, notemos que de nuevo el mismo subgrupo H C SU(2) que antes deja
invariante el vacio. Y dado que el grupo U(1) de SUL(2) x U(1) tampoco deja invariante
el vacio, el grupo sin romper es H C SUL(2) x U(1), que tiene dimensién 1 mientras que
SUL(2) x U(1) tiene dimensién 4. Por lo tanto, por el teorema de Goldstone, ya sabemos
que hay tres campos gauge masivos y un tnico campo gauge sin masa. Y de eso tratara el

siguiente capitulo.
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Capitulo 7

Modelo de Glashow-Salam-Weinberg

Consideremos un electrén: un campo espinorial ¥, con carga g = —1 bajo la simetria
electromagnética U(1) (U, (1)). Consideremos un neutrino, que sélo aparecen en nuestro
universo con quiralidad zurda: un espinor de Weyl zurdo v;. Esto se mezcla en el lagrangiano

de QED con un neutrino, que es

Loeps = %we(m +ime) W, + %Vlayl — }lFWF“” (7.1)
donde se ha introducido la derivada covariante gauge electromagnética del electréon como
DV, =dV, —icAV, (7.2)
y la intensidad del campo viene dada por
F=dA— F,, =0,A, —0,A, (7.3)
La derivada covariante de un campo ¥ de carga eléctrica ¢ cumple

D,,D,|V =iq F,,V. (7.4)

Como las cargas eléctricas siempre son multiplos de e, podemos hacer un cambio de
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unidades para meter e dentro de A. En ese caso, A = eA = DV =0,¥ + 1iq flu\If y el

término cinético del campo gauge es

1 v I~ - v
_ZFIJJVFu :—@FMVF#

por sencillez, llamaremos A al potencial A y F' al campo F.

7.1. Construccion del modelo no roto
Escribamos el spinor en sus componentes zurda y diestra,
L= %W?Vl + %éz@’ez + %éraer
y al igual que en el caso abstracto, introducimos la notaciéon

1% _
L=|"|>L=1L"=(ma)
€l

que se llamara sector zurdo. El sector diestro sera

El lagrangiano queda

i P
L =-LJL+-RIR
5 ] +3 7]

(7.5)

(7.6)

(7.8)

(7.9)

Si transformamos el sector zurdo L — U L, para que el término cinético quede invariante

ha de pasar UTU = 1,. Es decir, U € U(2). Si transformamos el sector diestro R — UR,

para que el término cinético quede invariante ha de pasar que UTU = 1 = U € U(1).

Para denotar sobre qué sector actia cada grupo se anaden los subindices L y R, de forma

que el grupo resultante es Ur(2) x Ug(1). Pero este grupo tiene dimension 5, por lo que

necesitariamos 5 campos gauge mientras que solo tenemos 4, por lo que solo se considera
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el grupo SUL(2) x U(1).

Introducimos los campos B, y C}, con las derivadas gauge covariantes

DL =dL +igBL+ iC-GL (7.10)

DR =dR+1¢.BR (7.11)
denotando las intensidades del campo por

H,, = ,B, — 0,8, (7.12)
G, = 0,C}, — 0,0, + e CiCy (7.13)

de forma que el lagrangiano queda

(- i = 1 1 = ~
L=-LDPL+ -RPR—- — H, H" — —G,, -G" 7.14
2 P T3 P 492 492 " (7.14)

donde g y ¢1 son las constantes de acoplo para U(1) y SUL(2) respectivamente.
La masa del neutrino sabemos que es distinta a la masa del electrén. Para contem-
plar esto deberiamos introducir un campo de Higgs. Introduciendo el campo BEH @, los

términos invariantes bajo SUL(2) se pueden escribir
LOR  RO'L (7.15)

Anteriormente se escogié que sobre ® no actuara U(1), pero en general se puede tomar
® para que tenga carga U(1) igual a g. Si los términos de masa también han de ser U(1)
invariantes, entonces

G = qn +qr (7.16)

por lo que la derivada covariante de ® es

DO = dd + ig, BS + %(i G (7.17)
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y su término cinético en el lagrangiano es
1 i
L pin = 3 (D,®)' D'd. (7.18)
Los términos de masa vendran generados por los acoplos de Yukawa
1 _ _
Ly = —5G. (LOR+ RO'L) (7.19)
donde G, es una constante de acoplo. Consideramos ademds, un potencial de Higgs, escrito
A

V(®) =2 (20~ v?)” (A > 0). (7.20)

Este potencial tiene un minimo en ®{®, = v donde V(®y) = 0. Juntando todos los

ingredientes se obtiene el lagrangiano del modelo GWS.

(- 1 = 1 1 - -
Losw = =LPL + ~RPR — — H,, H" — —G,,, - G
GSW = 5 DL+ 5 D Ig2 L 12 #
1 A
+ 3D IDD — 2 (@1 v?)? (7.21)

~ 3G (LR + R¥'L)

Aqui hay libertad para elegir dos de las tres las cargas de U(1): ge, ¢, gn. Ademds, son

indeterminadas las constantes gg, g1, Ge, A y v, sin ninguna relacién entre ellas.

7.2. Condicién para simetria gauge residual

El campo ¢ es una dupla de campos complejos. Podemos utilizar las rotaciones en
SUL(2) x U(1) igual que en el capitulo anterior para convertir el campo BEH para que

tenga la primera componente nula y la segunda se el campo de vacio. Es decir, estamos
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limitando la libertad gauge.
0 2
o = ., e =9 (7.22)

Si se hace actuar Ur(1) C SUL(2), se introduce una fase en las componentes del campo.
Lo mismo pasa con la accién del grupo usual U(1), para el que ® tiene carga g,. De esta

forma, si se hacen actuar ambos grupos

. i 0
eitnee(3973) @ = (7.23)
ei(Qh_%)‘PQﬁ

luego hay una simetrfa U(1) residual si y solo si ¢, = 3. Como la carga U(1) del electrén
es —1, y como q = q, + qn, se tiene que q = —%, ¢ = —1, q, = % Luego la acciéon con
gauge fijo tiene una invarianza gauge residual U(1) que puede identificarse con la simetria

gauge del electromagnetismo U,,,(1).
Habiendo fijado este valor de @, la derivada covariante queda (porque ® transforma

como L)

| (7.24)
Oup + 5 (Bu— Cp}) ¢

y el término cinético es

(D) DA = 007+ £ [CI0% 4 CIC% + (B, — C3) (B~ C™)] ¢ (7.25)

Cuando ¢? = v2, la expresién de arriba se convierte en términos de masa luego el campo
C? — B es masivo y como hay simetrfa U(1) residual, debe haber otro campo sin masa.

Haciendo un reescalado de los campos

B—g¢gB C—gC (7.26)
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entonces

1 1- =
»Cvect,kin = _ZHW/H#V - ZGHV -G (727)

Llamando ZB al campo masivo, suponemos que tiene un término cinético canénico, entonces

Z) =& (g1 C2 — goB,) (7.28)

para alguna constante £. Si llamamos A, al campo que queda sin masa, los términos
cinéticos de A y Z; deben ser de la misma forma que los de B y C? y dado que estos
términos son cuadraticos y el valor del lagrangiano debe mantenerse, se deduce que la

relacién entre (A4, Z°) y (B, C?) es una rotacion.

A cos(f sin(6 B
= Ow)  sin{fw) (7.29)
A —sin(fy) cos(fyw) ) \C?
donde Oy es el dngulo de Weinberg o de mezcla débil.
Entonces
cos(fw) = €q 1
| O SR e Iy —— (7.30)
—sin(fw) = —E€go Vi + 90
y por lo tanto
A=—H B + goC? B =2 A — goZ°
VRt (1 90C?) N VRt (91 902°) (7.31)
0_ _ 1 3 _ 3 1 0
A Jaira (91C° — 9o B) ¢ o (9127 + 9oA)
Entonces el término cinético de  queda
1 1 g3
~ (D) DD = S0 + 2L |CLe + 020 4 — 7070 | ¢? 7.32
2(“) 2¢+8 nO TG +cosz(€W)“ ¢ (7.:32)

64



y si ¢ es minimo del potencial, ¢? = v2, se tiene que

my = 4 (7.33)
mz = QCoil(ZW) (734)

es decir, my = my cos(fy ): la masa del bosén W siempre es menor que la masa del bosén
Z.
Fijémonos ahora en los términos de Yukawa que generan masa. En el acoplo de Yukawa

con el gauge fijado, se tiene
1 - 1 1
— §Ge (L(IJR + R® L) = —éGe (ere, + ére) P = —§Ge¢\I/e\I/e (7.35)

De donde se identifica m. = vG, cuando ¢? = v2.

El término cinético de R, tomando la misma escala para B — goB es

Jogi1 A . 9(2)

——Aul F i
V95 + 9t N

Definimos la derivada covariante gauge de Ue,, (1) del electron diestro como

D,e, = 0,e, —igoBue, = 0,6, — i der (7.36)
D,e, = 0ue, —ieA, e, (7.37)

y comparando se tiene

Jog1

e = gocos(Ow) = g1 sin(fy) = ——— (7.38)
V96 + gt
luego
%érwer = %érwer - %Werzoer (739)

Es decir, hemos creado un adecuado término cinético electromagnético para el electron
diestro junto a su interaccién con el Zj, lo que implica que este campo es eléctricamente

neutro.
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Haciendo el mismo cambio, la derivada covariante gauge del sector zurdo es

DL =dL — %go cos(Ow)A (1y — o3) L

. (7.40)
+ % [Z° (gosin(0w) 1z + g1 cos(Bw)os) + g1 (Cloy + C?02)] L
La parte electromagnética de esta derivada covariante gauge es
i dy,
DL|y,, = dL — 590 cos(Ow)A (1y —o3) L = (7.41)

de; — igo cos(Ow ) Ae;

donde se ve que el neutrino es electricamente neutro, y el electrén zurdo tiene carga eléctrica

-1. Definiendo la derivada covariante gauge electromagnética del vector zurdo como

%E@L = %VlaVz + %Gllpez — }li {ZO (9o sin(Ow ) 1z + g1 cos(Ow )os) + ¢ <¢'101 + @'202) } L
(7.42)
7.3. La intensidad del campo gauge

Consideramos la intensidad del campo de la simetria gauge SUp(2) en las direcciones

ly2

G, =09,Cl— 8,0, — g (0303 - 0303) (7.43)
G2, = 0,C2 —0,Cr — g (CjC,} — O;C;”’) (7.44)

Como aparece C?, parece que con algin calculo, las fuerzas del campo se podran expresar
en funcién del campo A, por lo que habria una simetria U(1) actuando en C' y C2.

Introduzcamos los campos complejos

wE=clFic2  (wWH) =w7 (7.45)
Gt =G, FiG2,  GLGW + GG = GG (7.46)
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Asi tenemos

G, =0 W, —0,W,; +ig (COW, — W, C3). (7.47)

Sustituyendo C como combinacién de A, y Z), se tiene
W, £igiCoW, = 0,W,° +igrsin(Ow ) AW, +igi cos(Bw) Z W, (7.48)

Recordando que e = gy sin(fy) y la definicién de la derivada covariante gauge electro-
magnética,

W, £igiCoW,7 = D,W,5 L igy cos(0w) ZyW,) (7.49)

donde la D, W corresponde a la derivada covariante sobre un campo con carga eléctrica
+e.

Definimos la intensidad del campo W¥ invariante gauge como
W, = DWW, — D,W,; (7.50)
y de esa forma
G, =W, £igicos(Ow) (Z0W; — Z)W ;) . (7.51)

Podemos expandir la contribucién de C* y C? a los términos cinéticos como

G:VG_#V — W/Z/W_W + 2ig, COS(ew) [W_MW;V _ W—i-WM—V} A (7 52)
+ g} cos?(Bw) (Z0W,F — Wi 20) (2w — W=r2™).

Multiplicando por —}1 se obtiene un término cinético para el campo W=*. Ademds se obtiene
una interaccién cibica entre W+, W~ y Z° y una interaccién entre W+, W~y Z°Z° Todas
estas interacciones conservan la carga eléctrica, consecuencia de la simetria gauge residual

U().
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Expresando el término cinético de ® en funcién de los campos W*,

1 1 72 B 1
—D,®DFD = 9% + L |[WIWHF 4+ ——— 7070 ¢? 7.53
2 2 ot 8 K + cos? K ¢ (7.53)

(6w)
Para finalizar con los términos cinéticos del gauge, reescalando y utilizando los campos
Wi
3 3 3 _ _
G, =0.,C, —0,C + 5 (W;Wu - W, W;) (7.54)

Con la definicién C? = cos Oy Z° + sen Oy A, y denotando
Zy, = 0,2, — 8,Z, (7.55)

se tiene
7

. g _
G3, = cos(Ow) 20, — sin(Ow) Fy, + 71 (Wiw,) (7.56)
Contando con la intensidad del campo B, se concluye

H, H"™ + G5 G =F,,F" + 20,2

+igy (cos(Ow) Z — sin(Ow ) F*) (WIW, =W, W,5)  (7.57)
2

g - - v syt
— Zl (W,W, =W W) (WHW™ — W)

donde aparecen términos cinéticos bien definidos para A y Z°.

7.4. El término cinético zurdo

En el término cinético del sector zurdo hay interaccién entre spinores y los campos C*

y C?, en concreto, aparece la expresién

@10-1 + ¢120-2 = W+% (0'1 + iO‘Q) + W_% (0'1 — igg) = IWO ‘WO (758)
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Por lo tanto,

— LI (Chor+ o) L= =T (a e+ el ) (7.59)

donde claramente se conserva la carga eléctrica. El otro término se convierte en

1- _ N _
— ZLZO (gosin(Ow ) 1a + g1 cos(Ow)os3) L = —% (VIZOVI — COS(QHW)elZOel> (7.60)

y si se quiere eliminar la aparicion de gg y g1, utilizamos

9 9 Sln<2¢9pv)

7.5. Lagrangiano GSW con gauge fijo

Juntando todo lo anterior, la acciéon queda:

1 1= 1 1 1 1
Lyr= 5171(%1 + 5‘1’elp‘1’e - ZFQ - ZZSVZOW - ZWLW_W + §8u¢8u¢
1 - 93 2,0 you , It 2 A
— —GepV W, + —_p? 70 7% L LW W — D (¢ — 0?)?
2 ¢ + 80082(ew)¢ ’ + 8 oW, 8(¢ v’)

in(o 2 2 -
O TR ()P (s it

— i (cos(Bw) 2 — sin(Bw) F*) WFW; i cos(Ow) W5 — WV, ] 2

2
g — —v —v
+Z1W[;WV]W+WW V= 2g7 cos®(Ow) Zp, W 2w
(7.62)
La primera linea contiene los términos cinéticos de los campos. La segunda contiene

los términos que generan masa e interacciones con los campos gauge una vez hayamos

expandido alrededor del minimo de potencial de Higgs. En la tercera linea aparecen las
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interacciones entre fermiones y los campos gauge masivos, que como no dependen de ¢,
estas interacciones son siempre iguales, no se veran modificadas por la introduccién del
campo de Higgs. En la cuarta linea tenemos las interacciones ctibicas entre los campos
masivos o la interaccion entre los bosones W con el fotén y como ésta es a través de F,
esta interaccion es invariante gauge. La tultima linea contiene las interacciones de cuarto
orden entre los campos vectoriales masivos. Observemos que en este tltimo término, se
hace uso de la notacion antisimétrica estandar para simplificar la notacion.

1
XpY =5 (XY, = XY,) (7.63)

7.6. Lagrangiano GSW con el campo de Higgs

Finalmente expandimos el campo del mecanismo BEH alrededor del minimo del poten-

cial, de forma que escribimos

p=v+h (7.64)
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donde h es el campo de Higgs.
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Concluyendo asi la masa de las particulas:

s [a masa del electrén es

me = Gev (7.65)

» La masa del bosén Z viene dada por, suponiendo cos(fy) > 0,

_ g1v
Mz = 2 cos(fw) (7.66)
s La masa del bosén W es
My = % = cos(fy )my (7.67)
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= La masa del boson de Higgs viene dada por

mp =V (7.68)
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Capitulo 8

Conclusiones

Se ha hecho un recorrido introductorio por las algebras y grupos de Lie que se utilizan
en la Teoria Cléasica de Campos. Vimos los campos spinoriales y para ellos construimos la
accion de Dirac, de la que se deduce la conocida ecuaciéon de Dirac. Ademads se construyeron
los lagrangianos para otro tipos de campos.

Se definio el concepto de campo gauge y de derivada covariante, deduciendo por el
camino el lagrangiano de la electrodindmica. Luego se explicé el mecanismo de Brout-
Englert-Higgs y como la ruptura de simetria permite dar masa a los campos escalares y a
los campos gauges. Luego con el acoplamiento de Yukawa se consiguié utilizar el campo de
Higgs para dar masa a los campos spinores.

Finalmente, se considerd el modelo de Glashow-Salam-Weinberg, que utilizando el me-
canismo BEH para romper la simetria SUL(2) x U(1) se consiguié unificar las fuerzas
electromagnética y débil, con un modelo que explica las interacciones y dando masa a los
bosones gauge, al electrén y al campo de Higgs. Ademas quedando el fotén sin masa y
siendo la masa del bosén Z, mayor que la masa de los bosones W+,

Finalmente, destaquemos que éste es un modelo puramente clasico. Por lo tanto, en
el avance de la teoria y en la experimentacion, estos resultados pueden sufrir algunas

correcciones cuanticas.
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