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“Let me see: four times five is twelve, and four times six is
thirteen, and four times seven is — oh dear! I shall never get to

twenty at that rate!”

— Lewis Carroll, Alice in Wonderland
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Capitulo 1

Introduccion

La geometria es una de las ramas de las mateméticas mas antiguas que existen. Su desarrollo comenzo
en civilizaciones tan antiguas como la babildnica, la egipcia o la griega clésica, previas al siglo II a.C.,
donde pasé de tener un uso meramente practico, como herramienta para estudiar propiedades de los
sélidos o la mecdanica celeste, hasta una vocacién de estudio formal con la geometria euclidea. En aquel
momento las bases se asentaron sobre cinco postulados que sirvieron de hipétesis para cualquier des-
cripcién geométrica durante muchos siglos. La posterior geometria cartesiana, introducida en el siglo
XVII, dio pie a la actual geometria analitica e introdujo conceptos tan importantes como los ejes de

coordenadas y la representacién grafica de férmulas, en base funciones sobre variables.

Con el tiempo, los avances en topologia y los problemas fundamentales en el uso de la geometria hasta
el momento, como la imposibilidad de probar el quinto postulado introducido por Euclides, hicieron
que la geometria comenzara a tomar una formulacion mas abstracta. En el siglo XIX, las ideas de
espacios geométricos que rompian con las nociones que se tenian hasta el momento, como la extension
hasta un nimero arbitrario de dimensiones, rivalizaron incluso con la definicién misma de la geometria

del momento; esto derivé en el surgimiento del concepto de variedad.

Las variedades, que nacieron como generalizacién de la concepcién que se tenia del espacio geométrico
hasta el momento, pronto exhibieron caracteristicas que permitieron toda una revolucién en otros cam-
pos, como la fisica. Algunos tipos de variedades brindaron descripciones naturales a teorias fisicas del
momento, como las variedades simplécticas, que surgen de forma natural en el &mbito de la mecénica
clésica, o las variedades de Riemann y de Einstein, que permitieron la concepcién de la que, a dia de

hoy, sigue siendo la teoria a gran escala que describe la gravedad.



De esta forma, la posibilidad de entender y codificar espacios geométricos abstractos mediante el uso
de variedades causé una auténtica revolucién. Sin embargo, teorias fisicas mas modernas exigieron

estudios mucho mas complejos de estos objetos.

El principal objeto de estudio perseguido en esta memoria seran las variedades de Kahler, que se loca-
lizan en el terreno de la geometria compleja y que han encontrado en los tultimos anos un uso enorme

en al fisica tedrica, pero ;cémo surgen estas geometrias en fisica?

Una de las teorias mas ambiciosas hasta la fecha es la teoria de cuerdas. Fenomenoldgicamente, esta
teoria percibe las particulas fundamentales que conforman el universo, no como puntos 0-dimensionales,
si no como pequenos objetos 1-dimensionales (cuerdas), cuyos modos de vibracién generan las particu-
las que conocemos. Por otro lado, también sirve como herramienta para explorar un limite hasta ahora
desconocido, el de la gravedad cudntica. Intuitivamente, esta teoria defiende que los objetos fundamen-
tales en el universo son cuerdas y que, dependiendo de la “nota” en que estén sonando, seran percibidas
como una particula u otra. Originalmente esto puede sonar algo fantastico, pero al menos no introduce
ningin problema geométrico. Sin embargo, la consistencia de la teoria exige de, al menos, diez dimen-
siones en el espacio geométrico en que viven estas cuerdas. Claramente, el mundo que percibimos tiene
cuatro dimensiones, el tiempo y tres espaciales, por lo que uno de los retos de la teoria de cuerdas es

explicar qué ocurre con las seis dimensiones restantes.

La respuesta a este problema viene dado por la geometria diferencial. Intuitivamente, podriamos decir
que las dimensiones extra que no percibimos son muy “pequenas” de forma que tenga sentido que, si no
llegamos a escalas de energia increiblemente altas, no seamos capaces de percibirlas; la formalizacién

de esta idea se conoce como compactificacién.
A través de la compactificacién, la geometria en la que viven estas cuerdas se factoriza de un espacio
de diez dimensiones al producto de un espacio de cuatro, el que percibimos, y seis dimensiones extra

que toman la forma de una variedad compacta.

La existencia, en este ambito, de una simetria en la acciérﬂ conocida como supersimetrl’aﬂ y la exi-

'La accién es un funcional que determina toda la dindmica de la teorfa que se estudia. Una simetria de la accién es
una transformacién que deja invariante este funcional.
2La supersimetria alega que cada particula elemental, que puede tener una interpretacién estructural o como portadora



gencia de que la geometria dada sirva como solucién a las ecuaciones de Einstein en el Vaci(ﬂ fuerza
ciertas propiedades sobre la variedad en que se factorizan estas seis dimensiones extra. Formalmente,
estas dimensiones extra tomaran la estructura de una variedad de Calabi-Yau, cierto tipo de variedad
de Kahler compacta. Més aun, exigiendo otras propiedades a la fisica del sistema, como escoger cierto
contenido especifico en el espacio, fuerza a soluciones no planasﬂ de las ecuaciones ya mencionadas, y

puede dar lugar a otras variedades de Kihler como CP3.

En esta memoria, motivada por la utilidad en teoria de

cuerdas de estas variedades, se trataran de construir algu- \

nas nociones bdsicas de geometria diferencial (compleja) y
las propiedades mas relevantes de las variedades de Kahler, r\
asi como algunos ejemplos concretos de este tipo de varie-

dades, como son las ya mencionadas variedades de Calabi-

Yau.

En el primer capitulo se definiran los conceptos mas bésicos de

geometria diferencial, dando las nociones de variedad, cartas, sis-

. ., . Figura 1.1: Representacion de la sec-
temas de coordenadas... . A continuacién se construiran las es- g p

. . cién bidimensional de una variedad
tructuras mas importantes sobre variedades reales, como el espa-

de Calabi-Yau, un tipo de variedad
de Kéhler. [16]

cio tangente y el dlgebra exterior, y se extenderan estas nociones

a las variedades complejas. Este capitulo esta basado, general-

mente, en [10] y [17].

En el segundo capitulo se definirdn las variedades de Kéahler, sus principales propiedades y algunas ca-
racterizaciones topoldgicas sencillas de estos objetos geométricos. En el iltimo capitulo se hablard de
varios ejemplos de estas variedades con gran relevancia en fisica y matematicas asi como del contexto
en que se usan. Estos capitulos toman conceptos de varias fuentes distintas que se mencionan durante

su desarrollo.

Dado que la geometria diferencial es un campo increiblemente profundo, en el estudio de las variedades

de Kéhler seran necesarias herramientas tipicas de este campo. Con el fin de que el trabajo sea, en la

de fuerzas, tiene una “companera” que verifica propiedades semejantes a las suyas pero pertenece al otro conjunto.
3Esto es una imposicién de la teorfa de la relatividad general al suponer que el contenido material y energético es nulo.
4Planas en el sentido de la curvatura de Ricci, se formalizard esta nocién mas adelante.



medida de lo posible, autocontenido, una breve descripcién de todas las herramientas utilizadas sera
dada en el transcurso del trabajo. Las nociones relativas a la construccion, por su necesidad a la hora
de describir el objeto principal del estudio, son desarrolladas en el primer capitulo. Sin embargo, las
herramientas relativas a su clasificacién se han preferido dar en apéndices, ya que no son el objetivo
dltimo de este trabajo; aun asi, se recomienda la lectura de ambos. El primero trata de operadores
definidos sobre el algebra exterior y de como generalizan operadores ya conocidos en andlisis como
el gradiente, el rotacional o el laplaciano. El segundo apéndice trata de describir, sin utilizar teoria
de haces, los principales tiles a la hora de caracterizar topoldégicamente variedades complejas, como

pueden ser los niimeros de Betti o grupos de cohomologia.



Capitulo 2

Geometria diferencial compleja

En esta seccién inicial se trataran de presentar las nociones de geometria diferencial compleja mas rele-
vantes a la hora de hacer un estudio sobre las variedades de Kahler, y, sobre todo, fijar la notacién que
sera utilizada durante toda la memoria; se comenzard con los aspectos méas generales sobre variedades

y se definirdn objetos que permitiran agilizar el proceso de construccién de las variedades de Kéahler.

2.1. Variedades Complejas

Para comenzar, daremos la nocién de variedad, explicando lo que es una variedad real y una compleja,
desde un punto de vista puramente topoldgico. Tras esto, con el fin de construir una estructura til
sobre las variedades complejas, daremos las nociones de espacios asociados a variedades reales y ex-

tenderemos esta idea a las variedades complejas.

Definiciéon 2.1. Carta, Sistema de coordenadas, Parametrizaciéon

Sea (X, 7x) E] un espacio topoldgico Ty y H-numerableE] y sea [E un espacio afin euclideo. Dada una apli-
cacién tal que @ : U e 7x -V CE @(u) = (x1(u),z1(uw), ..., zn(u)) verificando ser homeomorfismo,
llamaremos carta al par (U, ®). Usualmente se denomina a la funcién ¢ sistema de coordenadas,

a cada componente x; coordenada y a la aplicacién inversa ®~! parametrizacion.

La estructura de carta alberga una nocién intrinseca de preservar las propiedades topoldgicas mas
bésicas del espacio afin E sobre el abierto U que conforma la pareja, al existir un homeomorfismo que
asocia ambos. Sin embargo esta idea necesita ciertos arreglos para ser definida sobre todo el espacio

X y de ciertas restricciones a la hora de significar una herramienta potente al concretar el espacio afin

!Denotaremos como X al espacio topolégico obviando su topologia asociada
2Todos los espacios topoldgicos se supondrén Ts y II-numerables salvo que se indique lo contrario



euclideo que buscamos. Las siguientes definiciones permiten extender de forma 1til esta idea a todo el

espacio topolégico.

Definicion 2.2. Atlas

Llamaremos atlas sobre un espacio topoldgico X a una coleccién de cartas {U;, ¢; }ier verificando:
o Los {U;}ier forman un recubrimiento abierto de X, esto es X C U;eU;

o Vi,j € I tal que U; NU; # 0 ; se cumple que ¢i¢j_1 es un homeomorfismo sobre el dominio

U, N UjE|

Las aplicaciones ¢;; = ¢i¢j_1 se llamardn funciones de transicion.

Figura 2.1: Representacién de dos abiertos con intersecciéon no vacia de un atlas. Se muestra la corres-
pondencia entre las imagenes de sus cartas. Basado en [11]

Los dos tipos de atlas mas importantes que utilizaremos son los siguientes:

s Un atlas se dird suave si el codominio de los sistemas de coordenadas es R" para algin n € Ny

todas las funciones de transicién son difeomorfismos de clase C'°

= Un atlas se dird holomorfo en caso de que el codominio de los sistemas de coordenadas sea C™
para algiin n € N y todas las funciones de transicién sean holomorfas sobre cualquier interseccion

no vacia de abiertos del atlas.

3Por aligerar notacién se denotara a la yuxtaposicién de aplicaciones como la composicién: ¢; - ¢; = ¢;¢;



Definiciéon 2.3. Variedad

Sea M un espacio topolégico M = (M, 7p7) y A un atlas de M. Llamaremos variedad al par (M, A).

La variedad se dird n-dimensional para el valor n la dimensién del espacio que sirve como codominio

de las cartas del atlas. Heredando las propiedades de los atlas, tenemos dos variedades asociadas:
s La variedad se dird real, diferenciable o suave si A es un atlas suave.
s La variedad se dird compleja si A es un atlas holomorfo.

Intuitivamente, las variedades complejas pueden verse como espacios topoldgicos a los que puede
dotérseles de una estructura que, localmente, se percibe como C". A continuacién mostramos varios

ejemplos béasicos para ilustrar las nociones anteriores:

Ejemplo 2.1. Plano real en n dimensiones

Sea X = R" y 7x la topologia usual. Podemos extender este espacio trivialmente a una variedad
utilizando un atlas del estilo A = {R™, z} constando solo de una carta, dénde z es un sistema de
coordenadas comin en R", x = (x1, 2, ..., 2, ). La idea de este ejemplo es mostrar que podemos dotar

trivialmente a cualquier espacio euclideo de la estructura de variedad mediante una tnica carta.

Ejemplo 2.2. Esfera de Riemann
Sea la esfera usual 52, vamos a dotarla de un atlas compuesto por dos cartas para darle estructura de

variedad.

Consideremos dos copias de C. La idea es servirse de la proyeccién estereografica para modelizar las
coordenada La coordenada relativa a la primera copia serda denotada por o. Esta se construiré
mediante la proyeccion ya mencionada como se observa en la Figura Colocando la copia del plano
complejo bajo la esfera y proyectando todos los puntos de la esfera excepto el polo austral, de esta
forma a un punto sobre la esfera se le asociard de coordenada « su punto referido en el plano. La
segunda coordenada, denotada por 3, tendra una intuicién similar, colocaremos la copia de C sobre la
esfera y proyectaremos de forma opuesta, como se observa en la imagen de la derecha de la Figura [2.2]
de esta forma todo punto tendrad una imagen sobre el plano salvo el polo boreal. Dado que el primer
plano cubre toda la esfera salvo el punto mas al sur y el segundo toda la esfera excepto el polo norte
entre ambos forman un recubrimiento abierto de S2. La interseccién de estos dos abiertos seran todos

los puntos excepto los polos.

4Nos referimos a coordenadas al constar, cada sistema de coordenadas, de una tnica coordenada.
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Figura 2.2: Representacién de la proyeccion de puntos de la esfera en el plano Complejo. A la izquierda,
la coordenada «, a la derecha, la (3.[14]

Al escoger estas cartas, podemos determinar univocamente la proyeccion dando las funciones de
transicién. Las funciones de transicién se escogeran como ¢,3 = é Y Ofa = % respectivamente. Dado
que los dos abiertos solapan en todo punto excepto en @ = 0 y 8 = 0, se tiene que las funciones de
transicién son holomorfas, por lo que S? queda dotada de un atlas holomérfico y, con ello, de una

estructura de variedad compleja.

Ejemplo 2.3. Espacio proyectivo complejo
El espacio proyectivo complejo, usualmente denotado por P, o CP, en caso de haber ambigiiedad, es
el C-espacio de las lineas que atraviesan el origen en C"*1.

Formalmente, sea C"*1\ {0} y sea la relacién de equivalencia definida por:
Z2= (21,22, ey Zn1) ~ 2 = (21, 2y oo 2py1) = INEC\{0} | 2= A7

Entonces podemos tomar los entornos U; = {z € Ccntt | zj # 0} y escoger coordenadas para las cartas

Zm

= Zn para cada Uj, de forma que podemos caracterizar los puntos z € U; por las coordenadas
J

z= (zjm> , eliminando el 1 de la posicién j.
m#j

Para que esta variedad quede correctamente definida debemos ver que las funciones de transicién
®jk, en las intersecciones de los abiertos Uj, son holomorfas. En este contexto podemos construir las

funciones de transicién como:

Sea z € UjNUy 2" =—, z?zzéqﬁjk(az):—x

11



Dado que zj, 2, # 0, estas funciones de transicién heredan la holomorfia, por lo que CP" define co-

rrectamente, tal y como se ha descrito, una variedad compleja de dimensién n.

La nocién intuitiva de esta variedad es la de compactificar un hiperplano complejo C" anadiendo
otro plano en el infinito; por ejemplo esta claro que CP! estd cubierto mediante dos coordenadas, las
funciones de transicién y las coordenadas son exactamente iguales que en el ejemplo anterior, por lo
que CP"™ recupera la idea de la esfera de Riemann; el plano proyectivo complejo extiende la nocién del
recubrimiento de la esfera de Riemann a cualquier hiperplano complejo y, mas alld, le da la vuelta a la
idea para, en vez de recubrir un compacto, generar un compacto anadiendo otro plano para recubrir

el objeto del que se parte.

A lo largo del trabajo, referido a las geometrias de Kahler, utilizaremos variedades complejas. Sin
embargo, para construir estructuras més complicadas pero necesarias sobre estas, haremos el estudio

sobre variedades reales y extenderemos a variedades complejas.

2.2. Estructura vectorial asociada a variedades

En gran parte de las motivaciones del uso de variedades aparece de forma natural la necesidad de
codificar vectores. Las variedades no tienen de por si una estructura de espacio vectorial equivalente
a la del espacio euclideo asociado. Podemos extender la nocién de los vectores hasta las variedades

mediante el concepto de espacio tangente.

Proposicién 2.1. Estructura vectorial de diferenciales
Sean p € R", v = {d : C*(R") = R | d lineal y d(fg) = f(p)d(g) +d(f)g(p)}

Se tiene que v, es un R-espacio vectorial y existe un isomorfismo entre espacios vectoriales dado por:

AR —

= S+ (0) feoe®

w € R — [Mw)] (f)
Demostracionf]

= Espacio Vectorial:

Sean wy, w2 € vp ; a,b € R, v = aw) + bwy v(f) = (awi + bw2) (f) = aw1(f) + bwa(f); de donde

5Se denota como 7 la aplicacién proyeccién, m; denotard por extensién la proyeccién sobre el i-ésimo espacio. En el
ejemplo concreto, sea (z)ji=; € R", m;(z) = z;.

12



se tiene que v : C°(R™) — R. Aplicando la linealidad de wy, w9 la linealidad de v es trivial.
v(fg) = awi(fg) + bwa(fg) = awi(f)g + afwi(g) + bwa(f)g + bfwa(g) = v(f)g + fv(g); por lo
que, efectivamente v verifica la regla de Leibniz y, por tanto, v, define correctamente un R-espacio

vectorial.

= )\ es isomorfismo:
De la regla de la cadena, A hereda la linealidad, por lo que es homomorfismo. Es sencillo ver que
A es inyectiva ya que Vv € R™ — {0}, se tiene que Ji € [1,n] | v; = m;(v) # 0. Tomando f = z; se
tiene que [A(v)](f) = v; # 0, por lo que es inyectiva. La sobreyectividad es algo mas tediosa, una

prueba de ésta se encuentra en [17], pagina 24.

Definicion 2.4. Vector tangente, Espacio tangente
Sea M una variedad suave, sea p € M, definimos un vector tangente a M en p como una funcién

v: C°°(M) — R lineal verificando la regla de Leibniz.

Por la [Proposicién 2.1] los vectores tangentes a M en un punto de la variedad forman un espacio

vectorial. Llamaremos a este espacio espacio tangente a M en p, denotandolo como 1), M.

Definicion 2.5. Vectores canonicos del espacio tangente
Sea (U, ) una carta de M una variedad real, p € U, (r;)_; las coordenadas en R™. Definimos los

vectores canénicos del espacio tangente T),M (%) : C*°(p) — R como:
t/p

9 _Of _0(fop™
(6951-)}7 (H)= 3Tzz<p) B TL’(?)

Proposicién 2.2. Base candnica del espacio tangente

Los vectores canénicos { (8%) li € [1,n] C N} forman una base de T,,M, de forma que Vv € T,M:
p

i

S (L)

i=1
Demostracion:

La demostracién puede encontrarse en [17], pagina 29.

13



Definicion 2.6. Fibrado tangente
Sea M una variedad suave. Llamaremos a la unién disjunta de los espacios tangentes a todos los puntos

de la variedad fibrado tangente, denotado como T'M, es decir:
TM = LlpEMTpM

Estas nociones nos permiten definir sobre cualquier punto de una variedad suave un R-espacio de vec-
tores, por lo que, dotar a un espacio topolégico de la estructura de variedad es equivalente a asociar
localmente un espacio euclideo en cada punto. Mas alla de las propiedades topoldgicas a través del
isomorfismo de la proposicién no nos meteremos en muchos detalles a la hora de ver que, efectiva-
mente, se recuperan todas las nociones de un espacio tangente tipicamente entendido en geometria. En
este trabajo nos es mas relevante generalizar esta nocién a estructuras complejas. Para ello, debemos
encontrar la relacién entre las variedades suaves y las holomorfas, inspirdndonos en los 1), M definidos

para variedades diferenciables y extendiendo esta nocién para las complejas.

2.3. Estructura algebraica asociada a variedades

Primero construiremos el algebra exterior, gracias a esto definiremos las p-formas y podremos dotar a

la variedad de estructura de espacio.

Definicion 2.7. Producto tensorial
Sean VW dos K-espacios vectoriales, sea Z el espacio vectorial generado por los elementos (v, w) €
V x W del producto cartesiano de V' 'y W, y sea Y el subespacio de Z generado por los elementos que

verifican ser lineales en ambas componentes, esto es Va,a1,a2 € V b,b1,bs € W, s € K se verifica:

o (a1 +az,b) = (a1,b) + (az,b) o (sa,b) = s(a,b)

o (a,by +b2) = (a,b1) + (a,b2) o (a,sb) = s(a,b)
Llamaremos producto tensorial de V' y W, denotado por V ® W, al cociente:
VeWwW=2/Y

Denotaremos a la imagen del elemento (v, w) € V x W a través de la proyeccion trivial sobre el cociente

comov@wﬁ

SHaciendo abuso de notacién, llamaremos producto tensorial tanto al espacio cociente V®W como al producto definido
entre elementos v ® w, entendiéndose segtn el contexto

14



Existe otra definicién equivalente a través de una propiedad universal. Al no ser el principal objetivo de
este trabajo, asi como no lo es tampoco la geometria diferencial en general, no se daran muchos detalles
sobre la demostracién de la equivalencia (puramente operativa) pero si resulta interesante enunciar la

definicién de producto tensorial mediante esta propiedad:

Lema 2.1. Propiedad universal del producto tensorial
El producto tensorial entre dos K-espacios vectoriales V' y W es un espacio vectorial V ® W asociado
a una aplicacién bilineal

R:VXW VW
(v,w) 2 VvRwW

verificando que, para cualquier aplicacién bilineal h: V x W — V @ W, exista una tinica aplicacién h
que verifique h = ho ®

k
Denotaremos TFV =V @V ® ‘7 ®...QV siendo TV = K

Definicion 2.8. Algebra Tensorial
Sea T(V) la suma de todos los TV, esto es:

TV)=@PT1'V=KeveVeV)eVaVeV)e..
k=0

Wk

Definamos una operacién binaria interna, a la que denominaremos producto , a través de la nocién

de producto tensorial de elementos:
a,beT(V)=acT"V beT"Vn,meN; axb=axbecT" "V

Se define el algebra tensorial de V un K-espacio vectorial como el par (7'(V'), *). Usualmente denota-

remos este algebra como T(V) y el producto, de no haber ambigiiedad, se denotara por yuxtaposicion.

Dado que utilizaremos notacion tensorial para simplificar ciertas nociones a lo largo de toda la memo-

ria, a continuacién definiremos la notacién a usar:

15



Definicion 2.9. Tensor, Espacios de tensores

Sea V un K-espacio vectorial, V* su dual, llamaremos campo tensorial o tensor de tipo (k,l) a
cualquier aplicaciéon multilineal que tome k vectores de V* y [ vectores de V para dar un valor en K,
esto es:

t: T*V* x T'V — K con ¢ lineal en cada componente

: b1,ba,...,b , s g . . ,
Establecida una base, denotaremos sus componentes por ) a4, , dénde los indices inferiores haran

referencia al espacio dual y los superiores al directo.

El uso de los tensores es increiblemente extenso, de hecho, podemos recuperar la gran mayoria de
nociones basicas del algebra lineal con estos. Por ejemplo, podemos entender un vector como un tensor
de tipo (0,1), un vector traspuesto como un tensor de tipo (1,0) y una matriz como un tensor de tipo
(1,1); mas alld de poder llevar todas estas nociones algebraicas a una variedad utilizando el espacio

vectorial definido como el espacio tangente.

Los tensores nos permiten definir otra de las piedras angulares del calculo sobre variedades:

Definiciéon 2.10. Formas diferenciales
Sea V' un K-espacio vectorial, llamaremos k-forma a cualquier tensor de tipo (k,0) que sea antisimétri-

co bajo el intercambio de dos indices cualesquiera.

El espacio de las k-formas sobre V se denotard como QF (V).

Dado que el producto tensorial tiene asociado un espacio vectorial de forma trivial y la propiedad que
define el que un tensor sea o no una forma es lineal, se tiene que las k-formas tienen asociadas una

nocion automatica de espacio vectorial, dando lugar al siguiente corolario:

Corolario 2.1.1. Estructura vectorial en k-formas

El conjunto QF (T, M) de las k-formas sobre una variedad diferenciable M forma un espacio vectorial.

Las formas permiten definir conceptos como la integrabilidad o la curvatura sobre una variedad. La
definicién previa es, si bien correcta, bastante operativa y poco formal; posteriormente daremos una

nocion equivalente y mejor formulada.

Ya habiendo definido el dlgebra tensorial, tenemos la capacidad para definir el algebra exterior y

explicar en mayor profundidad toda esta construccion.
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Definicion 2.11. Algebra Exterior
Sea V un K-espacio vectorial, T(V) su dlgebra tensorial y sea I el ideal bilateral en T(V) generado por
{zr ® z | € V}; llamaremos dlgebra exterior denotado como A V, al dlgebra cociente entre el total

y el ideal I, es decir:

AV =TNV)/I

donde como producto del édlgebra se escoge el heredado a través de la proyeccién canénica de T(V)

sobre el cociente.

El producto en el algebra exterior, para diferenciarlo del tensorial, suele denotarse mediante “A”, es
decir, a,b € AV aAb=r(ad' ®V') siendo 7 la proyeccién candnica y verificdindose a = w(a’) b = w(b').

Este producto suele llamarse producto exterior.

Tipicamente se denota a los subespacios de este algebra generados por elementos de tipo /\?lei]. como

A (V)

Mediante el algebra exterior es como se pueden construir mas formalmente las k-formas. Sin embargo,
para estudiar a fondo esta nocién, deberiamos atravesar teoria de haces; con el fin de no extender
mucho més esta subseccion se dard la idea equivalente de la nociéon formal dada por teoria de haces

sin mostrar la equivalenciall]

Lema 2.2. Nocién de k-forma segun algebra exterior
Sea M una variedad real, p € M, definimos las k-formas diferenciales como las secciones diferenciales
de A\"T; M ; esta nocién es equivalente a la anterior, ya que existe un isomorfismo trivial entre ambos

espacios.

Cémo se ha mencionado anteriormente, el lema anterior no se probara, al preferir saltar las nociones de
teoria de haces necesarias, pero es interesante, ya que, gracias a este lema, es sencillo ver que podemos

expresar las k-formas sobre el espacio tangente mediante:

o€ Qk(T;M) — Z Qg /\?:1 dx;;

IeC
I={i1,i2,...,ix }

Siendo ajy € C*(K)

"En caso de querer comprobar esta equivalencia, puede verse en [@.
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A las 0-formas, se les asocia por convenio las funciones f € C*°(K), en nuestro caso, K = R.
Dada la representacién en términos del producto exterior anteriormente mencionada, por antisimetria

en la definicién de las formas o, en su defecto, en el producto exterior, se tiene:

Corolario 2.2.1. Limite superior de n-formas

Sea dimy (T, M) = n, entonces Q™ (T; M) = {0} Vm >n

Estableciendo la existencia unicamente de n+1 grados de formas (del 0 al n)

Otra nocién directa de la definicién de los tensores es la de extender el producto escalar al espacio
tangente. Los tensores de tipo (1,0) se asociarian autométicamente a un vector y podrian actuar sobre

el espacio tangente, explicitamente, usando notacién bra-ket para el producto:

BeTyM B—<p,o>

B=<B,0o> T,M — R

a — <p,a>

<> TyMxT,M — R
(8, ) — < fB,a>
De esta forma podremos, dada una carta y tomando una base del espacio euclideo asociado, establecer

un tensor métrica.

Definiciéon 2.12. Tensor métrico

Sea M una variedad, (U, ¢) una carta tal que el codominio de ¢ es el espacio euclideo K de dimensién
n, con una base definida por {e;}!' ;, y sea g la métrica asociada al producto escalar en este, entonces
el tensor de tipo (1,1) definido por:

J_ o
g; =< e, ej >
Se dird tensor métrico o tensor asociado a la métrica g.

Gracias a esto podremos representar localmente el producto escalar de dos elementos con productos

s . _ J oo
matriciales: < v,w >= Vi g; w

Para terminar con la estructura algebraica, se dard la nocién de derivacién de formas. Existen varios
métodos para definir la derivada exterior, por simplicidad y para no alargar mucho mas esta parte, se

tomara la construccién axiomatica de la derivada exterior.
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Definicién 2.13. Derivada exterior de k-formas
Sea M una variedad suave, sea /\k (T, M) el espacio de sus k-formas, se define dj, la derivada exterior

de las k-formas, como una aplicacién

k k+1
dr : NIy M) — N\ (T M)

Verificando:
o Si f es una O-forma, entonces dg o f = df, la derivada exterior actia como el diferencial comun.
o Sea f una forma, entonces dy1(dyf) = 0 equivalentemente d? = 0

o dj cumple la regla del producto con el producto exterior, esto es,

sean a € \P(T;M) b € /\kfp(T;M)

di(a ANb) = dpa Nb+ (—=1)Pa A dj_,b

A pesar de que la nocién anterior depende del grado de la k-forma sobre la que se evalda la derivada,
abusaremos de notaciéon y denominaremos derivada exterior “d” a la aplicaciéon en general, actuando
sobre formas de cualquier grado.

En base a la nocién anterior, hay una cuestién trivial, y es que para que “d”’ esté bien definida debe

verificarse que todas las dj existan y sean unicas. Esto efectivamente se da.

Proposicién 2.3. Definicion de la derivada exterior

La aplicacién d derivada exterior general, esta bien definida, existe y es tnica.

Demostracion:

La demostracion es larga y puramente operativa, por lo que se opta por referenciarla. Puede
encontrarse en [10] (Capitulo 19); solo notar que el autor no hace distincién alguna entre el

operador general y los operadores relativos a cada grado de k-formas.

Para terminar con esta seccion, es 1til dar una clasificacién de las formas en funciéon de su comporta-

miento con la derivada exterior:

8El factor (—1)? es clave debido a la naturaleza antisimétrica de las formas y el producto externo.
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Definicion 2.14. Formas cerradas, Formas exactas

Sea w una formal’l Se dir4:
= Cerrada En caso de que dw =0
s Exacta En caso de que exista a una forma de un grado menor que verifique da = w

Corolario 2.2.2. Relacion entre formas cerradas y exactas

Dado que d? = 0, se tiene que cualquier forma exacta es cerrada

El corolario anterior es 1til ya que puede servir como base de estudio para la nocién de cohomologia.
La estructura algebraica de las variedades, refiriéndonos al algebra exterior, es general para cualquier ti-
po de variedades. Sin embargo las nociones de vectores y espacios tangentes fueron definidas a propdsito
sobre variedades reales, donde no debiamos tener consideracién de holomorfia, solo de diferenciabilidad
real, y pudimos construir directamente un isomorfismo. La forma ma&s directa de dotar a las variedades
complejas de estructura vectorial es ver que, en efecto, existe una equivalencia entre algunas varieda-
des suaves y las variedades complejas. De esta forma podremos ver el mismo objeto topoldgico de una

forma o la otra y, con ello, heredar las de las variedades reales sobre las complejas.

2.4. Estructura compleja de variedades reales

Podemos facilitar la tarea de dotar a las variedades de ciertos elementos mediante la definicién de
tensores que nos den idea, en base a la coherencia de su definicién o a su posible imagen, de las pro-
piedades de la variedad. La idea es parecida a la relaciéon que existe entre espacio topoldgico, espacio
metrizable y espacio métrico; en los tres subyace una estructura topoldgica, en el metrizable es posible
definir una métrica coherente y en el métrico esta aplicacién se anade directamente formando parte
de la estructura; el dotar de estructura a las variedades mediante tensores o endomorfismos definidos

sobre los espacios tangentes es una idea andloga a esta.

Para comenzar a comprobar cémo han de ser las variedades suaves para poder ser vistas como varieda-
des complejas es normal preguntarse cémo extender a nocién vectorial la idea de la unidad imaginaria;
al igual que el elemento “i” permite mediante una extensién de cuerpos llevar el cuerpo de los reales
al de los complejos, es natural preguntarse como extender de la misma forma los espacios. Para ello,

introduciremos una aplicacién que nos sirva para esto.

9Al hablar de formas se entiende que la sentencia es aplicable a cualquier forma, independiente del grado
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Definicion 2.15. Estructura casi compleja. Variedad casi compleja.
Sea V un K-espacio vectorial, un endomorfismo J : V' — V verificando J? = —Id se llama estructura

casi compleja.

Sea M una variedad diferencial n-dimensional, podemos ver una estructura casi compleja como
cualquier campo tensoria J de tipo (1,1) sobre M que verifique Jngf = —0; ; esta nocién es mas util
a la hora de hacer cdlculos pero no es mas que la representacién de J respecto a una base cualquiera.
Adn asi se preferiran las nociones intrinsecas, independientes de la base, a la hora de definir aplicaciones.

Sea W un C-espacio vectorial, se verificaill]

JPw)=—oVveW = (J—i)(J+i)=0— {i,~i} =o(J)

Gracias a este endomorfismo podemos dar un paso hacia la complexificacién de una variedad diferen-
ciable, definiendo la nocién de variedad casi compleja como aquella variedad diferenciable en la que

se define una estructura casi compleja sobre su fibrado tangente.

Ejemplo 2.4. Estructura casi compleja de R*?
Sea n € N, R?" admite trivialmente la incorporacién de estructuras casi complejas. Por ejemplo,

podemos definir la estructura, dada por indices, como:

—0; j—1 si 7€ 2N
(S)ij =
(SZ' j+1 si4 ¢ 2N

Ejemplo 2.5. Estructura casi compleja de S™
Un resultado interesante es que, no solo no todas las esferas admiten una estructura casi compleja,

sino que solo dos de ellas lo hacen, S? y S°.

Las pruebas, tanto de que S* y el resto de esferas no admiten la estructura como de que S? y S si lo

hacen, son algo largas y se prefiere no incluirlas explicitamente. Para ilustrar:

OTmplicitamente al hablar de campos tensoriales sobre variedades nos referiremos a aplicaciones sobre el fibrado tan-
gente.
HSe define como espectro de un operador A (en su defecto o(A)) al conjunto de todos los valores propios del operador.
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o La estructura casi compleja de S? es heredada de la esfera de Riemann, dénde una estructura

compleja induce una estructura casi compleja, como se vera mas adelante.

o La estructura casi compleja de S% viene dada el producto de octoniones, al ver S como el conjunto
de los octoniones unitarios puramente imaginarios. Este caso es particularmente interesante en
matematicas, ya que la cuestién de si esta estructura puede o no extenderse para formar una
variedad compleja es un problema abierto, conocido usualmente como Problema de Hopf. Puede

encontrarse mas informacién sobre este problema en [I].

Como ya se menciond, la estructura casi compleja es nuestra mejor baza para tratar de hacer un proceso

analogo a la extension de cuerpos en espacios vectoriales.

Proposicién 2.4. Extension de cuerpos de un espacio vectorial
Sea V' un K-espacio vectorial, sea K una extensién de cuerpos de K, existe un espacio vectorial que

contiene una copia de V' y permite el producto por escalares en K

Demostracion:

Vamos a construir ese espacio vectorial mediante un producto tensorial. Para ello, consideremos

K como un K-espacio vectorial, de forma que el producto tensorial queda bien definido:
VH]E;( =VerK

Dénde el subindice del producto tensorial hace referencia al cuerpo respecto al que los espacios
estan tomados.

Partiendo de VHEQ, hasta ahora K-espacio, podemos definir un producto por escalares en K ha-
ciendo que los escalares de K — K actien solo sobre la segunda componente, denotando M a la

multiplicacién, tendriamos:
v:w®ﬂ€VH§ aeK-—K— Muw,a) =w® (af) EVHEg

Dado que la compatibilidad de este producto con la suma es trivial por la linealidad del producto
tensorial, se tiene que los elementos de Vﬂg con el producto definido anteriormente es un K-espacio

vectorial, que denotaremos como VK
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Denotaremos como VE = V @k K a la extensién de cuerpos de un K-espacio vectorial V a través del

producto tensorial junto a una copia del cuerpo K, extensién del cuerpo K.

Un caso concreto de esta extensién ocurre cuando partimos de un R-espacio vectorial y tomamos C

como su cuerpo de extension. Este proceso es llamado complexificacion.

En este contexto, podemos tomar como espacio vectorial el fibrado asociado a una variedad casi com-
pleja y complexificarlo, pudiendo entonces diagonalizar el endomorfismo J ;E trivialmente, existirdn

dos autoespacios asociados a los autovalores de J como ya se vié anteriormente.

A la hora de hacer este estudio, daremos una nocién general sobre R-espacios vectoriales y luego la
aplicaremos a los espacios tangentes de una variedad real.

Sea V un R-espacio vectorial, denotaremos:

» VIO ={v e VC | J(v) =i v} Autoespacio de J de autovalor i

» VOl ={yeVC | J(v) = —i- v} Autoespacio de J de autovalor —i
Dado que J es diagonalizable se sigue el siguiente resultado:

Proposicién 2.5. Relacion de la complexificacién con la estructura casi compleja

Sea V un R-espacio vectorial, J una estructura casi compleja definida sobre éste, se verifica:
Ve —yl0 gyl y (V10y = yoL

Dénde la relacién por conjugacién se deduce trivialmente dado el producto definido sobre VC

Demostracion:

» VC=V10g V0l Sea J la estructura casi compleja definida sobre V', consideremos la inclusién
trivial:

J: VeVt — Ve
vOw — v+iw

Esta aplicacion es una biyeccion, ya que trivialmente la aplicacién@

L:VE—vHgyo!

12 J solo esta definido per se sobre T'M, la extensién a su complexificacién se toma como extensién lineal
13Se denota Z al complejo conjugado de z.
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1 1
z—>§(z+2)®§(z—2)

es su aplicacién inversa. Al ser la inclusién un homomorfismo, se tiene directamente que VC =

Vl,O o VD,l

n (VE0) = VOl Sea v € VC | v = 2 + iy se tiene:
v—iJ(v) =z —iy+iJ(z)+ J(y) =7+ J(7)

De donde se sigue V0.1 = V1.0

Corolario 2.2.3. Complexificacion del espacio tangente.
Sea (M, J) una variedad real dotada de una estructura casi compleja. Existe una descomposicién

TeM = TMY @c TMO!

Por otro lado, debemos definir correctamente las ideas algebraicas previas que se tenian en variedades

reales.

Definicion 2.16. Formas bigraduadas.

Sea V un espacio vectorial real, definimos:

P.q P q
/\V = /\V1’0®/\V071
Las formas asociadas a AP"?V se dirdn de bigrado (p, q)

Ma4s adelante, tras la definicién de las variedades de Kahler, veremos un ejemplo claro de una forma
perteneciente a A

Nota: Denotaremos como sigue a estas proyecciones sobre dlgebras exteriores:
k— . A* k
s =7 AN Ve = A" Ve
siendo 7 la proyeccion candnica.

Definiciéon 2.17. Operadores derivada holomorfa y antiholomorfa
Sea (M, J) una variedad real dotada de una estructura casi compleja, sea d la extensién lineal de la

derivada exterior. Se definen los operadores:

o =TPt1e 6 ¢ y d=T1"11 o ¢
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Al primer operador se le llamara derivada holomorfa, al segundo, antiholomorfa.

Corolario 2.2.4. Regla del producto para la derivada (anti)holomorfa
Heredandolo de la derivada exterior, se tiene que 0 y 0 verifican la regla del producto para el producto

externo.

Ahora acudamos al hecho de que el espacio vectorial de partida es un espacio euclideo, y por tanto

tiene un producto escalar asociado. Lo denotaremos por <, >, en notacion bra-ket.

Definicion 2.18. Compatibilidad
Una estructura casi compleja J se dice compatible con un producto escalar <, > definido sobre el
espacio V si verifica:

< J(),J(w) >=<v,w> Yo,weV
Es decir, si se comporta como una isometria. Equivalentemente se tiene:

Corolario 2.2.5. Relacién entre compatibilidad y ortogonalidad

Una estructura casi compleja J verifica:

J compatible <= J e O(V,<,>)

Recordando que estamos tratando de generar una estructura de espacio vectorial complejo sobre una
variedad inicialmente real, se debe definir una extensién del producto escalar asociado al espacio del que
partimos, para que nuestro nuevo producto escalar se comporte como lo haria uno complejo; definimos

entonces la forma candnica.

Definicién 2.19. Forma candnica
Sea (V,<,>) un espacio euclideo y su respectivo producto escalar y J una estructura casi compleja
compatible. Definimos la forma canénica w como:

wu,v)=—-<u,J(w) > Yu,veV

La estructura de forma es, aunque no se detallara, facil de ver. Como se indicé en su momento, podemos
ver el producto escalar como un tensor y w es una versién antisimétrica del tensor producto escalar

utilizando J.

De la definicion se obtienen propiedades directas de esta forma:
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Proposicién 2.6. Propiedades de la forma candnica:

v w(u,v) =< J(u),v >
Es decir, la forma canénica, no solo hereda las propiedades del producto escalar si no que, de

hecho, permite su extensién al cuerpo de los complejos tratando a J como la unidad imaginaria.

» {<,>;J;w} puede construirse tnicamente con dos de las tres estructuras.

Demostracion:

v w(u,v) =< J(u),v >
Si J es compatible, w(u,v) = — < u, J(v) >= — < J(u), J(J(v)) >= — < J(u),—v) >=<
J(u),v) >

» {<,>;J;w} puede construirse tnicamente con dos de las tres estructuras.

o {<,>,J} construyen w como se ha visto.
o {w,J} construye <, > usando la definicién de J : w(u, J(v)) = <wu,v > Yu,v €V

o {w,<,>} Para definir a partir de estas dos aplicaciones el endomorfismo J, construiremos

una aplicaciéon cuyo comportamiento sea semejante.

Partiendo de las propiedades anteriores de w y <, >, se tienen dos resultados que podemos

expresar en términos generales sin recurrir a J:

Ju eV tal que w(u,v) =<u,v> y w(l,v)=w(uv) YveV

Podemos entonces definir f : V' — V tal que f(u) = @ como fue definida anteriormente.
Esta aplicacion estd correctamente definida:

Sean = dim(V), B = {b;}ics |I| = n una base ortonormal. Supongamos Ju, 4’ € V | u # @’
y w(u,v) =< 4,v >=< ',v > Yv € V. Podemos entonces tomar sus componentes respecto

a la base B usando de nuevo la propiedad anterior:

<U by >=<u,b;> Vicel =>u=1u
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De esta forma la aplicacién estd bien definida; para comprobar que actia como el endomor-

fismo J basta con utilizar de nuevo la propiedad:

wu,v) = < a,v >=< f(u),v>; w(f(u),v) =—<u,v>—

ffw)=-u = f2=-Id— f=1J

De este modo, dadas dos de las estructuras anteriores, la tercera queda automaticamente definida.

A la hora de definir, posteriormente, las variedades de Kéahler, serd necesario el concepto de hermiticidad

de la forma canonica.

Corolario 2.2.6. Forma candnica hermitica.Variedad hermitica
Dada una variedad con una estructura casi compleja compatible J, dotada de una forma candnica w,

podemos construir una forma hermitica como sigue:
H(,)=<,>-Jow [

Llamaremos a esta forma, forma candnica hermitica o inicamente producto hermitico. Siempre
que sea posible definir esta forma, llamaremos a una variedad dotada de una estructura de este estilo

variedad hermitica, denotada por (H, k), déonde H es la variedad y k su forma hermitica asociada.

Ahora bien, para encontrar la relacién entre las variedades reales y las complejas, solo queda una nocién

més, la de integrabilidad de la estructura casi compleja.

Definicion 2.20. Integrabilidad y estructura casi compleja
Sea (M, J) una variedad real dotada de una estructura casi compleja J.

J se diré integrable si dy = 9y + 0y Yy € QT*M)

Dicho de otra forma, si el operador derivada exterior funciona bien con la complexificacién del espacio,

extendiéndose linealmente sobre cada autoespacio de la estructura casi compleja.

De la relacién d? = 0 se sigue:

Corolario 2.2.7. Derivada (anti)holomorfa e integrabilidad

Sea J una estructura casi compleja integrable, entonces se verifica

P=0 9*=0 90=-900

En gran parte de la bibliografia se suele denotar a esta forma como (,). La notacién H(,) se ha escogido para evitar
la anterior, quizds algo farragosa.
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Teorema 2.3. Newlander & Niremberg
Toda variedad real dotada de una estructura casi compleja integrable puede verse como una variedad

compleja.

Demostracion:

La demostracion no se detallard en esta memoria. Una prueba puede encontrarse en [20], dénde
dedican todo un apéndice (Appendix A) a ello. Aun asi, para justificar las construcciones previas

se daran dos nociones intuitivas relativas a esta equivalencia:

= Las estructuras casi complejas solo pueden definirse sobre variedades reales 2n-dimensionales por

consistencia, ya que, de esta forma, det(J?) = (—1)".

= La nocién de integrabilidad de una estructura casi compleja permite restringir atin mas la nocién
inicial de derivabilidad sobre la variedad, al igual que la nocién de holomorfidad de una funcién

es una version mas restrictiva de su derivabilidad en 2 dimensiones.

Por lo que pueden justificarse las condiciones del teorema de forma cualitativa.

A la hora de la verdad la condicién anterior de integrabilidad suele ser menos cémoda de probar en
funcién del formalismo en que nos encontremos. En general en aplicaciones fisicas, la condicién de

integrabilidad suele probarse mediante el tensor de Ninjenhuis.

Definicion 2.21. Tensor de Ninjenhuis
Sea (M, J) una variedad diferenciable dotada de una estructura casi compleja, sea J la derivada holo-

morfa. Se define por componentes el tensor de Ninjenhuis N; céomo:
Nie = Jj (0aJ¢ = 0cJ) — ¢ (Dalyf — 0,J5)

Formalmente este tensor sirve para comprobar la integrabilidad de la estructura casi compleja, ya que
propiedad es equivalente a que el tensor N se anule. La equivalencia de estas dos propiedades, una
més conceptual y otra mas operativa, permite la reformulacién del Teorema 2.3 mediante este tensor,

con el fin de tener una condicién mas préctica.

Teorema 2.3 Newlander Niremberg (2)

Toda variedad real dotada de una estructura casi compleja, cuyo tensor de Ninjenhuis se anule en todo
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punto, puede verse como una variedad compleja.

Demostracion:

La demostracién de esta versién del teorema es bastante més sencilla. Puede encontrarse en el
Teorema 3 de la seccién 2.2 en [19], dénde se demuestra que, de forma necesaria y suficiente, bajo
estas condiciones pueden definirse unas cartas bajo las cuales la estructura puede verse como una

variedad compleja.

Con el teorema anterior, podemos simplemente ver una variedad compleja como una variedad real 2n-
dimensional con ciertas cualidades especiales. De esta forma extendemos automaéaticamente todas las
nociones vectoriales dadas para variedades reales, como se ha hecho en esta subseccién, a variedades
complejas, y con ello tendriamos ya las variedades complejas dotadas de una estructura de espacio
vectorial asociado, dlgebras exteriores, formas, tensores, derivadas, y todos los conceptos previamente

mencionados.
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Capitulo 3

Variedades Kahler

Con todo lo anterior, podemos definir las formas Kdahler:

Definicion 3.1. Forma Kéahler, Variedad Kahler

Sea (H, k) una variedad hermitica y sea w la forma fundamental inducida sobre ésta.

Si la forma w es cerrada[-f]7 entonces la estructura k se llamara estructura o métrica Kahler; la
variedad asociada (H, k) se denominara variedad Ké&hler, por su parte, la forma w se nombrara como

forma Kahler.

A continuacién, antes de proseguir con el estudio de las variedades de Kéhler, se presentan dos ejemplos
de variedades de este tipo, aprovechando el primero, ademas, para ilustrar las nociones de formas y

derivadas (anti)holomorfas.

Ejemplo 3.1. Plano proyectivo y métrica de Fubini-Study
Recordando la variedad compleja definida en el [Ejemplo 2.3| el espacio proyectivo complejo P™, pode-

mos definir la familia de formas{

Vz = (2)j<n € Uy ; gk = log Z\Z—;F Vk € [0,n] C N
§=0

Obviando las comprobaciones y célculos, que pueden ser encontrados en [§], analicemos esta forma.

Dado que el argumento del logaritmo nunca presenta singularidades y es siempre mayor que 1 por cons-

truccion, la funcién esta bien definida y es holomorfa para todo su dominio. De esta manera podemos

'Recordemos, dw=0
2En la bibliograffa no utilizan estas funciones auxiliares, definen directamente la forma w a través de las w;. Se ha
preferido esta presentacién para esclarecer el concepto de forma.
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definir globalmente g sobre P" utilizando g|,, = g; y sabiendo que {Ui}i<pn forman un recubrimiento
de P", heredando las propiedades de holomorfia, etc, de cada una de las g; previa comprobacién de

que, efectivamente, g; Estando bien definida, la aplicacién g : P* — C es una forma

|UiﬂUj = g-]‘U7ﬁU1
de bigrado (0,0), es decir, g € /\0’0.

Podemos entonces definir en base a ésta otras forma mediante el uso de las derivadas; dado que es
holomorfa, automaticamente tenemos que es derivable respecto a cualquiera de las derivadas que hemos

definido para formas sobre variedades complejas. Por ende tendriamos:

es decir, podemos definir una forma ©@ = 9dg, siendo una forma de bigrado (1,1). Mas atin, por
concordancia con la bibliografia, definiremos la formaﬁ

1 _
)

WFs = Tor

De nuevo teniendo trivialmente wpg € /\1’1

Puede comprobarse que esta forma tiene como codominio R y es cerrada, lo que es sencillo de obtener
utilizando el Siguiendo esto tendrfamos definida J y w = wpg, gracias a la[Proposicidn|
2.6] autométicamente podemos definir un producto escalar sobre este espacio, compatible con el endo-
morfismo J por construccién. La métrica heredada de este producto escalar se conoce como métrica
de Fubini-Study, de ahi el subindice FS. Dado que la forma wrg es cerrada, tenemos que la métrica
de Fubini-Study es una métrica de Kahler, dotando a cualquier espacio proyectivo complejo de una

estructura de variedad de Kéahler mediante estas formas.

Fijada la idea de formas y derivadas exteriores, a continuacion otro ejemplo, mas sencillo, que ayuda

a comprender mejor la intuiciéon de complexificacion y forma Kéahler:

Ejemplo 3.2. Espacio vectorial estandar de Kahler

Sea V = R? visto como R-espacio vectorial, aprovechando la identificacién canénica entre R? y C

3En la dependencia explicita sobre el endomorfismo J es sencillo comprobar que f% =4 y por tanto w; = J(WJ;) cuya
definicién es trivial tomando el endomorfismo J(v) = v
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podemos definir la estructura casi compleja Jr2 como:

0 -1
']R2 = s
1 0

que no es mds que una expresién simple de una matriz cuyos autovalores son {i, —i}, por lo que encaja

con la definicién de la estructura.

Dotando al espacio vectorial del producto escalar definido por la matriz identidad, funcionando de
manera semejante a la primera forma fundamental en este producto, podemos obtener la forma canénica

sencillamente como:
<v,w>=v' Idw — wv,w)=[Jp2(v)]' Id w Vv, w € R

En lenguaje de formas, podemos expresar la estructura casi compleja, el producto escalar y la forma
candnica mediante las matrices:

0 -1 10 0 1

Jr2 = g= w=

1 0 0 1 -1 0
Fécilmente por su expresion matricial se aprecia que la forma canénica w es constante, y por tanto
dw = 0, es decir, es cerrada. Podemos entonces tomar R? con la topologfa y métrica usuales. Dada la
variedad trivial sobre este espacio topoldgico (Un sistema de coordenadas usual sobre R?), podemos
ver esta variedad como variedad compleja definiendo el endomorfismo Jg2 y como variedad de Kéhler

dotandola de la forma candnica inducida.

3.1. Motivacion

Las variedades de Kéahler son motivadas en fisica para explicar las discrepancias entre la intuicién
usual y los resultados que brinda la teoria de cuerdas. Esta teoria exige que el mundo que nos rodea
tenga 10 dimensiones, algo que choca tajantemente con la observaciéon a nuestro al rededor, ya que
solo somos capaces de percibir cuatro, el tiempo y tres espaciales. Esta teoria explica que esas diez
dimensiones pueden factorizarse como el producto de cuatro, que son a las que estamos acostumbra-
dos, por seis, vistas como dimensiones reales. Las seis restantes deben entonces ser lo suficientemente

“pequenas” como para pasar desapercibidas. Formalmente, estas seis dimensiones deben tomar forma
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en algun tipo de variedad compacta. Las exigencias de la teoria fuerzan la existencia, sobre esta va-
riedad 3-dimensional (desde el punto de vista complejo), de una forma que mas adelante definiremos,
el potencial Kéhler, lo cudl automaticamente permite definir una métrica de Kéahler sobre la variedad
y dotarla de esta estructura. En resumen, estas variedades son la formalizacion de la geometria que

toman las dimensiones del universo que no somos capaces a describir.

Matematicamente, las variedades de Kéhler son increfblemente ricas y existen herramientas bastante
especificas para estudiarlas. Si bien hasta ahora parecen presentar propiedades bastante restrictivas,
tras un arduo desarrollo para conseguir su construccion, realmente son mas comunes de lo que podria
pensarse. Ejemplos de esto son el plano proyectivo o incluso R? (con una sencilla extensién a R?"),
tinicamente dependemos de poder definir una forma candnica cerrada sobre la variedad para dotar a
un par (M, J), variedad - estructura casi compleja, de la nocién de variedad Kéhler. La pregunta obvia
que se puede plantear es jcuando la variedad admitirda una forma candnica cerrada?. Previo a conside-
rar restricciones topolégicas sobre cuando una variedad admite una estructura Kéahler, comentaremos

algunas de sus propiedades més relevantes.

Antes de proseguir, se recomienda leer el Apéndice I para entender de donde salen las estructuras que
siguen. Como idea intuitiva, son una generalizacién de los laplacianos en funcién de las derivadas ex-
terior y holomorfa/antiholomorfa. Su construccién detallada se puede comprobar en el apéndice, junto

a la notacion y resultados mas relevantes.

Las estructuras béasicas definidas a la hora del analisis de formas exhiben comportamientos peculiares
en el contexto de las variedades de Kéahler. En ocasiones estas propiedades se denominan identidades
de Kéhler, y sirven incluso para definir este tipo de geometrias en algunos contextos. Para lo que nos
atane, se daran primero las dos identidades béasicas y luego una tercera, consecuencia de estas; a mi

parecer, su utilidad resaltara mas asi.

Las definiciones de los operadores a continuacién pueden encontrarse en el concretamente

Lp11 Ap.13 o*p.Ay 0" b.6
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Proposicién 3.1. Identidades de Kahler

Sea M una variedad de Kéahler, se tienen las siguientes propiedadesﬁ

s Identidades de Kahler I:
[5, L =1[0,L] = [5*,A] =[0",A]=0

» Identidades de Kahler I1:

(0%, L] = i0 [0*,L] = —i0 [0, L] = i0* [0, L] = —i0*

La demostracion de las identidades anteriores, larga pero meramente de computar los conmutadores,

puede encontrarse en [8], donde se define un operador auxiliar d° para simplificar los célculos.

En el contexto de las geometrias de Kahler algunos conceptos heredados de las variedades holomorfas,
con gran importancia en general en el estudio de variedades diferenciales, se restringen atin mas. Un

ejemplo claro es el caso del laplaciano.

Proposiciéon 3.2. Laplacianos sobre variedades de Kéahler

Sea M una variedad de Kahler, se verifica:

» Identidad de Kahler ITII: A; = 2A5 = 2A;

» H' (M) =D, o, H"*(M) :
Donde se tienen los operadores operadores Ay laplaciano de Hodge Ay laplaciano holomorfo

y Ag laplaciano antiholomorfo Y los espacios H"(M) y H"™S(M) de formas

armoénicas.

Demostracion:

o Ay=2Ay=2A;

La demostracién se reduce a computar las definiciones utilizando las identidades de Kéhler

“La notacién [,] es la tipica de conmutadores en dlgebra, esto es, [A,B|=AB-BA
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previas.

Ay = 0*0 + 90"
=i[A, 9]0 + i0[A, 0]
=i (ADO — O[A, 0] — OOA) + [0, A]0 + AJI — DOA = A

Ag=(0+0) (8" +0%)+ (0" +0%) (0+0)
= Ap+Dy+ 00" +0°0+ 00" + 8%
IAa—FAg:QAa

de donde se sigue el resultado inicial.

hd HH(M) = @H»s:n H7"75<M):
Dado el resultado anterior, se tiene automaticamente que cualquier r-forma arménica tam-
bién serd armoénica respecto al laplaciano holomorfo o antiholomorfo y viceversa. Podemos
entonces caracterizar el grado de una n-forma, vista la variedad como real, con una (r, s)-
forma tal que r + s = n, por la construccién en de esta manera queda claro que cualquier
n-forma armdénica respecto a d puede verse como una (7, s)-forma armonica respecto a 9 y

0 y viceversa, de donde se siguen los resultados:

r+s=n,acH¥(M)=>acH"(M)=
HS(M) CH' (M)Vr,seN|r+s=n=
aeH'M)=3r,seN|aecH yr+s=n

Por lo que H"™ C EB H®

r+s=n

De donde se obtiene la igualdad:

H = @ HTS

r+s=n
En la proposicién anterior se percibe lo restrictivo que es exigir a la variedad el poder dotarla de una
métrica de Kahler, donde se observa como condicién necesaria que toda funcién arménica respecto a la
derivada exterior lo sea también respecto a las holomorfa y antiholomorfa y viceversa, resultado muy

poco trivial en el &mbito del andlisis.
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Definicion 3.2. Potencial de Kahler. Funcién plurisubarménica.

Sea M una variedad compleja, w su forma canodnica asociada. Sea p una funcién tal que Veriﬁqueﬂ
p: M —R p €C™® J (89p) — w Es una forma positiva

Entonces p se dira plurisubharmonica. El caso en que se verifique la igualdad, esto es I (85 p) = w,

entonces se dird que p es un potencial de Kahler.

Los potenciales de Kéhler no siempre pueden ser definidos de forma global. Sin embargo sirven como
caracterizacién de ciertas propiedades, sobre todo derivadas de la teoria de Hodge y sobre variedades
compactas. Por ejemplo, se puede demostrar que todos los posibles potenciales de Kéahler sobre una
variedad pueden verse como un espacio topolégico, y mas ain, este es contrécti]ﬁ A través de propie-
dades como ésta y por medio de la definicién de clases de Kéahler, que no abordaremos en esta memoria,
permiten estudiar las posibles métricas de Kéhler definibles sobre algunos tipos de variedades y, con

ello, dar resultados de existencia de métricas Kéahler en algunos casos.

Por desgracia, al igual que se mencionaba en el ejemplo de las esferas y dotarlas de una estructura de
variedad compleja, no hay tampoco criterios claros sobre cuando una variedad compleja puede dotarse
de una estructura de variedad de Kéahler, de modo que la clasificacién de las variedad no de KéhleI{Z] es
una cuestion muy complicada. Tanto a la hora de utilizar variedades con utilidad en fisica como por
simplicidad, dado que las caracterizaciones son mucho menos vagas y las condiciones son mucho mas
fuertes, en general se estudiaran sobre variedades de Kahler compactas, esto es, cuyo espacio topolégico

subyacente es compactoF_;]

3.2. Caracterizaciones de las variedades de Kahler compactas

Las caracterizaciones de las geometrias de Kéhler, a pesar de simplificarse sobre variedades compactas,
siguen utilizando herramientas bastante profundas provenientes de la geometria algebraica y diferen-
cial, como pueden ser la holonomia y la teoria de Hodge. A lo largo de esta seccion se dardn condiciones
que, inevitablemente, utilizan de estos conocimientos. Por simplicidad, solo se daran nociones intuitivas

en algunos aspectos. Una descripcion, si bien muy dirigida hacia las variedades de Kéhler, més formal,

5Se entiende por forma positiva a toda f € /\1’1 verificando Yv € TM  f(v, J(v)) > 0

5Se recuerda, un espacio topoldgico contrictil puede verse como aquel hométopo a un tnico punto.

"Se entiende una variedad es no de Kihler cuando, previo a asocidrsele estructuras que deban definir la forma canénica,
entiéndase, la estructura casi compleja y el producto interno, la variedad no admite ninguna métrica de Kéhler.

8Se recuerda que, inicialmente, solo se exigia la II-Numerabilidad
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podra encontrarse en los apéndices.

El principal resultado que permite estudiar invariantes topoldgicos en este contexto es el teorema de

descomposicién de Hodge.

Teorema 3.1. Teorema de descomposicién de Hodge
Sea (M, g) una variedad compleja compacta dotada de una métrica hermitica. Se tienen las siguientes

descomposiciones:
o AP = INPTII(M) @ MBS @ 0F AP
e NI = D NPT (M) @ HY @ 0 AP (M)
Del teorema anterior se obtiene otro resultado central:

Corolario 3.1.1. Descomposicién de Hodge

Sea (M, g) una variedad compleja compacta dotada de una métrica hermitica. La proyeccién candnica:
T Hg’q(M,g) — Hg’q(M)

es un isomorfismo. Donde se ha denotado Hg’q(M ) al grupo de cohomologia de Dolbeault Y por
tanto, ambas estructuras son isomorfas vistas como espacios vectoriales.

Demostracion:

Las demostraciones son largas y requieren de ciertos resultados auxiliares, por lo que se opta
por no explicitarlas en esta memoria, al ser mas relativa a teoria de Hodge que a variedades de

Kaéhler. Puede encontrarse como la Proposicién 4.2.9 en [12].

El segundo de estos resultados permite relacionar las funciones armoénicas con los grupos de cohomo-

logia, dando pie a relacionar los espectros de los laplacianos con ciertas propiedades topolégicas.

Repitiendo los resultados anteriores para la derivada exterior de forma completamente analoga, se
tiene:

HP = HY (M) .

Siendo Hpq.r.(M) el grupo de cohomologia de de Rham Se ha obtenido utilizando la descomposicién
del espectro de funciones arménicas del laplaciano Ay respecto a los espectros de Ay yAy se tiene el

siguiente corolario.
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Corolario 3.1.2. Teorema de Hodge

Sea M una variedad de Kéhler compacta, se verifica.

B = an = @ wean= @ man
p+q=k p+q=k

El Teorema de Hodge constituye un resultado central en la caracterizacién de las variedades de Kahler.
De la descomposicién dada por este teorema se obtienen los principales invariantes topolégicos. Previo

a esto, daremos una propiedad que verifican los nimeros de Hodge sobre las variedades de Kéahler.

Proposiciéon 3.3. Simetria de Hodge

Sea M una variedad de Kahler compacta, se verifica:

hPd — ROP
Siendo hP-? los nimeros de Hodge relativos a M.

Demostracion:

Dado que se verifica la propiedad Ay = Ay, y trivialmente, HP-4 = HIP| se tiene automdticamente

que, en una variedad de Kéahler: H
HPY = WPt = HIP — HEY(M) = HLP (M)

De donde se sigue el resultado.

La simetria anterior sobre los nimeros de Hodge, junto a la descomposicién dada por el Teorema de

Hodge, da lugar a las siguientes propiedades.

Proposicién 3.4. Invariantes topologicos sobre variedades de Kéihler compactas.
Sea M una variedad de Kéhler compacta n-dimensional, m € N. Denotando b, = b, (M) al m-ésimo

nimero de Betti de la variedad topoldgica subyacente a la variedad M y hP? = hP9(M), se verifica:
s b, = Zp+q:m hPa
s Todos los nimeros de Betti pares son estrictamente positivos, by, > 0V 2m < n.

= Todos los nimeros de Betti impares son pares, boy,1+1 € 2N.

9Denotando por H g’q(M ) al grupo de cohomologia asociado a la aplicacién 9, |deﬁnid0 intuitivamente aqul’].
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» h10 es un invariante topoldgico.
s PP >0V0<p<n

Demostracion:

s b= > hPU
ptg=m
Inmediato por el isomorfismo dado por el teorema de Hodge:

Hip (M) = D HY"(M)
pt+q=k

» bomt1 € 2N
Usando la simetria de los nimeros de Hodge sobre variedades de Kéahler y la primera propiedad

se tiene:

bomi1 = Z hPd — 9 Z pP2mtl=p o 9N
p+q=2m+1 0<p<m

» 10 es invariante topoldgico:
Usando la primera propiedad y la simetria de los niimeros de Hodge en las variedades de Kahler

se tiene 2h10 = b;. Por ser los ntimeros de Betti invariantes topolégicos se tiene el resultado.

= PP >0V0<p<n:
Sea w la forma canénica. w € A" (M) = wP € APP(M). Al ser cerrada, por ser M de Kihler,
se tiene dw = 0 = dw! =0 = ! =0 = ! € Hgl. Ahora bien, podrifa ocurrir que [w!] = [0],
equivalentemente, w = 08 con f € /\l’lfl(M ). Supongamos que esto ocurre.
Entonces w" = w' Aw™™ ! = 9 (BAw") = w"] = [0] € H™. Sin embargo, esta forma es
armonica segtin el laplaciano de la derivada exterior, por lo que [w"] # [0] € H3% (C) = H™.

Por ser isomorfos, la proyeccion de una en otra no puede no ser inyectiva, y por tanto llegamos

a un absurdo. Por lo que 78 tal que w! = 98 = hbt > 0.

m by, >0V 2m < n:

A partir de la primera y segunda propiedad se tiene:

bom = hPI=2 3 BPEE LR R S ) = by > 0
pt+q=2m 0<p<m
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Las cuatro propiedades anteriores presentan grandes restricciones topoldgicas a la hora de que una

variedad pueda ser dotada de una estructura de Ké&hler.

Ejemplo 3.3. Imposibilidad de variedades de Kahler sobre algunas figuras geométricas
conocidas.

Tomemos algunas figuras tipicas y estudiemos si pueden ser dotadas de estructuras de Kahler.

» La circunferencia, S':
S1 es una variedad 1-dimensional, por lo que solo presenta dos niimeros de Betti. Concretamente

bo=1y by =1. by € 2N, por lo que no puede ser dotado de una métrica de KéihlerF_UI

» El disco, D?:
Facilmente en el caso del disco bidimensional se tiene que by = 1 y b; = 1, por lo que tampoco

puede ser dotado de estructura de variedad de Kéhler.

» La esfera, 52
En el caso de la esfera, que si sabemos que podemos dotar de una estructura compleja, se tiene
que bg =1, by =1y by = 0, por lo que no podemos afirmar, con los criterios topolédgicos de que

se dispone, si podemos dotarla de una métrica de Kéahler.

= La botella de Klein:
El caso de la botella de Klein es parecido al de S'. Sin embargo, dado que no hemos dado ningtin
resultado referido a si podemos o no dotarla de una estructura compleja, podemos hacer el anélisis
de si pudiéramos darle una métrica de Kahler. Los ntimeros de Betti serian by = 1, b1 = 1, by = 0.

De nuevo por ser by impar se tiene que no podemos dotarla de estructura de variedad de Kéahler.

= Plano con n agujeros:
Un caso interesante es pensar en un plano al que le quitamos una cantidad n de agujeros cuya
interseccién es vacia. Inicialmente podremos dotarlo de estructura de variedad de Kéahler. Sin
embargo, tras el primer corte, dejaremos de poder hacerlo. Segtin estos criterios, si abrimos un
segundo hueco, o en general, un ntimero par de huecos, podriamos quizas construir una métrica

de Kahler, sin asegurar tampoco su existencia, pero no negandolo.

El dltimo de los casos revela una deficiencia clara a la hora de negar la posibilidad de construir varieda-

des de Kahler incluso en casos sencillos. Existen criterios mucho mas fuertes, por medio de aplicaciones

10F] caso de S' es trivial, pues ya se comenté que no puede siquiera ser dotado de estructura casi compleja.
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que dejan invariantes los ntmeros de Hodge o limitando las caracteristicas de las variedades, por
ejemplo, sus dimensiones. Desafortunadamente, por limitaciones tanto de longitud del trabajo como

matematicas, no podremos dar caracterizaciones més fuertes.

3.3. Algunas variedades Kahler

Anteriormente hemos visto ejemplos de espacios dotados con la estructura de variedad de Kéahler. A

continuacién se presentan dos ejemplos muy relevantes de este tipo de geometrias y un breve anélisis.

3.3.1. Variedades de Calabi-Yau
3.3.1.1. Motivacién

Las variedades de Calabi-Yau son uno de los tipos de variedades de Kéahler con mayor relevancia en
ambitos mas alla de las matematicas. Su uso fundamental, como fue mencionado en la introduccion,
es en fisica tedrica, donde explican la geometria de las dimensiones mas alld de las 4 observables usual-

mente en teorias de supercuerdas y supersimétricas.

Dando una nocién mas explicita, como ya fue mencionado al inicio del trabajo, la teoria de cuerdas exi-
ge la existencia de 10 dimensiones, tipicamente factorizadas como R x K3, dénde R'* hace referencia
al espacio de Minkowski y K3, aunque no se ahondard en la notacién actualmente, hace referencia a 6
dimensiones que toman forma en una variedad compleja compacta 3-dimensional. Bajo la exigencia de
que esta variedad sirva como solucion a las ecuaciones de Einstein en el vacio y preserven supersimetria
minima]E dan lugar a que el tipo de variedad que describa estas dimensiones sea una de Calabi-Yau.
Matematicamente, la condiciéon de que resuelva las ecuaciones de Einstein puede verse como que el es-
calar de curvatura de Ricci[5.15]se anule, lo que, en el contexto de las geometrias de Kéhler compactas,

dard lugar a invariantes topoldgicos.

Existen multitud de definiciones equivalentes para las variedades de Calabi-Yau, aunque se presentaran
estas definiciones como lema, al intersecar muchos dmbitos distintos que no han sido tratados con su
debido formalismo en esta memoria (cohomologia, grupos de estructura,...). Solo se ahondard en una

de las definiciones para su estudio e intuicién, la mas sencilla, aunque por ende, la que menos sustancia

1T,a supersimetria completa de la teorfa permite la existencia de particulas que no encajan con las observaciones a
bajas energias, en el mundo que nos rodea. Para que esta sea una teoria consistente con las observaciones, ha de exigirse
que se preserve Unicamente la supersimetria “minima”, dando lugar a la fenomenologia de particulas que conocemos.
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tiene en un estudio formal, siguiendo ademas con la idea que se mantiene desde el inicio de construir

objetos cada vez mas complejos anadiendo aplicaciones sobre estos.

Definicion 3.3. Variedad de Calabi-Yau
Sea M una variedad de Kéhler compacta conexa n-dimensional, sea B = {U;}!; un recubrimiento
extrafdo de las cartas que conforman el atlas de M. Dada una carta (U, ¢ = (2%, ")), podemos

definir una (n, 0)-forma sobre un abierto:

Q| = Qiy.i, (2) Ny d2"

donde, €2;, ;. son holomorfas. En caso de que exista (2, tal que Q|U # 0 YU € B, entonces la variedad

se dird de Calabi-Yau, tipicamente denotada por CY.

Dicho de otra forma, una variedad se dird de Calabi-Yau si existe una (n,0)-forma holomorfa que no

se anule en ningun punto de la variedad, siendo n la dimensién de la variedad.

Por si son de utilidad para la mejor comprensién de estas variedades, a continuacién se muestran, sin
explicacién mas alld de la definicion pura y sin demostracion de la equivalencia, definiciones alternativas

de estas variedades:

Lema 3.2. Definiciones alternativas para variedades de Calabi-Yau

Sea M una variedad de Kahler n-dimensional compacta, son equivalentes:
» El grupo de estructura del fibrado tangente de M puede ser reducido de U(n) a SU(n).
» M tiene definida una métrica Kéhler sobre ella cuya holonomia global esta contenida en SU(n)
s M posee una n-forma holomorfa que no se anula en ningiin punto de la variedad.

= El fibrado candnico de M es el trivial.

En caso de verificarse alguna de las propiedades anteriores, la variedad se dird de Calabi-Yau.

3.3.1.2. Propiedades de las CY

A continuacién mencionaremos algunas de las propiedades maés sencillas que verifican las variedades

CY. Tanto estas variedades como sus propiedades precisan de matematicas mucho més avanzadas que
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las presentadas en esta memoria, por lo que solo se dardn nociones bésicas cuya demostracién sea
asequible. Primero se incidirda en la repercusion principal de la existencia de la forma 2 y luego se

propondré la formulacién histérica de las variedades de Calabi-Yau.

Previo a esto, necesitaremos un resultado auxiliar proveniente del andlisis complejo.

Lema 3.3. Funciones holomorfas sobre variedades compactas.
Sea M una variedad compacta, sea f una funcién holomorfa sobre todo M. f sera una funcién constante.

Demostracion:

Por ser f holomorfa, la aplicacién médulo de f, |f| : M — R es continua. Por ser M compacta,
|f|(M) C R es un compacto, por lo que |f| presenta un méximo sobre M en cierto punto p € M.
Dado que el atlas de la variedad, A, forma un recubrimiento abierto, se tiene que 3(U, ¢) € A
con p € U. Por ser f holomorfa sobre U y aplicando el principio del médulo maximo se tiene
que f(x) = A Vz € U. Por ser M conexa, podemos aplicar prolongacién analitica, de donde se

obtiene f = A.
Proposicién 3.5. Propiedades de la forma (2

s Clasificacién de la forma Q:

La forma €2 es cerrada, co-cerrada, y armonica.

s Unicidad de la forma :

La forma €2 es unica salvo proporcionalidad

Demostracion:

s Clasificaciéon de la forma (:
Partiendo la hipétesis de que la variedad es Kahler, se tiene por tanto que es compleja y posee

una estructura casi compleja integrable, por lo que d = 9 + 0. Dado que € es holomorfa, se tiene

0Q = 0. Dado que es una n-forma, 9Q tendria primer grado n + 1 y por el [Corolario 2.2.1| se

tiene que 02 = 0, con lo que d2=0, es decir, {2 es cerrada. De la misma forma, es co-cerrada H

y por ser ambas, dado que Ay = dd* + d*d, se tiene que Agz2 = 0, es decir, 2 es armédnica.

s Unicidad de la forma :

Sea Q otra (n,0)-forma que no se anula en ningin punto de la variedad distinta de €. Por

12Puede encontrarse esta definicién segin el operador estrella de Hodge en el Apéndice I.
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construccion se verifica:
3f holomorfa | Q(z) = f(2)Q(z) Vze M
Sin embargo, por el lema anterior, las unicas funciones holomorfas sobre toda la variedad, si la

variedad es compleja, compacta y conexa son las constantes, por lo que se tiene Q = A\Q A € C.

Las variedades de Calabi-Yau presentan una invariancia topoldgica que las define dentro de las geo-
metrias de Kéhler, su primera clase de Chern se anula. Si bien esta caracterizacién es importante,
la definicién de las clases de Chern requiere de un arduo camino. En este trabajo, y uniendo con la
motivacion inicial de este tipo de variedades, daremos una nociéon completamente equivalente a esta
caracterizacién pero mucho mas simple. En este contexto se tiene el resultado que, histéricamente,

ilustré la definicién de las variedades de Calabi-Yau:

Proposiciéon 3.6. Relacion entre CY y el tensor de Ricci.

Sea M una variedad de Kahler, son equivalentes:

= M es una variedad de Calabi-Yau

= Kl tensor de Ricci, definido en [5.15] es constante segin la derivada exterior.
Demostracion:

= CY = Ricci plano :
Sea M una variedad de Calabi-Yau, por definicién existe una (n,0)-forma  que no se anula en

ningun punto; se tiene entonces que podemos definir la funcién:
Q 2 1 all_n anl_)nQ Q, _ (=
H H = E‘g ---g ai...an (Z) b1...bn (Z)

que es una funcién real positiva, dado que 4, . 4, es holomorfa. Por la caracterizacién de las

formas dada por la |[Definicion de formas diferenciales| es antisimétrica bajo el intercambio de

cualesquiera dos indices. Por otro lado, contiene tantos indices distintos como la dimensién de la
variedad (es maximal). Debe entonces ser igual, salvo por una funcién holomorfa, al simbolo de
Levi-Civita con la funcién, que llamaremos f, no pudiendo anularse en ningin punto segun la

definicién de €. Incluyendo esto en la definiciéon de la primera funcién y utilizando la definicién
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del [tensor de Ricclil se tiene:

|fI?

2
R sl o R=-7100 In (11211%)]

117
V9

De donde se obtiene que R = 0, por ser la derivada antiholomorfa de una funcién holomorfa.

= Ricci plano = CY:
Hay dos caminos para probar esta implicacién. Sin embargo no se detallaran al salirse de los con-
ceptos que se presentan en esta memoria. La primera atraviesa conceptos de holonomia. El hecho
de que la variedad sea Kéhler restringe su grupo de holonomia a U(n) C SO(n). La condicién
de que la curvatura de Ricci se anule lleva a que el grupo de holonomia sea SU(n). Esto, junto
al principio de holonomia, fuerza a que exista una forma de bigrado (n,0) que no se anule en

ningn punto.

La otra versién atraviesa invariantes topolégicos, y demuestra que la curvatura de Ricci nula
implica que la primera clase de Chern se anula, lo que a su vez implica que la variedad es de

Calabi-Yau. Los detalles se pueden encontrar en [13].

El resultado anterior fue, de hecho, la definicién que se dio en su momento de este tipo de varieda-
des. Sin embargo, su uso tan intensivo en fisica ha llevado a que incluso se tengan definiciones no
equivalentes por distintos autores, en funcién de las propiedades de la métrica, de su holonomia, pro-
piedades de su fibrado tangente. Incluso en algunas referenciaﬁ se definen tratando de generalizar
estas propiedades a variedades no compactas, como es el caso en que se exige Q A asintéticamente, “;—7

como condicién sobre variedades no necesariamente compactas. Como se menciond anteriormente, se

preferira no ahondar en estos farragosos terrenos.

3.3.1.3. Ejemplos de variedades de Calabi-Yau

Para ilustrar la existencia, la apariencia y el uso de estas variedades, se proponen a continuaciéon dos

ejemplos.

Ejemplo 3.4. El toroide. C'Y;

13M4s informacién sobre la extensién a variedades no compactas puede encontrarse en [21].
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Sea M una variedad compleja de dimensién 1, automaticamente la forma canodnica sera cerrada, ya
que w € /\1’1(M ) = dw = 0, por lo que serd una variedad de Kéhler. Consideremos que la variedad es

compacta. Sea la curva de variable x definida por:
v(@)=23+ar+b 2€C, a,beR

De esta forma podemos construir una 1l-forma que no se anula en ningin punto de la variedad 2

mediante:

1
Q= ——dzx
y()

Los céalculos que demuestran que no se hace cero para ningin punto en la variedad pueden encontrarse

en [22]. De esta manera, dotamos a la variedad de una estructura de CY'.

Ejemplo 3.5. El quintico. C'Y;

Figura 3.1: Ejemplo de seccién bidimensional de un C'Y3.[2]

Considérese C® con su estructura trivial como variedad y la ecuacién definida por las coordenadas

canoénicas z1, 22, 23, 24, f:
Atz et +f7=0 21,2, 2,2,f€C

Dado el marco anterior, proyectemos entonces esta ecuacién sobre el espacio proyectivo P* sobre el que
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ya hemos trabajado. En este contexto, una de las coordenadas se pierde. Por comodidad tomaremos a
f como la coordenada que eliminamos en la proyeccion, de esta forma obtendriamos unas coordenadas

o}, | a; = 2;/f y la ecuacién podria verse como:
5. 5., 5 5
o] +ay +azgtoag=—1,

quedan entonces solo 3 coordenadas complejas, sobre el espacio proyectivo, independientes, y por tanto

la hipersuperficie que da lugar a la solucién de esta ecuacién serd de dimension 3.

No se entrard en detalles sobre las comprobaciones pero la variedad generada por la ecuacion anterior

es claramente compactaﬁ y admite una (3,0)-forma holomorfa como sigue:

Sl
PN

que puede ser definida globalmente y nunca se anula, por lo que es, efectivamente, una variedad de
Calabi-Yau.

En términos generales, cualquier polinomio de grado 5 igualado a 0, con expresion general:

§ Cijkimzizjzkz12m = 0
i7j7k7l?m

define de hecho una variedad de Calabi-Yau.

3.3.2. Variedades Hiperkahler

Uno de los tipos de variedades de Kahler importante y, quizas, intuitivamente construibles, son las
variedades Hiperkahler. El salto de las variedades de Kéahler a las hiperkahler es, de hecho, muy

analogo al del cuerpo de los complejos para generar el cuerpo no conmutativo de los cuaterniones.

3.3.2.1. Motivacion

De nuevo, las aplicaciones de este tipo de variedades aparecen en la fisica tedrica. Las soluciones no

singulares a las ecuaciones de Einsten en el Vacfdﬂ con una métrica definida positiva, se conocen

Dada la topologfa usual sobre C, Hausdorff, la preimagen de cualquier conjunto compacto de una aplicacién f : A — C
serd compacto, al serlo el -1 por ser unipuntual, y ser los polinomios continuos, la variedad que da solucién a la ecuacién
serd compacta

15T as ecuaciones de Einstein devuelven, en base al contenido material y energético del sistema, la geometria del espacio
tiempo.
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como instantones gravitatorios. Estos instantones son descritos por una variedad real 4-dimensional de
ciertas caracteristicas. Sin embargo, sus propiedades permiten extender esta variedad al caso complejo,

donde estas soluciones toman la forma de una variedad Hyperkéhler.

Definiciéon 3.4. Variedades Hiperkahler
Sea H una variedad dotada de tres estructuras casi complejas I , J , K diferentes, verificando las

identidad de los cuaterniones, esto es, verificando:
IP=J*=K*=1JK =-Id

Si la métrica es compatible respecto a cada una de ellas, y la forma canénica construida respecto a

cada una de estas estructuras es cerrada, entonces la variedad se dira variedad Hiperkéhler.

Las variedades Hiperkédhler pueden verse como una variedad H dotada de estructuras casi complejas
que se comportan como las unidades imaginarias de los cuaterniones y que cada uno de los pares

(H,I), (H,J), (H, K) tienen estructura de variedades de Kéahler.

En analogia al estudio hecho para las Calabi-Yau se proponen a continuacién, sin mostrar la equi-
valencia ni dar detalles, otras definiciones validas, desde otro punto de vista, para las variedades

Hyperkahler.

Lema 3.4. Definiciones alternativas para variedades Hyperkahler

Sea M una variedad de Kahler 2k-dimensional compacta, son equivalentes:
s M tiene definida una métrica Kahler sobre ella cuya holonomia global esta contenida en S’ p(k:)[ﬂ

s M posee tres estructuras casi complejas que verifican las condiciones dadas en la definiciéon an-

terior de variedad Hyperkéahler.

3.3.2.2. Propiedades de las variedades Hyperkihler

Basandonos en el ejemplo anterior y para comprender ain mas la profundidad de las variedades de

Calabi-Yau, se presenta como primera propiedad de las variedades Hyperkahler la siguiente:

165p(k) denota al grupo simpléctico
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Proposicién 3.7. Variedades Hyperkaher y Calabi-Yau.
Las variedades Hyperkahler son también variedades de Calabi-Yau.

Demostracion:

Sea M una variedad Hyperkahler de dimension real n cuyas estructuras casi complejas asociadas

son I,J y K, sean wr,w; v wgi sus formas candnicas asociadas.

La demostracién es trivial, aunque cruza, como la mayor parte de estudios sobre las Hyperkahler, la
nocién de holonomia. En este caso se tiene inmediato el resultado dado que Sp(k) C SU(2k), y por la

caracterizacion dada en el [Lema 3.3| se tiene el resultado.

Existe una clasificacion dada por Federigo Enriques y Kunihiko Kodaira conocida como clasificaciéon de
Enriques-Kodaira que separa las superficies complejas compactas en diez clases. Estas clases presentan
en muchos casos propiedades similares y, bajo los criterios de la clasificacién, existen invariantes por
clase, como son los ntmeros de HodgeE] En el caso de las variedades Hyperkahler clasifica toda
posible variedad compleja compacta de dimensién compleja dos vista como variedad Hyperkéhler como

equivalente a una superficie tipo K39 o a un toroide de dimensién real cuatro.

3.3.2.3. Ejemplos de variedades Hyperkahler

Si bien las 3 estructuras complejas deben poder ser definidas viendo la variedad como una variedad real
4n-dimensional, en general se trabaja con la nocién de estas variedades que procede de la holonomia,
pero que no es tratada en esta memoria. Por esto, a continuacién se propone un ejemplo que, si bien

trivial, permite ver la construccién sin necesidad de utilizar holonomia.

Ejemplo 3.6. Variedad Hyperkihler trivial sobre R*
Consideremos R* como R-espacio vectorial. Podemos establecer cuatro endomorfismos que funcionan

como las unidades imaginarias de los cuaterniones mediante las matrices:

0 -1 0 0 0 0 -1 0 00 0 -1
10 0 O 0 0 0 1 00 -1 0
0 0 0 -1 10 0 O 01 0 O
0 0 1 0 0 -1 0 0 10 0 O

Tomando como tensor métrico la matriz identidad, es decir, suponiendo la métrica euclidea, tendremos

"Mas informacién sobre esta clasificacién puede encontrarse en [23].
18Tas superficies K3 son variedades compactas conexas de dimensién compleja dos que verifican ciertas propiedades.
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una estructura de variedad real caracterizada por una unica carta. El sistema de coordenadas asociado
serd ¢ = (t,x,y, z). En este contexto, las tres estructuras son integrables, ya que son constantes y las

derivadas antiholomorfa y holomorfa son lineales.

Aplicando el teorema de Newlander Niremberg, podemos ver esta variedad como una variedad compleja

2-dimensional. Obteniendo las formas candnicas asociadas a cada estructura casi compleja:

0 1 0 O 0 01 O 0 0 01

-1 0 0 O 0 0 0 -1 0 0 1 0
wr = wy = WK =

0O 0 0 1 -1 0 0 O 0 -1 0 0

0 0 -1 0 0 1.0 O -1 0 0 0

Claramente, todas son cerradas por ser constantes, por lo que la variedad compleja asociada a esta

variedad es una variedad Hyperkahler.
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Capitulo 4

Conclusiones

Para terminar, hagamos un breve resumen de la teoria discutida resaltando los resultados con mayor

relevancia.

Hemos comenzado definiendo el concepto de variedad y, en base a las propiedades de las cartas, hemos
dado las nociones de variedad real y variedad compleja. Tras esto, hemos construido una estructura
vectorial sobre las variedades reales (espacio y fibrado tangentes) y una estructura algebraica (dlgebras
tensorial y exterior). A través de estas estructuras hemos generalizado nociones, como la de derivada,

al terreno de las variedades.

Tras estudiar estas estructuras en el ambito real, hemos complexificado las variedades reales por medio
de un endomorfismo, la estructura casi compleja. Para ello hemos dado las condiciones necesarias y
suficientes para ver una variedad real como una compleja y viceversa, mediante el teorema de Newlan-

der & Niremberg.

En el capitulo 2 hemos definido las variedades de Kéhler, deduciendo varias propiedades exéticas relati-
vas a operadores sobre el dlgebra exterior. Gracias a la relacién entre los laplacianos segtn las derivadas
exterior, holomorfa y antiholomorfa, hemos establecido una descomposicién del grupo de homologia en
base a los grupos de cohomologia de Dolbeault sobre las variedades de Kahler. Esta descomposicién
llevé a obtener ciertas condiciones necesarias para que un espacio topolégico pueda ser dotado de un

estructura de variedad de Kahler, dadas en base a invariantes topoldgicos, los nimeros de Betti.

Posteriormente, en el capitulo 3, hemos hecho un ligero estudio sobre unas variedades de Kéhler es-
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pecificas, las variedades de Calabi-Yau, tratando de ilustrar su uso en fisica tedrica y entendiendo cémo
éste puede relacionarse con invariantes topoldgicos, como la primera clase de Chern. A pesar del interés
de las clases de Chern como invariantes topolégicos, por la complejidad y el espacio que requeririan,
no se ha podido dar formalidad sobre este tema.Para terminar hemos dado la nocién de variedades
Hyperkéhler, con una breve y casi dogmaética introduccién a sus propiedades, ya que son variedades

que tipicamente se estudian desde el punto de vista de la holonomia.

Como conclusién, las variedades de Kéhler son geometrias muy ricas dentro de las geometrias complejas.
Exhiben propiedades bastante inusuales que nos permiten relacionar el espacio topolégico subyacente a
la variedad con diferentes aspectos del algebra externa. Y, dentro de su clasificacién, existen variedades

que sirven como sustento para teorias fisicas muy avanzadas.
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Capitulo 5

Apéndice I. Profundizando en el

algebra exterior

En la [Seccién 2.3] construimos una estructura algebraica sobre las variedades, el dlgebra exterior, cu-

yos principales objetos son las formas, su producto exterior asociado, la nocién de derivada exterior, etc.

Los objetos principales definidos en esa seccién y en las siguientes de la memoria son los necesarios

para construir como tal las variedades Kéhler y tener unas herramientas minimas para explorarlas.

En este apéndice se trataran ciertos operadores, propiedades y clasificaciones de las formas mas alld de
lo estrictamente necesario en la seccién 2, con el objetivo de obtener una mayor cantidad de informacién
y dar unas nociones béasicas en caso de que se carezca de ellas. Por simplicidad a la hora de refererise

a ellas, las ecuaciones mas relevantes seran numeradas, en contraposicion al resto de la memoria.

I.I Formas Armoénicas y teoria de Hodge

En primer lugar existe un operador de gran relevancia en el estudio de variedades, asi como lo es en
las ecuaciones diferenciales, el laplaciano. Existe una extensién de la nocion del laplaciano, segin la
derivada exterior, sobre formas. A través y durante su construccién, es posible llegar a condiciones algo
restrictivas sobre el que una variedad sea de Kéhler. A continuacién iremos definiendo los operadores
con mayor relevancia para este estudio y dando unas pinceladas sobre sus ideas intuitivas con el fin de

poder aplicarlos al estudio de las geometrias de Kéahler.
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Existe un método para construir una nocién de dualidad entre las formas, sabiendo qué, como se men-
ciond en el Corolario 2.2.1, en toda variedad de dimension finita, existe un nimero finito tal que las
formas de mayor grado que éste se anulan. De esta manera, podemos establecer una relacién entre
las formas de cierto grado y las de grado dimensién de la variedad sustrayendo éste, por medio del

operador estrella de Hodge.
Para definir el operador estrella de Hodge debemos atravesar primero la nocién de elemento de volumen.

Antes de proseguir, quisiera clarificar que muchos de los conceptos a continuacién presentados tienen
muchas definiciones alternativas y equivalentes. Algunas, bastante tipicas, son menos exigentes con las
hipétesis, como el exigir el ser una variedad real orientable en vez de pedir que admita una estructura
de variedad compleja. Se han decidido incluir estas definiciones y proposiciones asi con el fin de no
densificar el trabajo, ya que, para nuestro objetivo tinicamente seran necesarias las nociones aplicables
a variedades de Kahler y al restringir estas nociones a variedades con estas propiedades se pueden

evitar muchas comprobaciones y conceptos asociados.

Definicién 5.1. Elemento o Forma de volumenll
Sea M una variedad real de dimensién n admitiendo una estructura de variedad compleja y con una

métrica g definida por un tensor de tipo (1,1), g. Dada una carta (U, ¢ = (z;)

? 1), se define entonces

la forma de volumen asociada a la métrica g en la carta (U, ¢) como:E|
volg(U) = /|g| N2y da; (5.1)

La anterior forma estd asociada a la idea de volumen sobre las variedades. Se usard vol, para referirse
a la forma de volumen asociada a una métrica independientemente del abierto sobre el que se esté.
En estos momentos lo utilizaremos para comprobar una versién formal de la definicién del operador

estrella de Hodge.

!Esta definicién puede hacerse también, como otras que se han tomado a lo largo de la memoria, sobre variedades
diferenciales reales, sin embargo exigen condiciones que no se han explicado, por lo que se han hecho directamente sobre
variedades que admiten una estructura compleja.

2La notacién |g| hace referencia al determinante del tensor g.
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Definicion 5.2. Operador estrella de Hodge
Sea V un C-espacio vectorial de dimensién finita n, denotando V* su dual, y sean g una métrica
definida en el espacio y vol, su forma de volumen asociada. Llamaremos operador estrella de Hodge,

denotado por *, a la aplicacién lineal « : A¥(V) — A" 7¥(V) que verifica:

k
aAxf = g(a, B) voly Ya,p € /\(V)

De nuevo, al igual que ocurria con la derivada exterior y las derivadas holomérfica y antiholomérfica,
cometemos un ligero abuso de notacién. En este caso, la estrella de Hodge parte del espacio de k-formas
y llega al espacio de (n — k)-formas. Sin embargo como estd bien definida y mantiene las propiedades
para todos y cada uno de los espacios, se suele llamar en general x independientemente del grado de

la forma sobre la que actuia.

Proposicién 5.1. Existencia, unicidad y calculo de la estrella de Hodge

En las condiciones de la definiciéon anterior, el operador estrella de Hodge esta bien definido, existe, es

Unico, y dada una base determinada, podemos expresar las componentes de la forma resultante como:E]
Vgl

(KB)Mdn e = TB“I'““’“em.,.uk,\l...xn_k (5.2)

La prueba podra encontrarse detallada en [4], dénde parten de la primera definicién y comprueban de
forma algo farragosa la existencia y la unicidad, para luego por un proceso algo tedioso obtener las
coordenadas de una base de las k-formas al pasar por el operador y con ello construyen las componentes

de la imagen de cualquier k-forma.

La estrella de Hodge sirve para generalizar varios conceptos a variedades que antes solo se encontraban
en terrenos como el andlisis, las ecuaciones diferenciales o la geometria de curvas y superficies en R™.
Esto es un resultado directo de alguna de las propiedades del operador. Por ejemplo, podemos ver al

operador estrella de Hodge como una extensién del producto vectorial en R3.

Ejemplo 5.1. Producto vectorial en R?

Sea R? dotado de estructura de R-espacio vectorial con la métrica usual dada por el producto escalar,
y sea {e’ ?:1 la base canédnica, podemos computar directamente la estrella de hodge de las siguientes
formas:

*(61/\62)263 *(62/\63)261 *(63/\61)282

3Denotando por € al simbolo de Levi-Civita.
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De esta forma se observa que, por linealidad, la estrella de Hodge permite extender la nocién de

producto vectorial sobre R?

Como ya se comentd, de aplicar la estrella de Hodge dos veces se tendria:
QF(v) S QnR(v) S ok

De ahi el aspecto de dualidad de este operador. Se tiene entonces la siguiente definicion:

Definiciéon 5.3. Dual de Hodge
Sea a € QF(V) € N, se llamard dual de Hodge o simplemente dual en caso de entenderse por el

contexto, a la (n — k)-forma *«, siendo n la dimensién de V.
El operador estrella de Hodge presenta las siguiente propiedades béasicas:

Proposicién 5.2. Propiedades del operador *
Dada una variedad real M de dimensiéon n admitiendo una estructura de variedad compleja y dotada
de una métrica g proveniente de un producto escalar <, > y sea g el tensor métrico asociado a esta;

sea * el operador estrella de Hodge, y sean «, 5 € Qk(M) se tiene:

= Dualidad:

Se verifica que x(xa) = (—1)k=k)q

= Compatibilidad:

Se verifica que < *a,*A >=< a, A\ >

s Dual de la unidad:

Se verifica x1 = vol,

Demostracion:

o x(xq) = (=1)FFq .

Para mostrar esta propiedad utilizaremos la caracterizacion por coordenadas dada en la

|Proposici(’)n 5.1|7 suponiendo 3 € QF(V) se tiene:

V1l

(x* B)rrn, = m(*5)’”"'”"’kﬁﬂl...yn,kxl..‘xk

lg]
(**5)A1..‘Ak:mﬁm..mﬁm P TRD VI 1
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Reordenando los indices en los simbolos de Levi-Civita y teniendo en cuenta permutaciones:
(k% B)arng = —1F7RBy = sk f = 1R vg e OF(V)

o x1 =wol, :
Se tiene directamente, para cada carta (U, ¢ = (xl)?zl)ﬁ

Vgl

contrayendo
(*1)>\1m>\n = T 1 €Lt AL An

*1 = +/|g| N dx; =wvoly(U)

Se observa que, el dual del dual no lleva de nuevo, de forma general, al elemento inicial, dependera del

grado de las formas.

Por otro lado, la mayor utilidad de la estrella de Hodge no es solo su valor como operador per se, si
no su capacidad para generalizar operadores mas importantes. En geometria diferencial, el operador
estrella de Hodge sirve para extender, mismamente, la nocién del laplaciano de R™ a cualquier variedad

diferenciable o compleja. Previo a esto, optamos por definir la co-derivada o dual de la derivada externa:

Definicion 5.4. Co-derivada externa
Sea M una variedad, a € QF(M) una forma, y sean dj, la derivada exterior de k-formas y x; el operador

estrella de Hodge sobre k-formas, se define el operador co-derivada sobre k-formas d; como:
o= (=1 g dy g, 0 (5.3)

Al igual que ocurre con el resto de operadores, se puede tomar su actuacién en general y definir el
operador d* para formas de cualquier grado, teniendo en cuenta esta vez el signo, que puede variar en

funcién del grado de la forma sobre la que se aplique el operador.

La propiedad mas bésica, heredada del hecho de que d?> = 0 y x? = %1, es que también podria definirse

una cohomologia sobre el dual de la derivada externaﬂ

Corolario 5.0.1. Cohomologia sobre la co-derivada externa
Sea d* el operador co-derivada, se verifica:

d*? =0

4Se resalta, el factorial dividiendo se cancela con la suma de todas las permutaciones dadas por el simbolo ¢, dado que
serian las permutaciones de n elementos, y por tanto n!

5No se ahondard en este tema, solo decir que la caracterizacién del generar una cohomologfa puede ocurrir siempre y
cuando la aplicacién de dos veces un operador se anule siempre, como ocurre con la derivada externa.
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Definicion 5.5. Laplaciano de Hodge
Se define el operador laplaciano de Hodge, o simplemente laplaciano, en el contexto de variedades,

como el operadorﬁ

A=dd+dd" (5.4)
A continuacién un par de propiedades bésicas de este operador:

Proposicién 5.3. Propiedades del laplaciano de Hodge

Sea M una variedad, se tiene:

e Ap i QF(M) — QF(M)

» A= (d+ d*)2
m A - Ax=0
Demostracion

La primera propiedad es trivial viendo los dominios e imédgenes de ambos operadores que definen
A. La segunda propiedad es sencilla de probar utilizando (d + d*)? = d?> + d*? +d d* +d* d y

sabiendo, como se vio previamente, que d?> = d*? = 0. La tercera propiedad es también inmediata

utilizando la propiedad de dualidad de la |Proposicion 5.2|

Un ejemplo para comprobar que, efectivamente, en variedades sencillas a las que estamos acostumbra-

des, el laplaciano de Hodge recupera la nocién de laplaciano es su actuacién sobre R3:

Ejemplo 5.2. Recuperando operadores diferenciales usuales

Con las estructuras anteriormente definidas se ha dicho que se generalizaron ciertos conceptos, veamos
el por qué.

Tomemos una variedad compleja, aunque veamosla como variedad real 2n-dimensional por simplicidad,
M; y tomemos f € QY(M) o, equivalentemente, f € C®(R). Sea d el operador derivada externa, se

tiene entonces:

of
df = dx;
If O, Ly
2n
En la base de diferenciales df = ( gg{ ) v De esta forma se observa una analogia clara d <= V,
1 Z:

siendo V el operador gradiente tipico en geometria real y andlisis. Cémo ya se observé en el

°En general se utilizara A en referencia al laplaciano de Hodge, salvo que se vayan a utilizar otros operadores laplacianos
que seran definidos mas tarde, caso en que se utilizara la notacion Ag.
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el operador x se puede ver en este tipo de variedades como el producto vectorial. De esta manera

se tiene directamente que la composicién de ambos es el operador rotacional:
* = X d <= V dx < VX

La extensién del operador divergencia es algo mas complicada. Aplicando resultados tipicos de calculo

diferencial, una vez visto lo anterior, es sencillo comprobar su expresion:
V. <= xdx
Y de esta forma se tendra:
Ag=d'd+dd <= V-V-VxVx=A

Ad<:>A

De esta forma, en los terrenos usuales del andlisis, cuando definamos variedades triviales sobre espacios
que ya conocemos, tratando las funciones tipicas como 0-formas, los operadores de Hodge extienden

las nociones relativas a los operadores mas importantes del calculo diferencial correctamente.

Una reflexion interesante para el estudio que se pretende hacer en esta memoria, dedicada sobre todo
a variedades complejas, es sobre qué derivada construir los operadores estrella y laplaciano de Hodge.
Cémo se vio al dotar de una estructura compleja a las variedades reales, los conceptos como las
formas graduadas o la derivada exterior se parten en dos, en funcién de la holomorfia o antiholomorfia,
pasando de formas graduadas a formas bigraduadas, de derivada exterior a derivadas holomorfa y
antiholomorfa, etc; de esta forma los operadores anteriores también tienen cierta, no ambigiliedad, pues
estan bien definidos, si no, de alguna forma, necesidad de ampliarse hacia estos nuevos conceptos en

la geometria compleja.

Definicién 5.6. Coderivadas en variedades complejas. Laplacianos (anti)holomdérfos

Sea M una variedad compleja, se definen los operadores:

s Co-derivada holomorfa:

9t = (=1)P=R) 5 0y Hp (5.5)

-
I

actuando sobre una (k,0)-forma
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s Co-derivada antiholomorfa:

5; = (_1)k(n—k) *k 5k * (56)
actuando sobre una (0,k)-forma
= Laplaciano holomorfo:
Ag=00"+9" 0 (5.7)
s Laplaciano antiholomorfo:
Ay =00"+09"0 (5.8)

El abuso de notacién sobre cualquier tipo de forma en vez de solo las de grado k serd equivalente al
de los operadores definidos con anterioridad. La buena definicién de estos operadores se hereda de los

operadores en los que se basa su construccién.

Corolario 5.0.2. Descomposicién de la co-derivada exterior

Dada la linealidad del operador estrella de Hodge y la derivada exterior, se tiene:
d* =9+ 0"

Si se computa, puede verse que el laplaciano es, debido a la propiedad anterior, un operador autoad-

junto. Se obtiene entonces la relacién{’]
Aa = |dal® + |d*af?

De donde se tiene la siguiente propiedad:

Proposicién 5.4. Inclusién de funciones arménicas en clases de cohomologia

Por la propiedad anterior, se tiene:
Aa=0 <= da=d'a=0

El desarrollo previo, con motivo de relacionar las funciones armonicas con la cohomologia de Dolbeault,

"Mas informacién sobre esto en [3], capitulo 3.
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es valido también para la 0.

La definicién de estos operadores no es tan relevante en el estudio de variedades complejas en general,
al menos desde el punto de vista mas topoldgico y algebraico, y saliéndose del analisis de las formas. Sin
embargo, concretamente en el caso de las variedades de Kéhler, como se comprueba en la
se dan propiedades bastante restrictivas que permiten ver los operadores como equivalentes (salvo
por una constante) lo que relaciona sus espectros de soluciones. Las soluciones al operador laplaciano,
por analogia al caso del operador laplaciano comtn, se conocen como armonicos. En el caso del operador
laplaciano sobre R” las soluciones se llaman funciones arménicas. En este nuevo contexto se presentan

las formas armonicas:

Definiciéon 5.7. Formas armodnicas, espacios de formas armédnicas. Sea M una variedad real,
sea A el operador laplaciano relativo a su derivada exterior. Se denomina forma armodnica a cualquier
forma a € QF(M) verificando:

Aa=0

En el caso de las variedades complejas, esta definicién es extensible a los tres laplacianos definibles. De

esta forma, dada una (p, ¢)-forma, se tendréd que es:
s Armoénica: Aga =0
= Armoénica bajo el laplaciano holomorfo: Aga =0
= Arménica bajo el laplaciano antiholomorfo: Aja =0

Dada esta clasificacién, al ser soluciones de una ecuacién diferencial en términos de las derivadas

exteriores, se tienen los espacios:

= Espacio de r-formas armoénicas:

H" (M) = {« r-forma sobre M | Agjae = 0} (5.9)

» Espacio de las (p, ¢)-formas armdénicas:

HPI(M) = {« (p, q)-forma sobre M | Apa = Aja = 0} (5.10)

Existen otros dos operadores, si bien importantes en la teoria de derivada de los operadores de Hodge

sobre variedades, quizds no tan estrictamente necesarios salvo para teoremas de caracterizacién de
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Kaéhler compactas, y con andlogos en R™ mas difusos. Por consistencia con lo presentado en secciones

anteriores de la memoria, se definen a continuacion:

Definicion 5.8. Operador de Lefschetz. Dual del operador de Lefschetz Sea M una variedad
compleja, dotada de una forma candnica w, se definen los operadores:
Lp: N'M — AF2M

(5.11)
« — a ANw

conocido como operador de Lefschtez, denotado usualmente por L independientemente de la forma

sobre la que actia. Asimismo,

Ap = (=DFO=F) o [« (5.12)

conocido como dual del operador de Lefschetz o operador dual de Lefschetz. La notacién es la
misma que en el caso anterior; se le ha llamado A en vez de L* por ser tipicamente denotado asi en la

bibliografia.

La buena definicién de estos operadores y su linealidad es trivial segin las propiedades del producto

externo.

I.IT Tensores y conexiones sobre variedades.

Tanto por su uso y estudio en si mismo como por su importancia a la hora de interpretar y modelizar
teorias, existen ciertas nociones relativas a las variedades reales, extensibles a las complejas, de las que
es imprescindible hablar en este tipo de descripciones y que, de hecho, también presentan ciertas pro-
piedades especiales en las variedades de Kéhler. Abogando por la simplicidad y debido a la longitud de

esta memoria, no se hard un analisis extenso, pero si se definirdn algunos conceptos bastante relevantes.
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Definicion 5.9. Simbolos de Christoffel
Sea M una variedad compleja n-dimensional, vista como una variedad diferenciable 2n-dimensional, y
sea g la métrica asociada, con g su tensor métrico subyacente; se definen los simbolos de Christoffel,

denotados por I}, como Sigueﬁ

gpa (augou + 31/9#0 - 309;“/) (5.13)

En general, los simbolos de Christoffel pueden entenderse también como la parte sin torsién. Dicho de
otra forma, que “funciona correctamente” con la derivada covariante, de forma analoga a la derivada

usual sobre funciones.

Los simbolos de Christoffel sirven para definir una cantidad que si tiene una intuicion clara, conocida
como curvatura de Riemann. Es un tensor que ilustra, de forma local, cuan cerca esta la variedad de

ser plana.

Definiciéon 5.10. Curvatura de Riemann
En las condiciones de definicién de los simbolos de Christoffel, se define el tensor de tipo (1,3) conocido

como curvatura de Riemann como:

Ry, =007, -1, —oI,, +1,,; (5.14)

En base a este tensor, que mide de forma local esta curvatura, podemos definir el objetivo de esta

rapida reflexién sobre las variedades tipica en relatividad general, la curvatura de Ricci.

Definicion 5.11. Tensor de Ricci. Curvatura de Ricci. En el marco de las definiciones anteriores,

podemos definir los siguientes objetos matematicos:

Row =R, — R=g"Rey (5.15)

opv

Siendo el primero el tensor de Ricci, un tensor de tipo (2,0), y el segundo la curvatura de Ricci,

un escalar al haber contraido todos los indices, la traza del tensor de Ricci.

Se recuerda que las definiciones dadas de estos objetos son claramente locales, por lo que, de forma

8 Al ser notacién tipica de la geometria real no se ha hecho mucho hincapié. Intrinsecamente se estdn tomando unas
coordenadas (z*),cr y las derivadas se han denotado como 3% =0u
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directa, en gran cantidad de casos no seran constantes, si no que al seleccionar puntos de la variedad

nos daran informacién concreta sobre estos.
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Capitulo 6

Apéndice II. Cohomologia e invariantes

topologicos

Existe toda una extensa rama de las matematicas, relativa a las varieades, conocida como cohomo-
logia, que permite encontrar caracterizaciones de ciertas estructuras matematicas en el ambito de la
geometria diferencial, relacional las propiedades topoldgicas con operadores sobre estos objetos y, en

general, dar herramientas para la clasificacion de variedades.

El propédsito de esta seccién serd definir formalmente varios elementos que permiten caracterizar la
existencia de estructuras de Kéahler sobre variedades compactas, como los niimeros de Betti o de Hod-
ge, asi como propiedades topoldgicas que describen ciertas nociones importantes en fisica en algunas

de estas variedades, como las clases de Chern.
Inicialmente estudiaremos un minimo de homologia, tanto porsencillez en su definicién como por su

importancia en la descripcion de las geometrias de Kéhler, mas adelante abordaremos un terreno mucho

mas amplio, el de la cohomologia.
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I1.I Homologia y niimeros de Betti

En la definicion de cualquier estructura matematica suele ser sencillo construir subestructuras del mis-
mo tipo sobre ella, como ocurre con los grupos y subgrupos o los espacios vectoriales y subespacios
vectoriales. Sin embargo en el caso de las variedades la definiciéon de este tipo de relaciones no es
inmediata, de hecho, existen diversos tipos de subvariedades atendiendo a las nociones de inmersién
o encaje (del inglés embedding). En nuestro caso, trabajaremos con la definicién posiblemente mas

intuitiva de subvariedad.

Durante esta seccion utilizaremos la notacién H™ para referirnos al semi-espacio positivo de dimension

n, esto es, H" = {(x;)".; € R" | z,, > 0} con la topologia heredada de la usual de R".

Definicion 6.1. Subvariedad.
Sea M una variedad, M = (M, A) siendo M un espacio topolégico sobre un conjunto X y A un atlas
asociado, con A = {(U;, ¢;) }ier verificando Im{¢;} C E™ Vi € I para algin E un K-espacio euclideo.

Sea N C X; M se dird subvariedad de M si se verifica:
Vpe NI (U, p)e Atalquepe Uy ¢(NNU)=E"N¢(U) para algin m < n

Dénde E™ se toma como el subespacio {(z;)7, € E" | ; =0Vj > m}
En caso de que para todo punto de la subvariedad, la carta asociada sea diferenciable (holomoérfica) la

subvariedad se dird diferenciable (holomorfica).

De esta forma podemos extender la nocién de subestructuras al terreno de las variedades. Por otro
lado existen varios conceptos relacionados con la topologia que precisan de una nocién mas intrinseca
que la heredada bajo el espacio topoldgico subyacente a la variedad, para ello, se precisa una definicién

intermedia entre las nociones de espacio topolégico y de variedad.
Definicion 6.2. Variedad topologica
Sea M un espacio topolégico, M se dird variedad topolégica en caso de que se verifique:

Vp € M 3U € NP verificando 3¢ homeomorfismo ¢ : U — E

Para algiin E espacio euclideo.

De esta forma se le exige iinicamente al espacio ser localmente homeomorfo con algin espacio euclideo,
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no la existencia de un atlas que verifique las propiedades de una variedad y mucho menos el dotar al

espacio de esta estructura extra.

Proposicién 6.1. Variedades y variedades topolégicas
Una variedad (real, compleja) puede verse como una variedad topolégica con una estructura de variedad
dada a través de un atlas (real, complejo).

Demostracion:

Sea M una variedad, sea {U;};cs el recubrimiento abierto del espacio topolégico M subyacente
que conforman los abiertos de las cartas del atlas, sean ¢; : U; — E sus funciones asociadas,

cuyo codominio es un espacio euclideo.

M:UU,- — YWeM3IU;jel|peclU; =
i€l

= Vpe M 3U; e N? | ¢; : Uj — E es homeomorfismo.

Y por tanto M es localmente homeomorfo al espacio euclideo [E, M es variedad topoldgica.

El reciproco sin embargo no es cierto, existen ejemplos, como puede ser EgEI de variedades topolégicas
que no pueden ser dotadas de un atlas real. A las variedades topoldgicas, ademads, pueden asocidrseles
estructuras de variedad diferentes, un ejemplo trivial seria una variedad topoldgica dotada de una
estructura compleja o de una estructura real; mientras la variedad cambia, la variedad topolégica es
la misma para ambas visiones.

Dada la nocién de variedad topoldgica, puede definirse correctamente su idea de frontera:

Definicion 6.3. Interior y frontera de una variedad.
Sea M un espacio topoldgico verificando ser una variedad topoldgica y ser Hausdorff, M se dird con

frontera si es localmente homeomorfo al espacio H" para algiin n € N.

Se denominara en este contexto frontera, denotada por OMEL a aquellos puntos de la variedad topoldgi-
ca para los que alguna carta lleva al subespacio {(z;)?, € H" | z,, = 0} de H". El interior estara
formado por aquellos puntos para los que alguna carta lleve al subespacio {(x;)!, € H" | z, > 0},

denotando el conjunto por M.

Proposiciéon 6.2. Propiedades de la frontera de variedades topoldgicas.

Sea M una variedad topoldgica con frontera, OM su frontera y M su interior, se verifica:

'Esto es consecuencia del teorema de Rokhlin. Mas informacién en [I8], capitulo 3.
2La notacién para la frontera de una variedad y para la derivada holomorfa de formas es la misma, se sobreentenders
a qué se hace referencia por el contexto, si se aplica sobre una variedad o sobre una forma.

69



« M= OM UM

s Si M es dotada de una estructura de variedad M n-dimensional, se verifica que M como conjunto
es una subvariedad y que, heredando la estructura de la variedad M, M es una variedad (n—1)-

dimensional.
» OOM =10

Demostracion:

Las demostraciones pueden ser encontradas en [15].

A pesar de poder imaginar, en base a la primera de las propiedades y la similitud de los conceptos,
que las nociones de frontera e interior de una variedad podrian inducirse por las nociones topoldgicas
relativas en el espacio topoldgico subyacente, la tercera de las propiedades anteriores permite comprobar
que esto no ocurre, ya que, en cualquier caso, la frontera de la frontera de cualquier conjunto, dado un
espacio topolégico, siempre es ella misma, no define una cohomologia como lo hace en el caso de las

fronteras sobre variedades.

Definiciéon 6.4. p-cadena. Frontera de p-cadena.
Sea M una variedad diferenciable y conexa E| sea {NN;}? ; una sucesién de subvariedades de M p-
dimensionales heredando la estructura de variedad de M; sea {c;}]"; C R, se define una p-cadena

como la suma formal:
n
ap = E CiNi
i=1

A la que se le asocia la nocién de frontera:

6ap = i CiaNZ‘

i=1

En caso, como se ha definido, de que los coeficientes {c;} sean reales, entonces la p-cadena se dird
real, en caso de que sean complejos, se dird compleja. La tnica exigencia formal que le pediremos
a los coeficientes es la estructura de anillo. Por estabilidad de la suma formal, existe una extensién
utilizando la nocién de grupo unicamente. Sin embargo para el objetivo de este trabajo, se prefiere dar

una condicién mas fuerte por simplicidad.

Partiendo de las definiciones anteriores, podemos definir los siguientes conjuntos:

3Al hablar de variedad conexa se hace referencia a que su espacio topolégico subyacente es conexo.
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» Z, ={a, | dap = 0} El conjunto de p-cadenas sin frontera.
» B, = {0aps1} El conjunto de fronteras de las (p + 1)-cadenas.

Podemos dotar ambos conjuntos de estructura de grupos mediante la suma formal, tal y como se

definieron las cadenas en la [Definicion 5.15, Haciendo esto, comprobando que B, < Z,, dado que

00ap+1 = 0, podemos tomar el grupo cociente, en su defecto, el espacio cociente.

Definicion 6.5. Grupo de homologia de orden p sobre M.

Sea M una variedad, sea M la variedad topolégica con frontera subyacente, sean Z, y B, definidos
anteriormente, se define el grupo de homologia de orden p sobre M como el grupo cociente entre
estos:

Hp = Zp/Bp

Los elementos de este grupo son las clases de equivalencia z, ~ z, + 0z,+1, conocidas como clases de

homologia.

Dada una variedad M, y sea R el anillo de coeficientes {¢;}I"; C R, el grupo de homologia de orden
p sobre M en base a los coeficientes del grupo R se denota por Hy(M, R), por ejemplo Hy(M,R) o
H,(M,C). En caso de que no se especifique el grupo de coeficientes respecto al que se esta tomando el

grupo de homologia, se sobreetendera que es (Z,+). De esta manera, H,(M) = H,(M,Z)

La importancia de la construccién de estos grupos es que son invariantes bajo homotopias, y por
tanto, propiedades topoldgicas que se preservaran a través de homeomorfismos, como caso concreto de

homotopia.

Teorema 6.1. Invariancia de los grupos de homologia

Sean X e Y espacios topoldgicos verificando:
o X e Y son variedades topoldgicas
o X e Y son homotépicamente equivalentes.

Entonces los grupos H,(X) y H,(Y) son isomorfos para todo n. Més aun, si una variedad topoldgica
es conexa y contractil, todos sus grupos de homologia son 0 excepto Hy = Z.

Demostracion:

La demostracién no sera detallada en esta memoria, ya que exige atravesar primero grupos de

homologia singular y conceptos en los que no merece la pena hacer hincapié. No obstante, los
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detalles pueden encontrarse en [7] en la Seccién 2. La idea de la demostracion es tomar una apli-
cacién continua entre X e Y, la cual induce un homomorfismo entre los grupos de homologia, de
donde, utilizando la equivalencia homotépica, se puede comprobar que el homomorfismo inducido

es, de hecho, un isomorfismo.

Definicion 6.6. Nuimeros de Betti.

Sea M una variedad topoldgica. Se define el r-ésimo niimero de Betti, b, comoﬁ
by = rank(H,(M)) (6.1)
Viendo H,(M, R) como R-espacio vectorial en caso de que sea un cuerpo, puede definirse también:
b, = dimgp(H,.(M,R)) (6.2)

En caso de que haya ambigiiedad, se denota b,(M), haciendo referencia a la variedad a la que nos

referimos.

Podriamos dar los niimeros de Betti para cualquier anillo R. Sin embargo, en lo que concierne a este
trabajo, los tinicos anillos que nos interesaran seran Z, R y C. La definicién se da tinicamente sobre R
ya que los nimeros de Betti dependen tinicamente de la caracteristica del anillo, no del anillo concreto,

y los tres ejemplos anteriores tienen la misma caracteristica, ()EL

Ejemplo 6.1. Intuicién de niimeros de Betti sobre el toro.

Historicamente, a los niimeros de Betti se les ha dado varias intuiciones geométricas, quizas la mas
intuitiva es la relativa a los huecos k-dimensionales. En esta intuicién podemos ver al niimero de Betti
by, como el nimero de huecos k-dimensionales presentes en el objeto geométrico, tomando by como el
numero de componentes conexas.

De esta forma, podemos considerar un toroide en R3 con la topologia usual.
= by serd el nimero de componentes conexas, es decir by = 1.

= by serd el nimero de huecos unidimensionales en el toro, esto es, el nimero de agujeros circulares

de la figura. En este caso tenemos el agujero central del toro y la cavidad interior b; = 2.

*la notacién rank(G) hace referencia al rango del grupo G.
SEsto puede verse facilmente a través del rango del grupo de homologia sobre anillos en vez de la nocién de dimensién
sobre un cuerpo, ambas equivalentes en el caso de los cuerpos
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Figura 6.1: Intuicién del primer nimero de Betti en el toro. Hay dos “agujeros” unidimensionales
contenidos. Se muestran en color rojo.

m by serd el nimero de huecos bidimensionales, esto es, cavidades “transitables” completamente

encerradas bajo una superficie. Solo se tiene la cavidad del toro, by = 1.

Figura 6.2: Intuiciéon del segundo numero de Betti en el toro. Hay una zona transitable cubierta
completamente por la superficie de la figura. Se muestra en color azul.

73



Ejemplo 6.2. Intuicion de niimeros de Betti sobre la botella de Klein.

Otro ejemplo, menos sencillo, pero igual de valioso para la intuicién de los niimeros de Betti es el de
la botella de Klein.

Siguiendo el esquema anterior:
» by = 1, al presentar una sola componente conexa.

s b1 = 1, ya que solo existe un hueco unidimensional, la cavidad interior de la botella.

Sz

Figura 6.3: Intuicién del primer ntimero de Betti en la botella de Klein. Hay un tnico “hueco” unidi-
mensional en la figura. Se senala en azul en miltiples puntos para mejorar su visionado.

= by = 0, ya que no existe ninguna cavidad bidimensional en la figura. Si tratamos de transitar
la figura por el aparente interior de la superficie siempre podremos salir al exterior por algin

camino.

La importancia de los nimeros de Betti, en lo que nos concierne, es doble. Por un lado, permite definir

elementos mas elaborados que sirven como criterios para la comprobacién de cuando una variedad
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puede dotarse de una estructura de variedad Kéhler. Por otro lado, los mismos nimeros funcionan en
parte como una de estas caracterizaciones para variedades compactas. De esta manera es importante
comprobar que los nimeros de Betti son invariantes topoldgicos. Sin embargo, dado que la equivalencia

homotodpica de espacios induce un isomorfismo en los grupos de homologia H™, este resultado es trivial.

Corolario 6.1.1. Invariancia de los nimeros de Betti.

Los nimeros de betti son invariantes por homotopias, por tanto, son invariantes topoldgicos.

Las propiedades de los ntimeros de Betti relativas a las variedades de Kéahler serdn exploradas en el
sapitulo 3] Sin embargo, a continuacién se da una restriccién importante en los niimeros de Betti, o,

visto de otra forma, un isomorfismo nada trivial entre los grupos de homologia.

Teorema 6.2. Dualidad de Poincaré.

Sea M una variedad compacta de dimensién n, se verifica:

Hy(M,R) =2 H,,_;(M,R)

Para cualquier anillo R.

Demostracion:

La prueba puede ser encontrada en [24]. Parte de la construccién sobre R y generaliza para

cualquier anillo.

De la relacién anterior entre grupos de distintos érdenes se tiene la siguiente dualidad relativa a los

numeros de Betti.

Corolario 6.2.1. Dualidad en ntiimeros de Betti.

Sea M una variedad m-dimensional compacta, se verifica:

br(M) = by (M)
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I1.IT Cohomologias de de Rham y Doulbeault

La descripcion anterior y la construccion de los nimeros de Betti se basan en la propiedad de que la
frontera de la frontera es siempre el vacio. Siempre que planteamos la construcciéon de un operador 0
que presume esta propiedad, esto es, que 00A = 0 VA, autométicamente encontramos un camino para

una formulacién matemadtica semejante.

Este tipo de procedimientos, en que asociamos estructuras matematicas a operaciones que cumplen la
propiedad anterior se denomina cohomologia, y funciona como una herramienta enormemente im-

portante a la hora de dar propiedades topolégicas y algebraicas en dmbitos como el de las variedades.

Si recordamos, con anterioridad ya vimos otros operadores que verifican la propiedad que permite
definir una cohomologia relativa a ellos. En nuestro caso, la derivada exterior d y las derivadas (an-

ti)holomérficas @ y 0, en este contexto, presentan una cohomologia asociada.

En el estudio relativo a la derivada exterior podemos hacer referencia de nuevo a las formas cerradas y
exactas. Se recuerda, las formas cerradas son aquellas formas « que verifican da = 0, mientras que las
formas exactas son aquellas que verifican que existe una forma 8 tal que o = df, dado que la deriva-

da exterior presenta la propiedad de que d? = 0, cualquier forma exacta es cerrada, pero no a la inversa.

Esta afirmacién es, en realidad, un método para definir los conjuntos Z, y B, del caso anterior. La
extension de estos conjuntos al ambitos de la derivada exterior es trivial y permite definir los grupos

de Cohomologia de de Rham.

Definicion 6.7. Grupo y clases de cohomologia de de Rham.

Sea M una variedad real n-dimensional, sea «y una k-forma. Se definen las formas cerradas como
el conjunto de formas Z, = {a, | dayy, = 0}, y las formas exactas como el conjunto de formas
By = {dap_1}.

Dotando a estos dos conjuntos de una estructura de grupos, trivialmente con la suma de formas, se

define el grupo de cohomologia de de Rham de orden p Hg. R como el grupo cociente:
Hg.R. = Zp/Bp

En analogia a los grupos de homologia, los elementos de H: 5. . son clases de equivalencia oy ~ ap+dfy—1
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llamadas clases de cohomologia.

Los grupos anteriores son, en variedades diferenciables, la principal relacion entre las propiedades
topologicas del espacio topoldgico subyacente a la variedad y las formas sobre esta. Esto se da a través

del teorema de de Rham.

Teorema 6.3. Teorema de de Rham.

Sea M una variedad real y p € N. Se verifica:
Hj g (M) = Hy(M) (6.3)

Demostracion:

La demostracién puede encontrarse en Teorema 5.8 en [5].

Por lo que serd indistinto hablar de grupos de homologia o de grupos de cohomologia de de Rham.

Del mismo modo que en el caso anterior, las derivadas 9 y 0 sobre formas definen una cohomologia,
al verificar la propiedad 92 = 0% = 0. La cohomologfa relevante para la descripcién que buscamos se
conoce como cohomologia de Dolbeault o 9-cohomologia, y es la relativa al operador 0. De esta manera
definimos de nuevo los conjuntos anteriores, esta vez, debiendo explicitar el bigrado de las formas, al

estar trabajando directamente sobre la estructura compleja de la variedad en la que nos encontremos.

Definicion 6.8. Cohomologia de Dolbeault. Niimeros de Hodge.
Sea M una variedad compleja n-dimensional compacta, denotando como « una (p, ¢)-forma. Denotan-
do Zg’q el conjunto de formas O-cerradas, esto es, que verifican o = 0, y denotando de igual manera

las formas d-exactas como BY? = {a | a=09p, B € AP (M)}

Al igual que en casos anteriores, se tiene Bg’q C Zg’q, de donde podemos definir el grupo de coho-
mologia de Dolbeault como el cociente:

HEA(M) = Z29(0M)/BLY(M) (6.4)

La C-dimensién de este cociente visto como espacio vectorial se conoce como niimeros de Hodge,
denotados por hP9(M):
WP9(M) = dime (Hg’q(M)) (6.5)
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Los niimeros de Hodge se pueden entender intuitivamente como una extensién de los niimeros de Betti
en geometria diferencial complejas. Sin embargo, no son propiedades topolégicas en general, pudiendo
demostrarse que lo son para cualquier variedad compleja y conexa de dimensién lﬂ La utilidad de los

numeros de Hodge radica, para lo que nos concierne, en sus propiedades sobre geometrias Kéahler, las

cuales son discutidas en el

Tipicamente, los nimeros de Hodge se representan mediante una estructura conocida como diamante
de Hodge, justificindose en que los valores de p y ¢ no puede superar la dimensién de la variedad.

Como ejemplo, para describir una variedad 3-dimensional, se representan los nimeros de Hodge como:

h 33
h 32 hz.‘i
h:%l h22 h_l'&
30 J2 h12 j, 03
h_Eﬂ h 11 ;?.02
r" L 10 } L' 1
fi LNA]

Como ejemplo mas concreto, en el caso de los C'Y3 simplemente conexos, como se menciona en el

capitulo correspondiente, son descritos por:

1
0 0
0 i 0
1 R k2 1
0 pi 0
0 0
1

Dénde la tnica libertad a la hora de seleccionar nimeros de Hodge en este tipo de variedades seran los
cuatro numeros centrales, quedando el resto ligado por propiedades como primera clase de Chern nula
o la dualidad de Serreﬂ una generalizacién de la dualidad de Poincaré. Atendiendo a las propiedades
dadas ademads sobre variedades de Kéhler, se puede ver que los tinicos nimeros independientes serdn
Ry 21

5Realmente es inmediato al dotar la variedad de estructura de Kihler y usar la descomposicién dada en

"Mas informacién sobre esta dualidad en [6]. Utilizando teorfa de haces.
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Existen unas clases de cohomologia més que, no solo funcionan como invariantes topolégicos, si no que
estdn relacionadas con el tensor de Ricci R, definido en el sin embargo, al ser especificas

de las variedades de Kéahler, su construccion y propiedades prefiere darse en el estudio especifico de las

variedades de Kéhler del

Para terminar, por completitud, daremos una nocién equivalente a las cohomologias de Dolbeault y de

de Rham definidas anteriormente que permiten extender esta nocién.

Como ya se comento, en los tres casos tratados en esta seccion, el objeto fundamental en la definicién de
cualquiera de estas clases de cohomologia es la existencia de un operador d que verifica d?> = 0. En este
contexto, existe una forma maés directa de construir cualquier cohomologia por medio de aplicaciones.

Daremos el ejemplo con la derivada exterior, que se comporta sobre el espacio de las formas como:

QM) - o' () - 02 L o3 s

Recordando que, realmente, a cada espacio n se le haya asociado un operador d,,, por lo que estricta-

mente deberia describirse como:

Q0(M) 20 (M) L 02 (M) 2 3 (M) L
de donde, trivialmente, podemos recuperar los grupos de cohomologia de de Rham mediante el cociente:

H} p (M) = ker{d,}/Im{dn_1}

De esta forma queda patente el hecho de que cualquier operador de tipo A2 = 0 define unos grupos
de cohomologia y, por tanto, que los resultados anteriores pueden extenderse. Por ejemplo, podemos
considerar una cohomologia semejante a la de Dolbeault pero referida al operador 0, cuyos grupos de

cohomologfa denotaremos por H5?(M).
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