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Introduccion

Las variedades son los elementos centrales de la geometria diferencial. Se introdujeron en el siglo
XIX araiz del interés de estudiar una geometria no euclidea, aunque hasta la primera mitad del siglo
XX no se formalizaron las definiciones y los términos que usamos en la actualidad. Ya sea en otras
areas de las Matemadticas o en campos como la Robética, la Estadistica, la Computacién Gréfica o la
Fisica Tedrica [1], las variedades y las técnicas que se utilizan en su estudio tienen una gran importan-
cia en el mundo de la investigacion. Por familiaridad y para ilustrar esto dltimo, a lo largo del trabajo

se incluirdn algunas aplicaciones a la Fisica Tedrica de los conceptos vistos.

En este trabajo se dard una introduccién a las variedades diferenciables y a cémo se desarrolla un
calculo diferencial e integral en las mismas. Se pretende que el trabajo esté autocontenido de manera
que alguien con nociones bdsicas de Algebra Lineal, Anlisis y Topologia pueda seguirlo en su totali-
dad. Aunque el contenido es algo denso, los resultados estdn demostrados con todo el detalle posible

y hay varios ejemplos desarrollados para facilitar la comprension.

Como objetivo final del trabajo se definird la integracion en variedades para demostrar la versién
mas general del teorema de Stokes, uno de los resultados centrales del cdlculo vectorial y cuyas apli-

caciones mds simples se ensefian en casi todos los grados de ciencias e ingenieria.

Antes de empezar, nos gustaria dar un agradecimiento especial a Andrés Vifia Escalar, quien im-
parti6 un curso extracurricular de Geometria Diferencial que result6é de gran ayuda para la realizacién

de este trabajo.



Capitulo 1

Variedades: conceptos basicos

1.1. Primeras definiciones

Antes de definir lo que es una variedad hace falta definir los elementos que la van a constituir. Co-
mo el enfoque de este trabajo serd la integracién en variedades, se pedird que los espacios topolégicos

satisfagan una serie de propiedades que se suelen resumir como “’ser localmente homeomorfo a R™”.

Sea (M, T) un espacio topoldgico. A lo largo de este trabajo supondremos que|[1]

= M es Hausdorff: para todo x,y € M con x # y existen U,V € 7 abiertos disjuntos de M tales

quex e U,y eV.
= M es segundo numerable: la topologia 7 de M posee una base de abiertos numerable.

= Para todo p € M existen dos abiertos U € 7,W c R (W abierto con la topologia usual) con

p € Uy un homeomorfismo ¢ : U — W.

El imponer estas propiedades puede resultar un poco arbitrario a primera vista, pero son necesarias
si se quiere definir un célculo que generalice el de R".

A la hora de derivar e integrar, es muy comun trabajar con sucesiones y limites. En un espacio
Hausdorff se puede demostrar aplicando la definicién de convergencia de una sucesion [2] que el
limite de toda sucesién convergente es tinico. No tener esta garantia de la unicidad de los limites
complica mucho las cosas.

Por otra parte, las otras dos condiciones dotan a las variedades de propiedades como la compacidad



local o la conexidn local. Para lo que vamos a hacer en este trabajo nos interesa sobre todo la conexién
local, que demostraremos para usarla posteriormente.

Estas condiciones también permiten introducir una métrica o tensor métrico en las variedades, que
se utiliza, por ejemplo, para obtener las ecuaciones del movimiento de una teoria de campos en Fisica.

(31

Ademais de esto, en numerosas ocasiones usaremos el convenio de suma de Einstein para aligerar

la notacidén. La regla es la siguiente:

= Si un indice mudo (es decir, que se puede cambiar por cualquier simbolo sin alterar el sig-
nificado de la ecuacién) aparece dos veces, una como subindice y otra como superindice, se
sobreentiende que se suman. Por ejemplo,

N . .
Dixiy = xy (1.1)

i=1
m .. ..
Zg”xiyj =g xiy;. (1.2)

= Los superindices en el denominador de una fraccién se consideran como subindices a la hora

de aplicar las reglas. Por ejemplo,

3
R R B R

= — = — — — 1.3
;Hx‘f Oxt 6x1f+6x2f+8x3f (1.3)

Dentro de este trabajo, se usa este convenio de suma en ecuaciones como (2.8), donde hay un suma-
torio sobre el indice j, (3.31), donde hay r sumatorios sobre los indices i1, ..., i, y [ sumatorios sobre
los indices ji, ..., ji, ¥ (3.54), donde se suma sobre el indice j y sobre los r indices iy, ..., iy.

En todo momento se dejara claro cudntos términos tiene cada sumatorio y, naturalmente, cuando
estas reglas no se apliquen, se pondrd un sumatorio donde corresponda.

Los indices se suelen poner arriba o abajo segun si el objeto con el que trabajamos esta relaciona-

do con un espacio vectorial o su dual y cobrard mas sentido en el capitulo 3.

Definicion 1.1 Sea (M, 1) un espacio topolégico, U € 1. Una aplicacién
¢ : U cC M — R" se llama carta sobre M si es un homeomorfismo sobre su imagen y dicha imagen

¢ (U) es un abierto de R". A la carta ¢ se le suele denotar (U, ¢) para tener en cuenta su dominio.



Las cartas nos permitirdn dar una nocién parecida a las coordenadas en R” en espacios topolégicos
mads abstractos: para cada punto p de M, tendremos una serie de funciones reales que nos definen el
punto de R" correspondiente ¢(p) = (x'(p),x*(p), ...,x"(p)) Siguiendo esta notacién muchas veces

vamos a denotar (U, x', ..., x") ala carta (U, ¢).

Definicion 1.2 [4] Sea (M, T) un espacio topoldgico. Llamaremos atlas C® a un conjunto de cartas
{(¢:,Ui) }ier tales que los abiertos {U;}icy forman un recubrimiento abierto de M y tales que, si

Ui NU;j # 0 para algiin par i # j, entonces la composicion
¢pio¢; ¢;(UinU;) CR" - R" (1.4)

es una funcion de clase C* (en cuyo caso se dird que ¢ y W son cartas compatibles).

1

La condicién de que el “cambio de coordenadas” ¢; o ¢, sea C* nos asegura que no haya

problemas de definicién a la hora de usar cartas cuyos dominios se intersequen.

M
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Figura 1.1: Conjuntos involucrados en un cambio de coordenadas entre dos cartas (U, @) y (V,¢)

Definicion 1.3 Sea (M, 7) un espacio topoldgico. Al conjunto M junto con un atlas A de clase C* se
le llama variedad diferenciable (o simplemente variedad, en este trabajo siempre se usardn varieda-
des diferenciables). Se impone que todas las cartas de A tengan como conjunto de llegada el mismo

R”™, a la dimension n la llamaremos dimension de la variedad.

Se puede demostrar ([1]) que la dimension de una variedad es un invariante topoldgico, es decir,

una variedad de dimension # solo puede ser homeomorfa a otra variedad de dimension n, lo que elimi-



na la necesidad de imponer que la dimensién de los R" sea siempre la misma. Como la demostracion
utiliza resultados bastante alejados del propdsito de este trabajo, no la daremos.

Como curiosidad, el estudio de las variedades no esta solamente limitado a las variedades reales. Si
se quiere trabajar con nimeros complejos, se pueden definir variedades analiticas 2n-dimensionales
si las cartas tienen C" como llegada y exigiendo que los cambios de coordenadas sean funciones

analiticas.

Definicion 1.4 [4] Una variedad diferenciable de dimension n se llama suave si su atlas A es maxi-
mal, es decir, si existe otro atlas B tal que A C B, entonces A = B. A este atlas maximal se le llama

también estructura diferenciable en M.

Proposicion 1.1 [4] Todo atlas C* de una variedad M estd contenido en un vinico atlas maximal.

Demostracion:

Sea A = {(Uj, ¢;) }ier un atlas cualquiera de M y consideramos el siguiente conjunto:
B=AU{(y;.V)lpioy;' esCVie I} (1.5)

Probemos que B es un atlas. Para ello habrd que ver que las cartas que hemos anadido sean com-
patibles con las cartas de A, es decir, que sus cambios de coordenadas sean C* sobre la interseccion
de sus dominios.

Sean (¥4, V), (Wp, Vp) tales que V, N'Vj, # 0. Como ambas cartas son compatibles con todas las
cartas de A y los U; forman un recubrimiento abierto de A, podemos encontrar una carta (¢;, U;) para

cada punto de V, NV}, de forma que ¢; o zﬁa‘l y ¢; o tﬁgl son ambas C*. Entonces

Vaouy,' = Wao i) o (gioy,"). (1.6)

Esto es una composicion de dos aplicaciones que son C* por hipétesis, por lo que ¥, o (//EI es C™.
Por tanto B es un atlas.

A partir de esto también podemos ver la maximalidad de B: cualquier carta compatible con B debe
ser compatible con las cartas de A por definicidn, pero eso implica por la construccién de B que dicha
carta pertenece a B.

Solo falta ver la unicidad. Sea B’ otro atlas maximal que contenga a A. Entonces, de nuevo, todas

las cartas de B’ deben ser compatibles con las de A, por lo que pertenecen a B 'y tenemos que B’ C B.



Como ambos atlas son maximales, se debe tener B’ = B.m.

Esta proposicion nos va a permitir hablar siempre en términos de variedades suaves. Como siem-
pre tenemos asegurada la existencia del atlas maximal, es conveniente usarlo para trabajar con nuestra
variedad.

Entonces, cada vez que digamos “variedad” nos estaremos refiriendo a una variedad diferenciable

y suave.

Definicion 1.5 [4] Sea M una variedad de dimension n'y (U, ¢) una carta sobre M. Se dice que una
aplicacion f : U ¢ M — R es de clase C* si la composicion f o ¢~' : ¢(U) C R" — R es de clase

(Gha

Observacion: esta definicion asegura que independientemente de la carta, f es C* en cualquier

punto p € U. Si ¢ es otra carta tal que p estd en su dominio y f es C® segun ¢,
foul=fo(@log)oy T =(fog o (goy™. (1.7)

Como el primer paréntesis es C™ y el segundo es un cambio de coordenadas, que también estamos
suponiendo C*°, la composicion también lo es.

Ya que tenemos definidas funciones C™, va a ser interesante definir sus derivadas parciales.

Definicion 1.6 [4] Sea M una variedad de dimension n, (¢,U) una cartade My f : U c M —» R
una funcion C®. Se define la derivada parcial de f en el punto p € M con respecto a la coordenada

x' (1 <i <n)como

of B
ﬁ(l?) =

(fop™h)

——(8(p). (18)

La derivada parcial también es una funcién C*®. Notando que p = ¢~'(¢(p)), podemos ver que

of | _ 9o

o ¢! L.
oxt °¢ ox! (1.9)

viendo ambas como funciones en ¢(U). Como, por definicién, f o ¢! es C*, la derivada parcial
también lo es.
Vemos ahora cémo se definen aplicaciones entre variedades. De nuevo, nos apoyaremos en que

las cartas nos permiten trasladarnos a R".



Definicion 1.7 [4] Sean M una variedad de dimension n y L una variedad de dimension m. Una
funcion f : M — L se dice de clase C* si la composicion y o f o ¢~ 1 ¢(U) C R" — R es una

funcion de clase C* para toda carta (U, ¢) de M y para toda carta (V,y) de L.

Observemos que si fijamos que la variedad L sea R con el atlas formado por solo la identidad, una
funcién f : M - Res C®sildo fo¢™' = fo¢~! es C*, de manera que recuperamos la definicién
1.5.

Para acabar la seccion, vamos a demostrar una de las propiedades topoldgicas de las variedades

que vamos a necesitar para demostrar algunos resultados.

Proposicion 1.2 Toda variedad M es localmente conexa por caminos (y por tanto localmente cone-

xa).

Demostracion:

Sea p € M, V un entorno de p y (U, ¢) una carta que tenga a p en su dominio. Buscamos un
entorno de p conexo por caminos que esté contenido en V. Por definicidon de entorno existe un abierto
WdeMtalquepe WCV.

Por definicion de carta U es abierto, asi que U N W C U es un abierto homeomorfo al abierto
d(UNW) C R" Al ser (U N W) abierto, como R” es un espacio métrico existe una bola abierta
B(¢(p),€) con € > 0 tal que ¢(p) € B(¢d(p),e) € ¢(U N W). Las bolas de R" son conexas por
caminos (todo par de puntos (x, y) se pueden unir con el camino f(¢) = (1 —t)x +1ty), asi que usando

que ¢ es homeomorfismo
ped” (B(g(p).€) S~ ((UNW) =UNWCV. (1.10)

La antiimagen de la bola es abierta porque la bola es abierta y todo abierto es entorno de sus puntos,
por lo que hemos encontrado un entorno de p conexo por caminos y contenido en V.

Concluimos que M es localmente conexa por caminos. B

1.2. Ejemplos de variedades

El ejemplo més sencillo de variedad que se nos puede ocurrir es R” con la topologia asociada a
la métrica euclidea. Si consideramos como carta la identidad (que es claramente un homeomorfismo
de R" a R™) tenemos un atlas formado por una sola carta y le acabamos de dar a R" estructura de

variedad de dimension n.



Otro ejemplo mds interesante es el de la banda de Mdbius, [S] que se define como el espacio
topolégico ([0, 1]%/R, T{S’]]z / R]), donde T[IE’]]Z /R] la topologia cociente asociada a la relacién R
que relaciona los puntos (0, y) con (1,-y) y al resto de puntos de [0, 1]> consigo mismos. En la
practica, podemos considerar que esta topologia funciona como la inducida de R? en el conjunto

[0, 1]2, con la diferencia de que cuando incluyamos puntos de la forma (0, y) tenemos que incluir los

puntos (1, —y) por estar relacionados. Podemos definir la carta siguiente:

¢:U={(x,y) eR}0<x<04606<x<1} >R
(x,y) si0<x<04

#(x,y) = (1.11)
(x-1,-y) si04d4=<x<1

Para completar el atlas tomamos V = {(x,y)| 0,3 < x < 0,7} y consideramos la identidad como
carta. Claramente U U V = [0, 1]? y tanto ¢ como la identidad son homeomorfismos. En U N V

tenemos:

-1 (x,y)  si03<x<04
$old"(xy) = o) = (1.12)
(x—1,-y) si06<x<0,7

Que es una aplicaciéon C™ y su inversa también lo es, por lo que la banda de Mobius cumple todas

las condiciones para ser una variedad de dimensién 2.

Un tipo de variedades que tienen un interés enorme en Fisica Tedrica son los grupos de Lie.

Definicion 1.8 [6] Sea G una variedad diferenciable. Si existe una operacion binaria interna - tal
que (G, ) es un grupo y ademds tanto - como la aplicacion que lleva cada elemento de G a su inverso

son funciones de clase C™ se dice que G es un grupo de Lie.

Los grupos de matrices (con la multiplicacién) como

GL(1,R) = {A € My (R)|det(A) # 0} (1.13)

O(n,R)={A € GL(n,R|A'A =1,} (1.14)
son todos grupos de Lie. Como ejemplo podemos considerar el siguiente: [6]
SU(2) = {A € Mr»(C) | ATA = T,, det(A) = 1}, (1.15)

donde AT es el complejo conjugado de la matriz traspuesta de A.



La estructura de grupo de SU(2) se tiene porque contiene la identidad y las inversas de las matrices

de SU(2), que también cumplen
AAT=ATA=1d = (AADH "= (A"H)TA™ ' =14, det(A™") = detA = 1. (1.16)

Para ver su estructura topolégica vamos a aprovechar las dos condiciones que definen el grupo: sean
a b

c d

a,b,c,d € C. Entonces si A =

. . a* c* d -b a b
ATA=L, =>AT=4"= = = A= . (1.17)
b* d* - a -b* a*

Ahora, calculando el determinante, si a = a + i, b =y + i,
detA =aa” +bb* =lal* +|b)* = + B> +y* + 62 = 1. (1.18)

Juntando esta ltima condicién con que podemos escribir los elementos de C> como matrices 2x2 y

que a su vez C? es homeomorfo a R*, concluimos que
SUQ2) = {(a,B,7,0) eR*|a? + B> +¥* +6° = 1} (1.19)

es homeomorfo a la esfera en R* o 3-esfera S°. Por tanto la estructura topolégica de SU(2) vendra
dada por las imdgenes de abiertos de R* con la topologia inducida en la 3-esfera.

Para dar un atlas usamos las llamadas proyecciones estereograficas:

#1: 5\ {(~1,0,0,0)} — R?

(1.20)
(%o, ) = 5 (),
¢ : S\ {(1,0,0,0)} - R}
(1.21)
(xo,xl,xz,x3) — (x],xz,x3).

—x0
Es relativamente facil ver que, como hemos quitado el tnico punto en el que el denominador se

anula y solo estamos multiplicando las otras tres variables por un nimero, ¢; y ¢, son cartas de S3.
Utilizando la definicion de la esfera podemos obtener una inversa de ¢,: partiendo de que las

tres dltimas componentes han de tener la forma (1 — y°)x?, con y° la primera componente de ¢, !

obtenemos:

3 2
. r-—1
OO+ 1=y )P =1ey0 = <1 (1.22)
i=1

———

r2



De forma que la inversa es

¢! 1 R* — §%\ {1,0,0,0}
(1.23)
(XI,XZ,X3) - ()’0, (1 _yo)xl’ (1 _yo)xz’ (1 —)’O)X3)

1-y° 1-y0 1-y0
)’Oxl y0x2’ yo
1+y 1+y

Ahora tenemos ¢ o ¢ Tt x2,x3) = ( x%), que es una funcién de clase C*,
por lo que tenemos la estructura de variedad de dimensi6n 3. Utilizando un homeomorfismo entre 3

y SU(2) obtenemos también que SU(2) es una variedad de dimensién 3.

1.3. Variedades con frontera

Si recordamos los principales resultados del cdlculo vectorial en R" como el teorema de Stokes o
el teorema de la divergencia, a la hora de integrar muchas veces es util llevar el problema a la frontera
del dominio de integracién para simplificar los célculos.

Si queremos intentar generalizar estos resultados a cualquier variedad, necesitamos introducir una
nocién de frontera en una variedad que no sea R"[1]. Consideremos el semiespacio superior de R, al
cual llamaremos H", con la topologia inducida por la topologia usual de R". El interior y la frontera

de este conjunto son bien conocidos:

H" = {(x',...,x") e R" | x* > 0} (1.24)
Int(H") = {(x',...,x") € R"|x"* > 0} (1.25)
OH" = {(x',...,.x") e R"|x" =0} (1.26)

Definicion 1.9 [4] Un espacio topolégico (M, 1) se llama variedad topologica de dimension n con
Jrontera si es Hausdorff, segundo numerable y para cada punto p € M existe V abierto de M que

contiene a p, W abierto de H" y un homeomorfismo ¢ :' V. — W.

Definicion 1.10 [4] Sea (M, T) una variedad topoldgica con frontera, U € vy W un abierto de H".
Una aplicacion ¢ : U Cc M — W c H" se dird carta sobre M si es un homeomorfismo. Si W es tal
que W N OH" = O se dice que ¢ es una carta interior. Si W N dH" # 0, se dird que ¢ es una carta de

frontera.

Esta definiciéon de carta es algo mas general que la que dimos para las variedades sin frontera:

como Int(H") es homeomorfo a todo R” (podemos considerar f(x!,...,x") = (x!,...,x" !, In(x")),

10



por ejemplo) con una simple composicién podemos considerar las cartas interiores como aplicaciones

que toman valores en todo R".

Definicion 1.11 Sea (M, 1) un espacio topoldgico. Al conjunto M junto con un atlas A de clase C*
formado por cartas segiin la definicion 1.10 se le llama variedad diferenciable de dimension n con
Jrontera. A un punto p € M contenido en el dominio de cualquier carta interior lo llamaremos punto
interior de M. A un punto q tal que exista una carta de frontera (V, ) con y(q) € OH" lo llamaremos

punto frontera de M.

Definicion 1.12 Liamaremos interior de M (denotado Int(M)) al conjunto de todos los puntos inte-

riores de M y frontera de M (denotada O M) al conjunto de los puntos frontera de M.

Como pasaba en el caso de las variedades sin frontera, podemos definir una estructura diferen-
ciable cuya existencia esta también asegurada por la proposicion 1.1. De nuevo, nos referiremos a las

variedades con frontera diferenciables y suaves como variedades con frontera a secas.

Es importante no confundir las definiciones de frontera e interior con las que se definen para
espacios topologicos en general. En el contexto de variedades, a no ser que se especifique lo contrario,
siempre se habla del interior y la frontera que acabamos de definir.

Respecto a la misma carta, un mismo punto no puede ser punto interior y punto frontera a la vez:
si p € M no es un punto frontera, entonces o bien estd en el dominio de una carta interior o bien una
carta frontera (U, ¢) lo envia a un punto que no estd en 0H". En este ultimo caso, podemos considerar
la restriccion de la carta a U N ¢~ ! (Int(H")), que es una carta interior y p est4 en su dominio. En todo

caso tenemos que p es un punto interior.

Lo que no es claro con las definiciones es si un punto puede ser, por ejemplo, punto frontera segin
una carta pero a su vez ser punto interior segin otra carta. En el siguiente resultado vemos que esto

no es asi.
Proposicion 1.3 [1] Sea M una variedad con fronteray p € M. Si existe una carta (U, ¢) con
1. ¢(U) c H"

11



2. ¢(p) € OH" (p es un punto frontera),

entonces las condiciones 1 y 2 se cumplen para cualquier otra carta con p en su dominio.

Demostracion:

Procedemos por reduccién al absurdo.

Supongamos que p estd tanto en el dominio de una carta interior (V, ) como en el de la carta
(U, ¢) del enunciado. Al ser ambas cartas del mismo atlas, sabemos que tanto @ = poyy~! comoa~! =
¥ o ¢~! son funciones de clase C*. En particular, & define un homeomorfismo entre (U N'V) c R”
yo(UNV)cR"™

Definamos xg = ¥/(p), yo = ¢(p) = a(xg). Como yy € R" podemos encontrar un entorno W de
yo y una funcién 7 : W — R” de clase C* que coincidacona™!en WN ¢(U NV).

Por otro lado, estamos suponiendo que (V, ) es una carta interior, de forma que ¥ (V) es un
abierto de R". Como xg € (V) existe una bola B centrada en x( tal que xo € B C ¢(U N V).
Reduciendo el radio de la bola B podemos considerar que B C a~'(W). a~! (W) es a su vez el dominio
de 7, de forma que dentro de B, n o a|p = a~ ! o a|g = Idg. Ademds como estamos trabajando con
funciones de R” en R”, la diferencial esta bien definida.

Aplicando la regla de la cadena a la dltima igualdad tenemos que Dn(a(x)) o Da(x) = Id si x es
un elemento de B, lo que implica que la jacobiana de @ (x) no puede ser singular. Por el teorema de
la aplicacion abierta, « es abierta, por lo que @ (B) es un abierto de R" que contiene a yg = a(xg) =
#(p) € p(U). Ademas a(B) C (V) y como (V, ) es una carta interior a(B) N dH" = 0.

Esto contradice la hipétesis de que yg = ¢(p) € 0H". m

En general, para cualquier variedad se puede probar que la frontera y el interior son disjuntos (ver
[1] 1.37), pero la demostracion requiere resultados fuera del alcance de este trabajo.
En topologia general, el interior de un conjunto es abierto y la frontera es cerrada. Veamos que esto

es consistente con las definiciones que acabamos de dar en variedades.

Proposicion 1.4 [1] Sea M una variedad de dimension n con frontera. Entonces OM es cerrado en M
y una variedad de dimension n-1, mientras que Int(M) es un abierto de M y una variedad sin frontera

de dimension n.
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Demostracion:

Con lo visto hasta ahora tenemos que M = Int(M) U dM. Ademads, Int(M) N oM = 0, por lo que
si demostramos que el interior es abierto en M, su complementario (la frontera) serd automdticamente
cerrado en M.

Sea x € Int(M). Entonces por definicién de punto interior existe un abierto U de M homeomorfo
aun abierto W € H" tal que W N dH" = 0. Esto quiere decir que todo punto de U también es un punto
interior, por lo que U C Int(M). Entonces hemos probado que para todo x € Int(M) existe un abierto
Ude M tal que x € U C Int(M), lo que implica que Int(M) es un abierto de M y por tanto d M es un
cerrado en M.

Veamos ahora que ambas son variedades con la topologia inducida o de subespacio. En esta topo-
logia las propiedades de ser Hausdorff y segundo numerable se heredan, por lo que solo tenemos que
encontrar homeomorfismos con R” y R~ !

Sea p un punto frontera de M. Por definicion existe una carta de frontera (U, ¢) tal que ¢(p) €
OH" y por tanto ¢(p) € ¢(U) N dH". Esto nos dice que la n-ésima componente de ¢(p) es cero. Por
tanto podemos restringir el homeomorfismo ¢ a un homeomorfismo de ¢~!(U N dH") en U N 9H"
eliminando la dltima componente. U N 9H" es un abierto con la topologia inducida de 9H" y por tanto
homeomorfo a un abierto de R”~!. Concluimos que para cada punto p tenemos un homeomorfismo
con R~ 1,

El caso del interior es bastante mas directo, ya que dado g € Int(M) tenemos que existe una carta
(V,¥) con ¢y homeomorfismo entre V 'y (V) C Int(H") c R", pero podemos pasar a un homeomor-

fismo con R” haciendo la inclusién H" — R” y restringiendo la imagen. m

Esto que acabamos de demostrar son dos ejemplos de subconjuntos de una variedad que también
tienen estructura de variedad. Veremos la definicién formal de una subvariedad en la siguiente seccidn.

Antes, vamos a dar algunos ejemplos para dejar clara la diferencia entre las variedades con y sin
frontera, asi como la diferencia entre las definiciones de frontera e interior de topologia y la definicién
1.11.

Para ello, no nos vamos a complicar demasiado y vamos a considerar la bola (abierta) unidad en
el plano

B={p=1(x,y) €R2|x2+y2< 1}. (1.27)
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La frontera topolédgica de B es la circunferencia unidad
St ={(ry) eR?|?+y2 =1}, (1.28)

pero como B es un abierto de R? podemos darle estructura de variedad con frontera con una tnica
carta de la siguiente manera: consideramos la identidad de R restringiendo el dominio y la imagen a
B y la componemos con una traslacion dos unidades hacia arriba. [4]

Esto nos da un homeomorfismo entre B y la bola de centro (0,2) y de radio 1. Es facil ver que
esta bola es un abierto de H? que no interseca a 9H?, que es el eje horizontal, y por tanto es una carta
interior. Entonces, por definicion, la frontera de B en el contexto de las variedades es vacia porque
todo punto de B estd contenido en el dominio de una carta interior.

Ahora bien, si en lugar de la bola abierta tomamos la bola cerrada
D={p=(xy) eR*x*+y* < 1} (1.29)

la situacién cambia, porque D no es un abierto de R?. B lo podemos cubrir con una sola carta interior
como antes, pero para ver que los puntos de la circunferencia S' son puntos de frontera necesitamos
un poco més de trabajo. [1] Consideremos la proyeccién estereografica

o: 82\ {(0,0,-1)} cR® - R?

1
1+z7

(1.30)

(x,y,2) = (x,y)

Definimos
U = {(x',...,x") e R"|x' >0} U"={(x',...x") e R"|x" <0}. (1.31)

Por la definicién de o tenemos que o-‘l(Uiﬁ) =5’n U;—'3 de forma que o~! lleva los Ul.iz aun
hemisferio de S?. Ademds o es la identidad en S' si la vemos como el ecuador de S? con z = 0. Usando
que, al igual que en el caso de 4 dimensiones, la proyeccion estereografica o es un homeomorfismo
y que las proyecciones m;(x!,...,x*) = (x!, ...,;", ..., X") (donde X' indica que hemos omitido la
componente x') nos dan otro homeomorfismo entre los hemisferios de la esfera y S' obtenemos el

siguiente homeomorfismo:
@i =m0 (0 Nyenp U ND — H2. (1.32)

Por construccién, la imagen de ¢; es una semicircunferencia de R?. Si ahora tomamos un punto
pesSin U;z c D, por ejemplo p = (0, 1), entonces o' (p) = (0, 1,0), y haciendo la proyeccién ,

tenemos ¢(p) = (0,0) € JH?, por lo que p es un punto frontera.
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Concluimos que en este caso tanto la frontera topoldgica como la frontera de variedad del disco

unidad D son la circunferencia S'.

1.4. Subvariedades

Como es costumbre en todas las estructuras matematicas, una subvariedad va a ser un subconjunto
de una variedad que también tiene estructura de variedad. Este concepto nos interesa principalmente
porque si quieremos demostrar el teorema de Stokes, mds nos vale que la frontera de una variedad sea
también una variedad donde podamos integrar.

Para que todo funcione bien vamos a pedir que los subconjuntos § C M tengan la topologia
inducida o de subespacio. Si 7y es la topologia de la variedad M, se define la topologia inducida en
S como

TM|S={UﬁS|U€TM}. (1.33)

Definicion 1.13 [4] Sea M una variedad de dimensionny S C M. Se dice que S es una subvariedad
de dimension k si para cada p € S hay una carta (U, ¢) = (U,x',...,x™) tal que ¢ = (x!, ..xk0, ..,0)
enUNS.

En estas condiciones la carta (x',...,x*) = ¢5 : UNS — R¥ es una carta de S con la topologia

inducida. Al nimero n-k se le suele llamar codimension de S.

Las coordenadas que se hacen cero no tienen por qué estar en orden, pero con simplemente reor-
ganizarlas obtenemos una carta equivalente y de la forma de la definicion.

Notemos también que es completamente posible que la dimensién de la subvariedad también sea
n: por ejemplo, en la carta (U, ¢) de la definicion podemos tomar S = U de forma que ninguna de
las coordenadas de ¢ se haga cero y tenemos que cualquier abierto U de M es una subvariedad de la
misma dimensién que M. De hecho, el reciproco también se cumple [1], lo que nos permite concluir
que las Unicas subvariedades de dimensién n son los abiertos de M.

Vamos a acabar el capitulo probando que una subvariedad es una variedad y dando algunos ejem-

plos.

Proposicion 1.5 [4] Sea S una subvariedad de dimension k de una variedad M y {(U;, ¢;)}ie; una
coleccion de cartas de M tal que S C | J;c; U;. Entonces A = {(U; NS, ¢;s) }ier es un atlas para S, de

forma que S es una variedad de dimension k.
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Demostracion:
Ya tenemos que los abiertos de A recubren S. Veamos que todas las cartas son compatibles. Sean
U,p = (x',...x")) y (V. = (y',...,y™)) dos cartas de M con U NV # 0. Por definicién de

subvariedad, en U NV N S tenemos

o= (xl, xko, ey 0) U= (yl, ...,yk,O, ...,0),

¢s = (' nx) s =00y,

(1.34)

Por tanto ¢g o ¢§1(x1, o x®) = (¥, ..., ¥%). Por definicion de atlas de M, ¢ oy ~! es C* asi que todas
sus componentes son C*, en particular las k primeras. Por tanto ¢g o 1//51 es C® y queda probado
que A es un atlas. En particular, S es una variedad porque un subespacio de un espacio topologi-
co Hausdorff y segundo numerable también tiene ambas propiedades. Como las restricciones de un
homeomorfismo son homeomorfismos cambiando la imagen adecuadamente, las cartas ¢s son ho-

meomorfismos de un abierto de S a un abierto de R¥. m

Ya vimos ejemplos de subvariedades en la proposicién 1.4. Vamos a ver un ejemplo de un sub-
conjunto de una variedad que no puede ser una variedad. [4]

Consideremos los siguientes conjuntos:
A={(x.y) eRy=sin(1/x)}  B={0}x(-1,1) (1.35)

A partir de esto definimos S = A U B. La clausura de este conjunto se conoce como seno del topologo
y es el contragjemplo mds comun de un conjunto conexo pero no localmente conexo.

Para verlo tomamos un punto (0,y) € B. Cualquier bola que cojamos centrada en dicho punto
(después de intersecarla con S) va a contener infinitos “trozos” de la curva A que no se podrdn conectar
mediante ningin camino contenido integramente en S. Por tanto estos puntos no tienen entornos
conexos y S no es localmente conexo.

Esto podemos verlo como que no puede existir un homeomorfismo entre una bola de S centrada
en (0, y) y un abierto de R", pues en R” siempre existe una bola conexa (por caminos) contenida en
el abierto pero en S no puede ser conexa.

El contrarreciproco de la proposicién 1.2 también nos lleva a la misma conclusién: si S no es

localmente conexa, no es una variedad.
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Capitulo 2

El espacio tangente

Ahora introduciremos el concepto de curva en una variedad, motivados por la forma en la que se
suele introducir el plano tangente a una superficie. En las superficies de R?, dado un punto p y un
vector tangente v a dicho punto se puede asociar una curva en la superficie que pase por p y tenga v

como vector tangente.

Definicion 2.1 Sea M una variedad de dimension n, p € M y (U, ¢) una carta sobre M. Una para-
metrizacion de una curva en M que pasa por p es una aplicacion o : (=8,0) C R — M para algiin

6 > 0tal que 0(0) = p y ¢ o o es una funcion de clase C™.

Al igual que con las superficies, la parametrizacién o define un operador que actiia sobre las

funciones diferenciables f : M — R definidas en un entorno del punto p

d(foo)

T 2.1

o (0)(f) =

=0
Esta composicién se puede ver también de la siguiente manera: si ¢ es una carta sobre M y ¢(p) =

(x'(p), ... x™(p)),

d(foo) _d(fo¢_lo¢00')
dt  |_o dt

. 2.2
=0 o ox' di @2)

t=0

Dada una variedad M y un punto p € M podemos considerar el conjunto de todas las curvas en
M que pasan por p. En este conjunto podemos definir la siguiente relacién de equivalencia[7]: dos
curvas o y o estan relacionadas si y solo si ¢1(0) = 0»(0). La demostracién de que esto es una

relacion de equivalencia es trivial dado que la igualdad es una relacion de equivalencia.
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Definicion 2.2 Sea M una variedad y sean o y 0 dos curvas en M. El conjunto de las clases de
equivalencia de la relacion

o) ~ o e 01(0) = 02(0) (2.3)

forma un espacio vectorial llamado espacio tangente de M en p y que denotaremos T, M.

La estructura de espacio vectorial de 7, M se puede ver a partir de la linealidad de la derivada: si

A1, A2 € Ry o1, 03 son dos parametrizaciones de curvas
d
[Ai01 + A202] = A1[o1] + L2 [0n] & E(/lla'l(t) +A202(1)) |1=0 = 1161 (0) + 1202(0),  (2.4)

que siempre es cierto. Otra definicion equivalente la podemos dar a partir de la ecuacion (2.2), ya que

sig(p) = (x'(p), ...,x"(p)) podemos escribir

noogi
i—fhzo == %%, 2.5)
que podemos ver como una combinacién lineal del conjunto {%}izl ’’’’’ - El espacio vectorial gene-
rado por estos operadores también es el espacio tangente, ya que dada cualquier combinacién lineal
de las derivadas parciales podemos construir una curva x(r) a partir de las coordenadas del vector

tangente tales que la derivada en ¢ = 0, x(0), sean esas mismas coordenadas [3].

Proposicion 2.1 Sea M una variedad de dimension n, (U, ¢) y (V,¥) dos cartas de M diferentes y

p € UNYV. Entonces el espacio tangente a p dado por ambas cartas es el mismo.

Demostracion:

Denotemos ¢(p) = (x'(p), ....x (p)) y ¥ (p) = (31 (p), ..., y*(p)) alas coordenadas de cada una

de las cartas. Utilizando la definicién de la derivada parcial de una funcién en M,

0 (= L o9) 01 ) - A ov ) ¢1>
Ox! oyt pr=

(p) = ——=—((p)) ———W(p). (2.6)

Abhora, teniendo en cuenta que ¥ © ¢‘1 nos da las coordenadas y* en funcién de las x*,

af a(f ¢ D) (foyloyog™)

oxt (p) = oxt

———(9(p) =

(¢(p)). 2.7

Aplicando la regla de la cadena a la primera composicién, que son funciones de las coordenadas y’, y

usando que ¢ o ¢~ (¢(p)) nos da las coordenadas y’(p) tenemos

I(foytoyop™) f
Oxt

oy’

557 P g (2.8)

(¢(p)) =
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9y’

Como los 37

son niimeros, esto es una combinacién lineal de los operadores {%} actuando
., . . ) .

sobre f, que es una funcion arbitraria. Por tanto, los operadores 5°5 que generan el espacio tangente

segln la carta ¢ se pueden poner como combinaciones lineales de los operadores que generan el es-

pacio tangente segin . Concluimos que ambos espacios son iguales. m

Vamos a poner un ejemplo de espacio tangente para ilustrar algo mejor el concepto. Ya que tene-
mos el ejemplo de SU(2) como grupo de Lie, calculemos el espacio tangente en su elemento neutro
del grupo SU(n), que denotaremos su(n) y se suele llamar su algebra de Lie [8] .

Las élgebras de Lie, al igual que los grupos de Lie, son muy importantes en Fisica: por ejemplo,
toda la teoria del espin de las particulas en mecénica cudntica se puede explicar usando representacio-
nes de su(2), que son acciones del dlgebra de Lie sobre espacios vectoriales.

En el grupo SU(n) el elemento neutro es la identidad. Recordemos que este grupo estd formado
por las matrices complejas nxn que satisfacen ATA = Id y det A = 1.

Tomemos una curva en SU(n), o-(t) = A(t) con A(t) € SU(n) para todo ¢ tal que o(0) = Id.

Entonces, derivandoen ¢t = 0
d d N .
7(0)=0= E|t:0(1d) = EL:O(A' (1)A(1)) = A’(0)TA(0) + ATA’(0) = A’ (0) + A (0)'.  (2.9)

Como la derivada A’ (0) es un vector tangente, tenemos que todos los elementos B € su(n) deben
cumplir B + BY = 0. Veamos si estos son todos. Considerando la exponencial (de matrices) de una

matriz de este tipo,
exp(B)(exp(B))' = exp(B)(exp(B")) = exp(B+B") = exp(Opun) =1d.  (2.10)

Por tanto exp(B) € U(n), por lo que podemos tomar la curva exp(tB) y derivarla en ¢t = 0 para
obtener B = %h:oexp(tB) € u(n). Este cdlculo, de hecho, es un resultado general para cualquier
grupo de Lie de matrices; si una matriz estd en el dlgebra de Lie, su exponencial debe estar en su
grupo correspondiente.

Hasta ahora solo hemos usado la condicién de AAT = Id. Usemos ahora que el determinante
debe ser siempre 1. Teniendo en cuenta que si B € su(n) entonces exp(B) € SU(n) y la féormula

det(exp(B)) = e'"B)[8], tenemos
1 = det(exp(B)) = €'"B) = ¢ = tr(B) = 0. (2.11)

Por tanto, su(n) = {B € M,,(C)|B+ B" =0, tr(B) = 0} es el conjunto de matrices antihermiticas

y con traza 0.
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2.1. Campos vectoriales

Ahora vamos a generalizar el concepto de campo vectorial a variedades. Normalmente un campo
vectorial es una funcidén que a cada punto de R" le asigna un vector también de R”. Como en va-
riedades la estructura de espacio vectorial la tenemos en el espacio tangente, usaremos los vectores

tangentes para definir los campos vectoriales.

Definicion 2.3 Sea M una variedad de dimension n. Llamamos fibrado tangente de M (denotado TM)
a la union disjunta de todos los espacios tangentes de M:
™ = | | T,M = | {(p.x)|x e T, M} 2.12)
peM peM
El fibrado tangente (y en general, la teoria de fibrados) es una parte muy interesante del estudio
de las variedades y tiene numerosas aplicaciones, pero estdn fuera del alcance de este trabajo. Por
ejemplo, las llamadas teorias gauge en Fisica utilizan unas aplicaciones llamadas conexiones o de-
rivadas covariantes que se definen usando fibrados y sirven para construir un lagrangiano, que es la
parte central de la teoria. [3]

El concepto de fibrado tangente lo usaremos para definir los campos vectoriales:

Definicion 2.4 [1] Sea M una variedad de dimension n. Fijada una carta (U, ¢), un campo vectorial
sobre A C M es una aplicacion X : A ¢ M — TM que a cada punto p de A le asigna un vector
tangente X, = X‘(p)%!p € T,M. Se impone que las componentes de X, X' : M — R, sean

funciones C* en U N A.
Los campos vectoriales tienen una relaciéon muy estrecha con las curvas en las variedades.

Definicion 2.5 Sea M una variedad, X un campo vectorial definido sobre un abierto U C M. Una

curva integral de X es una curva o : I CR — M tal que d‘;;” = X(o(t)) paratodot € I.

Como o (t) € M, el campo vectorial evaluado en este punto es

: 0
X(o(t))=X"(o(t))—. (2.13)
Oxt
Entonces si ‘il—‘l’ = X (o (1)), obtenemos la condicién dd—x; = Xi(x'(t),...,x"(1)). Esto, fijado un

punto inicial de la curva, nos da un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Como las

componentes X' son C*, el teorema de Picard para ecuaciones diferenciales nos garantiza la existencia
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y unicidad de una solucién. Por tanto, cada campo vectorial tiene asociada una Unica curva integral
que pasa por ese punto y su vector tangente lo da el campo vectorial.
Por dltimo vamos a definir unos campos vectoriales especiales que aparecen en la frontera de una

variedad. Estos campos nos van a servir para definir orientaciones de la frontera en la seccién 4.2.

Definicion 2.6 [4] Sea M una variedad con frontera 'y p € dM. Un vector tangente X, € T,M

apunta hacia dentro si X, ¢ T,(OM) y existe una curva o : [0, €] — M que cumpla
1. o(0)=p
2. 0((0,€]) C Int(M)
3. 5(0) =X,.

Un vector tangente se dice que apunta hacia fuera si —X,, apunta hacia dentro.

Proposicion 2.2 [1] Sea M una variedad con frontera de dimension n’y p € M. Un vector v € T,M

apunta hacia dentro siy solo si su n-ésima componente es estrictamente positiva.

Demostracion:

= | Seav € T, M con p € M un vector tangente que apunta hacia dentro. Por definicién existe
una curva o tal que o-(0) = p y 5(0) = v. Si ahora consideramos una carta de frontera (U, ¢) con
p € U tenemos que ¢(p) = ¢(o(0)) € H". Por tanto por definicién de dH", x™(p) = 0. Usando que

o es continua y derivando segin (2.2),

M>o (2.14)
; > 0. .

d .
v" = a(x"(o'(t))L:O = tll{g*

Siv" = 0 tendriamos que v € T,(dM), que no puede ser por definicién, asi que v" > 0.
< | Supongamos que v"* > 0. Podemos definir la parametrizacion de una curva o : (—€,€) > M
como o (1) = ¢~ (v't,...,v"t), con ¢ la misma carta de la otra implicacién. Claramente (0) = v y

por construccion para cada 0 <t < €, o (¢) € U. Aplicando ¢ tenemos que
poo(t)=O't,...,v") € ¢(U). (2.15)

Como vt > 0 tenemos que (v'z, ..., v"t) ¢ JH" y por tanto o((0, €]) € Int(M).
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Finalmente, como ¢ (0) serd un punto de U, si cambiamos el dominio de o a [0, €] tenemos que

v cumple las tres condiciones para ser un vector que apunta hacia dentro. m

De este resultado podemos ver que para cada carta (U, ¢) con coordenadas (x', ..., x") el campo

vectorial V(p) = % apunta hacia fuera para todo punto donde las coordenadas x’ estén definidas.

Este campo en particular serd relevante en la relacion entre una variedad y su frontera.
Para ver la dependencia explicita de las coordenadas que se usan para definir el espacio tangente,
vamos a considerar el campo vectorial X = % definido sobre R? con las coordenadas polares como

carta. Esto es, si x e y son las coordenadas dadas por la identidad,

x=rcos6 y =rsind. (2.16)

Gréficamente, en las coordenadas (r, #), el campo vectorial X asignard a cada punto un vector
vertical de médulo 1 (no es mas que una traslacion del vector (0, 1)). Sin embargo, en las coordenadas

(x, y) esto no tiene por qué ser asi. Para calcular su expresion usamos la ecuacién (2.8):

0 of ox Of dy . Of of

il = 42— 0— + 0—. 2.17

96 = ax a6 T ayae - TSm0 treostay @17
Por tanto, en las coordenadas (x, y) tenemos que X = —y% + x%. Graficamente, esto nos va a dar

vectores tangentes a la circunferencia centrada en el origen que pasa por cada punto. Vemos que,

dependiendo de la carta utilizada, el campo vectorial es muy diferente, asi que hay que tener cuidado

con las coordenadas que se utilizan.

r 17 17 17177171771 e — =~ N NN
AR I I B AR R éjf,,ﬁ\\\\
bobobb bbbt AV
A bbbttty NN
A A L Co
I A A A A coe
bbbt b bt ottt NV
MR EEEREE *{\\\‘,,///
NEEEEEEEEN NN
A NN
r X
@X=2. b)X=-yZ +x%.

Figura 2.1: Representacion grafica del campo vectorial X en coordenadas polares (izquierda) y carte-

sianas (derecha).
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Capitulo 3

Formas diferenciales

Vistos los conceptos bdsicos de las variedades, estamos en condiciones de empezar a desarrollar
un calculo en variedades. En este capitulo introducimos los objetos que vamos a integrar y derivar, las

formas diferenciales, y daremos sus propiedades mas importantes.

3.1. Tensores

Definicion 3.1 Sea V un espacio vectorial sobre R. Una funcion T : V' — R se dice multilineal si

para todo 1 < i < n se tiene:

TOvi,eouVi+twi, .. uvy) =T, Vi v) + TV, Wiy, V) (3.1

TV, ...,avi,...,vp) =al (vi,...,vi,...,vy) para todo a € K 3.2)

Definicion 3.2 Sea V un R-espacio vectorial. Al espacio de todas las aplicaciones lineales f : V — R

se le llama espacio dual de V y se denota V*.

Proposicion 3.1 Sea V un R—espacio vectorial de dimension finita. Entonces Vy V* tienen la misma

dimension.

23



Demostracion:
Sea n = dimV. Entonces podemos considerar una base {ey,...,e,} C V. Asociada a esta base

definimos la base dual de V* como sigue:

ek E—R
3.3)

e; = 65
Donde 65‘ es la delta de Kronecker. Veamos que {e!, ..., e} es base:

= Sistema libre: sea (4;)_, elementos de R tales que 2, A;e' = 0. Entonces

Aj= Z/liéf = Z/liei(ej) = 0(e;) = Opara todoj = A; = 0 para todo j. (3.4)

= Sistema generador: sea T € E*, si T(e;) = c; € R entonces tenemos que T = Y; c;e’.
Como la base dual tiene n elementos, concluimos que la dimensién es la misma. m
Definicion 3.3 [6] Sea V un R-espacio vectorial. Un tensor (k,l) o tensor k veces contravariante y |

veces covariante es una aplicacion de la forma

T:V'X..XV'XVx..xV—->R 3.5)

k copias [ copias

tal que T es multilineal.

Definicion 3.4 Sea T un tensor (k1) sobre un espacio vectorial V de base {e;}"_,. Llamaremos com-

ponentes de T a los siguientes niimeros reales:

Tt =T e e, e) (3:6)

Definicion 3.5 Sea S un tensor (k,1) y T un tensor (p, q). Se define el producto tensorial de S y T,

S ®T como

ST : VX ... XV*xXVx..xV—->R

k+p copias I+q copias (37)

ST, ..,vk*P vy, s Vieg) = SO, VR v )T (VY VR v, ces Vieg)-
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Se puede ver a partir de la definicién que el producto tensorial de S y T es un tensor (k + p,l + q).
Observemos que, en general, S ® T no tiene que ver con T ® S por la forma en que estd definido el
producto tensorial.

El producto tensorial es lineal en ambos argumentos y asociativo. Sean a, b € R.

(@aX+DY)T(Vi, ..o, Viap> v D) = (aX +BY)(vi, o vi v VDT (Vi1 oo, Visps v v =

=aX (1, s VDT (Viats oo VYD) + DY (01, oo, VDT Vists oo V) =aX @ T+ DY @ T. (3.8)

El otro caso es completamente andlogo. La asociatividad se tiene por la asociatividad de los ndmeros

reales.

Teorema 3.1 [7] Sea V un espacio vectorial de dimension n, {e1, .., e,} una base de Vy {e', ..., e"}

su base dual asociada. Entonces el conjunto de todos los productos tensoriales de la forma
e"®..®e%, 1<iy,..,ip<n (3.9)

es una base del espacio vectorial que forman todos los tensores (0,k). Por tanto, este espacio tiene

dimension nk.

Demostracion:

= Sistema generador: Tomemos una coleccién de k vectores w; = a{ ejconl <i < kyTun

tensor (0, k) cualquiera.

En primer lugar, observemos que por la definicién de producto tensorial y de base dual

1@ @ek(e),...e;) =00 5%, (3.10)

1 Jk

Ahora vemos cudl es la accién de la candidata a base sobre los vectores w;. Recordemos que
esto son tensores y por tanto lineales en todos sus argumentos, de forma que las constantes salen

todas multiplicando:
N ®..@e*(wi,.,wp) =€ ®...0 e (a{' e, ...,a{;kejk) = 3.11)

Ji Jk i1 iK(, . N 1 Jk i1 ix _ i1 i
ay..a e ®..@e*(ej,...ep) =ay..a;’6; .00 =a)..af. (3.12)
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Por ultimo calculamos la accién de T usando lo anterior.
_ J1 Jk _ Jk _
T(wi,..,wk) —T(a1 €y eens A ej) = a..ay T(ej,....ej) =
=T(ej,....ej)e ®...@ e/ (wy,...,wr) =

=Tj . e ®...® e (W, ..., wi). (.13)

Por tanto vemos que el tensor T es una combinacién lineal de los productos tensoriales de la

base. Como aplicacidn,

T=T je"'®..0ck (3.14)
= Sistema libre: supongamos que existen n* escalares ai;,...i, tales que
ail.,_ikei‘ ® ... ® e'* = 0. Entonces para cualquier 1 < ji, ..., jx < n se debe tener
ai. e ®...0e (e, ...ej)=0= (3.15)
= a,llké?]é;kk =4aj.. j = 0 V1<ji,....,jk £n, (3.16)

de forma que los "' ® ... ® e'* son linealmente independientes y por tanto una base. m

De forma totalmente andloga se puede obtener una version de este resultado para tensores (/,0) vy,

juntando ambos, para tensores (k, /) en general.
Definicion 3.6 [6] Sea T un tensor (0,1).
» T se dice simétrico en los indices ay b si

TV eesVasr cos Vo eos V1) =T (V1 ey Vs ooy Vs s Vi) YV, v €V 3.17)

= T se dice antisimétrico en los indices a y b si

T(Viyeos Vs ees Vis ooy V1) = =T (Vs eeis Vs eos Vs ees V1) YV, .., v EV (3.18)

Estas propiedades de simetria se definen de forma analoga para tensores (k,0) y (k,1). En este dlti-
mo caso los indices covariantes y contravariantes van por separado, es decir, no se pueden permutar
indices de arriba con indices de abajo.

En general, se dice que T es totalmente simétrico si P(T) = T(vp(1),...,Vpk)) = T para toda
permutacion P € Si y totalmente antisimétrico si P(T) = signo(P)T. El signo de P se define como

+1si Pespary —1 si P esimpar.
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3.2. Formas

Definicion 3.7 Sea M una variedad de dimensionny p € M. Llamaremos espacio cotangente a M en

lél

ST e %} de T, M denotaremos

p al espacio dual de T, M. Lo denotaremos T, M. Dada una base {

a su base dual como {dx', ..., dx"}.

Definicion 3.8 Sea M una variedad de dimension ny p € M. Una r-forma o r-forma diferencial
(r > 1) es un tensor r veces covariante y totalmente antisimétrico que actia sobre r copias del
espacio tangente a M en p y cuyas componentes sean de clase C®. Se define también una O—forma

como una funcion C* definida sobre M.

El concepto de forma no es nuevo para alguien que haya visto algo de andlisis real. Si miramos a
la definicién, una r-forma toma r vectores y devuelve un nimero real. Una O—forma actuaria sobre 0
copias del espacio tangente, asi que podemos pensar que actiia directamente sobre M.

Las 1-formas son funciones del espacio tangente en R, es decir, los elementos del espacio cotan-
gente 7, M. En términos de andlisis, toman combinaciones lineales de derivadas parciales y dan un
ndmero.

Una 2-forma serfa una aplicacion a : T,M xT,,M — R bilineal, que toma dos vectores tangentes
y devuelve un nimero real a (v, v,). Esto es lo que se introduce en dlgebra lineal como una forma

bilineal (en este caso antisimétrica) sobre el espacio tangente.

Definicion 3.9 Sea a una r-forma y 8 una s-forma. Se define el producto exterior de « y B, denotado

a A B, como

(3.19)

Por la definicion del producto tensorial, @ A B8 es un tensor (r + 5,0). Veamos que es antisimétrica

haciendo actuar una permutacién cualquiera Py:
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1
Po@Ap) === ) signo(P)Po(P(a®p)) =
" PESr

= Z signo(P)signo(Po)signo(Py)Po(P(a ® B)) =
PeSyys

= %signo(Po) Z signo(P)signo(Py)Po(P(a ® B)) = signo(Po)a A B, (3.20)
o PeSyys

donde al final hemos usado que para todo grupo G y g € G, gG = G, de forma que a la hora de
considerar las permutaciones tenemos las mismas multiplicando por Py que sin multiplicar por Py.
Por tanto el producto exterior de dos formas es una forma.

Notemos que si @ = f(x!,...,x") es una O-forma, entonces el producto exterior de & A 8 es una
forma cuyas componentes son el producto de f por las componentes de 5.

Claramente, no todos los tensores son formas, por lo que ahora vamos a dar un resultado parecido

al teorema 3.1 para ver la dimensién de los espacios de las formas.

Teorema 3.2 [7] El espacio de las r-formas A},(M) en una variedad M de dimension n tiene una

base formada por
dX"A L ANdXT, 1 <i <ip<.<ip<n (3.21)
Por tanto, dim A,(M) = #lr), = ().
Demostracion:

En primer lugar, notamos que A}, (M) es un subespacio del espacio vectorial de todos los tensores
(0, r) porque la suma de tensores antisimétricos es antisimétrica y un tensor antisimétrico multiplicado

por un nimero real también es antisimétrico.

= Sistema generador: como las r-formas son tensores, sabemos que podemos expresar cualquier

r-forma w usando la base del espacio cotangente asi:

w=w; ;,d" ®..®dx" (3.22)

Ahora bien, sabemos que esta forma es totalmente antisimétrica, por lo que

% Z signo(P)P(w) = % Z signo(P)signo(P) w = w. (3.23)

" PeS, " PeS,

1
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Por otro lado,

1 1 . .
w=— Z signo(P)P(w) = wi,._i, — Z signo(P)P(dx" ® ... ® dx'") =
r! "r!
PeS, PeS,
1

= = Wi dx' A A dxT (3.24)
r!

Ly
Entonces cualquier forma w es combinacién lineal de los dx'! A ... A dx'r.

= Sistema libre: supongamos que existen constantes a;,._;, tales que

ailmirdxil A ... A dx' = 0. Entonces para cualquier 1 < jy, ..., j, < n,

ailu_irdx"l AL A dxi’(ejl, €)= aiy Z signo(P)P(a’xi1 ®..Q dxir)(ejl, wwej)=0.
PeS,
(3.25)

Como ya probamos que los productos tensoriales son linealmente independientes en el teore-
ma 3.1, todos los sumandos deben ser 0 por separado. En particular, el correspondiente a la

permutacién identidad debe ser 0. Por tanto,

ai]___ikeil ®...Q eik(é’jl, veey ejk) = 0 =
= ail-"ik(s.lill“'é_ljl;c = ajl-ujk = O V] < j1> ""jk < n, (326)

y tenemos la independencia lineal de los productos exteriores.

= Dimension: un poquito mas adelante demostraremos que si existen dos indices i; = iy iguales
en la forma dx’! A ... A dx'r, entonces dicha forma es 0. Esto nos dice que de los n indices,
tenemos que escoger r de ellos sin repeticion. Por tanto, el nimero de posibilidades no nulas

paralosiy,..,ir son (7). m

Veamos ahora unas cuantas propiedades del producto exterior.

Proposicion 3.2 [1] Sean «, B, 1, w, & formas diferenciales sobre la misma variedad M con a una

r-forma y B una l-forma. Entonces:

1. Paratodo a,b € R

(aa+bB) An=alaAn)+b(BAn) 3.27)

nA(ax+bB)=anAa)+b(nAB) (3.28)
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2. anB=(-1D"Bra

1

3. Para todo conjunto de 1-formas w', ..., w" y vectores tangentes vy, ..., v, (1 < r < n) se cumple

W' A AW (v, vy = det(a)j(v,-)), (3.29)

donde (w’ (v;)) es una matriz rxr .

Demostracion:
1. Esta es inmediata por la linealidad del producto tensorial.

2. Laforma general de ¢ y S es
a=a; i dx" A ANdX"T B =B jidx A A dX (3.30)

Entonces,
aAfB= ail,__irﬂj]___jl(dxi‘ AL A dxi’) A (dle A A dxj’)
(3.31)
BANa=aj. iBj.. jdxt Ao AdXI) A (dx™ AL A dx'T).
Como el producto exterior es asociativo, al serlo el producto tensorial, la diferencia entre ambas

expresiones de (3.31) son k! transposiciones que reordenan los dx’ y los dx/, y por la antisi-

metria de las formas sale un factor (—1)%!.
3. Procedamos por induccién. Para el producto de dos 1-formas tenemos que, por definicion,

a(vi) a(v)

B(v1) B(v2)

a A B(vi,v2) = a(v)B(v2) —a(v2)B(vy) = det (3.32)

Para el caso general, suponemos que el resultado se cumple para las 1-formas w, ..., w,. En-

tonces aplicando la definicion de producto exterior a w y al resto por separado

1 .
WA AW V1) = Ty D Signo(PW! (vpa) (W A e AW () Vi) =
r " PeS,
1 . ; .
= Y Z szgno(P)wl(vP(l))det(w’(vP(j))), Lj=2,..,r.
r ' PeS,
(3.33)

Esto no es mas que desarrollar el determinante de (w'(v;)) por la fila de wl, ya que las per-
mutaciones las podemos separar con la transposicién (vp(1)vp(x)) para todos los valores de k

y tendremos, para cada uno de los r valores de vp (1) posibles, (r — 1)! veces un determinante
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de los menores de la matriz rxr. Estos determinantes, como al final estamos permutando filas o
columnas, serdn todos el mismo excepto por el signo de la permutacién, que se cancela con el

signo(P) del sumatorio. Por tanto, tenemos el resultado. m

Como consecuencia del teorema 3.2 y de la antisimetria de las formas, podemos hacer varias obser-

vaciones [1]:

1. Si dos indices cualesquiera se repiten, dx’! A ... A dx'= = 0. En efecto, permutando los indices

repetidos con una trasposicion (que es impar) sale que la forma coincide con su opuesto, de

manera que es 0.

. Reciprocamente a lo anterior, la condicion de “dos indices se repiten implica cero” implica
antisimetria. Supongamos que para una r-forma a(vy,...,d,...,d,...,v,) = 0 para todo a €

T, M. Entonces, en particular se cumple para las sumas:

O=a(vy,..,a+b,..,a+b,..v,)=

=a(Vi, . dy .y dy ., Vi) +a@(Ve, .. d, by V) +

0

+a(Vi,.nb, .. a,...,vy)+a(vy,..,b,....,b,...,v,) =

= avi,...d,...b,...,v;)=—a(vy,...,b,...,a,...,v,) (3.34)

. dx"" A ... Adx' =0 si algdn conjunto de los r indices es linealmente dependiente.

Supongamos sin pérdida de generalidad que el dltimo indice es el linealmente dependiente, es

decir, i, = a’i j (j=1,..,r = 1). Entonces, por la multilinealidad de las formas:
dAxXV A AT A dXT = aldx A A dxT A X (3.35)

Como estamos sumando j desde 1 hasta r — 1, siempre va a haber un indice repetido en todos

los sumandos y por tanto la forma es 0.

Esto nos dice que para todo r > n, con n la dimensién de la variedad, no existen formas diferenciales

no nulas, pues uno de los vectores sobre los que actie la forma siempre va a ser combinacién lineal

de n de ellos.
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La proposicion 3.2 y el teorema 3.2 nos dan toda la informacidn necesaria para calcular productos
exteriores sin pasar por el producto tensorial. Como ejemplo, podemos hacer el producto exterior de

las siguientes formas en una variedad cualquiera de dimensién 5:
@=x! cos(xz)dx1 A dx* + x*dx? A dx® B= sin(xl)dx2 Ade +xtdx! A dxX. (3.36)

Implicitamente estamos fijando una carta con coordenadas (x', ..., x°) y un espacio tangente sobre el

que definir las formas. El producto exterior es
aAB=(x' cos(x2)a’x1 A dxt + x2dx* A dxP) A (sin(xl)dx2 Ad +xtdx! A dxd) =
=x! (:05()52)dx1 A dx* A sin(xl)dx2 A dxd + x! cos(xz)dx1 A dx* A sin(xl)dx2 Adx*+  (3.37)
+x2dx? A dx> A Sin(xl)dx2 Adx* + x2dx? A dx® A xtdx! A dx®.
En primer lugar notamos que el segundo y tercer sumandos son ambos cero porque aparecen diferen-

ciales repetidos: en el segundo tenemos dx* A dx* y en el tercero, dx> A dx3. El resto del cilculo no

es mas que multiplicar las funciones y encadenar los simbolos A. Al final nos queda
aAB=x! sin(xl) cos(xz)dx1 Adxt Adx? Adx + X2 d A did A dx! A dx. (3.38)

Si queremos, podemos poner los dx' en orden teniendo cuidado con los signos que puedan aparecer

al permutar los indices.

3.3. Aplicaciones inducidas

En andlisis funcional o en dlgebra lineal se ve que una funcién entre espacios vectoriales
f : X — Y define de manera mas o menos natural otra funcion en los duales f* : Y* — X™.
En variedades pasa algo parecido: como siempre, al intentar encontrar un andlogo de lo que pasa

entre espacios vectoriales vamos a tener que introducir los espacios tangentes en algin lado.

Definicion 3.10 /7] Sean M y N dos variedades no necesariamente de la misma dimension y
F : M — N una funcion C*. Fijado un punto p € M, se llama diferencial de F a la aplicacion

siguiente:

F.:TyM — Tgp)N (3.39)
Xp = Xp(goF),

donde g es una funcion C* sobre N. A F, también se le denota dF), o F. j, en la bibliografia.
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En términos de curvas, F, lleva el vector tangente en p de una curva o al vector tangente en F(p) de
la curva F (o).

Es bastante fécil ver que
Fo(Xp+Y,)(8)=(Xp+Y,)(goF)=X,(g0oF)+Y,(go F) = F.(X,) + F.(Y)), (3.40)

yque,sia € R, Fi(aX,) = aF.(X,).
Como F, es una aplicacién lineal entre espacios vectoriales de dimensién finita, podemos re-
presentarla por una matriz. Consideremos bases {%,. . ax"} de T,My { DyT e ByT } de Tr(p)N

(recordemos que M y N no tienen por qué ser de la misma dimensién). Bajo estas condiciones F va a

la cadena,

dar un vector de la forma (F'(x',...,x"), ..., F" (x!,...,x")) € Tr(p)N. Entonces, usando la regla de
OF7 0
)) 8 (3.41)

() 0= (5t
ox! ox! Oxt ByJ

Si queremos ver esto para cualquier funcién no tenemos mas que quitar la g, de forma que las
coordenadas de F. en la base de T ()N son las par01ales . Asi que la matriz coordenada de F es
la matriz jacobiana de F en el punto p.

Ahora podemos considerar la aplicacion adjunta de F., que denotaremos F™* : T (p )N - T,M

y se define como (F*a@)(v) = a(F.(v)) con a € T;( )N. En términos sencillos, F* transforma una

1-forma de N en una 1-forma de M. La matriz coordenada de F™* es la traspuesta de la de F,,

6F

F*(dy’) = o

(3.42)

En la bibliografia, a F* se le suele llamar el pullback o aplicacion regrediente de F. Usando la

estructura de espacio vectorial de las formas vemos que F* es lineal:
F*(aa +bB)(v) = (aa + bB)(F.v) = aa(F.v) + bB(F.v) = (aF*a + bF*B)(v). (3.43)
Esta aplicacion se puede extender de 1-formas a k-formas y se suele denotar de la misma manera.
Definicion 3.11 Sea B una k-forma (k > 1) sobre una variedad N y Xy, ..., X campos vectoriales

sobre otra variedad M. Dada una aplicacion F : M — N se define la aplicacion regrediente o

pullback de F para k-formas como
F* Ak( J(N) — A% (M)

(F*'B)p(X1, ... Xi) = B(Fu(X1p), ... Fu(Xip)).

En caso de que a sea una O-forma sobre N (es decir, una funcion C*), se define F*a = aoF : M — R.

(3.44)
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Las aplicaciones regredientes tienen algunas propiedades que nos van a interesar.

Sean S, T dos funciones entre variedades, 8 una k-forma y vy una /-forma.

= De la definicién de F, vemos que
(ST)*(Xp(g)) = Xp(g 0o§oT) = Xp((g 08§)oT)= T*(Xp(g 0§)) = T*S*(Xp)- (3.45)
Usando este resultado,

((STY'B) V1, o0y vi) = BU(ST)wv1, ..., (ST)wvi) = B(TuSivi, ..., TSevi) = T*S* B(vi, ooy Vi),

(3.46)
por lo que concluimos que
(ST). =T.S., (ST)" =T"S". (3.47)
= Calculamos ahora el pullback de un producto exterior.
F*(BAY)YV1y s Vi WE, oo W) = (BAY)(Fevy, ooy Fuovi, Fawy, ..., Fowy). (3.48)

Mirando a la definicién de producto exterior tenemos que

(BAY)(Fuvi, oo, Fovi, Fowd, oo, Fowy) = (B(Fevi, ..., Fovi ) Ay (Fawy, ..., Fawy) = F*(B)AF*(y).
(3.49)

Por dltimo, damos una propiedad de las n-formas que nos va a ser util mas adelante.
Proposicién 3.3 [7] Sea f : R — R" una funcion C* y @ = hdx' A ... Adx™ una n-forma. Entonces:
FH(hdx" A ... Adx™) = (ho f)det(J f)dx" A ... A dx". (3.50)

Demostracion:
Implicitamente estamos fijando un punto p en una variedad y trabajando con el espacio tangente
a p. Por (3.49), como « es el producto exterior de la O-forma A con una n-forma, podemos calcular

f*hy f*dx" A ... A dx™ por separado. En primer lugar,

Jh(x) = h(f(x)) = h(f (x)) = (ho [)(x). (3.51)
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Solo nos falta probar la parte del determinante. Llamemos A a la matriz jacobiana de f en el punto p
y a; a sus entradas por simplicidad y para hacer la notacién mds parecida a la de un cambio de base.

Usando la multilinealidad de las formas

Frdxt A A dx") (e, ... en) = dxE A A dX"(feen, ..., fren) =

=dx' AL A dx"(ai‘eil, name; ) = ai‘...ai,"dxl Ao Ndx" (e, ... €). (3.52)

Ahora bien, los sumandos de los n sumatorios que tenemos seran no nulos cuando todos los indices
sean distintos, en cuyo caso tendremos en la n-forma una permutacion de los ndimeros (1, 2, ..., n). Por
tant,o el sumatorio realmente lo estamos tomando sobre las permutaciones de S,,. Entonces, usando la

antisimetria de las formas y la férmula de Leibniz para el determinante,

dx' A A dx" (e, ...,ei,) = 0y, dx' A AdxX (e, en) =
———
€S,
j in 11
= al..apde A AdX" (e, ..., ei,) =

n
= Z signo(o) nalfr(l)dxl A...ANdx"(eq,...,en) =

ogesS, i=1

= det(A)dx' A ... A dx" (e, ..., en). (3.53)

Juntando esto con (3.51) tenemos el resultado. m

3.4. Derivada exterior

El producto exterior es solo una de las herramientas que hay para construir formas. En andlisis
real es muy familiar el concepto de diferencial de una funcién usando sus derivadas parciales. En
cierto modo, podemos ver la diferencial de una funcién de n variables como un operador que toma las
derivadas parciales de la funcién de partida y nos devuelve un nimero real al evaluarlo en un punto.

Esto es exactamente lo que definimos como una 1-forma, y vimos también que las funciones reales
son por definicién 0-formas, de manera que tomando la diferencial hemos pasado de una O-forma a
una 1-forma.

Veamos ahora como se generaliza esta idea de la diferencial a una r-forma cualquiera en varieda-

des.
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Definicion 3.12 Sea M una variedad de dimension n, T, M un espacio tangente cualquiera de M,
a@=a ;,dx" A AdxiT € A}, (M). La derivada exterior se define como la aplicacion d : Aj,(M) —
+1
AL (M) dada por
da =

Tl

1 (i i\ , ; ; -
—" ) dx! Adx" AN dx'T. (3.54)
OxJ

Claramente la derivada exterior de una r-forma es una (r + 1)-forma, ya que tenemos un producto

exterior de r + 1 1-formas. Para una O-forma arbitraria f(x, ..., x,)

Laof ;_0f of
llaxfdx = (’)xldx +...+axndx , (3.55)

df =

y vemos que la derivada exterior coincide con la diferencial ordinaria. De hecho, si comparamos con la
definicién de la derivada exterior podemos usar esto para dar una expresion alternativa de la derivada
exterior:

da = d(a;,. ;) A (dx" A ... Adx'™) (3.56)

Como generalizacion de la diferencial, este operador va a ser bastante relevante a la hora de hacer

calculos, asi que no estd de més conocer algunas propiedades.
Proposicion 3.4 [7],[5] Sean a y B dos formas diferenciales sobre una variedad M, @ una r-forma.
1. d(a+p)=da+dBsipeN,(M)
2. d(aAp)=danB+(-1)"andBsipeN,(M)
3. d(d(a))=d*’a=0
4. Si f: M — N es C*®, con N una variedad, entonces f*(da) = d(f*a)

Demostracion:

1. Aplicando la definicién

0@+ Bi.iv
Ox/

d(a+p) = ;( )dxf Adx" A A dxT (3.57)

Ahora bien, usando la linealidad de los tensores,

(@+B)i...i, = (@+p)(er,....e,) =aler,....,e,) + B(er,....e;) = @y i, + PBiy..ir.  (3.58)

Por tanto

0Bi,...i,
oxJ

1 (Oay, . ; . . |
dla+p) = — Yivdr ) el Adi A A dir + —
r! ax] r!

) dx! Adx A ... AdxT = da+dB.
(3.59)
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2. Como tenemos ya la linealidad probada, podemos considerar formas del tipo
@ = udx™ A ... A dx'r B= vdx/U A A dxs, (3.60)

con u(xy,...,xn), v(xi,...,x,) dos funciones C* (es decir, 0-formas). Podemos calcular muy
facilmente la derivada exterior de este tipo de formas:

ou . .
do = 2L ad Adx A A dir (3.61)
oxJ

Entonces, usando la regla del producto con u y v,

d(a AB)=d((uAdx A... Adx") A (vdx!' A . A dxTs)) =

=d((uv A dx™ A ... AdxT) A (dxP A LA dXTS)) =

=(vdu +udv) A ((dx" A ... Adx"™) A (XD A . A diT)) =

=(du Adx" A .. Adx"T) A (vdxTt A A dxTS) 4+ (=1) (udx™ A A dXT) A (A A d AL A ds) =

=da AB+(-1)"aAdp, (3.62)

donde el factor (—1)" lo introducimos al permutar el dv con los dx’* por la antisimetria de las

formas.

3. En esta propiedad estamos utilizando que las componentes de @ son funciones de clase C*.

1 (e, i, - - , 1 0wy, i . . .
o = d(— | L8 ) ged Ndx A A dir) = Xiir | 1k A dd AT A A d
1\ oxi ri(r+1)! \ oxi9xk
(3.63)
Esto es cero directamente, ya que, por la simetria de las derivadas segundas,
oa;, i ; oaj i o, i .
T ke p el = =i g gk = T2 T A gk (3.64)
OxJ Oxk OxJ 0xk Oxkdxi

Como las variables j y k son ambas mudas (estamos sumando sobre ellas) el tltimo término es

exactamente el mismo que el primero y por tanto d’a = 0.

4. El resultado se cumple trivialmente si a es una O-forma. Procedamos, entonces, por induccion.
Supongamos cierto el resultado para una k-forma w y tomemos una (k + 1)-forma & = w A dx/.

Por tanto, usando la propiedad 2 y la ecuacién (3.49),

FH(d(w A ddl)) = F(dw Ade + (=) w A d(dx!)) =
———
d?(xJ)=0
=f*(dw A dx’) = f*(dw) A f(dx)) =d(ffw A f*(dx)) =d(f(w Add))) =d(fra).m
(3.65)
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Vamos a comprobar que la derivada exterior estd bien definida, ya que su definicién podria depen-
der, en principio, de las coordenadas que hayamos introducido en el espacio tangente a través de una

carta.

Teorema 3.3 [1],[4] La derivada exterior d : Af,(M ) — A;‘,” (M) es independiente de la carta

utilizada y es la tinica aplicacion que cumple las propiedades de la proposicion 3.4.

Demostracion:

Sea p € M y tomemos dos cartas (U, ¢) y (V,¢) tales que p € UNV. Sea w una forma cualquiera
de M. Por la propiedad 4 de la proposicién 3.4, podemos introducir la identidad como ¢*(¢~1)* en
dw, donde recordemos que como ¢ vade M aR", ¢* va de las k-formas de R" a las k-formas de M.

Entonces,
do =d(¢*((¢~")")w) = ¢"d((¢7") w). (3.66)

Ahora, como ¢ oyl es C*,

(poy ™ Yd(¢™ ) 'w) =d((poy ™) (¢)'w) =d((y ) w). (3.67)

En la dltima igualdad usamos la ecuacién (3.47). Por otra parte, componiendo con ¢/*,
W (@ou™)d((¢7) ' w) =y o (7)) 0 ¢"d((¢7) w) = ¢7d((¢™) w) =y (¥ ™)'w). (3.68)

por lo que concluimos que dw es independiente de la carta.
Demostramos ahora la unicidad. Sea D : AIkJ(M ) — Af,“(M ) otra aplicacion que cumple las
propiedades de la proposicién 3.4. Como para una funcién C* se tiene que cumplir que D f es una

1-forma, podemos concluir que al evaluar en un vector tangente,

Df(v)=vf = g—fdxi =df (v). (3.69)

i
Para una k-forma arbitraria, primero notamos que si dos formas w; y w, coinciden en cierto
entorno V de p, entonces Dw; = Dw, en V. Esto se puede ver tomando = w| — w, y multiplicando

por una funcién C* que sea idénticamente 1 en V (en la seccioén 4.1 veremos que en efecto se pueden

construir funciones C* de este tipo), llamémosla ¢y. Como w; y w; coincidenen V,
yn=0=DWn) =Dy An+y ADn=0. (3.70)

Como ¥ es la constante 1, D(¥) = 0 en V, por lo que concluimos por linealidad que Dn = Dw; —

Dw, =0entodo V.
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Ahora tomamos una k-forma w = w;, . dx' A ... A dx'* arbitraria. Como las componentes de

g
w son C*™ y con la ayuda de funciones C* del mismo tipo que i, podemos definir una forma @ =
Oi,...ir dXVA A dX* que coincida con w en cierto entorno V de p y que tanto sus componentes como
las coordenadas i’ sean funciones C*. [1]

Entonces, podemos aplicar el argumento de antes y decir que Dw = D& en V. Por tanto, en todo

V se cumple

Dw =D& = D(&;,_;, dZ" A ... A dFF). (3.71)

Al desarrollar la D del producto solo contribuye la parte de D@;, .. ;, porque ya probamos que
para una funcién D f = df. Por tanto, D(df) = D>f = 0 en las ¥'. Entonces, volviendo a usar esto

junto con que w y @ coinciden en V,

Dw = (D@, i) ANdFTA .. AdE* = (ddy, i) AdEY A LA dEE =

= (dwi,..i) N dx" A A dX = dow. (3.72)

Concluimos que la derivada exterior es Unica M.

El apartado 3 de la proposicion 3.4 nos abre una cuestion bastante interesante: si una forma a se
puede escribir como a = dw, entonces da = 0 = d?w. ;Son todas las formas tales que su derivada

exterior es 0 de este tipo?

Definicion 3.13 Una forma diferencial a se dice cerrada si da = 0.

Definicion 3.14 Una r-forma diferencial a se dice exacta si existe una (r —1)-forma B8 tal que a = dp.

Es claro que, segiin estas definiciones, toda forma exacta es cerrada porque de = d*f = 0. El
reciproco no es cierto. [6] Como contraejemplo consideraremos la siguiente 1-forma sobre la variedad
M =R*\ {(0,0)}:

- X
¢= TP EE® T )t axy)dy. (3.73)

Calculemos la derivada exterior de a:

0 0 0 9
da = 2 gerds + S dy A dx+ S22 dx A dy + S2dy acdy =
dx ay Ox ay
= —(x2 122 (y2 - x2) dy A dx+(x2 7 (y2 _ xz)dx Ady = 0. (3.74)
—dxndy
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Si a fuera exacta existiria una funcién f tal que

o v o of__x
dx  x2+y2 dy  x2+y?

(3.75)

Esto tiene como tnica solucién f(x, y) = arctan(y/x) + C, que no es una funcién continua en M, pues
tiene discontinuidades en toda la recta x = 0.

Si denotamos dy : A% (M) — AX*'(M) a la derivada exterior de k-formas, esto es un homo-
morfismo entre espacios vectoriales. Por tanto podemos considerar, a partir de la propiedad di =0,
el cociente H*(M) = Ker(dy)/Im(di_1), que lo podemos ver como las clases de formas cerradas
pero no exactas. Resulta que H*(M) es un grupo [1] y se le llama k-ésimo grupo de cohomologia de
De Rham. Estos grupos son unos invariantes topolégicos que tienen interés en temas mds avanzados
de la teoria de variedades. Por ejemplo, usando la invariancia de estos grupos se puede demostrar la
invariancia de otras caracteristicas como la dimensién de la variedad.

Por tltimo y para cerrar con un ejemplo relevante, vamos a calcular las derivadas exteriores de las
formas en R3. [6] Tomemos en primer lugar una forma w = w,dx +wydy +w,dz. Su derivada exterior

€S

0 0
= (ﬂ — 660)‘) dy A dx + (60)2 — ﬂ) dy Adz+ (awx - awz) dz A dx. (376)
y y z 0z ox

Vemos que si tomamos la funcion vectorial & = (wy, wy, w;), dw nos da el rotacional de &. De
la misma forma, podemos ver que la derivada exterior de una O-forma nos da el gradiente en la base
(dx, dy, dz) y que la derivada exterior de una 2-forma es la divergencia.

Sea w = w3dx A dy + wady A dz + wi1dz A dx. Entonces

(0w N owr N ows
| ox oy 0z

dw dx A dy A dz. (3.77)
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Capitulo 4

Integracion en variedades

4.1. Particiones de la unidad

En esta seccion definiremos las particiones de la unidad, una herramienta muy util para separar
los conjuntos sobre los que integraremos. En R" es muy habitual dividir el dominio donde se integra
(por ejemplo si integramos funciones pares en un intervalo simétrico o con funciones a trozos). En las
variedades cuyo atlas tiene mds de una carta nos encontraremos con una situacion en la que tenemos
que separar las integrales en cada abierto que forma el atlas. Como una variedad puede tener hasta
infinitas cartas, las particiones de la unidad nos van a asegurar que al integrar en toda la variedad no

nos encontremos 'infinitos no deseados”.

Definicion 4.1 [4] Sea {A;}ic; una coleccion arbitraria de subconjuntos de un espacio topolégico
(X, 7). {A;}icq se dice localmente finita si todo punto de X tiene un entorno U tal que U N A; = 0

excepto para un nimero finito de indices.

Definicion 4.2 Sea (X, 7) un espacio topolégico 'y f : X — R una aplicacion cualquiera. Se define

el soporte de f (denotado sop(f)) como la clausura del conjunto

P={xeX|f(x)#0} @.1)

Definicion 4.3 Sea M una variedad de dimension n. Una particion de la unidad (C*) es una colec-

cion de aplicaciones (C®) {f; : M — R};cr que cumplen las siguientes propiedades:
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1. fi(p) = 0paratodo p € M.

2. La familia de los soportes {sop(f;)}icr es localmente finita.

3. Zier fi = 1.

Dado un recubrimiento abierto {U;}ic; de M, diremos que una particion de la unidad estd subordi-

nada al recubrimiento {U;}icy si sop(f;) € U; paratodoi € 1.

La propiedad 2 nos dice que en cada punto de M todas las f; son cero excepto un niimero finito
de ellas, por lo que la suma de la propiedad 3 va a ser siempre finita.

En la demostracion del teorema 3.3 la funcién ¢ que definimos es una funcidon que pertenece a
una particién de la unidad. El otro uso que le vamos a dar a las particiones de la unidad es a la hora
de integrar en una variedad cuyo atlas tenga varias cartas. [1] Escogiendo una particién de la unidad
C®* subordinada a los abiertos del atlas, podemos separar la integral en toda la variedad de forma que
solo trabajemos con unas coordenadas (una carta) a la vez.

Que exista siempre una particién de la unidad tan conveniente no es para nada trivial, asi que
probaremos su existencia. Antes de nada vamos a dar un ejemplo de cdmo podrian ser las funciones
de una particién de la unidad C*.

Consideremos la funcién real f(f) = e~"/*sit > 0y f(z) = 0 en otro caso. Se puede ver que f es

C®* ([1] 2.20)y, como f(t) > 0 para todo ¢ > 0, si definimos

0
FO+fa-1

por la definicion de f el denominador nunca es 0 y g es una funciéon C*. Ademds g cumple que

g(1) (4.2)

g(t) =0sit < 0yg(t) =1sit > 1. Para darle mas versatilidad a estas funciones, hacemos un

cambio de variable para que la parte no constante esté definida en el intervalo [a,b] cona < by

multiplicamos la x al cuadrado para que sea simétrica:

)Cz—(lz x2—a2

Como todo lo que hemos hecho es componer con funciones C*, p es C* también. El grafico de esta
funcién es como un bache que vale 1 en el intervalo [—a, a] (ver la figura 5.1) y su soporte es el
compacto [—b, b]. A este tipo de funciones se les suele llamar bump functions o funciones test.

La versién que nos interesa es la generalizacién a R™:

x| —az)
b

P oa )

p(X)=1—g(
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donde estamos tomando la norma euclidea de x. A partir de esto, componiendo con una carta (U, ¢)

podemos construir funciones C* de este tipo definidas en un entorno de cualquier punto de la variedad.

— fit) — ol
10— glv 1.0 — x=zxa

0.8 4 0.8

0.6 1 0.6

0.4 4 0.4

0.2 4 0.2

0.0 T T T T T T T 0.0

Figura 4.1: A la izquierda, graficas de f(¢) y g(¢) segin la ecuacién (4.2). A la derecha, grafica de

p(t) segin la ecuacion (4.4) paraa = 1,b = 2.

Lema 4.1 [4] Sea M una variedad y fi, ..., fr : M — R (k > 1) funciones reales. Entonces
n
sop(> f) < Jsop(fo) (4.5)
i i=1
Demostracion:

Si 3}; fi # 0, entonces al menos una de las f; es distinta de 0. Por tanto,

k
{xeM|Zﬁ¢0}cU{xeM|f,~¢0}. (4.6)
i i=1

Como al tomar la clausura se respetan los contenidos, tenemos el resultado. m

Proposicion 4.1 [4] Sea M una variedad compacta de dimension ny {U;};c; un recubrimiento abier-

to de M. Entonces existe una particion C* de la unidad { f;};c; subordinada a dicho recubrimiento.

Demostracion:

Como tenemos un recubrimiento abierto, para cada punto g € M existe un abierto U;_, una carta
(V4> ¢4) y una funcién ¢, = p, o ¢, de clase C* con p, de la forma (4.4). El soporte de v/, lo
podemos escoger contenido en el abierto U;,,: como pg4 tiene soporte compacto podemos, sin pérdida

de generalidad, tomar sop(p,) € ¢4(U;, ). Como ¢ es un homeomorfismo, ¢! (sop(pg4)) es compacto
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(en particular cerrado) en M. Entonces,

sop(¥g) = (pg © ¢q)~ (R \{0}) C ¢5' (sop(pg)) = ¢, (sop(py)) € 6, (¢q(Us,)) = Uy, (47)

Como 4 (q) > 0 por construccion y ¥, es una funcién C* existird un entorno abierto W,, C U;,
de q tal que ¥, sea estrictamente positiva en Wj,.

La familia {W, },<p forma entonces un recubrimiento abierto de M. Por compacidad, existird un
subrecubrimiento finito {Wy,, ..., W, } que tendrd asociadas sus funciones ¢, correspondientes.

Podemos construir las siguientes funciones:

¥ = Z% 0= 7" (4.8)
J=1

Es facil ver que Z;": 1 ¢; = 1y que todas son funciones C* con soporte compacto (por tanto
localmente finito) al ser reescalados de las 4, por lo que las ¢; forman una particion de la unidad.
Ademds, sop(¢;) C sop(¢;) C U, .

Lo tinico que nos falta para ver que la particién de la unidad {¢; }_’;’: , estd subordinada a {U; };es
es que el conjunto de indices del recubrimiento original sea el mismo que el de las funciones.

Para cada j = 1, ..., m escogemos un indice 7(j) € I tal que sop(¢;) C Ur(;). Puede ser que esta

condicién se cumpla para varios indices entre 1 y m, por lo que definimos, para cada u € 1,

ha= > ¢ (4.9)

7(J)=m
En caso de que no haya ningtin j para el que 7(j) = u, definiremos h, = 0. Entonces, tenemos
una coleccidn de funciones {4; };¢; tales que
m
Dhi=> > gi=>gi=1 (4.10)
iel i€l 7(j)=i i=1
Porellema4.1,

sop(hi) € sop( > @) € Ur(j=isup(g;) € U;. 4.11)
T(j)=i

Por tanto, las {/; };c; son una particion de la unidad subordinada a {U;};c;. m

Este resultado se puede generalizar a variedades no compactas pero requiere del concepto de
paracompacidad y unos cuantos lemas previos y no lo vamos a usar a la hora de definir las integrales.

La demostracién se puede encontrar en [1], teorema 2.23.
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4.2. Orientaciones

Antes de poder definir la integracién en una variedad, debemos tomar una precaucién para asegu-
rarnos de que podamos generalizar todos los resultados del calculo en R": nuestras variedades han de
tener una “orientacién” definida. De no tener una orientacidn, por ejemplo en R, decir que la integral
desde a hasta b es menos la integral de b hasta a no tendria sentido.

En un espacio vectorial cualquiera, se dice que dos bases (con sus elementos en un orden deter-
minado) definen la misma orientacién si su matriz de cambio de base tiene determinante positivo.

Esta condicién define una relacién de equivalencia y a cada clase de equivalencia se le llama orien-
tacidn del espacio vectorial. En dimensidn finita, los espacios vectoriales solo tienen dos orientaciones
[4], que se suelen denotar u y —pu.

En variedades, los espacios vectoriales que tenemos son los espacios tangentes en cada punto.
Entonces, si queremos orientar la variedad inspirdndonos en esto, habrd que buscar una forma de

orientar todos los espacios tangentes con continuidad de forma que no haya cambios “’bruscos”.

Definicion 4.4 Sea M una variedad de dimension n'y U C M un abierto. Un referencial local en U
es una tupla (X1, ..., Xn) de n campos vectoriales de forma que para todo p € U, (X1p, ..., Xnp) es

una base ordenada del espacio tangente T, M. Si U = M, el referencial es global.
Dentro de los referenciales locales podemos introducir la siguiente relacion de equivalencia:

(X1, .0 X)) ~ (Y1, ... 1) © (Xips - Xnp) Y (Yip, ..., Ynp) definen la misma orientacién de 7, M.
(4.12)

A la clase del referencial (Xi, ..., X,;) la denotaremos [ (X1, ..., X,,)].

Definicion 4.5 [4] Sea M una variedad de dimension n. Se define una orientacion puntual como una
aplicacion u que a cada punto p € M le asigna una orientacion de T, M que denotaremos 1, = p(p).

Esto es,
Hp = [(le,---,an)] (4.13)

para ciertos campos vectoriales X1, ..., Xy.

Definicion 4.6 [4] Una orientacion puntual u es continua en p si existe un entorno V de p tal que u

esté dada por un tinico referencial local. Es decir, si para todo q € V tenemos que

Hq = [(qu,-.-,an)] 4.14)
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v los campos Y1, ..., Y, son los mismos para todos los puntos. Si u es continua en todo punto de M se
dice que es continua a secas.
Llamaremos orientacion a una orientacion puntual continua en M 'y M serd orientable si tiene

una orientacion.

Observemos que, aunque compartan el mismo nombre, esta definicién de continuidad para las
orientaciones no es la misma que la de continuidad para una aplicacién cualquiera entre espacios
topoldgicos. Siempre que hablemos de la continuidad de una orientacién nos referimos a la que aca-

bamos de definir.

Proposicion 4.2 [4] Toda variedad M conexa, orientable y de dimension finita tiene exactamente dos

orientaciones.

Demostracion:

Por hipétesis, nuestra variedad es orientable, por lo que al menos existe una orientacidon puntual u
que es continua. En primer lugar comprobamos que puede existir mds de una orientacion.

Por definicién de orientacién, en cada punto p € M tenemos que p(p) = p), es una orientacion
de T, M que vendra dada por una clase de equivalencia [(Xi,, X2p, ..., X,p)]. Sin embargo, podemos
definir la orientacién dada por fi(p) = [(X2p, Xip, ..., Xpnp)] cambiando dos de los campos vectoriales
de orden.

La matriz de cambio de base entre las dos bases ordenadas de 7,, M tiene determinante -1 pues es
la identidad con las filas primera y segunda permutadas, asi que esta nueva orientacion es diferente a la
original. Como u es continua, es inmediato que la nueva orientacion fi también lo es. Ademads en cada
punto i nos da la orientacién contraria a ¢ ya que los espacios tangentes solo tienen dos orientaciones
posibles.

Sean u y v dos orientaciones de M. Por definicién, en cada punto p € M tenemos que u(p) = up
y v(p) = v, son orientaciones de 7, M, que serdn o bien la misma o bien opuestas ya que el deter-
minante de un cambio de base serd o positivo (misma clase de equivalencia) o negativo. Definimos la
siguiente aplicacion:

f:M—-{1,-1}

1 sip,=v (4.15)
p— fp)= e
-1 siu,=-v,
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Fijemos un punto ¢ € M. Por la continuidad de las orientaciones, existe un entorno conexo U de p
(por la proposiciéon 1.2) donde u = [(Xy, ..., Xn)] y v = [(Y1, ..., Y,)] para ciertos campos vectoriales
X;, Y; que son C* sobre U. En cada punto u de U, podemos dar una matriz de cambio de base entre
las bases de T, M que define cada orientacién y que dependa de p.

Las entradas de esta matriz serdn continuas, al serlo los referenciales, y por tanto su determinante
también serd continuo. Como la matriz de cambio de base no puede ser singular y U es conexo, por el
teorema del valor medio este determinante serd siempre estrictamente positivo o siempre estrictamente
negativo en U, de forma que o bien u = v o bien y = —v.

Esto implica que f es constante en U, que era un entorno conexo de un punto g cualquiera. Veamos
que f tiene que ser constante en todo M. Sea B el conjunto de abiertos de M tales que f es constante
en dichos abiertos. Como para todo punto existe un entorno donde f es constante, todo punto de M
estd en algtin S € B.

Fijado un punto xg € M definimos V = {x € M|f(x) = f(x0)} yW = {x € M|f(x) # f(x0)}.
Se tiene que V y W son abiertos (son la unién de abiertos de B), disjuntosy VU W = M. Como M es
conexay V # 0, tiene que darse necesariamente que V=M y W = 0.

Por tanto f es constante en todo M y solo existen dos orientaciones posibles: yy —u  m.

Definicion 4.7 Una variedad M de dimension finita se dice orientada si es orientable y se ha elegido

una de sus dos orientaciones posibles.

Si pensamos en R”, la funcion determinante de una matriz nxn es una aplicacién que toma n
vectores, devuelve un nimero real y es antisimétrica bajo el cambio de argumentos. Es decir, el de-
terminante, que lo usamos para definir orientaciones en el espacio tangente, es una n-forma en R".
En una variedad cualquiera de dimension n, las n-formas también estdn muy relacionadas con las

orientaciones.

Lema 4.2 [4] Una orientacion [(X1, ..., X,)] de una variedad M de dimension n es continua si 'y solo
si para todo punto p € M existe una carta (U, ¢) = (U,x',...,x"), con U entorno de p, tal que la

n-forma dx' A ... A dx™ evaluada en (X1, ..., Xp) es estrictamente positiva.

Demostracion:
= | Sea u = [(X1, ..., X;;)] una orientacién continua 'y p € M. Como las variedades son local-

mente conexas por la proposicién 1.2, podemos escoger una carta (U, ¢) con U entorno conexo de p.
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Por hipétesis en este entorno la orientacion u viene dada por la clase de equivalencia de un referencial
(Y1, ..,Y).

Si tenemos que ¢ = (x!,...,x"), entonces Y;(p) = b; (p)% con b’l : U — R. Estas funciones
son continuas y nos dan la matriz de cambio de base B, = (bj. (p)) entre las derivadas parciales y los
Y; en cada punto. Por la proposicion 3.3,

dx' A AdxX"(Yy, ..., Y,) =det(B,) (dx" A ... A dx™) (i i) =
dx! dx!
= det(B,)d1...6% = det(B),). (4.16)

Como la matriz B, es un cambio de base, su determinante nunca es cero. Ademds como U es
conexo, podemos aplicar el teorema del valor medio para decir que nunca cambia de signo en todo U.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que este signo es positivo, ya que si es negativo podemos
considerar la carta (U, ¢ = (—x!, ...,x™)) y al repetir el proceso el signo de det(B ») €s positivo.

Por ultimo nos fijamos en que dentrode U, u = [ (X1, ..., X»)] = [(Y1, ..., Y,,)]. Entonces, la matriz
C de cambio de base de los X; alos ¥ tiene determinante positivo. Volviendo a aplicar la proposicién

3.3 obtenemos que
dx' Ao AdX" (X1, s X)) = det(Cp) (dx! A A dX (Y1, ..., V) > 0. (4.17)

< | Partimos ahora de un punto p arbitrario, la carta (U, ¢) y la orientacion u = [(X1, ..., Xp)].

i_0

Como antes, podemos expresar los campos vectoriales como X; = a’; 7%,

de forma que, si A, =
(a',(p)) y aplicando la proposicién 3.3,

0
dx" Ao A dX" (X1, X)) = det(A)) (dx A A dX™) (

0
W,”',ﬁ) =det(Ap) > 0. (418)

Este determinante es positivo ya que, por hipétesis, dx! A ... A dx* (X1, ..., X,,) > 0. Por tanto, la ma-
triz A, de cambio de base estd bien definida en todo U y tenemos que [(X{, ..., X,,)] define la misma
orientacién que las parciales en U. Concluimos que u es continua en p. Como p era arbitrario, u es

continua en todo M. m

Usando este lema podemos dar el siguiente resultado.

Teorema 4.1 [4] Una variedad M de dimension n es orientable si y solo si existe una n-forma C*

que no se anula nunca en M.
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Demostracion:
— | Tomemos una orientaciéon u = [(X1, .., X;)]. Por el lema 4.2, para cada punto p € M existe

una carta (Up,xllp, ...,x;‘,), con U entorno de p, tal que:
dx), A ... Adxh (X1, ..., Xp) > 0 (4.19)

Consideremos la familia de cartas {(Up, ¢,)} perr. Como los U, forman un recubrimiento de M,
por la proposicién 4.1 podemos considerar una particién de la unidad {a,} subordinada a él. Por las
propiedades de finitud local podemos definir la siguiente n-forma:

w= Y apd) A ... Adx) (4.20)
PEM
w es C™ al serlo las funciones de la particion de la unidad. Fijado un punto ¢ € M tenemos que al
menos a, es estrictamente positiva. EI resto también tienen que ser mayores o iguales que cero por
definicién, asi que es claro que w(p)(Xip, ..., Xnp) > 0.

<= | Sea w una n-forma C* que no se anula en ningtn punto de M. En cada punto p € M
podemos escoger una base ordenada de T, M (X, ..., X;)) tal que w(Xip, ..., X,p) > 0.

A su vez en p tenemos una carta (U, x', ...,x™), con U conexo, y localmente podemos expresar
w= fdx" A... Adx" con f # 0entodo U.

De nuevo, por el teorema del valor medio, f no puede cambiar de signo. Si f es positiva, entonces
(dx" A ... Adx™) (X1, ..., X,) > O. 4.21)

En caso contrario, si f < 0, entonces para la carta (U, —x', ..., x™) se cumple (4.21), y por el lema 4.2,

M es orientable. m

Vamos a dar ahora otra caracterizacion de la orientabilidad que en determinados contextos es mas

conveniente porque es mucho mds ficil de comprobar en variedades con atlas pequefios.

Definicion 4.8 [4] Sea M una variedad. Si para todo par de cartas sobre M, (U,¢) vy (V,¥), el
determinante de la matriz jacobiana de ¢ o ™" tiene signo positivo en todo punto de U NV, diremos

que el atlas de M es un atlas orientado y que las cartas (U, ¢) y (V, ) tienen la misma orientacion.

Como las variedades solo tienen dos orientaciones posibles, si un par de cartas (U, ¢) y (V,¢)
cumplen que el determinante de la jacobiana de ¢ o ! es negativo diremos que las cartas tienen

orientaciones opuestas.
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Teorema 4.2 [4] Una variedad M es orientable si y solo si tiene un atlas ordenado.

Demostracion:

& | Sea A un atlas orientado de M. Para cada carta (U, x!, .., x"*) y p € U definimos la candidata

u(p) = pp = [( 0 i)

axl’ " gxn

a orientacién u como:

4.22)

Si (V,y!,..,y") es otra carta de A con p € V, por definicién de atlas orientado, det(ayj/axi){ >
0, por lo que las dos cartas que tenemos definen la misma orientacién. Esto prueba que u es una
orientacion puntual bien definida. Ademas es continua porque en cada punto p existe un entorno de p
(U) donde u viene dada dnicamente por las parciales.

= | Sea u = [(X}, ..., X;;)] una orientacién de M. Por el lema 4.2 cada punto p tiene una carta
(Up,x}j, .., X}3) tal que

dx) A ... Adxh (X1, ..., Xp) > 0. (4.23)

Consideramos el atlas A = {(U,, x},, s x;l,)} pem - Para ver que es orientado nos fijamos en que,

dados p, g € M tales que U, N U, # 0, tenemos por hipdtesis que:
dxp, A AdX(X1n Xn) >0, dxg A AdXp(X . Xg) > 0. (4.24)

Pero por la proposicién 3.3

ox!
dxp A .. A dx (X1, ..., X,) = det (—f) dxy A ... AdxD(X1, . Xn). (4.25)
X
q
. . 6x£, .
Lo que implica que det ( ) ) > 0y por tanto el atlas A es orientado. m

En algunos libros de la bibliografia ([3], por ejemplo) se da como tnica definicién de variedad
orientable la dada por un atlas orientado. Ahora que hemos demostrado que las dos posibles defini-

ciones son equivalentes, podemos usar siempre la que mds nos convenga.

Definicion 4.9 [1] Sean M y N dos variedades orientadas de dimension finita y F : M — N un
difeomorfismo entre ellas. Se dice que F conserva orientaciones si para cada p € M, el isomorfismo
de espacios tangentes dF), lleva bases orientadas de T;, M a bases orientadas de Tr(, N con la misma

orientacion que N. En caso cotrario, se dird que F invierte orientaciones.
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Hasta ahora todos los resultados son validos para variedades con o sin frontera. La frontera de una

variedad, sin embargo, tiene algtin detalle especial.

Proposicion 4.3 [4] Sea M una variedad orientable de dimension n con frontera. Entonces OM es

orientable.

Demostracion:

Por el teorema 4.1, sera suficiente encontrar una (n — 1)-forma que no sea 0 en ningdn punto de la
frontera. Sea X un campo vectorial que apunta hacia fuera en M. Consideremos la n-forma no nula
w de M, que existe por el teorema 4.1, y supongamos que la (n — 1)-forma w(X, vy, ..., v,) = txw se
hace cero en algin punto g € M. Entonces, dada una base {ey, ..., e,_1} de T, (0 M), si le afladimos

el vector X, que por definicién no estd en T, (0 M), tenemos una base de 7;, M. Entonces:
w(Xy,e1,....,en 1) = txw(er,...,en—1) =0 (4.26)

Como w se anula en la base, por linealidad se anula en todo 7, M, lo que contradice que w nunca se

anule. Por tanto txw no se anula en ningtn punto de la frontera y M es orientable. m

Este resultado nos dice que, dada una orientacién de M, afiadiendo el vector X podemos pasar a

una orientaciéon de M y viceversa.

Entre los ejemplos de la seccién 1.2, R” y SU(2) (o la 3-esfera S?) son variedades orientables.
La banda de Mobius es el ejemplo clasico de una variedad que no es orientable. Para variedades
con pocas cartas, la forma mds conveniente de comprobar esto es con el teorema 4.2. Si calculamos la

matriz jacobiana del cambio de cartas (1.12)

1 (x, ) si03<x<04
G=¢old " (x.y) =¢(x.y) = 4.27)
(x-1,-y) si06<x<07

obtenemos la matriz

1 1
JG = (4.28)
1 -1

que tiene determinante -1, por lo que no es orientable.
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Esto también se puede demostrar argumentando por reduccién al absurdo. Supongamos que hay
un atlas orientado (U;, ¢;) de la banda de Mobius, que denotaremos M. Si definimos la proyeccién
miRP—> M
(4.29)
(x,y) = [(x. ¥)]r

donde R es la relacién que define la banda y o (x) = signo(J (¢l.‘1 o m(x,0))), esta funcién estd bien
definida y localmente es constante, porque estamos suponiendo que M es orientable. Sin embargo
como tenemos (x + 1,y) ~ (x,—y) se cumple que ¢i‘1 orm(x+1,y) = ¢i‘1 o (x,—y). Esto implica

que o (1) = -0 (0), lo que es una contradiccion.

4.3. Integralesy teorema de Stokes

Ya tenemos todos los ingredientes necesarios para integrar en variedades. Nuestro objeto a integrar
serdn las formas diferenciales. En particular, en una variedad de dimensién n solo podremos integrar
n-formas. Si queremos integrar una p-forma con p < n, tendremos que hacerlo en una subvariedad de
dimension p.

(Por qué solo podemos integrar n-formas y no, por ejemplo, una funcién por si sola? La respuesta
es que una funcion no se puede integrar de manera intrinseca, con resultado independiente de las

coordenadas. Por ejemplo, si C es una bola de R" y tomamos la funcién f(x) = 1, entonces [1]

/ fdV =Vol(C) (4.30)

no es invariante bajo un cambio de coordenadas. Entonces, motivados por nuestro afdn de generalizar
las integrales multiples y por el hecho de que en R" el volumen de un paralelepipedo de dimensién k
viene dado por el determinante de k vectores (una k-forma), vamos a utilizar las formas diferenciales
para introducir una integral independiente de las coordenadas.

Como el espacio de las n-formas tiene dimensién 1, la expresion mas general de una n-forma
esa = f(x',..,x")dx" A ... Adx", con f una funcién C*. Vamos a pedir que las n—formas que
integremos tengan soporte compacto para asegurar la integrabilidad Riemann [4] de f cuando nuestra

variedad sea R".

Definicion 4.10 Un subconjunto de R" se llama dominio de integracion si es acotado y su frontera

tiene medida (de Lebesgue) cero.
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Definicién 4.11 [1] Sea D c R" un dominio de integracion y a = f(x', ..., x")dx' A ... A dx" una

n-forma con soporte compacto contenido en D. Se define la integral de o como

/a=/f(xl,...,xn)dxl/\.../\dx"=/f(xl,---,xn)dxl---dxn 4.3D)
D D D

Una vez definida la integracién de formas en R", podemos apoyarnos en ella para pasar a una

variedad arbitraria.

Definicion 4.12 [1] Sea M una variedad de dimension n con un atlas orientado, (U, ¢) una carta

sobre My a = f(x',..,x")dx" A ... A dX" una n-forma con soporte compacto contenido en U. Se

/a=i/ (6 H'a, (4.32)
U #(U)

donde el + es + si la carta (U, ¢) tiene la misma orientacion que el atlas de M y - si tiene la orientacion

define la integral de a en U como

opuesta.

Observemos que (¢~ ")*a = (fo¢~1)dx! A...Adx" es una n-forma definida en R”, de la que acabamos

de ver cdmo se calcula la integral.

-1
me—"° R™

n (¢~ 1) n(mn
Nyt (py (M) ———A} (R")

Figura 4.2: Accién de las aplicaciones involucradas en la integral (4.32).

Si M tiene solo una carta, esto nos proporciona toda la integracién que necesitamos. Pero como

ya hemos visto, muchas variedades necesitan un atlas formado por varias cartas.

Definicion 4.13 [4] Sea M una variedad orientada de dimension n, a una n-forma en M con soporte
compacto, {U;}ier un recubrimiento abierto del soporte de « tal que los U; formen parte del atlas
de M y sus cartas tengan la misma orientacion y {; }icj una particion de la unidad subordinada al

recubrimiento {U;};icy. Se define la integral de a sobre M como

o= via. (4.33)



Como mencionamos antes, en cada U; solo un nimero finito de funciones de la particién de la
unidad seran distintas de cero, por lo que @ = ) ; ¥; @ es una suma finita.
Ademds, el soporte de ;& es siempre compacto, pues por definicion es un cerrado y estd conte-

nido en el soporte de a, que es compacto.

sop(¥ia) C sop(¥;) Nsop(a) C sop(a). (4.34)

Luego y;a es una n-forma con soporte compacto, asi que la podemos integrar.
Como viene siendo costumbre, vamos a comprobar que estas integrales son independientes de las

cartas o particiones de la unidad que utilicemos.

Proposicion 4.4 [1] Sean D y E dos dominios de integracion en R" o H" y G : D — E un difeomor-

fismo. Si w = fdx' A ... A dx™ es una n-forma en E, entonces:

/G*w:i/w (4.35)
D E

Donde el + es positivo si G preserva orientaciones y es negativo si las invierte.

Demostracion:
Denotemos (y!, .., y") a las coordenadas de E y (x!,...,x") a las de D. Usando el teorema del

cambio de variable y la proposicién 3.3,

/‘U:/fdxl...dx":/(fOG)ldet(DG)|dxl...dx”:
E E D
=+ 0 G)d de'. dx" =+ *w. 436
+/D(f G) det(DG)dx' ...dx +/DGw (4.36)

Si G preserva orientaciones, su matriz jacobiana tendrd determinante positivo por lo que | det(DG)| =
det(DG). Si las invierte, el determinante es negativo y |det(DG)| = —det(DG), lo que justifica los

casos del +. m

Proposicion 4.5 [1],/4] La integral definida en 4.13 es independiente de las cartas y de las particio-

nes de la unidad utilizadas.

Demostracion:
Para la primera parte basta demostrar el resultado para un par de cartas (U, ¢) y (V, ) tales que

sop(a) C U NV. Como el cambio de coordenadas ¢ o ¢y ~! : ¢ (U) — ¢(U) es un difeomorfismo,

—1\* — o —1\* —1\x* — —l*o *O —1\* — —1\x* ) 437
L(U)<¢>a /W)ww)(wa A(U)<(w>¢ (6™)a /W)wm< )
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Esto cubre el caso de que las cartas tengan tanto la misma orientacién como diferente orientacién: en
el primer caso ¢ o ¢ ~! preserva orientaciones y en el otro caso ¢ o ! las invierte, introduciendo
un factor —1 como se vio en la proposicion 4.4. Pero como las cartas inducen orientaciones opuestas,

aparece un segundo signo menos que se cancela con el anterior.

Para las particiones de la unidad consideramos dos atlas {(U;, i) }ier y {(V}, ¥} jes de My
dos particiones de la unidad {y;};c; y {07} jes subordinadas a los recubrimientos {U;};cr y {V;}es
respectivamente. Entonces tenemos que

Z/ via = Z/ inO'ja = ZZ/ Yioja. (4.38)
iel YUi iel YUi &g iel jeJ Ui
———
1
Al final hemos usado que, como la suma en j es finita, podemos intercambiarla con la integral. Ahora
bien, como el soporte de las y; estd contenido en los U; y el soporte de las o7 estd contenido en los V;,
sop(y;o;) € U; N'V;. Ademds, como las particiones son arbitrarias, podriamos haber intercambiado
las U con las V y las y con las o y haber llegado exactamente a lo mismo. Por tanto,
Z / Vi = Z Z / Yioja = Z / oja, (4.39)
iel YUi iel jeJ Y UiNV; jer Vi

y llegamos a que el resultado no depende de la particion de la unidad. m

Veamos que la integral asi definida conserva las propiedades clésicas de las integrales conocidas

en R"” (Riemann, Lebesgue-Stieltjes, Lebesgue,...)

Proposicion 4.6 [1] Sean M y N variedades orientadas de la misma dimension n'y w,n dos n-formas

con soporte compacto en M. Entonces:

(a) Sia,b eR, fMaw+b77 :ana)+b/M77

(b) Sidenotamos -M a M con la orientacion inversa entonces f_ yw=- fM w

(c) Siw > 0 para todo punto de M, entonces fM w>0

(d) Si F: N — M es un difeomorfismo entonces

/ w== / Fw, (4.40)
M N
donde el + es positivo si F preserva orientaciones y es negativo si las invierte.
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Demostracion:

Sea {; }ics una particion de la unidad subordinada a un recubrimiento {(U;, ¢;) };c;r de M.

(a) Usando la linealidad de los pullbacks y de la integral en R":

/Maw+b17=z‘/Mt//,-(aw+bn):Z/i(Ui)(¢i—l)*(:,l/,~(aw+br]))=

iel iel

[ (@l o)+ 006 i) -

iel L(Ui)

Yo @hwers [ @em=a[ ors [0 @an
#i (U;) #: (Ui) M M

iel
(b) Por ladefinicién de la integral 4.13, si probamos el resultado para una carta de M sera suficiente,

pues al ser variedades orientadas, todas las cartas de M tendrdn la misma orientacion, que es la

contraria a una carta de —M.
Dada la carta (U, ¢) = (U, x', ..., x™*) de M, definimos la carta (U, ¢) = (U, —x!, ..., x") de =M.
Tenemos que det(J(¢ o 1)) = —1.

Por la proposicién 3.3 se cumple que si w = fdx' A ... A dx",

(¢")w=(fop Ndx' o¢™)A..Ad(x"0¢™")
(&—1)*0) =(fo é_l)d(xl o ¢§—1) A..Ad(x"o 95—1) _
:_(foq;_l)d(xl O¢_l)/\.../\d(xno¢_])’ (442)

ya que con ¢ sacamos un signo menos en dx' o ¢! = —dx' 0 ¢~ 1.

Entonces, si llamamos r’ = x’ o ¢! llegamos a que

/ (5_1)*0) = [ —(fo (l;_l)drl A ANdrT =
o (U) é(U)

= —/ (fo(plog)od ™ H)IJ(pog™ Hldr' A...ndr. (4.43)
1

Ahora, como estamos en R", podemos aplicar el teorema del cambio de variable a la Gltima

linea para obtener

¢U)

/ (6)'w=- / (Fog™dr A ndr == / (6. (4.44)
¢ o(U)
Por tanto, concluimos que fM w=- /_ y @
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(c) Si (U, ¢) es una carta con la misma orientacién que la que define w, por el teorema 4.1, (¢~ )*w
serd una funcién positiva multiplicada por la forma dx' A ... A dx", por lo que en la suma que

define la integral de w aparecen integrales de funciones positivas en R”, que son positivas.

(d) Al tener w soporte compacto en M, si la recubrimos con cartas (U;, ¢;) por compacidad existe
un ndmero finito de abiertos U; tal que sop(w) C |J; U;. Con la ayuda de una particion de la
unidad podemos escribir w como una suma de n-formas a cuyo soporte estd contenido en uno

solo de los abiertos, que llamaremos Uk.

Para cada una de las @ podemos llevar la carta (Uy, ¢x) a la carta (F~'(Uy), ¢x o F) de N.
Como F es un difeomorfismo el soporte de F*ay estd contenido en F~'(Uy) C N y estamos en
las condiciones de la proposicion 4.4 si F preserva orientaciones. En caso contrario podemos

aplicar el apartado (b) de esta proposicién y volvemos a estar en las condiciones de 4.4.

Entonces el resultado queda probado para las ay. Como w la podiamos expresar como una suma

finita de ellas y la integral es lineal concluimos que fM w== /N Fro.m

Vamos a desarrollar un ejemplo para que la notacion con los pullbacks quede mas clara. Conside-

remos la circunferencia S'. Tenemos un atlas formado por las dos cartas siguientes:

¢:S"\{(1,0) - (0,27) CR ¥ ST\ {(-1,0) > (-m,m1) CR
(4.45)
(cos@,sinf) — 0 (cos@,sinf) — 6

Intentemos calcular la integral sobre S' de la 1-forma w = xy?dx. Primero necesitamos saber cudnto
valen (¢~ 1) *w y (¥ ~1)*w, que por cémo elegimos las cartas va a ser lo mismo. Por la ecuacién (3.49)

y la proposicién 3.4 tenemos
(67 (Pydx) = (™) (P Ay Ade) = (671 (7)) yd((67) ). (4.46)

Notemos que este procedimiento es general para las n-formas: lo Unico que tenemos que hacer es
calcular el pullback de cada coordenada y hacer el producto exterior cuando sea necesario. Calculamos

cada término por separado evaluando en un punto p € S' (la que seria nuestra N en la definicién):
(6~)x%(p) =x* (¢~ (p)) = x*((cos 6, sin H)) = cos> 6 (4.47)
(#™)"y(p) = y(¢™(p)) = y((cos 0, 5in 6)) = sin 6 (4.48)
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d((¢~1)*x) = d(cos §) = —sin 8d6. (4.49)

Juntandolo todo, (¢~ ")*w = — cos? 0 sin” 6d6.

Ahora nos encontramos con un “ligero” problema: como no podemos cubrir S! con una sola
carta necesitamos introducir una particién de la unidad (en este caso de dos funciones) y vamos a
tener que integrar cos? 6 sin? @ multiplicada por una funcién de la particién que nos tenemos que
inventar. Podemos usar algo de la forma (4.4), pero entonces podemos ir abandonando toda esperanza
de calcular la integral analiticamente.

En este caso realmente no hacia falta utilizar una particién de la unidad porque, como estamos en
R, tal y como hemos definido la integral en la definicién 4.11, los conjuntos de medida O no afectan al
valor de la integral, ya que la integral de la forma la pasamos a una integral ordinaria en R. Entonces,
podemos utilizar solo una de las cartas para integrar en todo S' porque solo estamos dejando un punto

fuera del dominio de ¢. Asi que podemos decir que

2n
/ w = / (¢™)'ws= —/ 0520 sin2 0d6 = —Z (4.50)
s! (0,27) 0 4

En una situacién donde no estemos en R" no podemos utilizar este tipo de argumentos, por lo que
seria conveniente tener alguna otra técnica de integracién que no pase por particiones de la unidad y

nos permita hacer célculos sin tener que recurrir a métodos numéricos.

Proposicion 4.7 [1] Sea M una variedad orientada de dimension n, w una n-forma con soporte
compacto en M. Supongamos que podemos encontrar una cantidad finita de funciones

F;: E CR" > M (1 <i < k)con D; dominios de integracion abiertos tales que:

1. La restriccion F; : D; — M es un difeomorfismo que preserva orientaciones y F;(D;) = W; es

un abierto de M.
2. WiﬂWjZ(DSii;tj
3. sop(w) C Wi U ... U W, (de forma que F} w tiene soporte contenido en los compactos D;)

Entonces se cumple que

k
= Flo. 4.51
/Mw ;/D P W 4.51)
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Demostracion:
Como en el apartado (d) de la proposicion 4.6, bastard demostrar el caso en el que w tenga soporte

contenido en una sola carta (U, ¢). Definimos los siguientes conjuntos:

A= F ' (UnW,;) cR", Bi=F(A)=UNW,; c M, Ci=¢(Bi) = p o Fi(A;) C (V)

4.52)
F; .
D; o 1M
Y
§ — . —— D)

Figura 4.3: Conjuntos que intervienen en la demostracién de la presente proposicién. Tomada de [1]

(16.8).

Ril

Como D; son cerrados y acotados, por el teorema de Heine-Borel son compactos. A partir de esto
podemos ver que 0W; C F;(0D;) usando la continuidad de los F;. En efecto, la frontera de W; se

puede expresar como

OF:(D;) = 0W; = W;NM \ W; = F;(D;) N\R"\ F;(D;) € F;(D;) NF;(R"\ D;) = F;(8D;), (4.53)

por lo que concluimos que la frontera de W; también tiene medida 0.
De la definicién de A; vemos que dC; también tiene medida cero. Recordamos que C; = ¢(UNW;)

y por tanto (¢~!)* tiene soporte compacto contenido en C; U...UC,,. Entonces usando las propiedades

/M w= /(,, (U)w”)*w =zk1] /C i(aﬁ‘])*w. (4.54)

Aplicando la proposicién 4.4,

de la integral en R”

6 'w= / (60 F)' (6w = / Ffod' o (¢ 'w= / Fro. (455
C; A; A; D;

En la dltima igualdad hemos usado que A; = Fl._l (UNnW;) € D;y que el soporte de F/w estd conte-

nido en D;, pero como la frontera tiene medida cero podemos quitar la clausura. Sustituyendo esto en
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el sumatorio obtenemos el resultado m.

Esta proposicién también se cumple si los abiertos W; cubren M excepto en un conjunto de medida
cero [1].
Pongamos un ejemplo para ver como funciona este método.

Nuestra variedad M va a ser la 2-esfera S? y vamos a considerar la siguiente 2-forma de R*:
w=xdy Ndz+ydz ANdx+zdx A dy (4.56)

Consideramos el dominio de integracién D = (0,7) x (0,27) C R? (recordemos que S? tiene

dimension 2) y elegimos la parametrizacién en coordenadas esféricas:

F:D =[0,7] x[0,27] — §?
4.57)
(6, ¢) — (sin @ cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 6)

Es bien conocido que, si restringimos su dominio al abierto D = (0, 2x) X (0, 7), F es un difeomor-
fismo y que el determinante de su matriz jacobiana es sin 6, que en (0, ) es siempre positivo. Como
la matriz coordenada de la diferencial dF es esta misma jacobiana, F' lleva bases orientadas de TP]R2
a bases con la misma orientacién de Tr( p)Sz, por lo que preserva orientaciones [1].

Estamos, entonces, en condiciones de aplicar la proposicién 4.7. Vamos a calcular F*w usando la

definicién y las proposiciones 3.3 y 3.4.

F*dx = d(F*x) = d(sin 8 sin ¢) = cos 0 cos ¢df — sin § sin odp (4.58)
F*dy = cos 0 sin ¢df + sin 6 cos odp (4.59)
F*dz = —sin6d@ (4.60)

Utilizando esto calculamos los productos exteriores

F*(dy A dz) = F*dy A F*dz = (cos 8 sin ¢d@ + sin 0 cos pdp) A (—sind0) =

= —cosfsin@sin6dl A df —sin® 6 cos pdg A d = sin® 6 cos pdf A de. 4.61)
————
0

Andlogamente llegamos a
F*(dz A dx) = —sin” 0 sin pdy A d (4.62)

F*(dx A dy) = cos 0sin 0 cos ¢df A dy + sin 6 cos 0 sin” pd6 A d. (4.63)
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Juntandolo todo,

F*w =sin® 0 cos® pdf A dy + sin’ 0 sin® ¢d6 A dp+

+ cos” 6 sin 0 cos? @d6 A do + sin 6 cos” 0 sin® od6 A dep. (4.64)

Si en el cuarto sumando usamos cos? § = 1 — sin® § aparece un — sin’ 6 sin” ¢ que se cancela con

el segundo sumando, de forma que podemos simplificar un poco:

F*w = (sin® 6 cos? ¢ + cos? 0 sin 6 cos® ¢ +sin @ sin” ©)dO A dp = sin 0d6 A dg (4.65)

cos? @(cos? 0 sin G+sin® §)=cos? ¢ sin 6

Entonces
2n Vg
/ w= / Fo= / sin 8d6 A dy = / sin 8dOdy = / / sin dOdy = 4. (4.66)
S2 D D D 0 0

Concluimos el capitulo con la demostracion del teorema de Stokes, para la que nos hemos estado

preparando durante todo el trabajo.

Teorema 4.3 (de Stokes) [1] Sea M una variedad de dimension n con frontera y w una (n-1)-forma

/dw=/ w. 4.67)
M oM

con soporte compacto en M. Entonces

Si OM = 0, se impone /BM w=0.

Demostracion:
Empezamos demostrando el caso de M = H". Como w tiene soporte compacto, podemos suponer
que dicho soporte estd contenido en un rectingulo A = [-R, R]"~! x [0, R] tal que w(x',...,x™) =0

cuando cualquiera de las componentes x/ es R. La forma general de la (n — 1)-forma w es

w:Zwidxl /\..../\cg;i/\.../\a’x", (4.68)

donde dx! indica que se ha omitido la variable x’ (por ejemplo dx A 3; Adz = dx A dz). Entonces, por

definicién de derivada exterior,

S Ow; |, ; — " 1 i Ow; .
dw:; axfdxj Adx' A AdXEA A dx :Z;(—l) ‘de‘ Ao Adx", (4.69)
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yaque sii # j uno de los dx/ se repite y la forma resultante es 0. Ademds al ordenar los productos

exteriores hay que arrastrar un signo menos i — 1 veces. Como ya estamos en H" la integral de dw es

/ Z( 1)i- I/Z:jdxm.../\dx" ( 1)i- 1/ / / ‘Z:"l’ Ldx". (4.70)

i=1

Fijémonos en que, como las parciales de w son funciones C*, podemos integrar primero en la
variable que queramos. Si escogemos integrar en la variable x’ primero en cada término del sumatorio,

resulta que todos los términos con i # n se anulan:

3 —
/ / / O axidx! .. dxi .. dx" / / / R edd ik =0, (4.71)
R Ox'

ya que habiamos impuesto que si alguna de las componentes era R, w se anula al estar fuera de su

soporte.

Para el término i = n, como x” es la tnica variable que integramos de 0 a R,

R R R R
/ w:(—l)"_I/ / [wn]jg"fORdxl...dx"_l=(—1)”/ / wx!, L x" L 0)dx! . dx" !
Hn -R -R " -R -R

4.72)

Veamos que esto coincide con la integral de w.
/ / Wi,y x™ L0V A A dX A A dX 4.73)
JHn ANSH"

Como estamos en 0H" la coordenada x" es siempre nula (y por tanto constante). Esto implica que
la diferencial y por tanto el pullback de x" siempre serd 0 en JH". Entonces, el tnico término que

contribuye es el término en el que omitimos dx” en la integral, es decir, el de i = n:

/ w= / a)(xl, ...,x”_l,O)dx1 A Ad™ 4.74)
SH" ANJHN

Esto es igual que la integral de (4.72) salvo un factor (—1)". Este factor viene de que H" y su

frontera no siempre tienen la misma orientacion. Implicitamente estamos escogiendo para H" la orien-

0 0
[@, g] . @.75)

es un campo vectorial que apunta hacia fuera de 0H", entonces por la proposicién 4.3 este

tacion

o

T oxn

campo vectorial induce una orientacién en JH" a partir de una orientacién de H”". Resulta que en
términos de las clases de equivalencia,

-0 0 0 a0 0 0 0
—_— e, —— | == —_— e, —— | = (=" vy —| . 4.76
ox™’” ax!’ ’(9x"‘1] [6}6"’ ox!’ ’(’)x"“] =D [6 17777 gxn ] (4.76)
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Entonces tenemos que, cuando 7 es par, (x', ..., x") tienen orientacién positiva y, cuando 7 es impar,
tienen orientacién negativa, por lo que se introduce un signo menos y hemos recuperado el (—1)" que
nos faltaba para probar el teorema.

Ahora consideramos otro caso especial: M = R"™. En este caso, el soporte de w es un cubo
[-R, R]", por lo que todas las componentes de w son cero, por el mismo argumento que hicimos
en (4.71), y ambos lados de la ecuacion (4.67) son cero. Esto también prueba el teorema en el caso de
una variedad sin frontera arbitraria.

Una vez que tenemos probados los casos R" y H", tenemos casi todo el trabajo hecho para una
variedad con frontera M cualquiera.

Primero probamos el teorema en el caso de que w tiene su soporte compacto contenido en una

sola carta (U, ¢). Entonces, por la proposicion 3.4, apartado 4,

/M dos = /H (97 do = /H (™) = /a @, @.77)

puesto que ya tenemos el teorema probado en H". Para llegar a una integral en d M, nos damos cuenta
de que si ¢ restringido a la frontera de M es un difeomorfismo que preserva o invierte orientaciones,
segln si tiene o no la misma orientacién que M, podemos aplicar la proposicién 4.6, apartado (d),
para obtener el resultado que queremos. En el caso de que ¢ invierta orientaciones, apareceria un
signo menos adicional en la primera igualdad de (4.77) que se compensaria con el que aparece al
volver a OM.

Por tltimo, dejamos que w sea una (n — 1)-forma arbitraria con soporte compacto. Por ser dicho
soporte compacto podemos elegir un recubrimiento finito de cartas {(U;, ¢;) }i=1.2,... x y una particiéon

de la unidad {¢;};=1.2,... x subordinada a él. Entonces, aplicando repetidas veces el caso anterior,

k k k
- 0 = d(Yiw) = di; idw). 4.78
/aM“’ ;/ﬁMw Z]]/M (i) ;/M(wmvﬂﬁ ) (4.78)

Como estamos trabajando con una suma finita, podemos intercambiarla con la integral para concluir

que
k k k
‘/aMcu:/M;(dtpi/\wﬂ,l/,-dw)=/A/Id(;(,l/i)/\w+‘/M(;z//i)dw='/de.l (4.79)
————
d(1)=0
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Conclusiones

En este trabajo hemos dado una introduccién a la geometria diferencial en variedades y hemos
demostrado los resultados basicos del cdlculo en variedades diferenciables. La mayoria del contenido
visto no se da en el grado de Matematicas, pero las demostraciones que hemos dado utilizan numero-
sos teoremas y técnicas aprendidas en las asignaturas de Andlisis Matematico, Topologia y Algebra
Lineal.

Como el objetivo final del trabajo era la demostracion del teorema de Stokes, a algunas partes de
la teoria, como la correspondiente a las subvariedades, les faltan muchos detalles y resultados que se
pueden encontrar en la bibliografia.

Como posible expansion de este trabajo, se pueden introducir los conceptos de métrica y de varie-
dad riemanniana y ver cémo lo visto en el capitulo 5 se aplica en este nuevo tipo de variedades, dando
lugar a la teoria de Hodge.

También se puede profundizar en las pinceladas vistas de grupos y dlgebras de Lie o la teoria de
fibrados vectoriales, ademas de ver con detalle sus aplicaciones en Fisica Tedrica o en otras areas de

las Matematicas.
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