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Resumen

Uno de los grandes retos de la Fisica actual es conseguir una teoria del todo,
una teoria unificada capaz de explicar todos los fenémenos de la naturaleza, desde los
agujeros negros hasta las reacciones dentro de un nicleo atémico. El primer gran paso
fue dado en el siglo XIX, cuando Maxwell y otros cientificos consiguieron unificar la
eletricidad y el magnetismo, dando lugar al electromagnetismo. Un siglo después, a
finales de los anos sesenta, se produjo una segunda unificacién: la relaciéon entre el
electromagnetismo y la interaccién débil se hizo evidente, dando lugar a la teoria elec-
trodébil. Para poder explicar con precision los fendmenos microscépicos es necesario la
mecanica cuantica. Tanto la teoria electrodébil como la fuerza fuerte han sido correc-
tamente cuantizadas, dando lugar respectivamente a la teoria cuantica electrodébil y
a la cromodindmica cudntica, que conjuntamente forman el Modelo Estandar de la
fisica de particulas. Sin embargo, el Modelo Estdndar no reocge una de las cuatro
fuerzas fundamentales: la gravedad. Aunque es satisfactoriamente explicada de forma
clésica por la relatividad general, la cuantizacién de la fuerza gravitatoria no ha sido
posible hasta el momento. No obstante, una teoria cuantica de la gravedad es necesa-
ria para explicar el universo en sus tiempos mas prematuros. Sin gravedad cuantica
no hay unificacion, y sin unificacion no hay teoria del todo.

Aqui es donde entra en juego la teoria de cuerdas, una teoria en continuo desarrollo
que desde hace décadas se ha establecido como la principal candidata para acabar
siendo nuestra teoria del todo. En este trabajo se estudiard la teoria de cuerdas en
su forma maés sencilla: la teoria de cuerdas bosénica. Aunque su incapacidad para
explicar los fermiones hace que no sea una teoria realista, incluye muchos de los
conceptos necesarios para entender la teoria de cuerdas més avanzada. Ademaés, como
veremos, se trata de una teoria cuantica en la que la gravedad surge por si sola, lo
que hace que sea de gran interés.

El trabajo se dividira en cuatro capitulos. Comenzaremos introduciendo los con-
ceptos basicos de relatividad especial y mecdnica cuantica necesarios para comprender
el resto del contenido. A continuacién, nos adentraremos en las cuerdas relativistas,
tanto abiertas como cerradas, estudiando sus ecuaciones del movimiento, condiciones
de contorno, cantidades conservadas... Seguidamente, cuantizaremos la teoria, obte-
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niendo los estados correspondientes a las vibraciones de las cuerdas y discutiendo las
particulas a las que estan asociadas. Finalizaremos estudiando posibles configuracio-
nes alternativas de las cuerdas abiertas.

Todo el trabajo esta basado en el libro A First Course in String Theory, escrito por
el profesor e investigador del MIT Barton Zwiebach. Puede verse como una revision
bibliografica en la que yo, Pablo Menéndez Trillo, reestructuro y reescribo el contenido
del libro haciendo hincapié en las partes que me han parecido més importantes para
comprender esta introduccion a la teoria de cuerdas. Este trabajo puede resultar util
e interesante para cualquier otro estudiante con los conocimientos adquiridos en el
Grado de Fisica de la Universidad de Oviedo.



Capitulo 1

Introduccion

En este primer capitulo fijaremos la notacién e introduciremos los conceptos béasi-
cos de relatividad especial y mecanica cudntica necesarios para seguir este trabajo.
Comenzaremos resumiendo los aspectos méas bésicos de relatividad especial y estu-
diando las transformaciones infinitesimales de Lorentz. Seguidamente, introducire-
mos el sistema de coordenadas del cono de luz, muy utilizado en el desarrollo de la
teoria de cuerdas. A continuacién haremos una revisién de la mecdnica relativista,
obteniendo la conocida relacién entre masa, energia y momento. Con respecto a la
mecdanica cudntica, hablaremos sobre el proceso de cuantizacion de un sistema clasico
e introduciremos las dos interpretaciones de la evolucién de un sistema cudntico: la
representacién de Schrodinger y la representacién de Heisenberg. Finalizaremos este
capitulo de introduccion haciendo una revision del oscilador armoénico cuantico, cuyas
propiedades serdn tutiles en el entendimiento de la teoria cudntica de cuerdas.

1.1. Relatividad Especial

Como ya hemos comentado, comenzamos presentando los aspectos basicos de la
relatividad especial y fijando la notacién que utilizaremos en el resto del trabajo.

1.1.1. Aspectos basicos

La Teoria de la Relatividad Especial, introducida por primera vez en 1905 por
Albert Einstein, es una teoria basada en el hecho de que las leyes de la Fisica son las
mismas en todos los sistemas inerciales. Dados dos sistemas de referencia inerciales
K y K’ definidos respectivamente por los 4-vectores:

0 /1 2 43
o = (20,24, 2%, 23) = (ct, z,9, 2), o = (2,222 = (et 2y, ), (1.1)
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donde ¢ denota la velocidad de la luz, una transformacién de Lorentz es una ecuacién
lineal:
o't = A2 (1.2)

que relaciona ambos sistemas dejando invariante la Fisica observada por cada uno de
ellos. En la anterior ecuacién (y en todo el trabajo) hemos utilizado el convenio de
Einstein, por el cual indices repetidos representan suma. Si el sistema K’ se mueve a
una velocidad V' con respecto a K, algunas consecuencias de la Relatividad Especial
son:

1. La velocidad de la luz c es la velocidad maxima entre K’y K: V < c.

2. Relatividad de la simultaneidad: dos sucesos simultdaneos en el sistema K
no tienen por qué serlo en el sistema K':

ta=tp#ty=1p. (1.3)

3. Contraccién de las distancias: si desde el sistema K’ se mide una distancia
Az, entonces desde el sistema K se mide una distancia:

A /
Ar = =2 < Az’ con y=——>1. (1.4)
Y 1- V2

4. Dilataciéon del tiempo: si desde el sistema K’ se mide un intervalo temporal
At’, entonces desde el sistema K se mide un intervalo temporal:

At = At'y > At con y=-——2>1 (1.5)

5. La velocidad de la luz c es la misma en todos los sistemas de referencia
inerciales.

A pesar de que los intervalos espaciales Ax y temporales At dependen del siste-
ma de referencia, existe una cantidad, conocida como intervalo de sucesos As? y
definida como:

— A2 = — (A2%)? + (Az")? + (A2?)? + (A7), (1.6)
que se mantiene invariante bajo transformaciones de Lorentz, es decir:
As? = A" (1.7)

Las transformaciones de Lorentz se pueden entender entonces como aquellas trans-
formaciones lineales /" = A#,x" entre dos sistemas de referencia inerciales que dejan
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invariante el intervalo de sucesos As?. Una implicacién de la invariancia de As? es

que la matriz A*, que define la transformacion lineal ha de satisfacer:
detA = +1. (1.8)

El principio de la Relatividad Especial se puede reformular como:

Las leyes de la Fisica son invariantes bajo transformaciones que
mantienen constante el intervalo de sucesos As?.

Dependiendo del valor de As?, los intervalos de sucesos se clasifican en:

1. Intervalos temporales: As?> > 0. Se puede viajar de un suceso a otro a una
velocidad inferior a la velocidad de la luz. En este caso se puede tomar la raiz

y definir: As = vV As2.

2. Intervalos de género luz: As? = 0. Ambos sucesos se pueden conectar me-
diante un rayo de luz.

3. Intervalos espaciales: As? < 0. Para viajar de un suceso a otro es necesaria
una velocidad mayor a la velocidad de la luz.

Si los sucesos en cuestion estan separados por una distancia infinitesimal entonces

el intervalo infinitesimal correspondiente es:

—ds? = — (da®)* + (dz")” + (da?)? + (da®)? (1.9)
0, de forma mas compacta:
— ds* =y, datda”, (1.10)
donde hemos definido la métrica de Minkowski:
-1 0 0 0
N = 8 (1) (1) 8 (1.11)
00 01
A partir de esta métrica podemos ‘bajar’ los indices y definir:
dry, = nudr” = (—d2®, dot, do?, da?), (1.12)
de manera que se reescribe como:
— ds* = dx, dx". (1.13)
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Ademas, definimos la matriz inversa a 7, como n*”. Observando (|1.11)) se tiene que
v i : o 0 W —_
" = N, y la relacion de inversion se escibe: 17”71, = ;. La matriz inversa 1, nos
permite ‘subir’ los indices:
dzt = n*dx,. (1.14)

Las expresiones y se mantienen para cualquier otro 4-vector b*:
W by, = b’ = (=000 020y b =, (1.15)
Dados dos 4-vectores a* y b*, se define su producto escalar como:
a-b=ak'b, = nua't’ = —a’b’ + a'b' + a®b* + a*v’. (1.16)

De acuerdo con esta definicién, (1.13) implica que —ds? = dx - dz.
Consideremos ahora una transformacién de Lorentz infinitesimal, es decir, una
transformacién de la forma:

o't =gt + st con ozt = ey, (1.17)

donde €*” es una matriz de constantes infinitesimales. Por ser una transformacién
de Lorentz sabemos que ha de dejar invariante el intervalo de sucesos, en este caso
infinitesimal, —ds? = Nuvdztdz”. Es decir:

d(Mudatdx”) = 0 = 2n,, (52" )z = 20, (¢"Px,)x” = 2Pz ), = 0. (1.18)

Si descompusiéramos la matriz €*¥ en su parte simétrica y antisimétrica, es sencillo
comprobar que la parte antisimétrica no contribuirfa a la expresién 2¢#7x,x,,, luego
implica que la parte simétrica de ¢ es nula y por tanto € es una matriz
antisimétrica. En conclusién, las transformaciones de Lorentz infinitesimales son de
la forma:

2t =t 4+ con €' matriz antisimétrica. (1.19)

1.1.2. Coordenadas del cono de luz

Existe un sistema de coordenadas a priori un poco extrano que nos resultard
realmente 1Util en el estudio de la teoria de cuerdas. Se definen las coordenadas del
cono de luz como las transformaciones:

= 1 ( 0 —i—xl) y T = — (:EO — xl) . (1.20)

V2

Asi, en 4 dimensiones, el sistema de coordenadas completo viene dado por:

(:c+, z, z2, x3) ) (1.21)
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45° 45°

Figura 1.1: Coordenadas del cono con dos ejemplos de posibles movimientos fisicos.

Las coordenadas 22 y x3, llamadas coordenadas transversales, no se ven afectadas.
T y 2~ son llamadas coordenadas del cono de luz porque sus correspondientes ejes de
coordenadas son las trayectorias de haces de luz viajando a lo largo del eje 2. Un haz
de luz viajando en la direccién positiva del eje x! satisface £~ = 0, correspondiéndose
por definicién con el eje 2. Andlogamente, un haz de luz viajando en la direccién
negativa del eje z! satisface 7 = 0, correspondiéndose por definicién con el eje z~.
Esto puede verse en la Figura[I.1] donde cualquier movimiento fisico ha de mantenerse
dentro del cono y nunca presentar una pendiente superior a £45° (ya que en ese caso
su velocidad superaria la velocidad de la luz).

Tanto ™ como x~ tienen el mismo derecho a ser interpretadas como coordenadas
temporales. Por convenio, tomamos x+ como el tiempo del cono de luz. El tiempo
usual al que estamos acostumbrados se caracteriza por ir siempre hacia delante para
cualquier movimiento fisico. No obstante, el tiempo del cono de luz ™ presenta una
propiedad particular: para rayos de luz viajando en la direccién negativa del eje ! el
tiempo T permanece constante, xT = 0.

Tomando diferenciales en es sencillo probar que el intervalo infinitesimal

(1.9) se puede expresar como:
—ds® = —2dxtdax™ + (d2®)? + (da®)?, (1.22)
0, de nuevo de forma mas compacta:

— ds? = fi, dada”, (1.23)
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donde hemos definido la métrica del cono de luz:

0 -1 0 0
1 00 0
AL = — B, 1.24
T 0 0 1 0 i (1.24)
0 00 1

Vemos como esta métrica separa los subespacios de las coordenadas del cono de
luz y de las coordenadas transversales. Esta es la razén por la que este sistema de
coordenadas nos serd ttil en el futuro.

Para cualquier 4-vector b* podemos definir sus componentes del cono de luz de
forma andloga a como hicimos en (|1.20)):

bt = \2 O+8)  y b= (0. (1.25)

Utilizando esta definicién es sencillo comprobar que para dos 4-vectores a” y b* se
cumple:
—a b —ath = —a° +a'd?!, (1.26)

luego el producto escalar ([1.16]) se puede reescribir como:
a-b=—a"bt —atb” +a®* + a’b® = i atb’. (1.27)

Considerando la expresién a - b = a*b,, tenemos:

a-b=a"by +a"b_ + aby + a’bs, (1.28)
y comparando con ([1.27)) llegamos a:
by=-b" 'y  b_=-b", (1.29)

luego en este caso b — b, = (=b7, —b*,b2,b%) y se puede seguir utilizando la
métrica para subir y bajar indices:

by =wb’ y b =0, (1.30)

1.1.3. Mecanica relativista

Dejando a un lado las coordenadas del cono de luz, consideremos una particula
libre moviéndose en una trayectoria temporal. Se define su tiempo propio 7 como el
tiempo medido por un observador que se mueva con la particula. Para dicho observa-
dor, la particula estd quieta, es decir, dz' = dz? = dax® = 0, y por tanto el intervalo

infinitesimal ([1.9)) es:
ds* = (da°)? = cdr?. (1.31)

10
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Utilizando la invariancia del intervalo ds? tenemos que para cualquier otro observador:

1}2
dr = diy/1- . (1.32)

Dado que ds? es invariante bajo transformaciones de Lorentz, dr? también lo sera.
El tiempo propio es una cantidad caracteristica de cada traycetoria, es
invariante Lorentz. Ademas, es posible demostrar que dados dos puntos A y B en
el espacio-tiempo, de todas las trayectorias entre A y B el tiempo propio es maximo
para aquella que se corresponde con una linea recta en el espacio tiempo.

Para estudiar la trayectoria de la particula aplicamos el principio de minima
accion: la trayectoria de la particula es aquella para la que la accién es un extremo,
S = 0. Intentemos determinar la accién de la particula libre, cuya trayectoria en el
espacio tiempo es una linea recta. Por un lado, dado que las ecuaciones del movimiento
se obtienen a partir de la accién y queremos que sean invariantes Lorentz, la accién
también ha de ser invariante Lorentz. Dado que el tiempo propio no solo es invariante
Lorentz sino que también alcanza un extremo para la trayectoria de la particula
que estamos considerando (por ser una linea recta), postulamos que la accién es
proporcional al tiempo propio:

/ 2
S = mC2/dT = ch/ 1-— %dt, (1.33)
c

donde la constante de proporcionalidad se obtiene de imponer que en el limite no
relativista se recupere la accién no relativista: Syr = [ %mﬁth, y el signo menos
lo introducimos convenientemente para que posteriormente la energia de la particula
sea positiva. El Lagrangiano de la particula se obtiene identificando:

2 _ 2
S= [ Lit=L=-mef1-2 =" (1.34)
c2 ol

Utilizando mecénica lagrangiana béasica se obtiene que el momento de la particula y

la ecuacion del movimiento son, respectivamente:

ﬁ:gg:\/%zvmf y %:O, (1.35)
es decir, el momento es constante. La energia se obtiene como:
2
E= miv; = yme?. (1.36)
Combinando y (1.36) se llega a la conocida relacién:
E?=m?d +p-pci (1.37)

11
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Definiendo el 4-momento p* = (E/c, pg, py, p-), se cumple:
p*=p-p=pupt =-m’c. (1.38)

Volvamos ahora a las coordenadas del cono de luz. De acuerdo con (1.25)) y ((1.29),
las componentes del cono de luz del 4-momento son:

pt = \}i @ +p)=-p- vy p = \}5 (" =) = —p+. (1.39)

Podemos preguntarnos cudl de las dos componentes se corresponde con la energia del
cono de luz. Que el tiempo del cono de luz sea x* nos podria hacer concluir que la
energfa del cono de luz es p™, y nos estariamos equivocando, ya que la energia del
cono de luz resulta ser p~. Para justificarlo, adentrémonos por un momento en fisica
cuantica y consideremos la funcién de onda de una particula puntual con energia F
y momento p:

1 )

Y(x) = exp (h(_Et +p- f) = exp (h(poxo +p- f) = exp (;p . x) : (1.40)

Esta funcién de onda satisface la ecuacién de Schrodinger:

oYy FE
h—— = —1. 1.41
? amo c w ( )
Andlogamente, la evolucién temporal en las coordenadas del cono de luz y la energia
del cono de luz E, han de relacionarse por:

. 8¢} - Ecl

i _
ox™ c

" (1.42)

Escribiendo ([1.40)) en términos de las coordenadas del cono de luz:

0(@) = exp (Lpea® +p_a” +paa® + psa®)) (1.4
se obtiene que:
. 0y

Comparando con |i concluimos finalmente que —p4 = ECCZ 0, equivalentemente,

utilizando ((1.39)):
E
== (1.45)

C

Finalizamos utilizando ((1.27) para reescrir ((1.38) en términos de las coordenadas del
cono de luz:

pP=p-p=—ppt—pp +p*?+p*p* = —2pTp™ +p*p? +p*p = —m?c?. (1.46)

12
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Cabe mencionar que a lo largo del trabajo no trabajaremos con 4 dimensiones
espacio-temporales, sino con un valor genérico D = d + 1, donde d es el ntimero
de dimensiones espaciales. Como veremos, la consistencia de la teoria de cuerdas
acabara determinando la dimensionalidad de nuestro espacio tiempo. Las expresiones
relativistas en un espacio-tiempo de d + 1 dimensiones son andlogas a las que hemos
visto para 4 dimensiones: la tinica modificacién es que en el caso genérico el indice
espacial recorre ¢ = 1,2,...,d. En el sistema de coordenadas del cono de luz, a las
coordenadas transversales simplemente nos referiremos con el indice I, de manera que
el sistema de coordenadas completo se representa por:

(zt, 27, 2l) = (2,27, 22, ..., 2%). (1.47)

1.2. Mecanica cuantica

A lo largo de este trabajo veremos que para que la teoria de cuerdas que vamos a
desarrollar sea compatible con la realidad no basta con que sea una teoria relativista,
sino que también ha de ser una teoria cuantica. A continuacién se explica cudl serd
el proceso que seguiremos para construir una teoria cuantica y se presentan las dos
interpretaciones usuales de la evolucién temporal en mecénica cuéntica.

1.2.1. Cuantizacion de un sistema clasico

El procedimiento que utilizaremos para construir una teoria cudntica de cuerdas
consiste en desarrollar una teoria clasica para después aplicarle una primera cuanti-
zacién. La primera cuantizacion consiste en sustituir las variables canodnicas clasicas
posicién z y momento p por los operadores hermiticos (con autovalores reales)  y p
respectivamente, satisfaciendo las relaciones de conmutaciéon candnicas:

[mia mj] = Oa [pi7pj] = 07 [miapj] = Zh(sl] (148)

La 1ltima relacion de conmutacion es equivalente al principio de incertidumbre de
Heisenberg: que el conmutador de dos operadores sea diferente de 0 es equivalente
a que los observables asociados no puedan ser medidos simultdneamente con una
precisién arbitraria.

A la hora de estudiar la evolucién temporal de un sistema cudntico existen dos
posibles representaciones: la representaciéon de Schrodinger y la representacion de
Heisenberg. Por un lado, en la representacion de Schrodinger los operadores no
poseen dependencia temporal implicita (aunque si pueden tenerla explicita), mien-
tras que los estados estan cambiando constantemente de acuerdo con la ecuacion de
Schrodinger:

d
l%‘wvw = H‘w7t>7 (149)

13
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donde H es el Hamiltoniano del sistema. Por otro lado, en la representacién de
Heisenberg son los operadores los que cambian en el tiempo, mientras que los es-
tados se encuentran fijos. Los operadores de Heisenberg pueden poseer dependencia
temporal tanto implicita como explicita. A lo largo del trabajo utilizaremos ambas
representaciones segiin nos convenga, por lo que nos interesa conocer como se pasa
de un tipo de operador a otro. Dado un operador de Schrodinger A, se define su
operador de Heisenberg asociado como:

A(t) = eH A7 HY, (1.50)

Esta definicién esta motivada por el interés de que los operadores de Heisenberg
satisfagan las mismas relaciones de conmutacion que los operadores de Schrodinger a
los que estan asociados. Efectivamente, es sencillo comprobar que la definicién ((1.50))
implica:

[A,B] = C = [A(t), B(t)] = C(1). (1.51)

A continuacién se muestran dos ejemplos. En el primero se parte de un operador de
Schrodinger independiente del tiempo y a partir de él se obtiene el operador de Hei-
senberg correspondiente con dependencia temporal implicita. En el segundo se parte
de un operador de Schrédinger dependiente explicitamente del tiempo y a partir de él
se obtiene el operador de Heisenberg dependiente tanto implicita como explicitamente
del tiempo. Tanto A(t) como B(t) vienen dados por la definicién (1.50))

Op. Schrodinger: A — Op. Heisenberg: A(t).
(1.52)
Op. Schrodinger: A +tB — Op. Heisenberg: A(t) + tB(t).

Dado un operador de Heinsenberg A(t) proveniente de un operador de Schrodinger
A, su evolucién temporal viene dada por:

dA(t) DA

i =i [A(t), H (xz(t), p(t); t)], (1.53)

donde H (x(t),p(t);t) es el Hamiltoniano de Heisenberg asociado al Hamiltoniano de
Schrodinger H (x, p; t), que puede depender explicitamente del tiempo o no. Cuando
el operador de Schrédinger no tiene dependencia explicita temporal, entonces %—‘? =0

y la evolucién temporal se reduce a:

A1)
Tt

— [4@), H(x(), p(t):1)]. (1.54)

De ((1.54) se deduce que cuando el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiem-
po entonces (dado que conmuta consigo mismo) es una constante del movimiento.

14
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Cuando el Hamiltoniano no depende del tiempo entonces los estados estaticos de
Heisenberg y los estados dinamicos de Schrodinger se relacionan por:

0, 1) = e Hy). (1.55)

Los estados ‘fisicos’ que describen la realidad y por tanto nos interesan en ultima
instancia son los estados de Schrédinger.

Con todo esto, nuestro procedimiento para obtener los sistemas cuédnticos es el
siguiente. Partiremos de un sistema cldsico con sus correspondientes ecuaciones del
movimiento, y lo cuantizaremos utilizando el mecanismo de primera cuantizacién.
Una vez dispongamos de los operadores de Schrodinger y de sus relaciones de conmu-
tacién, los convertiremos en operadores de Heisenberg que, de acuerdo (1.51)), satis-
faran las mismas relaciones. A continuacién, postularemos el Hamiltoniano cuantico
del sistema y estudiaremos la evolucién temporal de los operadores de Heisenberg. La
cuantizacién sera coherente si se recuperan las ecuaciones del movimiento del sistema
clésico. Finalmente, construiremos el espacio de estados estaticos y, mediante la ecua-
cién (va que todos nuestros Hamiltonianos serdan independientes del tiempo),
construiremos los estados fisicos.

Finalizamos este capitulo de introduccién recordando algunos aspectos bésicos del
oscilador armonico simple cuantico que nos seran utiles en la cuantizacion de la teoria
de cuerdas.

1.2.2. Oscilador armonico cuantico

Consideramos un oscilador arménico clasico con energia cinética T = % y con
energia potencial V = %kﬁ = %mwQ:UQ, donde w es la frecuencia de oscilacién. Es
sencillo comprobar aplicando mecénica lagrangiana que el Hamiltoniano clasico del
sistema coincide con su energia:

2

_ DA .
H—T+V—2m+2mwx. (1.56)

Cuantizamos el sistema definiendo los operadores hermiticos  y p satisfaciendo
[:13, p] = ih. A partir de estos operadores definimos los operadores adimensionales:

. mw . 1
S A S eV e

= |&,p| =1. 1.57
- 2, D] (1.57)
El Hamiltoniano del sistema cuantico puede escribirse en términos de estos operado-

res:
H = % (P +27). (1.58)
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1.2. MECANICA CUANTICA

Definimos ahora los operadores:

a:\g(ﬁc—i—iﬁ), aT:\}§(§z—ii)) = Jaal]=1 (1.59)

Es sencillo comprobar que el Hamiltoniano se puede reescribir ahora como:
i 1
H = hw a'a+ g (1.60)
Definimos también el operador:
1
N=ad'a = [N,aT] =al, [N,a] = —a, H = hw(N + 5) (1.61)

De esta forma, los autovalores del Hamiltoniano vienen determinados por los autova-
lores de IN. Escribiendo los autoestados de IN de forma genérica como:

|v) — Nlv) = v|v), (1.62)

es posible demostrar que el espectro de autovalores de IN son los niimeros naturales
(incluyendo el 0), por lo que escribimos ahora dichos autoestados como |n) con n =
0,1,2,... En consecuencia, el operador N es llamado operador niimero. De acuerdo
con la ultima igualdad de , el espectro de autovalores de la energia es:

1
En:hw<n—|—§> con n=0,1,2,... (1.63)

La energfa estd cuantizada en términos de fw, y el estado fundamental |0), también
llamado estado vacio, tiene energia Fy = % También es posible demostrar que los
operadores a y a' satisfacen:

aln) = v/nln — 1), a'ln) = vVn+1n+1). (1.64)

Es decir, los operadores a y a' disminuyen y aumentan el nivel n, luego son llama-
dos operadores aniquilacion y creacién respectivamente. Estos tres operadores
apareceran recursivamente en la cuantizacién de la teoria de cuerdas.
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Capitulo 2

Cuerdas relativistas

Las siguientes paginas estaran dedicadas a estudiar las cuerdas relativistas desde
una perspectiva clasica, sin adentrarnos en la mecanica cuantica. Estudiar el movi-
miento de una cuerda es equivalente a estudiar la superficie que define en el espacio-
tiempo. Asi, este capitulo estard estructurado entorno a la parametrizacién utilizada
para describir dicha superficie espacio-temporal, a la que nos referiremos como ho-
ja de universo. Comenzaremos considerando el caso mas general, en la que ninguna
condicién es impuesta sobre los parametros. Deduciremos la accién de la cuerda re-
lativista y obtendremos las ecuaciones del movimiento, las condiciones de contorno y
las cantidades conservadas asociadas a la cuerda. Una de las propiedades que satisfard
la accion es que serd invariante bajo reparametrizaciéon. Esto nos permitird imponer
una clase de gauges temporales a partir de los cuales podremos deducir propiedades
de la cuerda y resolver explicitamente las ecuaciones del movimiento.

2.1. Parametrizacion general

Consideramos una cuerda relativista moviéndose en un espacio d-dimensional.
La superficie bidimensional descrita por la cuerda en el espacio-tiempo es conocida
como hoja de universo. No debemos confundir dicha superficie espacio-temporal
con la superficie espacial resultante de unir las posiciones de la cuerda a lo largo
del tiempo, a la cual nos referiremos simplemente como superficie de la cuerda.
Comenzaremos estudiando este tipo de superficies, mas familiares para nosotros al
no estar involucrada la coordenada temporal, para después adentrarnos en la hoja de
universo, que es lo que realmente nos interesa.
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2.1. PARAMETRIZACION GENERAL

2.1.1. Superficies espaciales

Dada una superficie S, para poder estudiar sus propiedades es necesario parame-
trizarla, y al tratarse de un objeto bidimensional, se requieren dos pardmetros: &' y
€2. El espacio pardmetrico se define a partir de los rangos en los que se mueven &' y
€2, y la superficie es la imagen del espacio paramétrico bajo la funcién:

X(eheh) = (x'(eheY),..., X" €Y). (2.1)

donde hemos denotado a la funcién vectorial X y a cada funcién X* en mayisculas
para evitar confundirlas con las propias coordenadas espaciales Z y z*. Trazando las
lineas en las que &' se mantiene constante y haciendo lo mismo con &2 se obtiene un
mallado que cubre la superficie, de manera que &' y €2 pueden verse como coordenadas
de la superficie, al menos localmente.

Nuestro primer paso es calcular el drea de un pequeno elemento de la superficie
espacial S. En primer lugar calculamos el drea dA de la imagen de un rectangulo
infinitesimal del espacio paramétrico de lados d¢! y d€2, obteniendo ([I], Section 6.1):

- - - - - S\ 2
g (25 9% (2% 9%\ _ (0% oX
- (2525 (25 0%y _ (8 0%V’

Asi, el area total de un elemento de la superficie viene dado por:

o o o N
0X 3X 0X 90X 0X 0X
a=ia- dfldfv asl o (652852)_<a£1852> 2

donde la integracién se realiza entre los puntos del espacio paramétrico cuyas imagenes

delimitan dicho elemento.

Dado un elemento cualquiera de la superficie, es obvio que su area no debe depen-
der de la parametrizacién utilizada para calcularla. En otras palabras, el area ha de
ser invariante bajo reparametrizacion. Es posible demostrar que, efectivamente,
la ecuacion es invariante bajo reparametrizacion, pero también es muy laborio-
so. Asi, nos interesa reescribir dicha expresién de manera que la invariancia se vea de
forma clara.

Sea dX un vector tangente a la superﬁ01e y sea ds su longitud, se cumple ds?
(ds)? = dX - dX. Escribiendo dX como dX =

X d¢ se llega a:

agz
0X 0X 0X
2 _ ded
“ (ae “ ) <8sﬂd ) pei " 9er % 1 24)
Definiendo g¢;;(§) = g—§ . %, puede escribirse como:
ds? = g;;(€)dg de. (2.5)
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2.1. PARAMETRIZACION GENERAL

A gi;(€) se le denomina métrica inducida en S, y explicitamente viene dada por:
o X 0X 90X 9X
0% oX [ 5a ga ggop 26
Mo ag T\ oX oX oxX oxX | |
0¢? gl 9g? g2
Volviendo a (2.3, resulta que g = detg;; es igual a la cantidad dentro de la raiz, luego

podemos reescribir:
A= / detde? /g. (2.7)

Aunque la invariancia para nosotros todavia no es obvia, la anterior expresién del
funcional de area se dice que es manifiestamente invariante bajo reparametri-
zacion. A continuacién comprenderemos el porqué de esta denominacion.

Sea ¢! (&', ¢%), £? (€1,£?) una reparametrizacién de nuestra superficie. Por el teo-
rema del cambio de variable sabemos que:

detde? = |det (;E) de'de? = |M|derde?,

d€rde? = |det (gg) detdg? = \M|dgld§27

donde se han definido las matrices M;; = 9¢'/ ol y Mij = 9¢! /O y se ha denotado
M = detM;;, M = detMZ-j. Combinando ambas expresiones de se deduce la
propiedad:

|M|| M| = 1. (2.9)

Dado que la longitud de un vector no depende de la parametrizacién, de (2.5)) se tiene
que:
9i5(£)d&' d& = gpq(§)dEPdE?, (2.10)

0, equivalentemente, aplicando la regla de la cadena y la definicion de Mij:

_ OEP fega

95(8) = o s g7 = I MpiMay = (M), Gy (2.11)

Aplicando determinantes se deduce:
g=gM*= /g =1/3|M|. (2.12)
Finalmente, teniendo en cuenta (2.8])), (2.12)) y (2.9)) se obtiene:
[actaeva= [1n1aéa /511 = [ aéaé G, (213)
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2.1. PARAMETRIZACION GENERAL

quedando asi probada la invariancia bajo reparametrizacién. Es decir, una vez sabido
como se transforma la métrica, la invariancia se obtiene de forma casi inmediata,
razén por la cual se dice que (2.7)) es invariante de forma manifiesta.

2.1.2. Superficies espacio-temporales

Pasamos ahora al estudio de las superficies espacio-temporales, de las cuales nues-
tra hoja de universo es un caso particular. De nuevo, al tratarse de objetos bidimen-
sionales, se requieren dos parametros para describirlas, en este caso denotados por
¢l =7y €2 = 0. Asumiremos que [1] = T'y [0] = L, anticipando una relacién entre 7
y el tiempo y ¢ y las posiciones en la cuerda. Asi, definimos el espacio paramétrico de
manera que 7 abarca toda la recta real, mientras que o esta restringido a un intervalo
finito: o € [0, 01]. Utilizando la notacién relativista y de forma andloga a la ecuacién
, la superficie es la imagen del espacio paramétrico bajo la funcion:

XH(r,0) = (XO(T, o), XY, 0),..., X%, a)) : (2.14)

Al igual que en el caso de las superficies espaciales, hemos denotado a las funciones en
mayusculas para no confundirlas con las coordenadas espacio-temporales. A dichas
funciones X* las llamaremos coordenadas de la cuerda.

Dado que el desarrollo es similar al hecho anteriormente para superficies espaciales,
es de suponer que el analogo relativista al diferencial de drea dA dado por sigue
siendo valido en este caso. No obstante, es posible demostrar ([I], Section 6.3) que
para superficies espacio-temporales definidas por el movimiento fisico de una cuerda
la expresion dentro de la raiz resulta ser negativa. Puesto que el drea ha de ser un
nimero real, intercambiamos los términos para obtener:

X aX <6X)2(6X)2
A= [ drd — — — 2.1
/TU\/ 87 80 or oo )’ (2.15)
donde - denota el producto relativista, lo que nos garantiza que el area sea invariante
Lorentz. Denotando X# = X" /071 y X* = §X" /0o resulta:

A= /deo\/(X-X’)2 —(X)2(X)2. (2.16)

Construccion de la accion

Es vital para el estudio del movimiento de una cuerda relativista que todos los
observadores de Lorentz obtengan el mismo valor al calcular la accién. Como ya
hemos comentado, la expresion para el area dada por es invariante Lorentz,
luego una acciéon que sea proporcional a es una buena candidata para darnos
las ecuaciones del movimiento. Este razonamiento es analogo al realizado en (|1.33))
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2.1. PARAMETRIZACION GENERAL

para expresar la accion de una particula relativista en términos de su tiempo propio.
En dicho caso, las ecuaciones del movimiento obtenidas fueron las correctas, por lo
que esperamos que ocurra lo mismo ahora.

Dado que [S] = ML?/T y [A] = L?, para conseguir unidades de accién debemos
multiplicar el drea por una cantidad con unidades de M /T, por ejemplo, fuerza partido
de velocidad. La velocidad por excelencia que no puede faltar en unas ecuaciones del
movimiento relativistas es la velocidad de la luz ¢. Por otro lado, existe una fuerza
caracteristica de la cuerda, su tension Ty, que tendria sentido que influyera en la
determinacién de su trayectoria. Asi, concluimos que la cantidad Tj/c es una buena
candidata para multiplicar a y conseguir las unidades buscadas. Establecemos
entonces que la accién de la cuerda relativista viene dada por:

g—_To /Tf dr /01 dor/(X - X7)2 — (X)2(X")2, (2.17)
c i 0

donde 7; y 7y determinan el tiempo inicial y final entre los cuales quiere estudiarse el
movimiento. Préximamente trataremos un simple ejemplo en el que se comprendera el
porqué del signo menos que hemos introducido y se comprobara que Tj es la cantidad
correcta con unidades de fuerza a considerar (cualquier cantidad con unidades de
fuerza nos habria servido por el momento, pero veremos que T es la correcta). La
expresion es conocida como accién de Nambu-Goto de la cuerda relativista.
Ademsds de ser invariante Lorentz, es necesario que la accién sea invariante bajo
reparametrizacién. Dado que la deduccién del funcional de drea se ha basado en
una analogia con el funcional , invariante bajo reparametrizacién, es de esperar
que también lo sea. A continuacién deducimos la expresién manifiestamente
invariante de , de forma similar a como hicimos con las superficies espaciales.
Utilizando el anédlogo relativista de dado por , se tiene:

oXH oX”

0X 0X

—ds? = dX X, = Ny oo —mred€¥dEP = —— - - dedeP. 2.18

Definindo la métrica inducida en la hoja de universo como:

0X 00X (X2 X-X'
8= . — , 2.19
108 = Pea " 9P <X X (X)? (2.19)
obtenemos:

— ds? = yppdEdEP. (2.20)

Asi, denotando v = dety,s, la expresién manifiestamente invariante bajo reparame-
trizacion de la accién de Nambu-Goto resulta ser:

S = _b drdo/—7. (2.21)

C
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La similitud con resulta evidente, y la demostracion de la invariancia es exac-
tamente la misma que la realizada en su caso. Dado que la accion de Nambu Goto es
invariante bajo reparametrizacién, asi lo seran las ecuaciones del movimiento que se
deduzcan de ella. Esto nos da total libertad para escoger la parametrizacién que mas
nos convenga en cada caso, lo que sera de vital importancia en el resto del capitulo.

Condiciones de contorno y ecuaciones del movimiento

Volviendo a , hacemos variar la accién para obtener las condiciones de con-
torno y las ecuaciones del movimiento. Nos limitaremos a estudiar variaciones en las
que los estados inicial y final de la cuerda estén especificados, es decir, I X*(7;,0) =
0XH(1f,0) = 0. Considerando la densidad lagrangiana:

LR XM = 10X X02 — (XX, (2.22)

la variacién resulta ser:

Y o1 oL O(0XH) oL 8(5X“))
(55’—/Ti dT/O da(ﬁX“ 7 +8X“’ 9 . (2.23)

Nos conviene introducir la notacién P} = 9L/ OXH, Py, = 0L/OXH, explicitamente:

X XNX' — (X)X
pr— _To )X = (X)X (2.24)

H c \/(X-X’)2—(X)2(X’)2’
X X)X, - (X)X!

pZ:_E( ' )Xy (.) “ (2.25)

C VXX - (XX

Asi, aplicando la regla de la cadena, (2.23) se puede reescribir como:
T o1 0 0 (6PT 8?”))
- _ KDT - HDoY _ [ T

6S /n dT/O da(aT((SX P”)+80(5X 77“) 0X o + p . (2.26)

Aplicamos ahora el principio de minima accién. Por partes:

= La primera expresién contiene una derivada total en 7, luego estard formado
por términos proporcionales a 0.X*(7;,0) y 6X*(7¢,0). Al estar considerando
variaciones en los que el estado inicial y final de la cuerda estdn especificados,
estos términos se anulan.

s La segunda expresién contiene una derivada total en o. Evaluando en los limi-
tes de la integral espacial, para cada coordenada p = 0,1,...,d, dentro de la
integral temporal habra una contribucién de:

OXH(r,01)Py (T, 01) — 6 XH(7,0) P (7,0). (2.27)
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Es decir, obtenemos un total de 2(d+ 1) términos que han de anularse indepen-
dientemente. Al estar involucradas las posiciones inicial ¢ = 0 y final ¢ = oy
de la cuerda, estas son las condiciones de contorno de la cuerda relativista.
Denotemos por /i v ¢ a una de las dimensiones y a la coordenada de uno de
los extremos respectivamente. Vemos como existen dos opciones: 6 X#(7,6) = 0
y 735(7,6) = 0. La primera consiste en fijar el valor X/(7,&), es decir, hacer
que la coordenada [i del extremo & no cambie en el tiempo. Esta condiciéon de
contorno es la conocida condicién de contorno de tipo Dirichlet:

OXH
or

C.C. Dirichlet: (1,6) =0, p#0. (2.28)

La razén de excluir la coordenada temporal ;1 = 0 de este tipo de condicion de
contorno es que, al estar asociando el pardmetro 7 con el tiempo, se requiere que
el tiempo fluya con 7. No puede ocurrir que el tiempo permanezca constante
cuando el pardmetro temporal estd siendo modificado:

0. X%(1,0) #0 Vo €0,04]. (2.29)

La segunda opcion es conocida como condicion de extremo libre:

Extremo libre: P (r,0) =0. (2.30)

Se denomina de esta forma porque el extremo es libre de hacer lo que sea

necesario para conseguir que se satisfaga (2.30). De (2.29)) concluimos que la

coordenada temporal ha de satisfacer estd condicién de contorno en ambos
extremos:

PG (7,0) = PG (1,01) = 0. (2.31)

Para cada una de las coordenadas espaciales y para cada uno de los extremos
cualquiera de los tipos de condiciones de contorno son vélidos. Logicamente,
al no tener extremos, las cuerdas cerradas no han de satisfacer condiciones de
contorno de ningun tipo.

» Finalmente, el tercer término de (2.26) ha de anularse para cualquier variacién
0X*. De aqui se concluyen las ecuaciones del movimiento de la cuerda
relativista, valido tanto para cuerdas abiertas como para cuerdas cerradas:

oPT  OP°
T -
or + Jo

Ecuaciones del movimiento: 0. (2.32)

Volviendo al estudio de las condiciones de contorno, a continuacion se presenta el
concepto de D-branas, importante en la discusion de la conservacion del momento
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de la cuerda. Dada una cuerda relativista abierta tal que uno de sus extremos satisface
la condicion de contorno de Dirichlet en alguna de sus dimensiones espaciales, esto
quiere decir que dicho extremo debe vivir en un objeto sin poder salir de él. Dicho
objeto, concretamente un hiperplano, se conoce como Dp-brana, donde D viene de
Dirichlet y p denota las dimensiones del hiperplano.

Para comprenderlo mejor, consideremos el ejemplo de la Figura[2.1} En un espacio
tridimensional, d = 3, supongamos que el extremo o = 0 satisface la condicién de
Dirichlet X3(7,0) = 0 y condicién de extremo libre en las coordenadas X! y X2.
Entonces el extremo o = 0 debe permanecer en el plano (z!,2?), en el cual puede
moverse libremente. Dicho plano es una D2—brana. Supongamos ademaés que el ex-
tremo o = o satisface las condiciones de Dirichlet X3(7,01) = 23 y X2(7,01) = 0,
y condicién de extremo libre en la coordenada X!. Entonces el extremo o = o debe
permanecer en el eje z! desplazado, en el cual puede moverse libremente. Dicha recta
es una D1-brana.

X1 A

D1

D2

Figura 2.1: Cuerda abierta cuyos extremos ¢ = 0 y 0 = 01 estdn sujetos a una D2-

brana y a una D1-brana respectivamente.

De forma general, en un espacio d-dimensional, si en el extremo & se definen condi-
ciones Dirichlet en n de sus coordenadas o, equivalentemente, condiciones de extremo
libre en p = d — n de sus coordenadas entonces dicho extremo se encuentra sujeto
a una Dp-brana, en la cual puede moverse libremente. A una Dd—brana, espacio en
el que se mueve una cuerda cuyos extremos son libres en todas sus coordenadas, la
llamaremos D—brana cubridora de espacio.
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Cantidades conservadas
Pasamos ahora al estudio de cantidades conservadas dentro de nuestra hoja de
universo. En teoria clasica de campos se define una corriente conservada como un
k-vector j¢ satisfaciendo:
0aJ% =0, (2.33)

donde k denota la dimensién del lugar donde habita la corriente. Dicho lugar puede
ser el espacio-tiempo usual en el que vivimos, un subespacio suyo, la hoja de univer-
so de nuestra cuerda relativista... Cada corriente conservada da lugar a una carga
conservada, dada por la integral en el espacio de la componente temporal:

Q= /d§1d£2...d§k i (2.34)
y satisfaciendo:
dQ

Centrandonos en nuestra hoja de universo, el hecho de que la densidad lagran-
giana (2.22)) solamente dependa de las derivadas de las coordenadas de la cuerda con
respecto a los parametros y no de las coordenadas en si tiene dos consecuencias:

1. El Lagrangiano es invariante bajo traslacién espacio-temporal. Aplicando
teoria clasica de campos, es posible demostrar que esta invariancia da lugar a las
siguientes corrientes conservadas:

Jp =Py : (s du) = (P PR). (2.36)

En este caso, jj; es un 2-vector, ya que la hoja de universo es un espacio bidimensional.

Ademsds, hemos escrito la corriente con un subindice u que recorre las d+1 dimensiones

de nuestro espacio-tiempo. Esto quiere decir que para dimension existe una corriente

conservada: tenemos una familia de corrientes conservadas. La ecuacién se

particulariza a: T o
8a773 = 6& + 8& = 0. (2.37)

or do
Es decir, recuperamos las ecuaciones del movimiento . Aplicando obte-

nemos la carga conservada asociada a cada corriente:

Qu=rpu(r) = /001 P (7, 0)do. (2.38)

Estas cargas conservadas han aparecido debido a la invariancia de nuestro lagran-
giano con respecto a traslaciones espacio-temporales, luego podemos identificarlas con
el momento espacio-temporal de la cuerda relativista. Por esa razén las hemos
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denotado por p,. De esto se deduce que P] es la o-densidad de momento espacio-
temporal en la direccion p. Podemos comprobar explicitamente que se satisface la

ecuacién (2.35)). Utilizando (2.37):

dpy, 71 9P / 7 9Py o1
— — _ E—» . 2
I /0 o do . o do Pu]o (2.39)

Para cuerdas cerradas ¢ = 0 y ¢ = o3 representan el mismo punto, luego la ante-
rior expresién se hace 0. Para cuerdas abiertas con extremos libres en la direccion
u, también se anula debido a . Sin embargo, ;qué ocurre cuando los extremos
satisfacen condiciones de Dirichlet en alguna de sus direcciones? En ese caso el mo-
mento de la cuerda no tiene por qué conservarse en dichas direcciones, pero si ha de
hacerlo el momento conjunto de la cuerda y de la D—brana a la que esté sujeta.

Hemos visto que para cuerdas cerradas y cuerdas abiertas con extremos libres el
momento p, se conserva con respecto al parametro temporal 7:

dpy

I = 0 cuerdas cerradas y abiertas con extremos libres. (2.40)
-

Eligiendo la simple parametrizacién 7 = ¢ (recordemos que la invariancia bajo repara-
metrizacién nos permite elegirla a nuestro gusto), a la que mas tarde nos referiremos
como gauge estatico, obtenemos la conservacién del momento de la cuerda con res-
pecto al tiempo:

dpy

T 0 cuerdas cerradas y abiertas con extremos libres. (2.41)

En resumen, dada una cuerda relativista:

1. Si es cerrada, entonces el momento p, se conserva en el tiempo en todas sus
direcciones espacio-temporales.

2. Si es abierta, entonces el momento p,, se conserva en el tiempo en las direcciones
espacio-temporales en donde sus extremos son libres. En las direcciones con
condiciones de Dirichlet p, no se conserva de forma general, pero si lo hace
el momento total de la cuerda y de la D-brana. Dado que en la coordenada
temporal los extremos han de ser libres, la energia de la cuerda relativista
E = p° siempre se conserva.

La segunda consecuencia de que todos los términos de la densidad lagrangiana

|i sean de la forma nuy%fi:%)gg es:

2. El Lagrangiano es invariante Lorentz. Esto ya lo sabifamos, ya que sus términos

son productos escalares relativistas. No obstante, se puede comprobar explicitamente
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que cualquier término de la forma 7, 9XL 9X” (siendo £~ y &P igual a T 0 0) es inva-

oEx 9ER
riante Lorentz. De acuerdo con lo visto en ((1.19)), recordemos que una transformacién
infinitesimal de Lorentz es de la forma X* — X* +§X*, con d.X* = e*” X, y ¥ una
matriz antisimétrica. Entonces:

< oxH 8X”> B <85X“ 0X” | OX* 8(5X”>
v geaagB ) T\ Toga peB T e el

X, XY OXM X >
— wp p vp p
v (6 o€ 0eF T Dgo 9es
(2.42)
| OXPOXY  OXMOX!
T rgea 9gB T P pga eB

0XP oXV
) s gy~
donde en la tltima linea hemos cambiado los indices p — p y p — v (podemos
hacerlo, son indices mudos) y hemos utilizado la antisimetria de e (e,, = —€,)
para deducir la invariancia Lorentz. Aplicando de nuevo teoria clasica de campos, es
posible demostrar que esta invariancia da lugar a las siguientes corrientes conservadas:

oy =M, =X,PE = X, Pr s (G dh) = (M,

M3,). (2.43)

Por construccion, es inmediato observar que se trata de un tensor antisimétrico, luego
en un espacio-tiempo D-dimensional existen D(D —1)/2 corrientes corrientes conser-
vadas debido a la invariancia Lorentz. En este caso la ecuacién (2.33)) se particulariza
a:

oM, N oM,

O M = -0 2.44
oM or do ’ (244)
y aplicando (2.34])) obtenemos las cargas conservadas:

o1 o1

Al igual que las corrientes, estas cargas conservadas son antisimétricas. Para darles
una interpretacién, consideremos el espacio-tiempo usual de 4 dimensiones. Por ser
M,,,, antisimétrico, existen 6 cargas conservadas: por un lado My, Moz y Mo3 estdn
asociadas a los boosts en cada una de las tres direcciones espaciales. Por otro lado,
Mo, My3 vy Mos estdan asociadas a las rotaciones y, consecuentemente, se corresponden
con el momento angular de la cuerda en cada una de las tres direcciones.
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Parametro de pendiente y unidades naturales

Finalizamos esta seccion reescribiendo la accién de Nambu Goto de una forma
equivalente. Es un hecho que en la mayoria de los trabajos recientes de teoria de
cuerdas se utiliza una cantidad adimensional alternativa para referirse a la tensién de
la cuerda. Dada una cuerda relativista abierta con tensién Tj, se define el parametro
de pendiente o’ como la constante de proporcionalidad que relaciona el momento
angular J de dicha cuerda, medido en unidades de £, si fuera rigida y estuviera rotando
alrededor de su eje, con el cuadrado de su energia E:

J
~ =d'E% (2.46)
h
De acuerdo con esta definicion, es posible demostrar que el parametro de pendiente

y la tension de la cuerda se relacionan como:

, 1
o = .
27TTOhC

(2.47)

Es decir, o/ y Tp resultan equivalentes y podemos utilizar indistintamente uno u otro.

Asi, (2.17)) se reescribe como:

S = _ﬁllh@ /T;f dr /Oal dg\/(X L X2 — (X)2(X7)2. (2.48)

Utilizando unidades naturales, A = ¢ = 1, tenemos Ty = ﬁ y:

R ,/Tf dT/Ul doy/(X - X7)2 — (X)2(X7)2. (2.49)
a Jr 0

27
Andlogamente, en unidades naturales podemos reescribir (2.24)) y (2.25)) como:

1 (X X)X, - (X)X,

Pr = (2.50)

P 9nad \/(X L X7)2 — (X)Q(X/)z’
po - 1 (XXX, — (X)X, 2.5

2ol \/(X L X7)2 — (X)Q(X/)z'

De aqui en adelante y salvo que se diga lo contrario, utilizaremos unidades naturales.

Resumiendo, en esta seccién hemos considerado la hoja de universo de una cuerda
relativista, la hemos descrito a partir de los parametros 7 y ¢ asociados al tiempo
y a las coordenadas espaciales respectivamente, y la hemos utilizado para deducir la
accién de la cuerda. Después, hemos aplicado el principio de Hamilton para obtener
las condiciones de contorno y las ecuaciones de movimiento en su forma mas general.
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También hemos aplicado teoria clasica de campos para obtener las cantidades con-
servadas debidas a la invariancia del Lagrangiano bajo traslacion espacio-temporal
y bajo transformaciones de Lorentz. Si observamos las ecuaciones y , la
resolucion de las ecuaciones del movimiento se antoja muy complicada. No
obstante, todavia no hemos utilizado una propiedad en la que ya hemos insistido: la
invariancia de la accién bajo reparametrizacién. Una buena eleccién de los pardame-
tros 7 y o nos permitird simplificar las ecuaciones del movimiento, e incluso hallar su
solucién de forma explicita. Esto lo abordamos a continuacién.

2.2. Gauges temporales y parametrizacion espacial

Comenzamos estudiando la parametrizaciéon mas sencilla e intuitiva, conocida co-
mo gauge estatico. Aunque no es la ideal para describir el movimiento general de
la cuerda relativista, nos permite deducir algunas propiedades interesantes, siendo
ademds una buena forma de introducirnos en el tema.

2.2.1. Gauge estatico

El conocido como gauge estatico es una parametrizacién temporal de la hoja
de universo en la que las lineas de 7 constante son determinadas por la interseccién
de los hiperplanos de t constante con la hoja de universo. Es decir, es una parame-
trizacién en la que para cada punto @ de la hoja de universo se toma 7(Q) = t(Q) o,
equivalentemente:

XO%r,0) =7, (2.52)

Bajo esta identificacién, las lineas de 7 constante son ‘cuerdas estaticas’, de ahi el
nombre gauge estatico. Por otro lado, de momento, el pardmetro o sigue sin tener
una expresiéon concreta mas alld de moverse entre los extremos ¢ =0y o = 01. Bajo
esta parametrizacion se cumple:

0X9 09X 0xX
XH = == =) = -~
(80’00) (0’&;’)’

. 0Xx° 9X 0X
T i I oA
X (87’87) (1’ 875)’

es decir, la componente temporal tiene un tratamiento diferente a las componentes

(2.53)

espaciales. Algunas expresiones que nos resultaran tiles posteriormente son:

= . >N\ 2 2\ 2
. 0X 0X . 0X 0X
X.X/:—at e X2=-1+ <at) ) X"? = (aa> . (2.54)
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A continuacién utilizamos el gauge estatico para estudiar un ejemplo muy sencillo
que nos permitira aclarar dos aspectos que dejamos en el aire a la hora de definir la
accién de Nambu Goto: el signo menos y la cantidad de dimensionalizacién Tj.

Cuerda rigida estatica

El ejemplo consiste en una cuerda relativista rigida en un espacio d-dimensional.
Sin pérdida de generalidad, asumimos que se extiende a lo largo de la coordenada z?,
con extremos en (0, 6) y (a, 6), a > 0, donde el vector 0 recorre las d — 1 dimensiones
restantes. Es decir, ambos extremos de la cuerda satisfacen condiciones de Dirichlet
en todas sus dimensiones y, de acuerdo con la discusién de la seccién anterior, los
puntos (0,0) y (a,0) son DO—branas. En este caso nos conviene trabajar en términos
de Ty en lugar de o’/. Recordemos que estamos trabajando con unidades naturales,

luego ¢ = 1 y se omite en las ecuaciones (2.17)), (2.24) y (2.25).

Podemos escribir las coordenadas de la cuerda como:
X%r,0)=7, XY71,0)=f(s), X*=..=X%=0, (2.55)

donde f(o) es una funcién arbitraria estrictamente creciente y continua en o € [0, 1]
y satisfaciendo f(0) = 0, f(o1) = a. Basicamente, f determina la parametrizacién
espacial de la cuerda.

En primer lugar, comprobemos que la configuracién tiene sentido fisico, es
decir, satisface las ecuaciones de movimiento . En vemos como ni X
ni X* tienen dependencia en 7 luego, de acuerdo con , oP;, /0T = 0. Asi, las
ecuaciones del movimiento se reducen a:

oP; 9 (X - X)X, - (X)*X],
— = —| T =0. 2.56
oo oo 0 \/(X L X")2 — (X)Q(X’)Q ( )

A partir de (2.55|) se obtiene:

.
)

X* =(1,0,0)

XM =(0,f,0), (X)2=-1, (X)2=(f)? X-X'=0, (257)

donde hemos denotado f' = df /do > 0, por ser f estrictamente creciente. Sustitu-

yendo en ([2.25)):

X/ X/

_ b 2
P, =-To T _TOT- (2.58)
Para p1 # 1, X, = 0 = P, luego ([2.56) se satisface trivialmente. Para p =1, X = f/,
luego P, = —Tj y, puesto que Tp no depende de o al ser un pardmetro caracteristico

de la cuerda, de nuevo se satisface (2.56)).
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Una vez confirmado que la configuracién (2.55)) sigue las reglas de la fisica, eva-
luemos la accién de Nambu Goto. Sustituyendo (2.57)) en (2.17):

ty o1 tf o1 d
s = —To/ dt/ dor/(f)? = —To/ dt/ o
t; 0 t; 0 do

(2.59)
_ T /t_fdt(f(al)—f(c))) :/tvfdt(—Toa).

La accién no depende de f, es decir, no depende de la parametrizacién. Esto es
una comprobacién explicita de la invariancia bajo reparametrizacién. Por otro lado,
sabemos que la accién es la integral temporal del lagrangiano L = T — V, donde
T y V denotan la energia cinética y potencial respectivamente. Nuestra cuerda esta
estdtica, por lo que tiene una energia cinética nula. Asi:

S— / Y-V, (2.60)

De (2.59) y (2.60) identificamos:
V = Tya. (2.61)

Dado que T' = 0, concluimos que la energia de la cuerda es E = Tga. La cuerda
relativista tiene energia por el simple hecho de estar estirada. Ademés, cuanto mayor
sea la tensién o la longitud de la cuerda, mayor sera dicha energia. Esto tiene todo el
sentido del mundo, y nos dice que Ty es la cantidad correcta con unidades de energia
a considerar en la accién de Nambu Goto. Ademds, esta energia es energia en reposo,
es decir, masa. Concretamente, la masa por unidad de longitud ug de esta cuerda
relativista es igual a su tension:

m = upa = E =Toa = g = Tp. (2.62)

Por otro lado, la expresién E = Tha explica el porqué de la introduccién de un signo
menos en (2.17). Si no lo hubiéramos considerado habriamos obtenido una energia
negativa, lo cual carece de sentido fisico.

Volviendo a una cuerda relativista arbitraria y continuado con el gauge estatico,
nos preguntamos si es posible definir de alguna forma su velocidad de manera que nos
resulte util para interpretar las ecuaciones del movimiento. Aqui entra el concepto de
velocidad transversal.

Velocidad transversal
Lo primero que se nos viene a la cabeza es utilizar la expresién usual de velocidad:
dX /dt. No obstante, esta definicién no tiene sentido fisico: dX /8t es un vector en
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la direccién de o constante, y dado que o lo podemos escoger de forma totalmente
arbitraria debido a la invariancia bajo reparametrizacién, 0X /Ot puede apuntar en
la direcciéon que nosotros queramos, lo cual no nos resulta para nada informativo.

A pesar de que el vector 0X /Ot no nos es ttil para describir el movimiento de
la cuerda, podemos utilizarlo para construir uno que si lo sea. Dada una cuerda en
un tiempo fijado ¢, tomemos un punto cualquiera p (en la cuerda) y consideremos el
plano ortogonal a ella que pase por dicho punto. Un instante de tiempo después, el
plano seguird intersecando a la cuerda, ahora en otro punto p’. Se define la velocidad
transversal ¢} como la velocidad usual asumiendo que el punto p se ha desplazado
a p’ o, equivalentemente, como la componente de 0X /Ot contenida en el plano or-
togonal a la cuerda. Ninguna parametrizacion es necesaria para definir esta nocién
de velocidad: la velocidad transversal es una nocion de velocidad invariante
bajo reparametrizacion. Matematicamente se define como:

X (aX' a)Z) X

=" "\ a5 ) s (2.63)

donde hemos definido s(¢) como la longitud de la cuerda en el intervalo [0,0]. La
introduccion de s es ttil porque es posible demostrar que 0X /0s es un vector unitario
tangente a la cuerda:

- - - - S\ 2
0X 0X 0X 090X do 0X _(ds>2
D5 os Y 8 T ods F(%)—(w]' (2.64)

Dado que tanto X /8t como X /ds son vectores tangentes a la superficie de la cuerda
(por ir en la direccién de o constante y de t constante respectivamente), de ([2.63))
se concluye que ¥ también lo serd. Asi, para cada punto de la cuerda, la velocidad
transversal es un vector perpendicular a ella y tangente a su superficie espacial. Vemos
como el movimiento en la direccién longitudinal no nos importa en absoluto. Esto de
nuevo se debe a la invariancia bajo reparametrizacién: para hablar del movimiento
dentro de la cuerda es necesario establecer una estructura en ella, una distribucién
de sus puntos, una parametrizacion. Al poder escoger la parametrizaciéon a nuestro
gusto, el movimiento longitudinal resulta insignificativo.

Dada su invariancia bajo reparametrizacién, nos interesa que ¥ | aparezca explici-
tamente en la accién de nuestra cuerda relativista. A partir de es sencillo

calcular: p
. . s
V(X X2 — (X)2(X7)2 = VAR (2.65)
pudiendo reescribir asi (2.17)) como:

ty ot ds
S =T dt d <—),/1— 2, 2.66
O/ti /0 o do v ( )
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donde no hemos cancelado do para que la integral se haga hasta un parametro fijo
(la longitud de la cuerda s(o) es variable). Identificamos el Lagrangiano como:

L= —/Tods\/l — 02, (2.67)

donde, de acuerdo con lo discutido en (2.61)), Thds es la energia en reposo de un trozo
infinitesimal de cuerda. Asi, el Lagrangiano (2.67) puede interpretarse como la gene-
ralizacién del Lagrangiano ((1.34) de una particula puntual relativista.

El gauge estatico también nos permite estudiar el comportamiento de los extremos
de una cuerda relativista. Esto lo abordamos a continuacién.

Movimiento de los extremos de la cuerda
En primer lugar, veamos qué implicacién tiene el hecho de que la coordenada
temporal siempre satisfaga condiciones de extremo libre: P§(7,0) = P{(r,01) = 0.

Utilizando (2.53)) y (2.65)) y cancelando los diferenciales do, de (2.51)) se obtiene:

1 ()R (- () ) 5 .

2mwa’ /1 _Ui
Para p = 0 se cumple X0 =1y dX°/9s = 9t/ds = 0, luego:
axX  9X
1 <Bs 8t>
2/ 1—02 ’

Dado que el denominador bajo ningin concepto puede ser infinito, la tinica forma de

que se satisfaga (2.31)) es:

X 0X
E-E—O para o =0, 0 = 0y. (2.70)

poo — _ (2.69)

Independientemente de la parametrizacion considerada, ¢ se mantiene constante a lo
largo de la trayectoria de los puntos extremos: ¢ = 0 y ¢ = o01. Esto quiere decir
que para dichos puntos la velocidad si estd bien definida, v = 0xX /Ot. Asi, dado que
0X /0s es un vector tangente a la cuerda, de la ecuacién se concluye que los
puntos extremos se mueven perpendicularmente a ella. Sustituyendo en
la definicién de velocidad transversal se obtiene: ¥, = ¥, como era de esperar.
Supongamos ahora que la cuerda estd inmersa en una D-brana cubridora de es-

pacio, es decir:
Pr=0 Yu=0,1,...,d, 0 =0, 0 = 0;. (2.71)
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Utilizando (2.70)) podemos simplificar (2.68)) en los extremos:

1 (1—20?) 2" 1 oXH
PoH = — ( ) . =— V1—12 para o=0,0 =01, (2.72)
2mad! 1 _ Ui 2mwa’ 0s

y quedandonos con las coordenadas espaciales:

_ 1 X
P = VA 1)28— para =0, 0 =0. (2.73)

27/ 0s

Dado que 0X /0s tiene médulo 1, no puede ser idénticamente nulo. Asi, el inico modo
de satisfacerse (2.71)) en todas las direcciones espaciales es:

v=1 para =0, 0=o0;. (2.74)

Es decir, los extremos de una cuerda relativista con extremos libres en to-
das sus direcciones se mueven a la velocidad de la luz.

Llegados a este punto, es momento de sacar provecho de la invariancia de la accién
bajo o-parametrizacién para simplificar las ecuaciones del movimiento (2.32)).

Parametrizacion espacial de la hoja de universo

La forma mas sencilla de parametrizar espacialmente la hoja de universo consiste
en parametrizar la cuerda en un tiempo dado, digamos ¢ = 0, y propagar coheren-
temente dicha parametrizacion a lo largo de la superficie de la cuerda. Asi, una vez
escogida la parametrizaciéon de la cuerda inicial, quedara determinada la parametri-
zacion de la superficie de la cuerda que, junto a la parametrizacién temporal, dard
lugar a la parametrizacién completa de la hoja de universo.

La forma ma4s intuitiva de extender la parametrizacion es la que se muestra en la
Figura supongamos que hemos descrito la cuerda en ¢t = 0 con una parametriza-
cién o € [0, 01]. Dado un oy arbitrario pero fijo, en el gauge estatico definimos la linea
de o¢ constante a lo largo de la superficie de la cuerda como la linea que parte de og
ent =0 y que en cada tiempo t es ortogonal a la cuerda definida en dicho instante.
En otras palabras, en cada punto de la superficie de la cuerda los vectores tangente
a la cuerda X /0o y tangente a las lineas de o constante 0X /Ot son ortogonales:

X 90X
Condicién de parametrizacion 1: %— . % =0. (2.75)
o

Directamente de la anterior ecuacion se deduce que, extendiendo de esta forma la

parametrizacion espacial, se cumple:

(2 ot y (2.76)
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Figura 2.2: Extensién de la parametrizacién espacial a partir de una parametrizacién
inicial dada.

no solo para los extremos, sino para todos los puntos de la cuerda. o
Por otro lado, de la ecuacién 1' se tiene que X =0y X - X' = %—)f . %—f =0,
luego sustituyendo en (2.51)) obtenemos PJ = 0. Sustituyendo ahora en la ecuacién

del movimiento ([2.22)) para la coordenada temporal p = 0 resulta:

oPg
ot

~0. (2.77)

Es decir, como consecuencia de exigir que en cada instante las lineas de ¢ constan-
te sean perpendiculares a la cuerda se tiene que la o-densidad de energia Pg
se conserva en el tiempo, es decir, la cantidad de energia que lleva cada trozo
infinitesimal de cuerda do no cambia en el tiempo.

Teniendo en cuenta , tratemos ahora de encontrar una parametrizacién con-
creta de la cuerda en el instante inicial que reduzca a una expresion familiar las
ecuaciones del movimiento. En la coordenada temporal ya hemos visto que la ecua-
cion del movimiento implica la conservacién de la densidad de energia en el tiempo.

Estudiemos ahora las direcciones espaciales. Combinando (2.64)), (2.75) y (2.76) con

(2.54) y sustituyendo en (2.50)) y (2.51) tenemos que:
d d =z
pro_- L & pro L _am 9X (2.78)

_QTFO/ /1_1&’ _QTFO/ /1_1]3_%
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. 1 1—v? 9xX
7= - 2.79
P 2o/ g—; 0o (2.79)
Asi, la ecuacién (2.77)) implica:
b ds
5 d702 =0. (2.80)
1—wv]

Teniendo esto en cuenta, las ecuaciones del movimiento (2.22) en las direcciones
espaciales resultan:

B, ds X ds 2% 9 [J1-v]oX

3\ 7T ol T T e Tl T &= a5

ot 1_1)3_ ot /1_1}3_ ot do ﬁ do
(2.81)

_ . p _

X @0 ds  px

o2 _ .2 00 _ .2 0o

1 —vf 1—vi
La ecuacion anterior se asemeja a una ecuacion de ondas. De hecho, si exigimos que
o satisfaga la condicién de parametrizacion:

d
£ =4/1—02, (2.82)
entonces las ecuaciones del movimiento se reducen a:
22X 92X
Ecuacién de ondas: = 9o (2.83)

Es decir, si tomamos una parametrizacion o en el instante inicial satisfaciendo
y la extendemos en el tiempo imponiendo la ortogonalidad entonces las ecua-
ciones del movimiento de la cuerda relativista se reducen a una ecuacién de ondas.
Lo que nos viene a decir es que, en cada punto de la cuerda, la variacién de la
longitud de la cuerda s(o) con respecto al pardmetro o es igual a la cantidad /1 — v?
(donde la velocidad transversal depende del punto de la cuerda en cuestién).
Veamos que consecuencias tiene la condicién de parametrizacién . Susti-

tuyéndola en (2.78)) obtenemos:

1 ds 1 y/1—27 1
pro (2.84)

_ do _ _
- / - / - /"
2T 1_ ”i 2ra /1 Ui 2T

Es decir, la o-densidad de energia no solo se conserva en el tiempo sino que también

es constante a lo largo de las cuerdas: la o-densidad de energia es una constante
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de la hoja de universo. Yendo més alla, de acuerdo con (2.38)), la energia total de
la cuerda se calcula como:

)
2ma!

o1
E=p"= / Py = 7L (2.85)
0

y como consecuencia tenemos que el limite superior de o viene determinado por la
energia F y por la tensién o’ de la cuerda:

o€ [0,01] con o1 =2nd'E. (2.86)

Finalmente, con respecto a las condiciones de contorno, sustituimos (2.82)) en ([2.79)
para obtener:

S 10X
= 2.87
& 2ra! Oo (2:87)
Asi, las condiciones de contorno de extremo libre (2.30)) se reducen a:
, 0X
C. contorno ext. libres: S 0 en oc=0,0=o0. (2.88)
o

Podemos dar una expresion alternativa a (2.82)). Elevando al cuadrado y utilizando

(2.64) y (2.76) resulta:

) S\ 2
X X
Condicién de parametrizacién 2: (%t) + (aa) =1 (2.89)
o

En resumen, tomamos una cuerda en un instante inicial y la dotamos de una
parametrizacion espacial satisfaciendo la condicién . A continuacion extende-
mos esta parametrizacién en el tiempo utilizando la condicién , obteniendo la
parametrizacion espacial completa de la superficie de la cuerda. Esto, junto a la pa-
rametrizacién temporal del gauge estatico, nos da una parametrizacion completa de
la hoja de universo de la cuerda relativista en la cual la densidad de energia es una
constante, las ecuaciones del movimiento se reducen a una ecuacién de ondas (2.83)) y

las condiciones de contorno de extremo libre a unas meras condiciones de Neumann
(2.88)).

Una vez estudiado el caso més sencillo e intuitivo, a continuaciéon presentamos
una generalizacion del gauge estatico que nos preparara el camino para posterior-
mente, utilizando el gauge del cono de luz, resolver explicitamente las ecuaciones del
movimiento de una cuerda abierta con extremos libres.
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2.2.2. Gauge general

La clase de gauges temporales que vamos a estudiar surge de igualar el parametro
7 a una combinacién lineal de las coordenadas de la cuerda:

n, XH(1,0) = A1, (2.90)

con n, un d + l-vector y A una constante. Al escoger n, y A estamos fijando la
combinacién lineal y por tanto determinando la parametrizacién temporal 7 de la
hoja de universo. Podemos comprender de la siguiente forma: fijados n,, Ay 7,
consideramos dos puntos cualesquiera xf y x4 satisfaciendo n,z* = A7. Entonces, el
vector h —z{ uniendo ambos puntos satisface n, (x5 —24) = 0, es decir, es ortogonal al
vector n,,. Asi, concluimos que los puntos del espacio-timpo satisfaciendo n,x* = At
forman un hiperplano perpendicular a n,. Dado que las coordenadas X" son los
puntos del espacio-tiempo contenidos en la hoja de universo, el conjunto de puntos
X* satisfaciendo es la interseccién entre la hoja de universo y dicho hiperplano.
Asi, elegir n,, es equivalente a elegir un hiperplano, cuya interseccién con la hoja de
universo determina las lineas en las que el pardmetro temporal 7 permanece constante.
Tomando n, = (1, 0) y A = 1 entonces recuperamos el gauge estético, X0(r,0) = 7.
Los hiperplanos perpendiculares a n, = (1, 6) son aquellos en los que ¢ permanece
constante, como ya comentamos en su momento.

En cada instante de tiempo podemos interpretar la linea de 7 constante como
una nueva ‘cuerda’. Aunque no se trata de la cuerda real (salvo en el gauge estético),
nos resulta indiferente tratarla como tal: al resolver las ecuaciones del movimiento
estaremos describiendo la evolucién de la hoja de universo, y nos da igual que dicha
hoja haya sido creada por una cuerda u otra.

Aunque hasta el momento hemos considerado [7] =T y [o] =L (c=1=[7] =
[c] = L), de aqui en adelante asumiremos que 7 y o son parametros adimensionales.
Ademds, resulta ttil reescribir la condicién de parametrizacién de una forma
equivalente:

n-X(r,0) = Xn-p)r, (2.91)
donde p,(7) es el momento de la cuerda. En hemos visto que p,, se conserva para
cuerdas cerradas y cuerdas abiertas con extremos libres, pero no para cuerdas sujetas a
D-branas. Para que el desarrollo de esta seccién también sea valido en el segundo caso,
asumiremos que n* es escogido de manera que n-p se conserve independientemente de
las condiciones de contorno. De esta forma, lo tinico que hemos hecho ha sido definir
)\ tal que \ = S\(n -p). Lo que ganamos reescribiendo de esta forma la condicién de
parametrizacién es que, al aparecer n, en ambos lados de la igualdad, su norma se
hace irrelevante y tinicamente nos importa su direccién.
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Veamos ahora si hay alguna forma de determinar \. Teniendo en cuenta que
estamos trabajando con unidades naturales, hagamos un analisis dimensional. Por
un lado, dado que n, es adimensional, [n - X] = L. Por otro lado [n-p] = M =
L'y [r] = 1, luego [\] = L?. Dado que en unidades naturales las unidades de
fuerza son [F] = L2, A ha de ser proporcional a la inversa de una fuerza. La fuerza
caracteristica de nuestra cuerda relativista es su tensién Ty o, equivalentemente, el
pardametro de pendiente o/ = 1/27T). Asi, asumimos que A es proporcional a o y,
yendo mas alld, asumimos que la constante de proporcionalidad es 2 para cuerdas
abiertas y 1 para cuerdas cerradas. De esta forma llegamos a la siguiente condicién

de parametrizacion temporal:

B8 =2 cuerdas abiertas.
n-X(r,0) = Ba(n-p)r con (2.92)

8 =1 -cuerdas cerradas.

Mas tarde entenderemos el motivo de asignar dichas constantes de proporcionalidad.
Una vez determinada la parametrizacién temporal, es momento de buscar una
parametrizacion espacial que simplifique las ecuaciones del movimiento. En el caso
concreto del gauge estatico impusimos unas condiciones que acabaron resultando en la
conservacion tanto temporal como espacial de la densidad de energia y que redujeron
las ecuaciones del movimiento a una simple ecuacién de ondas. Generalizando el caso
concreto del gauge estatico, impongamos la conservacién total de la cantidad n - P7
y veamos que ocurre.
Cauge estatico: (1,0) - P™ = P70 constante de la hoja de universo =
(2.93)

Gauge general: n - P7 constante de la hoja de universo.

Ademas, en el estudio de la solucién de las ecuaciones del movimiento nos resultard
util que, para cuerdas abiertas, el limite superior de la parametrizacion espacial sea
o1 = w. Por otro lado, para cuerdas cerradas se toma por convenio o1 = 2m. Asi,
los requerimientos que ha de cumplir nuestra parametrizacion espacial ¢ son que
n - P7 sea una constante de la hoja de universo y que o; = m para cuerdas abiertas y
o1 = 27 para cuerdas cerradas. Es posible demostrar ([I], Section 9.2) que estos dos
requerimientos se resumen en una Unica condicién de parametrizaciéon espacial:

or [0 B =2 cuerdas abiertas.

T

(n-p)o= 5 do n-P(r,0) con (2.94)
0 B8 =1 -cuerdas cerradas.

La interpretacién de la anterior ecuacién viene a ser que, dado un punto () en una
cuerda y en un tiempo dado 7, el valor o(Q) es proporcional a la integral de la

densidad de momento n - P7 sobre el trozo de cuerda [0,0(Q)].
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Veamos las consecuencias de estas imposiciones. Haciendo el producto escalar de
n# con la ecuacién del movimiento (2.22]) obtenemos:
0 0
—n-P")+ —(n-P?%)=0. 2.95
(0 P7) (- P?) (295)
Dado que n - P7 es una constante de la hoja de universo, se conserva en el tiempo,
luego la anterior ecuacién se reduce a:

0
—(n-P%) =0, (2.96)
do

es decir, n - P? es independiente de o. Por otro lado, teniendo en cuenta que n - p es

constante, se cumple %(n -p) = 0, luego haciendo el producto escalar de n con la
ecuacion ([2.39) obtenemos que:

Linp) =~ (- P =0, (297)

Lo que hacemos para garantizar que se satisfaga la expresién anterior es requerir que
n - P? se anule en los extremos de la cuerda, lo que junto a (2.96) implica:

n-P% =0 para cuerdas abiertas. (2.98)
Veamos que implicacion tiene esto. De (2.51)) se tiene:
1 (X X)En-X) = (X)*L(0-X)

n-P°=_— . 2.99
2wa’ \/(X X2 — (X)Q(X/)Q ( )

Teniendo en cuenta (2.92): %(n X)y=d(n-p)=ctey a%(n - X)) =0, luego:

1 (X - X/ (n-p)

n-P=— .
2o/ \/(X L X7)2 — (X)Q(X’)Q

(2.100)

Asi, la ecuacién ([2.98) resulta equivalente a que, para cuerdas abiertas, X - X’ = 0.
Esto es equivalente a la condicion que impusimos en el gauge estatico para
extender la parametrizacion.

Para cuerdas cerradas no podemos justificar de la misma manera que se satisfaga
, ya que al no tener extremos no existe ningiin punto en el que sepamos a ciencia
cierta que n - P? se anula. No obstante, nos gustaria que también fuera valida
en ese caso. Para ello, teniendo en cuenta , para cuerdas cerradas imponemos
nosotros mismos que, en cada instante de tiempo, X - X’ se anule en todos los puntos
de la cuerda, es decir, imponemos que la extension de la parametrizacion espacial
venga determinada por la ortogonalidad entre las lineas de o y 7 constante. Esta
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forma de extender o nos permite concluir que (2.98) es valida tanto para cuerdas
abiertas como para cuerdas cerradas. De hecho, si particularizamos (2.98)) para el caso

del gauge estdtico, en el que X o — 0, recuperamos la condicién de parametrizacién
(2.75): &£ - &£ =o.
Combinando ([2.98]) con la condiciones de parametrizaciéon temporal (2.92)) y es-

pacial (2.94) podemos deducir una nueva restriccién. De (2.50|) tenemos:

T T
2T \/(X.X/)2—(X)2(X’)2

Teniendo en cuenta (2.92): a%(n - X)=d(n-p) =ctey %(n - X) = 0. Ademas,

X - X' =0, luego:

1 (X')?Bo/(n-p)
/ B

el (X2

Derivando la condicién |i con respecto a o obtenemos n - p = %ﬂ n - P7, y susti-

n-Pr= : (2.102)

tuyendo la anterior ecuacién:

(X')?

_(X)Z(X/)Q

1= = X2+ X% =0. (2.103)

Particularizando para el caso del gauge estédtico, donde X2 y X’? vienen dados por

2 2 )
2.54]), recuperamos la condiciéon de parametrizacion (2.89)): (%) + (%—f) =1.En

conclusién, las condiciones de parametrizacion (2.92) y (2.94) se pueden reescribir

COMmo:
X. X' =0, X2+ X7 =0, (2.104)

reduciéndose en el caso particular del gauge estédtico a las condiciones ([2.75)) y (2.89)

respectivamente. Se pueden combinar ambas expresiones para obtener una tnica con-

dicién:
Condiciéon de parametrizacion: (X+Xx)=0. (2.105)
Veamos ahora que ocurre con las ecuaciones del movimiento. De (2.103)) tenemos
que X2 = —X"2 1o que es sencillo comprobar que implica:
pron— 1 xm pon— 1w (2.106)
2wl 2ol

Entonces las ecuaciones del movimiento (2.32) se reducen de nuevo a simples ecua-
ciones de ondas:

Ecuacion de ondas: Xt — XM =0, (2.107)
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recuperando ([2.83)) para el caso particular del gauge estatico. Ademas, de (2.106) se
concluye que las condiciones de contorno de extremo libre se reducen a unas condi-
ciones de Neumann:

axX1

C.contorno ext. libres: 5 0 en 0=0,0=o0;. (2.108)
o

Resumiendo, una vez especificada la parametrizacion temporal a través de ,
el procedimiento para determinar la parametrizacién espacial ha sido el inverso al
utilizado en el gauge estatico, llegando en ambos casos a las mismas conclusiones. En
el gauge estatico parametrizamos la cuerda en un instante inicial de manera que las
ecuaciones del movimiento se redujeran a ecuaciones de ondas, y extendimos dicha
parametrizaciéon imponiendo que las lineas de o y 7 constante fueran perpendiculares.
Vimos que esas condiciones implicaban la conservacién de la densidad de energia
en la hoja de universo. En el caso general, parametrizamos espacialmente la hoja
imponiendo directamente la conservacién de n - P7. Esta imposicién implica, por un
lado, que las lineas de o y 7 constante sean perpendiculares (para cuerdas abiertas)
y, por otro lado, que las ecuaciones del movimiento sean ecuaciones de ondas. Es
decir, ambos procedimientos son equivalentes (salvo por el hecho de que para cuerdas
cerradas la condicién de ortogonalidad no sale de forma natural sino que hay que
imponerla).

Una vez comprendido que el desarrollo realizado en este apartado es una generali-
zacién del realizado para el gauge estatico, ya estamos en condiciones de comprender
por qué asignamos inicialmente 5 = 2 para cuerdas abiertas y 8 = 1 para cuerdas
cerradas. En el gauge estatico obtuvimos o1 = 2ra/E. Ahora, para cuerdas abiertas
estamos imponiendo o7 = 7, luego 1 = 20’ E. Particularizando para el gauge
estatico (X0 = 7):

XY= Bd'Er=1=8dE= =2 (2.109)

La comprobacién de que 8 = 1 para cuerdas cerradas es totalmente andloga.

A continuacién procedemos a resolver la ecuacién de ondas (2.107)) de forma gene-
ral para una cuerda relativista abierta inmersa en una D-brana cubridora de espacio,
es decir, cuyos extremos son libres en todas las direcciones.

Cuerdas abiertas con extremos libres: Solucién general
La solucién més general para una ecuacion diferencial del tipo ecuacién de ondas
XK — XM= () es:
XM(T,O'):%(fM(T—FO')—FgM(T—J)), (2.110)
con f* y g* funciones arbitrarias. En lo que sigue, nuestro objetivo es utilizar las
condiciones de contorno para reescribir la solucién de manera que
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tenga una interpretacion fisica. De momento no tendremos en cuenta las condiciones

de parametrizacion (2.104]).
Aplicando la condicién de contorno (2.108) en o = 0:

a;((:( 0)= %(f’“( ) =g (1) = 0= fM(r) = g"(1) = g" = [+ (2111

donde ¢* es una constante. Redefiniendo f* como f* 4 c¢#/2, resulta:
1
XH(r,0) = 5(f“(7+cr)+f“(7’—0)) (2.112)

Aplicando la condicién de contorno (2.108]) en 0 = 01 = 7

O ) = g (M4 m) = M7 =) = 0= fU(r b m) = 7 —m), (2113)

es decir, f* es una funcién periédica con periodo 27. Este es el motivo de haber
impuesto 01 = 7w anteriormente: se obtiene un periodo natural 27 que simplifica en
gran medida las expresiones siguientes. Como consecuencia de la periodicidad, f*'
estd bien descrita en toda la recta real por su desarrollo en serie de Fourier:

() = f' 4+ (b cosna + clf sinna), (2.114)

n=1

donde f1', b y ¢ son los coeficientes de Fourier dados por:
1 ~ o f fﬂ/
by = o= [T f*(z) cos nzd, (2.115)

ch = 5= f fH¥(x) sinnzdx.

Integrando y redefiniendo b}, y ¢ de manera que contengan a las constantes de inte-

gracién, tenemos:

o0
M (x) = féL—l-f{LﬂU—l-Z(bﬁ cosnz + ch sinnz). (2.116)

n=1
Sustituyendo en (2.112) y simplificando:
oo
Xt(r,0) = f + fi'T+ Z (bk cosnT + ¢l sinnT) cosno. (2.117)

n=1
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A la constante f1' se le puede dar una sencilla interpretacion fisica. Utilizando (2.106]),
podemos calcular:
1 - 1

o
Pl — 5 - XH = 5 -1+ Z(—nbﬁ sinnt + nck cosnt) cos no. (2.118)
T T

n=1

De acuerdo con (2.38]), el momento total viene dado por:

p“z/ PTH(r,0)do. (2.119)
0

La integral sobre los términos con cosno se anula, luego concluimos que:

1

2ma!

pH = nfit = fI' =2d'p", (2.120)

es decir, f|' viene a representar el momento p* de la cuerda. Definiendo zfy = f§,
(2.117) se reescribe como:
o0
XH(r,0) = b + 2a'p"'7T + Z (bb cosnT + ¢l sinnt) cosno. (2.121)
n=1
El primer término se corresponde con la posicién de la que parte en el instante inicial
el ‘punto central’ de la cuerda o = 7/2. El segundo término se corresponde con la
contribucién dada por el momento lineal. El tercer término se debe a las oscilaciones
de la cuerda. Si todos los coeficientes by, v ¢}, se anulan entonces (2.121]) representa el

movimiento de una particula puntual.

Resultard 1til reescribir (2.121]) de una forma alternativa. En primer lugar, defi-

nimos unas constantes complejas al, como:

vn ,
ab = 2\/270/(05 —ibh), (2.122)

donde la razon de incluir el término v &' es que los nuevos coeficientes sean adimen-
sionales. De esta forma, se cumple:

by, cosnT + chsinnt = —% ((ch + ibk)e™™ — (ck — ibk)e ")
- (2.123)
_ \/ﬁ ( g*emr _ a%e—m’m‘)‘
Definimos ahora unos nuevos coeficientes o como:
ay = V2a'p*, al = al'\/n, ol =a/n, n>1. (2.124)
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Cabe destacar que o, estan definidos Vn € Z, y ademds o/, = (ah)*. Teniendo esto

en cuenta, junto con (2.123)) y (2.124]), podemos reescribir (2.121]) como:

1 .
XH(r,0) = zh + V2d/afT +iV2a/ E —ake T cosno. (2.125)
n
n#0

Esta es la solucién general de la ecuacién de ondas (2.107) para una cuerda abierta
satisfaciendo las condiciones de contorno de extremo libre (2.108)). Para terminar, la
ecuacién (2.125) nos permite escribir X# y X*' como:

XH = /2a/ Z ot cosnoe” "7 (2.126)
neZ
XM = —ijv 20/204% sinnoe” ™7, (2.127)
neL
y combindndolas:
Xt b XM =2d/ Y atlemTE), (2.128)
nez

Cabe decir que solamente serd valida para describir el movimiento fisico de
una cuerda abierta con extremos libres si satisface las condiciones de parametrizacion
(2.104)). Es decir, debemos encontrar los coeficientes af, que hagan que descri-
ba un movimiento fisico. Para ello utilizaremos un caso concreto de la clase de gauges
temporales conocido como gauge del cono de luz. Antes de eso, estudiemos la
solucién general de la ecuacion de ondas para cuerdas cerradas.

Cuerdas cerradas: Solucién general

Retrocedemos en nuestro desarrollo y volvemos a considerar la ecuacién de ondas
XK — XM = (. Nuestro objetivo ahora es resolverla para cuerdas cerradas, es decir,
cuerdas que no satisfacen ningtn tipo de condiciones de contorno, pero si la condiciéon
de identificacién:

XH(r,0) = XH (1,0 + 27) Vr eR, o€l0,2n]. (2.129)
En este caso escribimos la solucién general como:
X¥(r,0) = X1+ 0)+ Xi(T —0), (2.130)

donde X/ representa una onda moviéndose en la direccién negativa de o (L <sleft)
y X 1‘% una onda moviéndose en la direccién positiva de o (R «sright). Resulta conve-
niente definir dos nuevas variables independientes:

U=T7T+0
= X" = X} (u) + X} (v). (2.131)

V=T—0
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La identificacion (2.129)) se traduce en:

X (u) + Xp(v) = X} (u+27m) + Xih (v — 27) (2.132)
0, equivalentemente:
X (u+2m) — X¥(u) = Xlh(v) — Xl(v — 2m). (2.133)
Puesto que u y v son variables independientes, se cumple:
0 0 0 0
— Xt 2 —X(u —Xk(v —XE(v—27) = 2.134
S Xbu+2m) = S Xp(u) = = Xh() = 5 Xh(w—2m) =0, (2134)
luego:
0
X (u+2m) — X4 (u) = " (Xi(v) — Xi(v—2m)) =0,

(2.135)

; (X”(u+27r) X’LL(U)) =0,

donde ’ denota la derivada de cada funcién con respecto a su argumento. En con-
. . w! w! . ST

clusion, (2.135)) nos dice que tanto X} (u) como X}, (v) son funciones periédicas con

periodo 27, luego de nuevo estan bien descritas en toda la recta real por sus desarrollos

Xﬁl(v—l—Qﬂ') X“I( ) =

en serie de Fourier, que en este caso nos interesa escribir como:

,u/ —inu
X7 \/ E abe ,

nGZ

X;H /& Z O[,uefmu

nEZ

(2.136)

La constante de normalizacién y/a//2 ha sido introducida para posteriormente ob-

tener expresiones andlogas a las de las cuerdas abiertas (proximamente lo veremos).

No debemos confundir los coeficientes o}, con los de las cuerdas abiertas, aunque se

escriban igual son diferentes. Integrando (2.136)) resulta:

1
X (u) L“—l— \/ aou—}—z\/ Z ate=mu,
Xi(v) s \/ a0v+z\/ Z —altem

L R . ., . ..,
donde 25" y 2y son constantes de integracion. Es sencillo comprobar que la condicién

(2.133]) implica:

(2.137)

al = afl, (2.138)
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lo que en breves momentos veremos que implica que solamente hay una variable de

momento. Sustituyendo (2.137) en (2.130) teniendo en cuenta (2.138) y definiendo
p_ 1/ .Lp Ry .
ry = 5(rg" +xy") resulta:

o e—im—
I — o/ I N
XH(1,0) =z + V2 o1 + i 5 Z (

ale’™ + alie™") . (2.139)
n#0 "

Esta es la solucién general de la ecuacién de ondas (2.107)) para una cuerda cerrada.
De nuevo resulta interesante escribir las derivadas de las coordenadas, en este caso:

XH = X’L”(T + o) —|—X§/(T —0),

(2.140)
X = XV(1r+0) - X (1 - 0),
y combinandolas utilizando (2.136)):
XH 4 XM = 2X}j/(7 +o0)= \/@Z &Ze_m(ﬂ”’),
nez
(2.141)

XH XM = 2X1/%/(7' —0)=V2 Z oz‘,ie_m(T_”)
nez

Gracias a la constante de normalizacién /a//2 introducida en , se obtienen
expresiones analogas a las obtenidas para cuerdas abiertas en , con la diferencia
de que ahora se deben considerar los coeficientes &, o o, en funcién de si se trata de
la suma o de la resta. Mas tarde agradeceremos que y (2.141)) estén expresados
de la misma forma.

Al igual que hicimos para las cuerdas abiertas, podemos integrar la densidad de

momento (dada por ([2.106))):

1 ¢ . . :
PTH — V2alall + 1/ % Z e (ahe™ + ake™"7) (2.142)

2ma/
n#0

para obtener el momento de la cuerda cerrada:

2m 1 2 2
p* :/0 PTH(T,0)do = / dov2a'afy = Jagﬂ (2.143)

- /
2ra Jq

de donde se obtiene una relacién analoga a la primera de las relaciones (2.124)):

/
bt =/ %p”, (2.144)
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es decir, el coeficiente of) representa el momento de la cuerda. Esto junto a nos
permite concluir que, a pesar de haber descompuesto nuestra solucién como la suma
de dos ondas, ambas tienen el mismo momento y, por tanto, como ya anticipamos,
solamente existe una variable de momento.

De nuevo cabe mencionar que para que represente el movimiento de una
cuerda cerrada real han de satisfacerse las condiciones de parametrizacion . Al
igual que con las cuerdas abiertas, para estudiar esto utilizaremos el gauge del cono
de luz, que presentamos a continuacion.

2.2.3. Gauge del cono de luz

El conocido como gauge del cono de luz (LCGQG) es un caso particular de la clase
de gauges temporales presentada en la seccién anterior en el cual en las condiciones
de parametrizacién (2.92)) y (2.94) se toma el vector:

ny = (1/v2,1/v3,0) (2.145)

de manera que, de acuerdo con lo visto en la Seccién secumplen- X = Xty
n-p=p", donde X es el coordenada temporal del cono de luz. Entonces, de acuerdo
con lo discutido en la secciéon anterior, la condicién de parametrizacién espacial con-
siste en imponer que P™T sea una constante de la hoja de universo, y las ecuaciones

(2.92) v (2.94) se reducen a:
L

B Jo
Particularicemos la condicion (2.105)) para esta parametrizacién. Recordemos que en

Xt (r,0) = pa’ptr, pTo deP" " (7,5). (2.146)

las coordenadas del cono de luz el producto escalar de dos vectores viene dado por:
a-b=—abt —atb™ +a'd!, donde I = 2,...,d es el indice refiriéndose a las
coordenadas transversales X!. Asi, (2.105) se reescribe como:

(X+X)2=(X£X) (X+X)=0= 22X+ X)X~ X )+ XT£Xx)2=0
(2.147)
De (2.146) tenemos que X = So/pt, y X1’ = 0, luego la anterior ecuacién implica:

) 1 )
X +x ' = (XT+£ x72, (2.148)

© 2Balpt

donde hemos asumido que p* # 0. Como ya hemos discutido en la Seccién
pT = 0 solamente ocurre en el caso de una particula sin masa viajando en el sentido
negativo de la direccién z!. Esto es un caso muy particular, por lo que simplemente
no lo consideraremos.
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La expresién es realmente 1til: nos permite obtener la posicién en la coor-
denada X~ (salvo por una constante de integracion, ) en funcién de la posicién en
las coordenadas transversales X! y del momento p*. Llegados a este punto, nos con-
viene diferenciar los casos de cuerdas abiertas con extremos libres y cuerdas cerradas.

LCG en cuerdas abiertas con extremos libres

Si observamos la solucién general , para cuerdas abiertas con extremos
libres, el movimiento en la direccién X~ viene determinado por z, y por los coefi-
cientes a, . Tratemos de determinar los coeficientes c; en funcién de los coeficientes

al. Para ello hacemos uso de ([2.128)):
X~ X7 =v2a ) e, (2.149)

neZ

X'+ x!"=v2d/ Y alemm(rE), (2.150)

neL

Sustituyendo en (2.148)) y reescribiendo los sumatorios:

/720‘ e n(rxo) _ Z ap{a efz(erq)(Ticr)

+
ne’ 2p P,qEZ
+
2p+ D oo pe T (2.151)
n,pEL
—in(tt0)
g L (edel,)e
nelL peZ

V2d'a;, = QL EG: (2.152)

Una vez obtenidos los coeficientes «; en funcién de los coeficientes o, llegamos a
la siguiente conclusién: la dindmica de una cuerda relativista abierta con extremos

libres viene determinada de forma completa por los valores arbitrarios:

zq xé, pt, afl. (2.153)

La posicién en la coordenada temporal X viene determinada por p™ segiin:

Xt (r,0) = X1 (1) =2a/p"7 (2.154)
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La posicién en las coordenadas transversales X! viene determinada por 3:6 y por al)
segun:
1 ,
X1, 0) =zl + V2ol +iv2o/ Z —ale ™ cosno. (2.155)
n#0 n
Finalmente, la posicién en la coordenada X~ viene determinada por z; y por «,,
segun:
1 )
X (1,0) =25 +V2ay T+ iV2/ Z —a, e """ cosno, (2.156)
n
n#0

donde los a; se calculan a partir de los ! de acuerdo con la ecuacién .

El motivo de haber utilizado el gauge y las coordenadas de cono de luz para re-
solver explicitamente las ecuaciones del movimiento es la simplicidad de la ecuacién
. El producto escalar en las coordenadas de cono de luz nos ha permitido despe-
jar las derivadas de X~ sin necesidad de tomar la raiz cuadrada, y la parametrizacién
del gauge del cono de luz ha simplificado la expresién debido a que X' =0y X+
es una constante. Esto nos ha permitido llegar sin muchos problemas a la relacién
, que relaciona los coeficientes de las coordenadas transversales con los de la
coordenada X .

La combinacién cuadrética de osciladores presente en serd realmente im-
portante a la hora de cuantizar la cuerda relativista, y es por eso que recibe un
nombre:

1
Modo transversal de Virasoro: L= 3 Zafl_pa{). (2.157)
PEZL

De este modo, se puede escribir como:
20/a;, = — L+ (2.158)
y, particularizando para n = 0, utilizando resulta:
V2dlag = 20/p = pl+L3 = 2ptp = %L&. (2.159)
Es sencillo ver que la posicién en la coordenada X~ se puede reescribir como:

X (r,0) =y + —LyT —|— — Z LL T cosno, (2.160)
p nEZ
n#0

es decir, los modos transversales de Virasoro son los coeficientes de expansién de la
coordenada X .
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2.2. GAUGES TEMPORALES Y PARAMETRIZACION ESPACIAL

Finalmente, podemos utilizar el gauge del cono de luz para calcular la masa de una
cuerda relativista abierta con extremos libres describiendo un movimiento arbitrario.
Para ello utilizamos la férmula relativista (|1.46|):

M? = —p? =2ptp™ —plpl. (2.161)

Utilizando (2.159)), (2.157) y (2.124) tenemos:

1 1 (1 1
- L_ 1.1 Is 1\ _ 11 Is I
2pTp = O/LO == <2a0a0+ Elan an> =pp+ Elncn .- (2.162)
n n=

Sustituyendo en (2.161)):
1 [e.e]
M? = o~ > najral. (2.163)
n=1

De esta expresién se concluyen dos cosas. Por un lado, puesto que para cada n € Z
al*al = |al| > 0, se tiene que M? > 0y por tanto la masa de la cuerda relativista es,
como era de esperar, un numero real (tomado convenientemente positivo). Por otro

I

lado, puesto que los coeficientes aj,

se escogen de forma arbitraria, podemos ajustarlos

a nuestro gusto para obtener una cuerda con una masa arbitraria. La cuerda tendrd

1

., se anulen.

masa nula cuando todos los coeficientes a
LCG en cuerdas cerradas

De acuerdo con ([2.139)), para cuerdas cerradas el movimiento en la direccién X~
viene determinado por x, y por los coeficientes «;, y &, . Tratemos de determinar
dichos coeficientes en funcién de los coeficientes o y al. Aqui es donde agradecemos

que (2.128) y (2.141]) estén expresados de la misma forma, y es que el desarrollo es

andlogo al hecho para cuerdas abiertas, obteniendo en este caso dos relaciones, una
para los coeficientes a;; y @l y otra para los coeficientes o, y ol :

1 1
Vodla, = = Yal &y V2da, = = > al ol (2.164)

pEL pEZ

Las conclusiones son analogas a las obtenidas para la cuerda abierta: la dinamica de
una cuerda relativista cerrada viene determinada de forma completa por los valores
arbitrarios:

zq, xé, pt, al, ol (2.165)

n’ n

La posicién en la coordenada temporal X viene determinada por p™ segtin:

Xt (r,0) =X (1) =dpr. (2.166)
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La posicién en las coordenadas transversales X! viene determinada por x{] ,al yal
segun:
X(r,0) =2l + V2olabr +i Lene 4 alem 7). (2.167)

n#0
Finalmente, la posicién en la coordenada X~ viene determinada por z,, &, y o,

segun:

X (1,0) =25 +V2doyT+1 e +a, e ). (2.168)

n#O

donde los @, y los a; se calculan a partir de los @’ y los a! de acuerdo con la

ecuacion ([2.164]).

Al haber dos tipos de coeficientes «, las cuerdas cerradas también poseen dos tipos
diferentes de modos transversales de Virasoro:

. 1 I I
Modos transversales de Virasoro: Zan pozp, n=5 Ay pQpye
PEZ PEZL
(2.169)
Asi, podemos reescribir (2.164]) como:
2z L
2da, = ELn y V2da,, = p—+Ln (2.170)

Particularizando para n = 0, de (2.138)) se concluye que

Ly = Ly, (2.171)
y utilizando (|2.144]) resulta:
2 - 2
+.— 1 1L
pp = o/LO = —aILO. (2.172)

Finalizamos calculando la masa de una cuerda relativista cerrada describiendo
un movimiento arbitrario. Para llegar a una expresién de la misma forma a la ob-
tenida para la cuerda abierta, definimos los coeficientes al, y @}, de acuerdo con las

expresiones:
ah=anhy/n y o, =ah\/n, n>1,
(2.173)
ah =ahy/n y a, =ah*y/n, n>1,
Ademdés, estas definiciones implican o, = (ah)* y @, = (ah)*. Ahora si, utilizamos
la férmula relativista (1.46)):
M? = —p® =2ptp™ —p'p/, (2.174)

52



2.2. GAUGES TEMPORALES Y PARAMETRIZACION ESPACIAL

que junto a (2.172)), (2.169) y (2.144)) nos permite obtener:

4 _ 4 2 - _
N 1 1L 1 1
2p"p —aLo —aLo —J(Lo + Ly)
2 (1 1 7= wr L = g
RPAT) 0@+ ) ay an+§%ao+zan ap
n=1 n=1

(2.175)

Il
SEEN)
/N
o}
O~
Q
O~
+
[
Ql
S~
*
Qi
S~
+
(]2
Q
S~
*
o
S~
~

2 o oo
1,1 iy I* I
=pp +a <Znan an+Znan an> .
n=1 n=1
Sustituyendo finalmente en (2.174)):
2 oo o0
M? = = <Z na) an + > naﬁ*aﬁ) . (2.176)
n=1 n=1

De nuevo, al poder elegir los coeficientes al y @’ a nuestro gusto, de acuerdo con esta
teoria podemos conseguir cuerdas cerradas con masas arbitrarias. Ademaés, la cuerda
tendrd masa nula solamente cuando todos los coeficientes al y @’ se anulen.

Aqui finaliza nuestro estudio de las cuerdas relativistas. Resumiendo, comenza-
mos estudiando la hoja de universo en su parametrizacién mas general, obteniendo las
ecuaciones del movimiento y las condiciones de contorno. A continuacién impusimos
diferentes parametrizaciones temporales. Por un lado, el gauge estatico nos permitioé
estudiar propiedades interesantes de la cuerda, tales como el movimiento de los ex-
tremos libres. Por otro lado, utilizando el gauge general y la parametrizacién espacial
que garantiza la conservacién de n - P7 resolvimos las ecuaciones del movimiento, sin
llegar a imponer las condiciones de parametrizacion. Finalmente, utilizamos el gauge
del cono de luz para imponer las condiciones de parametrizacién, lo que introdujo
una dependencia entre los pardametros que describen el movimiento de la cuerda.

Todos los desarrollos de este capitulo se han hecho desde una perspectiva clasica,
dejando a un lado la mecdnica cudntica. Llegados a este punto, es 1égico preguntarnos
si las cuerdas relativistas clasicas constituyen realmente una teoria que describa de
forma razonable la realidad que nos rodea, y la respuesta es no. La justificacién viene
dada por un hecho que ya hemos comentado: la masa de los estados asociados tanto
a las cuerdas abiertas como a las cuerdas cerradas puede adoptar cualquier valor
arbitrario. Sin embargo, los estados de las particulas presentes en nuestro universo
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2.2. GAUGES TEMPORALES Y PARAMETRIZACION ESPACIAL

no exhiben un espectro continuo de masas. Como veremos en las préximas paginas,
la cuantizacién de la teoria soluciona este inconveniente, ademaéas de resolver ciertas
ambigiiedades tales como determinar el niimero de dimensiones del espacio-tiempo.
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Capitulo 3

Cuerdas cuanticas relativistas

Lo comentado en el ultimo parrafo del capitulo anterior sirve como motivacién
para buscar una teoria mas alld de la teoria de cuerdas relativistas. Dado que el
problema de esta teoria es que da cabida a cuerdas con masas arbitrarias mien-
tras que en la naturaleza la masa de las particulas estd cuantizada, la solucién mas
intuitiva es cuantizar la teoria. Para ello, le aplicaremos el proceso de primera cuan-
tizacién, explicado en la Seccién Comenzaremos estudiando la cuantizacion de
la particula puntual relativista, lo que nos sera 1til al tratar con cuerdas y nos haré
ganar experiencia. Seguidamente estudiaremos la cuantizacion de las cuerdas abiertas
con extremos libres: definiremos operadores, postularemos un Hamiltoniano, estudia-
remos relaciones de conmutacién y definiremos operadores con especial interés... y
finalizaremos analizando el espacio de estados. Finalmente, repetiremos este proceso
para cuerdas cerradas, mostrando en todo momento las analogias y diferencias con

las cuerdas abiertas.

3.1. Particula puntual cuantica relativista

En primer lugar resolveremos las ecuaciones del movimiento de una particula
puntual relativista libre utilizando las coordenadas y el gauge del cono de luz. Sabemos
que el Lagrangiano de una particula puntual relativista libre de masa m parametrizada

por 7 (adimensional) viene dado por:
L =—my/—3?, (3.1)

donde &* = dx*/O7. El momento asociado a este lagrangiano se calcula como:

oL mzy,

pu:@_mv

(3.2)
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3.1. PARTICULA PUNTUAL CUANTICA RELATIVISTA

y las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan en, como era de esperar, la conservacion
en el tiempo de las componentes del momento:

dpy

=0, (3.3)

Andlogamente a como hicimos para la cuerda relativista en (2.146)), para imponer el
gauge del cono de luz establecemos:

+

x (1) = %T, (3.4)

donde el factor m~2 nos garantiza que las unidades funcionen. Considerando la com-

ponente + de (3.2) tenemos:

Pt +
L mz™ 1 p o 1
= = — =1 = ——. 3.5
P V—i? =iz m v m? (3.5)

y combinando esto ultimo con (3.2)) resulta:

Py =m’i,. (3.6)

Teniendo en cuenta la conservacion de p,,, a partir de (3.6)) podemos resolver para la

coordenada —:

dr~ 1 _ _ -, b

o = P =a (1) =z, + o (3.7)
y para las coordenadas transversales:

dz’ L g I ;P

i A A R i (3:8)

donde z, y r{ son constantes de integracién. Resumiendo, utilizando el gauge del
cono de luz, la solucién de las ecuaciones del movimiento de la particula puntual
relativista libre son:

+ - I

+ p — - p I I
= —5T, = — T, = — 5. 39
x™ (1) mQT x (1) =xy + m27‘ (1) =x5+ T (3.9)

A primera vista, para determinar la dindmica de la particula es necesario conocer los
valores arbitrarios de p, z; y x}. No obstante, combinando (3.5) y (3.6) y desarro-
llando el producto escalar en las coordenadas del cono de luz se llega a:

1
pPP4+m?P=0=-2pp +ppl+m:=0=p = 2]'ﬁ(plpl + m2), (3.10)

es decir, la componente — del momento queda determinada por las componentes + y
transversales y por la masa de la particula. Asi, de (3.9)) concluimos que el movimiento
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3.1. PARTICULA PUNTUAL CUANTICA RELATIVISTA

de una particula puntual relativista libre de masa m esta descrito por los parametros
arbitrarios independientes:

zy, g ph, ph (3.11)

Llegados a este punto, pasamos a cuantizar la particula. El procedimiento es el
discutido en la Seccién [1.2.1} en primer lugar y basandonos en los visto hasta ahora
elegiremos unas variables dindmicas ‘basicas’ a partir de las cuales se pueda describir el
movimiento de la particula. A continuacién estableceremos relaciones de conmutacion
entre dichas variables, transformandolas asi en operadores, tanto de Schréodinger como
de Heisenberg. Seguidamente, definiremos el Hamiltoniano y comprobaremos que a
partir de él se recuperan para nuestros operadores de Heisenberg las ecuaciones de
movimiento clasicas que acabamos de deducir. Finalmente, definiremos el espacio de
estados y los correspondientes estados fisicos.

Como ya hemos visto, los pardmetros determinan el movimiento de la
particula relativista. No obstante, la simetria entre las coordenadas z! y los momen-
tos p! resulta conveniente en la cuantizacién. Asi, en lugar de considerar a :1:6 como
variables dindmicas, consideramos a z!, por lo que las variables dindmicas ‘bésicas’
de nuestra particula son:

zq L pt, pl. (3.12)

A partir de estas variables definimos los operadores hermiticos de Schrédinger inde-
pendientes del tiempo (los escribimos en negrita para diferenciarlos de sus autovalo-
res):

Operadores de Schrodinger: (ma, z!, pt, pI) (3.13)

y postulamos que todos sus conmutadores se anulan excepto:
[ml,p‘]] =in!”’, [aza,pﬂ =in T = —i. (3.14)

Lo que estamos haciendo al imponer estas relaciones de conmutacion es tener en
cuenta el principio de incertidumbre de Heisenberg, por el cual es imposible medir
simultdneamente la posicién y el momento en una direccién determinada. A partir de
los operadores bésicos independientes (3.13)) se construyen el resto de operadores de

forma anéloga a las expresiones clésicas (3.9)) y (3.10)), es decir:

+ - 1
+ p _ -, P - I T 2

T (T) = —5T, x (1)=x, +—T, = — + m*). 3.15
(1) ="5 () =2q + p 2p+(10p ) (3.15)
Vemos como los operadores £ y £, a pesar de ser operadores de Schrodinger, tienen
dependencia temporal explicita. Las relaciones de conmutacion que involucren a los

nuevos operadores ([3.15)) vienen determinadas por las relaciones (3.14)).
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3.1. PARTICULA PUNTUAL CUANTICA RELATIVISTA

Los correspondientes operadores béasicos de Heisenberg dependientes implicita-
mente del tiempo son:

Operadores de Heisenberg: (zg (r), z'(r), p™(r), p'(r)). (3.16)

De acuerdo con lo discutido en la Seccién [1.2.1] sabemos que estos operadores deben
satisfacer las mismas relaciones de conmutacion que los operadores de Schrédinger,
es decir, todos los conmutadores nulos salvo:

[wI(T)apJ(T)] = inIJv [il,'a (T),er(T)] = iniJr = —1i. (317)

Ademas, de los operadores de Schrodinger se obtienen los operadores de Hei-
senberg (1), (1) y p~(7), de los cuales 1 (7) y £~ (7) presentan dependencia
tanto explicita como implicita en el tiempo, meintras que p~(7) solamente presenta
dependencia implicita.

Nuestro siguiente paso es determinar el Hamiltoniano de nuestra particula. Para
ello nos basaremos en el hecho de que el Hamiltoniano debe generar la evolucion
temporal, es decir, H +— J/J7. Por otro lado, sabemos que p~ es la energia del
cono de luz, luego su operador asociado genera la evolucién del tiempo del cono de
luz ", es decir, p~ +— 9/0x™. Combinando estas dos identificaciones y utilizando

. .7 +
la condicién de gauge =7 (1) = L5

o pt 0
Hé+— —="F—
or  m? ozt pt
= H <+ —5p~. (3.18)
m
T —
P Ox™t

Esto nos sirve para postular nuestro Hamiltoniano de Heisenberg como:

H(r) = p (1) (3.19)

o, expresandolo en términos de nuestros operadores basicos:

1

H(T):TmQ

(p[(T)pI(T) + m2). (3.20)

FEl Hamiltoniano no tiene dependencia explicita temporal luego, de acuerdo con lo
discutido en la Seccién es una constante del movimiento, H(7) = H.

A continuacién, utilizamos este Hamiltoniano para determinar las ecuaciones del
movimiento de nuestros operadores de Heisenberg. Lo esperado seria recuperar las
ecuaciones del movimiento clésicas y . Esto nos confirmaria que las rela-
ciones de conmutacién y el Hamiltoniano postulados son los correctos.
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Como ya hemos comentado en la Seccién la evolucién temporal de un opera-
dor de Heisenberg A(7) tinicamente dependiente del tiempo de forma implicita viene

determinada por:
z'dfzf) — [A(r), H(7)], (3.21)

mientras que para un operador de Heinserberg B(7) dependiente tanto implicita como

explicitamente del tiempo:

dB(t) 0B
e + [B(r), H(7)]. (3.22)

Asi, la evolucién temporal de nuestros operadores basicos y de p~(7) viene
dada por (3.21), mientras que la de *(7) y la de () viene dada por (3.22).
Comenzamos por nuestros operadores basicos (para estos cdlculos cabe recordar que el
Hamiltoniano estd constituido por los momentos transversales p’, los cuales conmutan
con los demés operadores salvo con las coordenadas transversales x/):

pt — z'd";(ﬂ = [p" (). H(r)] =0. (3.23)
I
ol — idpdT(T) — [p'(r), H(r)] = 0. (3.24)

De momento vamos bien, las componentes + y transversales del momento se conser-
van, de acuerdo con la ecuacion clésica l' Veamos ahora z :

x, — i e [y (7),H(T)] =0. (3.25)

Como era de esperar, &, también se conserva, y es que cldsicamente se trataba de

una constante de integracién. Con respecto a x!:
o — i) (o), H ()] = |2 (7) L (P (r) +m?)| = P (3.26)
dr ’ " 2m?2 m2’

donde hemos utilizado la propiedad de los conmutadores [A, BC| = [A, B]C +
B[ A, C]. De la anterior expresion se deduce:

dCCI pI
— = 3.27
dr  m?’ (3.27)
de acuerdo con la ecuacién clésica (3.6). Continuamos ahora con p~(7):
_ dp~ (7T _
pT — sz() = [p (T),H(T)] =0, (3.28)
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obteniendo de nuevo la conservacién del momento en el tiempo. Finalizamos con los
operadores x~ y &, para los cuales debemos tener en cuenta (3.15)):

z — z’dm;ﬂ - za;: + [z (), H ()] = 2, (3.29)
xt (7 xt +
xt — id dT( ) = ia@T + [ (), H(T)] = %, (3.30)

Recuperamos de nuevo la ecuacién clasica . Habiendo comprobado que todos
nuestros operadores de Heisenberg satisfacen las ecuaciones de movimiento cléasicas,
concluimos que las relaciones de conmutacion y el Hamiltoniano (3.20)) postu-
lados son los correctos.

Finalizamos estableciendo el espacio de estados y determinando los estados fisicos.
En mecéanica cudntica los estados independientes del tiempo son etiquetados por un
conjunto maximal de operadores conmutantes. De acuerdo con las relaciones de con-
mutacion concluimos que un conjunto de tales caracteristicas solamente puede
contener un operador de las parejas (z,p’) y un operador de la pareja (zy,p™).
Existen cuatro posibilidades, y dado que normalmente se trabaja en el espacio de
momentos, nos decantamos por los operadores pt y p’. Asf, denotamos a los estados
estaticos de la particula como:

Estados estaticos de la particula puntual: Ip*, pr), (3.31)

donde p™ es el autovalor de p* y pr es el vector cuyas componentes son los autovalores
de p':
_, _ I - I -
plp or) = oo ), Pt Pr) = p'lpT pr). (3.32)
Teniendo en cuenta (3.20)), los autovalores del Hamiltoniano son:

| 1 |
H|p*,pr) = ) (plpl + m2) ", pr). (3.33)

Finalmente, dado que el Hamiltoniano es una constante del movimiento, los estados
fisicos de la particula vienen dado por (1.54)), en este caso:

. o1 "
lp*, pr,7) = exp (—zZmQ (pIpI + m2> T) Ip™, Dr). (3.34)

Resumidamente, una vez conocida la teoria clasica de la particula puntual rela-
tivista, hemos cuantizado la teoria definiendo unos operadores bésicos y postulado
unas relaciones de conmutacién y un Hamiltoniano. A partir de él hemos estudiado
la evolucion temporal de los operadores de Heisenberg, y dado que las ecuaciones

del movimiento obtenidas coinciden con las ecuaciones clasicas, concluimos que las
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relaciones de conmutacion y el Hamiltoniano son correctos. Finalmente, hemos defi-
nido un espacio de estados estaticos a partir del momento de la particula y, a través
del Hamiltoniano, hemos definido los estados fisicos, que satisfacen la ecuacion de
Schrodinger. Una vez ganada experiencia con la particula puntual, a continuacién
nos sumergimos en las cuerdas abiertas con extremos libres. La dificultad aumenta,
pero el procedimiento viene a ser andlogo, por lo que los conocimientos que acabamos
de adquirir nos resultaran tiles en lo que sigue.

3.2. Cuerdas abiertas con extremos libres

3.2.1. Cuantizaciéon de la cuerda relativista abierta con extremos
libres

A continuacién procedemos a cuantizar la teoria de cuerdas abiertas con extremos
libres utilizando el gauge del cono de luz. La teoria clasica de este tipo de cuerdas,
a la que nos referiremos continuamente a partir de ahora, la hemos estudiado en la
Seccién del capitulo anterior, donde ademds utilizamos el gauge del cono de
luz. El procedimiento que utilizaremos para cuantizar esta teoria es andlogo al uti-
lizado para cuantizar la particula puntual relativista. En primer lugar y basandonos
en la teoria desarrollada para la particula cudntica relativista, elegiremos unas va-
riables dindmicas ‘bésicas’ a partir de las cuales podamos describir el movimiento
de la cuerda. A continuacién estableceremos relaciones de conmutacién entre dichas
variables, transformandolas asi en operadores, tanto de Schrodinger como de Heisen-
berg. Finalmente, postularemos un Hamiltoniano y comprobaremos que a partir de
él se recuperan para nuestros operadores de Heisenberg las ecuaciones de movimiento
clésicas vistas en el capitulo anterior.

Basandonos en el éxito que tuvimos eligiendo las variables dindmicas indepen-
dientes para la particula relativista, en este caso seleccionamos las variables
dindmicas:

xy, X, pt, PoL (3.35)
Asi, nuestros operadores hermiticos de Schrodinger independientes son:
Operadores de Schrodinger: (zy, X'(0), pt, PT(0)). (3.36)

Andlogamente a como hicimos para la particula, postulamos que todos sus conmuta-
dores se anulen excepto:

[X[(U),’PT’J(J’)] = in”é(a —d), [azo_,p+] =in~t = —i, (3.37)

donde se ha introducido una delta de Dirac que refleja el hecho de que solamente se
produce interferencia en la medida de la posicién y el momento cuando son toma-
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das en el mismo punto de la cuerda. Los correspondientes operadores de Heisenberg
dependientes implicitamente del tiempo son:

Operadores de Heisenberg;: (zq (1), Xl(r o), pt(r), PT(r 7)),
(3.38)

con sus correspondientes relaciones de conmutacién, todas nulas excepto:
[XI(T, o), ’PT’J(T, a’)] = in”é(a — 0/), [z, (T),p+(7')] =in T = —i. (3.39)

A continuacién debemos postular el Hamiltoniano. Anédlogamente a como razona-
mos para la particula puntual, el Hamiltoniano debe generar la evolucion temporal,
es decir, H «— 0/07. Ademads, sabemos que p~ es la energia del cono de luz, luego
su operador asociado genera la evolucién del tiempo del cono de luz X, es decir,
p~ +— 0/0X ™. En este caso, la condicién de gauge de cono de luz es X+ = 2a/p*r,

luego:
0 0
H+— — =2dp"T—
or ~ P 9xt
= H +—2dptp~. (3.40)
_ 0
— —
P Ox™t

Asi, postulamos que nuestro Hamiltoniano de Heisenberg viene dado por:
H(r)=2dp"(r)p (7). (3.41)

No posee dependencia temporal explicita, luego este Hamiltoniano también es una
constante del movimiento, H(7) = H. Ademds, recordando los modos transversales
de Virasoro vistos en el capitulo anterior, de acuerdo con el Hamiltoniano
coincide con el modo, o en este caso operador, transversal de Virasoro Lé:

H=Lj. (3.42)

Para comprobar que el Hamiltoniano nos devuelve las ecuaciones del movimiento
cldsicas, nos interesa escribirlo en funcion de los operadores bésicos. Para ello tenemos
en cuenta la expresion (2.148)). De ella se deduce:

X*+X*’:4 (XX 4+ XX 42X X
a'p
=
X7 X = (XX XX kXY
a'p
) 1 L
X" = e (XTXT+ xT'XxT). (3.43)
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Usando ahora la expresion (2.106 (PT’“ = 27r1a'X “) tanto para la coordenada — como
para las coordenadas transversales, tenemos:
™ xU'x?
P = — | PIPT 4 : 3.44
2pt < (2ma/)? (344)
De esta forma, teniendo en cuenta que p~ = f07r doP™ ™, resulta:

(3.45)

" Uir, o)X (1,0
H(T):ﬂ'o//o do (PT’I(T,U)PT’I(T,U)+X (r.o) X" (7, )>

(2ma’)?

Veamos ahora si este Hamiltoniano devuelve las ecuaciones del movimiento clési-
cas. Recordemos que, de acuerdo con lo visto en el capitulo anterior, dichas ecuaciones
se reducian a simples ecuaciones de ondas:

XH— XH" =, (3.46)
Por un lado, utilizando 1) la evolucién temporal de X' viene dada por :

iXI(T, o) = [XI(T, o), H(T)]

- {XI(T’ ), ma /7r do’ ('PT’J(T, o )P (r,0') + X”(r.0) X" (r, U’)) ]

: (2ra)?

- /0 "do! [ X! (r.0). P (7.0 VP (7,0

- /0 "o (P (7,0 [ X r,0), P (7,0
+[X!(7.0),P™ (7, 0) | P, a’))

= 7ro// do’ 2P (1,0")in!76(o — o)
0

(3.47)
= 27rz'o// do' P (1,0")6(c" — o) = 2micd/ P (7, 0),
0
donde en la tercera linea hemos utilizado:
0
(X! (r,0), X7 (r,0")] = 5 [X!(r,0), X/ (r,0")] = 0, (3.48)

ey
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en la cuarta: [A, BC| = [A, B]C + B[A, C|, en la quinta la relacién de conmutacién
(3.39) y en la sexta la simetria de la delta de Dirac: §(z) = 6(—x) y la propiedad:

/b f(z)o(x —xo)dz = f(zo) en (a,b). (3.49)

Resumiendo, llegamos a:
X'(r,0) = 20/ P (1, 0), (3.50)

lo que a su vez implica:
’PT’I(T, o) = 27:a,XI(T, o). (3.51)

Por otro lado, utilizando de nuevo 1) la evolucién temporal de P™! viene dada
por:

P (r,0) = [P"!(r,0), H()]

T J! / J! /
= [’PT’I(T, 0),7ra’/ do’ <7’T’J(T, o \P™ (1,0) + X' (ro) X" (1,0 ))}
0

(2ra’)?

1

4o

/ do’ ['PT’I (1,0), XJ/(T, O'/)XJ/(T, O'/)]
0

_ ! /Oﬂda’<XJ/(T,0')['PT’I(T,U),X‘]I(TJ,)}

ViV ge%

+ ['PT’I(T, o), XJ/(T, 0'/):| XJ,(T, 0’))

—1 ™
=5 // dO'/XJ/(T, o )in!?§' (o' — o)

T 0
_ 1 7rd IX[//( /)5( / )_ 1 XI//( )
_271'0/ ) g T,0 g g _27TO/ T,0),

(3.52)
donde en la tercera linea hemos utilizado: [P™!(r,0), P™7/(1,0')] = 0, en la cuarta:
[A, BC] = [A, B]C + B[A, C], en la quinta la relacién de conmutacién (3.39) junto
a [A,B] = —[B, A] y en la sexta la propiedad:

b b
/f(a:)é’(a:)d:c:/ —f'(2)d(x)dz (3.53)
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y la propiedad ([3.49). Resumiendo, llegamos a:

- 7,1

P (r,0) = —— X1"(r,0) (3.54)

2moy

Combinando (3.51)) y (3.54)) llegamos a nuestra ecuacién de ondas deseada para las

coordenadas transversales:
X' (r,0) = X!"(7,0) = 0. (3.55)

Aunque no lo haremos, de forma analoga aunque un poco mas extensa y complicada
es posible demostrar que del Hamiltoniano también se obtiene la ecuacién de
ondas para la coordenada —.

Ademds, dado que tanto x; (7) como p™ (7) conmutan con el Hamiltoniano, inme-
diatamente se concluye que son operadores constantes. Esto concuerda con la teoria
clésica, en la cual @, es una constante de integracién y el momento p™ se conserva
en el tiempo.

Finalmente, con respecto a las condiciones de contorno, al cuantizar la teoria éstas
simplemente se convierten en ecuaciones de operadores. En nuestro caso, la condicién
de extremos libres 0, X#(7,0) = 0 en o = 0,7 se convierte en la ecuacion:

9 XH(1,0)=0 en o=0,m, (3.56)

es decir, el operador 95 X* se anula en los extremos.

Resumiendo, hemos definido unos operadores basicos (3.36) y partir de ellos hemos
postulado las relaciones de conmutacién y el Hamiltoniano . A partir del
Hamiltoniano hemos estudiado la evolucién temporal de los operadores de Heisenberg,
obteniendo unas ecuaciones del movimiento que concuerdan con las ecuaciones clasicas
vistas en el capitulo anterior, lo que nos dice que estamos yendo por el buen camino.
No obstante, la expresién correcta para el Hamiltoniano es ligeramente diferente,
como veremos préximamente. Antes de eso, resulta ttil reescribir las relaciones de
conmutacion de una forma discreta, ya que la delta de Dirac no suele ser una
buena compaiiera de viaje. Esto lo abordamos a continuacién.

3.2.2. Relaciones de conmutacién y operadores creaciéon y aniquila-
cion
Las relaciones de conmutacion:

[XI(T, o), P™(r, o) = in'5(0 — o) (3.57)

tienen una interpretacion intuitiva segin el principio de indeterminacion: las medidas
simultdneas de la posicién y del momento de la cuerda interfieren mutuamente cuando
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son tomadas en la misma direccién y en el mismo punto de la cuerda. No obstante,
la presencia de la delta de Dirac dificulta su tratamiento, por lo que es conveniente
reescribirlas de una forma alternativa més sencilla de manejar. Para ello, recordemos
la solucién explicita obtenida para las coordenadas transversales en la Seccién [2.2.3

1 .
X1, 0) =zl + V2ol +iv2o Z —ale ™ cosno, (3.58)
n
n#0

donde ar(l) y aTIL son parametros arbitrarios. En su momento, para llegar a esta expresién
partimos de la ecuacién de ondas X* — X* = () para una cuerda con extremos libres
en todas sus direcciones y satisfaciendo el gauge del cono de luz . Al cuantizar,
de nuevo estamos considerando el gauge del cono de luz, y como acabamos de ver en
la seccion anterior, tanto la ecuacién de ondas como las condiciones de contorno de
extremo libre se mantienen. Asi, la expansién sigue siendo vélida, en este caso
en forma de operadores:

1 .
X1, 0) =axl + Vooladr +iv2o Z —ale™™ cosno. (3.59)
neZ "
n#0

Queremos reescribir de forma discreta el conmutador entre X’ (r, ) y P/ (r,0). De

acuerdo con 1 , P (7, 0) también se puede escribir en términos de los coeficientes

I

o). Asi, nuestro objetivo es determinar las relaciones de conmutacién entre los o,

y los a/, y entre xé y los o). Comenzamos por ol y a:
[afn,ai] =7 (3.60)
En primer lugar utilizamos para reescribir el conmutador como:
[XI(T, o), XJ(T, o) = omia/n!’6(0 — o). (3.61)
Tomando la derivada espacial con respecto a o:
[XI,(T, o), XJ(T, 0/)} = 27ri0/77”%6(0 —a). (3.62)
Consideramos ahora el conmutador:

(X" £ X")(r,0), (X" £ X7)(r,0)] (3.63)

66



3.2. CUERDAS ABIERTAS CON EXTREMOS LIBRES

Aporta cuatro términos. Por un lado:

XI(T, o), XJ(T, 0/)} = %(% [XI(T, o), X7 (, 0'/)]

_ [XI(T, 0), X7 (r,0")] — [X'(7,0), XJ(T’ 0/)]>

= %(% [XI(T, o), XJ(T, U')]

—[X"(r,0), X (7.0)] — [X'(1,0), X" (7,0)])

= %(% [XI(T, o), XJ(T, O’l)]

d d
_W [XI(Ta G)a XJ(7-¢ OJ)] - W [XI(Ta U)a XJ(Tv OJ)])

(3.64)

donde hemos utilizado la ecuacién de ondas (3.55)). Los tres términos se anulan debido
a la relacién [XI(T, o), X7 (r,0")] = 0. Por otro lado:

d d
[XI/(Ta U)? XJ/(7_7 U,)j| = %w [XI(T7 U)a XJ<7_7 0/)] = 07 (365)
anuldndose de nuevo debido a la relacién [X I(1,0), X7 (,0")] = 0. Por tltimo, con-

sideramos los términos cruzados:

+ (X' (r,0), X7 (7.0 £ | X"(r,0), X (7, 0')]. (3.66)
El segundo término viene dado por (3.62)), y el primero:
) . d
XI(T, o), XJ/(T, a’)] =— |:XJ/(T, a'), XI(T, O')i| = —27ria'771‘]?5(0/ —0)
o

d
= 2m'0/77”%(5(a —a'),

3.67
donde hemos utilizado la propiedad: §'(x) = —d'(—x). Asi, ambos términos son(igua?
les, luego:

[(X[ + XY(r,0), (X7 £ X7)(r, o—’)} — tdmia'n5(o — o). (3.68)
y razonando anidlogamente:
[(XI + X\(r,0), (X7 F X7')(r, a/)} ~0. (3.69)
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Recordemos ahora la ecuacién (2.150)), valida también en forma de operadores:

X' X! = VoY aleminrE), (3.70)
nez

Utilizamos esta expresién junto a (3.68)) con el signo positivo para obtener:

20/ Z e—im’(T—i—U)e—in’(T-i-g’) [OCI ai/] _ 47rio/77”5(a - Jl). (371)

m/s
m/ '€l
Esta expresion es vélida para o, 0’ € [0, 7]. No obstante, como veremos a continuacion,
nos conviene que también sea valida para 0,0’ € [—7,0]. Para comprobarlo, a partir
de (3.70) definimos una funcién 27-periédica segin:

X'+ X"\ (r,0) si oel0,n]
V2a! Z alemmrro) — (3.72)
neZ (XI — X"\(r,—0) si o€[-m0).

Si o € [-m,0)y o € [0,7] o viceversa, entonces la parte izquierda de (3.71)) viene
dada por (3.69)), es decir, es nula. Por otro lado, la parte derecha también se anula
ya que en este caso o y ¢’ no pueden ser iguales. Si 0,0’ € [—m,0), entonces la parte

izquierda de (3.71)) viene dada por:
(X" = X")(r,—0), (X7 = X7)(r,~0")], (3.73)
y utilizando (3.68]), esto es igual a:

d d
—Aria/'n!! ———6(—0 4 o') = 4mid/n' —6(0 — o). (3.74)

d(—o) do
Concluimos as{ que efectivamente (3.71)) es vélida para 0,0’ € [—7, 7| o, equivalen-
temente, dada la 27r-periodicidad, para o,0’ € [0,27]. Cancelando el término 2¢/ en

(3.71)) se llega finalmente a:

.y .1 ’ d
e~im (T+a)e—zn (t4+0") [aéﬂa ai/] = 271'1'17[‘]—5(0‘ — 0‘/). (375)
E : do

m/' n'€Z

Recordemos que estamos buscando una expresién para los conmutadores de la for-
ma [a{n, a,ﬂ La forma mas directa de sacar dichos conmutadores del sumatorio es
aplicarle las integrales:

1 2w ) 1 2w o,

— doe"™? - — do’e™" . (3.76)

21 0 2 0
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Al introducirlas en la parte izquierda de (3.75)) solamente sobrevive el término con
m =myn =n:
eimAm)r [al,,al]. (3.77)

Al introducirlas en la parte derecha resulta:

1 2 d 2T o,
intd — / doe’ / do'e™ §(o — o)
2r Jo da

Y /QW doeimo L gina _ 10 L /27r - (3.78)
27 Jo do 2m Jy

I I
= —nn J(Sm—&—n,() =mn J5m+n,0-

Asi, igualando (3.77) y (3.78)), finalmente llegamos a la relaciéon deseada:

7i(m+n)T[a{n’ ai] — mn”5

€ m+n,0 = [aéw a;ﬂ = mnIJ(Sm—i-n,O' (379)

En conclusién, dada una direccién transversal I, todos los operadores o, y a! con-

mutan entre si salvo aquellos para los que la suma de sus subindices se anula:
I I I I I I
[ail, al] == _1, [a07 ao] = 07 [al, ail] - 1, oo (380)

Cabe destacar que el operador a(l] conmuta con el resto de operadores. Esto tiene
sentido, ya que por definicién recordemos que ao = V2d/p!, luego por la
relacion de conmutacién canodnica de la mecénica cudntica usual solo se espera que
tenga conmutador no nulo con ZU(I). Una vez llegado a las relaciones , nos gustaria
expresarlas de una forma que nos resulten familiares. Esto se consigue definiendo unos
nuevos operadores a,, a los que nos referiremos como osciladores. Tomando como

inspiracion la definicién ([2.124)), se definen como:
ol =al/n, o, = aflT\/ﬁ, n>1. (3.81)

Una consecuencia de esta definicién es que (a{L)T =al, VneZ. Cuando m y n son

ambos positivos o negativos m + n # 0, por lo que el conmutador de ( es 0, de
lo que se deduce:
[al,a)] = [l "] = 0. (3.82)

m

Por otro lado, cuando m es positivo y n negativo entonces (3.79) se reescribe como:

[fam,\fa‘]w = mémnn'’ = [al,, aﬂ] it (3.83)

f

llegando finalmente a:

[a{n, a;{T] = . (3.84)
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Recordando lo discutido en la Seccién hemos llegado a que los osciladores al, y

It
m

y creacién respectivamente del oscilador armoénico cuédntico. Para cada coordena-

a, ' satisfacen las relaciones de conmutacién propias de los operadores aniquilacién
da transversal I y para cada natural m existe una pareja de operadores creacién y
aniquilacién. Esto puede interpretarse como que el movimiento de las coordenadas
transversales viene dado por un compendio infinito de osciladores armoénicos simples
con frecuencias determinadas por los nimeros naturales m = 1,2, ...

aﬁj —al, Operadores creacién.
(3.85)
al, «— al : Operadores aniquilacion.
Pasamos ahora a estudiar las relaciones de conmutacién entre =} y los ;)
(@), o] =7 (3.86)
Partimos de nuevo de la expresion:
[XI(T, o), XJ(T, o) = omia/n! (o — o) (3.87)
donde recordemos que X' (1,0) viene dado por la expansién:
X(r,0) = xl + V2dlalr + 1@2 %a{ze_im cos no. (3.88)

n#0

Integramos a ambos lados de (3.87) con respecto a ¢ en el intervalo [0,7]. En el

I

5, o contribuyen, ya que

lado izquierdo los términos acompanando a los operadores
foﬁ cosnodo = 0. En el lado derecho, la delta de Dirac aporta un factor 1. Asi:

[:Bé +V2a'alr, XJ(T, 0/)} = 2a/in'’. (3.89)

. . . ., .- , . J
Por simple visualizacién, escribimos explicitamente X~ (7, 0’):

XJ(T, o') = V2 af + V2 Z al,e”™ cosn'o’ (3.90)

n'#£0

Como ya hemos comentado, a(I) conmuta con el resto de operadores a;{,, luego su
término en ([3.84) no contribuye y el conmutador se reduce a:

|:$(I),XJ(7', a’)} = %'y, (3.91)
o equivalentemente:

Z [:B(I), ail] cosn'c’e”™ T = \2alin!”. (3.92)
n' €%

70



3.2. CUERDAS ABIERTAS CON EXTREMOS LIBRES

Separando el término de n’ = 0 del resto de términos:

o
[:B(I), ao‘]] + Z [:1:6, ale” T 4 a{n/em/T] cosn'a’ = V2alin'’. (3.93)

n'=1

. . ™ ’ . .
Aplicamos ahora a ambos lados el operador integral fo do’ cosno’. Los términos sin
. ™ ’ . .
dependencia con ¢’ se hacen 0, ya que fo cosnodo = 0. Asi, solamente tiene contri-
bucién no nula el sumatorio, del cual solamente sobrevive el término con n’ = n:

n -n

xh ale T 4 a‘ineim} = [z, a)]e ™ + [x),a’,]e™ =0. (3.94)

La tunica forma de que esta expresion sea valida para cualquier valor de 7 es que

ambos términos se anulen por separado. En consecuencia:

[:né,a;ﬂ =0 si n#0 (3.95)
y, volviendo a (3.93)):
[a:é, aé] = V2a'in!’. (3.96)

En conjunto podemos escribir:

[z), )] = V2alin'/5,0. (3.97)

Teniendo en cuenta la definicién (2.124)), la relacién (3.96]) se reduce a la relacién de

conmutacién canodnica entre los operadores posiciéon y momento:

[z),p’] = in. (3.98)

Resumiendo, en esta seccién hemos visto que las relaciones de conmutacién conti-
nuas de las coordenadas transversales resultan ser equivalentes a una coleccién
numerable de relaciones entre operadores creaciéon y aniquilacion y a la relacion
candnica entre la posicién y el momento . Dado que en mecénica cudntica la
informacién depositada en un operador viene dada por sus relaciones de conmutacion,
lo anterior implica que de aqui en adelante podamos olvidarnos de los operadores X’
y P™! y podamos trabajar con los familiares operadores creacién a{lT y aniquila-
cién al y los modos fundamentales :136 y p’. Dado que los otros dos operadores que
formaban nuestro conjunto de operadores bésicos: x; y p™, también son modos fun-
damentales, concluimos que el conjunto basico de operadores de la teoria cuantica de
cuerdas abiertas con extremos libres estd formado por cuatro modos fundamentales
m&s una coleccién infinita de operadores creacion y aniquilacién.
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3.2.3. Operadores de Virasoro

En la anterior seccién hemos profundizado en el estudio de las coordenadas trans-
versales X (7,0). Del operador X (7,¢) no hay mucho que decir, ya que el gauge
del cono de luz X (7,0) = X (1) = 2a/p™ 7 lo especifica por completo. Por tanto,
unicamente nos falta adentrarnos en el operador X ~ (7, ¢). Recordando lo visto en la
Seccién la coordenada X (7, 0) puede expresarse como:

1 ) 1 ,
X (r,0) =2y + TL&T + LJF Z ~L}te ™ cosno, (3.99)
p Pt
donde 1
1_ I 1
Ly =5 onp0y (3.100)
pEZ

son los llamados modos transversales de Virasoro, satisfaciendo:
1
- _ 1 - _ 1
2o, = . L <2ap = p*LO) . (3.101)

I

Para llegar a las anteriores expresiones hemos tratado a los coeficientes o,

como
variables clasicas conmutativas. Al cuantizar la teoria hemos de tener cuidado con la
definicién de los ahora llamados operadores transversales de Virasoro, y es que
los operadores o no necesariamente conmutan. Cuando n # 0 se tiene que (n — p) +
p=mn# 0,luego é(,_p)1po = 0, de acuerdo con las relaciones de conmutacion ,
afl,p y ap{ conmutan. Asi, cuando n # 0 no hay problema en definir los operadores

transversales de Virasoro como:

1
Ly =5) an 05 n#0 (3.102)
PEZL

y afirmar que satisfacen la relacion:

1
20/, = —L+ n # 0, (3.103)

n T pr
es decir, hablar de los operadores de Virasoro L,JL‘ es equivalente a hablar de los
operadores o, .

No obstante, cuando n = 0, de acuerdo con : [af_p, a{, = —p # 0. El conmu-
tador no es nulo, luego la definicién del operador Ly dada por {) y la satisfaccion
de la relacién no tienen por qué ser compatibles. Al final del capitulo anterior
vimos como la variable clasica Lé participaba directamente en el calculo de la masa
de las cuerdas. Ademds, en la Seccion obtuvimos que, asumiendo la veracidad
de , el operador L& y el Hamiltoniano coinciden. Dada su trascendencia, es
obligatorio profundizar en sus propiedades y en sus consecuencias.
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Comenzamos definiendo el operador Lé de acuerdo con la expresién clasica ([2.106])
(més tarde lo redefiniremos si es necesario):

Za a fao Iy = Za_p p—i— Za (3.104)

pGZ

La simplicidad con la que actidan los operadores aniquilacion sobre el estado vacio
hace que nos interese que aparezcan a la derecha. De acuerdo con , esto se
cumple para el primer sumatorio, pero no para el segundo. Asi, reescribimos el segundo
sumatorio como:

1 1 &
I T I I
2 Zapa,p -3 Z (a,pap + [oy, ol p])
p=1 p=1
:*Za*p p+ an Za*p QT —221?
(3.105)
Sustituyendo en :
[e.9]
Li = 7a0a0 + Za_p al 7(D -2)) p. (3.106)
p=1

Vemos como ordenar el operador LOL de manera que los operadores aniquilacion se
muevan a la derecha tiene como consecuencia la aparicion de un término de orde-
nacion: %(D —2) Z;il p, que claramente diverge. Esto resulta bastante chocante, y
no es algo que nos interese en absoluto. De momento, vamos a mantener la calma e
ignorar parcialmente el problema. Por un lado, redefinimos el operador L(J)‘ ignorando
el término de ordenacion:

1
Ly = §a0a0+2a a —o/pIpIqu:naIJr ! (3.107)
p=1 n=1

de manera que sea un operador ‘bien ordenado’ (con los operadores aniquilacion a la

1
n

derecha) y sin términos divergentes. Ademas, las relaciones (a )T = ol garantizan
que LOL sea un operador hermitico. Por otro lado, teniendo en cuenta que el modo
transversal de Virasoro cldsico Ly satisface 2a/p~ = I)%L&, introducimos una cons-
tante de ordenacion a que haga que dicha relacion se siga satisfaciendo en forma de

operadores:
_ 1
20'p” = F(LOL +a). (3.108)

Siendo estrictos, dicha constante de ordenacién a se corresponderia con el término
(D —2) >_pe1 - No obstante, por el momento la trataremos como una constante
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indeterminada. Su determinacién, si es que es posible (veremos que si lo es), es un
problema del futuro.

;Cuéles son las consecuencias de haber redefinido el operador LOL e introducido la
constante de ordenacion a? Por un lado, en la Seccién definimos el Hamiltoniano
como H = 2a/pTp~. De acuerdo con esta definicién y con la relacién , el
Hamiltoniano viene dado por:

H=Lj +a. (3.109)

Puesto que Lé es hermitico, el Hamiltoniano también, como era de esperar. Por otro
lado, haciendo el cdlculo de la masa (en este caso operador) al igual que en ([2.162))
se llega a:

- 1 1 — gt
M2 = _p=optp —plp! = a(Lém)_pfpl == <a+ > nal, aﬁ) . (3.110)
n=1
Comparando esta expresién con ([2.163)) se concluye que la constante de ordenacién a
genera un salto de a/a/ en la masa al cuadrado de la cuerda.

Una vez estudiado con detenimiento el operador Ly, resulta interesante determi-
nar las relaciones de conmutacién de los operadores transversales de Virasoro. Aunque
no lo haremos debido a su extension, es posible demostrar (ref) que dichos operadores
satisfacen:

—(m
12

Es decir, dos operadores de Virasoro diferentes nunca conmutan. El conmutador de

(L, L] = (m—n)Ly ., + — M) tn0- (3.111)

dos operadores de Virasoro con ntumeros m y n resulta ser un nuevo operador de
Virasoro con ntimero m+ n. S{ ademas m+n = 0, es decir, el operador resultante del
conmutador es Lé, entonces aparece un término que depende de m y del niimero de
dimensiones del espacio-tiempo D. Las relaciones de conmutacién para los operadores
de Virasoro contrastan con las obtenidas en para los operadores a{l, los cuales
conmutan siempre salvo cuando m +n = 0. Por ltimo, también es posible demostrar
que se cumple (L)t = LL, Vn € Z o, equivalentemente, (oz,_L)Jr =a_, VncZ.

En resumen, en esta seccién hemos estudiado el comportamiento bajo la cuanti-
zacion de los operadores de Virasoro Lﬂ; o0, equivalentemente, de los operadores «,, .
Nos hemos detenido principalmente en el operador L(J)‘ debido a la ambigiiedad de su
definicién, y hemos visto como la cuantizacién de la teoria provoca una modificacion
en el valor de la masa de la cuerdas. Dicha modificaciéon depende de la constante de
ordenacion a que hemos introducido. Nuestro siguiente objetivo es determinarla, y lo
haremos exigiendo la invariancia Lorentz de la teoria cuédntica.
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3.2.4. Invariancia Lorentz

En la Seccién [2.1] vimos como la invariancia de la teoria de cuerdas clasica bajo

transformaciones de Lorentz nos permitia determinar un conjunto cargas conservadas:

o1 1
MW:/O M;,,(T,a)da:/o (X, P, — X, P}). (3.112)

Al cuantizar un sistema clasico cabe la posibilidad de que se pierdan algunas simetrias
presentes en la teoria clasica. Si la teoria cudntica que estamos desarrollando para
la cuerdas abiertas perdiera la invariancia Lorentz entonces dejaria de ser valida y
echaria por tierra todo lo que hemos estado haciendo. Una forma de comprobar que se
mantiene esta simetria consiste en cuantizar las cargas conservadas M, , convertirlas
en operadores y ver si se comportan como deberian. Veremos como la exigencia de
que la teoria cudntica sea invariante Lorentz nos permite determinar el parametro
de ordenacién a, y no solo eso... también fija el nimero de dimensiones de nuestro
espacio-tiempo.

Comenzamos reescribiendo ([3.112)) en términos de los modos fundamentales y de

los pardametros a4,. Utilizando (2.106 (7377“ = 27rla,X “) tenemos:
1 m ) )
Y —— / (X1X¥ — X"X") do. (3.113)
2rad J

Por ser cargas conservadas, sabemos que M, son independientes de 7. Asi, de los
productos X# X" y X” X" solamente contribuirén a la integral aquellos términos sin
dependencia temporal. Explicitamente:

XH =z + V2 aljT + iV 2! > n0 %aﬁe‘im cosnao,

(3.114)
Xt =2l + V2! Do e~ cosna,
luego los términos X# X" no dependientes de 7 son:
1
zhv2a af + i2¢ Z Eaﬁain cos® no. (3.115)

n#0

Considerando los términos anslogos para X”X*, haciendo la integral y recordando
la definicién o = v2a/p# resulta:

[e.e]
1
MM = alip” — alph =iy - (o, ok —a¥ akt). (3.116)
n=1

Debido a la antisimetria de M"¥, todas sus componentes no nulas se resumen en:
M=, M M~1y M con I # J. Por un lado, X+ = 2a/p*7, luego 2§ = o;f =0
para n 7 0. Asf:

M~ = —zyp* y MH = —azép+. (3.117)
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Una de las exigencias que le hemos de imponer a los operadores M* es que ten-
gan autovalores reales o, equivalentemente, que sean hermiticos. El producto de dos
operadores hermiticos es hermitico si dichos operadores conmutan. Los operadores

x, y p" no conmutan ( [ma , p*] = —i), pero lo podemos solucionar simetrizando el
término y definiendo:
Mt = —% (wap++p+x5) . (3.118)
Por otro lado, los operadores :1:6 y pT si conmutan, luego simplemente definimos:
MY = —glpt. (3.119)
Con respecto a M/ con I # J, cldsicamente tenemos:
oo
MY = glp? —adp! —i Z % (aI_na;{ - a{na;’l) . (3.120)
n=1

Al tratarse de coordenadas transversales diferentes los operadores posicién y momento

conmutan, luego dichos términos son hermiticos. Con respecto al iltimo término, se
I

L, luego también es hermitico. Ademads, esta bien ordenado ya

cumple (al)f =
que los operadores aniquilacién aparecen a la derecha de los operadores creacién. Asi,

podemos definir:

—_n-n

[o.¢]
, 1
MU:a:épJ—a:({pI—zZﬁ(al_nai—a‘] al). (3.121)
n=1
Por tltimo estudiamos los operadores de la forma M ~!. Cldsicamente:

oo
M =ayp' —alp™ —i Z % (a:nai - al_na;) . (3.122)
n=1
Los operadores x, y p! conmutan, luego dicho término es hermitico y lo dejamos como
esta. Por otro lado, :cé y p~ no conmutan, luego dicho término debemos simetrizarlo
al igual que hicimos en . Con respecto al tltimo término, se cumple (al)f =
ol v (a;) = a”, luego también es hermitico. Ademads, los operadores a, son
equivalentes a los operadores de Virasoro, que como vimos en la seccién anterior
estan bien ordenados. Con todo esto, definimos:
1 1
M =x;p" — B (mép_ +p_mé) — ZZ - (a:nafl - al_na;) . (3.123)

n=1

Utilizando las relaciones (3.103]) y (3.108)), esto es equivalente a:

(3.124)
(Lfnafl —af LL) .

-_n-—n

i 1
V2a'pt —n
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Ya hemos convertido las cargas conservadas M*” en operadores hermiticos y bien
ordenados. ;Cémo podemos estudiar ahora si se mantiene la invariancia Lorentz? Una
forma de verlo es comprobar que estos nuevos operadores satisfacen las relaciones de
conmutacién esperadas. Centrémonos en la relacion de conmutacion:

(M M7 =0 (3.125)

Este conmutador debe anularse ya que no se espera que se produzcan interferen-
cias en las medidas simultaneas de una cantidad fisica en dos direcciones diferentes
(andlogamente a [z}, z]] = 0 y a [p!,p’] = 0). Utilizando (3.124)), las relaciones de
conmutaciéon de los operadores de Virasoro (3.111)) y las relaciones de conmutacién de
los operadores o, es posible demostrar (no lo haremos debido a su extensién
y dificultad) que dlChO conmutador resulta ser:

[M—I7 M—J} p+2 Z (ol 00, —a’ al)

(3.126)

-(m(l—214(D—2))+nll(214(D—2)+a)>—O,

donde recordemos que D es el numero de dimensiones de nuestro espacio-tiempo y a
la constante de ordenacién. No hay posibilidad de que los términos del sumatorio se
anulen entre ellos, por lo que cada uno de los términos debe anularse independiente-
mente. Asi:

m<1—2—14(D ))—Fi(i(D—%—l—a) —0, ¥meN. (3.127)

Para que esta expresion se anule para cualquier niimero natural, ambos términos entre
paréntesis han de anularse por separado, es decir:

1 1
1—-—(D-2)= —(D -2 =0. 12
5(D-2=0 y  (D-2)+a=0 (3.128)
De la primera ecuacién se obtiene:
D = 26. (3.129)

Es decir, el espacio-tiempo de la teoria de cuerdas cuénticas abiertas tiene ni maés
ni menos que 26 dimensiones, 1 dimension temporal y 25 dimensiones espaciales. De
aqui en adelante el indice I de las coordenadas transversales recorrera: I = 2,...,25.
Sustituyendo D = 26 en la segunda ecuacién se obtiene el valor de la constante de
ordenacion:

a=—1. (3.130)
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Con este valor de a la relacion (3.108)) pasa a escribirse:
_ 1
20'p” = F(L& —1), (3.131)

el Hamiltoniano ((3.109)):
H=1L; -1, (3.132)

y el operador masa al cuadrado ((3.110)):

1 oo
M= (-1 +3 naﬂaﬁ) . (3.133)
n=1

Resumiendo, queremos que la invariancia Lorentz sobreviva bajo la cuantizacion
de nuestra teoria. Una condicién necesaria para que se mantenga esta simetria viene
dada por la relacion de conmutacién 0, equivalentemente, por que nuestro
espacio-tiempo tenga D = 26 dimensiones y la constante de ordenacion introducida
en la seccion anterior sea a = —1. Como consecuencia de esto ultimo, la masa de la
cuerdas disminuye en un factor % con respecto al valor obtenido en la teoria clésica.

Recordemos que el verdadero valor de la constante de ordenacién hallado en la
seccién anterior es %(D —2) Y>>, n, a priori divergente. Nosotros ignoramos este pro-
blema de divergencia y la tratamos como si fuera una simple constante indeterminada
a, sin preocuparnos por su verdadero valor. Finalmente hemos conseguido determinar
a = —1. ;Es compatible el valor obtenido imponiendo la invariancia Lorentz con el
parametro de ordenacién verdadero discutido en la seccidon anterior? Sorprendente-
mente si. El quid de la cuestion se encuentra en la funcién zeta de Riemann y en su
interpretacién de la suma infinita > 7 | n. La funcién zeta de Riemann se define para
los niimeros complejos con parte real estrictamente positiva como:

[o.¢]
1
() =>_ —,  Re(z)>1. (3.134)
n=1
Es posible extender analiticamente esta funcién para todo el plano complejo excepto
para z = 1. Para z = —1 se obtiene:
= 1 > 1
1) = = = 3.135
=2 == (3.135)

resultado para nada intuitivo de la suma de todos los naturales, pero que no por ello
deja de ser valido. De esta forma y ya teniendo en cuenta D = 26, el pardmetro de
ordenacion verdadero resulta ser:

;(D_Q)in:_l(p_g):_L (3.136)
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coincidiendo efectivamente con el valor obtenido imponiendo la invariancia Lorentz.
Finalizamos este capitulo construyendo e interpretando el espacio de estados de

la teoria cuantica de cuerdas abiertas.

3.2.5. Espacio de estados

De acuerdo con lo discutido al final de la Seccién los operadores basicos de
la teoria cuantica de cuerdas abiertas son un conjunto infinito de operadores crea-
cién y aniquilacion: (a,fj,aé), y dos parejas de modos fundamentales: (a:é,p[ ) y
(ma ,p+). Estos modos fundamentales coinciden con los operadores basicos de la
particula cuantica relativista discutida en la Seccién luego al igual que hicimos

entonces, consideramos los estados fundamentales:
Estados fundamentales de la cuerda abierta: Ip™, Pr), (3.137)

donde p™ es el autovalor de p* y pr es el vector cuyas componentes son los autovalores
de p':
- - I o I -
ot or) =t or), Pl Pr) =0T ). (3.138)
Estos estados fundamentales son tratados como estados vacios por parte de los osci-

ladores, de manera que son destruidos por los operadores aniquilacion aé:

allpt,pr) =0 VneN, VI=2,...,25. (3.139)

La forma de crear estados a partir de los estados fundamentales es muy sencilla:
simplemente hacemos actuar sobre |p™, pr) los operadores creacién a{j. Recordemos
que para cada una de las coordenadas transversales hay infinitos de estos operadores:

@' alf a2t
azlaT a%‘r aiT

(3.140)
o P! . e

Podemos escribir la base general de nuestro espacio de estados como:

oo 25
N =T11I (aiT)An’I ", P7), (3.141)

n=171=2

donde el nimero entero no negativo A, ; denota el nimero de veces que aparece cada

operador creacion afLT. Nosotros nos limitaremos al caso en el que solamente haya un
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numero finito de operadores creacién actuando sobre el estado fundamental, es decir,
solamente un nimero finito de A,, ; son diferentes de 0. Dado que todos los operadores
creacion conmutan entre ellos, el orden en el que aparezcan resulta irrelevante. Los
estados generales de nuestro espacio de estados se forman a partir de combinaciones
lineales de los estados |\). Al igual que hicimos para la particula puntual, a partir de
los estados estéticos |\) podemos formar los estados fisicos dependientes del tiempo
como:

I\, 7) = exp (—iHT)|\) = exp (—i(Lg — 1)) |A). (3.142)

Tratemos de interpretar nuestro espacio de estados. Para ello, detengamonos por
un momento en el operador masa al cuadrado:

1 o0
M? = = (-1 +> naﬂa;> : (3.143)
n=1

El operador presente en la masa al cuadrado es bastante interesante, y se le deno-
mina operador nimero N ( equivalente al operador numero 1' definido en el

oscilador arménico):

o0
1
Nt =3 nallal = M? = (14N (3.144)
n=1

De esta manera, de acuerdo con (3.107]), Lé = o/plp! + N*. Algunas propiedades
de N+ muy sencillas de demostrar son, por un lado:

[NL,a,IzT] = nal’ y [NL,afl] = —nal (3.145)

n no

recorddndonos a las relaciones ((1.61)) del oscilador arménico. Por otro lado, al ser un
operador bien ordenado:
N-+[p™, pr) =0. (3.146)

Como consecuencia de (3.145)) y (3.146|) se obtiene la propiedad mas importante:

co 25
NEX) =N\ con Ny =)0 ndar (3.147)
n=11=2

Esta propiedad junto a implica que cada operador creacion aflT presente en
el estado |\) aporta n unidades de 1/a’ a la masa al cuadrado de la cuerda. Dado
que los autovalores de N+ son N /\l =0,1,2,..., de acuerdo con los posibles
valores de la masa al cuadrado son:

oM?=-1,0,1,2,... (3.148)
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iLa masa estd cuantizada! Se soluciona asi el problema presente en la teoria clasica de
cuerdas abiertas comentado al comienzo de este capitulo. Algo que resulta sorpren-
dente es que cuando N /\l = 0, es decir, para los estados fundamentales, la masa al
cuadrado resulta ser negativa:

B 1 B 1.
M2|p+apT> = a(_l + NL)|p+7pT> = _a|p+)pT>' (3149)

Los estados de la forma |\) = |[pT,pr) estdn asociados a particulas conocidas como
taquiones, presentes en la teoria cuantica de campos escalares. Estas particulas,
cuya masa es un nimero imaginario, son puramente tedricas y sugieren una posible
inestabilidad de la teoria cudntica de cuerdas abiertas libres, es decir, inmersas en
una D25-brana.

Consideremos ahora los estados excitados con menor masa. De acuerdo con
estos estados poseen una masa M? = M = 0, correspondiéndose con N /\l =1, es decir,
son aquellos estados |A) en los que solamente aparece un operador creacién de la forma
a{T. El indice transversal I recorre I = 2,...,25, luego hay 24 estados de este tipo:

ol'lpt o), M2l ptpry=0, I=2,..2. (3.150)

Es posible encontrar una analogia entre estos estados y los estados foténicos de la
teoria cudntica de campos electromagnéticos, pudiendo concluirse que estan asociados
a un campo electromagnético, se corresponden con fotones. Cada uno de los 24
estados se corresponde con fotén con momento p* y con una polarizacién
determinada. Para entender esto, consideremos nuestro espacio-tiempo usual de 4
dimensiones. Una onda electromagnética propagandose en cualquier direcciéon con un
momento fijado puede escribirse como una superposicién de dos ondas planas. Estas
dos ondas planas representan dos estados de polarizacién diferentes. Al pasar a un
espacio-tiempo de 26 dimensiones, los estados de polarizacién independientes dejan de
ser 2 y pasan a ser 24. La cuantizacién de la teoria permite que existan estos estados
foténicos: si no hubiera un salto negativo de masa, solamente existiria un estado con
masa nula y por tanto no habria polarizacién posible.

Para terminar, consideremos los estados con masa M? = 1/a’. Estos estados,
asociados a particulas conocidas como tensores masivos, se corresponden con N )\L =
2, es decir, son aquellos estados |A) en los que aparece o bien un operador creacién
de la forma al' o bien dos operadores creacién de la forma a{T. Existen un total de
324 de estados de este tipo:

— — 1 —
a{Ta‘{T|p+,p ), M2a{Ta‘{T|p+,pT> =—, I,J=2,...,25.
(3.151)

., - 1
a5T1p+7PT>, M2a§T|p+,pT> = 1,J=2,...,25.
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3.3. Cuerdas cerradas

Una vez profundizado en la cuantizacion de las cuerdas abiertas, la cuantizacion
de las cuerdas cerradas sera mucho mas ameno, y es que no solo el procedimiento es
el mismo, sino que la mayoria de los calculos son analogos a los que ya hemos hecho.
Definimos los mismos operadores hermiticos de Schrédinger independientes que para
la cuerda abierta:

Operadores de Schrodinger: (:co_, X(o), pT, PT’I(U)), (3.152)

y postulamos exactamente las mismas relaciones de conmutacion, es decir, todas nulas

excepto:
(X (a), PT ()] =in"6(0 — o), [xg, 0" =in"t = —i, (3.153)
Asi, los operadores de Heisenberg asociados y sus relaciones de conmutacién son:

Operadores de Heisenberg: (zg (1), X'(r,0), pt(r), P"(r,0)),
(3.154)
[XI(T,U),PT’J(T, J/>] = 7117”(5(0 —d), [:IZO_(T),p+(T)] =in T =—i. (3.155)

De forma totalmente andloga a como hicimos anteriormente, postulamos el Hamilto-
niano de Heisenberg:
H(r)=da'ptp, (3.156)

en este caso con un factor 1 en lugar de 2 ya que el gauge del cono de luz es X =
o/pT7 en lugar de X = 2a/p™ 7. Si las relaciones de conmutacién y el Hamiltoniano
son correctos, entonces deberfamos recuperar para nuestros operadores de Heisenberg
las ecuaciones del movimiento clasicas de una cuerda cerrada, es decir, ecuaciones de
ondas. Hasta ahora la cuantizacion de las cuerdas cerradas ha sido equivalente a la
cuantizacién de las cuerdas abiertas, para las cuales vimos como efectivamente se
recuperaban las ecuaciones de ondas. Esto nos permite concluir lo mismo para el caso
que nos concierne en el presente.

Al igual que hicimos para las cuerdas abiertas, nos gustaria expresar la relacion
de conmutacién continua:

[XI(T, o), P™(r, o) = int’6(o — o) (3.157)

como una coleccién infinita numerable de relaciones de conmutacién. Para ello, recor-
demos la expansién de las coordenadas transversales X! en términos de los coeficientes

al y al (2.167), ahora en forma de operadores:

! —inT ) )
X(r,0) = 2l + V2d'alr +iy/ % Z ¢ - (a{te”w + d{ze_m”) . (3.158)
n#0
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Basandonos en que los coeficientes &, y «,, resultaban de la expansion de X i y X ]I%

respectivamente, a los operadores &,

I

nos referiremos como operadores a izquierda y
a los ay, como operadores a derecha. Asi, nuestro objetivo es hallar las relaciones de
conmutacién entre los operadores a izquierda y a derecha y :I:O El procedimiento es
el mismo que el seguido para cuerdas abiertas, y dado que las ecuaciones para los dos
tipos de cuerdas resultan ser iguales (salvo porque para cuerdas cerradas existen dos
tipos de operadores o, y &/ en lugar de uno), el trabajo sucio ya lo hemos hecho en

la Seccion [3.2.2] En su momento llegamos a las ecuaciones:

[(XI + XY(r,0), (X7 £ X7)(r, a’)} = +drmia'n'5(0 — o) (3.159)

[(XI + X\(r,0), (X7 F X7)(r, a')} —0, (3.160)

que siguen siendo véalidas en este caso ya que para su deduccién se han utilizado
expresiones comunes para los dos tipos de cuerdas. Para cuerdas cerradas, recordemos
que habiamos llegado a las ecuaciones para la suma y la resta de las derivadas
de las coordenadas. En forma de operadores para las coordenadas transversales:

XI + XI anl —in ’T+O’)

ne”L

XI_XI/ / Zaeznﬂ- U)

ne”

(3.161)

A diferencia de lo que ocurria para las cuerdas abiertas, en las que las ecuaciones
solamente eran vélidas para o € [0, 7] y tuvimos que definir una funcién para
poder trabajar en un intervalo de longitud 2, en este caso las ecuaciones ([3.161]) son
directamente validas para o € [0, 27] (ya que ahora oy = 27). Procediendo de forma
totalmente andloga a como hicimos para las cuerdas abiertas, es sencillo ver que se

llega a las siguientes relaciones de conmutacién para los operadores o, y &l

[agna a;ﬂ = mﬁIJ5m+n,0» [d{na dr{] = mnIJ5m+n,0‘ (3162)

Ademas, en este caso (3.160]) nos permite concluir que los operadores a izquierda y a
derecha conmutan:

[l al] = 0. (3.163)

Definimos los operadores al y al de forma andloga a como lo hicimos cldsicamente

en (2.173):
ah=alyn y o', =allyn, n>1,
(3.164)
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y razonando idénticamente a como hicimos para las cuerdas abiertas obtenemos las
relaciones de conmutacién:

[al aJT] = (5m,n77[‘], [a,[ a‘”] = 5m,n77[‘]. (3.165)

n

Dado que de nuevo se satisfacen las relaciones de conmutacién propias de los opera-
dores creacién y aniquilacién, concluimos que para coordenada transversal I y para
cada natural n existen dos parejas de operadores creacion y aniquilacién:

1 I

_I —
+—al, vy alt+—al,,

a,InT Operadores creacion.

(3.166)

al, +— al, y al +—al : Operadores aniquilacion.

Con respecto a las relaciones de conmutacién entre :1:6 y los operadores a izquierda y
a derecha, de forma analoga a como hicimos para cuerdas abiertas se llega a:

[whal] = [edad] =y Linouo, (3.161)

y teniendo en cuenta la relacién (2.144) y o = &d:
[z}, p’] = in'”. (3.168)

En conclusion, la teoria cuantica de cuerdas cerradas tiene como operadores basicos
los mismos modos fundamentales que las cuerdas abiertas, es decir, z; , p*, a:é y pl,
ademas de dos conjuntos de operadores creacién y aniquilacién (afj, a;’l) y (&ﬂ, &fl)
equivalentes a dos copias de los correspondientes operadores para cuerdas abiertas.

Con respecto a los operadores de Virasoro, la discusiéon es la misma que para
cuerdas abiertas. Para n # 0 las relaciones de conmutacion (3.162) nos permiten
definir sin problema los operadores de acuerdo a su definicién clésica dada en (2.169)):

1
Z Gy, Oy, Ly = 520‘711—;)0‘1[7’ (3.169)

pEZ PEZL

y también concluir que satisfacen las relaciones clasicas:

2 _ 2
20/, = EL,&, V2da;, = EL}, (3.170)

Sin embargo, para n # 0 de nuevo ha de tenerse en cuenta el orden de los opera-
dores. Al igual que para cuerdas abiertas, por un lado definimos los operadores bien
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ordenados:

1 > 1
Ly = iaéaé + Z aI,paP{ 1 pIpI + Znal z
p:l n=1

(3.171)

oo
S 1 =T 11 ITI
Ly = 2040040—!—;1 a_,o, = 4p P+ g na,,

n=1

donde hemos utilizado las relaciones ([2.138 (aé = dé), 2.144 (aé = \/a’/QpI) y
(13.166]). Por otro lado, introducimos constantes de ordenacién en las relaciones clasicas
(12.170)):

Vodag = 2 (L¢ +a),  Vidag = . 2 (¢ +b) (3.172)

p-‘r

Utilizando de nuevo las relaciones (2.138)) y (2.144)) se llega a:

_ 2 2 =1
ptp = J(Lé +a) = =(Ly +0). (3.173)

Dado que los sectores izquierdo (operadores &’ y E,LL ) y derecho (operadores ol y
L) se comportan como dos cuerdas abiertas independientes, los razonamientos de
las Secciones [3.2.3]y [3.2.4] son perfectamente aplicables. Asi, es posible demostrar que
la imposicién de la invariancia Lorentz de nuevo implica que la dimensionalidad del

espacio-tiempo sea D = 26 y que las constantes de ordenacion sean a = b = —1.
Entonces, (3.173|) se escribe como:
+0— 201 2 51
e = (L —1) = —(Lg — 1), (3.174)

lo que nos permite recuperar la relacion clasica (2.171)), ahora en forma de operadores:
Ly = L{. (3.175)

Veamos las consecuencias que tiene la introducciéon de las constantes de ordenacion en
las relaciones (3.174]). Por un lado, podemos reescribir el Hamiltoniano (3.156f) como:

H=dptp =2L-1)=2Ls —1)=LE+Li -2, (3.176)

y el operador masa al cuadrado, basandonos en el desarrollo hecho para llegar a

[2.176):
2 _
M? =2p*p” —plp = Z(Lg + Ly —2) - p'p!
(6%

(3.177)

j/( 24—271&1T I+Zna a>.

85



3.3. CUERDAS CERRADAS

Si comparamos esta expresion con la expresion clésica vemos que la cuantiza-
cién de la teoria resulta en una disminucién de la masa de las cuerdas cerradas en un
factor % con respecto a la teoria clasica. El salto de masa debido a la cuantizacién
es 4 veces mayor para cuerdas cerradas que para cuerdas abiertas. Ya que estamos
aqui, definimos los operadores nimero N+ y N + como:

\

o
N+ = Z naéTaé
n=1 2 _
= M?==(Nt+ N~ -2). (3.178)
00 «
N+ =Y naltal
n=1 J
Teniendo en cuenta ([3.171f), se cumple:
/ /
L= %plpl +NE, L= azplpl + Nt (3.179)
luego (3.175)) implica:
N+t =N" (3.180)

Se trata de una igualdad de operadores. Dado que la definicién dltima de un operador
viene determinada por su accién sobre los estados, concluimos que los operadores
Nty N 1 deben tener los mismos autovalores al actuar sobre los estados de nuestra
cuerda cerrada. Como veremos justo a continuacion, esto influye en la construccion
del espacio de estados de la teoria de cuerdas cerradas.

Al igual que para cuerdas abiertas, consideramos los estados fundamentales:

Estados fundamentales de la cuerda cerrada: Ip™, pr), (3.181)

donde p™ es el autovalor de p* y pr es el vector cuyas componentes son los autovalores
de p’:

pr ot o) =pT o, or),  plpT o) =p'IpT pr). (3.182)
De nuevo, estos estados fundamentales son tratados como estados vacios por parte

1

de los osciladores, de manera que son destruidos por los operadores aniquilacién a;,

y @l
allpt,pr) =0 VYneN, VI=2,...,25,
(3.183)
allpt,pr) =0 VYneN, VI=2,...,25.

En este caso existen dos tipos de operadores creacion, a izquierda &{LT y a derecha
It

a,, , asi que podemos definir los siguientes estados generales a partir del estado fun-
damental:
B oo 25 An 1 oo 25 3
AN = [H [T (ai')™ ] X [H 1T (a2.!) ’""’] ", 5r), (3.184)
n=11=2 m=1J=2
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Los operadores niimero actian sobre estos estados como:

oo 25
N XX =NEA) con Ni=> ndnr,
n=171=2
(3.185)
oo 25
NJ'|)\,5\> = N;\L|)\> con N/—\L = Z ij\m,J.
m=1J=2

Como ya hemos discutido, la igualdad (3.180)) implica que para que un estado |\, \)
pertenezca a nuestro espacio de estados ha de satisfacer:

Ni- = Nt~ (3.186)

En definitiva y en conjunto, la base general de nuestro espacio de estados es:

oo 25 co 25 <
AN = [H 11 (aé*)k""] X [H 1T (&;]nT)Am’J] ™, 07,
n=11=2 m=1J=2 (3.187)

satisfaciendo: N /\L =N /—{-

_ 2
Por ejemplo, el estado |\, \) = (aéT) aj'|p*, pr) no pertenece a nuestro espacio de
estados, ya que:

NEALN =400, N5 =32 0. (3.188)

Dado que los autovalores de N+ y N* son N)\L = ]\75\L =0,1,2,..., de acuerdo con
(13.178)) los posibles valores de la masa al cuadrado son:

o/ M? = —4,0,4,8, ... (3.189)

Como era de esperar, la cuantizacién de la teoria se traduce en una cuantizacién
de la masa. Los estados fundamentales: [\) = [p*, pr), con Ny = N;\L = 0, poseen
una masa al cuadrado negativa: M? = —%, y de nuevo estan asociados a particulas
escalares o taquiones. La masa al cuadrado de los taquiones de las cuerdas cerradas
es 4 veces mayor que la de los taquiones de las cuerdas abiertas. Al igual que para
las cuerdas abiertas, la presencia de estas particulas evidencia la insostenibilidad de
la teoria de cuerdas bosénicas y la necesidad de una teoria més alla, como la teoria
de supercuerdas.

Centrémonos ahora en los estados excitados de menor masa. Estos estados cum-
plen M2 =M =0y N )\L = N/—i‘ = 1, es decir, son aquellos en los que aparece un
operador creacién a izquierdas y un operador creacién a derechas, ambos con indice

1:

al'altlp*,5r),  M2al'aitp*t pr)=0, I,J=2,...25. (3.190)
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Hay un total de 242 = 576 estados de este tipo. Fijado un momento p*, consideremos
el estado general de masa M = 0:

S Risal'altlpt, ), (3.191)
I,J

donde Rjj es una matriz cuadrada cualquiera de tamano 24 x 24. La matriz Ry, como
cualquier otra matriz cuadrada, puede descomponerse como la suma de una matriz
simétrica de traza nula S 17, una matriz antisimétrica Ary y una matriz producto de
la matriz identidad S’d7;:

Ryy = S1j+ Arg+ S'61;. (3.192)

A 1 1
Sty =Srr— ﬂ%}s con Sty = §(Ru + Ryr) y S =68y,

1
Ay = §(R1J — Ry1),

S = % con S=4675;,.
(3.193)

De esta forma, la combinacién de estados (3.191)) puede expresarse separadamente en
tres grupos linealmente independientes:

N S al'altp®, pr), (3.194)
I1,J
> Argal'aftlp* pr), (3.195)
I,J

S'al'all|p*, r). (3.196)

Al igual que ocurria para las cuerdas abiertas y los estados foténicos, es posible en-
contrar una analogia entre los estados (3.194) y los estados de gravitones de la teoria
cuantica de campos gravitatorios. Cada uno de los estados que forman la combinacion
lineal estan asociados a gravitones. Dado que una matriz simétrica con traza
nula de dimensién 24 x 24 tiene %(24 - 25) + 1 = 299 componentes independientes,
concluimos que para cada momento p* hay 299 estados de gravitones con polariza-
ciones independientes. Por otro lado, la combinacién de estados estéd asociada
al campo de Kalb-Ramond, una generalizacion del campo electromagnético. Aun-
que no profundizaremos en ello, se dice que las cuerdas llevan carga de Kalb-Ramond.
Por tdltimo, el estado estd asociado a un campo escalar de masa nula conocido

como dilaton, cuyo valor esperado controla el acoplamiento de las cuerdas.
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Capitulo 4

Cuerdas abiertas en D-branas

Hasta ahora, siempre que hemos tratado con cuerdas abiertas hemos considerado
que sus extremos son libres en todas las direcciones, es decir, que estan inmersos
en una D-brana cubridora de espacio o, equivalentemente, en una D25-brana. ;Qué
ocurre cuando los extremos satisfacen condiciones de Dirichlet en alguna direccién?
Podemos reformular la pregunta como: ;Qué ocurre cuando los extremos estan sujetos
a D-branas de menor dimensién? En este capitulo estudiaremos algin caso concreto
de cuerdas abiertas sujetas a Dp-branas, con p no necesariamente igual a 25.

Antes de nada, conviene recordar el concepto de Dp-brana. Una Dp-brana es el hi-
perplano p-dimensional al que estdn sujetos los extremos de una cuerda satisfaciendo
condiciones de Dirichlet en n = d — p de sus coordenadas. Para visualizarlo, consi-
deremos un espacio tridimensional, d = 3. Por un lado, si las coordenadas X? y X3
satisfacen las condiciones de Dirichlet X2(7,0) = X2(7,7) = X3(7,0) = X3(1,7) =0
y la coordenada X! satisface condiciones de extremo libre, entonces los extremos han
de permanecer en el eje !, en donde pueden moverse libremente. Dicho eje es una
D1-brana. La coordenada X' es tangencial a la D1-brana, mientras que las coorde-
nadas X2 y X3 son normales a la D1-brana. Por otro lado, si solamente satisface
las condiciones de Dirichlet la coordenada X2 y la coordenada X? pasa a satisfacer
condiciones de extremo libre, entonces los extremos han de permanecer en el plano
(x!,2?), donde pueden moverse libremente. Dicho plano es una D2-brana. Las coor-
denadas X! y X? son tangenciales a la D2-brana, y la coordenada X3 es normal a
la D2-brana. Esta configuracion se muestra en la Figura Finalmente, si las tres
coordenadas satisfacen condiciones de extremo libre entonces pueden moverse sin res-
tricciones por todo el espacio tridimensional, tratdndose de una D3-brana o D-brana
cubridora de espacio.

Volviendo a nuestro espacio de 25 dimensiones espaciales, las D-branas cubridoras
de espacio ya han sido estudiadas en profundidad en los capitulos anteriores. En este
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2
’ﬁ/ D2

Figura 4.1: Cuerda abierta con ambos extremos sujetos a una D2-brana.

capitulo estudiaremos las tres diferentes configuraciones alternativas mas sencillas.
Comenzaremos estudiando el caso més concreto, en el cual ambos extremos estian
sujetos a una misma Dp-brana. A continuaciéon estudiaremos el caso en el que los
extremos estan sujetos a dos Dp-branas paralelas. Finalizaremos generalizando lo
anterior al caso en el que un extremo esta sujeto a una Dp-brana y el otro a una
Dg-brana paralela, con p # ¢. Utilizaremos en todo momento el gauge del cono de
luz.

4.1. Cuerdas abiertas en Dp-branas

En este primer caso consideramos una cuerda abierta en un espacio-tiempo d+ 1-
dimensional cuyos extremos estan sujetos a una misma Dp-brana. En un espacio
tridimensional se corresponderia, por ejemplo, con la configuracién de la Figura
Los extremos satisfacen condiciones de extremo libre (condiciones de Neumann) en
p direcciones espaciales, y condiciones de Dirichlet en las d — p direcciones restantes.
Andlogamente a lo discutido para el espacio tridimensional, las coordenadas satis-
faciendo condiciones de Neumann son tangenciales a la Dp-brana, mientras que las
coordenadas satisfaciendo condiciones de Dirichlet son normales a la Dp-brana. Da-
do que la coordenada temporal siempre satisface condiciones de Neumann, podemos
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agrupar todas las coordenadas como:

0 1 +1 +2 d
X0 X', .. xv  xrtloxr? x4 (4.1)
coordenadas tangenciales coordenadas normales
coordenadas NN coordenadas D

donde NN y DD denotan Neumann-Neumann y Dirichlet-Dirichlet respectivamen-
te. Las coordenadas tangenciales han de satisfacer las condiciones de contorno de
Neumann:

X™(7,0) = X™(1,7) =0, m=0,1,...,p, (4.2)

y las coordenadas normales han de satisfacer las condiciones de contorno de Dirichlet:
X% 1,0) = X7, m) = 1%, a=p+1,...,d, (4.3)

donde % es un conjunto de (d — p) constantes que fijan la posicién de la Dp-brana.
Para poder usar el gauge del cono de luz es necesario que haya una coordenada espacial
que satisfaga condiciones de Neumann para asi acompaiar a X° en la definicién de
X y X~. Asi, excluimos el caso p = 0 de nuestro estudio. Denotando por i a las
coordenadas transversales de Neumann y por a a las coordenadas transversales de
Dirichlet, agrupamos las coordenadas del cono de luz como:

X, X7, { X} {X9}, i=2,...,p, a=p+1,...,d (4.4)
———
NN DD

Nuestro objetivo final es estudiar como se modifica el espacio de estados con
respecto al obtenido para la D-brana cubridora de espacio. El procedimiento va a
ser el mismo que el utilizado anteriormente, pero en este caso debemos diferenciar
entre los dos tipos de coordenadas. La ecuacién , que relaciona las derivadas
de la coordenada X~ con las derivadas de las coordenadas transversales, sigue siendo
valida ahora, ya que para deducirla no se han utilizado las condiciones de contorno,
simplemente se ha aplicado el gauge del cono de luz. La reescribimos separando las
coordenadas tangenciales y normales:

2 1

1 I’
(X' +x1 = Topt

X +x’

= o ((Xi + XY 4 (X9 X“’)Q). (4.5)

Ademas, todos los resultados obtenidos en los capitulos anteriores para las coor-
denadas de las cuerdas abiertas con extremos libres siguen siendo validos para las
coordenadas tangenciales de la configuracion que estamos discutiendo en el presente.
Asi, la ecuacién se satisface para las coordenadas tangenciales:

X1 £ X" =20/ Y ol emmrE), (4.6)

nel
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Recordemos que la ecuacién (4.5)) fue de vital importancia tanto para hallar la relacién

I

» como para acabar determinando las relaciones de conmutacién

entre los o, y los
entre los osciladores. Asi, para conocerla completamente, nos interesa conocer las
expresiones X4 X% para las coordenadas normales. Si son similares a (4.6 entonces

iremos por buen camino. Partiendo de la solucién general y de las condiciones de

contorno:
1
X% 1,0) = §(fa(7'—|—o)—|—ga(7—a)), X1,0) = X7, m) =29, (4.7)
es posible demostrar que la solucién, escrita ya en términos de osciladores, es:
1 ,
X%1,0) = 2% + V2 Z Eafle_”” sinno. (4.8)
n#0

Si la comparamos con la solucién para una cuerda con extremos libres vemos
como no existe una contribucién dada por el momento de la cuerda, lo cual tiene
sentido ya que en dichas direcciones los extremos han de permanecer fijos, lo que se
incumpliria si hubiera una contribucién de la forma p*7. Ademads, las condiciones de
contorno hacen que el término con dependencia espacial tenga forma de seno en vez
de coseno. A partir de esta solucién se obtienen las expresiones:

X0 XV = VI Y ale n0E), (4.9)
n#0
Estas ecuaciones son muy similares a , lo que nos facilita enormemente el trabajo.
Lo tinico que cambia es el signo menos y que n = 0 no contribuye en este caso. En
cuanto a la cuantizacién del sistema, introducimos los operadores hermiticos X% y
P con las correspondientes relaciones de conmutacion:

[(X%(1,0), PTO(r, o) = i6%5(o — o). (4.10)

Cabe decir que al cuantizar la teoria los valores £% no se convierten en operadores, sino
que siguen siendo ntmeros. La Dp-brana que estamos considerando esta fijada, por
lo que los valores 2 no son parametros que influyan en la descripcién del movimiento
de la cuerda.

El signo menos de no influye en el desarrollo explicado en su momento para
obtener las relaciones de conmutacion entre los osciladores, luego concluimos que los
operadores o de las coordendas normales también satisfacen:

e% ab} =m0, m,n # 0, (4.11)

n

donde en este caso hemos excluido los operadores con niimero 0 ya que no existen.
Definiendo los operadores a? y (a2)' a partir de los a? como siempre hicimos, de nue-
vo satisfacen las relaciones de conmutacién de los operadores aniquilaciéon y creacion,
luego siguen siendo interpretados como tal.
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Definimos el operador de Virasoro Lé‘ en analogia con (|3.107)), diferenciando ahora
las coordenadas tangenciales y normales:

o0 o
Ly = op'p' + Z nafﬁafl + Z naltal. (4.12)

n=1 n=1
El término del momento solo recoge las coordenadas tangenciales ya que, como ya
hemos comentado, el momento de las coordenadas normales es nulo. Ademas, se sigue

satisfaciendo la relacién:

1
2a'p” = ij(L& —1). (4.13)

La determinacién de la constante de ordenacién y de la dimensionalidad D = 26 del
espacio tiempo es andloga a la hecha para la D-brana cubridora de espacio. Final-

mente, de acuerdo con (4.13), de igual forma a como hemos hecho hasta ahora se
obtiene el operador masa al cuadrado:

1 0 ) ) [e’e}
M? = = (-1 +)° na''al + > nagTag> : (4.14)
n=1 n=1

Finalizamos construyendo el espacio de estados. Los estados fundamentales son eti-
quetados por |p*,p), donde ahora = (p?,...,pP) solamente recorre las coordenadas
transversales tangenciales. El resto de estados se obtienen haciendo actuar los opera-
i
7

n

o P ] 00 d
|A>=[ H(a:;*)“”] IT I (as))™ | o™, (4.15)

m=1a=p+1

dores creacion, tanto tangenciales a!' como normales a%T:

Los estados dependientes del tiempo: |\, 7) = e *7|)\) dependen de 7, p* y p’. Ha-
ciendo la transformada de Fourier, la dependencia de estas variables se corresponde

+

respectivamente con dependencia en 7, x~ y z*. Precisamente, estas son las coorde-

nadas que forman la Dp-brana. Esto nos dice que los campos asociados a los estados
viven en la Dp-brana.

Fijado un momento p#, el estado fundamental [p™, p) posee una masa al cuadrado:
M? = —i. Se trata de un estado taquidnico de igual masa que el encontrado para la
D-brana cubridora de espacio.

Centrémonos ahora en el primer nivel excitado, cumpliendo M? = 0. Este estado
posee o bien un operador creaciéon tangencial aﬁT o bien un operador creacién normal
a$’. Consideremos primero el caso:

a’LlT|p+p_>7 M2a/l1-|‘|p+7ﬁT> :O’ i 2?"‘7p‘ (4'16)
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Se trata de (p + 1) — 2 estados sin masa cuyo indice vive en la Dp-brana. Se puede
encontrar una analogia entre estos estados y los estados foténicos encontrados
para la D25-brana. En ese caso se hallaron 24 estados foténicos, siendo 26 = 24+ 2 la
dimensionalidad del espacio-tiempo. En este caso se hallan (p+ 1) — 2 estados, siendo
(p+ 1) la dimensionalidad de la Dp-brana, espacio donde viven. Concluimos asi que
los estados son estados foténicos. Existe un campo electromagnético viviendo
en la Dp-brana. Consideremos ahora el caso:

a‘lﬁ|p+ﬁ>, M2a‘ff\p+,ﬁ;p) =0, a=p+1,....,d. (4.17)

Son (d — p) estados sin masa cuyos indices no viven en la Dp-brana, luego se corres-
ponden con campos escalares. Hay un campo escalar viviendo en la Dp-brana por
cada direccién normal a ella.

Resumiendo, hemos desarrollado una teoria para cuerdas abiertas con ambos ex-
tremos sujetos a una misma Dp-brana. Los calculos han sido analogos a los realizados
para una cuerda con extremos libres. Los estados fundamentales de nuevo se corres-
ponden con estados taquidénicos. En el primer estado excitado nos encontramos tanto
campos escalares como estados foténicos.

Pasamos ahora al estudio de nuestro segundo caso de interés: cuerdas abiertas
cuyos extremos estan sujetos a dos Dp-branas paralelas.

4.2. Cuerdas abiertas entre Dp-branas paralelas

Consideramos una cuerda abierta en un espacio d+ 1-dimensional cuyos extremos
0 =0y o = 7 estdn sujetos a sendas Dp-branas localizadas en z% = 2{ y 2% = 2§
respectivamente. Cuando 2§ — 2{ = 0% entonces ambas Dp-branas coinciden y este
caso se reduce al estudiado en la seccién anterior. El procedimiento seguido para
estudiar esta configuracién es el mismo que para la anterior, luego omitiremos atin
mas el nimero de pasos que se muestran explicitamente. Seguimos teniendo (p + 1)
coordenadas Neumann-Neumann y (d — p) coordenadas Dirichlet, luego de nuevo

utilizaremos la notacion:
Xt X, {X{X, i=2,...,p, a=p+1,...,d (4.18)
N— e
NN DD
En este caso las condiciones de contorno de las coordenadas normales son:

X%t,0) = 2, X1, m) = 9, a=p+1,...,d, (4.19)
y la solucién obtenida es:
1 .
X% 1,0) =2] + (2§ — fc‘f)g + V2 Z —ape " sinno. (4.20)
T n
n#0
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De nuevo, no hay contribucién por parte del momento de la cuerda en estas direcciones
como consecuencia de las condiciones de contorno. No obstante, en este caso si se
puede definir el oscilador af como:

V2ol = 1(@;-@$). (4.21)

La solucién (4.20]) genera las expresiones:

Xo 4 xe — /9 Zaa —in T:tU), (4'22)

nez

que coincide con la expresion (4.9)) de la seccién anterior salvo porque ahora también
se incluye n = 0. De esta forma, razonando idénticamente, cuantizamos directamente
la teoria y definimos el operador de Virasoro Lé como:

Ly = dp'p' + aoao + Z nal, Tal + Z natal, (4.23)

y afirmamos que satisface la relacién (4.13]). Utilizando (4.21)), el operador masa al
cuadrado resulta ser:

2 j%_j% 2 1 - it 4 > at a
M= Trar) Fw (I nanal 4 ) nallal | (424
n=1 n=1

Cuando z§ — 2§ = 0 entonces, como era de esperar, se recupera la ecuacién .
Vemos como hay una contribucién a la masa por el hecho de estar estirada entre dos
Dp-branas, y cuanto mayor sea la separacién mayor es dicha contribuciéon. Dado que
ﬁ, este término se corresponde con la energia clasica
de una cuerda estirada entre los dos hiperplanos. El espacio de estados sigue siendo

la tensién de la cuerda es Ty =

representado por el estado general:
© p - A 00 d A
[T ™| | T )™ ot
n=11i=2 m=1 a=p+1

Fijado un momento p#, el estado fundamental [p™,p) tiene una masa al cuadrado:

1 sa a2
Aﬁ:——+<@—ﬁg. (4.26)

o 2ma!

Existe una separacién critica: |2§ — 2| = 27V o/ para la cual el estado fundamental
representa un campo escalar sin masa. Para separaciones menores, el estado funda-
mental es un estado taquiénico, y para separaciones mayores representa un campo
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escalar masivo. Asumiendo una separacién entre las Dp-branas positiva, el primer
nivel excitado posee una masa:

sa _ saN 2
M2 = <u) > 0. (4.27)

Hay un total de (d — p) estados de la forma a$f|pTH). Dado que sus indices no
viven en las Dp-branas, son campos escalares masivos. Por otro lado, hay (p+ 1) — 2
estados de la forma a’i”pﬂﬁ}, cuyos indices si viven en las Dp-branas. De acuerdo
con lo discutido en la seccién anterior podriamos pensar que se trata de un campo
electromagnético. Sin embargo, los campos electromagnéticos masivos en un espacio-
tiempo D-dimensional no tienen D — 2 estados independientes, sino D — 1. Asi, uno
de los campos escalares a¢f|p*p) ha de unirse a los (p + 1) — 2 estados para formar
un campo electromagnético. El estado en cuestion viene dado por:

> (@5 - 29)at T IpT ), (4.28)

a

donde el vector £§ — 2{ es normal a ambas Dp-branas y nos lleva de una a otra.

Finalizamos hablando sobre cuerdas abiertas cuyos extremos estan sujetos a una
Dp-brana y a una Dg-brana respectivamente.

4.3. Cuerdas abiertas entre Dp- y Dg-branas paralelas

Consideramos una cuerda abierta en un espacio d+ 1-dimensional cuyos extremos
o0 =0y o = 7 estan sujetos respectivamente a una Dp-brana localizadas en z% = ¢
y a una Dg-brana localizada en z* = 2§, con 1 < ¢ < p < 25. En un espacio
tridimensional un ejemplo seria la configuracién que se muestra en la Figura [2.1
Cuando p = ¢ entonces se recupera el caso anterior. Ahora, ademas de direcciones
NN y DD existen coordenadas que en el extremo ¢ = 0 satisfacen condicién de
Neumann mientras que en el extremo o = 7 satisfacen condicién de Dirichlet. Asi,
introducimos la notacién:

X, X7, (X {X"}{X}, 1=2,...,q; r=q+1,....;p; a=p+1,....d.
—_————

NN ND DD
(4.29)

Las coordenadas NN han sido estudiadas al considerar la D25-brana en el capitulo
anterior, y las coordenadas DD entre dos branas paralelas han sido estudiadas en la
seccién anterior. Asi, inicamente debemos estudiar las coordenadas ND. Lo haremos
muy resumidamente. Estas coordenadas satisfacen las condiciones de contorno:

XTI(T7O):O, X"(r,m) =15, r=q+1,...,p. (4.30)
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La solucién obtenida es:
2 o 1T no
X'=25+1iv2 E —amne 2" cos — (4.31)
n 2
nEszpar
generando las expresiones:

Xr Xa/ / Z am fzg(rio)' (432)

neszpar

El operador de Virasoro L se define como:

1 t
Li = dp'p' + 2040cv0—i—§:na,Z a’ —i—Zna“T o+ Z ar%, (4.33)

n=1 meszpar

y satisface la relacién:

1
20'p” = F(L& +a). (4.34)

En este caso hemos de tener cuidado con la constante de ordenacién a. El hecho de
que aparezcan numeros semienteros hace que el desarrollo no sea andlogo al visto
para la D25—brana. En este caso es posible demostrar que:

- 14 116( —q). (4.35)

El operador masa al cuadrado resulta ser:

2 ig—af)* 1 — it t mo,o
M :< om0l ) +— e+ _nay'ay+) najlal)+ Y Tahlal
n=1 n=1 MEZLimpar
(4.36)
Cuando p = ¢ entonces a = —1 y no hay coordenadas ND, luego se recupera la

expresién (4.24), como era de esperar.

El espacio de estados se construye haciendo actuar cada uno de los tres tipos
de operadores creacién sobre los estados fundamentales [p*, p), con = (p?,...,p9).
Fijado el momento p#, el estado fundamental |p™, ) es un campo escalara que puede
ser taquidnico, sin masa o masivo dependiendo de la separacién de las D—branas y
del valor p — ¢g. El primer nivel excitado es de la forma a’; T|p , D), correspondiéndose

con (p — q) campos escalares.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la teoria de cuerdas en su forma més simple: la
teoria de cuerdas bosénica. Nuestro estudié comenzé en el Capitulo [2, donde estudia-
mos la dindmica de una cuerda relativista. Basandonos en la invariancia Lorentz y en
la invariancia bajo reparametrizacién, dedujimos la accién en su forma més general,
la accién de Nambu-Goto , a partir de la cual obtuvimos las ecuaciones del mo-
vimiento y las condiciones de contorno de la cuerda. A continuacién hicimos uso de
la invariancia bajo reparametrizaciéon para estudiar una clase de gauges temporales,
con sus correspondientes parametrizaciones espaciales. El gauge estatico nos permi-
tié deducir que los extremos libres de una cuerda abierta se mueven a la velocidad
de la luz. Haciendo uso del gauge general resolvimos las ecuaciones del movimiento
para cuerdas abiertas con extremos libres y cuerdas cerradas, y mediante el gauge del
cono de luz impusimos las condiciones de parametrizacién. Llegados a este punto, nos
dimos cuenta de que la teoria de cuerdas relativistas no describe fielmente la fisica
conocida, y es que es compatible con particulas con un espectro continuo de masas.
Es necesario ir més alla, es necesario desarrollar una teoria cuantica.

A ello nos dedicamos en el Capitulo [3| donde utilizamos nuestros conocimientos
adquiridos en el capitulo anterior para cuantizar la teoria. La teoria cuantica resulté
estar reproducida por modos fundamentales y por un conjunto de operadores creacion
y aniquilacién. Para garantizar su consistencia fue necesario introducir una constante
de ordenacién y, como consecuencia, un salto en la masa de la cuerdas. Ademas,
vimos como la invariancia de Lorentz no solo especifica dicho salto de masa sino que
determina la dimensionalidad del espacio tiempo: D = 26. El espacio de estados se
construyé haciendo actuar los operadores creaciéon sobre los estados fundamentales,
determinados por el momento de la cuerda. Para cuerdas abiertas con extremos libres
obtuvimos estados foténicos, y para cuerdas cerradas estados de gravitones.

Finalmente, en el Capitulo [4] estudiamos cuerdas abiertas cuyos extremos no son
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libres, si no que estdn sujetos a diferentes configuraciones de D-branas. Aunque la
discusién es analoga a la de extremos libres, vimos como la dificultad de estudio
de este tipo de cuerdas aumenta. Obtuvimos campos electromagnéticos que viven
en las branas, dando lugar a un numero de estados foténicos que depende de la
dimensionalidad del espacio donde viven.

Ni en el postulado de la accién de Nambu-Goto ni en el postulado del Hamilto-
niano cuantico hemos tenido en consideracién la teoria de la relatividad general. Sin
embargo, el estudio de las cuerdas cerradas ha dado lugar a estados de gravitones.
Asi, la teoria de cuerdas es una teoria en la que la gravedad surge por si sola, y al
ser una teoria cudntica, es una teoria cuantica de la gravedad. No obstante, como
ya hemos comentado en el resumen inicial, la teoria de cuerdas bosénicas que hemos
estudiado no es una teoria realista, ya que no incluye a las particulas fermidnicas.
Para poder describir tanto a los bosones como a los fermiones es necesario considerar
la teoria de supercuerdas, que a pesar de ser mas complicada, utiliza muchos de los
conceptos presentados en este trabajo. En ese caso, la invariancia Lorentz impone
que la dimensionalidad del espacio tiempo sea 10 en lugar de 26. Ademas, la teoria
de supercuerdas no da cabida a los taquiones, solucionando asi la inestabilidad de la
teoria bosonica.

De esta forma, la teoria de supercuerdas es una teoria cuantica de la gravedad
que incluye tanto a las particulas constituyentes de la materia como a las particulas
mediadoras de las interacciones, presentandose asi como la principal candidata a ser
una teoria del todo. No obstante, se espera que aun falten largos anos para poder
verificarla experimentalmente. Un posible modo seria detectar dimensiones extra.
Otro, descubrir experimentalmente la supersimetria, muy presente en la teoria de
supercuerdas. En cualquier caso, un correcto entendimiento de la teoria es necesario
para su verificacién, por lo que el futuro trabajo de nuestros investigadores se antoja
clave para alcanzar la ansiada teoria del todo.
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