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Introduccion

La transformada de Laplace es una herramienta de gran utilidad a la ho-
ra de simplificar diversos procesos matematicos, especialmente los que tienen
que ver con la resolucion de ecuaciones diferenciales. El uso de la transforma-
da permite una notable simplificacion de esos procesos, permitiendo convertir
una ecuacion diferencial ordinaria en una ecuacién algebraica o reducir el nu-
mero de variables independientes en una ecuaciéon en derivadas parciales.

Si se pretende aplicar con éxito esta técnica, una cuestion clave es obte-
ner la transformada inversa de la solucién del problema simplificado. Nor-
malmente, para la busqueda de la transformada inversa se suele recurrir en
primer lugar a las conocidas tablas, que recogen las transformadas de una
importante cantidad de funciones, esperando que la solucién encontrada sea
una combinacion de las que alli aparecen. Sin embargo, existen muchos casos
de interés en que esto no es posible, por lo que es preciso obtener métodos
generales que permitan obtener la transformada inversa o, al menos, una
aproximacion de la misma.

Para abordar ese célculo, se ha disenado un gran ntimero de métodos nu-
méricos que permiten obtener los valores aproximados de la funcién buscada.
Dichos métodos numéricos toman como base las formulas de inversiéon cono-
cidas (integral de Bromwich, formula de Post-Widder,. ..) o bien se centran
en la busqueda de desarrollos que permitan aproximar la funcién transfor-
mada en términos de funciones con transformada inversa conocida.

En este trabajo nos centraremos en los métodos numéricos que aproximan
la integral de Bromwich, poniendo de manifiesto los diversos enfoques con
que se puede abordar esta cuestion. El anéalisis de los algoritmos méas impor-
tantes para este calculo se complementa con la implementacion de programas



originales realizados por el autor utilizando MATLAB.

A continuacién, indicamos cémo se ha organizado esta memoria. El Capi-
tulo 1 se ha dedicado a la formalizacién de los conceptos basicos y al estudio
de las propiedades fundamentales de la transformada de Laplace y de su
inversa, con especial hincapié en la féormula integral de inversion. Posterior-
mente, en el Capitulo 2, se ha efectuado una breve exposicion de los métodos
de integracion numérica mas habituales, de cara a su utilizacion en los capi-
tulos posteriores.

En el Capitulo 3 se han desarrollado los métodos numéricos mas im-
portantes que utilizan reglas de cuadratura para aproximar la integral de
Bromwich. Los métodos estudiados utilizan técnicas muy diversas como la
cuadratura gaussiana, la evaluacion de integrales trigonométricas, los proce-
sos de extrapolaciéon o las técnicas basadas en la transformada de Fourier.
Un compendio de dichos métodos se puede ver en el texto de Alan Cohen [2],
una de las escasas referencias bibliograficas que proporciona una perspectiva
global sobre estas cuestiones y que nos ha servido de base para el desarrollo
de este capitulo.

Por otra parte, el Capitulo 4 se dedica a la descripcion de los codigos de
MATLAB desarrollados por el autor para la programacion de los métodos y a
la exposicion de los resultados mas relevantes que se obtuvieron al contrastar
su efectividad, para lo que se utiliz6 una amplia familia de funciones test cuya
transformada inversa se conoce a través de las tablas. La memoria finaliza
con un apartado de conclusiones y con la enumeracion de las referencias
bibliograficas utilizadas para el desarrollo del trabajo.



Capitulo 1

Transformada de Laplace

En este capitulo veremos ciertos resultados basicos sobre la transformada
de Laplace, sobre sus propiedades fundamentales y sobre el calculo de su
inversa.

1.1. Introduccion

Comenzaremos esta seccion definiendo la transformada de Laplace.

Definicion 1.1. Sea f(t) una funcion real definida en ¢ € [0 , 00), entonces
para s € C se define

F(s) = L{F ()} (s) = / T et d (L1)

cuando esta integral sea convergente. La funciéon f (s) se conoce como trans-
formada de Laplace de f(t).

Observacion 1.1. Si bien en la definicion (1.1) nos referimos a funciones
definidas en ¢ € [0, +00), en ocasiones es conveniente trabajar con funciones
definidas en todo R, considerando que f(t) = 0 cuando ¢ < 0.

Observemos que la integral impropia definida en (1.1) solo sera conver-
gente cuando exista el limite

b
lim [ e *'f(t) dt,

b—o0 0



y en ese caso f(s) serd el valor de dicho limite. Por consiguiente el dominio
de definicién de la transformada de Laplace se corresponde con el conjunto
de valores de s para los que se produce esa convergencia. Puesto que existen
funciones para las que ese conjunto es vacio, veremos ahora cuales han de ser
las hipotesis para que la integral (1.1) esté bien definida en un cierto subcon-
junto de C, o de forma equivalente, cudndo existe transformada de Laplace
de una funcién dada. Para ello definiremos unos conceptos que nos serviran
de gran ayuda.

Definicion 1.2. Una funcion f(t) se dird continua a trozos en un intervalo
I € R cuando f(t) sea continua en [ salvo, a lo sumo, en un namero finito de
puntos de discontinuidad de salto, es decir, en todo punto de discontinuidad,
los limites laterales existen y son finitos.

Ademas, si f(t) es una funciéon continua a trozos en un intervalo cerrado
I, entonces f(t) es integrable en .

Definicién 1.3. Una funcion f(t) se dice que es de orden exponencial si
existen v, M, to € R (M > 0), (to > 0) tales que

IfOI <M -e, V>t (1.2)

En este caso se dird que f(t) tiene orden exponencial 7.

De esta definicién podemos deducir que toda funcién acotada es de orden
exponencial, sin mas que tomar v = 0, M una cota del valor absoluto de la
funcién y to = 0.

Obviamente, muchas funciones no acotadas tienen también esta propie-
dad. Por ejemplo f(¢) =t es de orden exponencial ya que basta tomar v = 1
y M =1 para obtener |f(t)| < 1-e' Vit > 0.

Por otro lado, la funcion f(t) = et es un ejemplo de funcién que no es
de orden exponencial, ya que independientemente de los valores de v y M
vamos a obtener que
t2

lim = lim ) = o
t—oo Ment t—00

es decir, a partir de cierto valor de ¢, no se va a cumplir que |f(¢)] < M - e
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Teorema 1.1. Si f(f) es una funcién continua a trozos en t € [0 ,+00) vy
tiene orden exponencial 7, entonces la transformada de Laplace f(s) esta
bien definida siempre que $R(s) > v, siendo 2R(s) la parte real de s.

Demostracion. Para probar que la integral existe vamos a demostrar su
convergencia absoluta. Para ello observemos que, utilizando (1.2)

| e dt‘ < [Tles) de= [ e ) e

> o —(R(s)—y)t |70
/ e RNt dt = M / e PO Mg = S __M
0 0 R(s) =7 o R(s) =7
Por tanto se deduce que la integral anterior existe cuando R(s) > 7.
[ |

De aqui en adelante vamos a suponer, a menos que se diga lo contrario,
que se satisfacen las hipotesis del teorema anterior y por tanto la transforma-
da de Laplace va a estar bien definida en el subconjunto del plano complejo
dado por el teorema.

La constante v tendra una gran importancia en capitulos posteriores, y
es una cota superior de la parte real de las singularidades de f(s). Una de las
consecuencias mas importantes de este hecho, y que usaremos mas adelante,
es que se puede demostrar que la funcion f(s) es analitica en el semiplano
R(s) > .

1.2. Transformadas de funciones elementales

A continuacion se muestran algunas transformadas de funciones elemen-
tales.

[ b —sb 1
o L{1}(s) = / estdt = lfm | e 'dt = lfm — " + T 1/s, R(s) > 0.
0

b—o0 0 b—o0 S

o L{1}(s) = /OOO et df — (‘ti_8t> :O+/Ooo (ej) dt = 1/s2, R(s) > 0.




o L{t"}(s) = (n!/s"™1), R(s) > 0.
Si llamamos ~
I,,(s) :/ e S dt,
entonces integrando por partes se ob(‘;iene que
In(s) = (n/s)1n-1(s)

y repitiendo el proceso n veces obtenemos el resultado buscado.

o L{c™}(s) = /000 e edt = /000 eIt =1/(s — ), R(s) > .
o L{sinwt}(s) = w/(s* +w?), R(s)>0.

o L{coswt}(s) = s/(s* +w?), NR(s)>0.

Estas dos tltimas transformadas se pueden obtener integrando por partes.

1.2.1. Propiedades de las transformadas

A continuacién vamos a estudiar las propiedades mas importantes de la
transformada de Laplace.

» Linealidad:
L{af(t) + Bg(t)}s) = af(s) + Ba(s)
Esta propiedad es consecuencia immediata de la linealidad de las integrales.
» Teorema de Traslacion:
L{e™f(t)}(s) = f(s +a)

Si f(t) es una funcién con transformada conocida, entonces se sigue de la
definicion que

L{e f(1)}(s) = / T esteat (1) di

0
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:/ 6_(s+a)tf(t) dt
0

y de acuerdo con la definicién de la transformada, este dltimo término se
corresponde con el valor de f(s + ).

s Derivada de una Transformada:

Si f(s) es n veces derivable, tenemos que

LU F() ) = (-1 T ()LL)

La prueba se realiza observando que

n d" _(_ nﬁ > —st
(S EL ) =05 [ e a
n ~ ﬁ —st = _ 1\n4n —st
= [ SRUe d =y [t a
= (—1)2”/ t"f(t)e " dt =L{t" f(t)}(s).
0
Observemos que, en el caso particular en que n = 1, obtenemos que

LUAH6) = - (F(6)).

= Integral de una Transformada:

CLF@)/1Hs) / Fw

La demostracion se lleva a cabo a través de los siguientes pasos.

/Sﬁ{f dw—/ flw dw—/ (/Oooe_“tf(t)dt>dw
= /O £(t) { / mdw} dt = / ) s gy
:ﬁ{@}(s).

10



Gracias a esta propiedad podemos calcular valores de algunas integrales
impropias como fooo sint/t. Para ello observemos que tomando f(t) =sint y
aplicando el resultado anterior, obtenemos que

sin t *  dv 4
E{T}(S)—/S U2+1—tan v

y tomando s = 0 se tiene

o0

= g —tan"'s

S

sint
=T 1.3
/0 t 2’ (13)

» Transformada de la derivada:

Si f(t) es una funcion continua y derivable, se tiene que

L{f'()}(s) = sf(s) — £(0).

O, de forma mas general, si f(t) es continua y n veces derivable, resulta que

LUO(ONS) = 5" () = "7 1(0) = 72/(0) = - = f00(0). (1)

La demostracion se llevara a cabo para el caso con n = 1. El caso general se
demuestra mediante el principio de induccion.

Utilizando integracion por partes podemos probar que

CLF (1)) (s) = / e di

= e f (1)

T /Ooose_Stf(t) dt = sf(s)— f(0).

= Transformada de la Integral:

{12

Para demostrar esta propiedad, basta observar que

A= (fme)ees-



e invirtiendo el orden de integracion se sigue que

:/ooo/uoof(U)e‘“ dtdu:/om&z—st -

I IO [ rwean= BTN _ gy

s Cambio de escala:

1-/s
Lifay =~7 ().
laty = 7 (5
Para la demostracion de este hecho definimos g(t) = f(at) y tomamos el
cambio de variable ¢ = at. Entonces obtenemos que

£{fan} = £(o®) = [t o= [T s = 27 (2)

s Convolucion:

Teorema 1.2. Si fi(s) es la transformada de f1(t) y fo(s) es la transformada
de f5(t) entonces

Fi(s)Aols) { / fi(u fzt—U)dU} (15)

~ Demostracion. Vamos a suponer que las integrales que definen fils)y
f2(s) convergen absolutamente en s > . Entonces tenemos que

hshe = [ " e () du / Cempto = [ e 0 ) duds

donde la integral doble se lleva a cabo en el primer cuadrante de C, corres-
pondiente a u > 0, v > 0. La sustituciéon u = v y u + v = t transforma la

integral doble en
//es(t)fl(u)fQ(t — u)dudt.

Esta nueva integral doble se lleva a cabo entre el eje v y la recta ¢ = u en el
plano tu. La integral doble es equivalente a la integral iterada

/Ooo eSt{ /Ot fi(u) fot — u)du}dt,

y por tanto se obtiene (1.5). [
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1.3. Transformacion inversa de Laplace

Si L{f(t)}(s) = f(s), entonces escribimos £~ '{f(s)}(t) para denotar a
aquella funcién f(t) cuya transformada es f(s). A la funcion f(t) se le llama
transformada inversa de Laplace de f(s).

1.3.1. Unicidad de la Transformada inversa de Laplace
A continuaciéon vamos a analizar condiciones para la unicidad de la trans-

formada inversa de Laplace.

Es facil ver que si una funcion fi(t) es igual a f(t) salvo en un nimero
finito de puntos, entonces

L{N@)}(s) = L{f@)}(s),

es decir, la transformada inversa no es, en general, inica, si no se exige alguna
condicion de regularidad sobre f(t).

El teorema de Lerch, garantiza la unicidad cuando f(¢) es continua, y para
su demostracién vamos a necesitar el siguiente resultado previo.

Lema 1.1. Sea ¢(z) una funciéon continua en [0,1] que verifica

1
/ 2" (x)dr = 0, para n=1,2---. (1.6)
0

Entonces se tiene que
$(z)=0, en 0<z<L (1.7)

Demostracion. Si ¢(x) no es idénticamente nula en el intervalo cerrado
[0,1], entonces ha de existir cierto intervalo [a,b], con 0 < a < b < 1, en el
cual ¢(z) es siempre positiva (o siempre negativa). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer el caso en el que ¢(x) es positiva.

Si consideramos la funcion u(z) = (b — z)(x — a), vemos que si

¢ = méaxab, (1 —a)(1 —b)],

entonces 1
1+ -u(x)>1 cuando a <z <b
c

13



1
0<l+-u(zr)<l cuando 0<z<ay b<z<l.
c

En estas condiciones la funcion

p(x) = {1+ (1/c)u(z)}",

puede hacerse tan grande como se quiera en a < z < b y tan pequena como
se quiera en 0 < x < a, b < x < 1, con una elecciéon apropiada de r. Pero
obviamente p(z) es un polinomio en z y teniendo en cuenta que, por hipotesis,

1
/ zn—1¢(x)dx = 07 para n = 1’ 27 cee
0

se llegaria a que
1
| protas=o. (1.8)
0

para cada niimero natural r. Pero, sin embargo, los razonamientos anteriores
sobre p(x) nos garantizan que, tomando r suficientemente grande, se tiene
que

/0 p(z)o(z)dr > 0, (1.9)

lo que nos lleva a una contradiccion. La segunda alternativa (¢(z) < 0 en
|a,b]) nos conduce al mismo resultado mediante un argumento similar. Por
consiguiente, ¢(x) no puede ser ni positiva ni negativa en ningin intervalo
[a,b], v, por tanto, ¢(z) = 0 en [0,1]. |

El siguiente teorema de unicidad fue demostrado originalmente por Lerch,
aunque la demostracion que aqui aparece es la de Carslaw y Jaeger [1].

Teorema 1.3. (Teorema de Lerch)
Sea f(t) una funciéon continua en [0, +00) que satisface que

f(s) = /00 e S f(t)dt, R(s) > ¢, (1.10)

0

entonces no existe ninguna otra funcion continua que verifique (1.10).

14



Demostracion.
Supongamos que tenemos dos funciones continuas f(t), g(t) que satisfacen
la ecuacion anterior. Definiendo h(t) = f(t) — g(t), que es continua por serlo
f vy g, se tiene que

/Oo e *h(t)dt =0, R(s)>c (1.11)

Con el cambio de variable definido por s = ¢+ n donde n € N, y realizando
una integracion por partes, podemos escribir

/ e~ IR (t) dt = / e " (e7?h(t)) dt
0 0

_ [e—m /0 e (u) du]:o +n /0 h e—m[ /0 eeun(u) du} dt
—n /0 h e_"t{ /0 eeun(u) du} dt,

y por lo tanto deducimos de la ecuacion (1.11) que

/Oo e Mo(t) dt = 0,
0

donde .
o(t) = / e “h(t) dt. (1.12)

Si en la ecuacion (1.12) tomamos = = e™*,  ¢(x) = ¢[ln (1/z)], se puede ver
que 1(z) es una funcién continua en el intervalo cerrado [0,1], puesto que

$(0) = lim 6(t) = ().

t—o00

Es decir, de acuerdo con (1.3), se tiene que

1
/ " p(x)de =0, n=12,---
0

Como consecuencia, estamos en las condiciones del Lema anterior y deduci-
mos que ¥(z) = 0 en el intervalo [0,1] y, por lo tanto,

o(t) = /Ot e “h(t) dt =0 parat > 0. (1.13)

15



Teniendo en cuenta que e “h(t) es una funciéon continua cuando ¢ > 0,
deducimos de (1.13) que e~ “*h(t) = 0 cuando ¢t > 0. Por lo tanto, h(t) =0, y
tenemos como consecuencia que f(t) = ¢(t) cuando t > 0 , lo que concluye

la prueba.
|

En lo que sigue vamos a asumir, salvo que se diga lo contrario, que se cum-
plen las hipotesis de este teorema, y por tanto la inversa de la transformada
de Laplace va a ser unica.

1.3.2. Algunos métodos de inversiéon

A continuaciéon vamos a ver ciertos métodos tutiles para el calculo direc-
to de transformadas inversas de Laplace. El mas importante, el teorema de
Bromwich, seré la herramienta fundamental para los capitulos siguientes de
este trabajo.

Meétodo de Expansion

Puesto que ya conocemos la transformacion inversa de ciertas funciones
elementales, una primera idea intuitiva de cémo resolver el problema de la
inversion puede ser el que se describe a continuacion.

Si f(s) es una funcion racional, y es posible expresarla como combinaciéon
lineal de cociente de funciones con inversas conocidas, entonces el célculo de
f(t) es directo y exacto. Es decir, si

f(s)=P(s)/Q(s), gr(P) <gr(Q),

y Q(s) = (s —a1)(s — az) ... (s — a,), donde los ay, son distintos, entonces
podemos escribir f(s) como

y por lo tanto




Si alguna de las raices oy tiene multiplicidad m, entonces f(s) contiene tér-
minos de la forma

Ay Ay A,

(s — ag) + (s — ag)? . (s — ag)™’

donde

T

A, = lim |=
T sSay [ rldsT

((s — ozk)mf_(s)) (1.14)

Una de las ventajas de este procedimiento es que podemos calcular de
manera exacta la transformada inversa de cualquier funcién racional. Sin
embargo, la gran mayoria de funciones no presentan esta forma y, por este
motivo, es necesaria la busqueda de métodos méas generales.

Foérmula de Inversion de Post- Widder

Uno de los métodos mas conocidos para la transformada inversa de La-
place, es el desarrollado por Post [11] y Widder [15] en el siguiente teorema.

Teorema 1.4. (Teorema de Post- Widder)
Si la integral

f(s) :/ e " f(u)du, (1.15)
0
converge para todo s > v, entonces

() = tim &Y (ﬁ)nﬂf(n) (9) (1.16)

para todo punto t > 0 de continuidad de f(¢).

La ventaja de esta formula con respecto a la de Bromwich, que veremos
posteriormente, es que f(t) se expresa unicamente en funcion de las eva-
luaciones de f(s) y sus derivadas en la recta real. Sin embargo, una gran
desventaja es que la convergencia de este resultado a f(t) es muy lenta. Una
demostracion de este teorema puede encontrarse en [2].

La integral de Bromwich

A continuaciéon presentamos otro método directo para el calculo de la
transformada inversa de Laplace, que utiliza la integraciéon compleja. Como

17



ya hemos dicho, serd nuestra principal herramienta de trabajo en capitulos
posteriores.

Teorema 1.5. (Teorema de Inversion de Bromwich)
Sea f(t) una funcién de clase C' y con orden exponencial 7. En estas condi-
ciones, si definimos

f(s) = /000 e f(t)dt, R(s) > (1.17)

entonces tenemos que
c+iT

1 -
f(t) = =— lim e f(s)ds,  donde ¢ >~

27 T—oo . _ir

o, de forma analoga

£(t) = % / _:O ¢! F(s)ds. (1.18)
Demostracion. Observemos que
1 c+iT . 1 c+iT o o0 o
I = i ) e f(s)ds = i ) e ds/o e " f(u) du.

1 o0 C+iT (t )
= — d si=u)ds.
27?@'/0 f(u) u/c_iT e S

A continuacion, efectuaremos un cambio en el orden de integracion que es
posible debido a la convergencia uniforme de la transformada de Laplace en
s. Por lo tanto, se llega a que

1= L [T orinemn _ omimyew)
2 Jy t—u

_ l /oo ew(t—u)f(u) sin T(t — U) du,
T Jo t—u

A continuacion, utilizando el cambio de variable u = t + 6, y denotando
F(0) = e f(t +0), la expresion anterior se reescribe como

! / T30S g, (1.19)
T J—t

0
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Ahora, si dividimos esta integral en dos partes fooo y fft, y desarrollamos
cada una de estas partes, llegamos a que

~ . 5 5
/ 50521 10 — 50) / ST 1 4 / SO =3O G 70
0 0 o 0 0 0

n / ) = O ¢ / ) = % 0.
é 7 X 0

(1.20)

En estas condiciones, es posible escoger 0 suficientemente pequeno y X sufi-
cientemente grande de manera que

5
‘/ Msmmde‘ < €,
0

/ S’(Q)SlnTecw’ “e
X 0

sea cierto para todo T'. A continuacién consideramos la integral

X .
/ S(@)SmTedH.
p)

7

Integrando por partes se tiene que

X : X X
/5 g(e)smgmde - [—CO;QTGW)] +% /5 cosTed% (@) o= O(1/T),
d

donde hemos utilizado que T' es un parametro que tiende a infinito.

En cuanto a la primera de las integrales del segundo miembro de (1.20),
aplicando el cambio de variable ¢ = T'0, obtenemos que

A 70 sin ¢ s
do = dp = — 1/T
| =t = [ ==+ oa/m)

donde hemos usado que

°° sin ¢ T
| =03,

como se demostro en (1.3).

19



Asi pues, combinando estos resultados, obtenemos la primera parte de la
integral

T .
fm / 50051 g — %WS(O) - %w o
0

T—oo 9

Analogamente, podemos expresar la segunda parte de la integral como

0 : -5 . 0 -
S(Q)SmTedQZ/ S’(Q)SlnTed9+$(0)/ smT@dQ
4 0 4 0 5 0

0
+ / wsmm dé.
-5

Usando los mismos argumentos que antes llegamos a la conclusion de que

0 .
Ifm / 505 g — %wf(t),
—t

T—o0 0

y la formula de Bromwich se obtiene sin mas que sumar ambas expresiones
y dividir por 7. [

Es importante mencionar que el teorema de Bromwich asume que f(¢) es
una funcién continua y diferenciable, pero se puede demostrar que el teorema
atn es cierto cuando f(t) es discontinua en un nimero finito de puntos. Sea
to uno de esos puntos de discontinuidad de f(t), entonces

1 c+100

s [ o) = 1) + Fltob) (1.21)

2mi c—100
El teorema de Bromwich se puede extender al caso bidimensional y una

demostracion de este se puede encontrar en los articulos de Ditkin y Prud-
nikov [5] .

Veamos a continuacion unas expresiones alternativas para (1.18) cuando
f(t) es una funcién real. Usando el cambio de variable s = ¢+iw, y separando
el integrando en sus partes real e imaginaria, obtenemos que

ft) = ;_::{/00 [R(f(c+ iw)) coswt — T(f(c + iw)) sinwt] dw
| oe (1.22)
—i—i/_ [3(f(c+iw)) coswt + R(f(c + iw)) sinwt] dw).
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Pero como estamos asumiendo que f(t) es una funcion real, la segunda parte
de la expresion anterior es nula. Si estudiamos ahora la paridad de las ex-

presiones R(f(c+ iw)) y I(f(c +iw)), podemos deducir sin dificultad de la
definicion que

R(f(c+iw)) = / e “coswtf(t) dt es una funcion par,
0
v que
I(f(c+iw)) = / e “sinwtf(t) dt es una funcién impar.
0

Por lo tanto, la primera parte del integrando en la expresion (1.22) es una
funcién par, y obtenemos que

f) = %ct/ooo [R{f(c+iw)}costw — T{f(c+iw)} sintw] dw, (1.23)

Ademés, puesto que estamos asumiendo que f(t) = 0Vt < 0, se deduce que
si sustituimos ¢ por —t en la expresion anterior llegamos a que

ect oo _ B
0=— R{f(c+iw)}costw + T{f(c+ iw)}sintw] dw.
T Jo
A partir de esta igualdad, podemos obtener dos formas equivalentes de (1.23)
que nos resultardn de gran utilidad en capitulos posteriores y que son las
siguientes:

ft) = erct/ooo R{f(c+ iw)} costw dw, (1.24)
f(t) = _?fd/ooo J{f(c+iw)} sintw dw. (1.25)

Cdlculo de la integral de Bromwich mediante el cdlculo de residuos

En la préctica, el teorema de Bromwich se reduce al calculo de residuos,
ya que involucra integrales sobre recintos en el plano complejo. Supongamos
que una funcion g(s) es suficientemente regular en el interior de una region
delimitada por una curva cerrada C del plano complejo excepto en un niimero
finito de polos situados en los puntos s, sg, ..., S,. Entonces el teorema de
Cauchy nos dice que
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/g(s)ds = 2mi i Ry, (1.26)
¢ k=1

donde Ry es el valor del residuo de g en s = s;, dado por

S8k (m — 1)!

) 1 dmfl
R, = lim [dsm_l {(s — sk)mg(s)}} , (1.27)
S=SL
siendo m > 1 la multiplicidad de sy.

A continuacién vamos a ver un resultado de gran utilidad para la aplica-
cion directa de la integral de Bromwich.

Nuestro objetivo es poder encontrar un contorno cerrado C que contenga
todos los polos de f(s) de manera que

/CCHOO et f(s)ds = / e f(s)ds,

—100 I

y como I' es un contorno cerrado, el problema se reduce al célculo de residuos.
Vamos a ver que un contorno de este tipo se puede construir a través de un
arco circular I de radio R cortado por la linea RR(s) = ¢, con ¢ > . (Ver
Figura 1.1)

Lema 1.2. Si f(t) esta en las hipotesis del teorema de Bromwich, y | f(s)| <
KR cuando s = Re’, —7 < 6 < 7, R > Ry, donde Ry, K,v son
constantes, entonces para t > 0, se verifica que

lim e f(s)ds =0

R—o00 I,

lim e f(s)ds = 0,

R—o0 Iy

siendo I'y y I’y los arcos BCD y DEA de I' respectivamente (ver Figura
1.1).
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Figura 1.1: Contorno estdndar de Bromwich.
Demostracion. Consideremos en primer lugar la integral a lo largo de

Fb
Ir, :/ et f(s)ds
'

Este arco esta formado por las secciones BC y CD. A lo largo de BC, 6 varia
entre a = cos™! (¢/R) y /2. Entonces se tiene que

‘IBC| <€ /

Puesto que es conocido que cuando R — 0o, se tiene que Rsin™' (¢/R) — ¢
se deduce que |Igc| — 0 cuando R — co.

“He/R).

Por otra parte, para el arco CD, tenemos que

K ™
[en| < ﬁR/ efttes0qp,
w/2

K /2 )
:—R/ eth51n¢d¢
0

K
< —R e Rtomgy < 1
/ 2t RV’

23



donde se ha utilizado que sing > 2/m, 0< ¢ < 7/2.

Por consiguiente hemos visto que sit > 0, |Iop| — 0 cuando R — oo. El
mismo razonamiento se puede utilizar para razonar que las integrales sobre
los arcos DE y EA se pueden hacer tan pequenas como se quiera y por tanto
el resultado queda probado. [

Es decir, cuando se verifican las hipotesis del Lema anterior, la transfor-
mada inversa de Laplace se calcula a través de

/F e (s)ds,

es decir, si las singularidades de f(s) son todas polos, el problema se reduce
al calculo de los residuos en dichos polos a través de la formula (1.27).

1.4. Aplicaciones de la Transformada de Lapla-
ce

En esta seccion veremos como se puede utilizar la transformada de Lapla-
ce para resolver ecuaciones diferenciales o ecuaciones en derivadas parciales.
También resulta de gran utilidad para resolver otro tipo de problemas, como
ecuaciones diferenciales con retardo, o ecuaciones en diferencias.

1.4.1. Aplicaciones a las ecuaciones diferenciales

La transformada de Laplace resulta ser un gran método para la resolucion
de ecuaciones diferenciales, puesto que como ya hemos visto, si conocemos el
valor de f(t) y sus derivadas en t = 0 , la transformada de f™ se expresa
en funciéon de f(s) . Es decir, podemos reducir mucho la complejidad de los
problemas.

Este hecho tiene una gran importancia y proporciona un método para la
resolucion de ecuaciones diferenciales. Vamos a ilustrar el método con algunos
ejemplos, sin animo de ser exhaustivos.

Ejemplo 1.1. Resolver la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden
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dzy 2 !
5ty =), y0)=q y(0)=b, (1.28)

donde w > 0, a y b son constantes y f(¢) es una funciéon suficientemente
regular.

De acuerdo con las propiedades estudiadas sobre la transformada de 3" (),
la transformada de la ecuacion diferencial es

s*y —sa — b+ w’y = f.

Despejando 4 tenemos

_ S n b w n 1 7 w
o———7 — | — — | f—.
Y $%2 + w? w ) 8%+ w? w)’ s+ w?
Podemos observar que el primer término de la derecha es claramente la trans-
formada de la funciéon a coswt y el segundo la transformada de (b/w) sin wt.

El tercer término, aplicando el teorema de convolucién, es en realidad la
transformada de

é/otf(u) sinw(t — u)du,

y por tanto la solucién a la ecuacion diferencial viene dada por
t
y(t) = acoswt + (b/w)sinwt + (1/w) / f(u)sin (t — u)du. (1.29)
0

Ejemplo 1.2. Vamos a resolver una ecuacion diferencial de segundo orden
homogénea. Es decir,

my” +cy' +ky =0, y(0)=a, y'(0)=0, (1.30)

donde m, ¢ y k son constantes positivas. Procediendo de la misma manera
7
que en el caso anterior, la transformada de la ecuacion diferencial es

m(s®y — sa —b) + c(sy — a) + kj = 0,
es decir,

ms*y —msa — mb + csyj — ca + kij = 0.
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agrupando términos y despejando y en la ecuacion algebraica anterior, se
llega a que
a(ms +c) +bm

ms2+cs+k
Ahora debemos calcular la transformada inversa de g. Si tratamos de resolver
el problema mediante la integral de Bromwich solo tenemos que calcular el
valor de los residuos en los polos. Podemos observar que la funcion g tiene
dos polos simples o uno doble en los puntos donde se anule el denominador
ms® + cs + k.
Las raices del denominador seran

—c+ 2 —4km

g:

S1 =

2m

—c— /2 —4km

SS9 = .
2m

Entonces, llegados a este punto, podemos distinguir tres casos:
» Caso criticamente amortiguado. ¢ — 4km = 0.
» Caso sobreamortiguado. ¢ — 4km > 0.

» Caso subamortiguado. ¢ — 4km < 0

Caso criticamente amortiguado:

En este caso, puesto que el discriminante ¢ —4km es nulo, solo vamos
a tener una raiz doble, y su valor es

—c
S51 = S9g = —.
1 2= 5
Asi pues, tenemos que calcular la transformada inversa de la funcion
- a(ms+c)+bm  a(ms+c)+bm
fls) = —— = Ry
ms?+cs+ k (54 5=)

Para ello basta con calcular el residuo de f en el polo doble. De este modo
se llega, utilizando (1.26), a que

ct

y(t) =e 2m [t(% +bm) + am] :
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Caso sobreamortiguado:

En este caso tendremos dos raices distintas y reales, puesto que ¢2—4km >
0, y, por tanto, debemos calcular dos residuos en los polos simples s; v ss.
Para simplificar la expresion final, vamos a denotar A = v/c¢? — 4km, por lo
que

—c+ A
S = ——
1 2m )

—c— A
Sg = ———.

2m

De este modo, tenemos que calcular la transformada inversa de la funcion

sy alms+c)+bm  a(ms+c)+bm
fls) = ms?+cs+k (s —s1)(s—s2)

Los residuos vienen dados por las expresiones

esit .m [“(C+A 4 bm}

Rl = A )
sot | a(c—A b
R2:(_1>e m[ A + m}’

y, por tanto, la expresion de y(t) es

st . m [—a(C;A) + bm} et .m [—a(C;A) + bm}

y(t) = A - A . (1.31)

Caso subamortiguado:

Este caso es similar al anterior sin mas que darse cuenta que el discri-
minante es negativo y, por tanto, las raices del denominador son nimeros
complejos, por lo que ambos polos son conjugados.

Operando de la misma manera que antes llegamos a que

esit . m[M + bm:| es2t . m[a(c iA) ‘l‘ bm}

y(t) = = — = (1.32)

Una observaciéon importante es que en los dos casos anteriores la solucién
tiene un término exponencial real, mientras que en este caso, puesto que los
polos son complejos, el término exponencial se reduce a una combinacion
lineal de senos y cosenos.
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1.4.2. Aplicaciones a las EDPs

Cuando tratamos de resolver una ecuaciéon en derivadas parciales con n
variables independientes mediante la transformada de Laplace, estamos sim-
plificando el problema, y pasamos a tener una nueva EDP con n—1 variables.
En particular, en el caso de EDPs con 2 variables, podemos reducirla a una
ecuacion diferencial ordinaria.

A continuaciéon veremos un ejemplo para la resolucién de una ecuaciéon de
ondas que es uno de los tipos de EDP mas conocidos.

Ejemplo 1.3. Trataremos de encontrar la funcién y(t,z) que satisface la
siguiente ecuacion de ondas:

Yy = CYpp + xsint, x,t >0, (1.33)

con las condiciones iniciales y de contorno definidas por:

y(0,2) = 0.
y:(0,2) = 0.
y(t,0) = sint.
ly(t, )] < M.

En primer lugar, calcularemos la transformada de la EDP anterior obteniendo
que

2
_ S _ X
Yoz (s, ) = (5) y(s,z) — 2t ¢ > 0. (1.34)
La transformada de la condicién en x = 0 se escribe ahora como
1
y(s,0) = ) 1.35

Observemos que el problema se ha reducido a la resolucion de la ecuaciéon
diferencial de segundo orden (1.34), cuya soluciéon general viene dada por

T

Fls. ) = an(s)e”" + an(s)e ™+

donde a;(s) y as(s) son funciones que deben verificar la condicion (1.35), lo
que nos lleva a

ai(s) + as(s) = a1
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Utilizando a continuacion la condicion de la cota superior de y(t, x), llegamos

a que
M

Ooe*ts t,x dt‘ < —
/O y(t,x) dt| < R(2)

lim g(s,z) =0

R z—o0

[9(s,2)| =

y esto implica que

y, por consiguiente, debe ser a;(s) =0, y as(s) = 1/(s* + 1). Por lo tanto, la
solucion a la ecuacion diferencial es

e—zs/c T

s2+1 * s2(s24+1)

g(S,ZL‘) =

Por ultimo, solo necesitamos calcular la transformada inversa de la funcién
anterior.
El primer término es claramente una traslacion de la transformada de sint,

es decir,
—zs/c . oz .
£ 62 (1) = sin(t — %) si t>uz/c
s2+1 0 t<zx/c

Por otra parte, en cuanto al segundo término, es claro que la funcién m
tiene un polo doble en s = 0, y polos simples en s = +:. Por tanto, el calculo
de la transformada inversa se reduce al calculo de residuos en esos polos.

Considerando ahora x como una constante y puesto que

e (g o - ) ) )

it —it

t+ ¢ + ¢ t int
= = t —sint.
-21 2
se deduce que la soluciéon al problema inicial es
sin (t — %) 4+ x(t —sint) si t>z/c.
i) = { =) bl —sint) si >
x(t — sint) si t<uz/ec.
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Capitulo 2

Integraciéon numérica

En este capitulo recordaremos los métodos de integraciéon numérica més
usuales, alguno de los cuales nos seran de gran utilidad a la hora de calcular
transformadas inversas de Laplace.

2.1. Introduccién y Conceptos Basicos

En analisis numérico, la integracién numeérica consiste en el estudio de al-
goritmos que permiten calcular de forma aproximada el valor de una integral
definida. En este capitulo nos centraremos en los métodos més importantes,
ya sea por su sencillez o por su eficacia a la hora de resolver nuestros proble-
mas.

El problema %eneral que tratamos en esta seccion es el célculo del valor
aproximado de fa f(z)dz, usando una féormula del siguiente tipo:

[ s Zf;wifm).

La expresion anterior se conoce como féormula de cuadratura de N
puntos. A los puntos z; € [a,b] se les llama nodos, y a los coeficientes w; se
les llama pesos.

Los métodos de cuadratura mas utilizados son los llamados de tipo inter-

polatorio y tienen su base en el uso de una funcién (polinomio) que sea una
buena aproximacion de f(z) y cuya primitiva se conozca exactamente.
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Interpolacion de Lagrange

De cara a la construcciéon de formulas de cuadratura, en este capitulo y
posteriores se utilizaréa el polinomio de interpolacion de Lagrange.

Dado un conjunto de N + 1 puntos (nodos) y una funcion f(z), de la que
se conocen sus valores en todos los nodos, el polinomio de interpolacién de
Lagrange es un polinomio de grado < N que coincide con f(z) en los N + 1
nodos.

Si denotamos por (xg,yo), (1,y1), - , (N, yn) a los pares donde xj, son
los nodos e g la imagen de la funcién en los nodos, el polinomio de interpo-
lacion de Lagrange viene dado por

L(z) = Zijj(:r), (2.1)

y a los elementos L;(x) se les denomina base del polinomio interpolador de
Lagrange, cuya expresion es

N
r — T
Lix)= ][ — (2.2)
i=0,ij 7 ’

Se puede demostrar facilmente que el polinomio definido en (2.1) es el tnico
que interpola a f(x) en esos puntos. Para ello, observemos que si L(x) y N(x)
dos polinomios interpoladores de grado N para f(x) en esos nodos, entonces
H(z) = L(xz) — N(x) se anula en todos esos puntos. Pero entonces H(x) seria
un polinomio de grado < N con N + 1 raices, de lo cual podemos deducir
que H(x) =0y por tanto L(z) = N(x).

Es importante destacar que existen diversos métodos para el calculo del
polinomio de interpolacién, pero en los siguientes capitulos nos referiremos
exclusivamente a la construcciéon por el método de Lagrange.

2.1.1. Fo6rmulas de Newton-Cotes

Dentro de las féormulas de cuadratura de tipo interpolatorio son muy
utilizadas las llamadas formulas de Newton-Cotes. Estas formulas se basan
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en elegir como nodos puntos equidistantes que constituyan una particion de
la,b]. Se denominan cerradas cuando a y b se encuentran entre los nodos, y
abiertas cuando no es asi.

Las formulas de Newton-Cotes méas utilizadas son la féormula del trapecio
y la formula de Simpson sobre todo porque cuando se consideran en su forma
compuesta, de la cual hablaremos mas tarde, resultan ser muy eficientes.

Foérmula del trapecio

Es una de las formulas mas sencillas, y consiste en sustituir f(x) por un
polinomio de grado uno que coincida con f en los extremos de integracion.

f@) ~ fla) + LTy

Integrando ambas partes obtenemos la formula del trapecio simple:

/f(if)dxg/ {f(a)—l-w&—a) dx:(b—a)—f(b)—gf(a)

Si f(x) es dos veces derivable en (a,b) , la expresion del error del trapecio

simple viene dado por £ = — (bzg)s f@(€) con € € [a,b].

Foérmula de Simpson

En este caso, se busca un polinomio de grado dos, de manera que coincida
con f tanto en los extremos, como en el punto medio de estos. Este polinomio
se puede obtener mediante interpolaciéon de Lagrange.

Integrando dicho polinomio se obtiene la formula simple de Simpson

[ swie = E 0+ 470 + 50

Si f(z) es cuatro veces derivable en (a,b) , el término del error viene dado
)b 5
por B = —5 f(¢), 0 B = —GF f@(¢), con £ € [a,b] y b= (b—a)/2.
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Formulas compuestas

Cuando aumenta el nimero de nodos en el proceso de interpolacion, po-
dria pensarse que el polinomo de interpolacion aproximaria cada vez mejor
a la funcion f(z) puesto que incorpora méas informacion sobre la misma. Sin
embargo, los polinomios de grado alto presentan en muchas ocasiones gran-
des oscilaciones que pueden llevar a errores muy grandes de discretizacion.
En estos casos, un procedimiento alternativo para disenar las férmulas de
integracion numérica consiste en dividir el intervalo [a, b] en subintervalos de
igual longitud, a cada uno de los cuales se aplica una féormula més simple
para después efectuar la suma de todas las aproximaciones.

Esta es la idea que da lugar a las formulas compuestas que calcularemos
aqui para el caso del trapecio y Simpson.

Formula del trapecio compuesta

Llamaremos ahora N al nimero de subintervalos, esto es, considera-
mos una particién del intervalo [a,b] que consta de N + 1 puntos, o =
a,ri,...,xrny_1,xy = by de modo que la longitud de cada subintervalo es
h=(b-a)/N.

Podemos aplicar la féormula del trapecio a cada subintervalo y, tras efectuar
la suma, obtenemos la férmula del trapecio compuesta, que es

b
/a f(2)d ~ g

Si f(z) es suficientemente regular, definiendo M = m[a>§] |f@(z)], el error
xE|a

en la formula compuesta se puede acotar de la siguiente forma:

) +2 Y 7l + 70

|E| < —NM‘ ' th‘ Ch?,
donde C' es una constante que no depende de h.

Formula de Stmpson compuesta

En este caso, dividimos el intervalo [a,b] en un nimero par de subin-
tervalos N de longitud A = (b — a)/N. Entonces la férmula de Simpson
compuesta es
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N/2 N/2

b
JRICEES S EGRE) S ER) SHCEEN(D

Asumiendo que f(x) es una funciéon continua y cuatro veces derivable, si

llamamos M = m[é%] |f®(z)], el término del error en la formula de Simpson
z€la,

compuesta viene acotado por

4

h
E| <|-—=(b—-a)M|=Chn"
1 < | g0~ ot | =,

donde C' es una constante que no depende de h.

2.1.2. Formulas de cuadratura de Gauss

Las formulas de Newton-Cotes se caracterizan por utilizar particiones
equidistantes de [a, b] por ser en este tipo de puntos donde es mas sencilla la
evaluacion de la funcién f(x). Sin embargo, de cara al grado de exactitud de
las formulas, se pueden encontrar otros nodos que garantizan una exactitud
superior.

En general, las formulas de Newton-Cotes de N puntos garantizan la exac-
titud para todos los polinomios de grado < N — 1, pero es posible disenar
formulas de cuadratura con N nodos que llegan a ser exactas para todos los
polinomios de grado < 2N — 1.

Puesto que la férmula se debe construir para ser exacta para polinomios
de grado 2NN — 1, los pesos y nodos se pueden calcular resolviendo el sistema

que se obtiene al plantear la exactitud en la base {1, z, 22, .- #?N~1}.

Un método alternativo a este, que fue desarrollado por Carl Gustav Jaco-
bi, consiste en la construcciéon de polinomios ortogonales cuyos ceros resultan
ser los nodos de las férmulas gaussianas. Ademas, es importante remarcar el
hecho de que todas las raices de los polinomios ortogonales estan precisamen-
te en el intervalo donde se define la formula.
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Cuando hablamos de polinomios ortogonales, la ortogonalidad se refiere
a un producto escalar definido como sigue:

(u,v) = / Qz) u(x) v(z) de,

es decir, se verifica que

b
/ Qz) pn(x) pm(z) dz =0, m#n,
a (2.3)

/ Qx) po(2) pm(z) doe =7, m=mn,

donde Q(z) es una funcion positiva que se denomina funciéon peso.

Ejemplo 2.1. Suponiendo que f(z) es una funcién continua y suficiente-
mente regular, consideramos la férmula

[ s gwim)

Los polinomios ortogonales p, asociados a este problema (correspondientes
al producto escalar (f,g) = f_ll f(z)g(z) dzx) se denominan Polinomos de
Gauss-Legendre. Estos polinomios son tinicos salvo constantes multiplicativas
y se escogen de forma que p,(1) = 1. El calculo de pesos y nodos para una
formula de N puntos se deriva de dichos polinomios de la forma siguiente:
Los N nodos x; son las N raices del N-ésimo polinomio py, y los pesos vienen
dados por la expresion

Otras formulas

Las formulas de Gauss-Legendre corresponden al caso més sencillo de
producto escalar (Q(xz) = 1) y al intervalo [—1, 1]. Cambiando las elecciones
de funciéon peso e intervalo, obtenemos otras formulas gaussianas, algunas de
ellas bien conocidas como Gauss-Chebyshev, Gauss-Laguerre, Gauss-Hermite.
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En el caso méas general, el célculo de los pesos wy viene dado por la
siguiente expresion

an+1 ’Vn
- , 2.4
@ D@ P (r) (24)

donde ay, es el coeficiente director de p,(z), y 7, viene definido por el producto
escalar en (2.3).

Por dltimo, damos a continuacién la expresion del error cometido con la
formula de cuadratura gaussiana que se puede escribir como

Wg —

In
R, =1 ,
a?  (2n)!

a<e<hb. (2.5)
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Capitulo 3

Métodos de integracion numérica
para el calculo de la transformada
inversa de Laplace

Existen diversos métodos de inversion de la transformada de Laplace vy,
en particular, analizamos aqui los métodos mas importantes que utilizan in-
tegracion numérica, siguiendo las ideas desarrolladas tanto en [2], el cual
realiza un compendio de los mismos, como en los articulos originales corres-
pondientes a cada método.

3.1. Cuadraturas de Gauss

Es logico que un gran ntimero de métodos para encontrar la inversa de
la transformada de Laplace utilicen la integral de Bromwich (1.18), ya que
esta proporciona una soluciéon explicita para f(t). Nos centraremos en un
articulo de Salzer [12] en el que propone varios métodos para calcular una
aproximacion de la integral.

En primer lugar tenemos que asumir que f(s) se puede aproximar de forma
efectiva por un polinomio de interpolacion de Lagrange de grado n en la
variable (1/s), es decir

f(s) =~ Z %, donde S, son constantes (3.1)
r=1
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Esto es asi porque vamos a utilizar férmulas de cuadratura basadas en el
polinomio de interpolaciéon. Es importante notar que la funcion f(s) verifica
que lim, ., f(s) = 0 y por lo tanto dicho polinomio ha de tener término
independiente nulo.

Utilizando el cambio de variable st = u, se puede reescribir la integral de
Bromwich como:

1 c+i00 stf( )d 1 ' +ico u]E u q (3 2)
— e’ f(s)ds = —— e — |du, .
2mi 21t ) oo t

c—100

donde f(u/t) tiene la misma aproximacién polinémica en la variable 1/u que
f(s) en la variable 1/s, pero ahora involucrando al parametro ¢, y donde
d=c/t.

De cara a la construccién de una férmula de cuadratura gaussiana, ob-
servemos que podemos considerar la funciéon €*/u como una funcién peso a
partir de la cual podemos obtener un conjunto de polinomios ortogonales
pn(1/u) tales que

c+ico _u 1 1
/ e—pn(—)—duzo, m=0,1,.. n—1 (3.3)
c u

/o u /) um

La férmula de cuadratura de Gauss obtenida a través de los ceros de esos
polinomios ortogonales va a ser exacta para polinomos de grado < 2n en la
variable 1/u que se anulen en 1/s = 0. Veamos ahora como obtener esta regla
de cuadratura.

Sea ¢2,(1/s) un polinomio arbitrario de grado 2n en la variable 1/s, el
cual se anula en 1/s = 0. Consideremos los n + 1 puntos distintos 1/s;,
i=1,2,...,n+1, donde 1/s,,1 = 0, y sea LO*Y(1/s) el polinomo de
interpolacion de Lagrange construido con esos n + 1 puntos. Este polinomio
es una aproximacion de ¢o,(1/s) y coincide con ¢o,(1/s) en dichos n + 1

puntos. Entonces
1\ (1 1
7, +1) (;) — Z LE +1) (g) Gon (8_)7 (34)
i=1 '

donde LE"H) son los elementos de la base del polinomo de interpolaciéon de
Lagrange, la cual, en la variable 1/s, tiene la forma
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1 n+1 1 1 n+1 1 1
L2 = - - = .
‘ S H s Sk / H S; Sk (35>
k=1 ki k=1,k#i
Del hecho de que ¢o,(1/s) coincida con LV (1/s) en los puntos 1/s;,
1=1,2,...,n,n+ 1, se deduce que su diferencia se anula en dichos puntos,

y por lo tanto tiene como factor comun a

1 /1 lyr /1 1
w32

Por tanto podemos escribir

1 1 1 1 1
G2n <_> = L(n+1) (_) + —Pn (_)rnl <_> )
S S S S S

donde 7,_1(1/s) es un polinomio de grado n — 1 en la variable 1/s.
Se deduce que

1 c'+ioo 1 1 c’—i—ioo 1
— e°Qon ( )ds = — es L+ (—) ds

2T J oo S 27 ) _ioo S

L e )
+— e pul — Jrn_1| = |ds.
21 ) oo S s

Es importante observar que si elegimos los puntos 1/s; de manera que p,(1/s)
verifique la ecuacion (3.3), el segundo término de la parte de la derecha de la
ecuacion anterior se anula. Por lo tanto llegamos a que (3.6) representa una
formula de cuadratura de Gauss de n puntos que es exacta para todos los
polinomios de grado 2n en la variable 1/s sin término independiente, y cuya

formula es
1 c+ico

1 & 1
— *gon| — |ds = Aigon | — ), 3.7

2mi ' —ioco c & <$> ’ ; &2 (SZ> ( )
donde los pesos A; de la formula, son los llamados nimeros de Christoffel, y
vienen dados por la expresion

1 ¢/ 4ico

1
A= — es Lt (—) ds. (3.8)

2T J oo s

Sin embargo, para poder computar dichos A; es necesario conocer los valores
de s;. Existen diferentes métodos para ello, pero nos centraremos aqui en la
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relacion de recurrencia que propone Salzer, que demuestra que si considera-
mos P,(x) = p,(1/x) entonces se verifica

Px)=pi=2—1;, Pyz)=062"—4dax+1

n+1

Poii(x)= [(4n+2)x + ]Pn(:v) + oy 1Pn_1($), n>2 (3.9

2n —1
Por consiguiente, si 1, z,...,x, son las raices de P,(z) entonces debe-
mos tomar s; = 1/x;.
Recordemos que solo podemos aplicar lo anterior a aquellas funciones que
tengan una expresion de la forma

r - ﬁr
f(S) ~ E ?7
r=1
aunque también se puede extender su aplicaciéon al caso mas general
v ~ - 6’!‘
s"f(s) = g —, v>0. (3.10)

Un ejemplo del comportamiento de este método de cuadratura gaussiana
se muestra en la siguiente figura que corresponde a la funciéon

- 1

1= e

Formula 4 puntos
1 = Formula & puntos
Formula 12 puntos
08| Solucion exacta

06

0.4

0.2
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La férmula es especialmente precisa para valores pequenos de t, puesto
que se puede comprobar que con una férmula de 12 puntos se consigue una
precision de 10 decimales para t € [0, 8]. Sin embargo esta precision disminuye
al aumentar ¢ y en ¢ = 16 solo obtenemos 3 decimales correctos.

Es importante destacar que dada una férmula del tipo anterior con N puntos,
solo es precisa para valores de t menores que un cierto t,,qz-

Es por esto, que si necesitamos una mayor precision en valores de t gran-
des, debemos recurrir a otros métodos que veremos en secciones posteriores.

También hay que senalar que existen funciones para las que no se verifica

(3.10), como es el caso de

_ slns

Y, por tanto, este método no seria adecuado.

3.2. Evaluaciéon de Integrales Trigonométricas

El siguiente método es una modificacion que hemos efectuado del algo-
ritmo descrito por Schmittroth [13], el cual, a su vez, estd basado en un
procedimiento de Hurwitz y Zweifel [9] para la evaluacion de integrales tri-
gonométricas.

Si recordamos las expresiones (1.24) y (1.25) obtenidas en el capitulo 1,
y definimos ¢(w) = Rf(c +iw), y ¥(w) = —Jf(c + iw), habfamos probado
que

f(t) = 27 /00 ¢(w) costw dw, (3.11)
T Jo
f@y_ﬁfﬁwwwmmmum. (3.12)

Para la evaluacion de estas integrales vamos a realizar los cambios de variable
y = wt/men (3.11) y u = (wt/m) — 1 en (3.12). Si nos centramos en esta
segunda expresion, obtenemos que

f@%:fd/jw<§m+%DaBMMdm (3.13)
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que podemos descomponer en la forma

f(t) = 2i6t /_5 —l—/f +eef Y (%[u—i— %]) cos (mu) du. (3.14)

VI

Desarrollaremos a continuacion cada una de estas integrales. Para ello, si
n € N, utilizando el cambio de variable u = v + n tenemos que

[ o (o sty = |

+n -

0 (%[U +n+ %]) (—1)" cos (mv) dv,

(3.15)

N =
N = DO =

y por tanto podemos expresar f(t) como

9ect e

ft)===> Iu(t) (3.16)

donde

L,(t) = (—1)"/21 0 <%[u +n+ %]) cos (mu) du. (3.17)

En la practica estas cantidades I,, deben ser computadas de forma preci-
sa utilizando alguna regla de cuadratura. Si bien originalmente se utilizaba
una regla basada en los polinomios de Chebyshev, en nuestro caso hemos
decidido utilizar una férmula de Gauss-Legendre con la que hemos obtenido
resultados satisfactorios.

Si repetimos el desarrollo con la expresion del coseno el resultado que se
obtiene es

1
™

f(t) = 2¢ct i (—1)"*+! /_i b ( [u+n+ %]) sin (mu) du |, (3.18)

t
lo cual constituye una forma alternativa de realizar el proceso.

. . 0
En cualquiera de los dos casos, si denotamos ST(,L) = > " I, podemos
usar el siguiente esquema para acelerar la convergencia del método:

k— fe—
(S + 8%y

Sk) —
m 2

(3.19)
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Por otra parte, es importante destacar que el método anterior, se vuelve
més preciso a medida que t aumenta, esto es, es mas efectivo para valores
t > tin, donde t,,;, depende de la eleccion de N, mientras que otros métodos
son mas efectivos para t < t,,4z.

3.3. Meétodos de Extrapolacion
En esta seccidon analizaremos métodos que utilizan el cambio de variable
§ = ¢+ ix, que permite escribir la integral de Bromwich en la forma
ct

f(t) ¢ /Oo e fle+ix)dz. (3.20)

:% N

Aunque existen una gran cantidad de métodos para aproximar esta in-
tegral, cada uno con sus ventajas y desventajas, nos vamos a centrar en
estudiar los métodos de Levin y Sidi que destacan entre los demés por tener
una complejidad computacional menor.

En estos métodos se van a utilizar las transformaciones de Levin y Sidi
cuyos fundamentos teoéricos se pueden encontrar en [10] y [14] respectivamen-
te

3.3.1. La P-transformada de Levin

En primer lugar vamos a reescribir la ecuacion (3.20) como

ft) = ;—::[/_io—i-/ooo}emf(c%—ix)dx, (3.21)

lo cual nos lleva a considerar una integral de Fourier de la forma fooo g(z)e“dz.
En particular, si

v o B
a:g(x)zzﬁ, v >0,
k=0

. ., . s o0 y
Levin demuestra que se puede obtener una expansion asintotica para fo g(z)e™*dx

de la forma o
> wr iwu Vi
/u g(x)e dx ~ b(u)e ; "l
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Si llamamos A = [[° g(x)e™*dz, y definimos A(u) = [ g(x)e™*dx como
su parte finita, entonces, truncando la expansion asintética, obtenemos

bﬂw

A—Au) = /00 g(x)e™*dx ~ b(u)e™ Z— (3.22)

T
o

Entonces, exigiendo que la aproximacion P de A cumpla la relacion exac-
tamente para k + 1 valores equidistantes de u, es decir

P — A(u+ nAu) = b(u + nAy)e+nav) m n=0,1,---,k,

N
—_

I
o

J

(3.23)
que es un sistema de k+1 ecuaciones lineales con k+1 incognitas: P, yg, 71, - - -
Si aplicamos este proceso a la integral de Bromwich, Levin obtiene la apro-
ximacion Py, de f(t) dada por:

]j+1(t)@i(j+1)t}

fle+i(j + 1))
JRETFEEY ’

f@+wj+UJ

donde [;11(t) = A(j+1) = 0j+1 et fc+ix)dz.

[T
Pk =—NR

Q k

S (1B G+ 16D [

(3.24)

Es muy importante el hecho de que estas integrales I;;; han de ser eva-
luadas mediante una férmula de cuadratura adecuada para asegurar buenos
resultados. Por ejemplo, Levin utiliza la formula de Gauss-Legendre con un
numero suficiente de nodos para asegurar al menos 14 decimales de exactitud.

3.3.2. La mW-Transformada de Sidi

Sidi [14] propone el siguiente método, que empieza por reescribir la inte-
gral de Bromwich en la forma

ect

f(t) = — [/OOO emf(c—l—iw)dw—l—/ooo e ™ f(c—iw)dwl, (3.25)

2T

lo cual sabemos que es correcto gracias a la paridad de las funciones del
integrando.
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Observemos que es posible expresar (3.25) de la forma

ect

F(t) = o lus(t) +u-()] (3.26)

Maés atn, puesto que en nuestro caso f(t) es una funcion real, sabemos que

u_(t) = uy(t) y por lo tanto solo es necesario calcular una de las dos funciones
ux(t). A partir de aqui vamos a detallar el calculo de u(t), a la que nos
referiremos a partir de ahora como u(t), y que Sidi aproxima mediante la
mW-transformada. Por lo tanto

ect

F) = —9R(u(®)). (3.27)

™

Para ello debemos suponer que f(s) es

f(s) =e"*"g(s),

donde ¢(s) una funcioén que se puede expandir asintéticamente en la forma
[o.¢]
g(s) = E @;s°7", cuando s — oo.
i=0

El algoritmo de la mW-transformada, detallado en [14], se puede resumir
en los siguientes pasos:

1. Se definen
w=U+Dr/(t—1y), =0,1,---. (3.28)

2. Se computan las integrales

P(wy) = /M+1 e flc+iw)dw, 1=0,1,---. (3.29)
) -1

V(w) = / e fc+iw) dw = Z@/}(wk), [=0,1,---. (3.30)
0 k=0

3. Se resuelven los sistemas de ecuaciones lineales
n—1 6
Viw) =W + (@) =, l=jj+1-,j+n, (331
i—o
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En este ultimo paso lo que nos interesa obtener son los valores W,(L] ),
ya que estos seran la aproximacion a u(t). Las constantes 5; no son de
interés en este caso.

Sidi realiza el calculo de W, mediante el denominado algoritmo-W, el cual
supone una gran ventaja computacional frente a la resolucién de un siste-
ma de ecuaciones. De este modo, el tercer paso del algoritmo anterior se
desarrollaria de la forma siguiente:

1. Para j =0,1,--- , definimos

MY = ., NO = : 3.32
T 0wy N TN (332

2. Paracada j=0,1,---,ycadan=0,1,---, computamos

' M(j+1) _ M(j ‘ N(j+1) _ N(j)
p = Moot =My gy Mo m N g
Witn — W Wjtp — W
3. Por ultimo, para cada j y cada n calculamos
MW

Wl = " (3.34)

Estas cantidades W, convergen répidamente a u(t) a medida que n — oo

cuando fijamos j (7 = 0 por ejemplo). Y por tanto es suficiente tomar W,
n=1,2,... como aproximacion a u(t).

La clave de este método reside en la correcta eleccion de los w;. Estos se
eligen de forma que el signo se alterne con el valor [. Es decir, se escogen
de manera que signo[¢(w;)d(w;11)] = —1 para todos los valores grandes de .
De hecho se han conseguido buenos resultados incluso con funciones que no
satisfacen las hipotesis siempre que signo[¢(w;)é(wi11)] = —1 para todo .

También es importante que las integrales (3.29) y (3.30) se computen de

manera adecuada, en nuestro caso utilizaremos una regla de cuadratura de
Gauss-Legendre.
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3.4. Meétodos que involucran la Transformada
de Fourier

Vamos a ver como la evaluacion de ciertas integrales de Fourier puede
ayudar a la resolucion del problema al que nos enfrentamos. En este capitulo
veremos métodos muy eficientes para la resolucion de la transformada inversa
de Laplace, no solo por su coste computacional sino también en términos de
error.

3.4.1. Meétodo de Dubner y Abate

Dubner y Abate [6] desarrollaron el método que exponemos a continua-
cién que relaciona la integral de Fourier con una transformada de Fourier
finita en términos del coseno.

Dada una funcion real h(t) tal que h(t) = 0 para t < 0, construimos un
conjunto de funciones periddicas de simetria par g,(t) de periodo 27, de tal
manera que paran =0,1,2... tenemos

gn(t)Z{ h(t), nT <

t <
h2nT —t) (n—1)T <t (3.35)

(ver Figura 3.1) lo cual es equivalente a definir g,(¢) en el dominio (—7,7)
en la forma

_f h(nT+t), 0<t<T,
paran =0,2,4,...
' h((n+1)T +1)
B n+1)T+t), 0<t<T,
9““—{imn Wr—#) —T<t<o, (3:37)
paran =1,3,5,....

La transformacion de Fourier en términos del coseno para cada g, viene
dada para todo n por

1 > krt
Gn = §An,0 + kz:; A, ) cos <T)’ (3.38)
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h(f.]\i{) = et f(t)

/

i
i

Figura 3.1: Representacion de las funciones g;.

donde los coeficientes verifican
Ani = = /n o hlt)cos (%)dt. (3.39)

Si sumamos ahora sobre todos los numeros naturales la expresion de
(3.38), obtenemos que

ign(t) = %{%A(WO) + gfl(wk)cos (?)} (3.40)

donde )
Alwy) = /0 h(#) cos (%) dt. (3.41)

Es decir, A(wy) es una transformada de Fourier en términos del coseno,
y si llamamos

h(t) = e f(t), (3.42)

se puede interpretar como la transformada de Laplace de una funciéon real
f(t) expresada en términos de la variable s = ¢+ i(k7/T) o, dicho de otro
modo, A(wg) = Rf(s).
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Vamos a desarrollar con mas detalle el paso anterior. Usando e % =

cosf —isinf, y el cambio s = ¢ + i(kw/T) escribimos la definicién de la
transformada

F(s) = / T ety (t)dt =

/OOO {e_df(t) cos (?)} _i{e_“f(t) sin (?)]dt.

Por tanto, si nos restringimos tnicamente a la parte real, obtenemos A(wy),
y la expresion (3.40) se convierte en

S = [t Sl 5o (5)] o0

Ahora Y% eg,(t) contiene a la transformada inversa de f(s) en el
intervalo (0,7"), méas otros términos adicionales, que llamaremos el error. De
las expresiones (3.36) y (3.37) obtenemos

(3.43)

S ety = Y eh@nT + 1) + Y eh(2nT — 1)
n=0 n=0 n=0

(3.45)
) + Z e [h(2nT +t) — h(2nT —1)].

Asi pues, el término del sumatorio correspondiente a n = 0 es f(t) y el
resto es la expresion del error, es decir

> ega(t) )+ E, (3.46)

n=0

donde E; es el error dado por la expresion

E, = i e [h(2nT +t) — h(2nT — t)] = i e 2T f(2nT +t) 4+ T f(2nT —t)].
n=1 n=1

(3.47)
Dubner y Abate demostraron que F; podia hacerse tan pequeno como se de-
seara solo para valores t < T'/2. Es decir, la transformada inversa de Laplace
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puede calcularse de forma tan precisa como se desee con el valor de (3.44),

por tanto,
) + Z 9%{ (c + @> } cos (?)} . (3.48)

2ect
o)~ % it
Con esta aproximacion, el calculo de f(t) solo involucra evaluaciones de su
transformada en los puntos que aparecen en la férmula. Obviamente para
su calculo préactico se debera truncar este sumatorio, considerando solo un
nimero finito de sumandos.

l\')lH

3.4.2. Método de Durbin

Veamos ahora un procedimiento alternativo al de Dubner y Abate que fue
desarrollado por Durbin [7]. Este método es anélogo al anterior, pero usando
un conjunto de funciones con simetria impar.

Si h(t) es una funcion real en las mismas condiciones del apartado anterior,
construimos un conjunto de funciones periddicas impares k,(t), para cada
n > 0, en la forma

(3.49)

(ver Figura 3.2).
Procediendo de la misma manera, la representacion de cada una de las
funciones anteriores en la forma de Fourier viene dada por

> . [ kmt
kn =Y Bysin (T) (3.50)
k=0

La principal diferencia con el caso anterior es que ahora el desarrollo se
efecttia en términos del seno en lugar del coseno. Por ello, el coeficiente B, o
es nulo y podemos empezar el sumatorio con £ = 1. Ademas, los coeficientes
vienen dados por la formula

2 (n+1)T Lt
B == /n ) e~ f(¢) sin (%) dt. (3.51)
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h(t)

~
S

Figura 3.2: Representacion de las funciones k;.

Sumando ahora en (3.50) sobre los naturales se llega a que

ni;okn(t) = %{iB(wk) sin <%)], (3.52)

donde
krt

Bluwy) = /0 e (1) sin (T) dt. (3.53)

Aqui es necesario darse cuenta de que estos coeficientes pueden ser vistos
como —Jf(s) a través del cambio de variable s = ¢ + i(kw/T), y de modo
analogo al caso anterior, se llega a que

g}edkn(t) = —Q;Ct {gﬁ{f<c+%>}sin (%ﬂ (3.54)
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que se puede escribir también en la forma equivalente

> ek )+ e 2T f@2nT +t) — T f(2nT —t)],  (3.55)
n=0 n=1

donde la segunda parte de la expresion anterior es Es, y de nuevo puede
hacerse tan pequenio como se quiera en el intervalo (0,7'/2)

Un aspecto importante a tener en cuenta es que ambos desarrollos propor-
cionan esencialmente el mismo resultado, con la diferencia de que el término
del error tiene signo opuesto. Y es por ello por lo que ese error puede redu-
cirse de forma considerable si realizamos un promedio de ambos métodos. Es
decir, procediendo de esa forma ahora tenemos que

ft)+ B3 = %t 1R f(c) +§;Sﬁ{f(c+ ?) } cos (?)
» . 56)
Safr(e ) b (5]
donde Fs es N
By =Y e **f(2kT +1). (3.57)
o

De forma general, se puede comprobar que el error puede ser acotado por

m+1
Bs| < K(2T)™e 2T
| 3| ( Z 2CT)
donde K, g, g, - -+, ayyy1 son constantes. Durbin demuestra que la férmula

(3.56) equivale a aplicar la regla del trapecio con un paso 7/T, pero este
método resulta que tiene una cota del error proporcional a e(=2T) mientras
que con una regla del trapecio el error seria del orden O(1/T?).

En la préctica, como la serie de Fourier estd multiplicada por el término

¢ puede ocurrir que si cometemos un cierto error a la hora de computar

la serie de Fourier, el error tebérico podria estar dominado por el error de

truncacion cometido, puesto que se amplifica para valores de T' grandes. De
hecho este es el caso cuando t es un valor grande y cercano a 27'.
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En este punto uno de los problemas cruciales es la eleccion de los para-
metros adecuados, que en este caso son N, c, y T. Una estrategia util para
dicha eleccion es la propuesta por Crump [3]. Asumiendo que |f(t)] < Me™,
se puede ver que

By < Me /(T — 1), 0<t<2T, (3.58)

y, por lo tanto, si escogemos ¢ suficientemente mayor que v podemos hacer Fs
tan pequeno como se quiera. Por consiguiente, si queremos calcular el valor
de f(t) para diferentes valores de t donde t,,,, es el maximo, y se requiere un
error relativo acotado por el valor E’, podemos tomar T tal que 27T > t,,42,
y posteriormente computaremos ¢ como

c=~—(InE") /2T, (3.59)

donde 7 es la mayor de las partes reales de todas las singularidades de f(s).
Posteriormente, sumamos la serie dada en (3.56) hasta alcanzar el ntumero
deseado de cifras significativas. Sin embargo, la convergencia puede ser muy
lenta y es conveniente el uso de procedimientos que aceleren esta convergen-
cia.

3.4.3. Meétodo de De Hoog, Knight y Stokes

Estos autores [4] ponen de manifiesto que los coeficientes de la serie de
Fourier se derivan de la manipulaciéon de una serie infinita y esto es valido
siempre y cuando la convergencia de dicha serie sea uniforme. Pero en el
caso de una funcion tan simple como es f(t) = 1, cuya transformada es
f(s) = 1/s, la convergencia de la serie no es uniforme y podemos esperar un
mal comportamiento en este caso.

Para solucionar estos problemas, proponen que se mantenga la forma
compleja original de la serie con el fin de hallar una aproximaciéon racional.
Es decir, se intenta computar

g(t) = %JF(C) + Zf(c—l— ZkTﬂ) exp Zl{Tﬂt = kz:;akzk, (3.60)

donde ag = 1 f(c), ar = f(c+ikn/T) para k =1,2,...,y z = exp (int/T).
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Observemos que, de acuerdo con la ecuacion anterior y (3.56), se tiene

que
€Ct

1) = o).

El objetivo es obtener dicha aproximacion racional mediante el método de
fracciones continuas, lo cual supone una gran mejora en el coste computacio-
nal, puesto que la serie puede ser evaluada mediante recursion.

Dada la serie de potencias (3.60) se busca calcular la fraccion continua

do dlz dQZ
v(z) = ——

1+1+14---
que tenga la misma forma en serie de potencias que la funciéon g(¢). En la
practica estamos buscando vyys(2), de manera que

(3.61)

ugpr(2) = QEM ar?®,  van(2) = do_diz o (3.62)
2 - ) 2 - ) .
£ I+14--- 1
y
UQM(Z) — ’UQM(Z) = 0(22M+1). (363)

A partir de lo anterior los coeficientes dj se pueden calcular siguiendo el
quotient-difference algorithm o simplemente qd-algorithm. Llamamos e((f) =
Oparai=0,---,2M y qy) =a;11/a; parai=0,--- ,2M — 1. A partir de
estos dos vectores se determinan de forma iterativa los siguientes, a través
de las expresiones

el = gD _ q§1)+e7(f+11),r:1--~,Mz’:O,~--,2M—2r.

<>_qff+1” e e =20 M i=0,--- 2M—2r —1.

(3.64)
q

r—1»

De este modo, los coeficientes de la fraccion continua di vienen dados por

do = apy

d2k—1 = _q;(CO), d2k = _61(60)7 k= 17 ce ,M.

Si denotamos por x,, = p, /g, el valor de la fraccion al truncar por el n-ésimo
término, los valores de x,, pueden ser calculados tomando pg = 0, p; = dy y
g0 =1, ¢ = 1, y usando la férmula recursiva pp = dyy 12y ¢ = 1, kK > 2. Sin
embargo, estos autores proporcionan la expresion equivalente:

A1=0, B.y=1, Ay=dy, By=1,
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lo que nos lleva a

A,=A,_1+dyz-2- A,

n=1,--,2M,
Bn :Bn_1+an'Z'Bn_2

por lo que obtenemos finalmente

UQM(Z) = AQM/B2M-

Por consiguiente, la estimacion de f(t) viene dada por

f(t) = %tm{ gzij } (3.65)

De la misma manera que se puede acelerar la convergencia de una serie
de potencias mediante ciertos métodos, De Hoog utiliza un método para ace-
lerar la convergencia de la fraccién continua suponiendo un resto no nulo en
el dltimo término.

Sin embargo, estos procedimientos anteriores tienen ciertas deficiencias
debidas al truncamiento del sumatorio o a errores de redondeo, como mues-
tran Honig y Hirdes [8]. Es por esto que dichos autores desarrollan ciertos
métodos empleados para la aceleracion de convergencia, asi como programas
para el célculo de parametros 6ptimos. Esto tltimo es de gran importancia,
ya que una elecciéon pobre de los pardmetros provoca que este método no
suponga ninguna mejora con respecto a métodos anteriores.
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Capitulo 4

Implementacion de los algoritmos

En este capitulo vamos a mostrar todos los programas realizados en
MATLAB para desarrollar los algoritmos del capitulo 3 y expondremos aqui
las conclusiones obtenidas. Para ello utilizaremos un conjunto de funciones
test y sus correspondientes transformadas inversas de Laplace.

Presentaremos, ademas, graficas y tablas que analizan la exactitud de las
aproximaciones efectuadas por los diferentes métodos y comentaremos las
ventajas y desventajas de cada uno.

4.1. Funciones Test

En esta seccién proporcionamos la lista de las funciones que nos serviran
de prueba para los distintos algoritmos que implementamos.

En la tabla siguiente se han recogido un buen ntimero de funciones que
permiten representar los comportamientos mas significativos que se pueden
producir cuando aplicamos los métodos que hemos programado.

Al final de este capitulo (seccién 4.6) se recogeran los resultados maés
significativos obtenidos al aplicar los programas desarrollados a una serie de
funciones seleccionadas para las pruebas. Dichos resultados se recogeran en
tablas conteniendo el error absoluto cometido.
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i fi(s) fi(t)
1 (s2+1)"1/2 Jo(t)
2 s1/2e=1/s (mt) =12 cos (2v/1)
3 (s+3)7! e /2
4 1/((s+0,2)% +1) e 02 sint
5 st 1
6 572 t
7 (s+1)72 te™t
8 (s24+1)7t sint
9 s—1/2 (Trt)_l/Q
10 s7le™5s H(t—5)
11 s 'Ins —C —1Int

—s\—1 1 si 0<t<1
12 (s(l+e) s =sz0, a0 ={ % VLT
13 (s2—1)(s>+1)"2 tcost
4 (s+ V= (s+ D2 (e7t/* — e t/2)(4mt?)~1/2
15 etV 26_4/t(7rt3)_1/2
16 arctan 1/s t~lsint
17 1/s3 3t?
18 1/(s2 +s+1) (2/v/3)e ~t/2 sin (v/3t/2)
19 3/(s*-9) sinh 3t
20 120/s5 t5
21 s/(s? +1) itsint
22 (s+1)7!' — (s +1000)~! et — 1000
23 s/(s*+1) cost
24 1/(s—1) tet/4
25 1/sy/s 2\/ (t/m)
26 1/(s+1)71/2 t/(\/wt)
27 (s+1)/sys 1+4t)/\/(7rt)
28 1/(s? +1)2 (sint — tcost)
29 1/s(s? + 1)? 1—et(1+1)
30 1/(s® - 8) Le 3 — cos V3t — /3 cos V3]
31 In[(s®+1)/(s*+4)] 2[cos 2t — cost]/t
32 In(s+1)/s (1—eb)/t

oo tosi 0<t<1
33 (L=e™)/s 1 en otro caso
a4 1/s(1+ ¢9) {0 sio 2%k<t<2%+1

1 si 2k+1<t<2k+2
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4.2. Cuadratura de Gauss

A continuacién comentaremos los pasos que se han seguido para la im-
plementacion del método de la cuadratura de Gauss.

Para desarrollar este método debemos determinar, fijado un valor de n,
los nodos y pesos de la correspondiente féormula de integracién numérica.
Puesto que los nodos son las raices del n-ésimo polinomio ortogonal, se pue-
den calcular mediante la relacion de recurrencia dada en (3.9).

Por otra parte, para el calculo de los pesos es necesario obtener el polino-
mio de interpolacion de Lagrange de la funcién f(s) que se quiera invertir.
Los pesos son los llamados niimeros de Christoffel y para obtenerlos se nece-
sita el calculo del residuo correspondiente al producto de cada elemento de
la base de interpolaciéon de Lagrange por la funciéon exponencial.

El proceso, aunque simple, es muy costoso computacionalmente, por lo
que es recomendable calcular los nodos y los pesos una tinica vez y utilizarlos
cada vez que se ejecute nuevamente el programa.

Es muy importante comentar el hecho de que solo se puede aplicar este
método a funciones que tengan un posible desarrollo como polinomio en la
variable (1/s) o, de manera mas general, en la forma

IOIS) S
r=1

En otro caso el método proporcionara resultados incorrectos.

También es importante recordar que este método pierde precision a me-
dida que aumenta el valor de ¢ y, normalmente, solo es valido para valores
pequenos de t, aunque depende de cada funcion. Este efecto se agrava en
el caso de funciones con comportamiento exponencial, como por ejemplo las

funciones fi9(t) o f30(t).

Profundizando en estas dos restricciones, vemos que el método no es ade-
cuado para las funciones fio(s), fi2(s), f33(s), f34(s).
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Por ejemplo, f34(s) se expande como

f() +1 1+s2 s4+
S) = - = R
3 25 4 48 480

que no se ajusta a la forma descrita anteriormente y, por tanto, podemos
esperar un mal comportamiento, como se pone de manifiesto en la figura 4.1.

12 T T T T T

0.6

0.2r

Figura 4.1: Comparacion entre el resultado obtenido por el método de Gauss
aplicado a f34(s) y el valor exacto de fs4(t).

Codigo MATLAB

El siguiente script ha sido programado por el autor en un intento de de-
sarrollar los algoritmos obtenidos de forma tedrica. Sin embargo, se ha de
tener en cuenta que su implementacion se ha llevado a cabo en un ordenador
domeéstico con una capacidad computacional reducida.
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Por las pruebas realizadas, se ha observado que a partir de N = 12 la ejecu-
cion de este programa requiere una gran cantidad de tiempo.

© 0w N O e W N

I I e =
= O © 0 N O U A~ W N R O

function Error=Gauss (g, N, uE)

g es la transformada que se quiere invertir.

uE es la transfomada inversa exacta.

N numero de nodos de la formula (N<12).
[0.5,1,2,4,8,16,32,64]; % valores de t

= @Q(u,t) g(u./t)./t; % Transformacion por teoria.

yms x u

= Pol_ort_Gauss(N); % N-esimo polinomio ortogonal.

= double (vpasolve (p==0)); % Nodos en la variable (x).
1./N_xi; % Nodos en la variable (1/s).

o° o o

b
-

Z =20 n o
)
'_l.
|

<
'_l.
|

f(N_si,t); % Valores en los nodos y en cada t (Matriz).
= lagrange_Li([N_xi;0]); % Base de Lagrange

Hay que agregar el cero por teoria

= int_residuo (Li,N); % Calculo del valor del residuo

= double(w(1l:Nn))xYi; % Regla de Gauss en forma matricial

=
-

o\

£

plot (t,F, 'b");

hold on

plot (t,uE(t), 'r");
Error=abs (F-uE(t));

El programa utiliza otros tres scripts auxiliares para calcular los correspon-
dientes polinomios ortogonales, los elementos de la base de Lagrange y los
nimeros de Christoffel mediante residuos de Cauchy. Dichos scripts se repro-
ducen a continuacion.

=

o N O o ose W N

10

function Sol = Pol_ort_Gauss (n)
% Computa de forma recurrente los polinomios ortogonales
% Devuelve unicamente el n-esimo polinomo.

sSyms x
P = sym(zeros(l,n)); % vector con los Pn (todos 1l:n)
P(l) = x=1; P(2) = 6xx"2-4*xx+1;
for j = 2:n-1
P(3+1) = ((4x3+2)*x+(2/(2x3-1)))*P(3J) +
((2%9+1)/ (2%3-1)) «P (3-1) ;
end

Sol=simplify (P (n));
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© W N o o e W

10
11
12
13
14
15
16
17

function sol=lagrange_Li (xi)

% Este programa devuelve las bases de interpolacion de
Lagrange.

o° o

para usarlas en formula gaussiana para inversa de Laplace.
La variable es (1/s).
n = length(xi);
L = sym(zeros(l,n));
sSyms s
for i = 1:n
Pr = 1;
for j = 1:n
if §J # 1
Pr = Pr . (((1/s)-x1i(3)) ./ (xi(1)-xi(J)));
end
end
L(i) = Pr;
end
sol = simplify(L);

© w0 N O

function R = int_residuo(fl,n)

% el programa calcula el residuo en el unico polo que
tiene el polinomio

% f(x) = exp(x) *~ fl(x);

% Por estar en la variable (1/s) tiene un polo de orden n
en (1/s) = 0.

% E1 calculo del residuo se realiza conforme al Teorema de
Cauchy.

syms s

f=simplify ( exp(s)*flxs™n );

df=diff(f,n-1,5s);

R=double (subs (df, 0) /factorial (n-1));

Los resultados obtenidos al ejecutar estos scripts para algunas de las
funciones test se reflejan en las tablas de la seccién 4.6, donde se podran

comparar con los resultados obtenidos con los otros métodos.

4.3.

Evaluaciéon de Integrales Trigonométricas

El siguiente método también esta relacionado con la cuadratura de Gauss
y se basa en la manipulacion y evaluacion de integrales trigonométricas. A
continuaciéon vamos a ver los pasos que hemos seguido para su implementa-
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cion, omitiendo los aspectos tedricos que ya desarrollamos en el capitulo 3.

El objetivo es computar, de acuerdo con (3.16)

2€ct &

donde ¥ (w) = —Jf(iw) y

1/2
s
L(t) = (=1)" /1/2 ¢(?[u +n+ 1) cosTu du.

Obviamente no podremos computar los infinitos términos de la suma, por
lo tanto habremos de introducir un parametro de truncamiento de dicha su-
ma, el cual denotaremos por M.

Ademas, las integrales I,,(t) deberan ser computadas mediante un buen
método numeérico. El método original, desarrollado por Hurwitz y Zweifel,
utiliza una férmula de cuadratura que lleva sus nombres. Esta férmula de
cuadratura esté basada en los polinomios de Chebyshev y un desarrollo suyo
puede encontrarse en [2]. Sin embargo, para este caso (y posteriores) se usa-
rd una formula de Gauss-Legendre con N = 300, la cual nos proporcionara
resultados con una precision aceptable.

El calculo de 300 nodos y pesos, puede resultar muy costoso, por tanto, una
mejor opcién es calcularlos una tnica vez y utilizar los resultados cada vez
que sea necesario.

La primera diferencia con el método anterior es la existencia de parame-
tros como ¢, M, N, de los cuales la soluciéon va a ser muy dependiente. El
parametro ¢ es una cota superior para la parte real de las singularidades de
f(s). La principal ventaja de este método es que, fijados N y M, el método
gana precision a medida que aumenta ¢, al contrario que otros métodos que
veremos, aunque dicha ganancia no sea siempre apreciable y pueda estar do-
minada por errores de discretizacion.
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Codigo MATLAB

"

function Error= Trig_integral (f,M, c,uk)
f es la transformada que se quiere invertir.
uE es la transfomada inversa exacta.
El numero de valores para t es por defecto 50.
M valor del truncamiento del sumatorio.
c cota superior de las singularidades de f.
[0.5,1,2,4,8,16,32,641";
= @(w) —-imag(f(c+li.*w)); % Funcion impar del metodo.
= 0;
300 Nodos y Pesos por Gauss-Legendre [-1,1]
xi,wi] = Gauss_leg(300);
= (x1./2)'; % Traslacion de los Nodos a [-1/2, 1/2].
for j = 0:M
A = phi((pi./t)*(u+j+.5)) .+cos(pi.*u);

B, 5o o0 o0 oo oo

e oe e
W N Rk O © 00 N O U R W N
2 - ge H

SRy

’_l

—
IS

15 B = 0.5.x(A*wil); % suma matricial de la regla de Gauss.
16 In = In + B.x(-1)"j; % Suma de los In(t).

17 end

18 F = (2.xexp(c.*t)./t).+»In; % Vector con los valores de f(t)
19 plot (t,F)

20 hold on

21 plot(t,uE(t), 'r")

22 Error = abs(F-uE(t));

Ademas, se proporciona el script auxiliar para calcular los nodos y pesos
para una regla de cuadratura de Gauss-Legendre. Este script también sera
utilizado en algunos de los siguientes programas.

1 function [xi,wi] = Gauss_leg(N)
% Proporciona N nodos (xi) y pesos (wi)
% en la forma de Gauss-Legendre [-1,1]
syms x

P=legendreP (N, x) ;

dp=diff (P, x);

xi=double (vpasolve (P==0)) ;

wi=double (2./ ((1-x1.72) .x (subs (dp,x1))."2));

w N O oo W N
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4.4. Métodos de Extrapolaciéon

4.4.1. P-Transformada de Levin

El siguiente método trata de aproximar la integral de Bromwich utilizan-
do métodos de extrapolacion. De igual manera que antes, ignoraremos los
aspectos teoricos que ya fueron desarrollados en el capitulo anterior.

De acuerdo con (3.24), el objetivo es computar

ko iR\ (s (k—1) ]j+1(t)€_i(j+1)t}
N FzEsy
L i o—iGi+1)t } )

ijo (=1)7 (’;) (+ 1Y [f(c +i(j+1))

donde ,
J+1 S
L(t) = / e Fe + i) d,
0

puesto que Py es la aproximacion al valor de f(t). Los parametros en este
caso son ¢ y k, y los resultados van a depender en gran medida de las elec-
ciones de los mismos.

Ademas, las integrales anteriores las calcularemos de nuevo mediante una
cuadratura de Gauss-Legendre con N = 300 para asegurar suficiente preci-
sion.

Es necesario tener en cuenta que para que el programa funcione correc-
tamente, se debe verificar la siguiente hipotesis:
oo
v ~ ﬁk 0
z'g(x) ~ = V>0
k=0

donde g(z) = f(c + iz), como ocurria en el caso del método de Gauss.

Por lo tanto, podemos esperar un mal comportamiento para aquellas fun-
ciones donde el primer método no era aplicable, es decir, fio(s), fi2(s), f33(s),
fa4(s). La representacion del caso correspondiente a fio(s) se puede ver en la
Figura 4.2.
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1 1.5 2 2.5 3 3.6 4 4.5 5

Figura 4.2: Comparacion entre el resultado obtenido mediante la P-
transformada aplicada a fi2(s) y el valor exacto de fi(t).

Tras un primer estudio, puede parecer que este método proporciona re-
sultados correctos para la funcion fio(s), cuya transformada inversa fio(t)
es la funcion ’escalén de Heavyside’, discontinua en ¢ = 5. Sin embargo, si
nos centramos en este punto, observamos un comportamiento erréneo de la
solucion, independientemente de los pardmetros, en un entorno pequeno de
t =5 (ver Figura 4.3).
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495 496 497 408 4.09 5 501 5602 503 56.04 5086

Figura 4.3: Comparacion entre el resultado obtenido mediante la P-
transformada aplicada a fio(s) y el valor exacto de fi9(f) en torno a t = 5.
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Codigo MATLAB

© 0w N O e W N

I S N N e e e e =
S A W N R O © N O Uk W N R~ O

function Error = P_Levin(f,k,c,uE)

f es la transformada que se quiere invertir.
uE es la transfomada inversa exacta.

k valor de k del metodo (generalmente < 25)
c cota superior de las singularidades de f
[
N

o° o° oo o°

t=[0.5,1,2,4,8,16,32,64]"';

odos y Pesos por Gauss-Legendre [-1,1]
[xi,wi] = Gauss_leg(300);

B =0; C = 0;

for j = 0:k % Aplicacion del metodo

% Traslacion de los Nodos al dominio [0, j+1]

x = (J+1)*x0.5.% (xi+1);

M = (exp(lixtxx").xf(ctlixx"))"';

V = (J+1)*.5.x (wi'*M);

B =B + ((-1)77j)*nchoosek(k, )« ((J+1)"(k-1)).%...
(V' .xexp (=1i.* (J+1) .xt) . /E£(c+lix (J+1)));

C =0C + ((-1)79).xnchoosek (k, J) .* ((FJ+1)~(k=1)) .x...
(exp (=1i.* (J+1) .*t)./f(c+lix(3+1)));

end

Pk=exp(c.*t') .xreal (B./C)"'./pi;
plot (t,Pk, 'b")

hold on

plot (t,uE(t), 'r")

Error=double (abs (Pk-uE (t"')));
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4.4.2. mW-Transformada de Sidi

Este método resulta muy efectivo para la evaluacién de la transformada
inversa de Laplace. Ademas, puesto que todas nuestras funciones test f;(t)
son reales, solo va a ser necesario calcular una de las funciones u (¢) definidas
en la seccion 3.3.2.

Siguiendo las indicaciones descritas en ese apartado, la tnica dificultad
se encuentra a la hora de calcular

P(wy) = /Wl+1 e“' flc+iw)dw, 1=0,1,---. (4.1)

1

” -1
V(wl):/o o f(etiw) do =Y Glwr), 1=01,.  (42)
k=0

Para el computo de estas integrales utilizaremos una féormula de cuadratura
de Gauss-Legendre con N = 300 nodos.

A partir de ese punto, el proceso para el calculo de u(t) es iterativo. De esta
forma

(1) = r(u).

Cuando el valor de t es pequeno, las integrales anteriores pierden precision
y se recomienda aumentar el valor de ¢ de forma progresiva. Esto proporcio-
nard mejores resultados para valores de t cercanos a t = 0, pero a costa de
empeorar la situacion en aquellos mas alejados.
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= o= e e
w N = O

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43

function Error=mW_Sidi (f,c,L,uk)
f es la transformada que se quiere invertir.
ukE es la transfomada inversa exacta.

o° o° o o

L parametro que tiende a infinito
c cota superior de las singularidades de f
0:L;
Phi = zeros(1,L); V=Phi;
T = [0.5,1,2,4,8,16,32,64]; % Valores de t
Sol = zeros(l,length(T));
TO = 0; % valor de t0 del metodo (normalmente = 0)
% Nodos y Pesos por Gauss-Legendre [-1,1]
[xi,wi] = Gauss_leg(300);
for it= 1l:length(T)
t = T(it);
w = (1+1).xpi./ (£-TO);
Sw = ((sgrt(2)+sqrt (2+(1+1) .*xpixt))./t)."2;
iw = w."-1;
M = zeros(L,L); N=M;
for 3 = 1:L
X = ((W(J+1)-w(3))/2) .*xi+ (w(J+1)+w(J))/2;
Y = exp(lisxt*x) .xf(ct+lixx);
Phi(3) = ((w(3+1)-w(J))/2) .*sum(wi.*Y);

—
Il

x2 = (w(3)/2) .xxi+(w(]J))/2;
Y2 = exp(li*st*x2) .xf(c+lixx2);
V(3) = (w(3)/2) .*sum(wi.*Y2);
end
M(:,1) = V./Phi;
N(:,1) = 1./Phi;
for n = 2:L
for j = 1:(L-n+1)
M(j,n) = (M(j+1,n-1)-M(j,n-1))/ (iw(J+n-1)-iw(3));
N(j,n) = (N(Jj+1,n-1)-N(j,n-1))/ (1w (F+n-1)-1iw(J));
end
end
Sol(it) = real((M(1l,end)./N(1l,end)) ") exp(c*t)./ (pi);
end

plot (T,Sol, 'b")
hold on
plot (T,uE(T), 'r")

Error = (abs(Sol-ukE(T)));
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4.5. Meétodos que involucran Transformadas de
Fourier

En esta seccion vamos a programar dos algoritmos diferentes, aunque
basados en la misma idea, para la transformada inversa de Laplace de acuerdo
con la seccion 3.4.

En dicha seccion se obtuvo la expresion (3.56), es decir

SRf() + giﬁ{f(c+ %) } o (@)

Sl e

donde ¢, T son pardmetros y ademas, para realizar el sumatorio necesitare-
mos un parametro de truncamiento V.

ct
)+ By ==

Y

Para implementar el primer método que vamos a ver, desarrollado por
Crump, fijaremos en primer lugar una cota para el error relativo méximo
que se desea cometer, E'. A continuacién, determinaremos el valor de t mas
grande que se desea calcular (¢,,4,), y también habremos de calcular v, que
viene dado por la mayor de las partes reales de los polos de f(s).

Entonces, la eleccion que propone Crump consiste en tomar T tal que
2T > tpmazr ¥
c=~—InE'/2T.

Posteriormente, se procede a realizar el sumatorio hasta que se alcance la
precision requerida.

Este método presenta dos grandes inconvenientes. El primero es que la
convergencia es, en general, muy lenta, por lo tanto, si se buscan soluciones
con gran precision, lo mejor serfa usar otro método.

A priori, en todo el desarrollo tedrico que se hizo no se especifico ninguna
restriccion o hipotesis previa, por lo que uno podria pensar que no las tie-
ne, sin embargo, los coeficientes de las serie de Fourier se obtuvieron de un
sumatorio infinito y De Hoog se di6 cuenta de que el procedimiento formal
para obtenerlos solo es valido cuando tenemos convergencia uniforme. Por lo
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tanto, podemos esperar un mal comportamiento para ciertas funciones. Este

es el caso de fu(s), f5(5), fo(s), fio(s), fia(s), fas(s), for(s).

1.01 T T T T T T T T
1.008 7
1.006 [ ¥
1.004 [

1.002

1 ¥ vﬂunvnunnnnnnhuﬂﬂﬂﬁ MMM
T

0.998

0.996

0.994 -

0.992 1

0.99

Figura 4.4: Comparacion para fs(s) .

Este comportamiento erréneo no siempre se aprecia facilmente. Por ejem-
plo, con fys(s), obtenemos a priori resultados satisfactorios, pero si estudia-
mos el comportamiento a una escala més pequena observamos un comporta-
miento oscilatorio (ver Figura 4.5).
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02021

Figura 4.5: Comparacion para fag(s).

El segundo método (ver 3.4.3) utiliza la misma féormula que el anterior
pero en su version compleja, es decir

t) = —gl(t
donde ¢(t) puede ser vista como una serie de potencias de la forma
1. = - ikm kTt =
g(t)zﬁf(’Y)‘i‘;f(’YjLT) eXpTZkZ_OakZ ; (4.3)

e intenta aproximar la serie de potencias mediante una fraccion continua. El
proceso completo ya fue descrito en el capitulo anterior con todo detalle, por
lo que no profundizaremos en él. Al final, la soluciéon vendra aproximada por

Flt) = %ti)%{ gzx } (4.4)

donde Asy; v Bsys se obtienen directamente del método.
Observamos, por tanto, que tenemos dos parametros ¢ y T, ademés de un
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tercer parametro de truncamiento M.

Esta implementacion del método conlleva ciertas ventajas con respecto a
la anterior. La primera es una reducciéon considerable de la carga computacio-
nal, lo cual ya es un logro importante, pero ademés, puesto que la aproxima-
cion de funciones por fracciones continuas no requiere de la manipulacion de
una suma infinita, este método va a funcionar correctamente para las fun-
ciones anteriormente mencionadas fo(s), f5(s), fo(s), fio(s), fia(s), fas(s),

j37(5)

Por otro lado, también encontramos desventajas, principalmente la de-
pendencia del método de los parametros elegidos.

Coédigo MATLAB

function Error = Crump (f,tmax,n,tol, landa, uE)
f es la transformada que se quiere invertir.
uE es la transfomada inversa exacta.

n truncamiento de la suma

un

o° o° o o

[SLEE VU V]

landa es exactamente la parte real mas grande delas
singularidades de £

tol error relativo que se desea cometer

Si n no es lo suficientemente grande, tol no se alcanza

tmax se recomienda el doble del maximo valor de t (tmax
= 128)

9 T=ceil (tmax/2)+5;

10 c=landa-log(tol)/ (2«T);

11 t=[0.5,1,2,4,8,16,32,64];

12

13 SUMA=real (f(c))/2;

14 for j=1l:n

Y
o° o o

15 SUMA=SUMA+real (f (c+ (j*pi*1i/T))) .+cos (j*pi.*t./T) ...
16 —imag (f (c+ (J*pix1i/T))) .*sin(J*pi.*t./T);
17 end

18 F=exp (c.xt) .xSUMA./T;
19 plot(t,F,'b")

20 hold on

21 plot(t,uE(t),'r")
22 Error=abs (F-uE(t));

73




© N o e W N

= o= e e
w N = O

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
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33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44

function Error=De_Hoog (f, c,M, Tmax, uk)

f es la transformada que se quiere invertir.
uE es la transfomada inversa exacta.
truncamiento de la fraccion continua.

cota superior de las singularidades de f.
Tmax se recomienda 128 o superior (2xtmax)
=ceil (Tmax/2)+5;

[0.5,1,2,4,8,16,32,64];

zeros (1l,2xM); d = zeros(1l,2+*M);

zeros (2+«M+1, 2+xM+1) ;

o° o° o° o o
Q=

MY 3
Il

a(l) = (1/2).xf(c);
for 7 = 1:2«M
a(j+l) = f(c+ lixpix3j/T);

end
E(l:end-1,2) = a(2:end)./a(l:end-1);
for r = 3:2xM+1% indice columna
if mod(r,2) == % columnas impares ( son las e
for 3 = 1:2xM+1-(r-1) % indice fila
E(j,r)= E(j+1,r-1)-E(]J,r=-1)+E(j+1,r-2);
end
else
for 3 = 1:2«M+1-(r—-1) % indice fila
E(j,r) = E(3+1,r-2)*E(j+1,r-1)/E(3,r-1);
end
end
end
d(l) = a(l);
for k 1:2+M
d(k+1) = -E(1,k+1);
end

z = exp(li.*pi.*t./T);
A = zeros (2« (M+t1l),length(t)); B=A;
A(l,:) = 0; B(1,:) = 1; A(2,:) = d(1); B(2,:) = 1;
for n = 1:2«M
A(n+2,:) = A(n+l,:) + d(n+l).*z.xA(n, :);

B(n+2,:) = B(n+l,:) + d(n+l).*z.*B(n, :);
end
FF = exp(c.*t).xreal(A(end,:)./B(end,:))./T;
plot (t,FF)
hold on

plot (t,uE(t), 'r")

Error = abs (FF-uE(t));

)
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4.6. Resumen de los resultados obtenidos

En esta seccion recogemos en una serie de tablas los resultados obtenidos
para las funciones test fi(s), fs(s), f11(s), fi15(5), fo5(5), fao(s), f34(s), que
hemos seleccionado de entre las 34 de la tabla, con d4nimo de no ser excesi-
vamente exhaustivos.

En estas tablas se recoge el orden del error absoluto cometido en la
aproximacion de las funciones inversas en los puntos de la forma 2! con

k=0,1,---,7.

La conclusion mas importante es que los métodos anteriores funcionan
muy bien para la gran mayoria de las funciones, aunque en algunos casos
existen restricciones, vistas ya en el capitulo anterior, que restringen su buen
comportamiento en determinados programas.

Es recomendable utilizar mas de un método para cada una de las funcio-
nes con el fin de intentar asegurar la fiabilidad de los resultados. También es
conveniente ejecutar los programas modificando ligeramente los valores de los
pardmetros, pues esos pequenos cambios pueden mejorar substancialmente
el resultado.

t | Gauss | T I | Crump | De Hoog | P-Levin | Sidi
0.5 107 [ 107* | 107° 1071 1078 107°
1 | 107 | 10*| 10°° 107+ 1078 | 1077
2 (107" 1077 | 1076 1071 1010 107°
4 || 107" {1076 | 1076 1071 10710 | 10712
8 | 107 | 1076 | 10°€ 10712 10719 | 1077
16 | 107* [ 1076 ] 1076 10710 10719 | 1071
32| 1072 | 10°¢| 10°° 1076 107° 107
64 || 1072 | 10°¢| 10°¢ 1073 107° 1012

Tabla 4.1: Comparacion de métodos para fi(t)
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t | Gauss | T I | Crump | De Hoog | P-Levin | Sidi
05 10T [10° | 10 | 10 | 10° [10°™
1| 107" | 107% | 1077 1071 10-" | 107
2 | 1071 | 107 | 10 | 1078 | 107 |10
4 | 1071 | 1077 | 10 | 107 | 1015 | 1010
8 || 10711 | 1078 | 1076 10715 10716 | 10716
16 | 1071 | 107 | 10°% | 107 | 1078 | 1078
32| 107 [ 107 | 1071 | 1078 | 10710 | 10722
64 | 10 |10 107 | 102 | 107 | 10°%
Tabla 4.2: Comparacion de métodos para f3(t)

t || Gauss® | T I | Crump | De Hoog | P-Levin | Sidi
0.5 1072 | 107 | 10°° 10~ 107° 10~
1 1072 1075 107° 10713 10712 10~
2 1072 | 1075 | 1075 10~ 107 | 1074
4 | 107 | 107°| 107° 1071 107 107
8 1072 | 107°| 107° 10~ 107 [ 1071
16 1072 1075 107° 10713 10~ 10°%
32 1072 1075 107° 10~ 10~ 10713
64 1072 | 107%| 1074 10710 10710 | 10712
Tabla 4.3: Comparacion de métodos para fi1(t)

t || Gauss | T1 | Crump | De Hoog | P-Levin | Sidi
0.5 1071 | 1071 | 10710 1071 10719 [ 1071
1 1078 | 10716 | 10710 1016 1071 | 10716
2 1077 | 1077 | 10710 1071 10°% 1016
4 1075 | 10716 | 10710 10~ 1016 1071
8 107* | 10716 | 10710 1071 1071 | 10715
16 107* | 107Y7 | 10710 10~ 10716 | 10716
32 107* | 1077 | 10710 10713 1072 |10~
64 1073 [ 1071 | 10710 10713 1071 | 10712

Tabla 4.4: Comparacion de métodos para fi5(t)
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t | Gauss | T I | Crump | De Hoog | P-Levin | Sidi
0.5 107* [ 107° | 107° 10712 1071 10713
1| 107* | 107°| 107° 107+ 107 107
2 107* | 107° | 10°° 1071 10°% | 1071
4 1073 | 107° | 10°° 10°13 1074 10714
8 1072 [ 1072 | 1075 10713 1071 |10~
16 || 1073 | 1078 | 107° 10712 107 1071
32| 107* | 1078 | 107° 1074 1071 10713
64 || 107% | 10°% | 107° 107° 10710 | 10712
Tabla 4.5: Comparacion de métodos para fos(t)

t || Gauss | T 1 | Crump | De Hoog | P-Levin | Sidi
05| 107 107 | 1077 10°13 1071 1071
1 10718 10713 | 1077 101 10713 | 107
2 || 107! 1072 | 10°F 10713 107 | 107
4 1076 | 107 1074 1071 1072 1071
8 107° | 107° 107t 1078 1078 10-8
16 | 1012 | 10*2 1076 10™! 1072 1072
32 || 10726 | 10*17 | 10+20 10715 10115 107
64 10+54 10+45 10+48 10+44 10+44 1O+39

Para el caso anterior, la funcion f30(t) es de tipo exponencial, y es por eso
que para valores grandes el error absoluto se dispara. En este caso repetiremos

Tabla 4.6: Comparacion de métodos para f30(t)

los resultados utilizando en su lugar el valor del error relativo.
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t | Gauss | T I | Crump | De Hoog | P-Levin | Sidi
05| 1071 107 | 10°® 10713 107 10712
1 1078 10713 | 1078 10713 1071 | 10714
2 | 1078 | 1072 | 107 10~ 10°% | 1071
4 1078 {1072 | 1078 10-13 1074 | 1071
8 107t 107 | 107° 10~ 1071 | 107
16 1 107 10°® 107+ 107 | 107
32 1 107° 1078 10712 1072 | 107
64 1 1077 | 107° 1010 1071 | 10714

Tabla 4.7: Comparaciéon de métodos para f3o(t) con error relativo.

Podemos observar que Gauss proporciona malos resultados para valores
grandes de t, agravados por el caracter exponencial de f(t).

t || Gauss | T I | Crump | De Hoog? | P-Levin | Sidi
0.5 * 107t 107 10~ * 10712
1 * 1077 1077 101 * 10712
2 * 1075 1076 1072 * 10712
4 * 1079 10°° 1072 * 10712
8 * 1079 10°° 1073 * 10712
16 * 107¢ | 107 1072 * 10712
32 * 1077 107 1072 * 10712
64 * | 1079 107 102 * 10712

Tabla 4.8: Comparacion de métodos para f34(t)
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Conclusiones

Los objetivos fundamentales que se planteaban con este trabajo eran, por
una parte, analizar los algoritmos bésicos existentes para determinar la trans-
formada inversa de Laplace a través de formulas de integraciéon numeérica vy,
por otro lado, programar de forma auténoma dichos métodos, interpretando
los resultados obtenidos. Para desarrollar esos objetivos se han realizado tres
fases que dieron lugar, ademas, a la consecucion de otros objetivos parciales.

La primera fase del trabajo tenia como propoésito adquirir los fundamentos
tedricos necesarios que permitieran abordar el objetivo fundamental que se
pretendia. Para ello, se profundizé en las nociones béasicas y las propiedades
fundamentales asociadas con la transformada de Laplace y su inversa. Eso
incluy6 el conocimiento detallado de férmulas de inversion, con especial én-
fasis en la formula integral de Bromwich. Por otra parte, estos conocimientos
bésicos incluyeron también el repaso de las nociones de integraciéon numérica,
ya conocidas por el autor a través de las materias de la titulacion. El desa-
rrollo de esta primera fase se plasma en los Capitulos 1 y 2 de la memoria y
permitié adquirir al autor la formacion necesaria para abordar las cuestiones
posteriores.

La segunda fase del trabajo consistio en el analisis de los métodos princi-
pales que se proponen en la literatura cientifica para invertir la transformada
de Laplace a través de férmulas de cuadratura. Durante esta fase, se pu-
do comprobar que la bibliografia sobre esta cuestion es escasa y, ademas,
se constatd que en ciertas ocasiones hay notaciones confusas o errores que
se trasmiten de nuevo cuando se citan otra vez los trabajos originales. Pese
a las dificultades que provocan estas situaciones, finalmente fue posible la
comprension correcta de los fundamentos de 6 métodos diferentes de apro-
ximacion, con la suficiente profundidad como para que el autor realizase de
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forma auténoma los programas correspondientes. Las caracteristicas basicas
de los métodos analizados se reflejan en el Capitulo 3 y en él se pueden ob-
servar la variedad de las técnicas matematicas que se incluyen y que el autor
ha tenido que asimilar.

La ultima fase del trabajo, que se reflejo en el desarrollo del Capitulo 4,
es la més practica, pues se desarrollaron los programas en MATLAB que per-
mitieron la implementacion de todos los algoritmos analizados previamente.
No se trato solo de implementar directamente esos algoritmos, sino que se
incorporaron mejoras que permitieron una mayor eficiencia en alguno de los
calculos. Una vez diseniados los programas correspondientes, se pasaron a rea-
lizar los ensayos de prueba, en los que se trabaj6 con un nimero amplio (34)
de funciones test extraidas de las tablas de las transformadas. Los resultados
de estos ensayos nos llevan a concluir que, en general, todos los métodos ana-
lizados funcionan con una precision muy adecuada, pero permiten también
observar las dificultades que se presentan con alguno de los métodos para
ciertos tipos de funciones que no se ajustan a las caracteristicas especificas
de cada método.

En la fase de prueba de los algoritmos se observd también como la efi-
ciencia depende en gran medida de la eleccién de pardametros 6ptimos o la
aceleracion de la convergencia. Estos procesos pueden llevar a consideracio-
nes teodricas tan extensas como las de los propios métodos, por lo que no se
pudieron abordar en su totalidad, pero es una cuestion de gran interés que
seria muy adecuada para una ampliaciéon posterior de este trabajo.
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