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Capitulo 1

Introduccion

A la hora de realizar el andlisis estadistico de un conjunto de datos, con el
fin de conocer su comportamiento y sacar las conclusiones méds correctas del
estudio, es de gran utilidad conocer la distribuciéon de probabilidad subya-
cente. Siempre y cuando no se encuentren claras evidencias de lo contrario,
uno de los caminos que mas se siguen cuando se plantea una situacion de
este tipo consiste en suponer que los datos que se manejan provienen de una
distribucion normal. Esta suposicion, denominada hipdtesis de normalidad,
nos permite realizar una gran cantidad de pruebas paramétricas al conjunto
de datos. Afortunadamente, para la comprobacion de la hipétesis de norma-
lidad, disponemos de una gran variedad de opciones. En este trabajo vamos
a estudiar algunas de ellas. En particular, nos centraremos en dos tipos de
pruebas: las pruebas graficas y los test estadisticos de normalidad. En el
primer caso, tenemos como objetivo distinguir los métodos gréaficos que nos
dan mas informacion acerca del conjunto de datos, asi como aquellos que
a simple vista nos permitan decidir si existe la normalidad que buscamos
comprobar. Con respecto a los test de normalidad, el objetivo es conocer
cudles son mas fiables a la hora de aplicarse a un experimento de estudio de
la normalidad, por lo que realizaremos también un estudio de la potencia de
los mismos.

En el Capitulo 2 se enunciaran los preliminares necesarios para el desa-
rrollo de este trabajo. En concreto, se recordaran diversas nociones relativas
a la Teoria de la Probabilidad y, en particular, aquellos aspectos relevantes
para el estudio de variables aleatorias unidimensionales. Ademds, se repa-
saran los conceptos de funcién de distribucion y de densidad, asi como sus
caracteristicas. Se trataran con mayor profundidad cinco distribuciones dan-
do, para cada una de ellas, sus expresiones, propiedades y el cémo afecta
la variacion de sus correspondientes parametros a la expresion grafica de su
funcién de densidad.

En el Capitulo 3 se trataran algunos de los métodos graficos mas im-
portantes para comprobar la normalidad en los datos. Se aplicardn estos



métodos a muestras aleatorias generadas a partir de las distribuciones ex-
plicadas en el capitulo anterior, y se comentaran los resultados obtenidos.

Por otro lado, el Capitulo 4 se centrara en presentar los principales test
de normalidad, algunas modificaciones de estos, y a mencionar otros menos
utilizados. Se introducirdn el tipo de hipdtesis con las que se trabajard, se
explicaradn los estadisticos de cada test, las regiones de rechazo, los valores
criticos de cada regién de rechazo y se aplicard cada test a modo ilustrativo
para cada una de las muestras del anterior capitulo.

Por tdltimo, en el Capitulo 5 se llevara a cabo una estimacién por simula-
cion de la potencia de los test anteriores para distintos tamanos muestrales.
Por medio de simulaciones por el método de MonteCarlo, se realizardn los
experimentos (tanto bajo la hipétesis nula de normalidad, como bajo dis-
tintas hipétesis alternativas) buscando la obtencién de conclusiones acerca
de cudles son los test de mayor y menor potencia. De esta manera se con-
cluird cuales son los més y menos recomendados a la hora de contrastar la
normalidad de un conjunto de datos dado.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Variable aleatoria

De forma intuitiva una variable aleatoria es una funcién medible, la cual
consiste en dado un experimento aleatorio asignar un valor numérico a cada
resultado del mismo. No es posible conocer de forma previa el valor que va a
tomar dicha variable, por eso se le asigna el adjetivo aleatoria, sin embargo
si que podemos conocer su distribucién de probabilidad sobre el conjunto de
valores que puede tomar.

Para definir formalmente el concepto de variable aleatoria (unidimensio-
nal) primero debemos introducir una serie de conceptos que explicaremos a
continuacién y que dan lugar al modelo matematico a partir del cual cons-
truimos nuestra variable:

= Kl espacio muestral ) o conjunto de los posibles resultados del
experimento en el que estemos trabajando.

= La o-algebra de sucesos asociados al expermiento aleatorio: la defi-
nimos como el conjunto de todas las cuestiones relativas a la realizacion
de un experimento aleatorio, de manera que una vez se haya realizado
el mismo podemos saber de manera inequivoca si dichas cuestiones son
ciertas o no, es decir que podemos decidir sin miedo a equivocarnos si
han sucedido o no. Se denotard por A y debe cumplir las propiedades
siguientes:

1. El vacio es un elemento de la o-dlgebra: () € A;

2. Si tomamos un elemento en la o-dlgebra también encontramos en
ella a su complementario: sea A € A = A¢ € A;

3. La unién numerable de elementos de la o-dlgebra esta en la o-
algebra : sean Ay, As,...,An,... € A, entonces Ay UAsU...U
A, U...€ A



Puesto que nuestro objetivo es poder llegar a definir el concepto de
variable aleatoria (unidimensional) debemos de tener en cuenta una
o-algebra en concreto, y es la o-algebra de Borel Br para el caso
Q = R y que se define como la menor o-dlgebra que contiene a todos
los conjuntos que pueden expresarse segun intervalos reales mediante
complementacién y unién/interseccién numerables.

Con estos dos elementos (£2,.4) podemos formar un espacio medible o
probabilizable, al que anadiendo el tercer elemento que explicamos a
continuacién obtenemos nuestro espacio probabilistico.

= Segin la definicién axiomética de probabilidad de Kolmogorov, una
probabilidad P es una aplicaciéon P : A — [0, 1] que cumple las
siguientes tres condiciones:

1. Axioma de no negatividad: VA € A: P(A) > 0;
2. Axioma de normalizacién: P(2) = 1;

3. Axioma de c-aditividad: A, As,..., Ay, ... € Acon A;NA; =
() sii # 7, se tiene:

P(A;UAU...UA,U...)=> P(4).
=1

Con estos tres elementos tenemos definido un espacio probabilistico (€2, .4, P),

que nos permite definir a continuacién el concepto de variable aleatoria. Una
variable aleatoria (unidimensional) se define entonces a partir de un espa-
cio probabilistico (2,.4,P) como una funcién del espacio muestral  a otro
espacio medible E, que en general se va a corresponder con el conjunto de
los ntimeros reales R, es decir es una aplicaciéon X :  — R de forma que
dado un B € B la antiimagen del mismo es un suceso de interés contenido
en A, por lo que se cumple que

DadoBeBr: X '(B)={ weQ|X(w)eB } € A.

Debido a la definicién de la sigma-algebra de Borel Bg a partir de intervalos
y a las propiedades de la antiimagen, podemos obtener una definicién equi-
valente: una variable aleatoria (unidimensional) es cualquier aplicacién
X :Q — R tal que Vx € R se tiene que

X_l((—oo,x]):(XS:U):{ we|X(w)<z }eA.

El rango o recorrido de una variable aleatoria X se define como el con-

junto de valores que toma X, es decir, Ry = {z € R|Jw con X(w) = z}.
En funcién de esto vamos a distinguir dos tipos de variables aleatorias:

= Variables aleatorias discretas: Ry es un conjunto finito o infinito num-
berable.



= Variables aleatorias continuas: Rx es un conjunto infinito no numera-

ble.

De ahora en adelante, nos interesaremos exclusivamente en variables alea-
torias continuas e introduciremos la nocién de funcién de distribucién. En
particular, nos interesaremos en aquellas variables aleatorias cuya funcién de
distribucion es absolutamente continua y definiremos el concepto de funcién
de densidad.

2.2. Funcion de distribucion y funcion de densidad

La funcién de distribucién (acumulada) nos permite describir la distri-
bucién que sigue una variable aleatoria. Formalmente, la funcién de distri-
bucién (acumulada), o CDF del inglés Cumulative Distribution Function,
de una variable aleatoria X definida en su correspondiente espacio proba-
bilistico (£2,.4,P) se define como:

Fx(x) = P(X < z), para cualquier x € R.

Es decir que la funcién de distribucién acumulada nos devuelve la proba-
bilidad de que nuestra variable aleatoria tome valores menores o iguales que
cualquier valor real dado z. Al ser una probabilidad, el espacio de llegada
serd el intervalo unidad [0, 1], es decir, Fx : R — [0, 1]. El subindice lo uti-
lizamos para indicar explicitamente que nos referimos a la variable aleatoria
X, sin embargo muchas veces se omite y se escribe unicamente F'(z) siempre
y cuando no haya lugar posible a confusién. La funcién de distribucién nos
permite ficilmente calcular la probabilidad de que nuestra variable tome
valores en un cierto intervalo (a, b] con a < b, en ese caso se expresara como
Pla< X <b)=F(b) — F(a).

Una funcién F : R — [0, 1] debe cumplir una serie de propiedades para
poder ser una funcién de distribucién:

1. Al ser una probabilidad, toma valores entre 0 y 1 y por lo tanto estd
acotada;

2. Debe ser una funciéon monétona no decreciente, es decir que dados dos
valores z,y con x < y se cumple que Fx(z) < Fx(y);

3. Debe ser continua por la derecha, es decir que

lim Fx(z)= lim Fx(z)= Fx(z0);

z—zd T—x0,T0>T

4. Se cumple que lim, o Fx(2z) =1y limy—_o Fx(z) = 0.



En este trabajo, nos interesaremos en variables aleatorias continuas para
las que la funcién de distribucion es F' es absolutamente continua, es decir,
Fx se puede expresar para todo £ € R como

Fx(zx)=P(X <x)= /_ﬂﬂ f(u) du,

para cierta funciéon f : R — R tal que f(u) > 0 para todo u € Ry
f_Jr;o f(u)du = 1. A esta funcién se la denomina funcién de densidad y
hablaremos de ella a continuacién.

De manera analoga, haciendo uso del Teorema Fundamental del Calculo,
tenemos que: p

fx(@) = Fx(x).

Es decir que la funcién de densidad se define como la derivada de la funcién
de distribucién con respecto a x.

Una funcién de densidad f debe cumplir las siguientes propiedades:

» fx(z) >0 Va;
. fix;o fx(z)dz = 1;

b
= [ fx(z)dz = F(b) — F(a).
Algo importante a tener en cuenta es que en los puntos en los que la fun-

cion de distribucién no es derivable, se considera que la funcién de densidad
se anula.

2.3. Esperanza y varianza

Sea (€2, A,P) un espacio probabilistico y X una variable aleatoria de-
finida en dicho espacio, con su correspondiente funciéon de densidad fx.
Definimos la esperanza o media de la variable aleatoria X como el ‘valor
medio’ que se espera como resultado de nuestro experimento aleatorio cuan-
do se repite varias veces y la probabilidad de cada suceso no varia. Viene
dada por:

[o.¢]
E[X] :/ z fx(x)dz.
—00

De igual forma definimos la varianza como la variabilidad que presentan
los datos de un experimento con respecto a la media del mismo. Viene dada
por:

Var[X] = B[X?] - B[X]? = /OO 22 fx(x) do — (/OO o fx () da:>2 .

—00 — o
A la raiz cuadrada de la varianza se la conoce como desviacién tipica.
Destacamos brevemente algunas de las propiedades més importantes y
utilizadas de la esperanza y varianza:



» Linealidad de la esperanza: E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).

= Si tenemos X e Y variables aleatorias independientes:

EXY) = EX)EY)yVar(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

2.4. Distribuciones de interés

En esta seccion discutiremos las principales distribuciones de interés para
este trabajo.

2.4.1. Distribucién normal

La distribucion normal, que también se conoce habitualmente como dis-
tribucién gaussiana, es un tipo de distribucion de probabilidad continua para
variables aleatorias que toman valores en R.

Vamos a representar el hecho de que una variable aleatoria X sigue una
distribucién normal como X ~ N(u, o), donde u se refiere a la media de la
distribucion, que determina el centro de la gréafica de la funcién de densidad,
y o se refiere a la desviacién tipica. Su funcién de densidad viene dada por:

1 —(z—p)?
[ 202

fz) =

oV 2

La funcién de distribucién vendra dada entonces por:

Fe) = [ OO f(w)du,

no siendo posible dar una férmula explicita.

Esta distribuciéon es simétrica con respecto a su media, lo que quiere
decir que la mitad de los datos quedaran por debajo de la media y la mi-
tad quedardn por encima de la misma. Ademas la media coincidird con la
mediana y la moda.

También cuenta con la propiedad de reproductividad, es decir, que la su-
ma de variables aleatorias independientes que sigan distribuciones normales
es una nueva variable aleatoria que también sigue una distribucién normal
cuya media serd la suma de las medias de las variables, y la varianza la suma
de las varianzas:

siempre que X; ~ N(u;,0;) independientes para todo i.
El caso mas sencillo de este tipo de distribuciones es conocido como
distribuciéon normal estandar y viene dado por los valores de los pardmetros
2

-z

e

u= 0y o=1, conlo que f(z) = \/22? es su funcién de densidad.
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Podemos pasar de tener una distribucién normal con unos pardmetros
cualesquiera N (u, o), a una distribucién normal estandar N (0, 1) por medio
de un proceso al que vamos a llamar tipificacién de la variable, el cual
consiste en tomando nuestra variable aleatoria X ~ N(u, o), restarle su
media y dividir dicha resta entre la desviacion tipica, obteniendo asi la nueva
variable tipificada Z = % ~ N(0,1). Este proceso nos va a ser 1til puesto
que para la normal estandar podemos siempre consultar tablas de valores
para su funcién de distribucién.

Vamos a tomar como ejemplo visual de la funcién de densidad la Figu-

ra 211

-2 0 2
X

Figura 2.1: Funcién de densidad para la N(0,1).

Podemos apreciar como tiene forma de campana, y es simétrica respecto
a la media que en este caso toma el valor 0, al ser la normal estandar. Para
los diversos valores de i 4 o la forma de la campana ird variando, volviéndose
mas o menos achatada en funcién de la desviacién tipica y desplazandose
hacia derecha o izquierda en funcién del valor que tome la media.

2.4.2. Distribucién uniforme

Esta es también una distribucién de probabilidad continua y ademaés
simétrica. El hecho de que una cierta variable aleatoria X sigue una distri-
bucién uniforme se denota por X ~ U(a,b) donde a y b, con a < b, son los
parametros que nos indican lo que valen el minimo y el maximo del soporte
de la variable aleatoria.

En este caso la funcion de densidad viene dada por:

A sizela
oy = { B o

0, en el resto



mientras que la funcién de distribucién vendra dada por:

0, siz <a
F(z)=4 =2, siz€la,b)

b—
1, siz > b

En este caso con respecto a la media y la varianza de la variable X ~
U(a,b) tenemos que:

1. La esperanza viene dada por

B(X) = a+b
2
2. La varianza viene dada por
(b—a)?
Var(X) = ————.
ar(X) 1

Al igual que en la distribucién normal existia lo que llamabamos dis-
tribucién normal estandar, con la uniforme ocurre lo mismo y tenemos la
llamada distribucién uniforme estandar que se caracteriza por los parame-
tros a = 0 y b = 1. Luego, si nuestra variable X sigue una distribucién
uniforme estédndar, escribiremos X ~ U(0, 1) cuya funcién de densidad seré:

(1, sizelo1]
f(a:)—{ 0, en el resto

Este caso concreto de uniforme es un caso especial de la conocida distri-
bucién beta, con pardmetros p =1y ¢ = 1, es decir U(0,1) = B(1,1).

Con respecto al grafico de la funcién de densidad tomamos de referencia
la Figura [2.2

1.00-

075~

0.50-

Figura 2.2: Funcién de densidad para la U(0,1).



Observamos claramente en la representacién cémo la densidad de los
valores que estan fuera del intervalo unidad es 0, y los que estdn dentro de
dicho intervalo unidad tienen una densidad constante de valor 1, en este caso.
La modificacién de los parametros de esta funcién de densidad sélamente
va a modificar el intervalo de valores en los que la funcién no sea nula, y el
valor constante que toma la funcién en los puntos en los que no lo es.

2.4.3. Distribucién exponencial

El hecho de que una cierta variable aleatoria X sigue una distribucion
exponencial se denota por X ~ exp(A). Su funcién de densidad viene dada
por:

e ™™ siz>0

f(x):{o, six <0

donde X es el pardmetro de escala asociado a este tipo de distribuciones y
siempre es positivo. Para la grafica de la funcién de densidad de la expo-
nencial, en funcion del valor que tome el pardmetro A, cambiard la escala de
la funcién. En la Figura representamos como ejemplo la funcién de den-
sidad de una variable aleatoria con distribucién exponencial de pardmetro
A=1.

1.00-

075~

0.25-

0.00-

X

Figura 2.3: Funcién de densidad para la exponencial de parametro A\ = 1.

La funcién de distribucién viene dada pues por:

l—e ™ siz>0
F(x)—{ 0, six<O

En este caso con respecto a la media y la varianza tenemos que:

1. La esperanza viene dada por:

10



2. La varianza viene dada por:

1
Var(X) = 2

2.4.4. Doble exponencial

La distribucion doble exponencial es también conocida como distribucion
de Laplace. Se puede obtener a partir de dos variables que siguen distribu-
ciones exponenciales, idénticamente distribuidas e independientes, pero con
distinto signo.

Denotaremos el hecho de que una variable aleatoria sigue una distribu-
ci6n doble exponencial por X ~ Laplace(u,b). Su funcién de densidad viene
dada por:

1 [ e, siz< J
/(@) Qb{ 6_%, six>pu

La funciéon de distribucién seré entonces:
1 kT .
Flo) = ) 2¢ v, six<p
(:E) - 1 —ZK .
l—g5e o, siz>p

donde p y b son los pardmetros asociados a esta distribucién, con b siempre
positivo.

La distribucion doble exponencial estandar se presenta cuando los parame-
tros toman los valores 4 =0y b =1 y su gréafica de la funcién de densidad
para estos pardmetros se representa en la Figura [2.4]

-2 0 2
X

Figura 2.4: Funcién de densidad de Laplace estandar.
Al variar el primer pardmetro haremos que la grafica se mueva a derecha
o izquierda, y la variacion del segundo parametro hara que la funcién sea

mas o menos achatada.

11



2.4.5. Mixtura de dos normales

En general, la funcién de densidad de una variable aleatoria X cuya
distribucién es una distribucién mixtura finita de n componentes [23] viene
dada por:

fl@)=> pifi(x)
=1
donde

» fi(x) son las funciones de densidad de cada una de las i componentes
por las cuédles esta formada la mixtura.

= p; son los pesos que se les da a cada una de dichas componentes,
debiendo cumplirse que > 7" | p; = 1.

En esta ocasién, la distribucién que vamos a estudiar en concreto es la
mixtura finita de dos normales: es decir las componentes de nuestra mixtura
van a ser dos distribuciones normales o gausianas generadas de manera alea-
toria. Para asignar un peso a cada una de las dos distribuciones normales,
seleccionaremos una probabilidad p € (0,1) y para ver si nos encontramos
en una de las dos distribuciones normales o en la otra, utilizaremos una
distribucién binomial que tome valores 0 y 1 (Bernouilli) de forma aleatoria
también. En particular, la funcién de densidad vendra dada por:

f(z) = Ai(z, pa,01) + (1 = A) fa(w, p2, 02)

1 _ (e—pp)? _ (z—po)?

=\ e T+ (1= e 29
( )\/27705

20
\/ 2770% '

con fi la funcién de densidad correspondiente a la primera de las componen-
tes normales de la mixtura, y fs la funcién de densidad correspondiente a la
segunda de las componentes normales de la mixtura. Ademas, al tener solo
dos componentes realizamos una combinacién lineal convexa, donde asigna-
mos como pesos a cada una de las distribuciones A y 1 — A respectivamente,
cumpliendo que la suma de los pesos sea 1.

Tenemos que:

= La esperanza vendra dada por :
E(X) =M+ (1= ANp2
» La varianza vendra dada por :

Var(X) = Ao? + (1 = Noz + A1 — N (1 — p2)?

12



Veamos en la Figura [2.5| un ejemplo de la funcién de densidad de una
variable aleatoria con distribucién mixtura de dos normales representada en
color negro, una de parametros media 3 y desviacion tipica 5 cuya densidad
podemos ver en color rojo, y la otra de pardmetros media 3 igual que la
anterior, pero con distinta desviacién tipica: 30 en este caso y representada
de color azul. La A utilizada en este caso toma el valor de 0.5. En funcién
del valor que tome la A la densidad de la mixtura cambiara asemejandose
mas o menos a la densidad de alguna de las dos normales que la componen.

0.08-

0.06-

>0.04-

0.02-

0.00-

Figura 2.5: Funcién de densidad para la mixtura de dos normales.
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Capitulo 3

Graficos para ilustrar la
normalidad

Los graficos son una parte importante en el estudio de la normalidad
de una muestra. A continuacién, vamos a explicar algunos de los proce-
dimientos graficos més utilizados para analizar si una muestra proviene o
no de una distribucién normal. Para ello vamos a utilizar cinco muestras
de tamano 100 provenientes de cinco distribuciones distintas, generadas de
manera aleatoria:

= Distribucién normal;

= Distribucién uniforme;

Distribucién exponencial;

Distribucién doble exponencial;
» Distribucién mixtura de dos normales.

Mostramos todos los valores que conforman cada una de las muestras en
las Tablas[A.1} [A.2] y [A.3] incluidas en el apéndice. Antes de empezar a ex-
plicar los procedimientos graficos, vamos a describir brevemente las muestras
mostradas en la tabla anterior mediante un resumen estadistico, mostrado
en la Tabla[3.1} Este resumen aportard datos importantes como las medidas
de posicién de tendencia central, los cuartiles, o la asimetria y la curtosis
de las mismas. Nétese que la asimetria y la curtosis son especialmente ttiles
para identificar las distribuciones normales, pues estan asociadas a asimetria
0 y curtosis 3.
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Normal Uniforme FExponencial Doble exp. Mixtura

Min. -8.550  0.010 0.020 -19.490 -25.740
Q1 0.528 2.455 1.570 -1.862 -9.255
Mediana  3.310 4.665 4.240 3.185 0.070
Media  3.452 4.986 5.229 2.947 1.613
Q3 6.457 7.550 7.348 6.470 10.448
Max. 13.940  9.940 36.060 39.060 49.070
SD 4.564 2.849 5.194 7.388 14.571
IQR 5.930 5.095 5.778 8.332 19.703
Asimetria  0.06 0.079 2.79 -0.595 0.543
Curtosis  2.893 1.745 15.123 4.161 3.271

Tabla 3.1: Tabla resimen de las muestras consideradas.

3.1. Histogramas

Los histogramas sirven para visualizar la distribucion de un conjunto
de datos. Son graficos en forma de barras, por lo general verticales, en los
cuales se representa la distribucion de frecuencias de un conjunto de datos
discretizado en intervalos, es decir, las barras reflejan las frecuencias obser-
vadas de cada una de las clases en las que discretizamos nuestra variable de
estudio. Dicha variable por fuerza ha de ser cuantitativa, puesto que de lo
contrario estariamos hablando simplemente de un diagramas de barras. Por
medio de un histograma nos es sencillo identificar la simetria de los datos,
su dispersion, si hay presencia de valores atipicos o no en la muestra, o la
multimodalidad (es decir, la funcién de densidad subyacente tendrd mas de
un pico). A continuacién, vamos a ver ejemplos concretos de histogramas de
nuestras cinco muestras y procederemos a dar una breve explicacién de los
aspectos mas significativos que observamos en ellos.

En la Figura se observa el histograma de la muestra proveniente de
la distribucién normal. La forma del histograma se asemeja a una campana
de Gauss, lo que es carécteristico de las distribuciones normales. Podemos
observar que el histograma es bastante simétrico. Ademads, observamos que
no presenta grandes valores atipicos. Con respecto a la multimodalidad:
no se encuentra presente en este histograma, pues se intuye una densidad
subyacente con una Unica moda.
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Histograma para la normal
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Figura 3.1: Histograma de una muestra de una distribucién normal generada
aleatoriamente.

En la Figura observamos el histograma de la muestra que proviene de
la distribucién exponencial. La forma se ajusta més o menos a la esperada
para una gréafica de este tipo. La asimetria es una caracteristica propia de
las distribuciones exponenciales y aqui se puede observar una clara asimetria
positiva, asi como varios valores atipicos en la cola derecha. Otra vez nos
encontramos sin presencia de multimodalidad debido al tipo de distribuciéon
de la que procede la muestra.

Histograma para la exponencial

frecuencias

. nn O

0 10 20 30
valores muestra

Figura 3.2: Histograma de una muestra de una distribuciéon exponencial
generada aleatoriamente.

En la Figura tenemos la representacién de un histograma de una
distribucion uniforme, en el que no hay presencia de valores atipicos, y en el
que podemos observar simetria. Una de las caracteristicas de la distribucién
uniforme es su multimodalidad, al ser todas las barras del histograma de
una altura parecida.
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Histograma para la uniforme
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Figura 3.3: Histograma de una muestra de una distribucién uniforme gene-
rada aleatoriamente.

En la Figura correspondiente a la distribuciéon doble exponencial,
nuestro histograma presenta una simetria bastante clara. Aunque a priori
se podria observar una forma acampanada en este histograma, la presencia
de una gran cantidad de valores atipicos, nos permite inferir que no nos
encontramos ante una distribucién normal.

Histograma para la doble exponencial

15 I

frecuencias

-20 0 20 40
valores muestra

Figura 3.4: Histograma de una muestra de una distribuciéon doble exponen-
cial generada aleatoriamente.

En la Figura|3.5] correspondiente a la mixtura de normales, se puede ver
la presencia de algtin valor atipico. Observamos que la forma del histograma
presenta cierta simetria, queriendo parecerse a una campana de Gauss. Esto
se debe a la eleccién de una mixtura de gaussianas en el que todas las dos
componentes presentan la misma media.
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Histograma para la mezcla de normales
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Figura 3.5: Histograma de una muestra de una distribucién mezcla de nor-
males generada aleatoriamente.

3.2. Estimacion de la funcion de densidad

Las variables aleatorias continuas vienen determinadas por su funcién de
densidad. En numerosas ocasiones cuando disponemos simplemente de una
muestra, no vamos a conocer la funciéon de densidad subyacente. Es aqui
cuando entra el juego el papel de los estimadores de la funcién de densidad.
A continuacién vamos a tratar los estimadores de la funciéon de densidad
mas comunes.

3.2.1. El histograma como estimador de la funcion de densi-
dad y la poligonal de frecuencias

En la seccion anterior hemos estado hablando del histograma, el grafico
de representacién de distribuciones de frecuencias. El histograma se puede
ver como un estimador de la funcién de densidad de una variable continua,
que consiste en separar en clases a las que denotaremos C; la recta real, y
cada una de estas clases va a tener una cierta amplitud a; que hard variar
la forma que tome el histograma. Sobre cada una de estas clases se elevan
las frecuencias relativas de las mismas, como ya hemos visto anteriormente.
Es por tanto que podemos construir la funcién:

n

Toe) =Y =1, (X0),

na.;
i=1 7

donde Cj es la clase tal que x € C;. Nétese que esta funcién f)\( cumple las
condiciones de la funciéon de densidad.

Este estimador presenta un pequeno problema y es que resulta en una
funcién escalonada, por lo que no se ajusta muy bien a modelos conocidos.
Una forma de solventar este problema seria por medio de otro estimador:
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la poligonal de frecuencias, que consiste en unir los puntos medios de la
parte superior de cada celda del histograma.

A continuacién, vamos a mostrar las poligonales de frecuencias sobre los
histogramas anteriores:

15- {1
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25-
00- 0-
15 0 10 20 30
exp

count
count

10 5 0 5 10
normal

(a) Poligonal de frecuencias nor-(b) Poligonal de frecuencias ex-
mal ponencial

- 100- 75-
o
75-
L~ s0-
z
s
8
50-
2
25-
) M_A
o- 00- 00-
' 10 20

00 25

count
count

75 100 -i0

50 0 20 0 20 4
uniforme doblex

mixtura

(c) Poligonal de frecuencias uni-(d) Poligonal de frecuencias do-(e) Poligonal de frecuencias mix-
forme ble exponencial tura

Figura 3.6: Poligonal de frecuencias sobre los histogramas de las distintas
muestras consideradas.

3.2.2. Estimador naive o histograma moévil

Con el objetivo de evitar los problemas que da el histograma como esti-
mador de la funcién de densidad, se crea la idea de histograma mévil, el cudl
se basaen laideade fx = F )/( = limy,_q Fx (x+h)2_hFX @=h) Usando intervalos
de la forma (z — h,z + h), donde h se denomina amplitud de la ventana y
esta fijado, el histograma mévil viene dado por:

— 1 n xTr — Xi

La funcién definida de esta forma cumple las propiedades de la funcién de
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densidad, aunque también tiene el inconveniente de ser una funcién definida
a trozos. En la Figura |3.7| se ilustra el histograma mévil para las cinco
muestras consideradas, superponiendo la funciéon de densidad subyacente
para permitir la comparacion.

> >010-

0.000- 0.00-

0 5 10 15 0 5 10 15 20
normal exp

(a) Histograma mdévil muestra(b) Histograma mdévil muestra
normal exponencial

0.100-

0.00- —d 0.000- 000~

0 5 10 15 -0 10 20 -100 50 0 50 100
uniforme doblex x

(c) Histograma mévil muestra(d) Histograma mévil muestra (e) Histograma mévil mixtura
uniforme doble exponencial

Figura 3.7: Histogramas moviles para las distintas muestras consideradas.

3.2.3. Estimador ntcleo

En la definicion del histograma mévil, podemos plantearnos que no tiene
mucho sentido el dar a cada una de las observaciones x; el mismo peso en
la estimacion de la funciéon de densidad en un cierto punto x, sino que seria
mas légico que las observaciones méas cercanas al punto tengan mas peso,
asi como que las observaciones que se alejan del punto tengan menos peso.
Los estimadores tipo nicleo [20] tienen como misién dar a cada observacién
un peso légico en funcién de lo alejada que esté del punto x.

Un estimador ntcleo estd asociado a una funcién nicleo K, que debe
cumplir ser una funcién no negativa tal que:

1 [T®K(2)dz =1
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2. fj;o 2K (2)dz = 0;
3. [T 22K (2)dz = ¢ < +00.

Entonces, la estimacion nicleo de la funcién de densidad basada en la
funcién nicleo K sera:

i=1

Algunas de las funciones nicleo més utilizadas son:

»

» Gaussiano: ﬁexp(—%)

Triangular: (1 — |z|)I(1 + |z|)

Epanechnikov: 3(1 — 22)I(|z| — 1)
= Uniforme: $1(|z| < 1)

Noétese que el estimador de tipo naive o histograma movil es en realidad la
estimacion nicleo con funcién nicleo uniforme.

Vamos a ver a continuacién en la Figura |3.8] ejemplos de estimacién
ntcleo de la funcién de densidad para el caso del niicleo gaussiano a partir
de las cinco muestras hemos generado.
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Figura 3.8: Estimacién de la funcién de densidad con nicleo gaussiano para
las distintas muestras consideradas.

3.3. Diagrama de cajas

Este tipo de representacion gréfica, introducido por Tukey [32] [31], nos
da menos informacién que las anteriores, sin embargo sigue siendo muy ttil
para estudiar caracteristicas como la asimetria o dispersiéon de los datos,
asi como para la identificacion de los outliers. Estos graficos son de especial
utilidad cuando se quieren comparar distintos grupos de muestras sobre
una misma gréafica. Los diagramas de cajas tienen efectivamente una forma
cuadrada o rectangular, como su propio nombre indica. Un diagrama de caja
tiene como elementos los siguientes:

= Primer y tercer cuartiles: el primero viene dado por la base de la
caja y el tercero viene dado por la tapa de la caja.

= La mediana, segundo cuartil o valor central del conjunto de datos,
que viene dada por la linea horizontal que se encuentra dentro de la
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caja, y que nos da informacion acerca de la simetria o asimetria, segiin
dénde esté situada.

= El rango intercuartilico, que es la diferencia entre el tercer y primer
cuartiles y viene representado graficamente por la altura de la caja.

= Los ‘bigotes’ o lineas que salen por encima y por debajo de la
caja, que se extienden hasta el menor y el mayor valor, no considerado
atipico. Los llamados valores atipicos son los que estan por encima o
por debajo de los limites de los ‘bigotes’ y se representan con puntos.
La definicién mas comun de valor atipico es un punto que dista del
primer /tercer cuartil més de 1.5 veces el rango intercuartilico.

= El minimo, que es el dato mas pequeno de la muestra. Este valor sera
el extremo inferior del bigote, a menos que existan datos atipicos, en
cuyo caso sera el valor atipico representado mas abajo.

= El maximo, que es el dato més grande de la muestra. Este valor serd
el extremo superior del bigote, a menos que existan datos atipicos, en
cuyo caso sera el valor atipico representado més arriba.

En la Figura se representan ejemplos de diagramas de cajas pro-

venientes de las distintas muestras. Explicamos a continuacién lo que se
observa en cada una de las cajas, de izquierda a derecha.

23



40 -

[s]
000

20 -

_+ﬁ-+

i

[sXelsls]

values

-20 -

! ' ! '
normal exp uniforme doblex mixtura
muestras

Figura 3.9: Diagrama de cajas para nuestras muestras.

La primera caja que aparece en el grafico se corresponde con un ejemplo
prototipico de distribucién normal. Lo que esperamos de la misma es que
sea simétrica, es decir que la mediana esté en el centro de la caja y coincida
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su valor con el de la media de la muestra. También se espera que los bigotes
de la caja sean simétricos y no haya apenas presencia de valores atipicos. En
nuestro caso tenemos que la mediana esta practicamente en el centro exacto
de la caja, con lo que se comprueba una cierta presencia de simetria. Con
respecto a los bigotes, podemos observar también que son simétricos, lo que
cabe esperar de una normal, como hemos indicado previamente. Observamos
la presencia de un tnico outlier representado en el grafico por medio de un
circulo rojo. Para la muestra que estamos utilizando podemos comparar

los valores poblacionales y muestrales de los siguientes parametros en la
Tabla 3.2}

Media SD QI Q2 Q3 IQR

Muestral 3.452 4564 0.528 3.310 6.457 5.929
Poblacional 3.000  5.000 -0.372 3.000 6.372 6.745

Tabla 3.2: Tabla comparacién de parametros muestrales y poblacionales para
la normal.

Pasamos ahora a fijarnos en la segunda caja, que se corresponde con
una distribuciéon exponencial: con respecto a la mediana o Q2, obser-
vamos que no se encuentra para nada en el centro, al contrario que en el
caso anterior, lo que indica asimetria. Los bigotes en esta ocasién tampoco
son simétricos, podemos ver como el bigote inferior es mucho maés corto que
el superior. Con respecto a los valores atipicos, en esta ocasién si tenemos
varios. Estas tres cosas que hemos descrito son todo lo contrario a lo que
cabria esperar de un diagrama de cajas de una distribucién normal. El mini-
mo de la muestra se corresponde con el valor 0 (lo que tiene sentido ya que
las exponenciales nunca toman valores negativos), y el maximo viene dado
por uno de los outliers. Vamos a fijarnos ahora en los valores de los cuartiles
y rango intercuartilico, tanto muestrales como poblacionales por medio de
la Tabla [3.3] Cabe destacar que existen modificaciones del diagrama de caja
para representar distribuciones claramente asimétricas [14].

Ql Q2 Q3 IQR

Muestral 1.570 4.240 7.348 5.778
Poblacional 1.438 3.465 6.931 5.493

Tabla 3.3: Tabla comparacion de cuartiles e IQR muestral y poblacional
para la exponencial.

La tercera caja corresponderia a la distribucion uniforme: podemos
ver como la mediana de la caja se encuentra bastante centrada, con lo que
habra simetria. Los bigotes también se presentan simétricos aunque mas cor-
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tos que en el caso de la normal, y no hay presencia de valores atipicos. Con
estas caracteristicas, nos recuerda a la caja de una distribucién normal pro-
totipica. El valor minimo de la muestra esta en el punto 0 y el maximo en el
punto 10 (estos valores son los que caracterizan las distribuciones uniformes,
con lo que al provenir esta de una con esos parametros tiene sentido que el
minimo y méximo se alcancen en dichos puntos). Vamos a fijarnos ahora en
los cuartiles y rango intercuartilico de esta distribucién, comparandolos de
nuevo por medio de la Tabla

Ql Q2 Q3 IQR

Muestral 2.455 4.667 7.550 5.095
Poblacional 2.500 5.000 7.500 5.000

Tabla 3.4: Tabla comparacién de cuartiles e IQR muestral y poblacional
para la uniforme.

Con respecto a la doble exponencial o Laplace podemos observar
que la caja presenta una cierta simetria debido a la posicién de la mediana
en la misma. Con respecto a los bigotes no son completamente simétricos,
podemos observar como el superior es ligeramente mas corto. Hay presencia
de muchos datos atipicos, caracteristica contraria a la de la caja de una
distribuciéon normal. De hecho, podemos observar que tanto el minimo como
el méximo de la muestra vienen dados por datos outlier. Con respecto a los
cuartiles y el rango intercuartilico, vienen recogidos en la Tabla[3.5] Podemos
ver una gran diferencia en el Q1 y el rango intercuartilico muestrales y
poblacionales.

QL Q2 Q3 IQR

Muestral -1.862 3.185 6.470 8.332
Poblacional -0.465 3.000 6.466 6.931

Tabla 3.5: Tabla comparacién de cuartiles e IQR muestral y poblacional
para la doble exponencial.

Por dltimo, con respecto a la caja correspondiente a la mixtura de
dos normales, para empezar se ve claramente que el tamano de la misma
es mucho mayor que el del resto, esto se deberda a que su IQR toma un
valor mayor, habrd mas diferencia entre los valores que toman los cuartiles.
Observamos puntos outlier a ambos extremos de los bigotes, aunque no
muchos como en los casos de la exponencial o de la doble exponencial, los
cuales nos proporcionaran los datos del minimo y méaximo de la muestra.
Con respecto a la mediana, no se encuentra exactamente en el centro de la
caja pero si que nos permite afirmar una cierta simetria en los datos. Los
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bigotes son simétricos al igual que en la distribucién normal. Con respecto
a los cuartiles y el rango intercuartilico muestrales, se pueden consultar las

Tablas [3.6] y

Q1 Q2 Q3 IQR
Muestral -9.255 0.070 10.448 19.703

Tabla 3.6: Tabla donde se recogen los cuartiles muestrales de la mixtura
gaussiana.

Media SD

Muestral 1.613  14.571
Poblacional 3.000 21.500

Tabla 3.7: Tabla comparacién de parametros muestrales y poblacionales

usando para la mixtura

3.4. Diagrama de violin

Al igual que los diagramas de caja, los diagramas de violin [12] sirven
para visualizar la distribucién por grupos de variables numéricas. La ma-
yor diferencia con estos ultimos es en la forma de la representacion, ya que
los diagramas de cajas representan cajas (tal y como su nombre indica),
mientras que en el caso de los diagramas de violin las formas varian pa-
ra representar una estimacion de la funcién de densidad. Estos diagramas
muestran mas informacién que un diagrama de cajas convencional, ya que
ilustran toda la distribucién de los datos y no solamente valores como los
cuartiles o la mediana. A continuacién en la Figura[3.10, podemos ver c6mo
son los diagramas de violin para nuestras muestras de referencia anteriores
(con los anteriores diagramas de caja representados en el interior).
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Figura 3.10: Diagrama de violin para nuestras muestras.

Comparando ambos tipos de grafico, podemos llegar a la conclusién de
que los diagramas de violin son més informativos que los diagramas de caja,
debido a que muestran la distribuciéon completa de nuestro conjunto de datos
y no solamente un resumen estadistico de los mismos como hacen los dia-
gramas de cajas. Esto es uno de los motivos por los que cada vez se utilizan
mas los primeros.

3.5. QQ-plots

Los QQ-plots [35] son un método grafico que consiste en la comparacién
de una distribucién empirica, la de los datos que tenemos, con una distri-
bucién tedrica, en nuestro caso una normal que va a ser a la que queremos
comprobar si se ajusta o no nuestra muestra. Esto lo haremos por medio de
la comparacién de cuantiles frente a cuantiles, de donde viene el nombre de
estos graficos.
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Para construir este grafico, en primer lugar tomamos nuestra muestra y
la ordenamos de forma creciente, para asi obtener los estadisticos de orden
de la muestra: x(;). Ahora necesitamos identificar cudles son los cuantiles
tedricos [3] y eso lo haremos a partir de los valores p; = % y de la inversa
de la funcién de distribucién. Notese que, aunque en la propuesta original
se consieraron los valores p;, = %, esta opcién supone un problema a la
hora de trabajar con ciertas distribuciones como la normal o la exponencial
donde el correspondiente cuantil no es finito. Otras correcciones también son
utilizadas como, por ejemplo:

» La correccién de Bloom [I], que define p; = ~

» La correccién de Tukey [30], dada por p; = ;—

= La correccién dada por p; = n%ﬂ

En concreto, nuestros cuantiles teéricos vienen dados por F~!(p;). Para
realizar el grafico QQ-plot, representamos el par (F~1(p;), z(;)). En caso de
que queramos estudiar la normalidad, se sustituye F~! por la funcién cuantil
de una distribucién normal con los pardmetros estimados por la media y
desviacion tipica muestrales.

La idea de este método grafico se basa en la linealidad con respecto a
la bisectriz del primer cuadrante, es decir que, una vez representados todos
los pares, el dibujo que estos crean debe ser una linea superpuesta a dicha
bisectriz o que se asemeje mucho a ella. Por el contrario, cuando hay des-
viaciones de la linealidad, nos encontramos ante un claro indicio de que la
distribucion tedrica no se corresponde con la observada. En el caso del estu-
dio de la normalidad, significaria que la muestra con la que trabajamos no
parece provenir de una distribucién normal. A continuacién, veremos algu-
nos ejemplos de QQ-plots para las cinco distribuciones que hemos generado
de forma aleatoria.

En la Figura podemos observar que la linealidad se mantiene per-
fectamente, lo que nos lleva a concluir que la muestra bien podria provenir
de una distribuciéon normal. Al mantenerse la linealidad, podemos también
concluir que no hay presencia de asimetria.
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Figura 3.11: QQ-plot para la muestra normal considerada.

En la Figura[3.12]la parte central mantiene la linealidad, sin embargo en
ambos extremos se produce una desviacion clara de la bisectriz del primer
cuadrante. Podemos observar que es asimétrica hacia la izquierda debido a
la forma de la gréafica, lo que tiene sentido al provenir de una exponencial,
que de por si es una distribucién asimétrica.
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Figura 3.12: QQ-plot para la muestra exponencial considerada.

En el caso de la Figura |[3.13] se observa una cierta forma de onda. La
linealidad se mantiene en la zona central, pero a medida que nos vamos ale-
jando comienzan las desviaciones: en la parte izquierda de la gréafica los datos
se encuentran por encima de la linea de referencia y en la parte derecha por
debajo. Debido a esta desviacién de la linealidad, es razonable concluir que
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no nos encontramos ante una muestra normal. Con respecto a la simetria:
ambas colas se desvian de la misma forma con lo que hay simetria, lo que
tiene sentido al provenir de una distribucién uniforme, que es simétrica.
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Figura 3.13: QQ-plot para la muestra uniforme considerada.

En la Figura claramente hay presencia de valores atipicos en ambos
extremos del grafico. Observamos una cierta linealidad lo cual podria llevar-
nos a cometer el error de asumir la normalidad cuando en realidad los datos
no provienen de una distribucién de ese tipo.
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Figura 3.14: QQ-plot para la muestra doble exponencial considerada.

Por tdltimo, en la Figura[3.15| podemos ver cémo los datos mantienen en
gran medida la linealidad, aunque se observa también la presencia de varios
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outliers. Con respecto a la simetria, no hay desviaciéon de datos en ninguna
parte del grafico por tanto en esta ocasién si hay simetria.
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Figura 3.15: QQ-plot para la muestra mixtura de normales considerada.

3.6. PP-plots

Los PP-plots son graficos analogos a los anteriores, pero en este caso
se representan las probabilidades tedricas frente a las probabilidades mues-
trales, haciendo uso de las funciones de distribucién acumulada tedrica y
empirica. Para los PP-plots [35], los pares que representamos ya no son
cuantiles, sino probabilidades, y vienen dados por: (p;, F(z(;)). De nuevo,
el método se basa en estudiar si los pares que representamos mantienen o
no la linealidad con respecto a la bisectriz del primer cuadrante. Su uso es
menos habitual que el de los QQ-plots. Veamos también los ejemplos graficos
para las cinco muestras que hemos generado de manera aleatoria.

En la Figura[3.16]la linealidad se mantiene de forma perfecta, mostrando
un ejemplo prototipico de PP-plot para una distribucién normal.

32



1.00-

= =
n ==
[=] o

1 1

Cumulative Probability
=
[

0.00-

0.00 0.25 0.50 0.7
Probability Points

1.00

mn

Figura 3.16: PP-plot para la muestra normal considerada.

En la Figura [3.17] podemos observar que la linealidad no se mantiene
en ninglin momento, sino que la mayor parte de los pares representados se
desvian por debajo de la linea de referencia formando una curva céncava
hacia arriba, y cuando llegamos a los extremos de la grafica comienzan a
desviarse por encima de la linea de referencia. Con respecto a valores atipicos
en este grafico no podemos distinguirlos.
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Figura 3.17: PP-plot para la muestra exponencial considerada.

En la Figura de nuevo podemos osbervar que la linealidad no se
conserva, en la mitad izquierda los puntos representados estan por debajo
de la linea de referencia y en la mitad derecha estan por arriba, observandose
un comportamiento simétrico.
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Figura 3.18: PP-plot para la muestra uniforme considerada.

En la Figura también se observarfa un comportamiento similar,
encontrandonos en la mitad izquierda con los puntos representados por en-
cima de la linea de referencia y en la mitad derecha por abajo, observandose
también un comportamiento simétrico. La diferencia entre esta grafica y en
la anterior, donde el rol de la mitad izquierda/derecha se intercambian, es
debido a la diferencia en curtosis entre ambas distribuciones.
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Figura 3.19: PP-plot para la muestra doble exponencial considerada.

Por tltimo en la Figura [3.20] podemos ver que se mantiene la linealidad,
con este grafico no podemos apreciar los outliers pero si vemos que los valores
representados se comportan de forma simétrica.
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Figura 3.20: PP-plot para la muestra mixtura de normales considerada.

3.7. Graficos de la funciéon de distribuciéon empiri-
ca acumulada

En este apartado vamos a dibujar las funciones de distribuciéon empirica
acumulada de cada una de nuestras muestras junto con las curvas de acep-
tacién-rechazo de Lilliefors [I5]. Como se verd més adelante, estas curvas
nos van a permitir saber si rechazamos o no la hipétesis nula de normalidad
cuando estemos realizando el test de Lilliefors de normalidad, comproban-
do si la funcién de distribucién empirica cae dentro o fuera de las mismas.
Estas curvas se construyen a partir del valor L, que se obtiene por medio
de la tabla de Lilliefors para los valores de tamano de muestra y nivel de
significacién correspondientes (en este caso n = 100 y o = 0.05) y de los
datos estandarizados de la muestra.

En la Figura podemos ver cémo la funcién de distribucién empirica
asociada a la muestra normal se encuentra dentro de los limites dados por las
curvas de Lilliefors, en cambio en la Figura (subfigura superior izquier-
da) se observa como claramente nos encontramos fuera de estos limites para
la muestra exponencial. En las otras tres subfiguras de la Figura[3.22 vemos
como nos encontramos también dentro de los limites marcados por Lillie-
fors, debido a que el test de Lilliefors es en general un test poco potente para
detectar desviaciones de la normalidad en estos tres tipos de distribuciones.
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Figura 3.21: Curvas de aceptacién-rechazo de Lilliefors para la muestra nor-
mal.
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Figura 3.22: Curvas de aceptacién-rechazo de Lilliefors para las cuatro mues-
tras que no son normales.

37



Capitulo 4

Tests de normalidad

Los test de normalidad tienen como objetivo comprobar si un cierto
conjunto de datos dado se ajusta o no a una distribucién normal (con
parametros desconocidos). Vamos a trabajar con una muestra aleatoria sim-
ple (X1, ...... , Xp) de una variable aleatoria continua X, es decir un conjunto
de variables independientes, aleatorias e idénticamente distribuidas obteni-
das a partir de dicha variable aleatoria X.

Las hipétesis nula y alternativa para cualquiera de los test de normalidad
que se describen en este seccién seran las siguientes:

Hy = la muestra proviene de una distribucién normal
H; = la muestra no proviene de una distribucién normal

Noétese que estamos ante una hipdtesis nula compuesta, pues ambos parame-
tros de la normal son desconocidos.

A continuacion, vamos a describir los test de normalidad mas utilizados
y conocidos, asi como algunos que no son tan conocidos. También veremos
modificaciones de dichos test con el objetivo de que sean mas eficientes o
mas sencillos de utilizar.

4.1. Test de Lilliefors

Para poder hablar del test de normalidad de Lilliefors en primer lugar
vamos a explicar el test de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov pa-
ra hipdtesis nulas simples. La hipoétesis nula en este caso es si la muestra
proviene o no de una distribucién normal de parametros completamente es-
pecificados. La idea del test consiste en la comparacién de la funcién de
distribucion empirica de la muestra con la funcién de distribucién tedrica a
la que queremos ver si se ajusta. Si ambas coinciden o se encuentran bastante
préximas no podremos rechazar la hipétesis nula con la que trabajamos, sin
embargo en caso de que difieran en gran medida supondra un rechazo de la
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hipétesis nula. La comparacion se hace por medio del siguiente estadistico:

Dy, = sup |Fy(z) — Fo(w)],
zeR

donde Fp es la funcién de distribucién de referencia y F), es la funcién de
distribucion empirica de la muestra. Bajo la hipdtesis nula de que la mues-
tra proviene de la distribucién Fj totalmente especificada, este estadistico
es de libre distribucién, lo que quiere decir que tiene la misma distribu-
cién independientemente de la distribucion de referencia considerada bajo
la hipdtesis nula. La distribucion del estadistico bajo la hipdtesis nula esta
tabulada [17, 27]. La regién critica vendrd dada por valores grandes del es-
tadistico D, es decir, RC' = {D,, > c}, para un cierto ¢ dependiente del
tamano muestral y del nivel de significacién. Nétese que este test se centra
mayoritariamente en la parte central de la distribucién, haciendo que, si
existen diferencias en la parte de las colas, éstas sean dificiles de detectar.

Ahora ya podemos explicar el que es uno de los test de normalidad mas
usados: el test de Lilliefors [19], el cudl es una modificacién del test de
Kolmogorov-Smirnov para el caso de hipétesis nulas compuestas (en la que
los parametros son estimados, y generalmente esta estimacién viene dada por
la estimacién de los pardmetros méximo-verosimil a partir de la muestra).
La idea con la que se trabaja es exactamente la misma: la comparacioén entre
las funciones de distribucién empirica y tedrica para una muestra aleatoria
siemple de una variable continua X. Las hipotesis nula y alternativa son las
explicadas al principio del capitulo.

El estadistico del contraste tiene la siguiente forma:

Dy, = sup [Fy(z) — Fi, ,, ()]
zeR

donde se mide la diferencia maxima entre la funcién de distribuciéon empirica
F,, y la funcién de distribucién teérica de una normal con los parametros
estimados ﬁN@,S). Es por ello que se rechaza la hipétesis nula de normalidad
en caso de que valores del estadistico sean suficientemente grandes. Es decir,
se define una region critica tal que RC = {D,, > c}. Este estadistico también
es de libre distribucién bajo la hipétesis nula, significando en este caso que
la distribucién del estadistico no depende de los pardametros de la normal.

En la Tabla recogemos los valores del estadistico de Lilliefors y los p-
valores correspondientes para las cinco muestras de referencia utilizadas en
este trabajo. Se puede observar que el test de Lilliefors a un nivel de significa-
cion o = 0.05 solamente rechaza la normalidad para la muestra procedente
de una distribucién exponencial. Como se verd en la experimentacién del
trabajo, esto se debe a que el test de Lilliefors es un test por norma general
poco potente. En RStudio podemos implementarlo por medio de la funciéon
lillie.test() del paquete nortest.
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Valor del

estadistico p-valor

Normal 0.058 0.5558
Exponencial 0.158 1.863e-06

Uniforme 0.084 0.0784

Doble exp. 0.079 0.1315

Mixtura 0.064 0.4038

Tabla 4.1: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Lilliefors.

Con respecto a los limites de la regién critica, tenemos, para tamaiio de
muestra n = 100 y en funcién de nuestro nivel de significacion, los valores
recogidos en la Tabla[t.2] Los podemos encontrar tabulados [26] o calcularlos
por simulacion.

a 0.01 0.05 0.1
c¢ 0.1031 0.0886 0.0805

Tabla 4.2: Tabla donde se recogen los limites de la region critica del test de
Lilliefors para los distintos niveles de significaciéon y tamano de muestra 100.

4.2. Test de Cramer Von Mises

Este test [6], [34] es un contraste no paramétrico de bondad de ajuste
para variables continuas unidimensionales, en el que de nuevo se utiliza
la idea de la comparacion entre las funciénes de distribucién empirica y
teodrica. Es una alternativa mas potente al test de Kolmogorov-Smirnov. En
particular, ahora ya no nos vamos a fijar en un tnico punto como en el test
anterior, sino que tendremos en cuenta la totalidad de los puntos.

El estadistico de este test viene dado por:

W= /Oo [Fo(x) = Fu(2)]? - dFp ()

—00

donde Fj representa la distribucion de una normal con los pardmetros esti-
mados por la media y la desviacién tipica muestrales. Al igual que pasaba
con los tests de Kolmogorov-Smirnov y su variante para hipotesis nulas com-
puesta (test de Lilliefors), la distribucién del estadistico serd distinta para
el caso de la hipdtesis nula simple y la hipotesis nula compuesta. En esta
subseccién nos centramos exclusivamente en el segundo caso. Es facil obser-
var que efectivamente se basa en una diferencia entre estas dos funciones,
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pero en esta ocasion es una diferencia ponderada. De manera andloga, el
estadistico se puede expresar también de la siguiente manera:

1 2

T2 —1
T:n-W2:—+§ [2n — Fo(x())
=1

12n

donde z(;) son los datos de la muestra en orden creciente. Esta forma de
expresar el estadistico permite ver que éste es también un estadistico de
libre distribucion. Las hipdtesis con las que trabajaremos son las explicadas
al principio del capitulo, donde los parametros son desconocidos pero los
estimamos a partir de la muestra. Definimos la regién critica por los valores
grandes de nuestro estadistico: RC' = {T > c¢}. De nuevo con este criterio
es mas sencillo encontrar discrepancias en la parte central de la distribucién
que en la parte de las colas.

En la Tabla[4.3]se recogen los p-valores y valores del estadistico de CVM
para las muestras con las que trabajamos. Tenemos que tener cuidado, ya que
RStudio, en la implementacién de cvm.test() del paquete nortest, nos pro-
porciona el valor del estadistico n W? a pesar de que indique solamente W.
En este caso podemos observar como el test de CVM rechaza la normalidad
a un nivel de significacién o = 0.05 para todas las muestras a excepcion de
las que provienen de la normal y de la mixtura gaussiana.

Valor del Valor del
estadistico T=n W? estadistico W2 p-valor
Normal 0.029 0.00029 0.8628
Exponencial 0.670 0.0067 9.831e-08
Uniforme 0.180 0.0018 0.0093
Doble exp. 0.134 0.00134 0.0382
Mixtura 0.056 0.00056 0.4266

Tabla 4.3: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Cramer Von Mises.

En la Tabla[4.4] se muestran los limites de la regién critica para tamano
de muestra n = 100 y distintos niveles de significacién[5].

a 0.01 0.05 0.1
c 01777 0.1256 0.1032

Tabla 4.4: Tabla donde se recogen los limites de la regién critica del test de
CVM para los distintos niveles de significacién y tamano de muestra 100.
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4.3. Test de Anderson Darling

El test de Anderson Darling [18], [28] es otro de los test utilizados para
ver si una muestra proviene o no de una cierta distribucién dada (que, en
nuestro caso, serd una distribucién normal con pardmetros estimados).

El estadistico de este test viene dado por:

o0
A? = n/ [Fo(x) — Fo(x)]? - w(z) - dFy(x)
—o0
donde Fy representa la distribucién de una normal con los parametros esti-
mados por la media y la desviacion tipica muestrales, y

1
T Fo(2)(1 - Folx))

Noétese que, al igual que pasaba con el test de Cramer-Von Mises, la distri-
bucién del estadistico sera distinta para el caso de la hipétesis nula simple
v la hipdtesis nula compuesta. En esta subseccién nos centramos, de nuevo,
exclusivamente en el segundo caso.

Véase por otro lado que este estadistico tiene relacion con el del test de
Cramer-Von Mises, con la diferencia de que en el anterior la funcién w(x)
tomaba el valor 1. En este caso, sustituyendo la expresiéon correspondiente
de w(z) en la férmula del estadistico se obtiene:

s [P R -B@E
2= | R Ry

w(z)

Una forma maés sencilla de expresarlo es:

n

A2 = 0= S (in(Fy(a)) + (1L~ Fo(omian)
=1

De nuevo, la idea principal del estadistico se basa en estudiar las distancias
entre funciéon de distribucién empirica y funciéon de distribucion tedrica,
utilizando todos los puntos de la muestra. La regién critica o valores para
los que se rechaza la hipdtesis nula viene dada por los valores grandes del
estadistico: RC = {A2 > c} .

En este caso se da mayor importancia a la zona de las colas, por lo que,
si existe una diferencia entre las funciones en la parte central, va a ser més
dificir de detectar, al contrario por ejemplo del test de Lilliefors.

En la Tabla recogemos los datos de los p-valores y valores del es-
tadistico para nuestras muestras. Al igual que pasaba con el test de Cramer-
Von Mises, tenemos que tener en cuenta que RStudio nos proporciona el
valor A% del estadistico, a pesar de que lo denote como A. El test de AD
para un nivel de significacién de o« = 0.05 de nuevo rechaza la hipétesis de
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normalidad para todas las muestras a excepcién de las que provienen de las
distribuciones normal y mixtura gaussiana.

Valor del
estadistico A2 p-valor
Normal 0.182 0.911
Exponencial 4.404 5.225e-11
Uniforme 1.269 0.002539
Doble exp. 1.002 0.01168
Mixtura 0.4321 0.299

Tabla 4.5: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Anderson Darling.

En la Tabla[4.6] se muestran los limites de la regién critica para tamano
de muestra n = 100 y distintos niveles de significacién para este test [7].

a 0.01 0.05 0.1
¢ 1.0262 0.7453 0.6262

Tabla 4.6: Tabla donde se recogen los limites de la regién critica del test
de Anderson Darling para los distintos niveles de significacién y tamano de
muestra 100.

4.4. Test de Shapiro-Wilk

Este es un test de normalidad [25] para hipdtesis nulas compuestas, uti-
lizado para ver si una muestra dada proviene de una poblaciéon con distri-
bucién normal. En este caso tenemos la muestra (z1,....,x,) y la ordena-
mos obteniendo los estadisticos de orden, los cuales comparamos con los
estadisticos de orden de una muestra aleatoria independiente e idénticamen-
te distribuida de tamano n, obtenida a partir de la distribucién N(0,1). El
estadistico por medio del cual realizamos dicha comparacién es el siguiente:

(Do aiz(;y)?

W =
ns?

donde:

= ;) es el i-¢simo estadistico de orden de la muestra;

» 52 es la desviacién tipica muestral;
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tienen por medio de una simulacién de Montecarlo o también podemos
utilizar tablas donde se recogen los valores de los mismos.

. Estos coeficientes se ob-

= m = (mq,...,my)" valores esperados de los estadisticos de orden de las
muestras a partir de N (0, 1).

s V la matriz de covarianzas de los estadisticos de orden.

En este caso la regién critica se define para valores pequenos del es-
tadistico: RC' = {W < ¢}. Como es de esperar en un test de normalidad, el
estadistico es de libre distribucién bajo Hy.

A continuacién en la Tabla[d.7]tenemos recogidos los valores del estadisti-
co del test y los correspondientes p-valores para las muestras consideradas.
El test de Shapiro-Wilk para un nivel de significacion o = 0.05 rechaza la
hipétesis de normalidad para las muestras provenientes de una exponencial,
uniforme y doble exponencial. En RStudio se puede implementar por medio
de shapiro.test() del paquete stats.

Valor del
estadistico p-valor
Normal 0.994 0.9359
Exponencial 0.761 1.851e-11
Uniforme 0.952 0.0012
Doble exp. 0.928 3.772e-05
Mixtura 0.978 0.0975

Tabla 4.7: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Shapiro-Wilk.

El valor del limite de la region critica se puede buscar en tablas, aunque
al ser un test que se suele usar para tamanos de muestra menores a 50 las
tablas solamente muestran los limites de la regién critica hasta ese tamaio,
o también por simulacion.

4.5. Test de Shapiro-Francia

El test de Shapiro-Francia [24] se basa en el anterior test, pero tiene una
modificacién que nos simplifica los calculos. Hacemos de nuevo uso de los
estadisticos de orden z(;), los valores esperados de los estadisticos de orden
m y la matriz de covarianzas, pero ahora podremos prescindir del vector
de coeficientes a;, y anadimos el uso de los coeficientes de correlaciéon de
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Pearson. En este caso el estadistico del test viene dado por [33]:

cov(wz,m) Z?:l(x(i) —z)(m; —m)

7o VS (@) — D)) (T (s —m)?)

La region critica viene de nuevo dada por los valores del estadistico
pequenos: RC' = {W* < ¢}, esto se debe a que el estadistico viene dado por
un cociente y cuanto mas se asemejen los datos tedricos a los empiricos este
se aproximara a 1.

En la Tabla hemos recogido los valores del estadistico del test y los
correspondientes p-valores para nuestras muestras. En este test, a un nivel
de significaciéon a = 0.05 ocurre lo mismo que en el anterior, rechazando la
hipétesis de normalidad para todas las muestras a excepcién de las prove-
nientes de la normal y de la mixtura. En RStudio se puede implementar por
medio de sf.test() del paquete nortest.

wW* =

Valor del

estadistico p-valor

Normal 0.995 0.9456
Exponencial 0.751 3.536e-10

Uniforme 0.960 0.0054
Doble exp. 0.915 2.658e-05

Mixtura 0.9785 0.0928

Tabla 4.8: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Shapiro Francia.

En este caso en RStudio se implementa por medio de sf.test() del paquete
nortest.

4.6. Test de Jarque-Bera

Este test [16] estudia la normalidad de una variable haciendo uso del
estudio de la simetria y de la curtosis. El estadistico de este test viene dado
por:

1

LK = 3))

JB = %(52 +
donde:

= S es el coeficiente de asimetria para la muestra. En particular, es una
medida que indica si la distribucion de una variable es simétrica o no
respecto a su media, donde valores positivos indican asimetria positiva,
valores negativos indican asimetria negativa y las muestras simétricas
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tendran un valor para este coeficiente de cero. Formalmente, este co-
eficiente se define como:

% Z?ﬂ(wi - 57)3

HRES SN e

» K es el coeficiente de curtosis para la muestra. En particular, es una
medida del apuntamiento/achatamiento, es decir, de la forma de la
distribucién. Formalmente, este coeficiente se define como:

% oy (i — z)

TS SN

Asintéticamente, el estadistico JB sigue una distribucién x3 bajo Hy.
La regién critica viene dada por los valores del estadistico grandes (hay que
tener en cuenta que este estadistico toma solo valores positivos y muestras
normales tenderan a tomar valores del estadistico cercanos a cero, pues una
distribucién normal tiene asimetria igual a cero y curtosis igual a tres):
RC = {JB > X%—Q,Q}'

Vamos a ver a continuaciéon en la Tabla los valores que toma el
estadistico de Jarque-Bera para las muestras consideradas, asi como los p-
valores. Observamos como para una significacion a = 0.05 las Unicas mues-
tras para las que no rechazamos la normalidad son las provenientes de la
normal y de la mixtura. Con un nivel de significacién a = 0.01 tampoco
podriamos rechazar la normalidad de la muestra proveniente de una distri-
bucién uniforme. En RStudio tenemos la implementacién jb.norm.test() del
paquete normtest.

Valor del
estadistico p-valor
Normal 0.1679 0.909
Exponencial 742.1 <2.2e-16
Uniforme 6.177 0.042
Doble exp. 122.88 <2.2e-16
Mixtura 5.2214 0.0505

Tabla 4.9: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Jarque-bera.

En la Tabla[f.10] recogemos los valores del limite de la regién critica para
los distintos niveles de significacién.
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o 0.01 0.05 0.1
c 9.21034 5.9915 4.6052

Tabla 4.10: Tabla donde se recogen los limites de la region critica del test de
Jarque Bera para los distintos niveles de significacién y tamano de muestra
100.

4.7. Test de Jarque-Bera robusto

Este test es una variante [I1] (véase también [29]) del test de Jarque-
Bera presentado en la seccién anterior. En particular, se propone como una
modificacién del test de Jarque-Bera tradicional debido a que por la forma
en la que estd construido el anterior es muy sensible a la presencia de valores
atipiticos (outliers). La modificacién consiste en que en este caso se utilizaran
coeficientes de asimetria y curtosis mas robustos, es decir, menos sensibles
a outliers.

El estadistico en esta ocasién viene dado por :

2 2
n (ms n [my
RJB=—|—= — = -3
Cl(‘ﬁ?) +02(Jf% )
donde

= (1 y Cs son constantes positivas, calculadas tipicamente por simula-
cion.
m,

» # esun coeficiente robusto de la asimetria de la muestra.
n

» 7 es un coeficiente robusto de la curtosis de la muestra.
n

BRVAIER Y
Jn—n;\Xz—Me\

y ms3 y my son los momentos centrados de orden tres y cuatro, respec-
tivamente.

La distribucién asintética del estadistico es también una x3. La regioén critica
viene dada para valores grandes del estadistico, RC = {RJB > x3_ a,2}'

A continuacién motramos en la Tabla los valores del estadistico y
los p-valores correspondientes a nuestras muestras. En la Tabla (véase
seccién anterior), vienen dados los valores del limite de la regién critica
para diferentes niveles de significaciéon. Observamos cémo para el nivel de
significacion a = 0.05 Unicamente se rechaza la hipdtesis de normalidad
para las muestras provenientes de las distribuciones exponencial y doble
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exponencial. En RStudio tenemos la implementacién rjb.test() del paquete
lawstat.

Valor del valor
estadistico p
Normal 0.13768 0.9335

Exponencial 1703 <2.2e-16
Uniforme 4.5628 0.1021
Doble exp. 176.33 <2.2e-16

Mixtura 5.0554 0.07984

Tabla 4.11: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Jarque-bera robusto.

4.8. Adjusted Jarque Bera

Es otro test de normalidad basado en el siguiente estadistico [33]:

(Vh1)? N (b2 — E(by))?

ATB = Var(yv/by) Var(bs)

donde

= los elementos v/b; = Sy by = K — 3 del estadistico se corresponden
con los coeficientes de asimetria y curtosis (trasladado) de la muestra.

= Var(vh) = ‘(ni(ln)(ir?}rsf)

" B(by) = 2=V

= Var(by) = (ﬁyll)(;(ﬁ)?(,;l(;?s)
La distribucién asintética del estadistico es también una x3. La regién critica
viene dada para valores grandes del estadistico, RC = {AJB > X%aa}‘

En la Tabla tenemos los datos del estadistico y los p-valores de este
test para nuestras muestras de referencia. Como ocurria para el test anterior,
los limites de la regién critica se muestran en la Tabla (véanse secciones
anteriores). En este caso para un nivel de significacién o = 0.05 ocurre
como con el test anterior y rechazamos las hipdtesis de normalidad para las
muestras que vienen de las distribuciones exponencial y doble exponencial.
En RStudio lo implementamos como ajb.norm.test() del paquete normtest.
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Valor del

estadistico p-valor
Normal 0.11361 0.937
Exponencial 855.39 <2.2e-16
Uniforme 6.4856 0.052
Doble exp. 144.74 <2.2e-16
Mixtura 5.7455 0.054

Tabla 4.12: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de adjusted Jarque-bera.

4.9. Test de D’Agostino-Pearson

Este test [22 B3] estudia también una combinacién de la simetria y
la curtosis. Su mayor inconveniente es que es necesario que el tamano de
la muestra sea considerable, puesto que para muestras pequenas presenta
menos fiabilidad al estar basado en distribuciones asintéticas.

El estadistico de este test viene dado por:

K? = [Z(Vb)) + [Z(b2))
donde :
» Z(+/b1) [33] es una funcién del coeficiente de asimetria.
» Z(b2) [33] es una funcién del coeficiente de curtosis.

La distribucién asintética de este estadistico es una distribucién x3. Ademss,
la region critica viene dada para valores grandes del estadistico: RC =
(K> ).

Mostramos en la Tabla los p-valores y valores del estadisticos para
nuestras cinco muestras. Constltese la Tabla[4.10] (véanse secciones anterio-
res) para obtener los valores del limite de la regién critica para diferentes
niveles de significacién. Para un nivel de significacién de a = 0.05 con el
test de Agostino-Pearson rechazamos las hipétesis de normalidad para to-
das las muestras a excepcién de las provenientes de las distribuciones normal
y mixtura. La implementacién en RStudio viene dada por dagoTest() del pa-
quete fBasics. Tenemos que tener cuidado puesto que esta implementacién
nos da tres valores de estadisticos, y sus correspondientes p-valores. El que
nos interesa es el primero (Omnibus Test), asi como su respectivo p-valor.
Hay que tener en cuenta que esta implementacién solamente nos permite
trabajar con muestras de tamano 20 o mayor.

49



Valor del
estadistico

Normal 0.0717 0.9648
Exponencial  86.1142 < 2.2e-16
Uniforme 36.1677 1.4e-08
Doble exp. 27.969 8.445e-07
Mixtura 5.7464 0.05652

p-valor

Tabla 4.13: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Agostino Pearson.

4.10. Test chi-cuadrado

Los test chi-cuadrado son test de bondad de ajuste, que se puede utili-
zar para estudiar si una muestra procede o no de una distribucién normal.
Reciben este nombre puesto que cuando se cumple la hipdtesis nula de nor-
malidad el estadistico del test sigue una distribucién x? con ciertos grados
de libertad. Tipicamente se utilizan para variables aleatorias discretas y con
un numero finito de observaciones, pero en caso de no contar con este tipo
de variables es posible discretizar la variable que se tenga, agrupando los
valores de la misma en un numero finito de clases.

Estos tests abarcan tanto el caso de hipdtesis nulas simples como el de
hipétesis nulas compuestas, con ciertas diferencias a la hora de la aplicacion
debido a la necesidad de utilizar estimaciones en el segundo caso. Hay varios
test dentro de este grupo pero uno de los més conocidos y en el que nos vamos
a centrar es el llamado test chi-cuadrado de Pearson [13] [21]. La idea
general que utiliza este test es, dada una variable aleatoria X cuyos valores se
agruparan en clases y una muestra aleatoria simple a partir de la misma, se
realiza la comparacién entre frecuencias observadas y frecuencias esperadas.
Cuanto més diferentes sean las frecuencias observadas y las esperadas, mas
evidencias en contra de la hipotesis nula de normalidad tendremos.

4.10.1. En el caso de hipdtesis simples

Dada una variable aleatoria X y una muestra aleatoria simple (X1, ...., X;,)
a partir de X, definimos k clases disjuntas C',...,C, de tal manera que
denotamos por n; el nimero de observaciones en cada clase, cumpliendo
que Zle n; = n es el numero total de observaciones de la muestra. A las
frecuencias n; se las denomina las frecuencias observadas de la muestra. Por
otro lado, Vi € {1,....k}, tenemos p; = P(X € C;) la probabilidad de estar
en la clase C;. Gracias a esta probabilidad podemos definir las frecuencias
esperadas como FE; = np? donde pg es la probabilidad de estar en la clase
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C; bajo la hipétesis nula. Entonces el estadistico de Pearson viene dado por:

2

ni—Ei
oy Ei)

=1

Al estar basado en la diferencia entre frecuencias observadas y esperadas,
si ambas son similares, el cociente implicado en el estadistico tiende a 0 con
lo que tenemos que la regién critica viene dada para valores grandes del
estadistico: RC' = {D > c}. Bajo Hy, se tiene que D iy Xzfl’ donde k£ —1
es la dimensién del espacio paramétrico (nimero de clases menos 1).

4.10.2. En el caso de hipétesis compuestas

En este caso, la distribuciéon no esta completamente especificada con
lo que habra un cambio a la hora de definir las frecuencias esperadas. De
nuevo contamos con una variable aleatoria X que toma valores en k clases
disjuntas C1, ..., Ck y que tienen n; observaciones en cada clase (frecuencias
observadas). Por medio del método de maxima verosimilitud, se calcula la
estimacién del pardmetro o pardmetros desconocidos (en el caso de la nor-
mal, la media y la desviacién tipica), es decir é, y entonces podremos definir
las frecuencias esperadas como E; = nR(é) Esa es la tnica diferencia con
respecto a una distribucién completamente especificada puesto que de nuevo
se define el estadistico de Pearson como:

(ni — E;)?
p=Y =

Se sigue cumpliendo que la RC = {D > c}, y en este caso bajo Hy el es-
tadistico cumple D e X%_l_ q donde ¢ es el nimero de parametros que se

~

estiman. Es importante mencionar que P;(#) puede no ser sencillo de esti-

mar para los datos agrupados y en ocasiones se recurre a la estimacion con

los datos sin agrupar. En dicho caso, la distribucién asintética se encontrara
2 2

entre una xj_; y una Xk—1—q-

A continuacién se recogen en la Tabla los p-valores, asi como los
valores del estadistico de Pearson para nuestras muestras. En la Tabla
vienen recogidos los limites de la regién critica para algunos niveles de signi-
ficacidn, calculados a partir de la distribucion asintética del estadistico. Este
test con un nivel de significacién o = 0.05 rechaza la hipotesis de normalidad
Unicamente para las muestras provenientes de las distribuciones exponencial
y uniforme. En el caso de @ = 0.01 solamente se rechazaria para la mues-
tra que viene de la exponencial. En RStudio se implementa por medio de
pearson.test() del paquete nortest.
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Valor del

estadistico p-valor

Normal 5.3 0.8703
Exponencial 54.44 4.017e-08

Uniforme 21.68 0.01682

Doble exp. 7.9 0.6386

Mixtura 7.9 0.6386

Tabla 4.14: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test y? de Pearson.

o 0.01 0.05 0.1
c 23.20925 18.30704 15.98718

Tabla 4.15: Tabla donde se recogen los limites de la region critica del test
x? de Pearson para los distintos niveles de significacién.

4.11. Test de Filliben

El test de Filliben [§] utiliza la correlacién entre los estadisticos de orden
de la muestra dados por X; y la mediana estimada de los estadisticos de
orden tedricos. Filliben propuso usar esta correlacion para comprobar la
normalidad de una muestra. Filliben trabaja con las siguientes medianas
estimadas de los estadisticos de orden de una distribucion uniforme estandar:

1-05G), Sii=1
me =9 ogs.  Sil<i<n

05G),  Sii=n

A continuacién, se ha de usar el método de la transformacién inversa
para a partir de cada m; obtener M) = ¢*1(m(i)), que son estimaciones
de la mediana de los estadisticos de orden en una normal estdndar.

El coeficiente de correlacion entre los z(;) y los M(;) viene dado por:

> i1 iy M)

o M2 = 1)

La regién critica para este test viene dada para valores pequenos del
coeficiente de correlacion RC = {r < c}.

A continuacién en la Tabla vienen recogidos los p-valores y valo-
res del estadistico para nuestras muestras, y vemos que para una significa-

T =
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cion a = 0.05 rechazamos la hipétesis de normalidad para todas las mues-
tras a excepcion de las provenientes de las distribuciones normal y mixtu-
ra. En RStudio su implementacién es por medio de ppccTest(x, ”qnorm”,
ppos="Filliben”) del paquete ppcc, donde x es la muestra sobre la que es-
tamos estudiando la normalidad.

Valor del valor
estadistico p
Normal 0.99755 0.9574

Exponencial ~ 0.86594 < 2.2e-16
Uniforme 0.98048 0.0064
Doble exp. 0.95556 le-04
Mixtura 0.98916 0.096

Tabla 4.16: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Filliben.

Con respecto a los limites de la regién critica para este test los podemos
encontrar tabulados [§]. Mostramos los limites de la regién critica para los
niveles de significacién mas usados y tamano de muestra 100 en la Tabla

a 001 0.05 0.1
c 0981 0.987 0.989

Tabla 4.17: Tabla donde se recogen los limites de la region critica del test de
Filliben para los distintos niveles de significacién y tamano de muestra 100.

4.12. Test de Chen-Shapiro

El test de Chen-Shapiro [2], [4] también sirve para comprobar la hipdtesis
de si unos datos se distribuyen o no de forma normal. Se recomienda aplicarlo
para distribuciones simétricas, es presentado como una buena alternativa a
muchos test de normalidad. Este test utiliza los estadisticos de orden de la
muestra dada para el estadistico del test, que viene dado por:

— L(i4+1) —
@H (n—1)s g

donde como hemos indicado los x(;) son estadisticos de orden y ademads
tenemos que H; = ¢~ ((i —3/8)/(n+1/4)) donde ¢! es la funcién inversa
de la funcién de distribucién de una normal estandar. La regién critica viene
de nuevo dada por los valores del estadistico pequenos: RC = {QH < c}.
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En este caso, para la ultima versién de RStudio no disponemos de la
implementacién del test.

4.13. Test de Frosini

El test de Frosini [9], [33], [36]se basa en el estadistico:

1 & i—0.5

donde:

. Xiy—X
= Y; viene dado por %

= X(; son los estadisticos de orden.

2 _ 1N (. ¥\2 :
=57 = 2> " (s — X)® es la varianza de la muestra, por lo que s
denotard la desviacion tipica.

La regién critica viene dada para valores grandes del estadistico: RC' =
{B,, > c}. A continuacién mostramos la Tabla[l.1§con los p-valores y valores
del estadistico para nuestras muestras, observando c¢cémo para una signifi-
cacion a = 0.05 rechazamos la normalidad en todos los casos a excepcion
de las muestras que vienen de las distribuciones normal y mixtura. Para
a = 0.01 tampoco podriamos rechazar la normalidad de la muestra prove-
niente de la doble exponencial. En RStudio la implementacion viene dada
por frosini.norm.test() del paquete normtest.

Valor del
estadistico

Normal 0.13171 0.8825
Exponencial  0.72508 <2.2e-16
Uniforme 0.38547 0.004
Doble exp. 0.31086 0.0305
Mixtura 0.19734 0.371

p-valor

Tabla 4.18: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Frosini.

4.14. Test de Geary

El test de Geary [I0] para comprobar la normalidad de una muestra
se basa en la comparacién de la desviacién media de nuestra muestra y la
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desviacion estandar de la misma. En particular, el estadistico para este test
viene dado por: -
d— Z?:l |Xi _X|
ns?
Tenemos que en esta ocasién, sabiendo que las hipdtesis nula y alterna-
tiva son las mismas con las que hemos trabajado en los test anteriores, la
region critica para la primera de ellas viene dada por valores mayores a uno,

ya que con este test el valor esperado del estadistico en caso de que nuestra

muestra se ajuste a una distribucién normal es de \/g ~ 0.7979.

Es decir RC = {d > 0.7979 + ¢} o RC = {d < 0.7979 — ¢}, cuando d es
un valor muy por encima o por debajo del de referencia.

En la Tabla tenemos los p-valores y valores del estadistico para
nuestras muestras. Para un nivel de significacién a = 0.05 rechazamos la
normalidad de las muestras provenientes de la distribucion uniforme tnica-
mente, con lo que podemos deducir que este test tiene una potencia muy
baja. En RStudio viene implementado por geary.norm.test() del paquete
normtest.

Valor del
estadistico p-valor
Normal 0.80295 0.442
Exponencial 0.67441 1
Uniforme 0.87007 5e-04
Doble exp. 0.71155 1

Mixtura 0.79977 0.495

Tabla 4.19: Tabla donde se recogen los valores del estadistico y p-valores de
nuestras muestras para el test de Geary.
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Capitulo 5

Comparacion de la potencia
de los distintos tests
presentados

En este capitulo vamos a comparar la potencia de distintos test de nor-
malidad, en concreto de los que aparecen en el capitulo anterior a excepcién
de los tres ultimos, puesto que para estos se nos presentan ciertas dificulta-
des: en el caso de Chen-Shapiro no disponemos en la versién de RStudio con
la que se trabaja de una implementacion directa, mientras que en los casos
de Frosini y de Geary lo que ocurre es que dentro del propio test se recurre a
simulacién de MonteCarlo con un gran niimero de repeticiones, lo que hace
que no fuese factible realizar las simulaciones con los medios disponibles en
un tiempo razonable.

Realizaremos el estudio de la potencia en primer lugar con las distribu-
ciones con las que llevamos trabajando durante todos los capitulos, a nivel
de significacion a = 0.05 y distintos tamafnios muestrales. También estu-
diaremos la potencia de los test bajo distribuciones conocidas como, por
ejemplo, la distribucién t de Student o la distribucion chi-cuadrado. Este
estudio se realizard por medio de simulaciones de MonteCarlo con 10000
repeticiones, siendo la estimacién de la potencia el niimero de veces que en
estas repeticiones se rechaza la hipdtesis nula de normalidad.
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5.1. Potencia bajo la hipétesis nula

5.1.1. Distribucién normal

Test de normalidad 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Lilliefors 0.0511 0.0488 0.0498 0.0500 0.0502 0.0489 0.0485 0.0520 0.0524 0.0497
Cramer Von Mises 0.0489 0.0531 0.0517 0.0519 0.0481 0.0497 0.0496 0.0516 0.0531 0.0493
Anderson Darling  0.0499 0.0518 0.0518 0.0516 0.0476 0.0506 0.0462 0.0503 0.0513 0.0489
Shapiro-Wilk 0.0498 0.0504 0.0523 0.0519 0.0521 0.0530 0.0482 0.0494 0.0506 0.0489
Shapiro Francia 0.0564 0.0542 0.0512 0.0521 0.0559 0.0543 0.0478 0.0522 0.0532 0.0497
Jarque Bera 0.0089 0.0245 0.0312 0.0345 0.0393 0.0411 0.0364 0.0415 0.0412 0.0490
JB Robusto 0.0607 0.0644 0.0622 0.0610 0.0610 0.0622 0.0532 0.0603 0.0593 0.0545
Adjusted JB 0.0718 0.0608 0.0600 0.0591 0.0604 0.0604 0.0517 0.0568 0.0540 0.0535
Agostino-Pearson - 0.0579 0.0591 0.0583 0.0573 0.0606 0.0537 0.0582 0.0563 0.0534
Chi Pearson 0.0660 0.0524 0.0511 0.0575 0.0550 0.0603 0.0481 0.0517 0.0533 0.0501
Filliben 0.0513 0.0519 0.0495 0.0504 0.0539 0.0520 0.0472 0.0505 0.0504 0.0477

Tabla 5.1: Potencias de las pruebas de normalidad para una distribucién
N(3,5) con distintos tamanos de muestra.

En el caso de la potencia bajo la hipdtesis nula (Tabla Figura ,
tenemos un comportamiento practicamente idéntico de la potencia de todos
los test, con valores muy bajos de las mismas, cercanos al nivel de significa-
cién considerado. Se observa como algunos tests dan potencias ligeramente
superiores para tamanos muestrales pequenos, debido al uso de distribucio-

nes asintoticas.
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5.2. Potencia bajo la hipétesis alternativa

5.2.1. Distribucién exponencial

Test de normalidad 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Lilliefors 0.3033 0.5759 0.7768 0.9027 0.9598 0.9858 0.9966 0.9988 0.9998 1.0000
Cramer Von Mises 0.3837 0.7265 0.9013 0.9670 0.9908 0.9971 0.9996 1.0000 0.9999 1.0000
Anderson Darling  0.4149 0.7772 0.9337 0.9833 0.9968 0.9994 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000

Shapiro-Wilk 0.4475 0.8367 0.9699 0.9951 0.9989 0.9998 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Shapiro Francia 0.5342 0.7948 0.9499 0.9901 0.9983 0.9998 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Jarque Bera 0.1472 0.4800 0.7273 0.8815 0.9553 0.9878 0.9971 0.9997 0.9998 1.0000

JB Robusto 0.3211 0.5954 0.7808 0.8920 0.9479 0.9796 0.9931 0.9973 0.9997 1.0000
Adjusted JB 0.3400 0.6011 0.7975 0.9146 0.9687 0.9915 0.9979 0.9998 0.9998 0.9998
Agostino-Pearson - 0.5997 0.7900 0.9040 0.9632 0.9914 0.9976 1.0000 0.9999 1.0000
Chi Pearson 0.3968 0.6527 0.6527 0.9524 0.9831 0.9951 0.9991 0.9997 0.9998 1.0000
Filliben 0.4148 0.7777 0.9415 0.9887 0.9981 0.9998 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000

Tabla 5.2: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion alter-
nativa exp(0.2) con distintos tamanos de muestra.

Para la potencia bajo la hipotesis alternativa de que los datos provienen
de una distribucién exponencial (Tabla Figura se obtienen potencias
muy altas en todos los test, incluso en aquellos que por lo general tienen
potencias bajas bajo otras hipodtesis alternativas. Notese que se comienzan
a alcanzar tamanos de potencia cercanos a 0.9 en la totalidad de los tests a
partir de un tamano de muestra de n = 40.
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Figura 5.2: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucién alternativa exp(0.2) con distintos tamanos de muestra.
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5.2.2. Distribucién uniforme

Test de normalidad 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Lilliefors 0.0646 0.0951 0.1408 0.1975 0.2633 0.3257 0.3947 0.4647 0.5265 0.5881
Cramer Von Mises 0.0772 0.1389 0.2278 0.3355 0.4423 0.5378 0.6306 0.7104 0.7781 0.8363
Anderson Darling  0.0823 0.1708 0.2938 0.4396 0.5722 0.6910 0.7919 0.8575 0.9118 0.9439

Shapiro-Wilk 0.0863 0.1984 0.3812 0.5852 0.7457 0.8633 0.9373 0.9720 0.9888 0.9952
Shapiro Francia 0.0533 0.0827 0.1675 0.3115 0.4736 0.6353 0.7714 0.8661 0.9292 0.9637
Jarque Bera 0.0023  0.0009 0.0002 0.0001 0.0000 0.0031 0.0369 0.1554 0.3446 0.5595

JB Robusto 0.0165 0.0039 0.0006 0.0005 0.0001 0.0002 0.0000 0.0002 0.0050 0.0400
Adjusted JB 0.0187 0.0032 0.0005 0.0001 0.0023 0.0245 0.1110 0.2645 0.4526 0.6439
Agostino-Pearson - 0.1545 0.3898 0.6281 0.8057 0.8979 0.9541 0.9816 0.9931 0.9971
Chi Pearson 0.0905 0.0798 0.1138 0.1618 0.2061 0.2626 0.2826 0.3544 0.4338 0.4569
Filliben 0.0441 0.0630 0.1305 0.2553 0.4137 0.5654 0.7135 0.8221 0.8993 0.9477

Tabla 5.3: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién alter-
nativa U(0,10) con distintos tamanos de muestra.

Para la potencia bajo la hipdtesis alternativa de que los datos provie-
nen de una distribucién uniforme (Tabla Figura , el test de mayor
potencia en este caso seria Agostino-Pearson que alcanza una potencia lo
suficientemente buena para n = 50, seguido de otros como Shapiro-Wilk. El
test con menor potencia es JB Robusto y otro de los que tienen la potencia
mas baja es el chi-cuadrado. Podemos ver cémo a medida que aumenta el
tamano de la muestra la potencia aumenta en la mayoria de los tests.
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Figura 5.3: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucién alternativa U(0,10) con distintos tamanos de muestra.
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5.2.3. Distribucién doble exponencial

Test de normalidad 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Lilliefors 0.1433 0.2196 0.2927 0.3603 0.4263 0.4996 0.5551 0.6136 0.6625 0.7044
Cramer Von Mises 0.1597 0.2630 0.3663 0.4538 0.5334 0.6102 0.6764 0.7314 0.7819 0.8209
Anderson Darling 0.1617 0.2700 0.3726 0.4627 0.5375 0.6148 0.6802 0.7360 0.7913 0.8208
Shapiro-Wilk 0.1578 0.2607 0.3594 0.4465 0.5181 0.5904 0.6505 0.7033 0.7561 0.7872
Shapiro Francia 0.1911 0.3222 0.4293 0.5235 0.5904 0.6627 0.7192 0.7649 0.8124 0.8386
Jarque Bera 0.0650 0.2176 0.3332 0.4390 0.5072 0.5801 0.6465 0.6886 0.7431 0.7749
JB Robusto 0.2114 0.3863 0.5085 0.6098 0.6782 0.7440 0.7952 0.8345 0.8743 0.8945
Adjusted JB 0.2235 0.3452 0.4421 0.5329 0.5889 0.6565 0.7056 0.7415 0.7871 0.8147
Agostino-Pearson - 0.3035 0.3819 0.4597 0.5071 0.5632 0.6164 0.6500 0.6990 0.7290
Chi Pearson 0.1358 0.1427 0.1968 0.2392 0.2747 0.3259 0.3655 0.3985 0.4393 0.4711
Filliben 0.1851 0.3203 0.4293 0.5243 0.5931 0.6640 0.7214 0.7671 0.8144 0.8398

Tabla 5.4: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién Lapla-
ce(3,5) con distintos tamanos de muestra.

Para la potencia bajo la hipotesis alternativa de que los datos provienen
de una distribucién doble exponencial (Tabla Figura Vemos como
la potencia aumenta a medida que aumenta el tamafno de la muestra. Tests
como Jarque Bera Robusto alcanzan una potencia aceptable a partir de
n = 80, siendo el test de mayor potencia seguido de otros como Filliben
o Shapiro-Francia. En este caso el test chi-cuadrado es el test de menor
potencia con diferencia alcanzando en n = 100 inicamente una potencia de

0.4711.
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Figura 5.4: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucién Laplace(3,5) con distintos tamanos de muestra.
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5.2.4. Distribucién mixtura gausiana

Ahora vamos a estudiar la potencia de dos tipos de distribuciones mixtu-
ra gaussiana, para distintas probabilidades (en concreto p € {0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}).
Realizaremos este estudio para tres tamanos de muestra distintos (n = 20,
n =50 y n = 100). En concreto las mixturas sobre las que estudiaremos la
potencia de los distintos test son:

» Mixturas gaussianas centradas: N (0, 1) con probabilidad 1—p y N (0, 1000)
con probabilidad p.

» Mixturas gaussianas descentradas: N(0,1) con probabilidad 1 — p y
N (1000, 1) con probabilidad 1 — p.

Ambas distribuciones representan de alguna forma la introduccién de rui-
do en una normal estandar, repartiéndose este ruido en ambas colas en el
primero de los casos y solamente en la cola derecha en el segundo de los
Casos.

Mixtura gaussiana centrada y tamano muestral n=20

0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Lilliefors 0.2146 0.3636 0.6533 0.8834 0.9884 0.9988 0.9964 0.5774
Cramer Von Mises 0.2169 0.3655 0.6546 0.8837 0.9886 0.9988 0.9955 0.5791
Anderson Darling 0.2175 0.3666 0.6547 0.8838 0.9887 0.9986 0.9903 0.5793
Shapiro Wilk 0.2159 0.3647 0.6533 0.8830 0.9883 0.9948 0.9652 0.5781
Shapiro Francia ~ 0.2180 0.3672 0.6557 0.8840 0.9888 0.9958 0.9751 0.5809
Jarque Bera 0.1949 0.3478 0.6443 0.8749 0.9198 0.7806 0.5713 0.5678
JB Robusto 0.2260 0.3723 0.6588 0.8849 0.9888 0.9914 0.9568 0.5848
Adjusted JB 0.2232 0.3706 0.6573 0.8834 0.9664 0.9038 0.7591 0.5835
Agostino Pearson  0.2192 0.3675 0.6560 0.8811 0.9434 0.8408 0.6659 0.5817
Chi Pearson 0.2143 0.3636 0.6514 0.8825 0.9886 0.9986 0.9955 0.5762

Filliben 0.2155 0.3649 0.6548 0.8838 0.9887 0.9958 0.9748 0.5799

Tabla 5.5: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién alter-
nativa mixtura gaussiana centrada con tamano de muestra 20 y distintas
probabilidades.
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Mixtura gaussiana centrada y tamano muestral n=50

0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Lilliefors 0.4270 0.6539 0.9267 0.9952 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Cramer Von Mises 0.4253 0.6530 0.9269 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Anderson Darling 0.4265 0.6536 0.9271 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Shapiro Wilk 0.4259 0.6556 0.9273 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 0.9984
Shapiro Francia ~ 0.4308 0.6570 0.9272 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 0.9984
Jarque Bera 0.4207 0.6507 0.9251 0.9949 0.9995 0.9883 0.9160 0.7377
JB Robusto 0.4372 0.6610 0.9274 0.9951 1.0000 1.0000 0.9998 0.9943
Adjusted JB 0.4352 0.6597 0.9266 0.9950 0.9999 0.9958 0.9548 0.8268
Agostino Pearson  0.4341 0.6581 0.9263 0.9950 0.9993 0.9803 0.8957 0.7122
Chi Pearson 0.4296 0.6550 0.9274 0.9950 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Filliben 0.4304 0.6568 0.9271 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 0.9989

Tabla 5.6: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién alter-
nativa mixtura gaussiana centrada con tamano de muestra 50 y distintas
probabilidades.
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Figura 5.6: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa mixtura gaussiana centrada con tamano de muestra
50 y distintas probabilidades.
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Mixtura gaussiana centrada y tamano muestral n=100

0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Lilliefors 0.6495 0.8708 0.9954 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Cramer Von Mises 0.6498 0.8710 0.9954 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Anderson Darling 0.6506 0.8721 0.9954 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Shapiro Wilk 0.6512 0.8718 0.9950 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Shapiro Francia ~ 0.6524 0.8725 0.9950 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Jarque Bera 0.6496 0.8710 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 0.9971 0.9552
JB Robusto 0.6552 0.8724 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Adjusted JB 0.6542 0.8726 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 0.9986 0.9712
Agostino Pearson  0.6527 0.8720 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 0.9922 0.9210
Chi Pearson 0.6518 0.8714 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Filliben 0.6519 0.8719 0.9950 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Tabla 5.7: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién alter-
nativa mixtura gaussiana centrada con tamano de muestra 100 y distintas
probabilidades.
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Figura 5.7: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa mixtura gaussiana centrada con tamano de muestra
100 y distintas probabilidades.



Mixtura gaussiana descentrada y tamano muestral n=20

0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Lilliefors 0.2150 0.3644 0.6548 0.8841 0.9887 0.9992 1.0000 1.0000
Cramer Von Mises 0.2172 0.3664 0.6560 0.8842 0.9889 0.9992 1.0000 1.0000
Anderson Darling 0.2178 0.3674 0.6561 0.8843 0.9890 0.9992 1.0000 1.0000
Shapiro Wilk 0.2162 0.3654 0.6546 0.8843 0.9885 0.9992 1.0000 1.0000
Shapiro Francia ~ 0.2183 0.3679 0.6569 0.8843 0.9890 0.9992 1.0000 1.0000
Jarque Bera 0.1952 0.3485 0.6433 0.8381 0.6176 0.2345 0.0493 0.0112
JB Robusto 0.2263 0.3730 0.6598 0.8837 0.9036 0.6086 0.2523 0.1128
Adjusted JB 0.2235 0.3713 0.6580 0.8751 0.7938 0.4126 0.1242 0.0406
Agostino Pearson 0.2195 0.3682 0.6551 0.8513 0.8130 0.8211 0.9251 0.9706
Chi Pearson 0.2149 0.3648 0.6533 0.8834 0.9889 0.9993 1.0000 1.0000
Filliben 0.2158 0.3656 0.6560 0.8841 0.9889 0.9992 1.0000 1.0000

Tabla 5.8: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién alter-
nativa mixtura gaussiana descentrada con tamano de muestra 20 y distintas

probabilidades.
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Figura 5.8: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad ba-
jo distribucién alternativa mixtura gaussiana descentrada con tamano de

muestra 20 y distintas probabilidades.
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Mixtura gaussiana descentrada y tamano muestral n=>50

0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Lilliefors 0.4289 0.6558 0.9274 0.9953 1.0000 1.0000 1.0000 1.000
Cramer Von Mises 0.4274 0.6549 0.9276 0.9952 1.0000 1.0000 1.0000 1.000
Anderson Darling 0.4283 0.6552 0.9277 0.9952 1.0000 1.0000 1.0000 1.000

Shapiro Wilk 0.4308 0.6568 0.9278 0.9952 1.0000 1.0000 1.0000 1.000
Shapiro Francia  0.4320 0.6580 0.9277 0.9952 1.0000 1.0000 1.0000 1.000
Jarque Bera 0.4219 0.6517 0.9256 0.9950 1.0000 1.0000 1.0000 1.000
JB Robusto 0.4383 0.6620 0.9279 0.9952 0.9945 0.7822 0.2404 0.034
Adjusted JB 0.4363 0.6607 0.9271 0.9951 1.0000 1.0000 1.0000 1.000
Agostino Pearson  0.4325 0.6591 0.9268 0.9951 NA NA NA NA
Chi Pearson 0.4321 0.6573 0.9282 0.9950 1.0000 1.0000 1.0000 1.000
Filliben 0.4316 0.6578 0.9276 0.9952 1.0000 1.0000 1.0000 1.000

Tabla 5.9: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion alter-
nativa mixtura gaussiana descentrada con tamano de muestra 50 y distintas
probabilidades.
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Figura 5.9: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad ba-
jo distribucién alternativa mixtura gaussiana descentrada con tamano de

muestra 50 y distintas probabilidades.
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Mixtura gaussiana descentrada y tamano muestral n=100

0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Lilliefors 0.6507 0.8718 0.9956 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Cramer Von Mises 0.6511 0.8720 0.9956 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Anderson Darling 0.6516 0.8729 0.9956 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Shapiro Wilk 0.6519 0.8724 0.9952 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Shapiro Francia ~ 0.6531 0.8731 0.9952 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Jarque Bera 0.6502 0.8716 0.9953 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
JB Robusto 0.6558 0.8730 0.9953 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Adjusted JB 0.6548 0.8732 0.9953 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Agostino Pearson  0.6534 0.8726 0.9953 1.0000 1.0000 NA NA NA
Chi Pearson 0.6532 0.8723 0.9954 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Filliben 0.6526 0.8725 0.9952 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Tabla 5.10: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién alter-
nativa mixtura gaussiana descentrada con tamano de muestra 100 y distintas
probabilidades.
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Figura 5.10: Distribuciéon de los p-valores de las pruebas de normalidad
bajo distribucién alternativa mixtura gaussiana descentrada con tamano de
muestra 100 y distintas probabilidades.

En resumen, trabajando bajo la distribucién alternativa mixtura gaussia-
na, se observa un incremento de la potencia al aumentar el tamaino muestral,
hasta llegar al maximo en algunos casos. Ademads, la potencia es mayor para
aquellas simulaciones en las que p toma valores cercanos a 0.5. En particular,
en los casos de p = 0.01 y p = 0.03 podemos ver potencias bajas, mientras
que en los casos de probabilidades como pueden ser p = 0.3 o p = 0.4 la po-
tencia es alta, llegando a los valores que se consideran aceptables (en torno
a 0.8 y superiores). Nétese el comportamiento extrano para el caso p = 0.5
y tamano muestral n = 20, donde las potencias se hacen més pequenas que
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en el caso p = 0.4.

En el caso de la mixtura descentrada las potencias son muy similares,
pero podriamos destacar el test de Agostino-Pearson como aquel de menor
potencia que los otros, alcanzando ain asi valores de potencia aceptables.
En el caso de la mixtura descentrada se destaca que el test de JB y sus mo-
dificaciones tienen potencias muy bajas para las simulaciones con tamanos
pequenos y probabilidades como p = 0.4 o p = 0.5. Para el test de Agostino-
Pearson hay veces en las que la salida es NA, probablemente por la aparicién
de valores cercanos a cero en algin denominador.

5.2.5. Distribucién t de Student

A continuacién se estudiara la potencia de los distintos test de normali-
dad para la distribucion t de Student, con la cudl trabajaremos variando los
grados de libertad como podremos ver en las tablas, asi como los tamanos
de las muestras que vamos a manejar (en concreto nos centramos en los
tamanos muestrales n € {20, 50, 100}).

Tamano de muestra n=20 y distintos grados de libertad

1 2 3 4 5 6 7 8

Lilliefors 0.8460 0.4470 0.2555 0.1813 0.1316 0.1050 0.0861 0.0808
Cramer Von Mises 0.8816 0.5118 0.3029 0.2218 0.1591 0.1257 0.1057 0.0951
Anderson Darling 0.8816 0.5308 0.3206 0.2347 0.1744 0.1389 0.1158 0.1043
Shapiro Wilk 0.8717 0.5312 0.3396 0.2511 0.1891 0.1497 0.1315 0.1132
Shapiro Francia  0.8947 0.5846 0.3860 0.2931 0.2247 0.1814 0.1557 0.1351
Jarque Bera 0.8234 0.4927 0.3152 0.2252 0.1729 0.1326 0.1097 0.0943
JB Robusto 0.9113 0.6319 0.4348 0.3339 0.2667 0.2196 0.1899 0.1654
Adjusted JB 0.8853 0.6040 0.4166 0.3275 0.2591 0.2148 0.1873 0.1654
Agostino-Pearson  0.8614 0.5647 0.3854 0.2966 0.2343 0.1917 0.1666 0.1488
Chi Pearson 0.7797 0.3390 0.1804 0.1219 0.0936 0.0815 0.0691 0.0645

Filliben 0.8945 0.5831 0.3849 0.2917 0.2233 0.1798 0.1536 0.1318

Tabla 5.11: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion al-
ternativa t de Student con tamano de muestra 20 y diferentes grados de
libertad.
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9 10 15 20 25 30 35 40

Lilliefors 0.0739 0.0720 0.0615 0.0568 0.0509 0.0515 0.0534 0.0518
Cramer Von Mises 0.0833 0.0826 0.0700 0.0611 0.0598 0.0551 0.0558 0.0522
Anderson Darling 0.0913 0.0902 0.0720 0.0606 0.0590 0.0551 0.0550 0.0553
Shapiro Wilk 0.1046 0.0966 0.0806 0.0677 0.0635 0.0589 0.0562 0.0587
Shapiro Francia  0.1243 0.1158 0.0944 0.0754 0.0715 0.0667 0.0631 0.0664
Jarque Bera 0.0836 0.0746 0.0553 0.0434 0.0413 0.0347 0.0330 0.0335
JB Robusto 0.1562 0.1408 0.1149 0.0941 0.0842 0.0826 0.0782 0.0792
Adjusted JB 0.1553 0.1375 0.1174 0.0944 0.0834 0.0809 0.0798 0.0805
Agostino-Pearson  0.1362 0.1247 0.1068 0.0858 0.0766 0.0737 0.0722 0.0725
Chi Pearson 0.0623 0.0617 0.0592 0.0529 0.0493 0.0474 0.0463 0.0518

Filliben 0.1221 0.1134 0.0917 0.0716 0.0694 0.0643 0.0608 0.0626

Tabla 5.12: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién al-
ternativa t de Student con tamano de muestra 20 y diferentes grados de
libertad (continuacién).
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Figura 5.12: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa t de Student con tamano de muestra 20 y diferentes
grados de libertad(continuacion).
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Tamano de muestra n=>50 y distintos grados de libertad

1 2 3 4 5 6 7 8

Lilliefors 0.9943 0.7736 0.4793 0.2973 0.2067 0.1551 0.1249 0.1036
Cramer Von Mises 0.9975 0.8404 0.5713 0.3752 0.2676 0.2020 0.1567 0.1370
Anderson Darling 0.9974 0.8557 0.6082 0.4091 0.2977 0.2320 0.1805 0.1547
Shapiro Wilk 0.9969 0.8586 0.6378 0.4583 0.3542 0.2862 0.2345 0.1994
Shapiro Francia ~ 0.9976 0.8905 0.6998 0.5279 0.4134 0.3431 0.2822 0.2456
Jarque Bera 0.9945 0.8593 0.6610 0.4968 0.3921 0.3175 0.2632 0.2281
JB Robusto 0.9986 0.9153 0.7510 0.5866 0.4786 0.4018 0.3322 0.2932
Adjusted JB 0.9969 0.8901 0.7208 0.5617 0.4586 0.3861 0.3174 0.2797
Agostino-Pearson  0.9935 0.8561 0.6639 0.5039 0.4013 0.3387 0.2757 0.2422
Chi Pearson 0.9835 0.6418 0.3314 0.1927 0.1289 0.0987 0.0828 0.0761

Filliben 0.9977 0.8902 0.7012 0.5291 0.4145 0.3429 0.2831 0.2446

Tabla 5.13: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion al-
ternativa t de Student con tamano de muestra 50 y diferentes grados de
libertad.

9 10 15 20 25 30 35 40

Lilliefors 0.0975 0.0885 0.0670 0.0578 0.0570 0.0543 0.0526 0.0550
Cramer Von Mises 0.1179 0.1087 0.0797 0.0595 0.0641 0.0583 0.0552 0.0576
Anderson Darling 0.1324 0.1235 0.0850 0.0672 0.0664 0.0597 0.0571 0.0572
Shapiro Wilk 0.1726 0.1544 0.1119 0.0820 0.0795 0.0689 0.0642 0.0616
Shapiro Francia ~ 0.2166 0.1931 0.1375 0.1029 0.0926 0.0826 0.0768 0.0739
Jarque Bera 0.2004 0.1752 0.1227 0.0891 0.0806 0.0665 0.0641 0.0601
JB Robusto 0.2599 0.2355 0.1674 0.1312 0.1181 0.1007 0.0955 0.0908
Adjusted JB 0.2501 0.2262 0.1625 0.1259 0.1122 0.0970 0.0937 0.0903
Agostino-Pearson  0.2144 0.1911 0.1401 0.1103 0.0997 0.0873 0.0852 0.0795
Chi Pearson 0.0679 0.0633 0.0608 0.0571 0.0532 0.0548 0.0533 0.0505

Filliben 0.2159 0.1914 0.1369 0.1003 0.0926 0.0802 0.0749 0.0721

Tabla 5.14: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion al-
ternativa t de Student con tamano de muestra 50 y diferentes grados de
libertad (continuacién).
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Figura 5.13: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa t de Student con tamano de muestra 50 y diferentes
grados de libertad.
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Figura 5.14: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa t de Student con tamano de muestra 50 y diferentes

grados de libertad (continuacién).
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Tamano de muestra n=100 y distintos grados de libertad

1 2 3 4 5 6 7 8

Lilliefors 1.0000 0.9624 0.7295 0.4870 0.3375 0.2387 0.1827 0.1510
Cramer Von Mises 1.0000 0.9819 0.8249 0.5995 0.4347 0.3169 0.2504 0.1952
Anderson Darling 1.0000 0.9867 0.8514 0.6467 0.4827 0.3570 0.2902 0.2248
Shapiro Wilk 1.0000 0.9866 0.8763 0.7106 0.5614 0.4398 0.3743 0.3088
Shapiro Francia ~ 1.0000 0.9903 0.9063 0.7689 0.6278 0.5141 0.4458 0.3737
Jarque Bera 1.0000 0.9862 0.8966 0.7566 0.6246 0.5141 0.4500 0.3751
JB Robusto 1.0000 0.9941 0.9313 0.8173 0.6897 0.5786 0.5082 0.4312
Adjusted JB 1.0000 0.9903 0.9145 0.7891 0.6649 0.5575 0.4945 0.4157
Agostino-Pearson  1.0000 0.9820 0.8772 0.7295 0.5982 0.4868 0.4246 0.3533
Chi Pearson 0.9999 0.8843 0.5238 0.2912 0.1716 0.1339 0.1091 0.0912

Filliben 1.0000 0.9911 0.9083 0.7715 0.6310 0.5171 0.4485 0.3763

Tabla 5.15: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion al-
ternativa t de Student con tamano de muestra 100 y diferentes grados de
libertad.

9 10 15 20 25 30 35 40

Lilliefors 0.1257 0.1084 0.0751 0.0692 0.0588 0.0606 0.0573 0.0558
Cramer Von Mises 0.1619 0.1412 0.0895 0.0760 0.0647 0.0638 0.0589 0.0558
Anderson Darling 0.1885 0.1640 0.0992 0.0803 0.0679 0.0657 0.0610 0.0587
Shapiro Wilk 0.2677 0.2347 0.1427 0.1116 0.0946 0.0859 0.0735 0.0709
Shapiro Francia ~ 0.3275 0.2875 0.1823 0.1391 0.1121 0.1037 0.0886 0.0879
Jarque Bera 0.3296 0.2948 0.1837 0.1377 0.1176 0.0968 0.0841 0.0820
JB Robusto 0.3804 0.3386 0.2189 0.1711 0.1433 0.1192 0.1072 0.1047
Adjusted JB 0.3693 0.3307 0.2130 0.1664 0.1414 0.1182 0.1038 0.1001
Agostino-Pearson  0.3108 0.2789 0.1784 0.1365 0.1146 0.1032 0.0913 0.0868
Chi Pearson 0.0776 0.0732 0.0630 0.0584 0.0526 0.0527 0.0526 0.0466

Filliben 0.3299 0.2903 0.1834 0.1397 0.1204 0.1038 0.0871 0.0867

Tabla 5.16: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion al-
ternativa t de Student con tamano de muestra 100 y diferentes grados de
libertad (continuacién).
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Figura 5.15: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
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grados de libertad.
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Figura 5.16: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa t de Student con tamano de muestra 100 y diferentes
grados de libertad (continuacién).

Podemos observar claramente como para los tamanos de muestra n = 20
y n = 50 a medida que aumentamos los grados de libertad de la distribucién,
el comportamiento de las potencias de los test se va asemejando cada vez
mas al que tienen bajo la hipdtesis nula de normalidad (va disminuyendo
la potencia). Esto es intuititivo por la convergencia de la distribucién t
de Student a una distribucién normal. Nétese que Jarque Bera Robusto y
Adjusted JB son los test de mayor potencia, y chi-cuadrado y Lilliefors los
de menor. Cabe destacar que para tamano de muestra n = 100 podemos
ver como, a pesar de aumentar los grados de libertad, la potencia de los
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test se asemeja menos o necesita mas grados de libertad para asemejarse al
comportamiento bajo la hipétesis nula de normalidad.

5.2.6. Distribucién chi-cuadrado

Al igual que con la anterior distribucién, también estudiaremos la po-
tencia de los distintos test de normalidad para la x?2, variando los grados de
libertad y con los anteriores tres tamanos muestrales.

Tamano de muestra n = 20 y distintos grados de libertad

1 2 3 4 5 6 7 8

Lilliefors 0.8807 0.5774 0.4105 0.3221 0.2612 0.2259 0.2034 0.1773
Cramer Von Mises 0.9552 0.7248 0.5406 0.4161 0.3381 0.2940 0.2564 0.2265
Anderson Darling 0.9705 0.7725 0.5928 0.4602 0.3748 0.3254 0.2830 0.2508
Shapiro Wilk 0.9855 0.8346 0.6627 0.5304 0.4358 0.3756 0.3312 0.2903
Shapiro Francia  0.9756 0.7975 0.6227 0.5005 0.4161 0.3572 0.3220 0.2816
Jarque Bera 0.7138 0.4799 0.3526 0.2815 0.2380 0.2084 0.1861 0.1595
JB Robusto 0.8171 0.6009 0.4676 0.3895 0.3334 0.2943 0.2752 0.2486
Adjusted JB 0.8136 0.6093 0.4728 0.4012 0.3414 0.3005 0.2836 0.2537
Agostino-Pearson  0.8090 0.6079 0.4737 0.4012 0.3437 0.3032 0.2839 0.2533
Chi Pearson 0.9540 0.6543 0.4124 0.2805 0.2155 0.1733 0.1485 0.1251

Filliben 0.9715 0.7832 0.6035 0.4820 0.4017 0.3436 0.3091 0.2712

Tabla 5.17: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién al-
ternativa chi-cuadrado con tamanio de muestra 20 y diferentes grados de
libertad.

9 10 15 20 25 30 35 40

Lilliefors 0.1659 0.1529 0.1202 0.0960 0.0879 0.0792 0.0739 0.0690
Cramer Von Mises 0.2035 0.1889 0.1383 0.1144 0.1009 0.0909 0.0850 0.0813
Anderson Darling 0.2234 0.2127 0.1537 0.1237 0.1103 0.0963 0.0906 0.0866
Shapiro Wilk 0.2597 0.2445 0.1815 0.1387 0.1264 0.1090 0.1003 0.0907
Shapiro Francia  0.2541 0.2380 0.1785 0.1416 0.1288 0.1126 0.1038 0.0941
Jarque Bera 0.1419 0.1335 0.1082 0.0826 0.0738 0.0640 0.0602 0.0519
JB Robusto 0.2233 0.2111 0.1741 0.1403 0.1310 0.1164 0.1087 0.0995
Adjusted JB 0.2311 0.2159 0.1772 0.1450 0.1334 0.1174 0.1110 0.1036
Agostino-Pearson  0.2303 0.2155 0.1747 0.1429 0.1296 0.1154 0.1092 0.0975
Chi Pearson 0.1196 0.1158 0.0833 0.0714 0.0667 0.0621 0.0622 0.0643

Filliben 0.2460 0.2269 0.1733 0.1355 0.1227 0.1070 0.0993 0.0900

Tabla 5.18: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion al-
ternativa chi-cuadrado con tamafio de muestra 20 y diferentes grados de
libertad (continuacién).
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Figura 5.17: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa chi-cuadrado con tamano de muestra 20 y diferentes

grados de libertad.
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Figura 5.18: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa chi-cuadrado con tamano de muestra 20 y diferentes

grados de libertad (continuacién).
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Tamano de muestra n = 50 y distintos grados de libertad

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Lilliefors 0.9999 0.9644 0.8274 0.6827 0.5905 0.5061 0.4052 0.4041 0.3544
Cramer Von Mises 1.0000 0.9908 0.9337 0.8330 0.7397 0.6444 0.5799 0.5184 0.4593
Anderson Darling 1.0000 0.9966 0.9670 0.8877 0.8053 0.7156 0.6443 0.5807 0.5201
Shapiro Wilk 1.0000 0.9993 0.9893 0.9480 0.8904 0.8201 0.7557 0.6947 0.6346
Shapiro Francia ~ 1.0000 0.9983 0.9813 0.9242 0.8564 0.7837 0.7155 0.6582 0.5998
Jarque Bera 0.9980 0.9335 0.8628 0.7590 0.6721 0.5997 0.5420 0.4926 0.4496
JB Robusto 0.9957 0.9465 0.8612 0.7690 0.6927 0.6262 0.5759 0.5329 0.4916
Adjusted JB 0.9990 0.9673 0.8912 0.8022 0.7215 0.6536 0.5069 0.5493 0.5080
Agostino-Pearson  0.9985 0.9627 0.8837 0.7944 0.7159 0.6480 0.5903 0.5446 0.5038
Chi Pearson 1.0000 0.9851 0.8546 0.6471 0.5014 0.3842 0.3123 0.2676 0.2341

Filliben 1.0000 0.9980 0.9769 0.9166 0.8435 0.7690 0.7007 0.6417 0.5851

Tabla 5.19: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién al-
ternativa chi-cuadrado con tamafio de muestra 50 y diferentes grados de
libertad.

10 15 20 25 30 35 40 50 60

Lilliefors 0.3387 0.2350 0.1911 0.1567 0.1351 0.1188 0.1159 0.1014 0.0909
Cramer Von Mises 0.4331 0.3013 0.2360 0.1877 0.1609 0.1407 0.1328 0.1185 0.1047
Anderson Darling  0.4908 0.3409 0.2648 0.2095 0.1795 0.1586 0.1489 0.1307 0.1135
Shapiro Wilk 0.5950 0.4298 0.3345 0.2681 0.2318 0.2019 0.1847 0.1626 0.1409
Shapiro Francia ~ 0.5620 0.4064 0.3201 0.2601 0.2293 0.1942 0.1804 0.1602 0.1417
Jarque Bera 0.4231 0.3002 0.2436 0.1990 0.1770 0.1525 0.1400 0.1202 0.1102
JB Robusto 0.4655 0.3474 0.2894 0.2399 0.2174 0.1897 0.1739 0.1549 0.1401
Adjusted JB 0.4791 0.3576 0.2901 0.2424 0.2173 0.1899 0.1753 0.1541 0.1382
Agostino-Pearson  0.4789 0.3590 0.2935 0.2447 0.2210 0.1927 0.1777 0.1540 0.1406
Chi Pearson 0.2099 0.1379 0.1179 0.0970 0.0880 0.0850 0.0763 0.0734 0.0689

Filliben 0.5457 0.3929 0.3101 0.2499 0.2218 0.1888 0.1736 0.1548 0.1364

Tabla 5.20: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion al-
ternativa chi-cuadrado con tamafio de muestra 50 y diferentes grados de
libertad (continuacién).
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Figura 5.19: Distribucion de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa chi-cuadrado con tamano de muestra 50 y diferentes

grados de libertad.
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Figura 5.20: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad bajo
distribucion alternativa chi-cuadrado con tamano de muestra 50 y diferentes
grados de libertad (continuacién).

91

Test

B3 aDating
S sausteass
=R

B8 4gostino
B Siliben
ES J8ers
B3 Llifors
B 2earson
B3 RooustiB

B
B sw

Test
ES ADaring
ES susteasB
=R
B8 ongostino
B Filioen
B Jeera
B3 Lilifors
Pearson
B3 2obustiB
B3 5
=ET

Test

B3 aDating
B3 saustecss
=R

B8 4gostino

illiben

B3 J8ers

illiefors

4+

Searson

B3 RooustiB
B s
sw

Test

ES &Daring
S sdusted’B
=R

B3 ongostino

illiven

B seera

illigfars

3

=earson

ES 200us8

B3 5

T

W



Tamano de muestra n = 100 y distintos grados de libertad

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Lilliefors 1.0000 0.9996 0.9912 0.9503 0.8926 0.8239 0.7633 0.7068 0.6484
Cramer Von Mises 1.0000 1.0000 0.9986 0.9920 0.9674 0.9287 0.8907 0.8335 0.7819
Anderson Darling 1.0000 1.0000 0.9994 0.9974 0.9859 0.9643 0.9349 0.8920 0.8511
Shapiro Wilk 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9980 0.9923 0.9775 0.9580 0.9360
Shapiro Francia ~ 1.0000 1.0000 1.0000 0.9994 0.9959 0.9862 0.9671 0.9405 0.9139
Jarque Bera 1.0000 0.9999 0.9980 0.9912 0.9735 0.9433 0.9103 0.8612 0.8245
JB Robusto 1.0000 0.9998 0.9962 0.9835 0.9609 0.9262 0.8940 0.8460 0.8093
Adjusted JB 1.0000 1.0000 0.9986 0.9932 0.9773 0.9517 0.9218 0.8771 0.8432
Agostino-Pearson  1.0000 0.9999 0.9989 0.9929 0.9775 0.9523 0.9204 0.8751 0.8421
Chi Pearson 1.0000 1.0000 0.9954 0.9482 0.8348 0.7148 0.6075 0.5045 0.4403

Filliben 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9951 0.9843 0.9631 0.9324 0.9045

Tabla 5.21: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucién al-
ternativa chi-cuadrado con tamano de muestra 100 y diferentes grados de
libertad.

10 15 20 25 30 35 40 50 60

Lilliefors 0.6010 0.4359 0.3358 0.2783 0.2488 0.2120 0.1930 0.1577 0.1388
Cramer Von Mises 0.7403 0.5489 0.4212 0.3508 0.3000 0.2547 0.2291 0.1825 0.1643
Anderson Darling 0.8062 0.6166 0.4770 0.3980 0.3407 0.2921 0.2603 0.2063 0.1839
Shapiro Wilk 0.9014 0.7397 0.5980 0.5115 0.4444 0.3835 0.3386 0.2858 0.2446
Shapiro Francia ~ 0.8771 0.7074 0.5698 0.4858 0.4251 0.3701 0.3230 0.2730 0.2348
Jarque Bera 0.7821 0.6032 0.4823 0.4087 0.3577 0.3094 0.2671 0.2311 0.1997
JB Robusto 0.7717 0.6073 0.4974 0.4253 0.3808 0.3333 0.2904 0.2536 0.2224
Adjusted JB 0.8051 0.6321 0.5140 0.4382 0.3888 0.3408 0.2965 0.2564 0.2242
Agostino-Pearson  0.7989 0.6328 0.5123 0.4407 0.3897 0.3426 0.2990 0.2569 0.2263
Chi Pearson 0.3795 0.2327 0.1719 0.1435 0.1232 0.1100 0.1040 0.0833 0.0859

Filliben 0.8671 0.6929 0.5553 0.4737 0.4131 0.3592 0.3121 0.2621 0.2286

Tabla 5.22: Potencias de las pruebas de normalidad bajo distribucion al-
ternativa chi-cuadrado con tamano de muestra 100 y diferentes grados de
libertad (continuacién).
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Figura 5.21: Distribuciéon de los p-valores de las pruebas
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diferentes grados de libertad.
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Figura 5.22: Distribucién de los p-valores de las pruebas de normalidad
bajo distribucion alternativa chi-cuadrado con tamano de muestra 100 y
diferentes grados de libertad (continuacién).

Al igual que ocurria en el caso anterior, la potencia de los test de nor-
malidad bajo distribucién alternativa chi-cuadrado se va asemejando cada
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vez mas a la potencia bajo la hipdtesis nula de normalidad a medida que va-
mos aumentando los grados de libertad de la distribucién, aunque podemos
ver que esta vez es de forma mas lenta que en el caso de la t de Student.
De nuevo, esto se debe a la convergencia asintética de la distribucién chi-
cuadrado a la distribucién normal. Nétese que el test de mayor potencia
para n = 20 es Adjusted JB, seguido de JB Robusto y Agostino-Pearson,
mientras que los de menor potencia son JB y chi- cuadrado. En el caso de
n = 50 Agostino-Pearson y JB Robusto son los de menor potencia, mante-
niéndose chi-cuadrado como el de menor potencia seguido de Lilliefors. Para
el tamano muestral n = 100, cabe destacar que la similitud de la potencia
con la de la normal se hace notar de forma mucho més leve con respecto a
lo que ocurria con muestras mas pequenas a pesar de aumentar los grados
de libertad. El test chi-cuadrado sigue siendo de forma clara el de menor
potencia, y destaca Shapiro Wilk como el de mayor potencia.
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Capitulo 6

Conclusiones

Este Trabajo de Fin de Grado utiliza elementos teéricos de Estadistica,
junto con otros de corte mas préactico como, por ejemplo, simulaciones rea-
lizadas con el programa RStudio. A partir de los conceptos y distribuciones
que se explican en el Capitulo 2, se asienta la base de la experimentacion
que se realizé en los siguientes capitulos, aplicando los métodos graficos y
pruebas de normalidad.

Con respecto a los métodos graficos, se concluye que el diagrama de violin
es el mas completo, ya que recoge la distribucién del estadistico y ademés
permite incluir en su interior un diagrama de cajas. Estos diagramas de
violin son muy féciles de manejar debido a que a simple vista nos permiten
decidir si la distribucién de los datos se asemeja lo suficiente a la de una
normal. Otros métodos graficos que también permiten la interpretaciéon de
una manera sencilla son los QQ-plot, los PP-plot, asi como las curvas de
Lilliefors.

Como conclusion principal con respecto a los test de normalidad, se tiene
que por regla general los test de mayor potencia dentro de los estudiados (y
por ello los més recomendables) son Jarque Bera Robusto y Adjusted Jarque
Bera, seguidos de Agostino-Pearson, Shapiro-Wilk y Shapiro-Francia. Por
otro lado, el test que tiene menor potencia tiende a ser el test chi-cuadrado
de Pearson. Se destaca que en el caso de trabajar con la distribucién expo-
nencial, la potencia de todos los test se incrementa de forma significativa,
debido a la clara asimetria de la misma. Tal y como era de esperar, bajo
la hipdtesis de normalidad, resulta indiferente el hecho de utilizar un test u
otro para el contraste, puesto que todos poseen potencias muy similares, cer-
canas al nivel de significacion fijado. Se ha observado también que para las
distribuciones t de Student y x2, a medida que los grados de libertad de las
mismas incrementan, el comportamiento de la potencia tiende cada vez més
a parecerse al que se tiene bajo la hipdtesis nula de normalidad. Esto es de
esperar debido a la convergencia de ambas distribuciones a una distribucion
normal. En el caso de la mixtura gaussiana, se comprueba que la poten-
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cia de los test es mdas alta para las simulaciones que usan probabilidades
en torno al 0.5 y més baja para las que usan probabilidades extremas como
0.01 y 0.02. Se llegan a alcanzar potencias maximas de 1, especialmente para
muestras grandes. Esto es intuitivo, puesto que probabilidad pequenas indi-
can que la mayoria de los datos provienen de una tnica distribuciéon normal.
Otra observacién a tener en cuenta viene a la hora de trabajar con muestras
grandes. Las pruebas de contraste son muy sensibles y no toleran bien las
desviaciones en la normalidad, por ende si tenemos una muestra grande que
presente esta caracteristica es muy posible que se rechace la hipdtesis nula
de normalidad, debido simplemente al ruido inherente al proceso de medi-
cion de la variable. Asimismo, si la muestra es muy pequena, el test puede
fallar a la hora de detectar la normalidad. Se concluye a raiz de esto que es
aconsejable complementar el uso de tests de normalidad con alguno de los
métodos graficos.
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Apéndice A

Apéndice

Las Tablas [A.1] [A.2] y [A.3| recogen los valores que conforman cada una
de las muestras introducidas al inicio del Capitulo 3.

) Doble Mixtura
Indice | Normal | Uniforme | Exponencial . de
exponencial
normales

1 0.20 2.88 4.22 7.22 -9.06
2 1.85 7.88 2.88 5.88 6.28
3 10.79 4.09 6.65 -3.65 3.10
4 3.35 8.83 0.16 2.84 -2.04
5 3.65 9.40 0.28 2.72 -10.95
6 11.58 0.46 1.58 4.58 6.61
7 5.30 5.28 1.57 4.57 -7.62
8 -3.33 8.92 0.73 3.73 -25.18
9 -0.43 5.51 13.63 16.63 -4.42
10 0.77 4.57 0.15 2.85 -15.67
11 9.12 9.57 5.02 -2.02 -2.57
12 4.80 4.53 2.40 0.60 -13.02
13 5.00 6.78 1.41 1.49 -20.27
14 3.55 5.73 1.89 4.89 2.44
15 0.22 1.03 0.94 3.94 9.40
16 11.93 9.00 4.25 -1.25 11.98
17 5.49 2.46 7.82 -4.82 5.83
18 -6.83 0.42 2.39 5.39 -11.53
19 6.51 3.28 2.95 5.95 -7.99
20 0.64 9.55 20.21 -17.21 -13.54

Tabla A.1: Tabla que recoge los datos de las muestras.
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) Doble Mixtura
Indice | Normal | Uniforme | Exponencial . de
exponencial
normales

21 -2.34 8.90 4.22 -1.22 2.10
22 1.91 6.93 4.83 7.83 -11.76
23 -2.13 6.41 7.43 10.43 -6.92
24 -0.64 9.94 6.74 -3.74 -2.66
25 -0.13 6.56 5.84 -2.84 29.10
26 -5.43 7.09 8.03 11.03 -11.00
27 7.19 5.44 7.48 -4.48 8.63
28 3.77 5.94 7.85 10.85 4.55
29 -2.69 2.89 0.16 3.16 -14.27
30 9.27 1.47 2.99 5.99 5.06
31 5.13 9.63 10.84 13.84 25.73
32 1.52 9.02 2.53 0.47 9.03
33 7.48 6.91 1.30 4.30 5.86
34 7.39 7.95 12.98 15.98 -1.12
35 7.11 0.25 6.15 9.15 -25.74
36 6.44 4.78 3.95 -0.95 21.26
37 5.77 7.58 3.25 6.15 -17.52
38 2.69 2.16 6.27 9.27 13.94
39 1.47 3.18 2.94 5.94 30.87
40 1.10 2.32 5.65 -2.65 -19.61
41 -0.47 1.43 2.10 0.90 11.79
42 1.96 4.15 36.06 39.06 -1.45
43 -3.33 4.14 4.23 7.23 -23.75
44 13.84 3.69 1.13 4.23 -14.30
45 9.04 1.52 5.50 8.50 -18.00
46 -2.62 1.39 11.24 -8.24 =777
47 0.99 2.33 6.82 9.82 -19.93
48 0.67 4.66 2.88 0.12 12.15
49 6.90 2.66 13.63 16.63 36.45
50 2.58 8.58 6.56 -3.56 -16.51
51 4.27 0.46 0.45 2.55 15.45
52 2.86 4.42 1.53 1.47 14.46
53 2.79 7.99 5.34 8.34 7.88
54 9.84 1.22 1.57 4.57 -8.70
55 1.87 5.61 4.87 -1.87 0.64
56 10.58 2.07 9.44 -6.44 2.59
57 -4.74 1.28 2.82 5.82 7.57
58 5.92 7.53 12.88 -9.88 -1.13
59 3.62 8.95 5.24 -2.24 17.96
60 4.08 3.74 5.12 8.12 -2.08
61 4.90 6.65 5.14 8.14 19.74
62 0.49 0.95 1.42 1.58 -13.99
63 1.33 3.84 7.82 10.82 -16.74
64 -2.09 2.74 0.21 3.21 49.07

Tabla A.2: Tabla que recoge los datos de las muestras (continuacion).

102



) Doble Mixtura
Indice | Normal | Uniforme | Exponencial . de
exponencial
normales

65 -2.36 8.15 0.49 3.49 -5.93
66 4.52 4.49 0.49 3.49 8.23
67 5.24 8.10 1.40 4.40 13.67
68 3.27 8.12 1.48 1.52 -4.12
69 7.61 7.94 4.86 -1.86 13.06
70 13.25 4.40 4.62 7.62 13.66
71 0.54 7.54 8.21 -5.21 -1.46
72 -8.55 6.29 8.10 11.10 -1.79
73 8.03 7.10 12.68 -9.68 5.00
74 -0.55 0.01 7.61 -4.61 33.15
75 -0.44 4.75 1.90 1.10 -9.84
76 8.13 2.20 1.91 4.19 -10.88
7 1.58 3.80 2.33 5.33 2.85
78 -3.10 6.13 0.21 3.21 4.61
79 3.91 3.52 1.60 1.40 10.00
80 2.31 1.11 3.22 6.22 -4.22
81 3.03 2.44 2.86 5.86 -12.94
82 4.93 6.68 1.08 1.92 22.91
83 1.15 4.18 22.49 -19.49 -3.17
84 6.22 7.88 9.29 -6.29 -8.37
85 1.90 1.03 3.43 -0.43 -1.10
86 4.66 4.35 7.20 -4.20 0.87
87 8.48 9.85 8.66 11.66 22.39
88 5.18 8.93 6.22 -3.22 5.36
89 1.37 8.86 7.32 10.32 13.50
90 8.74 1.75 7.69 10.69 -1.62
91 7.97 1.31 0.02 3.02 8.70
92 5.74 6.53 5.54 -2.54 -0.50
93 4.19 3.44 1.50 4.50 5.02
94 -0.14 6.57 5.96 -2.96 -12.00
95 9.80 3.20 5.57 8.57 -13.26
96 -0.00 1.88 0.34 2.66 31.46
97 13.94 7.82 2.40 0.60 17.48
98 10.66 0.94 7.85 -4.85 -11.94
99 1.82 4.67 1.30 1.70 -6.76
100 -2.13 5.12 9.28 -6.28 -17.35

Tabla A.3: Tabla que recoge los datos de las muestras (continuacién).
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