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Resumen

La teoria de la probabilidad, desarrollada e implementada desde hace siglos, per-
mite modelizar experimentos en los que hay incertidumbre acerca del resultado. No
obstante, son muchas las situaciones no ideales en las que la falta de informacién hace
que la probabilidad que modela el experimento no esté perfectamente determinada.
Es en estos casos cuando entra en juego la teoria de las probabilidades imprecisas.
Desarrollada en las ultimas décadas, esta teoria abarca aquellos modelos que generali-
zan la teoria de la probabilidad bajo falta de informacion. El objetivo de este trabajo
consiste en adentrarnos en algunos de estos modelos de probabilidades imprecisas,
estudiando cémo se construyen, cudl es su interpretacion, cuales son sus propieda-
des..., y haciendo especial hincapié en cémo se ven modificados bajo la llegada de
nueva informacion, es decir, al ser condicionados.

El trabajo se dividira en tres capitulos. El Capitulo [I] servira como introduccién
a la teoria de las probabilidades imprecisas, presentdndose el modelo basico a par-
tir del cual se construyen el resto: las previsiones inferiores coherentes. Cuando ya
tengamos las nociones bdsicas, en el Capitulo[2] nos adentraremos en un caso particu-
lar de previsiones inferiores coherentes, las previsiones inferiores 2-mondtonas, cuyas
utiles propiedades les aportan gran interés. Finalmente, en el Capitulo [3|iremos méas
alla y estudiaremos un caso particular de las previsiones inferiores 2-mondétonas, las
previsiones inferiores completamente mondtonas. Este modelo estd inmerso en otras
teorias alternativas, como son la teoria de la evidencia o la teoria de la posibilidad,
que hacen que su estudio merezca la pena.

A lo largo del trabajo se incluirdn resultados tedricos en forma de proposiciones,
lemas, toeremas y corolarios, algunos tomados de la literatura y otros desarrollados
por el propio autor. Aquellos resultados en los que la demostracion se vea omitida son
considerados extensamente conocidos en el d&mbito de las probabilidades imprecisas.
Por otro lado, los resultados propios seran identificados por la etiqueta [Propio/.
Ademas, en todo momento se incluiran ejemplos que traten de clarificar los desarrollos
tedricos. Para que dichos ejemplos fluyan y no sean tediosos, los calculos adicionales
sin interés en lo que en cada momento se quiera ejemplificar se han anadido en un
apéndice al que se hara referencia durante el trabajo



Capitulo 1

Previsiones inferiores coherentes

En este primer capitulo se introducen los conceptos principales de la teoria de
previsiones inferiores coherentes y de su condicionamiento. En la Seccién [1.1]se hace
un breve resumen de la teoria bésica de la probabilidad y se presenta la interpretacion
comportamental de Bruno de Finetti ([I]), muy utilizada a lo largo del trabajo. En
la Seccion se dan las definiciones iniciales y propiedades méas importantes de
la teoria de previsiones inferiores, incidiéndose en la importancia del concepto de
coherencia para conseguir un modelo autoconsistente. Finalmente, en la Seccién [1.3]se
introduce el condicionamiento de las previsiones inferiores coherentes y se establecen
los criterios para que el modelo condicionado y el modelo original sean compatibles,
presentandose los dos principales métodos de condicionamiento: la extensién natural
y la extension regular.

1.1. Conceptos basicos de probabilidad

Comenzamos introduciendo el concepto de espacio de probabilidad, modelo
matematico asociado a un experimento aleatorio. Las tres componentes que deter-
minan un espacio de probabilidad son las siguientes:

1. Espacio muestral (Q0): conjunto de resultados experimentales posibles. Si,
por ejemplo, consideramos el experimento basado en lanzar un dado de parchis y
observar el ntimero correspondiente a la cara superior del dado, el espacio muestral
es:

Q=1{1,2,3,4,5,6}.

2. o-algebra de sucesos asociados al experimento (A). Un suceso asociado
a un experimento aleatorio (o suceso de interés) es cualquier enunciado relativo a la
realizacién del experimento, tal que una vez realizado éste pueda decirse si es cierto
o no lo es. Continuando con el ejemplo anterior, los enunciados A = ha salido un
numero impar, B = ha salido un 3, o C' = ha salido un nimero superior o igual a 4,
son posibles sucesos asociados al experimento. Cada suceso ha de poder identificarse
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con el subconjunto de €2 formado por los resultados para los que su aparicion en la
realizacién del experimento llevaria a concluir que el suceso ha ocurrido. En nuestro

ejemplo: A ={1,3,5}, B={3} y C = {4,5,6}.

Para que los sucesos de interés asociados a un experimento aleatorio sean ma-
nejables y para unificar su tratamiento matemético se exige que A C P(£2) tenga
estructura de o-algebra de conjuntos de €2, es decir:

1. 0 € A
2. Si A € A, entonces A€ € A.
3. SiAj,As, .. A,, ... € A entonces A;UAsU...UA,U... € A

Siguiendo con nuestro espacio muestral: = {1,2,3,4,5,6}, un ejemplo de o-
algebra es:

A=1{0,9,{1,2,3,4},{5,6}},

y un ejemplo de familia de sucesos que no tienen estructura de o-algebra es (no
satisface las propiedades 2 y 3):

A" ={0,9,{1,2},{3,4},{5,6}}.

Dado un espacio muestral ) asociado a un experimento aleatorio y una o-dlgebra
A C P(Q), diremos que (£2,.4) constituye un espacio probabilizable.

3. Probabilidad (P). Se introduce con el fin de comparar la verosimilitud de
ocurrencia de unos sucesos con respecto a otros en una realizacién experimental.
La definiciéon bésica a partir de la cual se construye el desarrollo tedrico y de la
cual derivan los resultados y conclusiones que establecen las reglas de calculos de
probabilidades es la definicién axiomatica de probabilidad (de Kolmogorov):
una probabilidad asociada a un espacio probabilizable (2, .4) es una aplicacién P :
A — [0,1] cumpliendo los tres axiomas siguientes:

1. Axioma de no-negatividad:

VAe A: P(A) > 0.

2. Axioma de normalizacién:

P(Q)=1.
3. Axioma de o-aditividad:

V{Ap}nen € Atal que A; N Aj =0 para i # j P( Unen An) = Z P(Ay).
n=1

En este trabajo, salvo que se diga lo contrario, trabajaremos con espacios mues-
trales finitos, || < oo, para los cuales el axioma de o-aditividad se convierte en:
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3. Axioma de aditividad finita:

VA,Be Atalque ANB=(: P(AUB)= P(A)+ P(B).

Ademds, existen distintos enfoques o interpretaciones que nos permiten compren-
der mejor el concepto de probabilidad:

» Interpretacién cldsica de probabilidad (de Laplace). Basada en el principio
de racionalidad, por el cual se asume que todos los posibles resultados son
igualmente verosimiles. Se define la probabilidad del suceso A € A como el
cociente:

P(A) = n? de casos favorables a la ocurrencia de A B @

n° de casos posibles Q)

» Interpretacion frecuentista de probabilidad (de Von Mises). Basada en la ad-
misién de que el experimento considerado puede repetirse indefinidamente en
condiciones idénticas. Se define la probabilidad del suceso A € A como la fre-
cuencia relativa de A cuando el niimero de repeticiones tiende a infinito:

P(A) = 1im_f"(4),

n—o0

donde n es el nimero de veces que se repite el experimento, y

o) . . .
f(”) (A) = n® de realizaciones en las que ha ocurrido A.

n

» Interpretacién subjetiva de probabilidad (de Jeffreys). Basada en la idea de
que la probabilidad de un suceso no es algo caracteristico del mismo, sino que
es asignada en base a la informacién y evidencias disponibles. Se define la
probabilidad del suceso A € A como el grado de creencia del sujeto de que va
a ocurrir el suceso A en cierta realizacién experimental.

A su vez, las probabilidades subjetivas pueden abordarse tomando diferentes en-
foques. Uno de ellos cobrarad especial importancia en el desarrollo de este trabajo,
la interpretacién comportamental de probabilidad (de Bruno de Finetti)
().

En la teoria comportamental de la probabilidad, una variable aleatoria, o como
también nos refiriremos, una apuesta, f :  — R, representa una recompensa que
depende del resultado del experimento, es decir, se obtiene el valor f(w) si el resultado
del experimento es w € . Denotaremos por L£(€2) al conjunto de apuestas en ().
Definimos el operador esperanza de f como:

Ep(f) =) f(w)P{w}).

wes
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Si consideramos la variable aleatoria indicadora de un evento A € A, f = I4,
dada por:
1 siweA,
0 en otro caso,

f@) = Iaw) = {

entonces se cumple Ep(I4) = P(A). Dado que una probabilidad P es equivalente a su
operador esperanza Ep, de aqui en adelante y para cualquier apuesta f denotaremos
P(f) = Ep(f). Para el caso concreto de la variable indicadora de eventos tendremos:
P(l14) = Ep(1a) = P(4).

En la intepretacion comportamental, dada una apuesta f se define su probabi-
lidad, o previsién, P(f) = Ep(f), como el precio justo de compra/venta de dicha
apuesta f. Si compramos f por un precio P(f) y el resultado experimental resulta
ser w € (2, el beneficio serd f(w) — P(f), mientras que el beneficio esperado serd
P(f—P(f)) = P(f)— P(f) =0. Por otro lado, si vendemos f por un precio P(f)
y el resultado experimental resulta ser w € €2, el beneficio serd P(f) — f(w), v el
beneficio esperado P (P(f) — f) = P(f) — P(f) = 0.

Si compramos ahora f por un precio P(f)—e (¢ > 0), el beneficio serd f—(P(f)—
€), v el beneficio esperado P (f — (P(f) —¢€)) = P(f — P(f)) + € = € > 0. Estamos
comprando f por un precio inferior al que consideramos justo, y de ahi que se espere
que obtengamos un beneficio positivo. Andlogamente, si vendemos f por P(f)+e¢, el
beneficio obtenido serd (P(f) + €) — f, y el beneficio esperado P ((P(f) +¢€) — f) =
P(P(f)—f) + € = ¢ > 0. Estamos vendiendo f por un precio superior al que
consideramos justo, y de ahi que se espere que obtengamos un beneficio positivo.

De esto se concluye que P(f) delimita los precios de compra y venta aceptables
para el sujeto. El beneficio esperado de compra de una apuesta f sera positivo si el
precio de compra es inferior a P(f), siendo en ese caso una transaccién considerada
aceptable. Si el precio de compra es superior a P(f) entonces el beneficio esperado
serd negativo y la transaccién dejard de ser considerada aceptable. Andlogamente
ocurre para los precios de venta.

Precio de compra Beneficio esperado  Resultado

P(f) P(f = P(f)) 0 (justa)
P(f)+e P(f—P(f)—e¢) —e < 0 (no aceptable)
P(f)—e¢ P(f—P(f)+e) e > 0 (aceptable)

Precio de venta Beneficio esperado Resultado

P(f) P(P(f) = f) 0 (justa)
P(f)+e P(P(f)+e—f) e > 0 (aceptable)
P(f)—e P(P(f)—e—f) —e < 0 (no aceptable)

Como ejemplo, establezcamos que la probabilidad de que la Seleccién Espaifiola
sea campeona de la Copa Mundial de Futbol de Qatar 2022 es P({Espana}) = 0.2.



1.1. CONCEPTOS BASICOS DE PROBABILIDAD

Al asignar dicha probabilidad, la interpretacién comportamental nos dice que 0.2 es
el precio justo de una apuesta en la que se obtiene 1 euro si Espana sale campeona
y 0 euros en caso contrario. Para ser consecuentes con dicha asignacién hemos de
comprar la apuesta por un precio inferior a 0.2, pero no superior. Analogamente, si
queremos vender la apuesta, ha de ser por un precio superior a 0.2, nunca inferior.

Esquematicamente:
Beneficio esperado

De compra: positivo De compra: negativo

De venta: negativo De venta: positivo
| Il ]
I )| 1

Se compra Se vende

L 1 ]
1 1 1
0 0.2 = P({Espana})

Dado un espacio muestral Q # () y un conjunto de apuestas K en Q de manera
que K es un espacio lineaﬂ diremos que una funcién real P definida en K es una
previsién lineal si cumple las siguientes condiciones:

(P1) P(f+g)=P(f)+P(9) Vf,g €K,
(P2) P(f)>inff VfeKk,
(P3) P(\f) = AP(f) Vf € K,A € R.

La teoria comportamental de de Finetti considera necesarias estas tres condi-
ciones para que una prevision sobre un espacio lineal esté definida coherentemente.
Las condiciones (P1) y (P3) nos recuerdan el conocido hecho de que la esperanza
es un operador lineal. Cuando el dominio de una previsién lineal P estd unicamen-
te constituido por variables aleatorias indicadoras de eventos entonces se recupe-
ran los axiomas de Kolmogorov enunciados anteriormente (con la aditividad finita,
no o-aditividad). Es decir, imponiendo unas condiciones distintas a los axiomas de
Kolmogorov, la teoria comportamental de de Finetti acaba llegando a las mismas
condiciones.

Dado un espacio probabilizable (£2,.4) y una probabilidad P asociada a ese es-
pacio, la terna (2,4, P) se denomina espacio de probabilidad.

les decir, K es cerrado para la suma y para la multiplicacién por escalar: si f,g € K, A € R
entonces f+ge Ky Af € K.
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Para terminar, cabe mencionar lo que se entiende por probabilidad condicionada.
Cuando digamos ‘probabilidad de un suceso A € A condicionada por un suceso
B € A’ nos estaremos refiriendo a la probabilidad de que ocurra A supuesto que
ha ocurrido B. Dicha probabilidad puede calcularse haciendo uso de la conocida
férmula de Bayes:

P(ANB)
P(B)

siempre y cuando P(B) > 0. Se puede comprobar que Pg cumple los tres puntos de
la definicién axiomédtica y por tanto se trata, efectivamente, de una probabilidad. Asi,
podemos considerar un nuevo espacio de probabilidad: (€2,.4, Pg), que ‘sustituye’ al
original tras la informacién recibida sobre la ocurrencia del suceso B.

Si estamos tratando con apuestas, en la interpretacién comportamental Pg(f) =
P(f | B) representa el precio justo de compra/venta de la apuesta f considerado por
el sujeto ahora si es que mas tarde llega a enterarse de que el resultado muestral esta
contenido en B. La férmula de Bayes toma la forma:

P(fIp)
P(B)

Ps(A) = P(A| B) = 7 (L1)

Pp(f) = P(f | B) = (1.2)

siempre y cuando P(B) > 0.

1.2. Previsiones inferiores coherentes

Siguiendo con el ejemplo anterior, recordemos que basandome en los buenos resul-
tados y en el extraordinario juego de la Seleccion Espaifiola en la fase de clasificacion
para la Copa Mundial de Futbol de Qatar 2022, he considerado que la probabilidad
de que nuestro combinado salga campeén es P({Espana}) = 0.2. Por otro lado, no
comparto la forma de juego de Inglaterra y creo que se han clasificado injustamente,
por lo que determino P({Inglaterra}) = 0.05. Ademads, haber ganado el tltimo mun-
dial y contar con tanta calidad en su plantilla me hace pensar que Francia es la clara
favorita, P({Francia}) = 0.4.

Este es un claro ejemplo de probabilidades subjetivas: mis creencias determi-
nan la probabilidad de ganar el Mundial de cada seleccién en base a la informacion
que dispongo sobre sus resultados previos, sus jugadores y su nivel de juego. Pero,
jestoy siendo coherente otorgandole cuatro veces mas probabilidad a Espana que a
Inglaterra? ; Estoy siendo demasiado optimista con la Seleccion Espanola? ; Me estoy
dejando llevar por mi poca afinidad hacia los ingleses, o por mi amor hacia el medio-
centro francés Paul Pogba? O, volviendo a la interpretacién comportamental, ;tiene
sentido considerar que 0.1999 sea un precio aceptable para comprar una apuesta a
favor de Espana, pero 0.2001 no solo deje de ser un precio aceptable para comprarla
sino que ademads pase a ser un precio aceptable para venderla, siendo la diferencia
tan pequena entre dichos valores?
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He aqui la utilidad e importancia de la teoria de previsiones inferiores coherentes:
su principal objetivo es aportar criterios basados en la légica que nos permitan ra-
zonar de una forma autoconsistente con probabilidades subjetivas, es decir, resolver
problemas, sacar conclusiones y tomar decisiones.

Usamos el término probabilidades imprecisas para referirnos a todos los mo-
delos matematicos que se pueden utilizar como una generalizacién de la teoria de
la probabilidad cuando tenemos informacion imprecisa sobre el experimento que se
esté llevando a cabo. Las fuentes de dicha imprecisién son la indeterminacién: existen
eventos que no son equivalentes para nuestro sujeto pero entre los cuales no tiene
preferencia, ya sea por falta de informacion, pensamientos encontrados..., y la incom-
pletitud: el sujeto no es capaz de determinar la probabilidad subjetiva de un evento
de forma exacta. Dentro de las probabilidades imprecisas existen diferentes mode-
los: funciones de creencia, medidas de posibilidad, conjuntos coherentes de variables
aleatorias deseables, previsiones inferiores coherentes... Estos modelos nos ofrecen
més flexibilidad que los modelos de probabilidad clésica, siendo muy ttiles cuando
solo conocemos la probabilidad de algunos sucesos o cuando solo conocemos cotas
de probabilidades. Nosotros nos centraremos en el modelo de previsiones inferiores
coherentes, por su sencillez y porque acaba recogiendo el resto de modelos como casos
particulares, como veremos en capitulos posteriores.

Dado un espacio muestral 0 # () y un conjunto de apuestas K C L(2), una
previsién inferior (superior) en K es una funcién:

P: K — R < P: K — R )
[ — P(f) f = P(f)

que para cada variable aleatoria f devuelve una cota inferior (superior) de su espe-
ranza. Tiene dos posibles interpretaciones:

» Interpretacién epistémica: P(f) y P(f) representan respectivamente una cota
inferior y una cota superior para Py(f) = Ep,(f), donde Py es la probabilidad
‘real’ pero solo parcialmente conocida.

Consideremos como ejemplo el experimento aleatorio basado en lanzar un dado
de 6 caras y observar el color de la cara superior, sabiendo que 3 de ellas son
de color rojo y las 3 restantes pueden ser de color verde o azul. Denotando por
{r}, {v} y {a} a las variables aleatorias indicadoras de rojo, verde y azul res-
pectivamente, las previsiones inferior y superior definidas sobre dichas variables
vienen dadas por

{ry {vy {a} {rv} {ra} {v,aj
05 0 0 05 05 05

05 05 0.5 1 1 0.5

|1

P({r}) = P({r}) = 0.5 implica que Py({r}) es conocida y su valor es igual a
0.5. P({v}) = 0 implica que como minimo se tiene Py({v}) = 0, ocurriendo esto
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cuando las 3 caras restantes son todas de color azul. Por otro lado, P({v}) = 0.5
implica que como méaximo se tiene Py({v}) = 0.5, ocurriendo esto cuando las
3 caras restantes son todas de color verde. Las conclusiones son andlogas para
el resto de sucesos de interés asociados al experimento.

» Interpretacién comportamental: por un lado, P(f) representa el supremo de las
cantidades que el sujeto estd dispuesto a pagar por comprar la apuesta f. El
sujeto gana f(w) si el resultado experimental es w € Q, pero pierde P(f), que
es el precio que paga por f. Es decir, la transaccién f—(P(f)—e€) = f—P(f)+e¢
es aceptable para el sujeto para cualquier € > 0, puesto que estaria comprando
la apuesta por un precio inferior al que considera justo.

Por otro lado, P(f) representa el {nfimo de las cantidades que el sujeto estd
dispuesto a recibir por vender la apuesta f. El sujeto gana P(f), precio de
venta de f, pero pierde f(w) si el resultado experimental es w € Q. Es decir,
la transaccién (P(f) +¢) — f = P(f) + ¢ — f es aceptable para el sujeto para
cualquier € > 0, puesto que estaria vendiendo la apuesta por un precio superior
al que considera justo. Salvo que se diga lo contrario, esta serd la interpretacién
de P y P que utilizaremos de aqui en adelante.

Siguiendo con el ejemplo del Mundial de Futbol de Qatar, asignamos:
P({Espana}) =0.17 y P({Espafa}) = 0.23.

Estas asignaciones determinan que cualquier valor por debajo de 0.17 es un
precio aceptable para comprar la apuesta a favor de Espana, y cualquier valor
por encima de 0.23 es un precio aceptable para venderla. Fijémonos que el
anterior valor de 0.2, que servia al mismo tiempo como precio maximo de
compra y precio minimo de venta, se desdobla en dos valores. Esto elimina el
drastico cambio de decisién de comprar y vender la apuesta, habiendo ahora
un intervalo en el que no se cree que merezca la pena realizar ninguna de las
dos acciones. En dicho intervalo se encuentra la probabilidad real (subjetiva,
mi probabilidad) de que Espana gane el Mundial de Qatar 2022.

Beneficio esperado

De compra: positivo De compra: negativo
De venta: negativo De venta: positivo
| | | |
1 1
Se compra 7 Se vende
L [ [ ]
1 ] ] 1
0 0.17 0.23 1

Cuando el precio méaximo de compra y el precio minimo de venta de una apuesta f
coinciden, es decir, P(f) = P(f), entonces el valor P(f) := P(f) = P(f) representa

10
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el precio justo de la apuesta f, tal y como se definié la probabilidad comportamental
anteriormente. El modelo impreciso se transforma en un modelo clasico de probabi-
lidad segiin la interpretacion de de Finetti.

Ejemplo 1.1. Juan participa en un concurso de televisién llamado ‘Contenedores
Misteriosos’. Los participantes de este concurso han de pujar a ciegas por contenedo-
res maritimos que, por diversas razones, no han llegado correctamente a su destino.
Juan, apasionado del riesgo, cuando gana la subasta de un contenedor y antes de
descubrir su interior lo vende a algun cliente que le paga cierta cantidad en funcién
de su contenido.

En el programa de hoy, el presentador informa a los concursantes de que los
contenedores que se sacaran a subasta tienen en su interior o bien antiguas alfombras
persas, o bien libros, o bien disfraces. Automaéaticamente, Juan contacta con uno de
sus mejores clientes:

= Alex cree que podria hacer un buen negocio con las alfombras, le ofrece a Juan
4500 euros por dicho contenedor. Ademds, Alex tiene una jugueterfa, asi que le
ofrece 2500 euros por un contenedor lleno de disfraces. Los libros no los quiere,
no le ofrece nada por ellos.

Matematicamente, el espacio muestral del experimento que Juan va a llevar a
cabo es 1 = {alfombras, disfraces, libros}, y podemos definir una apuesta f; de
acuerdo con las cantidades que Alex le ofrece a Juan:

f1 = 45001, + 25001, + 01;, (1.3)

donde I,, I e I; son las variables indicadoras de alfombras, disfraces y libros respec-
tivamente, de manera que fi(a) = 4500, fi1(d) = 2500y f1(l) = 0.

Si Juan puja x euros por uno de los contenedores y resulta ser el ganador de la
subasta, el incremento en su riqueza serd 4500—z si el contenido son alfombras, 2500—
x si el contenido son disfraces y —x euros si el contenido son libros. El supremo de las
cantidades que Juan esté dispuesto a pujar por el contenedor sera su prevision inferior
por la apuesta fi. Si, por ejemplo, Juan estuviera seguro de que en el contenedor
no hay libros, estaria dispuesto a pujar 2500 euros o mas por el depdsito, y si él no
dispone de mas informacién y no quiere arriesgar, no pujard mas de 2500 euros, ya
que si asi lo hiciera y el contenido fueran disfraces estaria perdiendo dinero.

Otra opcién que se le plantea a Juan tras ganar un contenedor es, en lugar de
vendérselo a Alex, vendérselo de vuelta al concurso por una cantidad de y euros (in-
dependiente del contenido del depdsito). Si asi lo hace, el incremento en su riqueza
serd de y — 4500 euros si el contenido son alfombras, y — 2500 euros si el contenido
son disfraces e y euros si el contenido son libros. El infimo de las cantidades que Juan
esté dispuesto a recibir por el contenedor serd su previsién superior por la apuesta
f1. Si él supiera que en el contenedor no hay libros, estaria dispuesto a recibir mas
de 4500 euros, pero no menos si no quiere arriesgar, ya que si el contenido resultaran
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1.2. PREVISIONES INFERIORES COHERENTES

ser alfombras estaria perdiendo dinero. O

Dado que el beneficio obtenido al vender una apuesta f por un precio p y al
comprar la apuesta —f por el precio —u es el mismo: p — f, ambas transacciones
han de ser aceptadas bajo las mismas condiciones. Como consecuencia, cuando P
y P estédn definidas en el mismo conjunto de apuestas K, se tiene que existe una
relacién de dualidad o conjugacién entre ellas: —P(—f) = P(f). Se dice que P es la
conjugada de P, y viceversa. La exigencia de que ambas estén definidas en X junto
con la relacién de dualidad implica que K ha de ser cerrado bajo la multiplicacién de
-1. Ademis, la relacion de dualidad hace que los desarrollos para previsiones inferiores
sean totalmente validos para previsiones superiores (y viceversa), lo que nos permite
centrarnos en las que dan nombre a este apartado.

Como ya hemos comentado, para poder razonar con probabilidades subjetivas es
necesario imponer criterios basados en la légica que nos permitan desarrollar consis-
tentemente la teoria. Estos criterios vienen dados por la condicién de coherencia.
En términos de transacciones:

1. Una transaccién que implica pérdida de riqueza, independientemente del resul-
tado experimental, no puede ser considerada aceptable (evitar pérdida segura).

2. Si una transaccion es considerada aceptable, otra transaccién que aporta un
mayor beneficio también ha de ser considerada aceptable.

3. Una combinacién lineal positiva de transacciones aceptables ha de ser una
transaccién aceptable.

A continuacién y antes de introducir la definicién matemaética de coherencia se
muestra un ejemplo que nos permite comprender de forma intuitiva el significado de
las tres condiciones anteriores.

Ejemplo 1.2. El presentador informa a los concursantes de que salen a subasta dos
contenedores, ambos con el mismo contenido en su interior. Ademads, se subastan de
forma conjunta, es decir, quien ofrezca una mayor cantidad por los dos depédsitos
se los lleva. Juan, pensando qué hacer con el segundo contenedor si es que gana la
subasta, contacta con otra de sus fieles clientes:

» A Marfa las alfombras persas no le interesan en absoluto, por lo que no se
compromete a pagarle nada si resultan ser el contenido del depésito. Por otro
lado, Maria hace negocios con tiendas de disfraces, asi que le ofrece 2500 euros
por un contenedor lleno de ellos. Ademads, tiene una libreria, por lo que le ofrece
5000 euros por un depésito de libros.

Definimos una segunda apuesta fo determinada por las cantidades que Maria le
ofrece a Juan por el segundo contenedor:

fa = 0I, + 25001, + 50001, (1.4)
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de manera que fa(a) =0, fa(d) = 2500 y f2(I) = 5000. El supremo de las cantidades
que Juan esté dispuesto a pujar por el segundo contenedor serd su prevision inferior
por la apuesta fs.

Inicialmente, Juan decide pujar como méximo 3000 euros por el primer conte-
nedor, y 2500 por el segundo, con la intenciéon de vendérselos a Juan y a Maria
respectivamente. Es decir, Juan asigna P(f1) = 3000 y P(f2) = 2500. El Cuadro
resume las ganancias de Juan si resulta ser el ganador de la subasta. Vemos como Juan
estard perdiendo dinero independientemente del resultado experimental (contenido
del depdsito). Mateméticamente, esto significa que las asignaciones P(f;) = 3000 y
P(f2) = 2500 generan una pérdida segura, infringiendo el primero de los criterios de
coherencia. P no satisface la condicion de coherencia.

Alfombras Disfraces Libros

Comprar f; por 3000 1500 -500 -3000
Comprar fo por 2500 -2500 0 2500
Beneficio total -1000 -500 -500

Cuadro 1.1: Beneficios de Juan en funcion del contenido de los depédsitos de acuerdo
a sus asignaciones iniciales.

Pensandolo mejor, Juan decide pujar como méximo 2000 euros por el primer
contenedor y 2500 por el segundo. Ademds, si gana la subasta, decide revenderle
el primer contenedor al concurso como minimo por una cantidad de 3000 euros. Es
decir, Juan asigna P(f1) = 2000, P(f2) = 2500 y P(f1) = 3000, o, equivalentemente,
P(—f1) = —3000. Las ganancias derivadas de estas nuevas asignaciones son las que
se muestran en el Cuadro Estas asignaciones no generan una pérdida segura
ya que si el contenido de los depdsitos resulta ser o bien disfraces o bien libros Juan
estard obteniendo un beneficio de 1000 y 3500 euros respectivamente. No obstante, P
sigue sin cumplir los criterios de racionabilidad que hemos impuesto, como veremos
a continuacion.

Alfombras Disfraces Libros

Comprar f; por 2000 2500 500 -2000
Comprar fo por 2500 -2500 0 2500
Vender f1 por 3000 -1500 500 3000
Beneficio total -1500 1000 3500

Cuadro 1.2: Beneficios de Juan en funcién del contenido de los depdsitos de acuerdo
a sus nuevas asignaciones.

En el Cuadro se resumen las ganancias de Juan si decidiera vender el primer
contenedor al concurso por 2500 euros. Observando la segunda y tercera fila vemos
como, independientemente del contenido de los depédsitos, vender el primer contene-
dor al concurso por 2500 euros le aporta a Juan un beneficio mayor o igual al que le
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Alfombras Disfraces Libros

Comprar f; por 2000 2500 500 -2000
Comprar fo por 2500 -2500 0 2500
Vender f1 por 2500 -2000 0 2500
Beneficio total -1000 500 3000

Cuadro 1.3: Beneficios de Juan si vendiera el primer contenedor por 2500 euros.

aporta comprar el segundo contenedor por 2500 euros para vendérselo a Maria, tran-
saccién que Juan ha considerado aceptable. Por otro lado, al asignar P(f;) = 3000,
Juan esta asumiendo que el minimo valor que el esta dispuesto a recibir por el pri-
mer contenedor es 3000 euros. Cualquier cantidad inferior a 3000 no es un valor de
venta aceptable para él. Es decir, Juan esta dejando de aceptar una transaccién que,
como acabamos de comprobar, le concede un mayor beneficio que una transaccion
considerada aceptable. Esto infringe el segundo de los criterios de coherencia y, por
tanto, P no satisface la condicién de coherencia. O

Una vez comprendida de forma intuitiva la condicién de coherencia, a continua-
cién presentamos la definicién formal. Matematicamente, una previsién inferior P
definida sobre un conjunto de apuestas K C £(2) se dice que es coherente en K si

VYn,meNUOyVfo, fi,.., fn € K:

sup Y [fi(w) = P(fi)] = m [fo(w) = P(fo)] > 0. (1.5)

weN i—1

Cuando el espacio de apuestas en el que estd definida P es claro entonces simplemente
se dird que P es coherente.

Cuando el conjunto de apuestas K C L(Q2) sobre el que se define la previsién
inferior es un espacio lineal, la condicién de coherencia se simplifica y se hace mas
intuitiva. En ese caso, P es coherente en K si y solosi Vf,g e Ky VA >0:

(C1) P(f) > inf f (Aceptar ganancia segura),
(C2) P(Af)=AP(f) (Homogeneidad positiva),
(C3) P(f+4g) > P(f) + P(g) (Superlinealidad).

Recordando las condiciones que definen una prevision lineal: (P1)-(P3), vemos
como una previsién inferior coherente es una previsién lineal en la que se pierde la
condicion de linealidad, siendo sustituida por la de superlinealidad. Si, por otro lado,
quisiéramos tratar con previsiones superiores, la superlinealidad se transforma en
sublinealidad:

(C3) P(f+g) < P(f)+ P(g) (Sublinealidad).
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Ademsds, de la condicién de coherencia se deducen dos consecuencias importantes.
Vf,g € K se cumple:

P(f)<P(f) v [f<g=P(f)<P(9)y P(f)<P(g) (Monotonfa). (1.6)

Dado un espacio muestral Q # () y una previsién inferior P en K, definimos el
conjunto credal asociado a P como el conjunto cerrado y convexo de previsiones
lineales que dominan a P, es decir:

M) ={P eP(Q): P(f) =2 P(f)Vf € K}, (1.7)

donde P(2) denota el conjunto de previsiones lineales en 2. Andlogamente, dada
una prevision superior P en IC, definimos el conjunto credal asociado a P como el
conjunto cerrado y convexo de previsiones lineales dominadas por P, es decir:

M(P)={PcP(Q): P(f) < P(f)Vf ek} (1.8)

La relacion de conjugacién y el caracter cerrado de K bajo la multiplicacién de -1

asegura que M(P) = M(P), como se muestra a continuacién:
M) ={P eP(Q): P(f) = P(f)Vf € K}
={PeP(Q): P(-f) 2 P(-f)Vf €K}
={PeP(Q): —P(f) 2 E(-f)Vf € K}
={PeP(): P(f)<-E(-f)Vf €K}
={PeP(Q): P(f) < P(f)Vf €K} = M(P)
Es posible demostrar que P es coherente si y solo si
Vf €K 3P € M(P) tal que P(f) = P(f), (1.9)
y que ademads esto es equivalente a que P sea el entorno inferior de M(P), es decir:
P(f)=mf{P(f): Pe M(P)} Vfek. (1.10)

El caracter cerrado y convexo del conjunto credal nos garantiza que dicho infimo
se alcanza, por lo que podemos sustituirlo por el minimo y concluimos que P es
coherente si y solo si:

P(f) =min{P(f): P M(P)} VfeKk. (1.11)
Utilizando la relacién de dualidad, lo anterior es equivalente a:

P(f) = méx{P(f): P € M(P)} Vfe€Kk. (1.12)
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De este modo, existe una correspondencia univoca entre una previsién inferior cohe-
rente y su conjunto credal asociado: un conjunto cerrado y convexo de previsiones
lineales determina una tnica prevision inferior coherente y viceversa. Resulta total-
mente equivalente hablar de P, de M(P), de M(P) o de P.

La interpretaciéon comportamental del conjunto credal es la siguiente: existe un
precio justo para cada apuesta f en ), que resulta en una previsién lineal P € P(£2),
y tal que el desconocimiento del sujeto sobre P solo le permite colocarla entre un
conjunto de candidatas M(P). Las conclusiones que el sujeto puede sacar a partir
de M(P) son equivalentes a las que puede sacar a partir del entorno inferior P de
dicho conjunto.

Yendo mas alld, dada una prevision inferior P, de nuevo el cardcter cerrado
y convexo de M(P) hace que el conjunto credal esté determinado por sus puntos
extremos y, como consecuencia, se tiene que P es coherente si y solo si:

P(f) =min{P(f): P punto extremo de M(P)} Vf e K, (1.13)
donde recordemos que un punto extremo de M(P) es una probabilidad P € M(P)
tal que si P = AP1+(1—A)Py con P, P, € M(P)y A € (0,1) entonces Py = P» = P.

Ejemplo 1.3. Finalmente Juan decide no revenderle al concurso el segundo conte-
nedor y asigna P(f1) = 2000 y P(f2) = 2500. A partir de la ecuacién (ya que
en este caso el espacio de apuestas K = {fi, f2} no es un espacio lineal) es posi-
ble demostrar que, bajo estas asignaciones, P es coherente. Asi, resulta equivalente
tratar con P o con su conjunto credal asociado M(P). Denotando por p,, pqg y p
a la probabilidad de que el contenido de los contenedores sacados a subasta sean
alfombras, disfraces y libros respectivamente, M(P) se calcula como sigue:

M(P) ={PePQ): P(f)>P(f)VfeK}
= {(pa;pa,- ) : P(f1) = P(f1), P(f2) > P(f2)}

- {(paapd7pl) : 45pa + 25pd 2 207 25pd + 50]?[ Z 25}

Dado que ha de cumplirse la restriccién p, + pg + p; = 1, estas dos desigualdades se
convierten en:

45pq + 25pa > 20(pa + pa + p1) = 25pa + 5pa > 20p; == pq > 4(P1 — Pa) — Pa;
25pq + 50p; > 25(pa + pa + 1) = Pi 2 Pa,
y el conjunto credal resulta ser:

M(P) = {(pa,pa,p1) : Pa > 4(D1 — Pa) — Pa> P > Pa}-

Juan no sabe cudl es la proporcion de contenedores de cada tipo de entre los 10
depdsitos que se sacardn a subasta. Al asignar P(f1) y P(f2), es decir, al decidir
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cual es el maximo precio que esta dispuesto a pagar por las apuestas f1 y f2, lo que
estd haciendo es suponer que las probabilidades reales se encuentran dentro de un
conjunto de posibles proporciones compatibles con dichas asignaciones. En este caso,
al imponer P(f1) = 2000 y P(f2) = 2500 Juan estd suponiendo que la proporcién
de contenedores con libros es mayor o igual que la proporcién de contenedores con
alfombras, y que la proporcion de contenedores con disfraces y alfombras es mayor o
igual que cuatro veces la diferencia entre la proporciéon de contenedores con libros y
alfombras. O

Cuando el dominio de una prevision inferior coherente P estd constituido por
las variables aleatorias indicadoras de los eventos en ), K = P(2), entonces a P
se le denomina probabilidad inferior coherente, denotdndose usualmente P(A)
en lugar de P(I4) para un evento A € P(f2). La probabilidad inferior de A puede
interpretarse como el maximo valor que el sujeto estd dispuesto a apostar a favor de
A, donde apostar a favor de A significa que se obtiene 1 si el resultado experimental
estd en A y 0 si no lo estd. Cabe observar que en este caso el espacio imagen de P
es el intervalo [0, 1], no la recta real:

P: P — [0,1]
A  +— P(A).

La probabilidad superior P de un evento A se define de forma andloga a la
probabilidad inferior, y puede calcularse como:

P(A) = P(Ia) = —P(~Ia) = —P(Inc — 1) = 1 = P(Ixe) = 1 = P(A%),  (1.14)

donde hemos utilizado:

-1 siwe A,
~alw) = { 0 siwé¢ A
:—IA:IAc—l.
0 siwe A,
Lac(w) = { 1 siwé¢ A.

P(A) se interpreta como el minimo precio que el sujeto estd dispuesto a apostar en
contra de A, o el minimo precio que el sujeto estd dispuesto a recibir por vender
la apuesta a favor de A. Asi, si una casa de apuestas establece P(A), solamente
permitird a sus clientes comprar la apuesta A por un precio igual o superior a dicho
valor. Cabe destacar que el mecanismo de las casas de apuestas con las que trataremos
en este trabajo es diferente al de las casas de apuestas ‘de la vida real’. En las casas
de apuestas reales el usuario compra una apuesta por 1 euro y, si gana, consigue una
cantidad establecida por la casa que depende de la apuesta que se esté realizando.
En nuestras casas de apuestas el usuario compra una apuesta por una cantidad
establecida por la casa que depende de la apuesta en cuestion y, si gana, consigue 1
euro. Al fin y al cabo, ambos mecanismos son equivalentes.
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Las ecuaciones (1.9), (L.1T), (L.12) y (1.13) siguen siendo perfectamente aplicables
en el caso de probabilidades inferiores. Dado que VP € P(Q) se cumple P(f)) = 0
y P(Q) = 1, de las ecuaciones y se deduce que P(0)) = P(0) =0y
P(Q) = P(Q) =1 VP, P probabilidad inferior y superior.

Anteriormente hemos visto que a la hora de trabajar con previsiones lineales
no hay diferencia alguna entre representar la informacion en términos de eventos o
de apuestas. Una probabilidad P es equivalente a su operador esperanza Ep y, por
tanto, la restriccién a eventos (probabilidad) determina el valor en las apuestas (es-
peranza) y viceversa. Sin embargo, la pérdida del axioma de linealidad hace que esto
no ocurra a la hora de trabajar con probabilidades imprecisas: las probabilidades
inferiores coherentes son menos generales que las previsiones inferiores coherentes,
una misma probabilidad inferior coherente puede dar lugar a diferentes previsiones
inferiores coherentes, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4. Consideremos el conjunto credal M(P;) definido sobre Q = {a,d,}
a partir de sus puntos extremos:

Ext (M(P,)) = {(0.1,0.5,0.4), (0.3,0.4,0.3), (0.2,0.5,0.3), (0.2,0.4,0.4) }.

La ecuacién ((1.13)) define la probabilidad inferior coherente P; que se muestra en el
Cuadro La probabilidad superior se ha calculado haciendo uso de la relacién de
conjugacién: P(A) =1 — P(A°).

{a} {d} {} {a,d} {a,l} {d,1}
P 01 04 03 06 05 07

Py 03 05 04 0.7 0.6 0.9

Cuadro 1.4: Probabilidades inferiores y superiores asignadas por Juan de acuerdo a

M(E,).

En palabras, si el premio fuera 1 euro, Juan estaria dispuesto a apostar como maximo
0.1 euros por que el contenido del depdsito fueran alfombras, 0.4 euros por que el
contenido del depésito fueran disfraces, etc. Definimos una apuesta f que devuelva
1500 euros si el contenido son alfombras, 2000 euros si son disfraces y 500 si son
libros, es decir:

f =15001, + 200014 + 5001;.

Utilizamos de nuevo ((1.13)) para calcular la previsién inferior coherente de dicha
apuesta de acuerdo al conjunto credal M(P;), resultando:

P, (f) = min{1350, 1400, 1450, 1300} = 1300.
Definimos ahora otro conjunto credal M(P5) a partir de sus puntos extremos:

Ext (M(P,)) = {(0.1,0.5,0.4), (0.3,0.4,0.3), (0.2,0.5,0.3)}.
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De la ecuacién (|1.13) obtenemos la probabilidad inferior coherente asociada a este
nuevo conjunto credal:

{a} {d} {} {a,d} {a,l} {d,1}
P, 01 04 03 06 05 07

Vemos como al hacer actuar la probabilidad inferior P, sobre las variables indicadoras
de eventos se obtienen los mismos valores que para P;. No obstante, haciendo uso
de nuevo de la ecuacion se obtiene la siguiente prevision inferior coherente
asociada a M(P,):

Pyo(f) = min{1350, 1400, 1450} = 1350.

Vemos como la prevision inferior de la apuesta f deja de ser 1300 para pasar a ser
1350. Es decir, a pesar de que P, y P, actian idénticamente cuando se trata de even-
tos (variables indicadoras), a la hora de actuar sobre apuestas se obtienen resultados
diferentes. En otras palabras, una misma probabilidad inferior coherente da lugar a
dos previsiones inferiores coherentes distintas. Esto puede visualizarse de forma clara
en la Figura donde se representan M(P;) y M(Ps): los conjuntos credales son
diferentes, luego inducen previsiones inferiores diferentes. Sin embargo, ambos tienen
la misma restriccion a eventos, por lo que inducen la misma probabilidad inferior.

P({i}) P({i})

Figura 1.1: Representacién grafica de M(P;) y M(Ps).

1.3. Condicionamiento de previsiones inferiores coheren-
tes

Nos han llegado rumores de que la Seleccién Francesa podria ser préoximamen-

te descalificada de la Copa Mundial de Futbol de Qatar por irregularidades en su

plantilla en la fase de clasificacién. ;Cémo afectaria este hecho a la asignacién de
las previsiones inferiores del resto de selecciones? Si actualizamos las asignaciones,
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Jlas nuevas previsiones son consistentes entre ellas? ;Son compatibles con las asig-
nadas previo a disponer de dicha informacién? Estas cuestiones son estudiadas por
las llamadas previsiones inferiores coherentes condicionadas.

Dada una particién B de un espacio muestral Q # () y un conjunto de apuestas
H C L(), una previsién inferior condicionada en H es una funcién P(- | B) :
H — R que a cada apuesta f € H y a cada B € B le asigna el valor P(f | B), donde
P(f | B) representa el supremo de las cantidades que el sujeto estaria dispuesto a
pagar ahora por comprar la apuesta f si después se enterara de que el resultado
experimental estd contenido en B.

Siguiendo con nuestro ejemplo, denotando por B al conjunto de todas las se-
lecciones que participan en el Mundial de Qatar excepto la francesa, al asignar
P({Espana} | B) = 0.30 estamos considerando que, en el caso de que finalmente
la Seleccién Francesa fuera descalificada, cualquier valor por debajo de 0.30 seria un
precio aceptable para comprar la apuesta a favor de Espana.

Dado B € B, supongamos que el sujeto ha asignado P(f | B) para todas las
apuestas f en un dominio Hp. Al igual que en el caso no condicionado, dichas
asignaciones han de cumplir ciertas condiciones para ser consistentes entre ellas.
Diremos que una prevision inferior condicionada es coherente por separado si
VYn,meNUOyVfo, fi,.... fn € HB:

sup > [fiw) = P(fi | B)] =m/[fo(w) = P(fo| B)] >0, y
we iy (1.15)

IgeHpy P(B|B)=1.

La primera de las ecuaciones de es la misma que la ecuacién sustitu-
yendo la previsién inferior P por la prevision inferior condicionada P(- | B). Por otro
lado, exigir P(B | B) implica que el sujeto debe estar dispuesto a apostarlo todo por
B si sabe que el resultado experimental esta contenido en B.

De esta forma, podemos obtener previsiones inferiores condicionadas coherentes
por separado P(- | B) con dominios Hp para todos los eventos B contenidos en
la particién B. La coherencia por separado implica que la prevision inferior condi-
cionada P(f | B) solo depende de los valores que f toma en B, es decir, para dos
apuestas f y ¢ tales que f(w) = g(w) Vw € B se tiene que P(f | B) = P(g | B).
Como consecuencia, los espacios Hp se pueden extender al espacio comin H =
{f=>gepfB | fB€Hp VB}, y podemos definir en  la previsién inferior condi-
cionada P(- | B) dada por:

P(f|B)=>_ IzP(f|B) VfeH. (1.16)

BeB

Esta nueva prevision inferior condicionada se dice coherente por separado cuando
P(- | B) es coherente por separado VB € B. Se trata de la apuesta en € que para

20



1.3. CONDICIONAMIENTO DE PREVISIONES INFERIORES COHERENTES

cada apuesta f € ‘H y cada w € () devuelve el supremo precio de compra de f tras
conocer que w € B.

Cuando el espacio H sobre el que estd definida P(- | B) es un espacio lineal
entonces P(- | B) es coherente por separado si y solo si Vf,g € H, A\ >0y B € B:

(CS1) P(f | B) = infuep f(w),
(CS2) P(Af|B)=AL(f|B),
(CS3) P(f+g|B)>E(f|B)+L(g|B).

La primera condicién nos recuerda el hecho ya comentado de que el valor P(f | B)
solo ha de depender de los valores que f toma en B. Por lo demas, las condicio-
nes (CS1)-(CS3) son andlogas a las condiciones (C1)-(C3), sustituyendo P por
P(- | B). Es decir, con el concepto de coherencia por separado no estamos introdu-
ciendo nada nuevo, simplemente estamos exigiendo que las nuevas asiganaciones que
el sujeto ha hecho en caso de que en un futuro proximo se entere de que el resultado
experimental pertenezca a una particion en concreto del espacio muestral sean con-
sistentes entre ellas, al igual que se lo exigiamos a las asiganciones iniciales.

Ejemplo 1.5. Retomando el recordemos que se estan subastando dos
contenedores y que Juan ha establecido la previsién inferior coherente P(f;) = 2000
y P(f2) = 2500. Corre un rumor entre los concursantes de que ninguno de los conte-
nedores que han llegado en la tltima semana contiene libros. Juan decide establecer
unos nuevos valores para dichas apuestas por si se da el caso de que en un futu-
ro proximo acaba enterandose de que dicho rumor es cierto y el contenido de los
depdsitos que se subastan no son libros.

Recordemos que f1 = 45001,+250013+01; y fo = 01,+250013+50001;. Si es que
finalmente no hubiera libros en el contenedor no tiene sentido que el precio maximo
de compra de f; fueran 2000 euros, ya que como minimo estaria ganando 2500 euros.
Se estarfa incumpliendo la condicién (CS1), por lo que Juan debe actualizar dicho
valor, debe aumentarlo. Por otro lado, pagar 2500 euros por fs sabiendo que el
contenido no son libros seria una insensatez, Juan estaria apostandolo todo por los
disfraces. Lo normal serfa que Juan disminuyera dicho valor.

Tras estas reflexiones, Juan establece la previsién inferior condicionada P(f; |
no libros) = 3000 y P(f2 | no libros) = 1500. Utilizando la ecuacién (1.15) es posible
demostrar que se trata de una prevision inferior condicionada coherente por separado.
Si a la hora de realizar la puja Juan no ha conseguido corroborar el rumor entonces
deberd utilizar la previsién P(f1) = 2000 y P(f2) = 2500. Por el contrario, si descu-
bre que es cierto, entonces deberd utilizar las asignaciones P(f1 | no libros) = 3000
y P(f2 | no libros) = 1500. O

Una vez asignadas las previsiones condicionadas el sujeto ha de plantearse si
son compatibles con las asignaciones previas. Este hecho se estudia a través del
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concepto de coherencia en conjunto. Dada una previsién inferior coherente P y
una previsién inferior condicionada coherente por separado P(- | B) definidas sobre
los espacios lineales I C L£(Q2) y H C L(2) respectivamente, diremos que Py P(- | B)
son coherentes en conjunto (o simplemente coherentes) si Vf € H, VB € B:

P(I(f - P(f | B))) = 0. (1.17)

La exigencia de que K y ‘H sean espacios lineales es por conveniencia matematica.
Aunque no lo haremos, es posible generalizar los resultados a espacios no lineales.
Suponiendo P(B) > 0, si aplicamos la ecuacién sobre una previsién lineal P
y la apuesta f = I4 para cierto A € A entonces recuperamos la regla de Bayes dada
por la ecuacién (|1.1]).

0 =P(p(Ia—P(Ia|B))) =P(alp—IpP(A| B))
= P(Ialp) — P(IgP(A| B)) = P(Ian) — P(Ip)P(A | B)

P(ANB)
P(B)

Es por esta razén que a la ecuacién se le conoce como regla de Bayes
generalizada.

Dada una previsién inferior P y un conjunto B € B, pueden existir (o no, més
tarde lo veremos) una infinidad de previsiones inferiores condicionadas coherentes con
P. Las dos mas importantes son las llamadas extension natural y extensién regular.

Dado B € B, para cada f € H se define la extensién natural E(- | B) inducida
por P como:

= P(ANB) — P(B)P(A| B) = P(A| B) =

min{P(f | B) : P € Ext(M(P))} si P(B)>0,
E(f|B) = (1.18)
mingep f(w) si P(B) = 0.

Cuando P(B) > 0, la extensién natural se corresponde con el entorno inferior
de las previsiones lineales condicionadas P(f | B) que podemos definir a partir
de la regla de Bayes sobre los elementos de M(P). Esta regla puede aplicarse sin
problema dado que P(B) > 0 implica P(B) > 0. Cuando P(B) = 0, el méximo
precio de compra aceptable de una apuesta f inducido por la extensién natural se
corresponde con la menor de las recompensas dadas por f, por lo que al utilizar la
extension natural para actualizar sus asignaciones el sujeto se estd arriesgando lo
minimo posible o, equivalentemente, estd siendo lo méximo impreciso posible.

Por otro lado, dado B € B, para cada f € H se define la extensién regular
R(- | B) inducida por P como:

min{P(f | B) : P(B) >0, P € Ezxt(M(P))} si P(B) >0,
R(f | B) = _

mingep f(w) si P(B) =0.
(1.19)
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La definicién de extensién regular cuando P(B) > 0 coincide con la de extensién
natural cuando P(B) > 0. Lo mismo ocurre cuando P(B) = 0 para la extensién
regular y P(B) = 0 para la extensién natural. Dado que, de acuerdo con la ecua-
cién , P(B) > 0 implica P(B) > 0y P(B) = 0 implica P(B) = 0, tenemos
que ambas extensiones coinciden cuando P(B) = 0 y cuando P(B) > 0. En el si-
guiente ejemplo veremos la diferencia entre ellas. Cabe mencionar que de nuevo es
el caracter cerrado y convexo del conjunto credal lo que nos permite restringirnos a
sus puntos extremos en y , v que al ser coherentes en conjunto con P,
por definicién de coherencia en conjunto, £ y R también son coherentes por separado.

Ejemplo 1.6. Consideremos por un momento el conjunto credal dado por los puntos

extremos:

Ext(M(P)) = {(1,0,0),(0,0,1),(0.3,0.3,0.3)}.

Gréaficamente:

P({d})

P({i})

Figura 1.2: Representacién grafica de M(P).

Este conjunto credal induce, a través de la ecuacién ([1.13)), la siguiente probabilidad
inferior coherente:

{a} {d} {8} {a,d} {al} {d,l}
0 0 0 0 0.6 0
1 03 1 1 1 1

|0

Dado que P({a,d}) = 0, la extensién natural inducida por P condicionada por {a,d}
actuando sobre f = I, = {a} se calcula como:

E({a} | {a,d}) min [,(w) = min{1,0} = 0.

- we{a,d}
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Por otro lado, puesto que P({a,d}) > 0, la extensién regular inducida por P condi-
cionada por {a,d} actuando sobre f = I, = {a} viene dada por:

B({a} | {a,d}) = min {2l - P({a.d}) > 0, P € Bot(M(P))}

= min{1,0.5} = 0.5.

Aunque ambas son compatibles con la probabilidad inferior P, vemos como las asig-
naciones realizadas por la extensiéon natural y la extensién regular son diferentes. En
breves momentos comprenderemos que cualquier valor entre 0 y 0.5 es compatible
con la probabilidad inicial. O

Los valores asignados sobre P(B) y P(B) determinan qué previsiones inferiores
condicionadas son coherentes con P, diferenciandose dos casos:

Caso 1: P(B) = 0. Para cada apuesta f cualquier nimero real \ satisface P(Ip(f —
A)) = 0. Cualquier previsién inferior condicionada P(- | B) es compatible con P.
Como ya hemos visto, en este caso las extensiones natural y regular coinciden y

vienen dadas por:
E(f|B)=R(f| B) = min f(w) (1.20)

Este es el caso menos interesante ya que la definicién de coherencia en conjunto dada
por la ecuacién ([1.17) no nos aporta ninguna informacién sobre cémo actualizar las
asignaciones.

Caso 2: P(B) > 0. Las previsiones inferiores condicionadas P(- | B) compatibles
con P vienen determinadas por el siguiente resultado:

Proposicién 1.1. ([3], Proposition 2.) Sea P una prevision inferior coherente defini-
da sobre un conjunto de apuestas K C L(2) y B una particion de ) tal que P(B) > 0
para cualquier B € B. Entonces una prevision inferior condicionada coherente por
separado P(- | B) es coherente con P siy solo si E(f | B) < P(f | B) < R(f | B)
VfeK yVBeB.

Del anterior resultado se concluye que, entre las coherentes con P, la exten-
sién natural es la prevision inferior condicionada maés conservadora: devuelve la cota
superior de compra més baja de entre las compatibles con la asignacién inicial. Alter-
nativamente, la extensién regular es la previsién inferior condicionada coherente con
P mas informativa: es la que da una mejor acotacién del precio justo de cada apues-
ta. Es por esta razén que a lo largo de este trabajo se utilizard mayoritariamente la
extension regular a la hora de estudiar el condicionamiento de nuestros modelos.

Cuando P(B) > 0 ya hemos visto que ambas extensiones coinciden y entonces
P(-| B) = E(-| B) = R(- | B) es la tinica probabilidad inferior condicionada cohe-
rente con P. Asi, dentro del Caso 2, diferenciamos un caso concreto de especial interés.
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Caso 2.1: P(B) > 0. Para cada apuesta f existe un tinico nimero real A tal que
P(Ig(f — X)) = 0, cumpliéndose entonces P(f | B) = X. Asi, existe una tnica
previsién inferior condicionada P(- | B) compatible con P, correspondiéndose con
el entorno inferior de las previsiones lineales condicionadas P(f | B) que podemos
definir a partir de la regla de Bayes sobre los elementos de M(P), es decir:

P(f | B) =min{P(f | B) : P € Ext(M(P))} = E(f | B) = R(f [ B). ~ (1.21)

Ejemplo 1.7. Retomemos la probabilidad inferior dada en el Cuadro Juan
quiere actualizar dichas asignaciones de acuerdo al rumor extendido entre sus com-
pafieros: no hay libros en los contenedores. Dado que P({a,d}) > 0, P(- | {a,d})
viene unicamente determinada por la regla de Bayes generalizada y P({a} | {a,d})
y P({d} | {a,d}) se calculan como:

P({a} | {a,d}) = min {Im : Pe Emt(M(P))} = % = 0.16,
P({d} | {a,d}) = min {Jm . Pe Ea:t(/\/l(ﬁ))} _ 841 057,

Andlogamente para el resto de conjuntos:

A {a} {d} {1} {a,d} {al} {d.1}
R(-|{a,d}) | 016 057 0 1 0.16  0.57

Tomando las probabilidades P; = (0.16,0.8§, 0) y P, = (0.43,0.57,0) tenemos
que P,P» € M(R(- | B)) y VA C Q o bien R(A | {a,d}) = Pi(A) o bien
R(A | {a,d}) = P(A), luego de acuerdo con la ecuacién (1.9) concluimos que
R(- | {w1,w2}) es coherente. Ademds, estas asignaciones satisfacen la ecuacién
por lo que son compatibles con las asignaciones iniciales. De nuevo cabe recordar que
Juan solo ha de utilizar estas nuevas probabilidades si es que acaba enterdndose de
que el rumor es cierto. En caso contrario, debe seguir utilizando las probabilidades
iniciales. (]

En el siguiente colorario se resumen las condiciones bajo las cuales ambas exten-
siones coinciden sobre un conjunto B C ).

Corolario 1.1. Sea P una prevision inferior coherente y B C Q tal que o bien
P(B) >0 o bien P(B) =0, entonces E(- | B) = R(- | B).

A partir del corolario anterior y de la ecuacién (1.16)) se obtiene directamente un
segundo corolario.

Corolario 1.2. Sea P una prevision inferior coherente y B una particion de ) tal
que o bien P(B) > 0 o bien P(B) = 0 para cualquier B € B. Entonces E(- | B) =
R(- | B).
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Capitulo 2

Condicionamiento de previsiones
inferiores 2-mondtonas

Quedando de manifiesto en el en el anterior capitulo hemos visto
como las probabilidades inferiores coherentes son menos generales que las previsio-
nes inferiores coherentes: dos previsiones inferiores diferentes pueden tener la misma
restriccién a eventos y, por tanto, la misma probabilidad inferior asociada. Esto no
ocurre cuando a la previsién inferior se le exige la propiedad de 2-monotonia: una
prevision inferior 2-monétona y su probabilidad inferior 2-monétona asociada si son
equivalentes, aportan la misma informacién. He aqui el interés de estudio de las pre-
visiones inferiores 2-mondétonas y la razén de dedicarles un capitulo de este trabajo.

En primer lugar, en la Seccion se dan las definiciones y propiedades méds
importantes de las previsiones inferiores 2-monotonas, exponiendo las ventajas que
presentan frente al caso general de las previsiones inferiores coherentes. En la Seccion
[2.2] se exponen las consecuencias que tiene la 2-monotonia en el condicionamiento de
las previsiones inferiores, focalizandonos en la extensién regular y en las condiciones
bajo las que la actualizacién coherente del modelo es tnica. Para terminar, en la
Seccién se profundiza en tres modelos particulares de probabilidades inferiores
2-monotonas: intervalos de probabilidad, modelo pari mutuel y modelo de variacién
total. Se estudian sus propiedades y sus consecuencias en el condicionamiento bajo
la extension regular.

2.1. Previsiones inferiores 2-mondtonas
Dado un espacio muestral  # () y un conjunto de apuestas K C £(€2) cerrado

para las operaciones ‘minimo puntual: A y ‘maximo puntual’: V, una previsién
inferior P en K es 2-mondtona si:

P(fng)+P(fVy) = P(f)+P(g) Vfgek. (2.1)
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Explicitamente, f A gy fV g denotan las variables:

(fAg)(w) =min{f(w),gw)} v (fVg)lw)=méx{f(w) gw)}  Vwe
(2.2)
Al restringir el conjunto de apuestas a las variables indicadoras de eventos resulta
que una probabilidad inferior P es 2-monétona si:

P(AUB) +P(ANB) > P(A)+ P(B) VA,BCQ. (2.3)

A continuacion se presentan algunas de las propiedades mas importantes de las
previsiones y probabilidades inferiores 2-mondétonas:

» Tanto para previsiones como para probabilidades inferiores:

2-monotonia = coherencia.

» Dada una probabilidad inferior 2-mondtona P y un conjunto de apuestas K C
L(€), existe una tnica previsién inferior 2-monétona P’ que extiende P a K.
Dicha extensién, a la que en un abuso de notaciéon denotaremos por P, viene
dada por la integral de Choquet:

sup f

P()=(©) [ fap=minfw)+ [ PUwlf@) 2 ohds.  (24)

inf f
El hecho de que la integral definida sea igual al area debajo de la curva nos
permite darle una interpretacién geométrica que simplifica los calculos. Como
ejemplo, para un espacio muestral ) de cardinal 4, en la Figura [2.1] se muestra
como la integral de Choquet es igual a la suma del minimo valor que toma la
apuesta sobre ) y el drea sombreado en verde, donde wy(1) y Wy(4) denotan los
elementos sobre los que f toma menor y mayor valor respectivamente.

max f

P =(©) [ 1dP=minf@)+ [ " P(w] f(w) 2 o))ds

min f

N

1f---9

P({wy(2),wo(3)wWo)}) |- --

P({wez)ywo@y}) F---1

P{woy}) I----F-----f-4--------

L\

f(%(l))/ f(w;(2>) FWom)  Flwow) ©

min f max f

Figura 2.1: Interpretacién geométrica de la integral de Choquet para el caso |Q2] = 4.
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La unicidad de dicha extensién nos garantiza la equivalencia entre previsiones
y probabilidades inferiores 2-mondtonas:

P(f) = (C) / fdp

RN

P probabilidad inferior P previsiéon inferior
2-monotona 2-monodtona
P(A) = E(I4)

La restriccién a eventos de una prevision inferior 2-mondétona resulta ser una
probabilidad inferior 2-mondtona, univocamente determinada al igual que ocurria
en el capitulo anterior: P(A) = P(I4). Sin embargo, dada una probabilidad in-
ferior 2-mondtona, pueden existir en general muchas extensiones a apuestas que
sean previsiones inferiores coherentes. De todas ellas, solamente una cumple la
propiedad de 2-monotonia, y es la que viene dada por la ecuacién .

s Dada una probabilidad inferior 2-mondétona P definida sobre un espacio mues-

tral Q = {w1,...,wy}, los puntos extremos del conjunto credal M(P) (asociado
a la extension 2-monétona de P) vienen dados por {P, | ¢ € S,}, donde S,
denota el conjunto de permutaciones de {1,...,n} y:

({Wa(l }) B({w 1 })
Py ({ws2)}) =P ({wor),wo@)}) — P ({won)}) -

Py ({wr)) = B (ot +90) = B ({1 ti-n}) -
({wa n)}) =1- ({wa(l)a s awa(n—l)}) .

Como consecuencia y dado que dos permutaciones diferentes pueden dar lugar
al mismo punto extremo, concluimos que M(P) tiene a lo sumo |S,| = n!
puntos extremos diferentes.

(2.5)

Il
\“U

Ejemplo 2.1. Consideremos la probabilidad inferior P definida sobre Q = {w1,ws, w3}
segun:

{fwi} {we} {ws} {wi,wa} {wi,ws} {ws,ws}
Pl 0.1 0.4 0.3 0.6 0.5 0.7

Cuadro 2.1: Probabilidad inferior P definida sobre 2.
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Si echamos la vista atras, ya hemos trabajado con esta probabilidad inferior en
el donde hemos comentado que se trata de una probabilidad inferior
coherente. Estudiemos ahora si satisface la propiedad de 2-monotonia. Dados A, B C
), existen dos casos en los que la ecuacion se satisface trivialmente:

ACBG6BCA = P(ANB)+P(AUB) = P(A) + P(B) > P(A) + P(B),
ANB = — P(AN B)+P(AUB) = P(AUB) > P(A) + P(B),

donde en la segunda ecuacién hemos utilizado la superlinealidad (C3) de las proba-
bilidades inferiores coherentes. Asi, inicamente debemos tratar los siguientes casos:

A ={wi,ws} } P(ANB)+ P(AUB)=P({un})+P(Q)=014+1=1.1>
B ={wi,w3} ] 1.1=0.6+0.5=P(A)+ P(B).

A= {wn,ws} } P(ANB)+ P(AUB) = P({ws}) + P(Q) = 04+ 1 =14 >
B:{wg,W3} 1.3:0.6+0.7:£(A)+£(B).

A= {wr,ws} } P(ANB)+P(AUB) = P({ws}) + P(Q) =0.3+1=1.3 >
B={wyws} | 1.2=05+0.7=P(A) + P(B).

Efectivamente, P es una probabilidad inferior 2-monétona. De hecho, en la si-
guiente proposicién demostramos como, para |2 = 3, probabilidades inferiores cohe-
rentes y 2-monétonas resultan ser equivalentes. Podemos utilizar entonces la ecuacion
(2.5) para calcular los puntos extremos de su conjunto credal asociado, obteniendo:

w1 w2 w3
o1=(1,2,3) [ By, | 0.1 05 04
oo =(1,3,2) | By, | 0.1 05 04
o3=(2,1,3) | Py, | 02 04 04
os=(2,3,1) | Py, |03 04 03
o5 =(3,1,2) | P,. | 02 05 03
o6 =(3,2,1) | Py, | 0.3 0.4 0.3

Dado que dos de los puntos se repiten, resulta un conjunto credal con cuatro puntos
extremos diferentes:

Ext (M(P)) = {(0.1,0.5,0.4), (0.3,0.4,0.3), (0.2,0.5,0.3), (0.2,0.4,0.4) }.

Gréaficamente se muestra en la Figura
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P({ws})
Figura 2.2: Representacion grafica de M(P).

Vemos como la 2-monotonia y, por tanto, la capacidad de aplicar la ecuacién ,
nos permite calcular de una forma sencilla y directa los puntos extremos del conjunto
credal. Finalmente, podemos utilizar la integral de Choquet para calcular la extension
de P a un conjunto general de apuestas. Consideremos, por ejemplo, la apuesta dada
por:

f = 15001; + 200012 + 50013,

donde I3, I5 e I3 denotan las variables indicadoras de los eventos {w;}, {wa2} y {ws}
respectivamente. La interpretacién geométrica de la integral de Choquet dada por la
Figura nos dice que P(f) serd igual a la suma de min,cq f(w) = f(ws) y el drea
de la zona sombreada. Se obtiene:

P(f)= f(w3)+ (f(w2) = f(w3))P({wa})+

(flwr) = f(ws)) (P({wr,w2}) — P({ws})) = 1300.

Para esta probabilidad inferior, en el habifamos obtenido dos exten-
siones diferentes para la apuesta f. Sin embargo, ahora vemos como solamente uno
de esos valores se corresponde con la extensién 2-mondtona de P. La expresion ([2.6))
para P(f) es valida para cualquier apuesta satisfaciendo f(ws) < f(w1) < f(w2). O

(2.6)

En el anterior ejemplo hemos visto las dos principales ventajas de las proba-
bilidades inferiores 2-mondtonas: no es necesario calcular los puntos extremos del
conjunto credal para obtener la extensién a apuestas y, en el caso en el que si se
quisieran calcular dichos puntos extremos, la ecuacion nos facilita bastante el
trabajo. No obstante, el coste computacional de dicho calculo aumenta rapidamen-
te con el tamano del espacio muestral. Mas tarde veremos que, para algunos casos
particulares de probabilidades inferiores 2-mondtonas, los calculos se simplifican y
el nimero maximo de puntos extremos diferentes disminuye. En el siguiente resul-
tado se demuestra una propiedad de los espacios muestrales de cardinal 3 que ya
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B({w17w2}) =06F---

P{w2}) =04 f----F-mmmmm e -

f(ws) =500 Flwi) = 1500 f(w2) = 2000
min f max f

Figura 2.3: Interpretacién geométrica de la integral de Choquet para el calculo de

P(f).

hemos anticipado: coherencia y 2-monotonia resultan equivalentes en probabilidades
inferiores.

Proposicién 2.1. ([Propio]) Sea P una probabilidad inferior coherente definida so-
bre un espacio muestral Q@ = {w1,ws,ws}. Entonces P es 2-mondtona.

Demostracion. Tal y como hemos visto en el ejemplo anterior, tan solo hemos de
demostrar la ecuacién para los subconjuntos de cardinal 2 diferentes y con
interseccién no vacia, ya que para el resto de casos se cumple trivialmente.

Asi, sean A,B C Q tal que |A] = |B| =2, A # By AN B # {). Sin pérdida
de generalidad, asumimos A = {wy,w2} v B = {w1,ws}. Por reduccién al absurdo,
supongamos que P es coherente y no es 2-mondétona. Entonces se cumple:

P(AUB)+ P(ANB) < P(A) + E(B),
es decir:
P(Q)+ P({wi}) =1+ P({wi}) < P({wi,wa}) + P({wr,ws}).
Utilizando la relacién de dualidad :
1+ P({wi}) <1-P({ws}) +1—P({wz}) = 1> P({wi}) + P({w2}) + P({ws}).

Por ser P coherente, de acuerdo con la ecuacién (1.11), 3P € M(P) tal que P({w1}) =
P({w1}). De la ecuacién (1.12) se concluye que P({ws}) < P({ws2}) vy P({ws}) <
P({ws}), por lo que:

P({un}) + P({wa}) + P(ws}) = P({wi}) + P({ws}) + P({ws})
< P({n}) + P({wa}) + P(fws}) < 1,
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contradiciendo P({w1}) + P({w2}) + P({ws}) =1 VP € M(P). Habiendo llegado a
contradiccion, concluimos que P es 2-mondtona. ]

2.2. Extensién natural y regular

El objetivo de esta seccién es determinar bajo qué condiciones una prevision infe-
rior 2-monoétona P puede ser actualizada de forma tnica y coherente a una prevision
inferior condicionada P(- | B). A continuacién se presentan algunos resultados que
nos ayudaran a cumplir nuestro objetivo. Comenzamos con un conocido resultado que
simplifica el calculo de la extension regular restringida a eventos cuando la prevision
inferior inicial es 2-monétona.

Proposicién 2.2. ([3/, Proposition 3.) Sean P una prevision inferior 2-mondtona
en L(Q) y B CQ tal que P(B) > 0, entonces dado un evento A se cumple:

P(ANB) - D Ac
R(A| B) = { EanB)paen 1 PATNB) >0, (2.7)
1 en caso contrario.
FEquivalentemente:
P(ANB) .
R(A|B)={ Panpparm o LATNB)>0, (2.8)
1 en caso contrario.

Ademdas, R(- | B) es 2-mondtona en su restriccion a eventos.

Ejemplo 2.2. Consideremos de nuevo la probabilidad inferior dada por el Cuadro
Tomando B = {w1,ws}, la ecuacién (2.7) nos permite calcular:

n = P({wi}) o
P({w} {w))  P({wi}) +1 - P({wi,ws}) 0.16.
B(

({wi})
)+ P(

P({wa}) _ P({ws})
)+ P({wr}) P({wa}) +1 - P({w2,ws})

R({wi} [ {wi,we}) = -

= 0.57.

R({wa} | {wi,we}) =

()
R({ws} [ {w1,w2}) = =
P(0) + P({w1,w2})
Idénticamente para el resto de conjuntos obtenemos que la extension regular de P
condicionada por el evento B = {wy,wy} viene dada por:

=0.

A {wi} {wa} {ws} {wi,wo} {wi,ws} {ws,ws}
R(- | {wi,w2}) | 0.16 057 0 1 0.16 0.57

Vemos como son los mismos resultados que los obtenidos en el |[Ejemplo 1.7 aplicando
la ecuacién (1.21)).
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Al tratarse de la extensién regular sabemos que es coherente (lo hemos compro-

bado en el [Ejemplo 1.7) y por tanto 2-monétona (|©2] = 3), tal y como predice la
Proposicion O

En el siguiente ejemplo se muestra como la ecuacién (2.7) solamente es vélida
cuando la probabilidad inferior P es 2-mondtona.

Ejemplo 2.3. Sea el espacio muestral Q = {w;, w2, ws, w4}, consideramos el conjunto
credal dado por los puntos extremos:

Ext(M(P)) = {Py, P} = {(0.5,0.5,0,0), (0.25,0.25,0.25,0.25) }.

Este conjunto credal define, de acuerdo con la ecuacion (1.13)), la siguiente probabi-
lidad inferior coherente:

A P A P
{wl} 0.25 {(,UQ,wg} 0.5
{w2} 10.25 {wa,wa} 0.5
{w;;} 0 {(,U3,(,L)4} 0
{wa} 0 {wi,wz, w3} | 0.75

{wl,wg} 0.5 {wl,wg,w4} 0.75
{wr,ws} | 0.5 {wy,ws,ws} | 0.5
{wl,w4} 0.5 {WQ,CU3,LU4} 0.5

Se trata de una probabilidad inferior coherente que no es 2-mondétona, ya que to-
mando A = {w1,ws} y B = {wa,ws} se tiene:

P(AUB)+ P(ANB) = P({w,ws,ws}) + P(ws) = 0.75 <

1= P({wr,ws}) + P({w2,w3}) = P(A) + P(B),

lo que incumple la condicién de monotononia .

Tomemos ahora A = {w1} vy B = {w1,ws} y calculemos R(A | B). Dado que
P(B) = P({wi,w2}) = 0.5 > 0, estamos en el Caso 2.1 de la seccién y la
extension regular viene dada por la ecuacién :

R(A|B)=min{P(A|B): P € M(P)} =min {pibls . Pe M(P)}.

1wa})

El cardcter cerrado y convexo del conjunto credal implica que VP € M(P), P =
aP; + (1 — )Py para algin « € [0,1]. Dado que Pi({wi1}) = Pi({w2}) vy Po({w1}) =
Py({w2}), también ha de cumplirse P({w1}) = P({w2}) VP € M(P), de lo que se
concluye que

R(A| B) =min {57 . P e M(P)} = 05.
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Calculemos ahora el resultado de la ecuacién (2.7). Dado que P(A°N B) =
P({w2}) =1 - P({w}¢) =1 — P({w1,ws,ws}) = 0.5 > 0, obtenemos:
P(ANnB P 025 1
LANB) - Lwi}) — 20—~ £05=R(A|B),
P(ANB)+P(ANnB) P{wi})+P({w}) 075 3
quedando asi de manifiesto que la ecuacién ([2.7)) no es valida cuando la probabilidad
inferior no es 2-mondtona. O

Por otro lado, aunque la Proposicion nos asegura la 2-monotonia de la ex-
tension regular vista como una probabilidad inferior, nada se dice de ella al actuar
sobre apuestas. Esto se aprecia en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sea el espacio muestral 2 = {wq,ws,ws,wy}, consideramos la proba-
bilidad inferior dada por las siguientes tablas:

A P A P
{wr} |18 {wa,ws} | /s
fwa} | 18 {wa,wa) | 95
{ws} 0 {ws,wa} | 14
{w4} 0 {wl, w9, OJ3} 1/4

{wl, WQ} 1/4 {wl,WQ, LU4} 3/4
{wl,wg} 1/8 {wl,wg, w4} 5/8
{wi,wa} | 3/8 {wa, w3, wa} | 5/8

Tal y como se demuestra en P se trata de una probabilidad inferior 2-
monétona. Consideramos el conjunto B = {w1,ws,ws} satisfaciendo P(B) = 1 —
P(B¢) =1— P({w4}) =1 > 0. Utilizando la ecuacién podemos calcular la ex-
tension regular restringida a eventos, que de acuerdo con la Proposicidn [2.9sabemos
que es 2-mondtona. En se calcula para los subconjuntos que nos interesaran
posteriormente, resumidos en la siguiente tabla:

A {wl} {wl,(.L)Q} {wl,wg,wg}
R(-|B) | s 1/2 1

Definimos la apuesta f = 317 + 2I, + I3. Utilizando la interpretaciéon geométrica
de la integral de Choquet que se muestra en la Figura obtenemos la extension:

P(f) = flw)P({wi}) + f(w2) (P({wr, wa}) — P({wi}))+

f(w3) (P({wr,wa,w3}) — P({wr,wa})) = 5/s.

De acuerdo con la ecuacién (1.19)), la extensién regular de f inducida por P se
calcula como:

R(f | B) = min{P(f | B) : P(B) >0, P € Ext(M(P))}.
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P({w1,w2,ws}) =
B({wl,wg}) =1/4
P({w1}) =1/8

f(wa) =0 f(ws:)Zl f(wz:)=2 f(w1>:3,

min f max f

Figura 2.4: Interpretacién geométrica de la integral de Choquet para el calculo de

P(f).

En |(A2.4)[ se demuestra que este minimo resulta ser R(f | B) = 7/4. Por otro lado,
con ayuda de la Figura [2.5] calculamos la integral de Choquet de la restriccion a
sucesos de R(- | B), obteniendo:

©) / fAR(-| B) =

flw)R({wi} | B) + f(w2) (B({wr, wa} | B)) = R({wi} | B))+

fws) (R({w1,wa, w3} | B)) — R({w1, w2} | B)) = 5/3.

Es decir, R(f | B) = 7/4 no coincide con la integral de Choquet de su restriccién a
sucesos. Como ya hemos comentado, esta es la tinica extensiéon de R(- | B) a apuestas
que cumple la propiedad de 2-monotonia, luego la previsién inferior R(- | B) no es
2-monotona. Es decir, acabamos de encontrar una prevision inferior 2-mondétona P
cuya extensién regular no es 2-monétona. O

De nuevo, los espacios muestrales de cardinal 3 son especiales en este sentido, y es
que en ese caso la 2-monotonia se preserva siempre bajo la extension regular, incluso
para el caso de previsiones inferiores. Esto se demuestra en la Proposicion cuya
demostracion requiere de un par de resultados previos.

Lema 2.1. ([3], Lemma 1.) Sea P una prevision inferior coherente en L()) cuya
restriccion a eventos es 0-1-evaluada. Entonces P es la Unica extension coherente a
apuestas de su restriccion a eventos, y viene dada por:

P(f) = D;Eép})(:lﬂ% flw) VfeL). (2.9)
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I

R({w1,w2,w3} | B) =1

R({wi, w2} | B)=1/2fF----------

R{w1} | B)=1/6f---------- :r 7777777777

L

flwa) =0 f(ws:)=1 flw2) =2 f(wn =3

min f max f

Figura 2.5: Interpretacién geométrica de la integral de Choquet para el calculo de
(C) [ ddR(- | B).

Proposicién 2.3. ([3], Proposition 4.) Sean P una prevision inferior 2-mondtona
y B CQ tal que P(B) =0 < P(B), entonces se cumple:

R(f | B)=minf(w)  Vf € L), (2.10)

donde C' es el menor subconjunto de B satisfaciendo R(C' | B) = 1.

Demostracion. En primer lugar, dado que P es una prevision inferior 2-mondtona y
P(B) > 0, podemos aplicar la Pmposicz’o’n para concluir que la extension regular
viene dada por la ecuacién . Asi, sea A C Q un evento cualquiera, dado que
P(B) = 0 implica, por monotonia P(AN B) =0, tenemos que R(A | B) =0
si P(A°NB) >0y R(A | B) =1 en otro caso. Es decir, la restriccién a eventos
de R(- | B) es una funcién 0-1-evaluada. Esto nos permite aplicar el Lema para
concluir que R(- | B) es la tnica extensién coherente a L£(2) de su restriccién a
eventos y, para una apuesta cualquiera f € £(2), viene dada por:

R(f | B) = popax i f(w). (2.11)

La Proposicion en la que se garantiza que R(- | B) es 2-mondtona en su
restriccién a eventos, y la monotonia de las probabilidades inferiores coherentes,
nos permiten concluir que dados C1,Co € {D C Q : R(D | B) = 1} se cumple
(ClﬂCQ) E{DQQ: E(D’B):l}:

Proposicion = R(C1 | B)+ R(Cy | B)< R(C1NCy | B)+ R(C1 UCy | B)
Ecuacién ([[6) = (E(C1 |B)=R(Cy | B)=1= R(C; UCs | B) = 1)
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:>E(Clﬂ02|B):1:>(01HCQ)E{DQQ:E(D|B):1}.

De aqui resulta que {D C Q : R(D | B) = 1} posee un elemento minimal, al que
denotaremos C'. Dado que cuanto menor sea el conjunto en el que se estd tomando
el minimo, mayor sera dicho minimo, el méximo en cuestién de la ecuacion se
alcanza en C', obteniendo asi la ecuacion y concluyendo la demostraciéon. [

Proposicién 2.4. ([Propio]) Sea P una prevision inferior 2-mondtona definida sobre
un espacio muestral Q = {w1,ws, w3}t y B C Q tal que P(B) = 0 < P(B), entonces
R(- | B) es 2-mondtona.

Demostracién. Aplicando la Proposicion [2.5 tenemos que

R(f | B) = min f(w) Vf € L(Y),

con C el menor subconjunto de B tal que R(C' | B) = 1. Consideramos dos apuestas
fyg € L(2) definidas de forma general como:

f =al; +bly + als, g = cly +dI + BI3,

asumiendo sin pérdida de generalidad que a < b. De esta forma, las apuestas ‘maximo
puntual’ y ‘minimo puntual’ son, respectivamente:

fVg=max{a,ct]; + méx{b,d}Is + méx{a, S},

f A g=min{a,ct]; + min{b,d}I> + min{a, 5} 5.

Diferenciamos dos casos:

1. |B| = 2. Sin pérdida de generalidad asumimos B = {w;,w2}. Existen a su vez dos
posibilidades:

1.1. C = B. Esto implica: R(f | B) = ming,ep f(w) = min{ f(wy), f(w2)} Vf € L(Q),
por lo que

R(f | B) = min{a, b} = a, R(g | B) = min{c,d},
R(fV g | B) =min{max{a, c}, méx{b,d}},

R(f A g | B) = min{min{a, c}, min{b, d}}.
Asi, R(- | B) es 2-mondétona si y solo si:

R(fVg|B)+R(fANg|B)>R(f|B)+R(g|B) <

min{méx{a, c}, max{b,d}} + min{min{a, c}, min{b,d}} > a + min{c, d}

para cualesquiera valores no negativos a < b, ¢ y d. Por casos:
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» c<d= R(g| B) =c=min{c,d}:

min{méax{a, c}, méx{b, d}} = mix{a,c}

min{min{a, c}, min{b, d}} = min{a, c}
min{max{a, c}, max{b,d}} + min{min{a, ¢}, min{b,d}} = a +c.
» ¢ >d= R(g| B) =d=min{c,d}:
Si a > c entonces:

min{méax{a, c}, méx{b,d}} = min{a,b} = a

min{min{a, c}, min{b,d}} = min{c,d} =d
min{méax{a, c}, max{b,d}} + min{min{a, c}, min{b,d}} = a + d.
Si a < ¢ entonces diferenciamos de nuevo dos casos. Si b > d:

min{méax{a, c}, méx{b,d}} = min{c,b} > a,d
=
min{min{a, ¢}, min{b, d}} = min{a, d}

min{méx{a, c}, max{b,d}} + min{min{a, c}, min{b,d}} > a + d.
Por otro lado, si b < d:
min{méx{a, c}, max{b,d}} = min{c,d} =d
min{min{a, ¢}, min{b,d}} = min{a, b} =a
min{méx{a, c}, max{b,d}} + min{min{a, c}, min{b,d}} = a + d.
1.2. C C B. Si C = {w1}, entonces R(f | B) = f(w1) Vf € L(2). Asi:
R(f|B)=a, R(g|B)=c,
R(f Vg | B) = méx{ac}

R(f Ng| B) = min{a,c},
y por tanto:
R(fvg|B)+R(fNg|B)=a+c=R(f|B)+R(g|B).

Si C' = {wa} entonces la demostracién es anéloga.

2. |B| = 1. El conjunto C' es unipuntual y la demostracién es andloga a la realizada
en el caso 1.2. g

Finalmente, el siguiente teorema establece la condiciéon necesaria y suficiente bajo
la cual el condicionamiento coherente de una previsién inferior 2-mondtona es inico.
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Teorema 2.1. ([3/, Theorem 1.) Sea P una prevision inferior 2-mondtona en L(§2)
y B una particion de ), entonces:

E(-|B)=R(-|B) & P{w}) >0Vwe Be B tq P(B)=0< P(B). (2.12)

Demostracién. Teniendo en cuenta la ecuacién (1.16) y el Corolario tenemos
que:

E(-|B)=R(-|B) < E(-| B) = R(- | B) VB € B tal que P(B) =0 < P(B).
Asi, dado un subconjunto cualquiera B € B tal que P(B) = 0 < P(B), debemos

demostrar que:

E(-| B) = R(-| B) & P({w}) > 0V € B,
Dado que P(B) = 0, de la ecuacién (1.18) y de la Proposicio’n se concluye que:

E(-|B)=R(-| B) & 3C C B tal que R(C | B) = 1.
Aplicando ahora la Proposicion resulta:
AC Cc Btalque R(C|B)=1< P(C°NB) >0vYC C B.

Si demostramos que esto 1ltimo es equivalente a P({w}) > 0Vw € B habremos
terminado la demostracion.

Por un lado, supongamos que P(C°NB) > 0VC C By tomemos w € B cualquiera
pero fijo. Definimos C' = B\{w}. Se cumple C C B, C°N B = {w} y, utilizando la
hipétesis, P(C° N B) = P({w}) > 0.

Por otro lado, por reduccién al absurdo, supongamos que P({w}) > 0Vw € B
pero 3C' C B tal que P(C°N B) = 0. Sea w € B tal que w ¢ C. Se tiene que
{w} C (C*N B). Por hipétesis P({w}) > 0 y, por monotonia , P(C°N B) > 0,
llegando asi a contradiccién. O

A continuacién verificamos con un ejemplo el anterior resultado.

Ejemplo 2.5. Consideramos la probabilidad inferior P definida sobre el espacio
muestral Q = {w1,ws, w3} como sigue:

fwi} A{w2} {ws} {wi,we} {wi,ws} {ws,ws}
0 0 0.3 0 0.3 1

0 0.7 1 0.7 1 1

|

Consideramos la particién de €2 dada por B = {{w1,w2},{ws}}, y tomamos B =
{wi,ws} € B. Se cumple P(B) =0 < P(B) = 0.7,y ademds P({w1}) = 0 con w; € B.
Asi, del Teorema concluimos que E(- | B) # R(- | B). Vamos a comprobarlo
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explicitamente. Consideramos el conjunto A = {wa}. Dado que P(B) = 0, de la
ecuacién ((1.18)) se deduce que:

E(A ’ B) = IIIGfgIQ(w) = [2(0.)1) =0.
Por otro lado, dado que P(A°N B) = P({w1}) = 0, de la ecuacién (2.7) se obtiene:
R(A | B) =1. Es decir, 3B € B tal que E(- | B) # R(- | B) y, por tanto, E(- | B) #
R(-| B) 0

2.3. Casos particulares

Los tres modelos principales que particularizan a las probabilidad inferiores 2-
monoétonas son los intervalos de probabilidad, el modelo pari mutuel y el modelo
de variacién total. A continuacién profundizamos en cada uno de ellos: damos sus
definiciones y propiedades bésicas, demostramos que son casos particulares de pro-
babilidades inferiores 2-mondétonas y estudiamos su condicionamiento a través de la
extension regular, obteniendo diferentes expresiones en cada caso.

2.3.1. Intervalos de probabilidad

Sea Q0 = {w1,...,w,} un espacio muestral, un intervalo de probabilidad Z en
) es una coleccién de intervalos

T={lluw):i=1,...,n} (2.13)

verificando 0 < [; < u; < 1 Vi = 1,...,n. De forma similar a como hicimos con
las previsiones inferiores, dado un intervalo de probabilidad Z podemos definir su
conjunto credal asociado como:

M) ={PeP(Q): l; <pi<u; Yi=1,...,n}, (2.14)

donde hemos denotado p; = P({w;}). De esta manera, los intervalos que componen
7 se interpretan como un conjunto de extremos de probabilidad: I; y u; asignan una
cota inferior y una cota superior para la probabilidad de w;. Esto nos lleva a la
interpretacion epistémica de las previsiones inferiores mencionada en la Seccién
Para que el conjunto credal sea no vacio ha de existir al menos una probabilidad
P € M(Z) que satisfaga la condicién Y ;" | p; = 1. Esto se traduce en la condicién:

n n
DLSI<Y (2.15)
i=1 =1

y a los intervalos de probabilidad verificindola nos refiriremos como propios. De
aqui en adelante Unicamente trabajaremos con este tipo de intervalos.
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Dado un intervalo de probabilidad Z, definimos su probabilidad inferior aso-
ciada como:

P(A) = min{P(A) : P e M(I)} YACQ. (2.16)

Por definicion, al tratarse de la envolvente inferior de un conjunto credal, P es cohe-
rente. Supongamos que para algun i € {1,...,n} se cumple que l; < P({w;}) (o
u; > P({x;}), entonces l; (o u;) estd dando una cota demasiado baja (o demasiado
alta) de la probabilidad de w;, una cota que no puede ser alcanzada por ninguna pro-
babilidad. Asi, para que el intervalo de probabilidad sea lo mas informativo posible
exigimos la condicion:

lo que es equivalente a M(Z) = M(P), donde M(P) es el conjunto credal de P:
M(P)={PeP(Q): P(A) > P(A)VACQ}. (2.18)

A los intervalos de probabilidad satisfaciendo (2.17)) se les dird coherentes. En (]4],
Proposition 1) se demuestra que (2.17)) resulta ser equivalente a:

wi+ Y <Ly Li+Y uj>1Vie{l,...,n}, (2.19)
J#i J#i
condiciéon mas sencilla de comprobar.

Cabe observar que el conjunto credal M(Z) del que se estd tomando el entorno
inferior en solamente estd formado por restricciones de la forma p; > [; y
pi < u;, mientras que el conjunto credal M(P) de una probabilidad inferior general
(no necesariamente intervalo de probabilidad) puede estar formado por restricciones
mé&s generales. Esto se observa en el en el cual obtuvimos M(P) =
{(Paspa;p1) © Pa > 4(p1 — Pa) — Pas P > Pa}- Asi, los intervalos de probabilidad
puedan verse como casos particulares de probabilidades inferiores coherentes en los
que el conjunto credal solamente estd formado por dicho tipo de restricciones.

Una ventaja de los intervalos de probabilidad es que a partir de un intervalo
cualquiera Z = {[l;,u;] : @ = 1,...,n} es posible obtener un intervalo coherente
' = {[ll,u}] - i =1,...,n} con el mismo conjunto credal asociado, es decir, que
recoge la misma informacion pero de forma mas precisa. Esto se consigue modificando
los extremos de los intervalos tal y como se indica a continuacién:

I} = max {li, 1—=> s uj} , u, = min {ui, 1—=2 s lj} Vie{l,...,n}. (2.20)
Ademés, en ([4], Proposition 4) se demuestra que si Z = {[l;,u;] : i =1,...,n}

es un intervalo de probabilidad coherente entonces su probabilidad inferior asociada
P puede calcularse como:

P(A) =méx {3, cxli] = Yy atif YACQ, (2.21)
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y su probabilidad superior conjugada como:

P(A)=min {Y, cyui, 1 =3, 4ali} VACQ. (2.22)

Ejemplo 2.6. Una hamburgueseria que se ha establecido recientemente en Espana
quiere hacer un estudio de ventas. Se ofrecen hamburguesas veganas, de carne y de
pollo, pero un fallo en su base de datos no les permite saber de forma exacta cual
es el ratio de ventas de cada tipo. Con la informacién que disponen, creen saber que
el ratio de hamburguesas veganas es inferior al 30 %, la de hamburguesas de carne
estd entre el 70 y el 80 % y la de hamburguesas de pollo entre el 10 y el 50 %. Esto
se resume en el intervalo de probabilidad:

7 = {[0,0.3],]0.7,0.8],0.1,0.5]},

definido sobre el espacio muestral Q@ = {w;,ws, w3} = {v,¢,p}. En primer lugar,
podemos comprobar que se trata de un intervalo de probabilidad propio, y es que se
cumple:

3 3
0.8 = Zli <1< Zul = 1.6.
=1 =1

Por otro lado, este intervalo de probabilidad no es coherente, ya que se incumple la
ecuacion :
1.1 =u —i—le > 1,
J#1
12=uz+» I;>1.
J#3
Es incompatible que un 30 % de las ventas sean hamburguesas veganas cuando como
minimo el 80 % son de carne o de pollo. Andlogamente, es imposible que un 50 % de
las ventas sean hamburguesas de pollo cuando como minimo el 70 % son veganas o de

carne. Podemos emplear la ecuacion ([2.20)) para calcular el intervalo de probabilidad
coherente que tiene el mismo conjunto credal que Z, resultando:

7' = {[0,0.2],[0.7,0.8],[0.1,0.3]}.

En se demuestra que, como era de esperar, Z' es coherente. Es decir, el con-
cepto de coherencia ha permitido a la hamburgueseria ser més precisos en la deter-
minacion de sus ratios de ventas: en las hamburguesas veganas no puede ser superior
al 20 % y en las hamburguesas de pollo al 30 %.

Podemos utilizar la ecuacién para calcular la probabilidad inferior cohe-
rente asociada, y su probabilidad superior conjugada:

{v} {ct {p} fv.c} {vp} {ep}
0 07 01 07 02 08

0.2 08 0.3 0.9 0.3 1

i
P
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Al calcular la probabilidad inferior y superior podemos no solo dar cotas para
los elementos unipuntuales sino también para el resto de conjuntos. De acuerdo con
la interpretacion epistémica, por ejemplo, concluimos que el ratio de ventas de ham-
burguesas veganas y de carne estd entre el 70 y el 90 %. O

Al estar tratando con un espacio muestral 2 de cardinal 3, la probabilidad in-
ferior coherente del ejemplo anterior es 2-mondtona. No obstante, para el caso de
los intervalos de probabilidad coherentes, esto no es una propiedad que se satisfaga
Unicamente para || = 3, y es que, independientemente de ||, los intervalos de pro-
babilidad no solo son casos particulares de probabilidades inferiores coherentes, sino
que también lo son de probabilidades inferiores 2-mondétonas. Esto se demuestra en
los siguientes dos resultados.

Proposicién 2.5. ([4l/, Proposition 5.) Sea T = {[l;,w;] : i =1,...,n} un intervalo
de probabilidad coherente definido sobre un espacio muestral Q0 y P su probabilidad
inferior asociada. Entonces se cumple que YC,D C Q tal que CND =0, AP € M(Z)
tal que:

P(C)=P(C) y P(CUD)=P(CUD). (2.23)

Demostracion. Sean C, D C Q tales que C N D = (). La ecuacién (2.21)) nos dice
que:

P(C) =méx {, colis1 = Yy g0t} » y
(2.24)

P(C'u D) =mix {Y,e(cup) lis 1 = Cug(cup) i)

En la demostracién diferenciamos cuatro casos en funcién de los valores de P(C) y
P(CUD).

Caso 1. P(C) =3_,, ccliy P(CUD)=1=3_, 4cup) -

Definimos A = 1 =3 4cup) Ui — 2w,ec li- Teniendo en cuenta la ecuacién

,secumple:
A=1— Y w-y bz Y Li- Yy L=y

er%(CUD) wiEC' wiG(CUD) wiEC wi€D
Am1e Y w-Y i Y w1+ Y w-Y w
w;¢(CUD) w;eC w; ¢(CUD) w; ¢C w; €D

Resumiendo: »  pli <A< ) pui. Asi, tenemos que:

Yw; € D, 3d; € [l;, u;] tal que Z d; = \.
wi€D
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Definimos la probabilidad P segun:

l; siw; € C.
pi = P{wi}) = d; siw; € D.
u; siw; ¢ (CUD).

Por un lado, se cumple p; € [I;, u;] Yw; € Q. Por otro lado, utilizando la definicién de
A, se tiene que P € P(Q):

dopi=D> di+ > L+ Y w=A+l-A=L

w; €EQ wi;€D w;eC w;¢(CUD)

Asi, de la ecuacién (2.14) concluimos que P € M(Z). Por tltimo, se tiene que:

P(CUD)=P(C)+P(D)=> Li+ Y di=> li+A=P(CuUD).

wi;eC wi€D w;eC

Caso 2. P(C) = Zwiec liy P(CUD) = Zwie(CUD) ls.

Definimos A = 1—2“11_6(0U p) li- Teniendo en cuenta las ecuaciones 1) y 1 ,

se cumple:
A=1— > Li=1-> L->Y L>> L-> L= > 1
w; €(CUD) w;€C wi;€D w;¢C wi€D wi¢(CUD)
A=1— > L<l-1+ > w= Y  u
w;€(CUD) wi¢(CUD) wi¢(CUD)

Resumiendo: 3, o cupyli <A< 22,¢(cup) - Asi, tenemos que:
Vw;, ¢ (CU D), Ja; € [l;,u;] tal que Z a; = .
w;¢(CUD)
Definimos la probabilidad P segtn:

i siw; € (CUD),
pi = P({wi}) = { a; siw; ¢ (CUD),

De forma andloga a como hicimos en el Caso 1 se tiene que P € M(Z), ya que
i € [lz,ul] Yw; € Q y

Zpi: Z l; + Z a=1—-A+A=1.

w; €S2 w; €(CUD) w;&(CUD)
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Ademds, se tiene que:

P(C)= ¥ 1= P(C),

w; €C

P(CuD)= Y  L=P(CuD)
w; €(CUD)

Caso 3. P(C)=1— Zwi¢c u; y P(CUD) = ZwiE(CUD) li.

En primer lugar, de la ecuacién |j tenemos que ZwieC L <1-— Zwﬁc Uj.
Ademas, se cumple:

Zli21—2li— Z ’U,Z'ZI—Z’U,Z‘— Z uizl—Zui,

weC wi€D  w;¢(CUD) w;€D w;#(CUD) wi¢C

donde en la primera desigualdad hemos utilizado de nuevo (2.24): zwiE(CU D) l; =
Yoweclitdpepli>1— ZW#(CUD) u;, y en la segunda desigualdad hemos utilizado
l; > u; Yw; € Q. Asi, tenemos ambas desigualdades y concluimos que:

dohi=1-> (2.25)

w;eC wl-géC

Por otro lado, de forma similar, tenemos que:

N=1-Y - > u>

wi;€D w;eC w;&(CUD)
1_1—"2“73_ Z U = Z U > Zui>
w¢¢c wi¢(CUD) wiG(CUD) w; €D

que junto a l; > u; Yw; € §2 nos permite concluir:

=) u (2.26)

wi€D wiED
Definimos la probabilidad:

B [l siw;e(CUD),
pi = P({wi}) = { w; siw ¢ (CUD).

De nuevo, p; € [l;,u;] Yw; € Q y ademads, utilizando (2.25)) y (2.26)):

dopi= D bt D wi= ) L+ > Lty w— Y w=1,

w; €N wiE(CUD) UJﬁé(CUD) w;eC w; €D wi¢C w; €D
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luego P € M(Z). Por tltimo, aplicando de nuevo ([2.25):

PC)= Y li=1- Y u=P(C)

w;eC w; ¢C

P(CuD)= Y L =P(CuUD)
w; €(CUD)

Definimos A = 1 — Zwi¢0 u;. Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.15)) y (2.24)),

se cumple:
A=1-— Z U; Z Z li,
w; ¢C w;€C
w;¢C w;eC

Resumiendo: Zwi coli <AL Zwiec u;. Asi, tenemos que:

Vw; € C, de; € [l;,u4] tal que Z c = A\

w; €C
Definiendo la probabilidad P dada por:

¢ siw; €C,

pi = P({w;}) = { u  siw ¢ C,

Se cumple P € M(Z), ya que p; € [l;,u;] Yw; € Qy

Zpi: Zci—l-Zui:/\—f—l—)\:l.

w; €Q w; €C w;¢C

Finalmente, se tiene que:

P(C) =) =A=1-)Y u=P(C),
w;eC w; ¢C
w;eC w; €D w; ¢C wi;€D
=1- Y w=P(CUD)
w;&(CUD)

Habiendo probado que existe P € M(Z) satisfaciendo ([2.23]) en los cuatro casos, aqui
finaliza la demostracion. O
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Proposicién 2.6. ([J|/, Proposition 5.) La probabilidad inferior P asociada a un
intervalo de probabilidad coherente T es una probabilidad inferior 2-mondtona.

Demostracién. Sean A, B C () cualesquiera pero fijos. Definimos C' = AN B y
D = (AUB)\(ANB). Cy D estan en las condiciones de la Proposicion luego
P € M(Z) tal que P(C) = P(ANB) = P(ANB)y P(CuD) = P(AUB) = P(AUB).
Asi, tenemos que P(AUB)+ P(ANB)=P(AUB)+P(ANnB)=P(A)+ P(B) >
P(A)+P(B), concluyendo, de acuerdo a la ecuacion (2.3)), que P es una probabilidad
inferior 2-mondétona. O

Por 1ltimo, antes de estudiar el condicionamiento de los intervalos, cabe men-
cionar un resultado demostrado en [5] acerca de los puntos extremos del conjunto
credal, y es que, al tratarse de un caso concreto de probabilidad inferior 2-mondétona,
el nimero méaximo de puntos extremos del conjunto credal se reduce. En un espacio
muestral Q = {w1,...,w,} el nimero maximo de puntos extremos diferentes deja de
ser n! y pasa a ser:

n!
- D (- - DF

donde || denota el mayor niimero natural menor o igual que 5. Por ejemplo, para
n = 5 el nimero méximo de puntos extremos deja de ser 5! = 120 y pasa a ser
ez(5) = 30, y para n = 10 deja de ser 10! = 3 628 800 y pasa a ser ez(10) = 1260.
Vemos como la disminucién es considerable, lo que facilita mucho los cédlculos en los
que se ve involucrado el conjunto credal.

Pasamos ahora al estudio del condicionamiento de los intervalos de probabilidad.
Nos centraremos en intervalos de probabilidad coherentes bidimensionales, de la for-
ma Z = {[l;j,u;] - i=1,...,n;5 =1,...,m}, definidos sobre el producto cartesiano
Qp x Qy, donde Q, = {x1,...,2,} ¥ Qy = {y1,...,ym} son los espacios muestrales
sobre los que estdn definidos dos variables X e Y. Basdndonos en la extesion re-
gular, nuestro objetivo es determinar cémo cambian los intervalos de probabilidad
asociados a la variable X sabiendo el valor que toma la otra variable, Y = y;.

Previamente, en ([4], Proposition 11) se introducen dos ecuaciones que nos per-
miten calcular los intervalos de probabilidad marginales de cada variable. Dado Z un
intervalo coherente bidimensional, los extremos del intervalo coherente marginal de

ez(n) = (2.27)

X, Ix = {[li,uw)], i=1,...,n}, se calculan como:
m m
Li=max{ > Lij 1= ug o, i=1,...,n. (2.28)
7=1 k#i j=1
m m
u; = min Zuij’l_zzlkj , i=1,...,n. (2.29)
=1 k#i j=1
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Dado que los intervalos de probabilidad coherentes son casos particulares de pro-
babilidades 2-mondtonas, todos los resultados descritos en la Seccién siguen sien-
do validos. Asi, dado un intervalo de probabilidad coherente bidimensional Z =
{llij,uiz) - i=1,...,n;5 =1,...,m} y P su probabilidad inferior 2-monétona aso-
ciada, podemos emplear la ecuacién sobre A = {xz;,y;}, B = Q, x {y;} para
obtener:

P({(zi5;)}) .5 4 ‘
Pl@anh+r@nanxy 5 P(@\ai}) < {y;}) >0,

1 en otro caso.

Aunque en ([4]), articulo en el que estd basada esta seccién del trabajo, no se men-
ciona de forma explicita, siempre que hablemos de condicionamiento en intervalos
de probabilidad estaremos asumiendo que P((2,\{z;}) x {y;}) > 0Vji=1,...,m
(lo que ademds implica P(Q, x {y;}) = P(B) > 0Vj = 1,...,m). Asi, la anterior
ecuacién se convierte en:

P({(zi, y;)})

lLij; = = (2.31)
P({(zi,y;)}) + P((Q2%\{zi}) x {y;})
y, utilizando las ecuaciones (2.17) y (2.22)) resulta:
l (2.32)

i = lij +min{d 2y wngs 1= 300 sy len — lij}

Ademas, a partir de la relacién de dualidad dada por la ecuacién ([1.14]) podemos

obtener la cota superior u;; para cada i =1,...,n:
Usjj
Uy = - . 2.33
W iy max{Y s gy L= g Do Uk — Uis} (2.33)
Asi, el intervalo de probabilidad de X condicionado a Y = y; es:

donde [;; y u;); vienen dados por las ecuaciones (2.32)) y (2.33) respectivamente.

Ejemplo 2.7. La hamburgueseria del posee 2 establecimientos en Es-
pana, uno en Madrid y otro en Barcelona. Consideramos las variables X =‘tipo de
hamburguesa’ e Y = ‘ciudad’, con espacios muestrales Q, = {z1,x2,23} = {v, ¢, p}
y Qy = {y1,y2} = {M, B} respectivamente. La informacién registrada en su base de
datos les permite deducir que el porcentaje de ventas de hamburguesas veganas y de
pollo en Madrid es inferior al 10 y al 20 % respectivamente con respecto al total de
la empresa. La venta de hamburguesas de carne en Madrid supone exactamente un
30% de las ventas totales. Por otro lado, en Barcelona, el porcentaje de ventas de
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hamburguesas veganas es inferior al 10 % con respecto al total, mientras que las de
carne y pollo se encuentran entre un 40 y 50 % y entre un 10 y 30 % respectivamente.

Esta informacién se resumen en el intervalo de probabilidad bidimensional Z que
se muestra en la siguiente tabla:

lij, uij] | Vegana  Carne Pollo
Madrid | [0,0.1] [0.3,0.3] [0,0.2]
Barcelona | [0,0.1] [0.4,0.5] [0.1,0.3]

A partir de la ecuacién (2.19)) podemos comprobar que se trata de un intervalo de
probabilidad coherente. Utilizando las ecuaciones ([2.28]) y (2.29) podemos calcular
el intervalo marginal asociado a X = ‘tipo de hamburguesa’, obteniendo:

Ix = {[0,0.2],]0.7,0.8], [0.1,0.3]}.

Es decir, del total de la empresa el ratio de ventas de las hamburguesas veganas es
inferior al 20 %, y el de hamburguesas de carne y de pollo se encuentra entre un 70 %
y 80 % y entre un 10 % y 30 % respectivamente. Este es el mismo intervalo de proba-
bilidad coherente que el obtenido en el un alivio para la hamburgueseria,
ya que la base de datos no funciona tan mal como pensaban.

Si queremos saber cual es el porcentaje de ventas de cada tipo de hamburguesa
en funcién de la ciudad, podemos aplicar las ecuaciones y para obtener
(1A2.7)):

I(X|Y=M)= {[ll|1aul\1]7 [52\1,U2|1]a [l3|17U3\1]} = {[0,0.25],[0.6, 1], [0, 0.4]},

- —~

I(X | Y =B) = ... ={[0,0.16],[0.57,0.83],[0.14, 0.43]}.

Es decir, en Madrid el ratio de ventas de hamburguesas veganas y de pollo es inferior
al 25 y al 40 % respectivamente, mientras que las de carne suponen como minimo
un 60 % de las ventas. En Barcelona, las veganas suponen un porcentaje inferior al
16 %, mientras que las de carne y de pollo se encuentran entre 57 y 83 % y entre 14
y 43 % respectivamente. O

Es sencillo ver que los intervalos de probabilidad condicionados obtenidos en el
ejemplo anterior son coherentes. De nuevo esto no es casualidad, y es que la coherencia
en los intervalos de probabilidad es una propiedad que se preserva bajo la extension
regular, tal y como se demuestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.7. ([§], Proposition 12) Sea T = {[lij,wi;] : i = 1,...,n;5 =
1,...,m} un intervalo de probabilidad coherente bidimensional y P su probabilidad
inferior 2-mondtona asociada, para cada j = 1,...,m el intervalo de probabilidad
condicionado Z(X | Y = y;) es coherente.
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Demostracién. Denotemos por M(X | y;) al conjunto credal asociado al intervalo
(X | Y =y; ), es decir:

M(X | yj) ={P €P(Qs) : lj; <pi <y Vi=1,...,n}.

|7
Utilizando la condicién dada por la ecuacién (2.17]), para probar la coherencia basta
con demostrar que para cada i = 1,...,n existen probabilidades P*, Q" € M(X | y;)
tales que:

pi=1li; v by <k < ugpy Yk #14,
' uij Yy gy < g < ug; Yk # 1.

Demostraremos solamente la primera de las condiciones, la demostracién de la se-
gunda es andloga. Asi, dado que estamos asumiendo que P(£2, X y;) > 0, la expresion
general de la extensién regular ([1.19)) nos dice que, VP € M(P),Vk, j:

iy = poin APk 95} < Plag [y5) < mdx APk | y5)} = .
donde hemos denotado P(zy | y;) = P({zk,y;} | Qu % {yj}). Asi, para cada i =
1,...,n existe una probabilad P € M(P) tal que l;; = P(x; | yj) v lp; < P(zy |
yj) < ug; Yk # i. La probabilidad condicionada P(- | y;) € M(X | y;) es la
probabilidad P! buscada. O

2.3.2. Modelo pari mutuel

Volviendo a la interpretaciéon comportamental del Capitulo |1, consideremos una
casa de apuestas que, como cualquier otra, quiere maximizar sus ganancias. Sea
Py(A) el precio que la casa considera justo por una apuesta en la que se obtiene 1
euro si el resultado estd contenido en A y 0 euros en caso contrario. En el Capitulo
ya hemos visto que si un sujeto apuesta por A al precio Py(A), tanto su ganancia
esperada como la de la casa de apuestas es nula:

Ganancia esperada por el sujeto:  Py(Ia — Py(A)) = Py(A) — Py(A) =0,

Ganancia esperada por la casa: Py(Po(A) — I4) = Po(A) — Py(A) = 0.

Dado que al negocio le conviene obtener ganancias positivas, la casa de apuestas
decide ‘inflar’ el precio justo de dicha apuesta a través de un parametro § > 0,
conocido como parametro de distorsion:

Py(A) = (14 0)Py(A).

Es decir, aunque realmente el precio justo considerado por la casa sigue siendo Py(A),
a los clientes se les hace pensar que es (1 + 0)Py(A) con el objetivo de obtener
ganancias positivas. Cuanto mayor sea Py(A) mayor serd la inflacién causada por 4,
es decir, cuanto menos arriesgada sea la apuesta mayor serd la inflacién causada por
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0. Asi, si un sujeto apuesta por A al precio (1 4+ 0)FPy(A), los beneficios esperados
seran:

Sujeto: PQ(IA - (1 + 5)P()(A)) = P()(A) - (1 + 5)P()(A) = —5P0(A) <0,

Casa: PQ((]. + 5)P()(A) - IA) = (1 + 5)P0(A) — Po(A) = 5P()(A) > 0.

Efectivamente, ahora la casa espera ganancias positivas, mientras que los clientes,
de media, estardn perdiendo dinero. El valor (1 + ¢)Py(A) puede interpretarse como
el minimo precio aceptable de venta de la apuesta A, es decir, de acuerdo con la
interpretacién comportamental dada en el Capitulo [1If P(A4) = (1 + §)Py(A). El
parametro de distorsion, que representa la inflaccién realizada por la casa de apuestas
sobre el precio de A, ha de ser manejado con cautela para asi poder obtener los
maximos beneficios, y es que un pardmetro demasiado grande puede implicar pérdida
de la clientela.
La relacion de dualidad nos permite calcular:

P(A) =1—P(A%) =1 — (1+8)Py(A°) = 1 — (1 +6)(1 — Py(A)) = (1 +5)Py(A) — 6.

A raiz de todo esto, dados Py € P(2) y 6 > 0 un pardmetro de distorsién, se define
el modelo pari-mutuel (PMM) inducido por Py y §, denotado por (Py,d)paras,
como la probabilidad inferior (y superior) satisfaciendo VA C Q:

P(A) = max{0, (1 + 8§)Py(A) — 8}, P(A) = min{1, (1 + 6)Py(A)}, (2.35)

donde las correciones frente a las anteriores expresiones garantizan la coherencia
del modelo. Diremos que P (P) es la probabilidad inferior (superior) asociada a
(Py, 8) paras o inducida por (Py, ) paras. Cuando se cumple 0 < P(A) < P(A) < 1,
entonces se tiene que P(A) — P(A) = 6. Asi, § estd directamente relacionado con
la imprecisién en la determinacién del precio justo de A: cuanto mayor sea § mayor
es la imprecisién y viceversa. Cabe destacar que, de forma general, P y P no son
simétricas con respecto a Py: sus valores dependen tanto de § como de la propia Pp.

A continuacién se presenta una propiedad de los PMM que nos serd ttil en la

siguiente demostracién:

Lema 2.2. ([6], Lemma 1.) Sea P la probabilidad superior inducida por un PMM
(Po,8)payas- Entonces, VA C Q tal que P(A) < 1 se cumple:

P(A) =) P({w}), (2.36)

wEA

es decir, P no solo es subaditiva (condicion (C3) de coherencia), sino que también
es aditiva.
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Demostracién. Por la ecuacién (2.35), P(A) < 1 implica que P(A) = (14 8)Py(A).
Por otro lado, la monotonfa de P implica que P({w}) < P(A) < 1 Yw € A, luego
P({w}) =1+ Py({w}) Vw e A. Ast:

P(A) = (1+6)Po(A) = (1+6) > R({w}) = Y P({w}).
weA

w€EA 0

En la siguiente proposicién se demuestra que un PMM es un caso particular
de un intervalo de probabilidad coherente. Esto implica que todos los resultados
desarrollados para los intervalos coherentes siguen siendo validos para los PMM vy,
en concreto, se deduce que la probabilidad inferior inducida por un PMM es una
probabilidad inferior 2-mondtona. Al ser 2-mondétona, tiene una tnica extensién 2-
monotona a apuestas, que viene dada por la integral de Choquet. En ([9], Sec. 3.2.5)
se demuestra que en el caso concreto de un PMM (P, §) pasas la integral de Choquet

se particulariza a:
P(f) = wijats) — (L+0)Po (w146 — f)F) Vf € L(Q), (2.37)
donde wy, = méx,ea{Po(f Sw) < h}y fH=max{f,0} Vf e L(D).

Con respecto al nimero maximo de puntos extremos del conjunto credal, en ([6],
Proposition 2) se demuestra que coincide con el de los intervalos de probabilidad, es

decir:
n!

epmy(n) = ZI(E -0 (n— (2] - D)

2

Proposicién 2.8. ([6], Theorem 1.) Sea (FPy,d)pym un PMM y sea Py su proba-
bilidad inferior asociada. Se considera el intervalo de probabilidad T = {[l;,u;] : i =
1,...,n} dado por:

li=£1({wi}> Yy uizﬁl({wi}) Vizl,...,n.

(2.38)

Entonces se cumple que I es coherente y ademds Py = P,, donde Py denota la
probabilidad inferior asociada a T.

Demostracién. Comencemos demostrando que Z es coherente. Utilizando la condi-
cién (C3) de coherencia, es decir, superlinealidad para previsiones inferiores y subli-
nealidad para previsiones superiores, y la relaciéon de dualidad , es inmediato
que se cumplen las ecuaciones y por tanto Z es coherente:

wi + 352l = Pr({wi}) + 2 Pi({w;}) < Pr({wi}) + Py ({wi}?) = 1,

Lt 2wy = Pr({wi}) + 3054 Pr{w;}) 2 Pi({wi}) + Pr({wi}®) = L.

Demostremos ahora que P;(A) = Py(A) VA C Q. Habiendo demostrado que Z
es coherente, sabemos que P, viene dada por la ecuacién (2.21]). Sea A C €, diferen-
ciamos dos casos:
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Caso 1. P{(A) = 0. Por un lado, utilizando la monotonia de P; se tiene:
Bl(A) =0 = Bl({sz =0 VYw; € A
=10;=0 VwiGAizwieAli:O.

Por otro lado, de la sublinealidad de P; se deduce:

P(A) =0 = Py(A°) =1

= 1= eatti =1— 3,4 P1({wi}) <1-P1(4%) =0
Se concluye asi que:
Py(A) = méx {3, calin1 = X gaui} = 0= P(A).

Caso 2. P;(A) = (1+6)Py(A) — 6 > 0 = P1(A°) < 1. Aplicando el Lema la
relacién de dualidad (1.14)) y la superlinealidad de Py, resulta:

Py(A) = max {ZwieA [ ZwiﬁéA ul}
= max {Zw eali{wi}), 1 =30 24 Pl({wz})}
= mAax {Zw EA {W'L}) 1—P1(AC)}

= max {ZleA ({wi}), P1(A } Py 0

En el siguiente ejemplo se ilustra la proposicién anterior vy, ademzis, se muestra
como no todos los intervalos de probabilidad pueden tratarse como un modelo PMM.

Ejemplo 2.8. Una casa de apuestas desea establecer sus cuotas para los partidos
de la fase de grupos del Mundial de Qatar 2022. El encargado del partido Espana
vs Alemania considera que ambas selecciones estdn muy igualadas y establece los
precios justos que se muestran en el Cuadro donde {S}, {E} y {A} denotan
Espafia, empate y Alemania respectivamente.

{5y {E} {A} {S.E} {54} {E A}
Py | 03 04 03 07 0.6 0.7

Cuadro 2.2: Precios justos de las apuestas posibles en el partido Espana vs Alemania.

El método de ganacias de esta casa de apuestas consiste en aplicar el modelo pari
mutuel sobre el precio justo. Normalmente, esta casa aplica una inflacién de § = 0.1.
Asi, consideramos el PMM (FPy,d = 0.1) pasas. La ecuacion define la siguiente
probabilidad inferior (y superior):
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{wi} {wn} {ws} {wiwp} {wiws} {wn ws}
P | 023 034 023 067 0.56 0.67
Ppys) | 033 044 033 0.77 0.66 0.77

Es decir, si un cliente quiere apostar por Espana, la casa de apuestas solamente le
permitird hacerlo por un valor de 0.33 euros o superior. Dado que, a juicio de la
casa de apuestas, el precio justo es en realidad 0.3, el cliente estard perdiendo como
minimo 0.03 euros de media. Por otro lado, si un cliente quiere apostar por Espana
o empate, entonces tendra una pérdida media minima de 0.06 euros. Es decir, aqui
se ve explicitamente como la casa de apuestas perjudica més a aquellos clientes que
toman menos riesgo frente a los més aventurados.
De acuerdo con la Proposicion P (p, 5 define el intervalo de probabilidad:

T = {[0.23,0.33],[0.34, 0.44], [0.23,0.33]},

que, a partir de la ecuacién (2.19)), puede verse que es coherente. Para ilustrar el
hecho de que ambos modelos definen la misma probabilidad inferior, utilizamos las

ecuaciones (2.21)) y (2.22) para calcular:
Pr({S,E}) = méx {ls + lg, 1 —ua} = max{0.57,0.67} = 0.67 = Pp, 5({S, E}).

Andlogamente para el resto de conjuntos se comprueba que P (p, 5 = P7.
Consideremos ahora el intervalo:

7' ={[0.13,0.33], [0.34,0.44],[0.23,0.43] }.

De nuevo se trata de un intervalo de probabilidad coherente. Sin embargo, este inter-
valo no puede ser representado por un PMM. Supongamos que si pudiera y denotemos
por P’ la probabilidad inducida por el PMM. Entonces tendriamos:

0<P({S})=013<033=P({S}) <1y P({S})—P{S}) =02,
0<P({E})=03141<044=P({E}) <1y P{E})-P{E}) =01,

incumpliendo el hecho de que VA C Q tal que 0 < P'(A) < P'(A) < 1 la diferencia
P'(A) — P'(A) ha de ser constante. 0

A continuacién se demuestra que el PMM también es un modelo que se preserva
al ser condicionado bajo la extensién regular.
Proposicién 2.9. ([7], Proposition 4.3) Sea (Po,0)pym un PMM y sea P su pro-
babilidad inferior asociada. Entonces, dado B C Q tal que Py(B) > 0, R(- | B) estd
asociada al PMM (Fyp,dp)pmm, con

0
P(B)’
donde 6 solamente estd definido cuando P(B) = (1+0)Py(B) — 0 > 0.

Pog = Po(- | B) Y dp =
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Demostracién. Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.1) y (2.35), dado A C B
debemos demostrar que

Po(AﬂB) B 53} '

R(A | B) = mix {o, (1+35) 2

Dado que P es una probabilidad inferior 2-mondétona, podemos utilizar la ecuacién

(2.7) para obtener:

P(AN B)

P(ANB)+ P(A°N B)
B méx{0, (1 + 6)Py(AN B) — &}

~ méx{0, (1 +6)Py(ANB) — 6} +min{l, (1 + §)Py(A°N B)}

R(A|B) =

Esto es igual a 0 cuando (1 + §)FPy(A N B) < §. Centrémonos en el caso contrario,
(1+0)Py(AN B) > 6, para el cual:

(1+8)Py(ANB)—6

BAIB) = G35 BN B) o + mn{L, (1 + ) By (A° N B)]

> 0.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Py(B) < 1 (en otro caso el condi-
cionamiento serfa trivial). Esto es equivalente a Py(AN B) + Py(A°N B) < 1, lo que
implica que (1+0)Py(ANB)+ (14 0)Py(A°N B) < (1 + ). Utilizando ademés que
(14+6)Po(ANB) > 6, tenemos:

0+ (1+9)P(A°NB)<(140)=(140)P(A°NB) < 1.
Ademas:
(1+0)P(ANB)>d=(1+06)Py(B)>d= P(B)=(1+0)Py(B) — 0.
Asi, la anterior igualdad se convierte en:

(1+6)Py(ANB) -4
(1+0)Py(ANB) — 0+ (1 +06)Py(A°N B)

R(A|B) =

(1+8)P(ANB) =6 (1+68)Py(B)Py(ANB) &

(1+0)R(B)—d —  P(B) R(B)  P(B)

(1+6)Po(B)
P

R 1+ ép, aquf finaliza la demostracion. O

Al satisfacerse

La proposicion anterior nos dice que si B es el suceso condicionante, la probabili-
dad del modelo condicionado es la probabilidad condicionada por B, y el parametro
de distorsion aumenta con respecto al pardametro original. El incremento es inversa-
mente proporcional a P(B). Es decir, cuanto menor sea P(B) mayor serd el incre-
mento en la imprecisién del nuevo modelo con respecto a la imprecisiéon original, y
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viceversa. Este hecho, conocido como dilatacion, resulta poco intuitivo: aunque al
condicionar se espera un modelo mas informativo, se obtiene un modelo cuya impre-
cisién siempre aumenta con respecto al modelo inicial.

Ejemplo 2.9. Continuando con el [Ejemplo 2.8] recordemos que una casa de apuestas
asigno los precios justos Py para el partido Espana vs Alemania dados por el Cuadro
y que consideré el PMM (P, 6 = 0.1) pasas para asignar las respectivas cuotas de
apuesta. Un fiel colaborador de la casa les informa de que es posible que se produzca
un amano en dicho partido en contra de Alemania, de manera que los tinicos posibles
resultados sean victoria a favor de Espana o empate. La casa decide actualizar sus
cuotas por si llegado el momento se confirma que el partido va a ser amanado.
Tomando B = {S, E}, de acuerdo con la proposicién anterior la extensién regular
R(- | {S, E}) esta asociada al PMM (PojB>0B)PMM, con dp = 0 =0.149 y

Lpys5y(B)
Py p dada por la férmula de Bayes :
A {s} {£} {4} {S.E} {S.A} {E A}
Py(- | {S,E}) | 043 0.57 0 1 0.43 0.57

Asi, utilizando la ecuacién (2.35) podemos calcular la extensién regular y su proba-
bilidad superior correspondiente:

A {5} {E} {4} {SE} {54} {E A}
R(-|{S,E}) [ 034 047 0 1 0.34 047
R(-|{S,E}) | 049 0.62 0 1 0.49 0.62

Por sentido comin, la casa de apuestas no puede sacar la apuesta a favor de Alemania
a cuota 0, ya que el amano se harfa evidente. Debera modificar dicho valor para que
los clientes no se percaten. Por otro lado, en este caso la casa solamente aceptard
apuestas a favor de Espana por un valor de 0.49 o mayor, esperando un beneficio
medio minimo de 0.06 euros. O

2.3.3. Modelo de la variacién total

Consideremos ahora una casa de apuestas que, en lugar de inflar el precio justo
de las apuestas, impone una tasa fija § > 0 que el cliente ha de pagar por apostar,
independientemente de la apuesta que esté realizando. Asi, si Py(A) es el precio justo
de una apuesta y un sujeto quiere participar por dicho valor, pagara Py(A) + 0 y las
ganancias esperadas seran:

Sujeto: P()(IA — (P()(A) + (5)) = Po(A) — P()(A) —0=-0<0,

Casa:  Po(Po(A) +6) — Ia) = Py(A) +6 — Py(A) = > 0.

De nuevo, el valor Py(A) 4+ § puede interpretarse como el minimo precio aceptable
de venta de la apuesta A, es decir, de acuerdo con la interpretacién comportamental
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dada en el Capitulo |1} P(A) = Py(A) + §. Utilizando la relacién de dualidad ([1.14])
se obtiene:

P(A)=1-P(A%) =1 — Py(A°) — 5 =1 — (1 — Py(A)) — § = Py(A) — 6.

Asi, dados Py € P(Q2) y § € (0,1) un pardmetro de distorsion, se define el modelo
de variacién total (TV) inducido por Py y d, denotado por (Py,d)ry, como la
probabilidad inferior (y superior) satisfaciendo P(Q2) =1, P()) =0y, VA C Q, A # ()

P(A) = méx{0, Py(A) — 8}, P(A) = min{1, Py(A) + 6} (2.39)

donde de nuevo se han hecho correciones para asegurar la coherencia del modelo.
Diremos que P (P) es la probabilidad inferior (superior) asociada a (Py,d)ry o
inducida por (Py,d)ry. Cuando se cumple 0 < P(A) < P(A) < 1, entonces se
tiene que P(A) — P(A) = 2§. Asi, de nuevo, J estd directamente relacionado con la
imprecisién en la determinacion del precio justo de A: cuanto mayor sea § mayor es
la imprecisién y viceversa. Al contrario que en el PMM, en este modelo Py P si son
simétricas con respecto a F.

A continuacién se demuestra que la probabilidad inferior asociada a un modelo

TV satisface la propiedad de 2-monotonia.

Proposicién 2.10. ([§], Proposition 2.4) La probabilidad inferior P asociada a un
modelo TV (Py,d)rv es una probabilidad inferior 2-mondtona.

Demostracién. Dado que P(A) = f(FPo(A)), donde f(t) = max{0,f — J} es una
funcién convexa V¢ € [0,1), el teorema queda demostrado directamente a partir del
resultado de ([I0], Example 2.1): ‘Toda transformacién convexa de una medida de
probabilidad es 2-mondétona’. 1.

En el siguiente ejemplo se muestra como, al contrario de lo que ocurria con el
PMM y a pesar de satisfacer la propiedad de 2-monotonia, el modelo TV no es un
caso concreto del modelo de intervalos de probabilidad.

Ejemplo 2.10. Consideremos el modelo TV (Py,d = 0.1)7y definido sobre el espacio
muestral Q = {w1, w2, ws,ws}, donde Py es la distribucién uniforme discreta:

4] 1 2 3 4
Po(A) [0.25 050 075 1

La ecuacién define la probabilidad inferior (y superior) que se muestra en
el Cuadro Supongamos que esta probabilidad inferior puede ser respresentada
en términos de un intervalo de probabilidad coherente. De acuerdo con la ecuacion
(2.17)), para que el intervalo sea coherente sus extremos han de corresponderse con
la probabilidad inferior y superior de los unipuntuales, es decir:

M(I)={P ecP(Q)]0.15<p; <035 Vi=1,...,4}.
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A T 1 2 3 4
P(A) 015 040 065 1
P(A) [ 035 060 085 1

Cuadro 2.3: Probabilidad inferior y superior definida por el modelo TV (Py,d =

0.1)7y.

Definiendo P = (0.15,0.15,0.35,0.35), tenemos que P € M(Z). Pero ademas:
P({wl,WQ}) =03<04= B({W1,WQ}),

contradiciendo asi la ecuaciéon ([2.16]). Concluimos por tanto que P no esta asociada
a un intervalo de probabilidad. O

Por otro lado, en ([§], Appendix A.1) se demuestra que, dado un espacio muestral
Q= {wi,...,wn}, el nimero maximo de puntos extremos del conjunto credal asociado
a un modelo TV (P, d)ry es:

n!

ervi(n) = (B =D (n— 2] -1

(2.40)

Comparandolo con la ecuacién (2.38) vemos como el modelo TV (P, §)ry tiene un

nimero méaximo de puntos extremos | §] veces mayor que el modelo (P, 6)pasar. No
obstante, generalmente se trata con modelos TV (Py, )7y con 6 lo suficientemente

pequeno de manera que se satisfaga:

d < min Py({w}). (2.41)
weN
Bajo esa condicion el nimero maximo de puntos extremos disminuye y, tal y como
se demuestra en ([]], Proposition 2.5), su expresién se simplifica a:

erva(n) =n(n —1). (2.42)

Por ejemplo, bajo se tiene eryo(5) = 20 y ery2(10) = 90, frente a ery1(5) = 60
y ery1(10) = 6300.

Finalmente, de forma similar a como se hizo para el PMM, se demuestra que el
modelo TV se preserva al ser condicionado bajo la extensién regular.

Proposicién 2.11. ([§], Proposition 2.6.) Sea (Py,d)ry un modelo TV y sea P su
probabilidad inferior asociada. Entonces, dado B C Q) tal que Py(B) > 0, R(- | B)
estd asociada al modelo TV (Pyg,dB)Tv, con

Py = Po(- | B) Y dp =
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Demostracién. La demostracién es andloga a la de la Proposicion [2.9 Teniendo en
cuenta las ecuaciones (1.1 y (2.39)), dado A C B debemos demostrar que

Po(AﬁB) B (53} '

R(A | B) = méx {0, Po(B)

Dado que P es una probabilidad inferior 2-mondtona, podemos utilizar la ecuacion

(2.7) para obtener:

P(ANB)

P(ANB)+ P(A°N B)
. méX{O,Po(AmB) —5}
-~ méx{0, Py(AN B) — 6} +min{1, Py(A°N B) + 6}

R(A|B) =

Esto es igual a 0 cuando Py(ANB) < . Centrémonos en el caso contrario, Py(ANB) >
§, para el cual:

. Po(A N B) -0 S
"~ Py(ANB) — 6§ +min{l, Py(A° N B) + §}

R(A| B) 0.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Py(B) < 1 (en otro caso el condicio-
namiento seria trivial). Esto es equivalente a Py(ANB)+ Py(A°N B) < 1. Utilizando
ademds que Py(A N B) > §, tenemos que 0 + Py(A°N B) < 1. Ast:

Po(AﬂB)—(S . Po(AﬂB) )

RAIB) = B AnB) -5+ R(A B +5 (B B(B)

concluyendo la demostracion. O

Aligual que para el PMM, si B es el suceso condicionante, la probabilidad del mo-
delo TV condicionado es la probabilidad condicionada por B. Ademds, el parametro
de distorsiéon también aumenta, aunque en este caso lo hace inversamente proporcio-
nal a P(B) y no a P(B). Dado que P(B) < P(B), el incremento en la imprecisién
es siempre mayor o igual para un modelo (Py, d)parar que para uno (FPo,d)ry.

Ejemplo 2.11. Retomamos el en el cual una casa de apuestas quiere
establecer las cuotas para el partido Espafia vs Alemania. Recordemos que la casa
ha asignado los siguientes precios justos, donde {S}, {E} y {4} denotan Espana,
empate y Alemania respectivamente.

{5y {E} {A; {S.E} {54} {F A}
B 03 04 03 07 0.6 0.7

Dado que en eventos recientes el modelo pari mutuel no les ha dado muy buenos
resultados, deciden modificar su método de beneficios al modelo de variacién total.
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{9y {E} {A} {S.E} {54} {54}
02 03 02 06 05 06
04 05 04 08 07 08

SNl ES

Un poco desesperados por obtener ganancias, deciden aplicar una tasa de 0.1 euros
en cada apuesta. Asi, consideramos el modelo TV (Py, = 0.1)7y. La ecuacién
define la siguiente probabilidad inferior (y superior):

La casa solamente aceptard apuestas a favor de Espana por un valor de 0.4 euros o
més, esperando un beneficio medio minimo de 0.1 euros. Equivalentemente, el cliente
estard perdiendo de media 0.1 euros. En este caso, la pérdida media es independiente
de la apuesta que se esté llevando a cabo.

De nuevo, pendientes del posible amafio en contra de Alemania, la casa actualiza
sus cuotas por si acaba llevandose a cabo. Tomando B = {S, E'}, de acuerdo con la
proposicién anterior la extensién regular R(- | {S, E'}) estd asociada al modelo TV
(Pojs,0B)TV, con 0p = PO‘(SB) = 0.143 y Py p dada por la férmula de Bayes :

A {s} {£} {A} {S.E} {S, A} {E A}
Po(-[{S,E}) [ 043 057 0 1 043 0.57

En el [Ejemplo 2.9] andlogo a este pero para el modelo PMM, obtuvimos un
parametro de distorsion condicionado 5£M M — 0.149, efectivamente mayor que el

obtenido en este caso. Utilizando la ecuacién (2.39) podemos calcular la extensién
regular y su probabilidad superior correspondiente:

A {s} {£} {A} {SE} {SA} {E A}
R(-[{S.E}) [029 043 0 1 029  0.43
R(-|{S,E}) [057 071 0 1 057  0.71

En el caso de que finalmente el engano se haga realidad, la casa no aceptara
apuestas a favor de espana por un valor inferior a 0.57 euros. De nuevo, la cuota a
favor de Alemania ha de ser modificada manualmente para que el amano no se haga
una evidencia.
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Capitulo 3

Condicionamiento de previsiones
inferiores completamente
monotonas

Dentro de las previsiones inferiores 2-monétonas existe un modelo con propieda-
des interesantes que merece ser estudiado con detenimiento: las previsiones inferiores
completamente monoétonas. En la Seccién se define el modelo y se razona que es
equivalente a otro modelo, las funciones de creencia, cuyo estudio resulta més senci-
llo. Asi, en dicha seccion se dan las definiciones béasicas de las funciones de creencia
y se estudian sus propiedades. En la Seccién se analizan las consecuencias de la
monotonia completa sobre el condicionamiento bajo la extensién regular y, de nue-
vo, se deducen las condiciones bajo las cuales la actualizacién coherente del modelo
es Unica. Ademads, se presenta una nueva interpretacion del condicionamiento, ‘revi-
sion’, con su correspondiente método de condicionamiento, la regla de Dempster. En
la Seccién B3] se estudia el condicionamiento de las funciones de creencia desde el
punto de vista de la teoria de la posibilidad. Consideraremos tres normas de condicio-
namiento: la regla de Zadeh, la regla de Hisdal y la regla de Nguyen. Por ultimo, en
la Seccidn |3.4] se consideran dos casos concretos de probabilidades inferiores comple-
tamente mondtonas: el modelo linear vacuous y los conjuntos aleatorios. Se estudian
sus propiedades y sus consecuencias en el condicionamiento bajo la extensién regular.

3.1. Previsiones inferiores completamente mondétonas
Dado un espacio muestral 2 # () y un conjunto de apuestas K C £(€2) cerrado

para las operaciones ‘minimo puntual: A y ‘maximo puntual’: V, una previsién
inferior P en K es n-mondétona si:

P<\Z ﬁ-) > Y (-pip (/\ fi> (3.1)

OAIC{L,....p} iel
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para todo 2 < p < n y para todas fi,..., f, € £(£2), donde V y A representan el
‘méximo puntual’ y ‘minimo puntual’ respectivamente, definidas en la ecuacién .
Para n = 2 la ecuacion se reduce a la ecuacién .

Al restringir el conjunto de apuestas a las variables indicadoras de eventos resulta
que una probabilidad inferior P es n-monétona si:

P(QA) > ), (-pfitp (ﬂ Ai> (3:2)

OAIC{L,....p} i€l

para todo 2 < p < n y para todos Ay,..., A4, C Q. Analogamente, para n = 2 la
ecuacion se reduce a la ecuacién .

Una previsién inferior que es n-monétona para todo n € N es llamada previsién
inferior completamente mondétona. Anilogamente se define una probabilidad
inferior completamente monétona. Dado que las previsiones completamente
monotonas son un caso concreto de las previsiones 2-monotonas, las propiedades
mencionadas en la Seccién |2.1] siguen siendo validas, es decir, monotonia comple-
ta implica coherencia y los puntos extremos del conjunto credal pueden calcularse
segun la ecuacion . Ademss, la ecuacién se generaliza para el caso de n-
monotonia, previsiones y probabilidades n-mondtonas resultan ser equivalentes y por
tanto lo mismo ocurre para las completamente mondtonas: dada una probabilidad
inferior completamente mondtona se puede calcular su extensién a apuestas a partir
de la integral de Choquet , resultando ser una prevision inferior completamente
mondtona.

El estudio de las probabilidades inferiores completamente mondtonas se encuentra
inmerso en la teoria de la evidencia que introducimos a continuacién, desarrollada
por Arthur P. Dempster y Glenn Safer en los anos 60. Dado un espacio muestral
Q # (), una funcién m : P(2) — [0, 1] es una asignacién bésica de probabilidad
si:

1. m(0) =0.

2. Y 4com(A) = 1.

Dado A C Q, m(A) se interpreta como la cantidad de evidencia respaldando la
ocurrencia de A. A continuacién planteamos un ejemplo sencillo que nos ayuda a
comprender el concepto de ‘cantidad de evidencia’ respaldando la ocurrencia de un
suceso.

Ejemplo 3.1. Consideramos una urna con 10 bolas. Sabemos que entre 3 y 7 son

verdes, entre 1 y 4 son azules y entre 2 y 5 son rojas. Denotando Q = {v,a,r}, la
composicién de la urna determina:
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{v} fa} {r} {v,a} {o,r} {a;r} {v,a,r}
03 0.1

P 0.2 0.5 0.6 0.3 1
P| 07 04 05 0.8 0.9 0.7 1
m | 03 01 0.2 0.1 0.1 0 0.2

Sabemos que de las 10 bolas como minimo 3 son verdes, 1 es azul y 2 son rojas, luego
la evidencia respaldando cada color es m({v}) = 0.3, m({a}) = 0.1 y m({r}) = 0.2.
También sabemos que como minimo hay 5 bolas verdes o azules. De esas 5 bolas,
seguro 3 son verdes y 1 es azul, y la restante puede ser de cualquiera de los dos
colores, luego la evidencia respaldando que al extraer una bola esta sea verde o azul
es m({v,a}) = 0.1. El razonamiento es andlogo para obtener m({v,r}) = 0.1. Con
respecto a {a,r}, sabemos que como minimo hay 3 bolas azules o rojas, pero eso ya
lo sabfamos del hecho de que como minimo hay 1 azul y 2 rojas, luego la evidencia
respaldando que sea azul o roja es nula. Finalmente, m(€2) = 0.2 se razona de la
siguiente forma: sabemos que de las 10 bolas totales como minimo 3 son verdes, 1 es
azul, 2 son rojas, 1 es verde o azul y 1 es verde o roja. Asi, el nimero de bolas que
pueden ser de cualquiera de los tres colores es 2, y por tanto la evidencia de {v,a,r}
es 0.2. g

Del anterior ejemplo se deduce que si la probabilidad esta determinada, es decir,
si P = P = P, entonces la asignacién bésica de probabilidad es nula para todos
los conjuntos excepto para los unipuntuales. Al ser P aditiva, la probabilidad de un
conjunto siempre va a venir determinada por la probabilidad de los unipuntuales
que lo constituyen, luego la evidencia respaldando la ocurrencia de dicho conjunto
siempre va a ser nula. Esto es lo que acaba de ocurrir con el conjunto {a,}.

A partir de una asignacién bésica de probabilidad m se definen una funcién de
creencia y una funcion de plausibilidad:

Funcién de creencia: Bel(B) =3 acpm(A) VB C Q.
(3.3)
Funcién de plausibilidad: PI(B) = 3_ snp.pm(A4) VB C Q.

Se cumple que Bel es una probabilidad inferior completamente monétona y Pl es
su probabilidad superior conjugada, es decir, Bel y Pl satisfacen la condicion de
dualidad . Tomando Bel = Py Pl = P es sencillo comprobar que en el
ejemplo anterior se satisface la ecuacién (3.3)).

Inversamente, dada una probabilidad inferior completamente monétona P se de-
fine una asignacién bésica de probabilidad m a partir de la siguiente expresion,
conocida como inversa de Mobius:

m(A) =Y (-n"p) vAc Q. (3.4)
CCA

Se cumple que P(B) =3 ,cpm(A) y P(B) = > anBzp M(A) por lo que, de acuerdo
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con la definicién (3.3)), P es una funcién de creencia. De nuevo es sencillo comprobar

(véase [A3.1)) que en el ejemplo anterior se satisface la ecuacion (3.4)).

P(A) = ZCQA m(C)

RN

m asignacion basica

de probabilidad

P funcién de creencia

~_ 7

m(A) = ECQA(_l) ‘A\Clﬂ(c)

Formalizando el comentario que hemos hecho justo a continuacién del
cuando P = P = P entonces es conocido que la inversa de Mobius cumple:

m{w}) = Y (~)NAP(C) = P({w}) Vw e 9, (3.5)
CC{w}
m(A) = Z (—1)MCIP(C) =0 VA C Q tal que |A| > 1. (3.6)
CCA

Dado que los conceptos de probabilidad inferior completamente mondtona y fun-
cion de creencia resultan ser equivalentes, de aqui en adelante utilizaremos indistin-
tamente ambas denominaciones para referirnos a una probabilidad inferior satisfa-
ciendo la ecuacién para todo n € N. Ademds, es posible demostrar que P es
una funcién de creencia si y solo si:

m(A) € [0,1] VA C Q. (3.7)

Es decir, la ecuacién anterior es equivalente a que se satisfaga la ecuacién para
todo n € N.

A continuacién se presentan algunos conceptos que resultardn utiles en el resto
del capitulo. En primer lugar, dada una funcién de creencia P con inversa de Md&bius
m, un subconjunto B C 2 se dice elemento focal cuando m(B) > 0. A la unién F'
de todos los elementos focales de P se le denomina soporte de la funcién de creencia

P.

Si F satisface F' = {2 entonces se dice que P es no-exclusiva, diciéndose exclu-
siva en caso contrario.

Por ultimo, si VB C ) elemento focal y Yw € B se cumple m({w}) > 0 entonces

se dice que P es dispersa.

Lema 3.1. ([3], Sec. 4) Sean P una funcion de creencia, F su soporte y B C Q:
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1. P(B)>0= BNF#0.
2. Si P es exclusiva entonces P(B) =0 < B C F¢.
Demostracion.

1. Si P(B) > 0, de la ecuacién (3.3)) se obtiene que 3A C B tal que m(A4) > 0,
luego AC BNFyBNF #0.

2. Por un lado, si P(B) = 0, de la ecuacién (3.3)) resulta que m(A) =0 VA C Q
tal que AN B # () y, en concreto, m(B) = 0. Asi, B C F*°.

Por otro lado, por reduccién al absurdo, supongamos que B C F¢y P(B) > 0.
De la ecuacién ([3.3)) tenemos que 3A C Q tal que AN B # 0 y m(A) > 0. Esto

tltimo implica A C F, por lo que AN B # ) contradice B C F¢. -

La no-exclusividad y dispersién de una funciéon de creencia se caracterizan en la
siguiente proposiciéon:

Proposicién 3.1. ([3/, Proposition 6.) Sea P una funcion de creencia en P(S2).
Entonces:

1. P es dispersa si y solo si o bien P(B) =0 o bien P(B) >0 VB C Q.

2. P es no-exclusiva si y solo si P(B) >0 VB C Q.

3. P es no-exclusiva y dispersa si y solo si P(B) >0 VB C Q.
Demostracion. Dada P una funcién de creencia, denotemos por F' a su soporte.

1. Supongamos que P es dispersa. Sea B C () cualquiera pero fijo, existen dos
casos excluyentes: o bien B C F¢ cumpliéndose entonces P(B) = 0 por el
Lemal[3.1} o bien BN F # (. Este segundo caso implica que 3x € BN F, lo que
implica que x € F'y por tanto que A C 2 elemento focal tal que z € A. Por
ser P dispersa, A elemento focal y x € A, se cumple m(z) > 0. Como = € B,
de concluimos que P(B) > 0.

La otra implicacion, por reduccién al absurdo, supongamos que VB C € o
bien P(B) = 0 o bien P(B) > 0 y P no es dispersa. Entonces, para algtin
elemento focal B existe w € B tal que m({w}) = 0. De la ecuacién se
deduce, por un lado, que P({w}) = 0y, por otro lado, dado que {w} N B # ()
y m(B) > 0: P({w}) > 0. Esto contradice nuestra hipétesis, demostrando asf
que P es dispersa.

2. Pnoexclusiva< F=Q < VB CQ 34 CQ conm(A) >0 tal que BNA#(
= VB CQP(B) > 0.

3. Se deduce directamente de los dos resultados anteriores. O
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Ejemplo 3.2. Consideramos la probabilidad inferior P definida sobre el espacio
muestral Q = {w1, w9, w3} como sigue:

{fwi} {wo} {ws} {wi,wo} {wi,ws} {ws,ws}
Pl 03 0.1 0.2 0.5 0.6 0.3

Cuadro 3.1: Probabilidad inferior P definida sobre 2.

Para estudiar si se trata de una probabilidad inferior completamente mondtona
utilizamos la ecuacién (3.7)). Se trata de la misma probabilidad inferior del [Ejemplo
B.1] cuya inversa de Mobius venfa dada por:

{wi} {wo} {ws} {wi,wa} {wi,ws} {w2,w3} {wi,wr,ws}
m 0.3 0.1 0.2 0.1 0.1 0 0.2

La inversa de Md&bius pertenece al intervalo [0, 1] para todos los subconjuntos lue-
go, utilizando (3.7]), concluimos que P es una funcién de creencia. El conjunto de
elementos focales es:

{{Wl}v {w2}> {w?)}? {W17w2}a {wla W3}’ {wlv w2, W3}}v

por lo que el soporte es F' = Q y asi concluimos que P es no-exclusiva. Adema4s,
m({w;}) > 0 Vi =1,2,3, luego P es dispersa. Estas dos propiedades las podriamos
haber deducido directamente utilizando la Proposicion y es que se cumple
P(B)>0VBCQ. O

En el hemos visto como, a pesar de ser una probabilidad inferior
2-mondtona, un modelo TV no es un caso concreto de un intervalo de probabilidad.
En el siguiente ejemplo vemos como tampoco se trata de una funcién de creencia.

Ejemplo 3.3. Retomemos el modelo TV del que recordemos que define
sobre Q = {w1,wo, w3, w4} la siguiente probabilidad inferior:

A [ 1 2 3 4
P(A) [ 015 040 065 1

Calculamos la inversa de Mobius del conjunto A = {wy, w2, ws}, obteniendo:

m(A) =P(A) - > PO+ Y. PO

CCA,|C|=2 CCA,|C|=1

= 0.65 —0.40 x 3+ 0.15 x 3 =—0.1 ¢ [0, 1].

Aplicando (3.7)) concluimos que P no es una funcién de creencia y, en conclusién, un
modelo TV no es un caso concreto de funcién de creencia. O
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Yendo mas alla, el siguiente resultado nos dice cuando un modelo TV es un
caso concreto de funcién de creencia y cudndo no en funcién del tamano del espacio
muestral.

Proposicién 3.2. ([Propio]) Sea (Po,d)rv un modelo TV tal que Py({w}) > 6
Yw € Q, y sea P su probabilidad inferior 2-mondtona asociada. Entonces:

P funcion de creencia < Q| < 3.

Demostracion. Antes de comenzar la demostracién, cabe destacar que la hipdtesis
Py({w}) > § Vw € Q implica Py(A) > § VA C Q, por lo que de acuerdo con la
ecuacién (2.39): P(A) = Py(A) — 5§ VAC Q, A #0.

Por un lado, probemos que si |2| < 3 entonces P es una funcién de creencia. Por
casos:
1. |©2] = 1. Denotamos Q = {w}. Se cumple m({w}) = P{w}) = P() =1 > 0,
luego P es una funcion de creencia.
2. |2 = 2. Denotamos Q = {w;,ws}. La inversa de Mdbius de los elementos de
cardinal 1 coincide con su probabilidad inferior, que sabemos que es no-negativa. Por

otro lado, usando las ecuaciones y :
m(Q) = P(Q) — P({w1}) — P({w2})
=1-P({wi})+6 - P({wa}) +0 =20 >0,

luego P es una funcién de creencia.
3. |©2] = 3. Denotamos Q = {w, w2, ws}. Mismo razonamiento para los subconjuntos
unipuntuales que en el caso 2. Sea A C  tal que |A| = 2. Sin pérdida de generalidad,
asumimos A = {wy,ws}. Entonces:

m(A) = P({wi,w2}) — P({w1}) — P({w2})

= PQ({wl,WQ}) -0 — Po({wl}) +6— P()({wg}) +6=06>0.
Por ltimo:

m(Q) = P(Q) — P({w1,wa}) — P({w1,ws}) — P({wa, ws}) + P({w1})+
P({wa}) + P({ws}) =1 — Py({w1,wa}) + 6 — Po({wr,ws}) +0—

Py({wa,w3}) + 0+ Po({w1}) — 6 + Po({we}) — 0 + Po({ws}) — 6 =0,

luego P es una funcién de creencia.
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Por otro lado, supongamos que || > 3 y probemos que P no es una funcién de
creencia. Sea A = {w1, w9, ws}. Entonces:

m(A) = P({wi,ws, ws}) — P({w1,wa}) — P({wi,ws}) — P({wa,ws})+
P({wi}) + P({ws}) + P({ws}) = Po({wr, w2, ws}) — 6 — Po({wr, wa})+
6 — Py({wr,w3}) +6 — Po({wa,w3}) + 6 + Po({wi}) — 6 + Fo({wa})—
5+ Py(fws}) — 6= -6 < 0.

Es decir, hemos encontrado un subconjunto A C € tal que m(A) < 0, luego de
acuerdo con la ecuacién (3.7]) concluimos que P no es una funcién de creencia. [

3.2. Extensién natural y regular

Al tratarse de un caso concreto de previsiones inferiores 2-mondtonas, todos los
resultados descritos en la Seccion siguen siendo aplicables. En concreto, seguire-
mos utilizando la ecuacién para calcular la restriccién a eventos de la extension
regular de una previsién inferior completamente monétona P satisfaciendo P(B) > 0,
donde B denota el evento condicionante. En [12} [I3] se demuestra que dicha restric-
cién sigue siendo una funcién de creencia siempre y cuando P(B) > 0. Sin embargo,
al igual que ocurria en el caso de 2-monotonia, la condicién de monotonia completa
no se preserva de forma general bajo la extension regular a la hora de actuar sobre

apuestas. Esto puede apreciarse en el y es que como ya hemos visto en
(A2.4)|1a probabilidad inferior P de dicho ejemplo se trata de una funcién de creencia.

Ejemplo 3.4. Consideramos el espacio muestral = {w,w2,ws} y la probabilidad

inferior P definida sobre él de acuerdo con en el Cuadro En el

ya hemos visto que se trata de una funcién de creencia. Consideramos el conjunto
B = {w1,ws} satisfaciendo P(B) =1— P(B¢) = 1— P({ws}) = 0.8 > 0. La ecuacién
(2.7) nos permite obtener (A3.4):

A {wi} {we} {ws} {wi,wo} {wi,ws} {wo,ws}
R( [{wn,w2}) | 043 013 0 1 0.43 0.13

Anélogamente a como hicimos en el [Ejemplo 3.2 para comprobar que R(- | B)
es una funcién de creencia calculamos (A3.4]) la inversa de M&bius y vemos que se

encuentra en el intervalo [0, 1]. Efectivamente, de la ecuacién (3.4) resulta:

{wi} {wo} {ws} {wi,wo} {wi,ws} {w2,w3} {wi,wr, w3}
m | 043 0.13 0 0.44 0 0 0
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0

A continuacion se presenta una particularizacion de la Proposicion cuando la
prevision inferior no solo es 2-mondtona sino que también es completamente mondto-
na.

Proposicién 3.3. ([3], Proposition 8.) Sean P una prevision inferior completamente
mondtona, F el soporte de su funcion de creencia asociada y B C Q tal que P(B) =
0 < P(B), entonces se cumple:

R(f[B)= min flw) Vfe€LEO), (3.8)

Demostracion. Dado que P es una previsién inferior 2-monétona, aplicando la
Pmposicio’n basta ver que BN F es el menor subconjunto de B tal que R(BNF |
B) =1.

En primer lugar, veamos que R(BNF' | B) = 1. Dado que F°*NB C F*, utilizando
el Lematenemos que P(F¢NB) = 0. Dado que (BNF)°NB = F°N B, se cample
P((BNF)*N B) =0y, utilizando la Proposicion R(BNF|B)=1.

Veamos ahora que BN F' es el menor subconjunto de B satisfaciendo lo anterior.
Sea C C B tal que R(C' | B) = 1, probemos que FF N B C C. Se cumple que
P(C°N B) = 0, ya que de no ser asf, teniendo en cuenta que P(B) = 0 y por
monotonia P(C'N B) = 0, la Proposicion implicaria:

P(CNB)

OB = e +pcnn "

llevando a contradiccién. Asi, P(C°N B) = 0, y por el Lema C°NB C F°. Esto
es equivalente a FF C C' U B¢, lo que implica FNBCCNB=C. U

En el siguiente resultado establecemos la condicién necesaria y suficiente bajo
la cual el condicionamiento de una previsién inferior completamente monétona por
cualquier suceso B C ) es unico.

Proposicién 3.4. ([3], Proposition 7.) Sea P una prevision inferior completamente
mondtona en L(2) y sea p la funcion de creencia restriccion de P a eventos, entonces:

E(-|B)=R(-| B) VB C Q< u es no-exclusiva o dispersa. (3.9)

Demostracién. Por un lado, por reduccién al absurdo, supongamos que E(- | B) =
R(- | B) VB C Q pero p es exclusiva y no es dispersa. Por ser dispersa, de la
Proposicion se deduce que 3B C  tal que P(B) = 0 < P(B). Entonces, de la
ecuacion se tiene que m(A) = 0 VA C By 3C C Q con m(C) > 0 tal que
C N B # . Combinando ambos hechos resulta que 3C' C Q elemento focal tal que
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CNB # () # CNBC. Por ser exclusiva, F¢ # () y por tanto Jw € F°, donde F denota
el soporte de p. Definendo D = B U {w}, se tiene:

PD)=Y mA) = Y m@A)= Y mA)=P((B) =0

ACD A focal: ACD A focal:ACB
y, de la monotonfa de P: P(D) > P(B) > 0. En consecuencia:

P(D) =0 == E({w}* | D) = min I,)e(z) = Iu)e(w) = 0,

=
we F* == P({u}) = P({} D) =0 = R({w}" | D) = 1.

lo que contradice la hipétesis E(- | B) = R(- | B) VB C Q.

Por otro lado, supongamos en primer lugar que p es no-exclusiva. La textitPropo-
sicién [3.1]implica que P(B) > 0 VB C Q, lo que implica P({w}) > 0Vw € BYB C Q
y lo que a su vez implica P({w}) > 0 Yw € B VB C Q tal que P(B) = 0 < P(B).
Asi, aplicando el Teorema[2.1]se concluye que E(- | B) = R(- | B) VB C Q.

Supongamos ahora que p es dispersa. La Proposicidn [3.1] implica que VB C Q
o bien P(B) = 0 o bien P(B) > 0. Aplicando el Corolario se concluye que
E(-|B)=R(-| B) VB C Q. O

De forma similar al Teorema (2.1 el siguiente teorema establece la condicién
suficiente bajo la cual el condicionamiento coherente de una prevision inferior com-
pletamente mondtona es tnico.

Teorema 3.1. ([3], Theorem 2.) Sea P una prevision inferior completamente mondoto-
na en L(2), entonces:

E(- | B) = R(- | B) VB particion de Q2 < u es no-exclusiva o dispersa,  (3.10)
donde p denota la restriccion a eventos de P.

Demostracién. La demostracién es directa utilizando la Proposicion y la ecua-
cién (|1.16)). O

Para satisfacerse la implicacién a derecha es necesario que la parte izquierda se
cumpla para cualquier particion de 2. En el siguiente ejemplo se muestra un caso en
el que, a pesar de cumplirse E(- | B) = R(- | B) para una particién B determinada,
1 es exclusiva y no es dispersa.

Ejemplo 3.5. Consideramos la probabilidad inferior P definida sobre el espacio

muestral = {w;,ws, w3}, junto a su inversa de Mdbius correspondiente (ya calcu-
lada):
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{fwi} {wo} {ws} {wi,we} {wi,ws} {wo,ws} {wi,wo, w3}
P 0 0 0.3 0 0.3 1 1
Pl 0 0.7 1 0.7 1 1 1
m 0 0 0.3 0 0 0.7 0

De la ecuacién (3.7) concluimos que P es una funcién de creencia. Los elementos
focales son {ws} y {wo,ws}, luego F = {wo, w3} # Q y P es exclusiva. Por otro
lado, wy € {wa, w3} con {w2,ws} elemento focal y m({wz2}) = 0, luego P es disper-
sa. Considerando la particién B = {{w1}, {ws,ws}}, se cumple que P({w1}) = 0y
P({wz,w3}) =1 > 0, luego aplicando el Corolario tenemos que E(- | B) = R(- |
B). O

Hasta ahora, dada una apuesta f, una previsién inferior P y un suceso B C {2,
la interpretacién que le hemos dado a P(f | B) es el maximo precio que el sujeto
estd dispuesto a pagar por f ahora si es que después se entera de que el resultado
experimental estda contenido en B. Esta interpretacion es conocida como ‘focusing’,
y la extensién regular estd incluida en ella. Bajo esta filosofia, nuestras creencias
acerca del espacio muestral determinan P, y el hecho de observar un evento B o no
hacerlo no las modifica: P(- | B) es la restriccién de dichas creencias al evento B. Al
permanecer fijas las creencias, las asignaciones P y P(- | B) han de ser consistentes
entre ellas, a lo que nos hemos referido como coherencia en conjunto. Ademas, al
considerar un ‘espacio muestral’ mas pequenio, estamos utilizando menos informacion
de la que teniamos originalmente, derivando en un aumento de la imprecisién. Esto lo
hemos visto explicitamente en los modelos pari-mutuel y de variacion total a través
del fenémeno de dilatacion.

Existe otra interpretacién del condicionamiento de modelos imprecisos conocida
como ‘revision’. Bajo esta interpretacién, el hecho de observar un evento concreto si
modifica nuestras creencias, las actualiza y las hace generalmente més precisas. Al
verse modificadas, el nuevo modelo no tiene por qué ser consistente con el original: se
pierde la coherencia en conjunto. Una de las reglas de condicionamiento mas impor-
tantes de aplicacion de esta nueva filosofia es conocida como la regla de Dempster
del condicionamiento ([3], Sec. 4). Dada una funcién plausibilidad P y un evento
B C Q tal que P(B) > 0, se define la plausibilidad condicionada como:

_PUnB) g (3.11)

D(A| B) PB) C

Estando solamente definida para sucesos, esta regla de condicionamiento preserva el
modelo, es decir, D(A | B) también es una funcién de plausibilidad

Ejemplo 3.6. Consideramos una urna en la que hay bolas azules, rojas y verdes.
Sabemos que entre un 30 % y 70 % son azules, entre un 10 % y 40 % son rojas y entre
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un 20% y 50 % son verdes. Denotando 2 = {a,r,v}, esta informacién nos permite
asignar:

) 7 ) fer) {ao} {ro)
0.3 . 0.5 0.6 0.3

0.1
P 0.5 0.8 0.9 0.7

Cuadro 3.2: Probabilidad inferior y superior definida sobre 2 = {a,r,v}.

ae]

Un companero nos informa de que el resultado experimental no ha sido verde,
pero no nos dice si ha sido azul o rojo. Si queremos utilizar la filosofia ‘focusing’,
debemos utilizar la extensién regular. Nuestras creencias, reflejadas en la tabla an-
terior, restringidas al espacio muestral B = {a,r}, asignan la siguiente probabilidad

inferior, ya calculada en el [Ejemplo 3.4

A {a} {r} {v} {far} {av} {rov}
R(-|{a,r}) [ 043 013 0 1 043 0.13

R(-|{a,7}) | 087 057 0 1 087 057

Para hacer estos calculos han sido necesarios los valores representados en azul en
el Cuadro[3.2] es decir, solamente hemos utilizado informacién sobre los elementos del
evento condicionante B = {a, r}. Se concluye que en la seccién de la urna compuesta
por bolas azules y rojas, entre un 43% y 87 % son azules y entre un 13% y 57 %
son rojas. Al tratarse de la extension regular estas asignaciones son coherentes con
las originales y, como ya hemos visto en el R(- | B) es una funcién de
creencia.

Utilizamos ahora la regla de Dempster para estudiar el condicionamiento bajo la
filosofia ‘revising’. Utilizando la ecuacién obtenemos:

{a} {r} {v} {ar} {av} {ro}
D(-[{a,7}) | 05 013 0 1 05  0.13

D(-|{a,r}) | 087 05 0 1 087 05

Para hacer estos cédlculos han sido necesarios los valores rodeados en el Cuadro
es decir, no solo hemos utilizado informacién sobre los elementos del evento
condicionante B = {a, r}, sino también sobre el elemento extra {v}. Esto hace que no
estemos restringiendo nuestras creencias a B, sino que las estemos actualizando. En
este caso concluimos que en la seccién de la urna compuesta por bolas azules y rojas,
entre un 50 % y 87 % son azules y entre un 13 % y 50 % son rojas. La precisién aumenta
con respecto a la extension regular. Calculando la inversa de M6bius obtenemos:
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{o} {r} {v} {far} {a,v} {rv} {10}
m |05 013 0 037 0 0 0

luego D(- | B) es una funcién de creencia, como ya hemos comentado. Por otro lado,
al cumplirse P(B) > 0, estamos en el Caso 2.1 visto en la Seccién por lo que
la extension regular es la unica probabilidad inferior condicionada coherente con P.
Dado que hemos obtenido D(- | B) # R(- | B), concluimos que R(- | B) no es cohe-
rente con el modelo inicial. O

En conclusién, existen dos reglas diferentes de condicionamiento de las funciones
de creencia: la extension regular y la regla de Dempster. Ambas preservan el modelo,
con la diferencia de que la primera es coherente con el modelo original mientras que la
segunda no lo es. Si queremos continuar con nuestra interpretacion comportamental
de las probabilidades inferiores, entonces debemos utilizar la extension regular. Si,
por otro lado, queremos un nuevo modelo en el que la restriccién del espacio muestral
nos proporcione mas precisién, entonces podemos utilizar la regla de Dempster.

3.3. Medidas de posibilidad

En esta seccién se estudia un caso particular de las funciones de creencia, las medi-
das de posibilidad, y se presentan algunas métodos de condicionamiento alternativos
presentes en la literatura ([I1]). El objetivo es comparar estos nuevos métodos con
la extension regular. Las medidas de posibilidad se encuentran dentro de la teoria
de la posibilidad, una alternativa a la teoria de la probabilidad que estudia cémo de
posibles o imposibles y como de necesarios e innecesarios son los sucesos.

Dado un espacio muestral 2, una medida de posibilidad en €2 es una funcién
IT: P(2) — [0, 1] satisfaciendo:

() =0, I(Q) =1y II(AU B) = méx{II(A),II(B)} VA, B C Q. (3.12)
La funcién N(A) =1 —II(A°) es llamada medida de necesidad, y cumple:
N(ANB)=min{N(A),N(B)} VA,B C Q. (3.13)
Estas funciones tienen las siguientes interpretaciones:

II(A) =0: es imposible que ocurra A.
II(A) =1: es posible que ocurra A.
N(A)=0: esinnecesario que ocurra A.

N(A)=1: es necesario que ocurra A.
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La condicién II(€2) = 1 y la relacién de dualidad hacen que: II(A) = 0= N(A4) =0
y N(A) =1=TII(A) = 1. Esto tiene sentido, ya que si algo es imposible entonces es
innecesario, y si algo es necesario entonces debe ser posible. Ademés, las medidas de
posibilidad y de necesidad satisfacen las siguientes propiedades:

s [T estd determinada por su restriccion a los elementos unipuntuales:

II(A) = méx(w) VA C Q, (3.14)

w€eA

donde hemos denotado m(w) = II ({w}). De esto y de la condicién I1(2) = 1
se concluye que II es una medida de posibilidad si y solo si existe al menos un
elemento w € Q) tal que m(w) = 1.

s II es una funcién plausibilidad.

= N es una funcién de creencia cuyos elementos focales estan anidados, es decir,
si denotamos por Aq,...,A; a los elementos focales, se cumple Ay C ... C A;.

Ejemplo 3.7. Consideramos la medida de posibilidad definida sobre el espacio mues-
tral Q = {w1, w9, w3} como sigue:

W(wl) = 0.6, 71'(002) = 0.5, 7r(w3) = 1.

De acuerdo a la ecuacién (3.14]), esta medida de posibilidad define la probabilidad

inferior y superior que se muestra a continuacién, junto a su inversa de Mobius.

{wi} {w2} {ws} {wi,w2} {wi,ws} {wo, w3} {wi,wo, w3}
P 0 0 0.4 0 0.5 0.4 1
Pl 06 05 1 0.6 1 1 1
m 0 0 0.4 0 0.1 0 0.5

Efectivamente, la inversa de Mobius es no-negativa, luego P es una funcién de creen-
cia, y sus elementos focales, {ws} y {w1,ws}, estdn anidados. O

A continuacién se presentan algunas de las reglas de condicionamiento desarro-
lladas en la teoria de la posibilidad. El tipo de condicionamiento es el mismo que
hemos visto en los intervalos de probabilidad: tomamos dos variables X e Y definidas
sobre los espacios muestrales €, y €2, respectivamente y consideramos una medida
de posibilidad II(x y) definida sobre el producto cartesiano {2, x €2,. Se definen las
medidas de posibilidad marginales de X e Y respectivamente como:

mx () = méxyey m(xy)(7,y) Vo € X.
(3.15)
Ty (y) = méxzex m(xv) (7, y) Yy €Y.
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Nuestro objetivo es estudiar como cambia la medida de posibilidad de X una vez
sabido el valor tomado por la otra variable, Y = y;. Es decir, para cada v € X
queremos calcular 7xy (7 | y;). Existen diferentes formas de calcular el anterior
valor, dando lugar a diferentes reglas de condicionamiento.

3.3.1. Regla de Zadeh

Se define la ‘medida de posibilidad’ de X condicionada por Y = y; segtn la regla
de Zadeh como:
x|y (T | y;) = Txy)(T,y) Vo € X, (3.16)
donde hemos escrito el término entre comillas porque, de forma general, esta regla
de condicionamiento no preserva el modelo de medidas de posibilidad. Ademas, des-
de el punto de vista de las probabilidades inferiores, el modelo condicionado no es
coherente con el modelo original. Esto lo vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.8. Consideramos las variables X e Y definidas sobre los espacios mues-
trales Qp = {z1,22,23} y Qy = {y1,y2} respectivamente. Tomamos el producto
cartesiano:

Q= Qy x Qy = {(21,91), (21, 92), (T2, y1), (T1,Y2), (23, 91), (3, Y2) }

= {w11, w12, w21, wag, w31, w32},

y sobre él definimos la medida de posibilidad:

w11 w12 w21 w22 w31 w32
Txy) | 06 07 06 05 1 07

Esta medida de posibilidad define a su vez la siguiente medida de posibilidad marginal
de X de acuerdo con la ecuacién (3.15)):

x1 xr2 I3

mx [ 0.7 06 1

La probabilidad inferior y superior asociada a 7wx es:

A [ {zi} {zo} {ws} {z1,22} {z1,23} {72, 23}
P 0 0 0.4 0 0.4 0.3

P | 0.7 0.6 1 0.6 1 1

Vamos a utilizar la regla de Zadeh para ver como se modifica la anterior medida
de posibilidad en funcién del valor que toma la variable Y. Mediante la ecuacion
(3.16) calculamos las ‘medidas de posibilidad’ de X condicionadas por Y = y; y por
Y = yo:
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ZT; I i) I3

Aunque x|y (- | y1) s se trata una nueva medida de posibilidad, no ocurre lo mismo
con x|y (- | y2), y es que Ilxy(X) = mixzex mx|y(z) = 0.7 # 1, incumpliendo el
segundo de los axiomas en la definiciéon de medida de posibilidad.

Veamos ahora si los modelos condicionados son coherentes con el modelo original.
Por un lado, tomando B = €, x {y1} como suceso condicionante, tenemos que
P(B) = 1 - P(B) = 1 — P(Q x {12}) = | — méxeex mx.y)(@,52) = 03 > 0,
luego aplicando el Corolario [1.1] concluimos que la extensién regular es la tnica
probabilidad inferior condicionada coherente con la probabilidad inferior original.
Calculamos entonces la probabilidad inferior asociada a 7 x|y (- | 1) y la comparamos
con la extensién regular. Por un lado, denotando P(A x {y1} | B) = P(A | {y1}), de
la ecuacién (3.14) tenemos:

A {1} {zo} {ws} {m,22} {z1,23} {72, 73}
PCl{wD | 0 0 04 0 0.4 0.4
P(-|{yn}) | 06 06 1 0.6 1 1

Cuadro 3.3: Probabilidad inferior condicionada de P por B = Q, x {y1} segun la
regla de Zadeh.

La extensién regular la calculamos de forma similar a como hemos hecho en el
desarrollo de los intervalos de probabilidad. Por ejemplo, usando la misma notacion:

?({(951, y1), (r2.91)})
{(@1,91), (x2,91)}) + P((ws,91))

_ P({wi1,wa1})
P({wi1,wn}) + P({ws1})

R({ev, 22} [H{y}) = 5

méX{W(X7y) (wi1), T(X)Y) (w21)}
max{m(x y)(wi1), T(x,y)(w21)} + (1 — MK e gy }e T(xv) (W)

0.6 ~
=—— =06
0.6+0.3 ’

donde hemos utilizado la ecuacién (2.8) y la relacién de dualidad (1.14)). Procediendo
analogamente para el resto de conjuntos se obtiene:
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A {z1} A{zo} {ws} {w,22} {z1,23} {22,23}
R(-[{m}) | 0 0 04 0 0.4 0.4
R(-|{m}) | 06 0.6 1 0.6 1 1

Cuadro 3.4: Extensién regular de P condicionada por B = Q; X {y1 }.

Vemos como la extensién regular R(- | {y1}) no coincide con la probabilidad inferior
condicionada P(- | {y1}) resultante de aplicar la regla de Zadeh, concluyendo asi
que el modelo condicionado obtenido con dicha regla no es coherente con el modelo
original.

Por otro lado, tomando B = €, X {y2} tenemos que w31 ¢ B y por tanto ws; €
(ANB)°VA C Q, luego P((ANB)) = m(x y)(ws1) = 1y P(ANB) = 1-P((ANB)°) =
0 VA C Q. Esto, de acuerdo con la ecuacién , implica que R(A° | B) =1VA CQ
y, equivalentemente, R(A | B) = 0 YA C Q. La probabilidad inferior asociada a
Txpy (- | y2) es:

A {z1} {wa} {xs} {zy, 22} {m,23} {wo, 73}
P( | {y2}) 0.3 0.3 0.3 0.3 0.5 0.3
P(|{wh) | 07 05 07 07 0.7 0.7

Cuadro 3.5: Probabilidad inferior condicionada de P por B = Q, x {y2} segun la
regla de Zadeh.

Dado que P(B) = 7T(X7y)(u.)12) =0.7>0y B(B) =1 —F(Bc) =1 —7r(X7y)(w31) =0,
no podemos aplicar el Corolario para razonar sobre la coherencia en conjunto.
No obstante, como P({z1} | {y2}) = 0.3 > R({z1} | {y2}) = 0, podemos aplicar la
Proposicién [1.1] para deducir P(- | {y2}) tampoco es coherente con P. O

En el anterior ejemplo hemos visto que, de forma general, desde el punto de vista
de la teoria de las medidas de posibilidad, la regla de Zadeh no preserva el modelo.
Esto hace que desde este punto de vista dicha regla solo tenga interés en los casos
concretos en los que si se preserve, como por ejemplo al condicionar por Y = y; en el
ejemplo anterior. Estos casos concretos vienen descritos por la siguiente proposiciéon.

Proposicién 3.5. ([Propio]) Sean X eY dos variables definidas sobre los espacios
muestrales Q1 y (Y, respectivamente y sea 1 x )y una medida de posibilidad definida
sobre el producto cartesiano 2, x €. Entonces, dado y; € Qy, la condicionada segin
la regla de Zadeh x|y (z | y;) es una medida de posibilidad si y solo si 3x; € Q, tal

que T(xXy) (xivyj) =1

Demostracién. Por definicién de la regla de Zadeh:

WX\Y(QJ \ yj) = W(X,Y)(xi,yj)-
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Asi, mx|y (7 | y;) es una medida de posibilidad < Jz; € €, tal que Tx|y (7 [ y;) =1
& Iz € Q tal que T x vy (T, y5) = 1. O

Desde el punto de vista de las probabilidades inferiores, hemos visto como tam-
poco mantiene la coherencia con el modelo original. Asi, al igual que como ocurria
con la regla de Dempster, la regla de Zadeh no tiene interés bajo la interpretacion
comportamental de las probabilidades imprecisas.

3.3.2. Regla de Hisdal

Se define la ‘medida de posibilidad’ de X condicionada por Y = y; segtin la regla
de Hisdal como la funcién 7xy (- | y;) satisfaciendo:

T(x,v)(7,y;) = min {7TX|y(x | yj),Wy(yj)} Vo e X, (3.17)

donde de nuevo lo hemos escrito entre comillas porque el modelo no se preserva de
forma general. La anterior ecuacién tiene como soluciones:

{mx vy (@, y5)} si Ty (y;) > mox,y) (T, Y5)-
Txy(z | yj) € (3.18)
[Ty (@y), 1] sty (yy) = mixy) (@, y;)-

Es decir, cualquier funciéon cumpliendo se trata de una ‘medida de posibilidad’
de X condicionada por Y = y; de acuerdo con la defincién de Hisdal. Si Vo € X tal
que Ty (y;) = m(x,v)(T, y;j) tomamos el limite inferior del intervalo entonces se recupe-
ra la regla de Zadeh. Por otro lado, si para algin z € X tal que my (y;) = 7(x,v) (%, ¥;)
tomamos el limite superior, es decir, 7rX|y(:1c | y;) = 1, entonces el modelo se preserva
y mx|y (- | y;) se trata de una medida de posibilidad. Esto se entenderd mejor en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.9. Consideramos la medida de posibilidad del

Wil W12 W21 W22 W31 W32
Txy)| 06 07 06 05 1 07

definida sobre el espacio muestral Q = Q, xQ, con Q, = {z1, 22,23}y Qy = {1, 92}
La medida de posibilidad marginal de Y se obtiene a partir de la ecuacién (3.15)):

Yy Y2
my | 1 0.7

De la ecuacién (3.18)) obtenemos:
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Li L1 T2 T3
mxpy (- ly) | 06 0.6 1
mxy (- ly2) | [0.7,1] 0.5 [0.7,1]

El condicionamiento por y; es idéntico al dado por la regla de Zadeh. Con respecto a
Y2, existen tres posibilidades. Si tomamos 7 x|y (71 | y2) = 7x|y (23 | y2) = 0.7 enton-
ces recuperamos los valores dados por Zadeh. Si tomamos x|y (71 | ¥2), Tx |y (23 |
y2) € (0.7,1) entonces el condicionamiento es diferente al dado por Zadeh, pero cuen-
ta con los mismos inconvenientes: el modelo no se preserva y no es coherente con el
modelo original. Por tltimo, si tomamos 7xy (71 | y2) = 1 y/o nxy(z3 | 32) =1
entonces el modelo si se preserva, x|y (- | ¥2) es una medida de posibilidad. Tome-
mos, por ejemplo, Tx|y (71 | y2) = 0.8 y mxjy (23 | y2) = 1. La probabilidad inferior
asociada a x|y (- | y2) es:

A {z1} {zo} A{xs} {z, 20} {z1,23} {22,23}
P(-|{ph) ]| O 0 0.2 0 0.5 0.2
P([{y2}) | 0.8 05 1 0.8 1 1

Cuadro 3.6: Probabilidad inferior condicionada de P por B = Q, x {y2} segin la
regla de Hisdal.

El razonamiento del Ejemplo 3.9 para deducir que R(A | B) = 0 VA C Q sigue
siendo valido en este caso. Asi, aplicando la Proposicién[1.1], P({z3} | {y2}) = 0.3 >
R({x3} | {y2}) = 0 implica que el nuevo modelo no es coherente con el modelo ori-
ginal. n

En conclusién, la regla de Hisdal contiene a la regla de Zadeh como un caso con-
creto. La libertad que nos proporciona la regla de Hisdal de poder elegir el 1 como
medida de posibilidad condicionada arregla el problema de Zadeh de no-preservacion
del modelo. No obstante, precisamente el hecho de que dicha funcién no esté de-
terminada de forma exacta hace que la regla de Hisdal pierda parcial interés. Con
respecto a la coherencia, de nuevo esta regla no es valida dentro de la interpretacion
comportamental de las probabilidades imprecisas.

3.3.3. Regla de Nguyen

Dado un elemento y; € , tal que my (y;) > 0, se define la ‘medida de posibilidad’
de X condicionada por Y = y; segun la regla de Nguyen como:

Tx,v) (T, Y5) si mx (z) < 7y (y5),
x|y (T | y;) = Ve e X. (3.19)
Tx) (@Y 5y s rx () >y (y)),
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Como veremos a continuacion, la regla de Nguyen es una alternativa que favorece
la preservacion del modelo frente a la regla de Zadeh, pero que sigue sin ser ideal en
este aspecto.

Ejemplo 3.10. Consideramos de nuevo la medida de posibilidad de los Ejemplos|3.8

y B9

W1l W12 W21 W22 W31 W32
Txy) | 06 07 06 05 1 07

definida sobre el espacio muestral = Q, xQ, con Q, = {x1, 22,23} ¥ Qy = {y1,¥2},
con medidas de posibilidad marginales:

X1 T2 X3 Y1 Y2
wx | 0.7 06 1 my | 1 0.7

Dado que 7y (y1) = 1, de la ecuacién (3.19) deducimos que mxy(z | y1) =
m(x,v)(z,y1) Vz € X. Asi, el condicionamiento por y; es el mismo que el de Zadeh y
el de Hisdal. Con respecto a y2, se obtiene:

Ly x1 T2 I3

es decir, el modelo de medidas de posibilidad si se preserva en este caso. La proba-
bilidad inferior asociada a 7x|y (- | y2) es:

A {z1} {wa} {xs} {zy, 22} {w,23} {wo, 73}
P(l{ph | 0 0 03 0 0.5 0.3
P(|{y}) | 0.7 0.5 1 0.7 1 1

Cuadro 3.7: Probabilidad inferior condicionada de P por B = Q, X {y2} segun la
regla de Nguyen.

Razonando idénticamente a los Ejemplos[3.9]y el modelo no es coherente con
el modelo original. Para ver que la preservacion del modelo no se mantiene de forma
general, modificamos ligeramente la medida de posibilidad inicial y consideramos:

Wil W12 W21 W22 W31 W32

Txy) | 06 08 06 05 1 07

En este caso, las medidas de posibilidad marginales vienen dadas por:

r1 X2 T3 Yy Y2
nx | 0.8 06 1 7y | 1 0.8
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y, de acuerdo con la ecuacion ([3.19)):

Xy X1 €2 €3
ley(-|y2) 0.7 0.5 0.875

no preservandose el modelo de medidas de posibilidad. ]

Del anterior ejemplo se deduce que la regla de Nguyen es mas potente que la
Zadeh a la hora de preservar el modelo. Siempre que el modelo se preserve bajo la
regla de Zadeh, lo hard bajo la regla de Nguyen, pero habré veces que si lo haga bajo
Nguyen pero no bajo Zadeh. Esto se resume en la siguiente proposicion:

Proposicién 3.6. ([Propio]) Sean X eY dos variables definidas sobre los espacios
muestrales Q, y (Y, respectivamente y sea I x )y una medida de posibilidad definida
sobre el producto cartesiano 2, x €. Entonces, dado y; € Qy, la condicionada segin
la regla de Nguyen Tx|y(x | y;) es una medida de posibilidad si y solo si 3x; € (U
tal que m(x vy (wi,y5) =1 0 3x; € Qp tal que mx (i) =1 y m(x,y)(Ti,y5) = Ty (y5)-

Demostracién. Sabemos que 7 x|y ( | y;) es una medida de posibilidad < 3z; € €2,
tal que mxy (z; | y;) = 1. Por la definicién de la regla de Nguyen, diferenciamos dos
casos: si mx (7;) < 7y (y;) entonces lo anterior es equivalente a que 7(x y (%, y;) = 1.

Si mx(z;) > 7wy (y;) entonces lo anterior es equivalente a m(x y) (i, y]):é((;lg =1,1lo
) J
cual se satisface si y solo si m(x y)(%i,y;) = 7x(7i) = 7y (y;) = Losi mx(2;) =1y

7T(X,Y)($z‘7yj) = WY(yj)- U

Como resumen de estas tres reglas de condicionamiendo: la regla de Zadeh puede
considerarse la regla basica de condicionamiento de medidas de posibilidad. Es muy
sencilla, pero tiene el inconveniente de que solamente preserva el modelo, y por tanto
es util, cuando existe un elemento de la variable condicionada tal que la posibilidad
conjunta de dicho elemento con el elemento condicionante es igual a 1. La regla de
Hisdal puede considerarse una ampliacién de la regla de Zadeh. Aporta flexibilidad
y da pie a la conservacién del modelo, pero pierde fuerza en el sentido de que no esta
perfectamente determinada. Por tdltimo, la regla de Nguyen tiene a su favor que esta
determinada, no como la de Hisdal, y que preserva el modelo mejor que la de Zadeh.
En cualquier caso, ninguna de las tres reglas es aplicable en la teoria comportamental
de las probabilidades imprecisas, y es que no mantienen la coherencia con el modelo
original.

3.4. Otros casos particulares

Dejando a un lado la teoria de la posibilidad, como ya anticipamos en la entrada
del capitulo, a continuacién profundizamos en dos casos particulares de funciones
de creencia: el modelo linear vacuous y los conjuntos aleatorios. Por un lado, el
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modelo linear vacuous sigue una filosofia similar a los modelos pari mutuel y de
variacién total. Su probabilidad inferior asociada tiene una forma muy similar a
la de PMM, y su interpretaciéon es andloga a la de TV, salvo por que ahora el
parametro de distorsién depende del suceso en cuestiéon. Por otro lado, los conjuntos
aleatorios son quizds menos intuitivos, aunque muy potentes a la hora de definir
funciones de creencia. En ambos casos se estudian sus propiedades, se demuestra
que son casos concretos de funciones de creencia y se estudia sus consecuencias en el
condicionamiento bajo la extension regular.

3.4.1. Modelo linear vacuous

Consideremos de nuevo una casa de apuestas cuyo método para obtener ganancias
consiste en imponer una tasa 04 > 0 que el cliente ha de pagar por apostar por cada
evento A C Q. A diferencia del modelo TV, en este caso la tasa a pagar depende del
evento en cuestién de acuerdo con: d4 = (1 — Py(A))d, donde Py(A) es el precio de
una apuesta por A considerado justo por la casa de apuestas y 6 > 0 es un parametro
fijo de distorsién. Cuanto menor sea Py(A), mayor serd d4. Es decir, al contrario de
lo que ocurria en el PMM, la casa de apuestas penaliza menos a los sujetos que
participan por apuestas de més probables, e impone una tasa mayor a los sujetos que
corren un mayor riesgo.

Si un sujeto quiere participar en una apuesta por A por el valor Py(A), pagara
Py(A) + 64 y las ganancias esperadas seran:

Sujeto:  Py(Ia — (Po(A) +d4)) = Po(A) — P[)(A) — 04 =64 <0,

Casa: P()((P()(A) + 5A> — IA) = P()(A) + 04 — P()(A) =04 > 0.

El valor Py(A)+ d4 puede interpretarse como el minimo precio aceptable de venta de
la apuesta A, es decir, de acuerdo con la interpretacién comportamental dada en el

Capitulo |l P(A) = Py(A) + 64. Utilizando la relacién de dualidad (1.14]) se obtiene:
P(A)=1—-P(A°) =1— Py(A°) —ac) =1 — (1 — Py(A)) — dac = Py(A) — d ac.

Teniendo en cuenta que §(A°) = (1 — Py(A°))d = Py(A)d, escribiéndolo en términos
del pardmetro de distorsion 9:

P(A) = Py(A) — Po(A)5 = (1 §)Po(A),

P(A) = Py(A) + (1 — Py(A))S = (1 — 6)Poy(A) + 6.

Asi, dados Py € P(Q2) tal que Py(A) = 1siysolosi A =Qyd € (0,1) un
pardametro de distorsién, se define el modelo linear vacuous (LV) inducido por P

y 6, denotado por (Py, 9) v, como la probabilidad inferior (y superior) satisfaciendo
P(0) = P(Q) = 1, P() = P(1) = 0 y, YA C 0, A £ :

P(A) = (1-0)Py(A), P(A)=(1-08)PR(A)+3, (3.20)
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donde se han hecho correciones en el espacio vacio y en el espacio total para asegurar
la coherencia del modelo. El motivo de exigir que Py(A) = 1 si y solo si A = Q es
para evitar que haya sucesos seguros (FPy(A) = 1) con probabilidad inferior menor
que 1. Diremos que P (P) es la probabilidad inferior (superior) asociada a (Py,d) Ly
o inducida por (Py,d)ry. En este modelo se cumple P(A) — P(A) = § VA C Q. Asf, al
igual que para los modelos PMM y TV, § mide la imprecisién en la determinacion del
precio justo de A: cuanto mayor sea § mayor es la imprecisién y viceversa. Ademas,
P y P vuelven a ser asimétricas con respecto a P.

La razoén de incluir el modelo linear vacuous en esta seccién es que la probabilidad
inferior inducida por este modelo es una funcién de creencia, tal y como se demuestra
en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.7. ([9, Sec. 2.9.2]) Sea (Py,0)rv un modelo LV y sea P su probabi-
lidad inferior asociada. Entonces P es una funcion de creencia.

Demostracion. Demostraremos que la inversa de Mobius m asociada a P estd en
el intervalo [0,1] y asi quedard probado que P es una funcién de de creencia. Sea
n = [Q], dado A C Q diferenciamos tres casos:

L[Al=1=A={w}=m{w}) =P{w}) = (1 -0)P({w}) € [0,1].

2. |A] € {2,...,n —1}. Aplicamos (3.4) y la segunda igualdad de la ecuacién (3.6)):

m(4) = Y (-1 P4)

CCA
= > (—)MNA =5 Ry(A) = (1-6) Y (-)"MRy(4) = 0.
CCA ccA

3. Al =n = A = {Q}. Teniendo en cuenta que ) -qm(A) =1y los casos 1y 2
que acabamos de estudiar:

1= Y m4) = Y mfwh) +m(@) = 32 (1 - &) +m{e})

ACQ we we
= (1—8) +m({Q) = m(Q) =5 € (0,1).

Habiendo probado que m(A) € [0,1] VA C © queda probado que P es una funcién
de creencia. N

Por ser P una funcion de creencia, su extension a apuestas completamente monéto-
na viene determinada por la integral de Choquet. En [9, Sec 3.2.4] se demuestra que

para un modelo LV (P, d)ry la integral de Choquet ({2.4]) se particulariza a:

P(f) = Smin f() + (1 = ) Po(f) Vf € L), (3.21)
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En el siguiente resultado se muestra una propiedad de los modelos LV que sera
necesaria para, a continuacién, probar que, al igual que como ocurria para el modelo
PMM, el modelo LV es un caso particular del modelo de intervalos de probabilidad.

Lema 3.2. ([Propio]) Sea P la probabilidad inferior inducida por un modelo LV
(Po,0) v, entonces:
P(A) =" P({w}) YACQ, (3.22)
weA

es decir, P no solo es superaditiva (condicién (C8) de coherencia), sino que también
es aditiva.

Demostracién. Por la ecuacién (3.20), A C © implica que P(A) = (1 — 0)Py(A).
Ademds, Vw € 2 se cumple P({w}) = (1 — 0)Po({w}). Asi:

P(A) = (1-8)Py(A) = (1-3) Y Po({w}) = Y P({w}).

weA w€eA
O

Como ya anticipamos, en la siguiente proposiciéon se demuestra que la probabi-
lidad inferior inducida por un modelo LV es un intervalo de probabilidad. La de-
mostracién es analoga a la de la Proposicion en la cual se demostraba el mismo
resultado para el PMM.

Proposicién 3.8. ([Propio]) Sea (Py,d)ry un modelo LV y sea Py su probabilidad
inferior asociada. Se considera el intervalo de probabilidad T = {[l;,u;] i =1,...,n}
dado por:

lzzﬂl({wl}) Yy uzzﬁl({wl}) Wzl,...,n.

Entonces se cumple que I es coherente y ademds Py = Py, donde Py denota la
probabilidad inferior asociada a I.

Demostracion. La demostracién de que Z es coherente es independiente del modelo
con el que se esté trabajando y por tanto es la misma que la de la Proposicion
para el modelo PMM. Decidimos asi omitirla en esta ocasion.

Demostremos ahora que P;(A) = Py(A) VA C Q (el caso A = Q es trivial).
Habiendo demostrado que Z es coherente, sabemos que P, viene dada por la ecuacién

(2.21)). Se cumple:

Py(A) = mix { S calin ]~ S i)
= mix { Y, ca Pr({wi}) 1 = Xy ea Pr{wiD)}

= max {P,(A),1- Y, .4 Pi({wi})} = Py(A),
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donde hemos utilizado el Lema y la sublinealidad de Py: 1 — D wigA P1({wi}) <
1~ P(47) = P(4). 0

De forma similar a como hicimos en el [Ejemplo 2.8 a continuacién se ilustra la
proposicién anterior y se muestra como los modelos de intervalos de probabilidad y
LV no son equivalentes.

Ejemplo 3.12. Volvamos de nuevo al en el cual una casa de apuestas
busca asignar las cuotas para el partido del Mundial de Qatar entre Espafia y Alema-
nia. Recordemos que, denotando por {S}, {E} y {A} a Espana, empate y Alemania
respectivamente, los precios justos considerados por la casa son los siguientes:

{5t {E} {A} {S.E} {54} {E A}
B |03 04 03 07 06 0.7

Cuadro 3.8: Precios justos de las apuestas posibles en el partido Espana vs Alemania.

La casa decide finalmente utilizar el modelo linear vacuous con parametro de
distorsién 0 = 0.1 para maximizar sus ganancias. Asi, consideramos el modelo LV
(Py,6 =0.1)y. La ecuacién define la probabilidad inferior (y superior) que se
muestra a continuacion, junto a su inversa de Mobius correspondiente. Tal y como
anticipamos en la demostracién de la Proposicion los elementos focales son los
unipuntuales o el total.

{5y {E} {A} {SE} {54} {E A} {SE A}
Pipysy | 027 036 027 063 054  0.63 1
Pps | 037 046 037 073 064  0.73 1
m 027 036 027 0 0 0 0.1

La casa no aceptara una apuesta a favor de Espana si no es por un valor de 0.37
euros o superior, causando al cliente una pérdida minimo medio de 0.07 euros. Al
contrario de lo que ocurria en el Ejemplo 2.5, vemos como en este caso la pérdida
media por una apuesta a favor de Espana o empate es menor que por una apuesta a
favor de Espana: salen més perjudicados los clientes mas arriesgados.

La inversa de Mobius es positiva, luego P p, 5) se trata de una funcién de creencia.
A su vez, Pp 5) define el intervalo de probabilidad:

T = {[0.27,0.37],[0.36,0.46], [0.27,0.37]},

que, a partir de la ecuacién (2.19), puede verse que es coherente. Para ilustrar el
hecho de que ambos modelos definen la misma probabilidad inferior, utilizamos las

ecuaciones ([2.21)) y (2.22)) para calcular:
Pr({S,E}) = méx {ls +lg,1 —ua} = mdx{0.63,0.63} = 0.63 = P(p, 5({5, E}).
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Andlogamente para el resto de conjuntos se comprueba que Ppy5) = P1.
Consideremos ahora el intervalo:

7' = {[0.17,0.37],[0.36, 0.46], [0.27,0.47]}.

De nuevo se trata de un intervalo de probabilidad coherente. Sin embargo, este inter-
valo no puede ser representado por un LV. Supongamos que si pudiera y denotemos
por P’ la probabilidad inducida por el LV. Entonces tendriamos:

P({s}) - P'({s}) =02,
P({E}) - P({E}) = 0.1,

incumpliendo el hecho de que VA C 2 la diferencia F,(A) —P'(A) ha de ser constante.
U

Para terminar, a continuacion se demuestra que el modelo LV se preserva bajo
la extensién regular y se dan expresiones tanto para la probabilidad como para el
parametro de distorsion del modelo condicionado.

Proposicién 3.9. ([§], Section 5.2.) Sea (Py,d)rv un modelo LV y sea P su pro-
babilidad inferior asociada. Entonces, dado B C Q tal que Py(B) > 0, R(- | B) estd
asociada al modelo LV (Fyp,0B)Lv, con

d

s =Rl 1B) v =

donde §p solamente estd definido cuando P(B) = (1 — §)Py(B) + ¢ > 0.

Demostracion. La demostracién es similar a las demostraciones de la Proposicion

y de la Proposicion [2.11} Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.1)) y (3.20)), debe-
mos demostrar que R(Q2 | B) =1y que

Po(A N B)

VA C Q.

Dado que P es una probabilidad inferior 2-mondtona, podemos hacer uso de la ecua-

cién (2.7). Por un lado:

B P(QNB) _L(B) _
E(Q ’ B) - B(QQB)—FP(QCOB) B E(B)

Por otro lado, dado A C €:

P(ANB)

P(ANB)+ P(A°N B)
(1—06)Py(AN B)

(1-8)Py(ANB)+ (1—0)Py(A°NB)+0

R(A| B) =
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Sin pérdida de generalidad podemos asumir que B # () (en otro caso el condiciona~
miento serfa trivial). Asi, P(B) = (1—0)Py(B)+9J, y la anterior igualdad se convierte
en:

(1-0)Py(ANB) (1—8)Ry(B) Py(ANB)

R(A| B) = = —
BAIB) = —5mBi s - BB BB
Al satisfacerse % =1 —{p, aqui finaliza la demostracion. U

De nuevo, igual que como ocurria para el PMM y para el TV, si B es el su-
ceso condicionante, la probabilidad del modelo LV condicionado es la probabilidad
condicionada por B. El pardmetro de distorsién también aumenta, en este caso in-
versamente proporcional a P(B). Recordando que en PMM lo hacia inversamente
proporcional a P(B) y en TV inversamente proporcional a P(B), los incrementos en
la imprecisién de los tres modelos para un mismo suceso condicionante B satisfacen:

6BV < oLV < gEMM, (3.23)

Ejemplo 3.12. Continuamos con nuestro ejemplo sobre el partido entre Espana vs
Alemania, donde los precios justos vienen dados en el Cuadro y consideramos
de nuevo el posible amano en contra de Alemania. Tomando B = {S, F'}, de acuerdo
con la proposicién anterior la extensién regular R(- | {S, E'}) estd asociada al modelo

) 2 .
(Po)B>0B)LV, con 6p = Poea @ = 0.137 y Py p dada por la férmula de Bayes .
A {st {E} {A} {S.E} {5, A} {E A}
Py(-|{S,E}) | 043 057 0 1 0.43 0.57

Este ejemplo es el andlogo para LV de los Ejemplos 2.6 y 2.8 para PMM y TV.
En dichos ejemplos obtuvimos 6EMM = 0.149 y §LY = 0.142, satisfaciéndose asf la
ecuacion , como era de esperar. Utilizando la ecuacion podemos calcular
la extension regular y su probabilidad superior correspondiente:

A {sy {£} {A} {S.E} {54} {E A}
R(-[{S,E}) [ 037 049 0 1 0.37 049
R(-|{S,E}) | 051 063 0 1 051  0.63

3.4.2. Conjuntos aleatorios

Sea (X, A, P) un espacio de probabilidad y (£2, P(€2)) un espacio medible, una
funcién multievaluada no vacia I' : X — (P(Q2)\0) es llamada conjunto aleatorio
cuando satisface la siguiente condicién de medibilidad:

T,(A)={reX:(x) CA} e AVACQ. (3.24)

Los conjuntos aleatorios son una generalizacion de las variables aleatorias. Dado un
espacio muestral X', una variable aleatoria X definida sobre X es una funcién que a
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cada resultado posible del experimento z € X’ le asocia un valor X (z). A su vez, un
conjunto aleatorio I' definido sobre X es una funcién que a cada resultado posible
del experimento = € X le asocia un conjunto de posibles valores I'(x). Es decir,
un conjunto aleatorio puede interpretarse como una variable aleatoria cuya imagen
no estd perfectamente determinada, sabemos que se encuentra entre unos posibles
valores, pero no sabemos de cudl de ellos se trata.

Se define la probabilidad inferior asociada al conjunto aleatorio I' como:

P(A) = P(T.(A)) VA C Q. (3.25)
La probabilidad superior correspondiente puede calcularse como:
P(A) =1—P(A°) =1— P({z € X : T(z) C A°})
=1-P{zeX:T(@)NA=0) =P{zecX: T(x)nA=0}) (3.26)
—P{zeX: T(x)NA£0}).

A continuacion se demuestra que la probabilidad inferior asociada a un conjunto
aleatorio es una funcién de creencia y se da una expresion para su inversa de Mobius.

Proposicién 3.10. (/Propio]) Sea (X, A, P) un espacio de probabilidad, 2 un espa-
cio muestral y I' : X — P(Q) un conjunto aleatorio con probabilidad inferior asociada
P. Entonces P es una funcion de creencia y su inversa de Mobius viene dada por:

m(A) = P(T7(A)) VA C Q. (3.27)

Es decir, los elementos focales de P son los subconjuntos de Q imagen de los elemen-
tos de X con probabilidad positiva.

Demostracién. En primer lugar, probemos que la funcién m dada por la ecuacion
(3.27)) es una asignacién bésica de probabilidad. Dado que la imagen de T" es P(Q2)\0,
la funcién m definida en satisface m(0)) = P(I'~1(0)) = P(#) = 0. Por otro
lado, se cumple:

> m(d) => PIA) =) P{zeX: I(z)=A})

ACQ ACQ ACQ
= P(Usco{zeX: T(z)=A}) = P(X)=1.

Asi, por definicién, concluimos que m es una asignacién béasica de probabilidad. De
acuerdo con la ecuacién (3.3)), m define la siguiente funcién de creencia:

P'(A)=> m(B)=>_ P(I'(B) VACQ.

BCA BCA
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Asi, para cada subconjunto A C € se cumple:

P(A)=> P{zeX:I(x)=B}) =P(Upca{z€X: I'(z)=B})
= =P({zeX: T'(z) C A}) = P(A)

donde P denota la probabilidad inferior definida por el conjunto aleatorio. En
resumen, hemos probado que m es una asignacion bésica de probabilidad que define
la probabilidad inferior asociada al conjunto aleatorio I'. En consecuencia, P es una
funcién de creencia y m es su inversa de Mdobius. O

En el siguiente resultado se caracterizan las propiedades de la probabilidad infe-
rior asociada a un conjunto aleatorio en funcién de la probabilidad que la define.

Proposicién 3.11. ([3], Proposition 9.) Sea (X, A, P) un espacio de probabilidad,
un espacio muestral y T' : X — P(Q) un conjunto aleatorio con probabilidad inferior
asociada P. Sea F' el soporte de P. Entonces:

1. P es dispersa si y solo si P({x € X : I'(z) ={w}}) >0 Vw € F.
2. P es no-exclusiva si y solo si P{z € X : we'(x)}) >0 Vw € Q.
Demostracion.

1. Por definicién, P es dispersa si y solo si VB C 2 elemento focal y Vw € B se
cumple m({w}) > 0. Dado que F es la unién de todos los elementos focales
de P, lo anterior es equivalente a que m({w}) > 0 Yw € F. De acuerdo con
la Proposicion 3.8 m({w}) = PO '({w})) = P{z € X : T'(z) = {w}}) >0
Yw €  y, concretamente, Vw € F, llegando asi al resultado.

2. En la Proposicién 3.1 se ha probado que P es no-exclusiva si y solo si P(B) > 0
VB C Q. Por monotonia, esto es equivalente a que P({w}) > 0 Vw € .
Utilizando (3.26), esto es lo mismo que P({z € X : ['(z)N{w} # 0}) = P({z €
X: wel(x)}) Yw e Q, concluyendo la demostracién.

A continuacién se muestra un ejemplo de conjunto aleatorio y se comprueban
numéricamente las dos proposiciones anteriores.

Ejemplo 3.13. Consideramos el espacio de probabilidad (X, P(X), P), donde X =
{z1, 22,23} y P estd definida como:

P({z1}) =025,  P({z2}) =025,  P({z3}) = 0.5.

Consideramos también el espacio de medida (2, P(€2)), donde Q = {w1,ws,ws}.
Definimos la funciéon I' : X — P(2) como:

F(ZL‘l) = {wl}, F($2) = {wl,W3}, F(:L’g) = {CUQ,LU;g}.
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Dado que la o-dlgebra que estamos considerando es P(X) y
(A ={zeXx: T'(x) CA} e P(X) VACQ,

concluimos que I' se trata de un conjunto aleatorio. Antes de calcular explicitamente
la probabilidad inferior P asociada a I', hagamos uso de la Proposicion 3.8 y de la
Proposicion 3.9 para estudiar sus propiedades. En primer lugar, se cumple:

P{z: w €(2)}) = P({z1,22}) = 0.5 >0,
P({x: wyel(x)}) =P{z3}) =0.5>0,

P({x: w3 €T(x)}) = P({xe,z3}) = 0.75 > 0,

luego de la Proposicion 3.9 se concluye que P es no-exclusiva, es decir, F' = €. Dado
que w3 € F pero P({x € X : T'(z) = {w3}}) = P(0) = 0, de la Proposicién 3.9
concluimos que P no es dispersa. Esto lo podemos comprobar calculando de forma
explicita, mediante la ecuacién , su inversa de Md&bius:

m({un}) = PO~ ({w1})) = P({a1}) = 025, m({wn}) = P(0) =0,
m({ws}) = P(0) =0, m({wn,w2}) = P(0) =0,
m({wn,ws}) = P({za}) = 0.25, m({wz,ws}) = P({xs}) = 05,
m({wr.ws,ws}) = P(0) = 0.

Obtenemos como elementos focales {wi}, {wi,ws} v {w2,ws}, es decir, los subcon-
juntos de 2 imagen de los elementos de X con probabilidad positiva, que en este caso
son todos. Asi, efectivamente, el soporte de P es F' = ). Ademds, dado que wy € F
pero m({ws2}) = 0, por definicién P no es dispersa.

De acuerdo con la ecuacién , la probabilidad inferior y superior asociada a
I' es la que se muestra a continuacién, junto con su inversa de Mobius, que vemos
que coincide con los valores anteriores.

{wi} {w2} {ws} A{wi,wo} {wi,ws} {we,ws} {wi,ws,ws}
P | 0.25 0 0 0.25 0.5 0.5 1
Pl 05 0.5 0.75 1 1 0.75 1
m | 0.25 0 0 0 0.25 0.5 0
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Finalmente, corroboramos la ecuacién (3.26]):

({wi}) = P({z: D(@) n{wi} #0}) = P({: w1 € I(2)}) = P({z1,22}) = 0.5,

ol

S

({w2}) = P({z : w2 € T(2)}) = P({z3}) = 0.5,

ol

({wi}) = P({x: w3 €T(x)}) = P({xe,z3}) = 0.75,

e/

({wi,w2}) = P({z: T'(z) N{wr,wa} # 0}) = P(Q) =1,

P({wr,ws}) = P({z: T(z) N{wr, ws} # 0}) = P(Q) =1,

P({ws,ws}) = P{z: T(z) N{wa, w3} # 0}) = P({xa,23}) = 0.75. O

Pasamos ahora al estudio del condicionamiento de los conjuntos aleatorios. Para
ello, debemos introducir el concepto de selecciones medibles de un conjunto aleatorio.
Dado un conjunto aleatorio I' definido sobre los espacios (X, A, P) y (Q,P(f2)), una
funciéon U : X — Q se dice seleccién medible de I' si U(z) € I'(z) Vx € X. Es
decir, una seleccién medible U de un conjunto aleatorio I' es una variable aleato-
ria compatible con el conjunto aleatorio, en el sentido de que para cada resultado
muestral x € X toma uno de los posibles valores dados por el conjunto aleatorio:
U(z) € I'(x). Denotaremos por S(I') al conjunto de selecciones medibles de I' y por
P(T") al conjunto de probabilidades que inducen.

Sea P la probabilidad inferior asociada a I', en ([14)], Theorem 1) se prueba
que P(T') C M(P) y Ext (M(P)) C P(T"). De esto se concluye que la probabilidad
inferior inducida por un conjunto aleatorio puede ser determinada por sus selecciones
medibles. En la siguiente proposicién se proporciona una forma alternativa de calcular
la extensién regular para conjuntos aleatorios en funcién de sus selecciones medibles.

Proposicién 3.12. ([5], Proposition 11.) Sea (X, A, P) un espacio de probabilidad,
Q un espacio muestral y T' : X — P(Q) un conjunto aleatorio con probabilidad
inferior asociada P. Sea B C ) tal que P(B) > 0. Entonces:
R(f|B)=min{P(f | B): P(B)>0,Pec P(I')} Vf € L(Q). (3.28)
Demostracién. De acuerdo con (|1.19)), si P(B) > 0 entonces:
R(f|B)=min{P(f | B): P(B)>0,Pec M(P)} Vf € L().
Dado que P(I') C M(P), se cumple:

R(f | B) <mi{P(f | B): P(B)>0,P € P()} Vf € L(Q).
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Probemos ahora la otra desigualdad. Por reducciéon al absurdo, supongamos que
f € L(Q) tal que:

min{P(f | B): P(B) >0,P e M(P)} <min{P(f|B): P(B)>0,PeI(P)}.

(3.29)
Sea P € M(P) tal que P(B) >0y P(f | B) = min{P(f | B): P(B) > 0,P €
M(P)}. Esto implica que P(f | B) < min{P(f | B) : P(B) > 0,P € I'(P)}. Si
denotamos por {Pi,..., Py} a los puntos extremos de M(P), dado que cualquier
elemento del conjunto credal puede escribirse como una combinaciéon convexa de
sus puntos extremos, tenemos que dag,...,q, > 0talque a;y + ...+ apm =1y
P =a1Pi+...4+anPp. Ademds sabemos que Ezt(M(P)) C P(T), luego P; € P(T)
Vi € {1,...,m}. Entonces, de lo anterior deducimos que P(f | B) < Pi(f | B). De
la férmula de Bayes se sigue que P(f | B)Pi(B) < Pi(fIp) si Pi(B) >0,y
P(f | B)P;(B) = Pi(fIp) si P;(B) = 0. Al estar suponiendo P(B) > 0 tenemos que
Ji e {1,...,m} tal que P;(B) > 0y a; > 0. Entonces, aplicando de nuevo :

P(fig) a1Pi(fIg)+ ...+ amPn(fIp)

)
P B) = =
(F1B) P(B) a1Pi(B)+ ... 4+ amPn(B)
P B)P, mP B)P,,(B
Oélpl(B) +Oémpm(B)
Hemos llegado a una contradiccién que proviene de suponer (3.29)), concluyendo asi
la. demostracién. ]

Finalmente, en el siguiente ejemplo se ilustra el resultado anterior.

Ejemplo 3.14. Consideramos el conjunto aleatorio del es decir: X =
{xla T2, .’,1:'3}, Q= {(.()1, w2, (.4)3},

P({r1})=0.25,  P({z2})=0.25,  P({z3}) =0.5,

D(z1) ={w1},  T(z2) ={wi,ws},  T(zs) = {w2,ws},

con probabilidad inferior asociada:

A {wi} A{w2} A{ws} Awri,we} {wi,ws} {w2, w3} {wi,w2,ws}
P | 025 0 0 0.25 0.5 0.5 1

Calculemos la extension regular condicionada por B = {w;, w2} mediante la ecua-
cién (2.7) y veamos que coincide con la dada por la ecuacién (3.28)). Por un lado, de

(2.7) resulta:
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A

{wi} {we} {ws} {wi,wo} {wi,ws} {w2,ws}

R(- | {wi,wa})

0.3 0 0 1 0.3 0

Cuadro 3.9: Probabilidad inferior P asociada al conjunto aleatorio I'.

Por otro lado, las selecciones medibles de I' son:

Ui :
U, :
Us :

Uy :

Ui(xz1) =w1, Ui(x2) =w1, Ui(xs)=we.
Us(x1) =w1, Us(x2) =w1, Us(xs)=ws.
Us(w1) = w1, Us(wz) =ws, Us(as) = ws.
Us(z1) = w1, Us(z2) = w3, Us(zs) = ws.

Cada una de ellas induce la siguiente probabilidad:

Pr({w1}) = P({z1,22}) = 0.5,

U1 — P1 : Pl({wg}) = P({xg}) = 0.5,

Pi({ws}) = P(0) = 0,

= P, = (0.5,0.5,0).

Uy — Py, = (0.5, 0, 0.5).

Us — P3 = (0.25,0.5,0.25).

Uy — P, = (0.25,0,0.75).

Asi, tenemos P(T") = {Py, P2, P3, Py} con Pi(B) > 0 Vi € {1,2,3,4} = I. Sabemos
que P(I") satisface P(I') C M(P) y Ext(M(P)) C P(TI"), y dado que ninguna de las
cuatro probabilidades puede obtenerse como combinacién lineal del resto, concluimos
que P(T') = {P1, P», P3, P;} = M(P). Este conjunto credal se representa en la Figura

Utilizando la férmula de Bayes (1.1)) y la ecuacion (3.28]) obtenemos:

R({w1} | B)

= minic/{P;({w1} | B)} = min{0.5,1,0.3,1} = 0.3,

R({w1} | B) = min{0.5,0,0.6,0} = 0,

E({W3} | B) = mfn{0,0,0,0} =0,

siendo los calculos analogos para el resto de conjuntos. Efectivamente, se obtienen

los mismos valores que los del Cuadro [3.9
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P({ws})

Figura 3.1: Representacion grafica de M(P).
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Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos profundizado en los principales modelos de
probabilidades imprecisas presentes en la literatura, resumidos en la Figura ha-
ciendo especial hincapié en su comportamiento al ser condicionados. Partiendo de
la definicién bésica de previsién inferior, en la Seccién [I.2] hemos visto la impor-
tancia del concepto de coherencia para tener un modelo autoconsistente, obteniendo
asi el modelo mas general de las probabilidades imprecisas: las previsiones inferiores
coherentes. En la Seccién [I.3] explicamos las condiciones necesarias para que, tras la
llegada de nueva informacién, el modelo actualizado y el modelo original sean com-
patibles. Se introdujeron las dos principales reglas de condicionamiento, la extension
natural y la extensiéon regular, que sirven como limite inferior (més conservador)
y limite superior (mds informativo) respectivamente de los modelos condicionados
coherentes con el modelo inicial. En el Corolario [1.1] se dan las condiciones bajo
las cuales ambas extensiones coinciden y por tanto el condicionamiento coherente es
Unico.

En el Capitulo 2 hemos estudiado un caso particular de las previsiones inferiores
coherentes: las previsiones inferiores 2-monétonas. Este modelo se caracteriza por ser
equivalente a su restriccién a eventos, siempre mas sencilla de manejar. Con respec-
to al condicionamiento, la Proposicion nos aporta una expresion muy util para
calcular la extension regular restringida a sucesos, y en el Teorema[2.1]se dan, para
este caso particular, las condiciones bajo las cuales el modelo actualizado coherente
con el original estd totalmente especificado. En la Seccion se introdujeron tres
casos particulares de probabilidades inferiores 2-mondétonas: los intervalos de proba-
bilidad, inmersos en la interpretacion epistémica de la probabilidad, y los modelos
pari mutuel y de variacién total, que siguen la interpretacion comportamental de
compra-venta de apuestas. De la Proposicion [2.4 se deduce que el modelo pari mu-
tuel es a su vez un caso particular del modelo de intervalos de probabilidad, y en las
Proposiciones y se demuestra que los tres modelos se preservan bajo la
extension regular.
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Medidas de Conjuntos
Linear vacuous posibilidad aleatorios P-boxes
Intervalos de Func. de creencia
probabilidad
Prob. inf. Prev. inf.

Pari mutuel |——— —

/ 2-mondtonas 2-monotonas
Variacion total ‘

Prob. inf.
coherentes
Conj. coh t . .
OL). CONCTENLes Prev. inf. Conjuntos
de apuestas |«——— —_—
coherentes credales
est. deseables

Figura 4.1: Resumen de los principales modelos de probabilidades imprecisas.

En el Capitulo |3] presentamos un caso particular de las previsiones inferiores 2-
monotonas: las previsiones inferiores completamente mondétonas. Estas previsiones
inferiores siguen siendo equivalentes a su restriccién a sucesos, denominadas funcio-
nes de creencia, cuyo tratamiento se simplifica gracias a la inversa de Mobius. En
la Seccién [3.2] hemos estudiado su condicionamiento bajo la extensién regular y, de
nuevo, en el Teorema se dan las condiciones bajo las cuales el condicionamiento
coherente es tinico. También hemos introducido reglas de condicionamiento alternati-
vas a la extensién regular, como son las reglas de Dempster, de Zadeh, de Hisdal o de
Nguyen, estas tres ultimas inmersas en la interpretacién de las funciones de creencia
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como medidas de posibilidad. Por lo general, los modelos actualizados a partir de
estas reglas no son coherentes con el modelo original, al menos desde el punto de vista
de la interpretacién comportamental. Finalmente, en la Seccion hemos estudiado
dos casos particulares de las funciones de creencia: el modelo linear vacuous, con una
filosofia muy similar a los modelos pari mutuel y de variacion total, y los conjuntos
aleatorios, una generalizacién de las variables aleatorias.

Como resumen, en el Cuadro se especifica qué modelos presentan un buen
o mal comportamiento al ser condicionados bajo la extension regular, en el sentido
de la preservacién del modelo. También se incluyen las referencias de los ejemplos o
resultados en los que se ha comprobado o demostrado dicha preservacién.

Modelo Se preserva bajo R | Referencia
Prev. inf. coherentes Si Definicién q1.17[)
Prob. inf. coherentes Si IEjemplo 1.7|
Prev. inf. 2-mondtonas No para |Q| >3 Prop. (2.4, Ej. [2.4
Prob. inf. 2-mondétonas Si Proposicion 2.2
Int. de probab. coherentes Si Proposicion 2.7
Pari Mutuel Si Proposicion |2.9
de Variacion Total Si Proposicion 2.11|
Prev. inf. comp. mondtonas | No |Ejemplo 2.4|
Funciones de creencia Si, si P(B) >0 (12, 13]

Linear Vacuous Si Proposicion 3.9

Cuadro 4.1: Resumen de la preservacién de los modelos bajo la extensién regular.

Mas alla de lo estudiado en este trabajo, existen otros modelos de probabilidades
imprecisas en los que no nos hemos detenido. Por ejemplo, los conjuntos coheren-
tes de apuestas estrictamente deseables es un modelo equivalente a las previsiones
inferiores coherentes en el que el sujeto, aplicando unas condiciones de coherencia
similares a (C1)-(C3), determina qué apuestas son deseables para él basandose en
las recompensas que le ofrecen. Otro ejemplo son las P-boxes, un caso particular de
funciones de creencia utilizado para mostrar la imprecisién en la determinacién de la
funcién de distribucién de una variable aleatoria. Actualmente el condicionamiento
de este modelo es un problema abierto, suponiendo asi un reto para la investigacion
de las probabilidades imprecisas.
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Apéndice A

Calculos

emplo 2.4.| Demostracion de que P es 2-mondtona:
En lugar de demostrar que P es 2-monétona a mano como hemos hecho en el

2.1}, probaremos que P es una probabilidad inferior completamente monétona. Las
probabilidades inferiores completamente mondtonas, que estudiaremos en detalle en
el Capitulo[3] son un caso particular de las 2-monétonas. Como veremos més adelante,
una probabilidad inferior P es completamente mondtona si y solo si la cantidad:

m(4) = Y (~nME(C)

CCA

cumple m(A4) € [0,1] VA C Q. En nuestro ejemplo:

m{wrd) = Vs, ml{wa}) =15, m({ws}) =0, ml{wi}) =0,
m({wn,wa}) = a— s = Ys =0, m({wr,ws}) = s~ 1fs—0=0,
m({wn,wn}) =Y — s =0 =1/4, m({wn,ws}) = s~ 1fs—0=0,
m({ws,wn}) =Y — s =0 =1/, m({ws,wi}) =11 -0-0=1/s
m({w,wz,ws}) = Yo — /s =15 = Vs + s + 1/ +0 =0,

{1,z wa}) = 3fa— /s — Y5 = s + s + 15+ 0 =0,
m({wn s, wi) = 35 — s — s — fa+ Ys+0+0 =0,
m({wa, ws, wi) = 35 — s — s — fa+ Ys+0+0 =0,

m(Q)=1-5/8—5/8—3/a—1/4—1/4—3/g —1/3—3/3 —1/8 —1/441/8+ 1/ = (.

Efectivamente, se cumple m(A) € [0,1] VA C €, luego P es una probabilidad inferior
completamente mondtona y por tanto una probabilidad inferior 2-monétona.
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Calculo de la extensién regular para los subconjuntos de posterior interés:

_ P({wi}) s
Ao Honnod) = B+ Pl ~ v =95 1"
P({wr,wn}) Y
Blforent] forwnend) = e i ~ it ikl

R({wn,wz,wa} | {wr,we,ws}) = p({fl({;f o i}ia(@) -

Calculo de R(f | B):

La extensién regular se calcula como:
R(f|B)=min{P(f| B): P(B) >0, P€ Ext(M(P))}.

A partir de la ecuacién (2.5)) es sencillo comprobar que los puntos extremos del
conjunto credal vienen dados por:

Ext(M(B)) = {(V/8,1/5,0,%4), (/8,1/8,1/1,1/2), (/8,3/8,0,1/2), (1/8, /8, /1, 1/4),

(35, 5,0, 1/2), (3, Vs, /4, /1), (33,35, 0, V), (35, 3/s, /1,0)}.
Utilizando y teniendo en cuenta que f = 311 + 215 + I3, resulta:
R(f | B) = min{%/2,7/4,9/4,11/6,11/4,13/6,15/6,17/8} = T/a.
Comprobacién de que el intervalo de probabilidad
7' ={[0,0.2],[0.7,0.8],[0.1,0.3] }
es coherente mediante la ecuacion ([2.19)):

ur+ 3 il =uth+l3=1<1V
U+ il =u+tlb+l3=09<1V
u1+2#ilj:u3+l1+l2:1§1 v
ll—l-zjﬁlj:ll—{—uz—l—u?,:l.lzl v
b+ ulj=btur+uz=12>1V

B+Yuli=l+utu=11>1V
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Célculo de los limites de los intervalos de probabilidad condicionados
por Y = y1, y2 asociados al intervalo:

[lij, wij] 71 T2 3
v 0,01 03,03 [0,0.2]
v | [0,0.1] [0.4,0.5] [0.1,0.3]

A partir de las ecuaciones (2.32)) y (2.33) se obtiene:

l11 0
)

l1|1 = T +min{ug +ust,l—lia—lza—lza—l11}

l — l21 — 0.3 =0.6
2|1 lo1+min{uii14usi,1—lia—la2—I32—l21} 0.34+0.2 o

_ 31 _
l3|1 T Iai+min{uiituzi,1-li2—l22—l32—I31}

0,

— U1l _ 0.1 _
UL = Fméx{lzr Hat,l—uiz—uzz—usz—u11} . 0.1+03 0.25,

U = u21 = 0.3 = ]_
2I1 uz1+max{l11+131,1—u12—u22—u32—u21} 0.3+0 ’

_ u31 _ _ 02 __
uglr = uz1+max{li1+l21,1—ui2—uz2—uz2—u31} ~ 0.240.3 0'4’

_ l12 _
ll|2 T lLig+min{usaotuszz,1—l11—l21—l31—l12}

— l22 _ 4
l2|2 T lag+min{uiatuzz,1—-l11—la1—l31—l22} ~ 0.44+0.3 0.57,

laj2 = , L = s =0.14
I3o+min{uia+uoe,1—l11—l21—I31—I32} 0.14-0.6 ’
U2 = U12+méx{l22+132,1u*12117u217u317u12} = 0.104—10.5 = 0‘167
U2l2 = u22+méX{l12+l32,1uEZufumfuglfugg} = 0.50-;-50.1 = 0'8§7
ugl2 = u32+méx{l12+l2271u—3211—u21—u31—ugg} = 0.304;30.4 = 0.43.

Resumiendo:
{[ly1, wapl, [lons wzpnl, (131, usp ]} = {[0,0.25], 0.6, 1], [0, 0.4]},
{[l1j2, waja), [lap2s wapa), I3, uspp]} = {[0,0.16],[0.57,0.83], [0.14, 0.43] }.

Veamos que la probabilidad inferior P y la asignacién béasica de pro-
babilidad m de la siguiente tabla verifican las ecuaciones (3.3)) y (3.4)).
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{v} {a} {r} {v.a} {o,r} {a,;r} {v,ar}
P03 01 02 05 06 03 1
P|lo07 04 05 08 09 0.7 1
m | 03 01 0.2 0.1 0.1 0 0.2
Ecuacion ({3.3):
P(B)=)_m(A) P(B)= > m(A) VBCQ
ACB ANB#(D

Ecuacién (3.4):

La probabilidad inferior:
P({v}) =03=m({v}) v

P({a}) = 0.1 = m({v}) v

P({r}) =02=m({v}) v

P({v,a}) =0.5=0.3+0.1+0.1 = m({v}) + m({a}) + m({v,a}) v
P({v,r}) = 0.6 = 0.3+ 0.2+ 0.1 = m({v}) + m({r}) + m({v,7}) v
P({a,r})=03=0.14+02+0=m({a}) +m{r}) + m{{a,r}) v

B({’U, a,'r}) =1= Zwieﬂ m({wl}) v

La probabilidad superior:
P({v}) =0.7=m({v}) + m({v,a}) + m({v,7}) + m({v,a,7}) v
P({a}) = 04 =m({a}) + m({v,a}) + m({a,r}) + m({v,a,r}) v

P({r}) = 0.5 =m({r}) + m({v,7}) + m({a,7}) + m({v, a,7}) v

P({v,a}) = 0.8 = m({v}) + m({a}) + m({v,a}) +m({v,7})
+m({a,r}) + m({v,a,r}) v

P({v,r}) = 0.9 = m({v}) + m({r}) + m({v,a}) + m({v,7})
+m({a,r}) + m({v,a,r}) v
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P({a,r}) = 0.7 = m({a}) + m({r}) + m({v, a}) + m({v,r})
+m({a,r}) + m({v,a,r}) v

P{v,a,r}) =1 =3, com{wi}) v

La inversa de Mo6bius:
m({v,a}) =01=05-0.3—-0.1 = P({v,a}) — P{v}) — P({a}) v

m({v,r}) =0.1=0.6-0.3-0.2=P{v,r}) — P({v}) — P({r}) v
m({a,r})=0=0.3-0.1-02= P({a,r}) — P({a}) — P({r}) v

m({v,a,r}) = 0.2 = P({v,a,7}) — P({v,a}) — P({v,7}) — P({a,7})
+E2({v}) + E({a}) + E({r}) v

Ejemplo 3.4. Célculo de la extension regular asociada a Py a B = {w1,ws} a partir
de la ecuacion (2.7)):

{wi} {wo} {ws} {wi,we} {wi,ws} {ws,ws}

P 03 0.1 0.2 0.5 0.6 0.3
R({w1} | B) = R({wi.ws} | B) = P({wgg{fgz{m}) = o,
P;{wz}z 0w

Bt [ B) = B{wr s [ B) = 5 o) ~ 01103

Célculo de la inversa de Mobius:

m({wy,wp}) = R({wr,wa} | B) — B({wi} | B) — B({w2} | B) = 0.44,
m({wy,ws}) = R({wr, w3} | B) — B({wi} | B) — R({ws} [ B) =0,
m({ws,ws}) = R({wa, w3} | B) — B({w2} | B) — R({ws} [ B) =0,

m({wi,ws, w3}) =1 — R({w1, w2} | B) — R({wz, w3} | B) — R({wi1,ws} | B)
+R({w1} | B) + R({w2} | B) + R({ws} | B) = 0.
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