TRABAJO FIN DE GRADO
Curso 2021-2022

GRADO EN FisicA

Introduccion a la Cosmologia

Inflacionaria

Autora:

CARMEN EMBIL VILLAGRA

Universidad de Oviedo
Universida d'Uviéu
University of Oviedo

Tutor: Adolfo Guarino Almeida
Fecha de Presentacién: 16/06/2022



Indice general

[L. Gravitacidon y geometrial 4
[1.1. Los principios de la relatividad general y primeras definiciones . . . . 4
[L2. Derivadas covariantes . . . . . . . . ... ... Lo 7
L3 Curvatural . . . . . . .. .. .. 9
[L4. Ecuaciones de Einsteinl . . . . . . . . . . . ... oL 12

[2. Cosmologia y Big Bang| 14
[2.1. Introduccion a la Cosmologial . . . . . . .. ... ... ... ... .. 14

[2.1.1.  El Principio Cosmologico|. . . . . . . . . ... ... ... ... 14
[2.1.2. La métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker g/*"| . . . 15
2.1.3. Fcuaciones de Friedmannl . . . . ... .. ... ... ... .. 18
[2.1.4. Ecuacion de estado e interpretaciones| . . . . . . . . . ... .. 20
[2.2. Conceptos y problemas cosmologicos| . . . . . . .. .. ... .. ... 23
2.2.1. Definiciones| . . . . . . ..o 23
[2.2.2. Problemas del Big Bang| . . . . ... ... ... ... ..... 26

. Inflaciénl 31
[3.1. Introduccion al modelo inflacionario: la solucion a nuestros problemas| 31
[3.2. La fisica del periodo inflacionario, . . . . . . . ... .. ... ... .. 36

3.2.1. Condiciones necesarias en un modelo inflacionarial . . . . . . . 36
[3.2.2. La accion de un campo escalar: el inflaton| . . . . . . . . . .. 37
[3.2.3. Los parametros slow-rolll . . . . . .. ... ... ... ..... 40

[4. Perturbaciones cosmologicas y CMB] 44

[4.1. Perturbaciones Cosmologicas|. . . . . . .. .. ... ... .. ... .. 44
[4.1.1. Perturbando el campo escalar{ . . . . . ... .. ... ... .. 45
M.1.2. Perturbaciones de Ia métrical . . . . . . . ... ... ... ... 50

4.2, Conexiéon con las observaciones| . . . . . .. . ... ... ... .... 57
|4.2.1. Indices espectrales ng y nT| .................... 57
422, Conectandocon el CMBl . . . . ... ... ... ... ..... 60



B Modelos Tnfad o3

[A. Teoria clasica de campos en espacios curvos

AT

Gravedad pural . . . . . . ...

A2,

Gravedad y materia (escalar)| . . . . ... .. ... ... ... ...

A3,

Gravedad y radiacion| . . . . . . . . . ... ..o

A,

Gravedad, materia y radiacion| . . . . . . ... ... L.

[A5.

Constante cosmological . . . . . . . ... ... L.

[A.6.

Condicion tuerte de energia] . . . . . . .. . ... L.

11

65
65
66
68
69
70

73
73
75
78



Introduccion

En 1915 Einstein revoluciono el estudio de la gravitacién con su Teoria General
de la Relatividad. Desde entonces, la historia y evoluciéon de la cosmologia no ha
hecho mas que sorprendernos, y los esfuerzos de las cosmélogas y cosmoélogos han
estado en constante contacto con el desarrollo de nuevos y méas precisos dispositivos
experimentales (como por ejemplo, en la deteccién del fondo césmico de microondas
(CMB) con los satélites COBE, WMAP y Planck). Esto ha hecho, que este camino de
mas de un siglo haya sido sumamente dinamico y, por tanto, que esté compuesto por
numerosos errores y correcciones. Revisemos uno de los primeros, cuya rectificacion
dio lugar ni mas ni menos que a la hoy conocida como teoria del Big Bang.

Lo sorprendente, quizas para muchos, es que este error viene del propio Eins-
tein, que pese a haber postulado una de las teorias més exitosas del siglo, estaba
convencido de que el universo era finito y estdtico. Asi, introdujo por primera vez
la constante cosmolégica, a modo de fuerza repulsora que contrarrestara a la gra-
vitatoria provocando que el universo (segiun su teoria) no fuera dindmico. Fueron
otros, como Lemaitre o Friedmann, los que durante los anos 20 utilizaron el propio
formalismo de la relatividad general para ver que el universo en realidad si que era
dindmico, es decir que jel propio espacio-tiempo podia aumentar o reducirse! En
aquel momento Einstein lo calificé como ’abominable’ desde el punto de vista fisico;
sin embargo, los descubrimientos experimentales como el de Hubble en 1929 les die-
ron la razon a Friedmann y Lemaitre, obligando a Einstein a 'apagar’ la constante
cosmoldgica de su teoria. Mas tarde, él mismo reconocié esta como la mayor torpeza
de su carrera cientifica.

Sin embargo, anos mas tarde esta constante volvio a ser necesaria para explicar
por qué el universo se expande al ritmo que nos dicen las observaciones, relacionan-
dola con el concepto de energia oscura. Se asenté entonces la idea de que el universo
es algo en expansién, y que por tanto, si retrocedemos en el tiempo encontraremos
que todo estaba mas y més cerca y que, consecuentemente, el universo era mas y
méas denso y energético. Esto es precisamente lo que predice la teoria del Big Bang
(y no una gran explosion de materia en el instante inicial del universo) la cual des-

cribe con bastante acierto lo sucedido en nuestro universo hasta tiempos cercanos a



t ~ 10% s con el 'Big Bang Nucleosynthesis’ (BBN). Sin embargo, esta teoria tiene
sus limitaciones y falla para tiempos anteriores al BBN, dando lugar a los llamados
problemas del Big Bang. Estos son, precisamente, la motivacion de la teoria tratada

en esta memoria: la inflacién.
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Figura 1: Historia térmica del universo donde se muestran sus eventos més significa-
tivos. El significado de los acrénimos: LSS (Large-Scale Structure), BAO (Barionic
Acoustic Oscilations), Ta (Supernovas tipo Ia), QSO (quasars), Ly« (Lyman-alpha),

21cm (transicion del hidrégeno a 21cm).

El objetivo de este trabajo es mostrar la necesidad de postular una teoria in-
flacionaria como respuesta a los problemas del Big Bang y estudiar algunas de sus
consecuencias y posibles modelos que la describan. Para ello, en el primer capitulo
resumimos y presentamos los resultados de la relatividad general necesarios para en-
tender el trabajo. A continuacién, introduciremos los primeros conceptos propios de
la cosmologia del Big Bang hasta conseguir describir dos de los llamados problemas
del Big Bang. En el capitulo 3 abordamos la solucién a estos problemas desde el
modelo inflacionario y presentamos los pardmetros y conceptos necesarios para su
descripcion. A partir de ellos, en el cuarto capitulo, se realiza el tratamiento de las
perturbaciones cosmoldgicas que se originan durante el periodo inflacionario y que se
relacionan con la estructura a gran escala del universo. En el capitulo 5, presentamos
algunos de los modelos mas relevantes en el estudio la cosmologia. Finalmente, ce-
rraremos esta memoria con el capitulo 6, donde se describirdan brevemente varios de
los problemas abiertos a dia de hoy, asi como algunas de las lineas de investigaciéon

actuales en el marco de la fisica tedrica a altas energias. A modo de complemento



se incluye un apéndice con los resultados necesarios para describir la dindmica del

periodo inflacionario en el marco de la teoria de campos en espacio-curvos.



Capitulo 1

Gravitacion y geometria

Nuestro objetivo en esta seccion es hacer un pequeno resumen de los resultados
derivados de la Relatividad General necesarios para desarrollar el resto del trabajo.
Empezaremos presentando los primeros principios y cambios generales de coorde-
nadas; después, introduciremos varios conceptos y desarrollos del calculo tensorial
para poder dar una definiciéon rigurosa del tensor de curvatura de Riemann. Tras
estudiar sus propiedades llegaremos a la definicién del tensor de Einstein y la propia
ecuacion de Einstein. Esta ecuacion es crucial en el estudio de sistemas gravitatorios
ya que conecta el tensor de Einstein con el contenido de materia y energia del uni-
verso a través del tensor energia-momento. Finalmente, nos centraremos en el caso
del fluido perfecto que sera de gran importancia en préoximas partes del trabajo.

Este capitulo debe servir a modo de recordatorio y en ningiin momento pre-
tende ensenar la relatividad general desde cero a alguien que nunca haya tenido
contacto con el tema anteriormente. Se han seguido el razonamiento y los resultados

expuestos en [1] [2] v [3].

1.1. Los principios de la relatividad general y pri-

meras definiciones

Comencemos este capitulo introductorio presentando el Principio de la Re-
latividad General o principio de covarianza general, que reza:

Las leyes de la naturaleza son invariantes bajo transformaciones generales de
coordenadas (t.g.c.).

Este principio implica entonces que, si conocemos las leyes de la fisica en un
espacio localmente inercial (un espacio plano) entonces las conocemos también en
un espacio curvo general. Para describir este espacio tiempo denotamos las coor-

0

denadas x# = (2°, 2!, 2%, 23) con indices griegos cuando hablemos de coordenadas
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espacio-temporales e indices latinos para coordenadas espaciales. En concreto, nues-

0

tras coordenadas seran ° = ct y ¥ = (x', 2% z®) temporal y espaciales respectiva-

mente. Entonces, sabemos que un cambio general de coordenadas es de la forma

ox'* 0 Jxf 0 ox'*
da'" = dz” = 0 . 1.1
’ oxr Y am T fwmare [ Ox” } 7 (1.1)
Por otro lado, se define el elemento de linea como
ds® = g, dztdz” (1.2)

siendo g, nuestra métrica espacio-temporal. Esta cantidad es una de las claves
tanto en relatividad general como en teorias de campos. Mas adelante veremos que,
al tratarse de una expresioén con todos sus indices contraidos, seré invariante bajo las
t.g.c. descritas en Notar que durante el resto del trabajo se utilizara el criterio
de Einstein para la suma de indices repetidos.

Una vez introducidos estos primeros conceptos presentamos el Principio de
Equivalencia:

Se considera una particula moviéndose bajo la influencia de fuerzas puramente
gravitatorias. Entonces, existe un sistema de referencia local en caida libre con base

0% = ey dat tal que:

ds® = Gudrtdx” = nabéaéb (1.3)

donde 74 es la métrica de Minkowski y g, (x) = ef(z)el(z)nq. O visto de una
manera menos matematica, el principio de equivalencia nos dice que, a nivel local,
las leyes de la naturaleza no distinguen entre un sistema puramente gravitatorio
y un sistema que esta acelerando uniformemente. Esta es una de las bases de la
relatividad general y fue considerada por Einstein como una de sus ideas mas bri-
llantes. Basicamente lo que nos esta queriendo decir es que jla gravedad no es mas
que geometrial

Una vez introducidos estas primeras ideas fisicas es momento de presentar
un poco de céalculo tensorial. Muy posiblemente esta sera la parte mas arida del
trabajo pero puede ser de gran utilidad para los lectores que necesiten refrescar la
memoria o que quieran comprobar los conceptos que son necesarios para el resto del
trabajo. Empezaremos definiendo lo que es un tensor; la forma adecuada de hacerlo
-y que puede llegar a resultar bastante absurda la primera vez que se escucha- es
que 'un tensor es aquello que se transforma como un tensor’. Lo mismo sucede con
los vectores y escalares. Veamoslo:

En primer lugar, los escalares se caracterizan por no sufrir cambios bajo t.g.c.

Por otro lado, un vector covariante V,, (resp.contravariante V*) es aquel que se
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transforma bajo t.g.c como:

v s
% Ou V., <resp. VH = Ou V”) . (1.4)

T dav

A partir de estas dos expresiones podemos ver que las cantidades con indices con-
trafdos: UPV, = U™V, son invariantes bajo t.g.c., comprobando que el elemento
de linea [1.2| no cambia bajo t.g.c. Ademds, para pasar de un indice covariante a
uno contravariante y viceversa basta con multiplicar por la métrica de la siguiente

manera:

Vi=9,V" y VF=g"V, . (1.5)

Si aplicamos este razonamiento dos veces a un mismo vector, concluimos que enton-
ces: g" g, = Ok.

Por otro lado, los tensores son aquellos objetos que se transforman de forma

multilineal bajo t.g.c. Ademds, siendo Rf, Si, Bf, T}’ y A, # 0, tensores y «, 3

escalares, cumplen las siguientes propiedades:

» Linealidad: T} = aRY + 35S es un tensor.
= Producto directo de tensores: T, = A, Bl es un tensor.

s Contracciéon de indices de un tensor: TH = T# p”p es un tensor.

Finalmente, presentamos las densidades tensoriales, que se definen como aque-
. . / .
llas que se transforman bajo t.g.c. con potencias de %—z‘ es decir, de la forma

ox’'

ox

w
ox* 0x° p
ox'P Ox'v = °

T =

(1.6)

donde se asume que |%—€’ > 0 y al exponente W se le denomina 'peso’. Son especial-
mente relevantes en este campo, un ejemplo de ello es el caso del determinante de
la métrica (con W = —2): mientras en relatividad especial tenfamos que le métrica
de Minkowski 7., era invariante bajo transformaciones de Lorentz, en el caso de la

relatividad general se tiene que:

-1

oxP 0x° o' Oz
/ — — (o _— = | — 0 17
Gy oz’ Ox'v po Y ox ox' 7 (1.7)
o en términos de densidades
ox'| 2
/ = | — . 18
g 5 |9l (1.8)




Ademas, si combinamos este resultado con el del elemento de volumen d*z (W = 1):

oxr’'

d4 A e
o ox

d*z (1.9)

conseguimos construir una cantidad invariante bajo t.g.c: 1/|g|d*z, la cual, no es
ni mas ni menos que el elemento de volumen invariante bajo t.g.c. en relatividad
general. La ecuacién ((1.9)) puede leerse también como el Teorema Fundamental del

Célculo Integral.

1.2. Derivadas covariantes

Dedicaremos esta seccion a introducir los elementos necesarios para definir
una derivada covariante en relatividad general. Tal y como mencionamos con las
propiedades de los tensores, la derivada parcial de un tensor 9,V" = %V” no es

un tensor, pese a serlo por separado 9, y V”. Explicitamente vemos:

a _, Ox? 0x™ 0 oxP Oz
V= Ve Ve . 1.10
Ox'™ Oz’ 0x? JxP /+ O’ QxPOx® (1.10)
Te:lgor Térm;lg extra

Por ello, necesitamos definir un nuevo operador V, al que llamaremos derivada
covariante y que; al aplicarlo sobre un tensor cualquiera V,V" produzca un ten-
sor. Esta eleccion no es nada trivial y merece que dediquemos unos parrafos a su
discusion.

En cualquier espacio geométrico tenemos varios ’artefactos’ que nos dan in-
formacion acerca del mismo. La métrica g,, nos indica como medir distancias y
angulos, mientras que, donde viene codificada la informacion de la curvatura es en
la conexién afin I'),. En principio, estas dos cantidades no tienen por qué estar
relacionadas y pueden ser independientes la una de la otra. Lo que si podemos hacer,

en general, es separar la conexion afin en una parte simétrica y otra antisimétrica

e, =10(9) +1%, . (1.11)

Nos hemos adelantado en la notacién para hacer notar que la parte simétrica I';,,(g)

puede relacionarse con la métrica mediante la llamada conexiéon de Levi-Civita

1 (o8
T1(9) = 597" (Ougur + 0ugau — Orguw) (1.12)

mientras que 777, es la parte antisimétrica a la que denominaremos torsion:
p_TP _TP
v, =1, -1, . (1.13)
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Veamos una de las utilidades de esta cantidad. Como ya adelantabamos, en
la conexién afin se codifica la curvatura de nuestro espacio-tiempo y por tanto
esta directamente relacionada con la descripcién de curvas en el mismo. Un ejemplo
de esto, y de vital importancia, son las trayectorias de particulas libres, llamadas
geodésicas. Estas se definen como el transporte paralelo del vector tangente de V*:
Vi = % a lo largo de una curva x”()A). De hecho, la ecuacién de las geodésicas

viene dada por

d?at dx? dx?
p—-— =0 1.14
dN? Rz d\ d\ ( )
donde A es el pardmetro afin de la curva. Veamos ahora qué sucede si realizamos

una t.g.c. sobre la conexion afin que acabamos de describir:

oo ox'? dz* Oz¢ . 0x'P O*a°
W Qae Qak Qav N Jxo Jardxv,
VvV Vv

Tensor Términos extra

(1.15)

y es que esta no se transforma como un tensor. Sin embargo, en este caso, el término
problematico no depende de la propia conexién sino que solo dependera de los cam-
bios de coordenadas y sus derivadas, de manera que sera el mismo para todas las

conexiones. Esto nos permite asegurar que, si definimos nuestra derivada covariante

Comdﬂ

V.V =8,V T VP (1.16)

al hacer un t.g.c. sobre la misma, los términos extra provenientes de la conexién se
cancelaran siempre con los que vienen de la derivada parcial 0,; dando lugar asi a
una cantidad V,V" que si se transformard como un tensor
dxf dx™
VIV = —V, V7. (1.17)
K ox'* Qx°

Una vez definida esta cantidad, podemos introducir el postulado de la métri-

ca, este se cumplird en aquellos espacios en los que V,¢g"” = 0 para todo observador
(también suele decirse que 'la derivada covariante V, compatible con la métrica’).
Esto tiene una implicacién directa en nuestra geometria y es que ahora la conexién
de nuestro espacio es simétrica y coincide con la conexién de Levi-Civita. De esta
manera, tras imponer este postulado, pasaremos a trabajar en espacios sin torsion,
o lo que suele denominarse como geometria Riemanniana. En resumen, de aqui en

adelante tendremos que:

INotar que en el caso covariante se definird como V,V, = 9,V, — FZ pr.



=0 , It =IM(9) vy It =T0,. (1.18)

Esta puede parecer una elecciéon bastante restrictiva, sin embargo, la mayoria de
sistemas fisicos 'viven’ en una geometria Riemanniana y es una asuncién que casi

siempre se hace cuando uno trabaja con relatividad general.

Una vez realizada esta matizacion veamos algunas de las propiedades mas

destacables que cumplen las derivadas covariantes:

Linealidad: V,(aR: + BSY) = aV R + VS

Regla de Leibniz: V,(A*B*) = (V,A*)B* + AX(V ,B).

Contraccién de indices: V, T} = 9,TH + Th T)".

Compatibilidad con la subida y bajada de indices: V, V¥ = ¢"*V,V, conse-
cuencia directa del postulado métrico.

Finalmente, cerraremos la seccién estudiando qué sucede con los gradientes y

las divergencias tras haber definido esta nueva derivada covariante (|1.16)).

» Fl gradiente de un escalar no es mas que su derivada parcial: V,S = 9,.S.

= El rotacional de un vector covariante como puede ser el caso del tensor elec-
tromagnético: F, = V,A, -V, A, = 0,A, — 0,A, ya que en un espacio sin
torsién las contribuciones de los simbolos de Christoffel cancelan debido a su

simetria. Es decir, se obtiene el mismo resultado que en un espacio plano.

» Finalmente, la divergencia de un vector contravariante: V,V# = 0,V +
% g"?0g,,,V* puede manipularse hasta llegar a la siguiente expresién V,V# =

ﬁau [\/ |g|V“] . Los detalles de este célculo pueden encontrarse en cualquier

texto como [2].

1.3. Curvatura

Estamos en condiciones de estudiar ahora la dinamica del espacio-tiempo, una
de nuestras principales misiones sera describir su curvatura. Hasta que Einstein
introdujo la relatividad general, toda la fisica de la gravitacion se habia hecho en
términos locales con una geometria plana (descrita por la métrica de Minkowski). Por

ello, conseguir describir la curvatura de un espacio-tiempo sera totalmente crucial



y para ello, usaremos varios conceptos definidos en el contexto de la geometria
diferencial como es el tensor de curvatura o tensor de Riemann:

R, s =000, — 0,10, + rgkrga — rgArjw (1.19)

”w
que no es mas que una generalizacion de la curvatura de Gauss de una superficie a
variedades de dimensiones arbitrarias. Vemos que, efectivamente se transforma como

un tensor:

Ror Oz Ox° Ox'P Ox”
we T Qg Qv Q¥ Qxte N T

Es importante notar que, al estar trabajando en un espacio sin torsién, el tensor

(1.20)

de Riemann esta determinado tinicamente por la métrica y sus primeras y segundas
derivadas. Puede demostrarse que es el tinico tensor de este tipo que ademas es lineal
en sus segundas derivadas.

El sentido fisico de este tensor es que nos permite identificar si, dada la métrica
de un espacio tiempo g, (x) cualquiera, existe o no un campo gravitatorio no trivial.
Un ejemplo de esto es comparar la métrica de Minkowski escrita en coordenadas

esféricas:

-1 0 0 0
0 1 0 0
L= 1.21
e 0 02 0 (1.21)
0 0 0 r2%sin’6

con la de un agujero negro con —g;; = g,., para notar que no basta con la expresién
de la métrica y de la conexién para saber si un espacio-tiempo es curvo o no.

La respuesta a esto es que para que un espacio-tiempo sea plano se necesita
que R, 7, se anule (sabemos que entonces lo hard para cualquier observador); y que
debe existir un punto X en el que la métrica en ese punto g, (X) tenga un autovalor
negativo y tres positivos (al igual que 7,,).

Uno de los enfoques que se toman desde la relatividad general para definir el
tensor de Riemann es verlo como el factor resultante de la no conmutacion de las

derivadas covariantes:

Vu, V|V =R,V (1.22)

Es interesante notar la analogia con el electromagnetismo descrito desde la teoria
de campos. Esta teorfa explica la dindmica de los fotones (A4,,) y estd descrita por
su field strength, el tensor F),, = 0,A, —0,A,. La derivada covariante de un campo

cargado (supondremos con carga unidad) en esta teoria se define como:
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Dy =00+ A (1.23)

y cumple la siguiente relaciéon

[D,, D¢ = F,¢ . (1.24)

Si hacemos las siguientes comparaciones: I, <> A, V, < D,y R, °, < F,

tenemos que el field stregth de la teorfa gravitatoria (R,,”,) cumple una relacién
equivalente. Esto es debido a que ambas son teorias gauge: el electromagnetismo
en U(1) y la relatividad en SO(1,3). Aunque no nos meteremos en mas detalle, es
interesante mencionar esta relacion.

Estudiemos ahora algunas de las propiedades del tensor de Riemann que seran

cruciales en lo que queda de seccion. Para ello, serda mas comodo describirlas con los

R . _ A
cuatro indices abajo: R, = gp,\RW o
» Simetria: Rp0 = Rpopw-
» Antisimetria: R0 = —Ruppe = —Ruvop = Rujop-

» Ciclicidad: Ry p0 + Rppvo + Rupue = 0.

Estas propiedades nos serviran de gran ayuda para definir las siguientes canti-
dades y sus propiedades. Se define el tensor de Ricci a partir del tensor de Riemann

CcO1mo:

Ry, = R)\u)\u = 9" Rppov (1.25)

el cual, por la propiedad de simetria del tensor de Riemann cumple: R, = R,,, es
decir, es simétrico.

De la misma forma se define el escalar de Ricci

R=R!'=g"R,, . (1.26)

Notar que estos dos ultimos objetos son la tinica posibilidad de definir un tensor y
un escalar, respectivamente, a partir del tensor de Riemann; ya que, por la ciclicidad

de R,,,, no hay ningin otro vector que pueda formarse como:

1
PR =0 . (1.27)

Vgl

Ademas de las propiedades algebraicas que acabamos de mencionar, el tensor

de Riemann también satisface la identidad de Bianchi:
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A 4L V,R A =0

wy o wy o )

ViR, s =0 VR, , +V,R

o (1.28)
la cual vuelve a ser una expresion andloga a la ley de Gauss-Faraday del electro-
magnetismo. Si ahora tomamos trazas sobre (v, \) obtenemos

VHRPO' - vaua + v/\RpuAg =0 y (129)

si volvemos a tomarlas, esta vez sobre (p, o) se llega a que

1
V., [R“” — 59’“’]%} =0. (1.30)
Es a partir de esta relacién que se define el tensor de Einstein:
1
G = R" — 59’“’R . (1.31)

Que, como acabamos de ver, se conserva siempre debido a las propias simetrias del

tensor de curvatura.

V,.GH =0 | (1.32)

Si recordamos el Teorema de Neother, este nos dice que la existencia de una
simetria en una teoria implica que existe una corriente que se conserva. En el caso
de la relatividad general las simetrias bajo difeomorfismos (traslaciones en el espacio

tiempo) implican la conservacién del tensor energia-momento 7TH".

vV, T =0. (1.33)

1.4. Ecuaciones de Einstein

Cerraremos este capitulo presentando las ecuaciones de Einstein. Estas son las
ecuaciones de movimiento que gobiernan la evoluciéon de un sistema gravitatorio;

relacionando geometria (G,) con materia (7),,)

Gm/ = k2T,u1/ ) (134)
siendo k? = 871Gy y k7' = m, = 2,4 - 10"®GeV la masa de Planck reducida.

Recordemos que el tensor energia-momento (7),,) codifica la informacién del tipo de
materia en espacio-tiempo que estamos considerando.

Una manera alternativa de expresar esta ecuacion es tomar trazas y sustituir
en las ecuaciones y para dar con una forma alternativa en funcién del
tensor de Ricci:
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Pero para poder utilizar las ecuaciones de Einstein en cualquier sistema, nece-

1
R, =k {TW — —gm,T} : (1.35)

sitaremos conocer el tensor energia-momento, o lo que es lo mismo, el tipo de materia
que tenemos en nuestro espacio-tiempo. En el caso de la cosmologia, se suele mode-
lar la materia del universo como un fluido perfecto E| bajo un campo gravitacional.

La expresiéon de su tensor energia-momento es

T = Pg" + (P + p)UU" | (1.36)

con P la presién, p la densidad de materia y U* la 4-velocidad. Esta 4-velocidad no
es arbitraria, sino que estd normalizada: |U|* = ¢, U*U” = n,,UU° = —1 donde
U® = e U". Notar que se estan utilizando los indices griegos para referirnos a un
espacio curvo e indices latinos para espacios planos. Dada esta expresion podemos

tomar su traza encontrando que:

T=3P—p. (1.37)

Tal y como explicaremos en las siguientes secciones, la presiéon y la densidad de
materia suelen relacionarse mediante una ecuacién de estado f(P, p) = 0. Un ejemplo
muy conocido y que serd clave en el desarrollo del modelo inflacionario es la ecuacién
de estado P = —p < 0.

Otra caracteristica importante de cualquier tensor energia-momento es la men-
cionada al final de la seccién anterior aunque no esta demas recordarla. Debido a las
propias simetrias del espacio-tiempo se tiene que la derivada covariante del tensor

de Einstein se anula y, por tanto, por virtud de las ecuacion de Einstein se tiene que

v, " =0 (1.38)

es una corriente conservada siempre. Llegados a este punto y después de todo este

despliegue de resultados, estamos ya en condiciones de hablar de cosmologia.

2Se considera perfecto a un fluido isotrépico en su sistema de referencia en reposo.
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Capitulo 2
Cosmologia y Big Bang

Este capitulo revisa la cosmologia del Big Bang previa a la propuesta de una
teoria inflacionaria. Se empieza enunciando el principio cosmologico y como este se
plasma en la definicién de la métrica de Friedmann-Robertson-Walker para acabar
llegando a la presentacion de los problemas del Big Bang mediante el uso de la
relatividad general y le teoria clasica de campos. Es importante prestar especial
atencién a la seccién 2.2, ya que el siguiente capitulo es una continuacion directa de

la misma y sera necesario tener bien afianzados los conceptos que alli se presentan.

2.1. Introduccion a la Cosmologia

En esta seccién introduciremos el estudio de la cosmologia desde el formalismo
de la relatividad general que acabamos de revisar. Para ello, reflexionaremos sobre el
principio cosmolégico y entenderemos por qué la métrica de Friedmann-Robertson-
Walker es la mas general que cumple las condiciones de homogeneidad e isotropia que
postula este principio. A partir de esta métrica resolveremos la ecuacién de Einstein
para obtener las llamadas ecuaciones de Friedmann. Con ellas, entenderemos la
dindmica de nuestro universo a grandes escalas -modelando su contenido como un
fluido perfecto- y comprobaremos que depende de su composicion; es decir, de si

estd dominado por materia, radiacién o por el propio vacio.

2.1.1. El Principio Cosmolégico

En este apartado se derivara la métrica utilizada en cosmologia: métrica de
Friedman-Robertson-Walker (FRW).
Esta eleccion no es arbitraria, sino que procede de la necesidad de postular el

conocido como principio cosmoldgico, que postula que nuestro universo a grandes
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escalas es isétropo y homogéneo. Esta aproximacion se hizo en un primer momento
por mera simplicidad; pero, con el desarrollo de nuevos y més precisos aparatos
de medida, se acabd constatando experimentalmente con las observaciones a gran
escala del Cosmic Microwave Background (CMB).

Es obvio que en distancias pequenas el universo no se caracteriza por su homo-
geneidad: no es lo mismo el centro del sol que el vacio entre galaxias. Sin embargo,
si se estudia a grandes escalas, podemos considerar que las variaciones locales de
densidad se compensan entre si, de manera que se pueden estudiar las propiedades
del universo como las propiedades de ese espacio homogéneo e isétropo que tanto
nos conviene.

Sin embargo, este ansatz no es valido para todo el espacio-tiempo en su con-
junto (lo que serfa denominado como el principio de copérnico), sino que solo aplica
a las componetes espaciales, dejando que nuestro universo -como todos sabemos-
evolucione con el tiempo. Lo que seria restringir el principio de Copérnico a su parte
espacial.

Aclaremos el significado de estas dos propiedades que le impondremos a nues-
tro universo a grandes escalas. La isotropia es caracteristica de un punto e implica
invarianza bajo rotaciones, mientras que la homogeneidad es la invarianza bajo
traslaciones. Si bien es cierto que no existe una relacién necesaria entre ambos con-
ceptos, la isotropia en todo punto del espacio implica la homogeneidad. Un espacio,

o variedad que cumple estas condiciones se dice maximamente simétrico.

2.1.2. La métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker gifW
De esta manera nuestro espacio tiempo es de la forma R x>, donde R representa

nuestro espacio temporal y ¥ un espacio homogéneo e isétropo. Por ello, podremos

tratar el universo como si tuviéramos una capa (o ’slice’) 3-dimensional ¥ para cada

tiempo dado. Esto puede traducirse en un elemento de linea de la siguiente forma:

ds® = —dt* + a*(t)do?, (2.1)

Siendo la funcién a(t) la que codifica la evolucién temporal de la parte espacial y do?
el elemento de linea del espacio ¥ maximamente simétrico. Si quisiéramos que nues-
tro espacio completo en 3+1-dimensiones fuera maximamente simétrico, estariamos
en un espacio llamado de Sitter, del cual hablaremos mas adelante. Primero, es-
tudiemos la métrica del espacio 3-dimensional en términos de unas coordenadas

generales (u', u?, u?)
do?® = v (u)du'du’. (2.2)
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Y es lo que se dice una 3-variedad maximamente simétrica. Estas coordenadas
que hacen que no tengamos términos cruzados entre la parte temporal y espacial,
y que todos las componentes de la parte espacial dependan de la misma funcion de
t, se llaman coordenadas coméviles. Solo un observador que se mantiene constante
en las coordenadas u’ observard un universo isotrépico. Puede estudiarse que para
una n-variedad maximamente simétrica con una meétrica ~y; el tensor de Riemann

puede escribirse como:

® Rii; = k(vinvis — 1i5%ik)- (2.3)

Utilizamos el superindice ) para indicar que nos referimos a tensores asociados a
la métrica tridimensional y no del espacio-tiempo completo. Por tanto, tenemos que

el tensor de Ricci es de la forma:

Consideramos ahora que, al tratarse de un espacio maximamente simétrico, en
concreto serd esféricamente simétrico, al igual que en la métrica de Schwarzschild.
Por ello podemos heredar el resultado (cuyo desarrollo detallado puede encontrarse

en [1]) y escribir nuestro elemento de linea como:

do? =y (w)dutdu” = e dr® + r2dQ?, (2.5)

siendo d©2? la métrica usual en la dos esfera. [[] También conocemos explicitamente
los elementos del tensor de Ricci para esta métrica (como se hace en un curso de

GR cuando se trabaja con la métrica de Schwarzschild):

2
®R,, = ~0. G Ry = e 2 (ro,3 — 1) + 1 G Ryp = Rppsin®0  (2.6)

Podemos combinar ahora estas expresiones con la derivada de la métrica méxi-
mamente simétrica (2.4)). Al hacerlas coincidir obtenemos una expresién para la

funcién S(r):

B(r) = —gin(1 — kr? 2.7)

y recuperando la expresién ([2.5)), nuestro elemento de linea para la parte espacial

puede entonces expresarse de la siguiente manera:
o dr?

1 —kr?
1d0? = d6? + sin® @d¢ con 6 € [0, 7] y ¢ € [0,27]

do?

+ 72(df* + sin® Od¢?). (2.8)
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Dada su definicion, sabemos que el valor de k esta relacionado con la curvatura
del espacio, y por ello, el tamano de estas hiper-superficies espaciales. Es usual

normalizar este valor de manera que:

ke {+1,0,—1} (2.9)

y el "tamano”de la variedad se absorbe en el factor de escala. Por ello, es mas comun

trabajar con una métrica en la que el factor de escala es adimensional, la coordenada

r tiene dimensiones de distancia y el pardmetro de curvatura k de distancia=2. Para
llegar a una métrica con estas caracteristicas es necesario realizar los cambios
a(t k
a(t) — alt) , roAklr oy ko — (2.10)

VK| ||

que dejan la métrica invariante. De manera que, recuperando la expresién ([2.1)),
obtenemos una métrica que describe la evolucién temporal de hiper-superficies es-
paciales maximamente simétricas. Esta es la denominada métrica de Friedman

Lemaitre Roberson Walker (FLRW):

2

2_ 2 2
ds® = —dt* + a*(t) T

+ r?(d6” + sin® Odg?) (2.11)

Tal y como hemos deducido esta expresién, podemos afirmar que esta métri-
ca es la Unica y més general que cumple estas caracteristicas de homogeneidad e
isotropfia.

Existen distintos casos que caracterizan el espacio dependiendo del valor de k.
El caso k = —1 se corresponde con una curvatura negativa de ¥ y se le denomina
abierto; cuando k = +1 se dice que el espacio es cerrado y se corresponde con una
curvatura positiva de X; mientras que k£ = 0 modeliza un espacio ¥ sin curvatura.
Veamoslo con un poco de detalle analizando la parte espacial de nuestra métrica:

do?.
s k= 0: La métrica de ¥ es:

do® = dr* + r?dS, (2.12)

que no es mas que la métrica del espacio Euclideo en coordenadas esféricas.

s k = 1: Podemos definir el siguiente cambio de variable: r = sin x para reescribir
do como:
do® = dx* + sin® xd2, (2.13)

la métrica de una 3-esfera.
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s k = —1: Este ultimo caso es el mas dificil de visualizar y basta con tomar
r = sinh ¢ para ver:
do® = dip* + sinh® 1dQ (2.14)

que es lo que se denomina un espacio hiperbdlico.

2.1.3. Ecuaciones de Friedmann

Llega el momento de resolver las ecuaciones de Einstein asociadas a esta métri-
ca (seguiremos el desarrollo presentado en [1]); pero antes de adentrarnos en el
calculo ya podemos predecir -observando la métrica FRW- que lo que obtendremos
serdn ecuaciones para nuestro factor de escala a(t). Para ello nos sera tutil escribir

explicitamente las componentes del tensor de Ricci para la métrica de FRW:

Ry = —3°,
a
ad + 242 + 2k
Ry = —— = T2
1 1 — kr2 ’

Rog = r*(aii + 24° + 2k)
Rss = r*(ad + 24* + 2k) sin 6°

Donde a y a son la primera y segunda derivada del factor de escala en funcion del

tiempo respectivamente: a = % y 4= %. Mientras que el escalar de Ricci es:

6, . .
RZE(aajLaQ—i—k) : (2.15)

Ahora habra que considerar qué clase de sistema queremos estudiar. En primer
lugar, sabemos que el universo no esté vacio por lo que habra que escoger un tensor
energia-momento que modele la materia y energia del universo. Tipicamente, se elige
el fluido perfecto descrito en la ecuacion . Recordemos que, por definicién, es
un fluido isotrépico en su sistema de referencia en reposo. Si recordamos, habiamos
definido la métrica FRW para un observador comévil que era el tnico que podia
observar un universo isotrépico. Es claro que, este mismo observador sera también
el que verda un fluido isotrépico y por ello el fluido estard en reposo en nuestras

coordenadas. Tenemos entonces la cuatrovelocidad normalizada:

U* = (1,0,0,0) (2.16)

y el tensor energia-momento:
Ty = Pgu + (P +p)UU, (2.17)
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que escrito en forma matricial es

—-p 0 0 O
0
T = . 2.18
a 0 0;; P (2.18)
0
por lo que su traza
T=T/=-p+3P , (2.19)

y ya tendriamos todo lo necesario para resolver la Ecuacion de Einstein descrita en
(1.35)) directamente en funcién de las componentes del tensor de Ricci y el tensor
energia-momento. Se obtiene para las componentes uv = 00:

—32 — 47G(p + 3P). (2.20)
Y para puv =1j:
a a k
-—+2( - 2— =4nG(p — P). 2.21
“r2(2) vk = nGlo- P) (2:21)

Si despejamos el término £ en ([2.20) y lo introducimos en (2.21)) conseguimos
eliminar los términos de segundo orden y obtenemos las ecuaciones:
i 4nG (a> > srG k

= P =, = 2.22
: (b+3P) ¥ - (222)

Conocidas como las Ecuaciones de Friedmann, modelan los llamados uni-
versos de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Serd muy interesante de cara al
resto del trabajo definir algunos parametros ampliamente utilizados en cosmologia
a partir de estas ecuaciones.

En primer lugar se denomina parametro de Hubble al ratio de expansion :

a

H = - (2.23)

Por lo que a partir de esta definicién podemos reescribir las ecuaciones de Friedmann

en funcién de H:

. i 4nG
H+H2:g:—ﬂT(p+3P) , (2.24)
. 2
o (o) _8G k
e () -5, 1] o2
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Notar que a(t) es una cantidad adimensional por lo que, si queremos hacer medicio-
nes o predicciones asociadas con este factor, tendremos que utilizar combinaciones
de a, a y a.

Otra cantidad muy interesante sera el pardmetro de densidad:

8rG P
N 3H2p - Perit
Con p..; 1la llamada densidad critica. Recibe este nombre puesto que, si reescribimos
la segunda ecuacion de Friedmann en funcion del pardmetro de densidad se

obtiene:

(2.26)

k

Q_1:H2a2

(2.27)

El denominador esta elevado al cuadrado, por lo que vemos que el signo de k (que
como ya discutimos, determina la geometria del espacio-tiempo en el que estamos)

depende tnica y exclusivamente de si 2 <1, 2 =10 Q> 1. O lo que es lo mismo:

pP<pait < Q<1 <= k=-1 <= Geometria hiperbdlica
P=pait <— Q=1 <— k=0 <+ Geometria plana
P> Pt = OQ>1 «—= k=1 <<= Geometria esférica

2.1.4. Ecuacién de estado e interpretaciones

Aplicaremos lo aprendido en el capitulo 1 de relatividad general y utilizaremos
la conservacion del tensor energia-momento V, 7" = 0 a nuestro fluido perfecto
para dar mds informacién acerca del factor de escala a(t). Obtenemos la llamada

ecuacion de continuidad:

p+3g(,0+P) ~0 . (2.28)

La cual puede verse también como la primera ley de la termodindmica, donde iden-

3

tificamos V' = a3 como el volumen y U = pa® como la energia del sistema:

dU = —PdV = d(pa®) = —Pd(a®) . (2.29)

Sera crucial llegados a este punto encontrar una ecuacién de estado que rela-
cione la densidad p con la presién P: f(p, P) = 0.
Hay varias maneras de obtener esta ecuacion de estado, una de ellas es recurrir

a la fisica estadistica, en la que estudiamos el comportamiento de gases ideales
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clésicos (fluidos perfectos) con un nimero N >1 de particulas. Sabemos que un

sistema de estas caracteristicas esta descrito por el Hamiltoniano:

N
H=X\) [ . (2.30)
=1

De esta manera, utilizamos la colectividad canénica para modelar el problema.
Calcularemos la funcion de particién a partir del Hamiltoniano por lo que tendremos

que irnos al espacio de fases y sumar sobre todos los posibles microestados:

_ L / L -msl 94| dp, ... dpx dqi...dGy = E (Z / e”'ﬁ”adﬁ)N
NUJ w3V ’ —— N\ 1} ’
—VN
- (2.31)
Donde, hy = AzAp es un factor normalizador (tamano de la celda), 5 codifica el
cambio del nimero de microestados con la energia y N es el nimero de particulas.
Para igualar dqi...dgy hemos utilizado la suposicion de que estamos trabajando con

un gas ideal (sin interacciones entre las distintas particulas). Ahora, evaluando la

Z= % (%34” (é) r (%) (5A)3/a>N (2.32)

De esta manera podemos obtener una expresién para la densidad de nuestro sistema

integral:

teniendo en cuenta que p = % y 3= %:

— olnZ 3N SNET
T _ _ _ oNEL 2.33
ap af =P aV ( )

Por otro lado, sabemos que dado un sistema con parametro externo V', su

fuerza generalizada es

— 10lnZ
P_E oV

de manera que obtenemos la siguiente ecuacion de estado que nos relaciona la presion

= PV = NkT (2.34)

de nuestro sistema P con su densidad p

P=—p=uwp| . (2.35)

En la que normalmente se define: w = §. Sustituyendo en ([2.28)) obtenemos:

p a
- =-=3(1 - 2.36
L= B (2.36)

por lo que integrando tenemos la relacién:
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pox a 304 (2.37)

Dada esta expresion podemos introducirla en la primera ecuacién de Friedmann

(2.24) para deducir la forma de este factor de escala:

t2/(3(1+w)) -1
a x w1 (2.38)

ettt w=1

Llegados a este punto veamos qué informacion fisica nos dan estas ecuacio-
nes. En el universo existen tres tipos de fluidos conocidos: radiaciéon, materia no-
relativista y el vacio. Si la energia que se intercambia entre ellos es despreciable,
entonces todos ellos por separado deben de cumplir la ecuacién de estado :
p; = w; P; para i = {rad, mat, A}.

Para estudiar los dos primeros casos sera especialmente 1til recurrir a la ecua-
cion del Hamiltoniano con el que empezamos este razonamiento y recordar

—a
que w = 3.

» Sia =1 entonces vemos que H o |p] y por tanto describe un sistema relativis-
ta, dominado por fotones; es decir, que en este escenario estamos modelando

radiacién. Y se obtienen las siguientes relaciones wy..q = % ypoxa?

= Si a = 0 estamos en el caso no-relativista, en un universo dominado por

materia (bariones y materia oscura). En este caso w =0y poca™

= El caso del vacio se corresponde con la ecuacion de estado P = —p, lo que
implicaria w = —1. Esto es lo que se denomina un espacio de Sitter que,
como ya adelantamos en la seccién [2.1.2] es maximamente simétrica en 3+1-
dimensiones. Se caracteriza precisamente por tener esa ecuacion de estado

— Ht _
(P = —p) con p es constante y a oc e de manera que H = ¢ es constante.

Esta expresion del factor de escala se deriva de la ecuacién de movimiento
del campo escalar (A y su tensor energia momento (A.16]). Si intentamos
explicarlo a través del Hamiltoniano como los dos anteriores supondria: H o

|p] 3, 1o cual carece de sentido fisico.

A modo de resumen veamos el siguiente esquema de las tres posibilidades que

podemos tener:

w=1 < pxa? < axt'/? < Materia
w=0 <= pxa? <= axt’® <= Radiacién
w=-1 <= p=cte. <= axe®™ <  Vaco
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2.2. Conceptos y problemas cosmolégicos

Ahora, introduciremos las ideas principales para entender la cosmologia del
Big Bang y sus problemas. Definiremos en un primer momento los conceptos claves
que seran necesarios durante el resto del trabajo. Mas tarde, presentaremos los
llamados problemas del Big Bang para finalmente entender la necesidad de postular

un periodo inflacionario como solucion a estos problemas.

2.2.1. Definiciones

Los conceptos presentados a continuacién seran fundamentales a la hora de
entender el trabajo, seguiremos el desarrollo detallado en [4] para su presentacién.
La teoria inflacionaria esta descrita en estos términos y seran cruciales en el enten-

dimiento de los problemas del Big Bang asi como en su posterior solucion.

Distancias

Una vez hemos introducido la métrica FRW es interesante ver cémo se definen
las distancias radiales. Dado un tiempo %, la distancia radial entre dos puntos del

espacio (t,0) y (t,7) es:

sinh~'r k=-1

Todr
d(r,t) = /ds = a(t)/o Ny =a(t) - | 7;1 k=0 . (2.39)

sinT'r k=1

Por supuesto, dependeréa del signo de k y, consecuentemente, de la geometria del

espacio-tiempo que manejemos.

Con esto podemos observar que las distancias fisicas cumplen: A\ o< a; y que,
por tanto, aumentan con el tiempo en un universerso en expansiéon (a > 0). Lo
vemos directamente a través de la llamada Ley de Hubble, que es independiente
del valor de k:

d = gd —Hd . (2.40)

Es decir, las galaxias se separan entre ellas a una velocidad proporcional a la dis-

tancia que las separa.

Directamente de (2.39)) y (2.40) vemos que el momento p de cualquier suceso
disminuye a medida que avanza el factor de escala p oc a~!. Por lo que las particulas
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pierden momento a medida que se expande el universo. Esto puede verse como si la
propia expansion del universo ejerciera una friccién sobre todo lo que se mueve en

él.

Distancia comévil y tiempo conforme

También es interesante realizar un cambio de variable en nuestra métrica de
manera que podamos estudiar las distancias radiales constantes entre dos puntos. A

esta nueva variable y la llamaremos distancia comovil:

I — dr
Ay e

De esta manera, conseguiremos expresar la métrica de una forma mucho mas simple.

(2.41)

Ademas, dado que en lo que nos atane estamos suponiendo un universo homogéneo
e is6tropo podremos fijar un 6 y ¢ arbitrarios (ya que los resultados seran indepen-
dientes de esta eleccién) y estudiar la propagacion radial de la luz con una métrica

en 2 dimensiones:

ds® = —dt* + a(t)*dx* . (2.42)

Por supuesto, la forma explicita de este cambio de variable dependera del valor
de k:

sinh®y sik=—1
=0, (x) =4 sik—0 . (2.43)

sin?y sik=1
Se comprueba que y nos muestra la distancia radial sin tener en cuenta la evolucién
temporal -codificada en el factor de escala a(t). Efectivamente, echando un vistazo
a la ecuacién (2.39) vemos que basta multiplicar por el factor de forma a(t) para

obtener las distancias radiales fisicas d entre dos puntos del universo. Es decir:

d(t) = a(t)x (2.44)

Sin embargo, esta forma de la métrica atin nos puede traer muchos problemas
a la hora de estudiar las geodésicas de cualquier particula. Estas dependeran de la
forma de la funcién a(t) y, como veremos més adelante, atin se desconoce con certeza
la forma exacta de esta funcion.

Entonces, nos interesa encontrar una expresion del elemento de linea en la que
las geodésicas nulas no dependan del factor de escala. Por eso, resulta extremada-

mente 1til definir el tiempo conforme.
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dt? dt
d7'2:—:>7':/— (2.45)
a(t)

Este puede verse como un reloj que se va ralentizando a medida que el universo
se expande (7 o« a~1). Es a través de la definicién de este concepto que podemos
reescribir la métrica de FRW como una conforme a Minkowski.

ds* = a(7)? [—dr® + dX’] (2.46)

Es decir, hemos conseguido reescribir FRW como una métrica plana multipli-
cada por un factor temporal. jLas geodésicas de los fotones en estas coordenadas
serdn lineas rectas a 45°!

Veamoslo explicitamente, dada esta expresién para el elemento de linea, es facil
deducir que para conseguir las geodésicas nulas propias de los fotones la distancia

comovil ha de coincidir con el tiempo conforme:

X(T) = £7 + const (2.47)

Es crucial recordar que las trayectorias de los fotones distinguen también las
regiones conectadas y desconectadas causalmente. Por lo que, en lo que concierne a
las siguientes secciones donde hablaremos de problemas con la causalidad de ciertos
eventos, se utilizaran los términos tiempo comovil y distancia conforme indistinta-

mente.

Punto causalmente desconectado

—_— X

Cono de luz pasado

Figura 2.1: Conos de luz para la métrica de FRW en coordenadas comoviles.
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Si recuperamos los conceptos de la relatividad especial, tenemos que -en nuestro
convenio (—,+,+,+)- los intervalos con ds® < 0, denominados timelike geodesics,
se corresponden con las trayectorias de particulas masivas con un tiempo 7 € R.
Mientras que los intervalos con ds? > 0 se llaman spacelike intervals y unen regiones

del espacio desconectadas causalmente.

Horizontes

El horizonte de particula (comdvil) es la distancia comévil (y) méxima
que la luz puede recorrer en un cierto tiempo entre ¢; y ¢t. (Recordemos de ([2.47)),
que en el caso de los fotones la distancia comdévil se corresponde con el tiempo

conforme).

bodt
Xp=T—=Ti = / _a(t) (2.48)
t;

Normalmente se toma ¢; = 0 como el origen del universo, pero es importante
destacar que t = 0 no implica 7 = 0; ya que esto dependerd del factor de escala a(t)
(recordar su definicion en (2.45)). Esta distincién sera de vital importancia cuando
revisemos los problemas del Big Bang desde una perspectiva inflacionaria.

Por lo que, la distancia fisica radial de este horizonte, al que llamaremos ho-
rizonte de particula es:

Ry(1) = alt), = o) | 2

Finalmente definiremos el horizonte de eventos como el conjunto de puntos

(2.49)

a partir de los cuales no se recibiria nunca una senal lanzada desde un tiempo 7
determinado. Es decir, con las definiciones vistas hasta ahora en términos de la

distancia comévil:

Xe = / dr = Tmaz — T (250)

todo punto separado una distancia y > y. de un emisor, no recibird nunca una senal

suya. Es decir, nunca han estado ni estaran en contacto causal.

2.2.2. Problemas del Big Bang

En este apartado, veremos que la cosmologia derivada del Big Bang tal y como
la hemos estudiado hasta ahora, requiere de unas condiciones iniciales muy concretas
para poder explicar las propiedades del universo que conocemos hoy en dia. Podria

decirse que lo que se presenta a continuacién no son problemas como tal, ya que con
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la eleccién de unas condiciones iniciales extremadamente precisas puede conseguirse
que, sobre el papel, el modelo clasico del Big Bang estuviese en concordancia con las
observaciones. Sin embargo, esto nos llevaria a la pregunta de por qué el universo
tenia esas propiedades tan particulares en sus primeros momentos. Dando lugar a los
llamados problemas de fine-tuning; y para los que, en muchas ocasiones, se recurre
a la filosofia para su discusion.

Sin embargo, el objetivo de este trabajo es, precisamente, resolver estos pro-
blemas mediante la teoria inflacionaria propuesta por primera vez por Alan Guth

[5] que dard soluciones a partir de unas condiciones iniciales generales.

Para estudiar estas condiciones iniciales tomamos una capa del espacio 3-
dimensional ¥ en un tiempo fijo sin preocuparnos de la eleccion gauge para esta
eleccién. En esa hiper-superficie, fijamos las posiciones y velocidades de todas las
particulas y estudiamos el sistema con gravedad y dindmica de fluidos, es decir,

hacemos un tratamiento clasico en el que surgen dos problemas:

Problema del horizonte

Recordamos que desde un primer momento hemos supuesto condiciones de
homogeneidad e isotropia; no de manera arbitraria, si no en base a resultados de
experimentos como el de Planck o el WMAP del CMB. En ellos, se observan muy
pequenas inhomogeneidades (o anisotropias); que, tal y como hemos estudiado en la
seccién anterior (A o a), sabemos que han ido crecido con el tiempo. Por tanto, tene-
mos que en momentos anteriores, como el propio momento de recombinacién, estas
anisotropias eran ain menores de lo que vemos ahora, dando lugar a un universo
casi completamente homogéneo.

Pero, a continuacion veremos que, segin la cosmologia del Big Bang, todas es-
tas regiones del espacio que presentan unas caracteristicas de homogeneidad comin
no estaban conectadas causalmente en el momento de su emision. ;Como se explica
esta homogeneidad del universo entonces? Veremos que para hacerlo sin recurrir a

la inflacion, serian necesarias unas condiciones iniciales extremadamente precisas.

Bien, recordemos que el horizonte de particula comévil (maxima distancia
comdvil que recorre la luz entre dos tiempos) nos proporcionaba el horizonte causal

de un suceso y podremos manipularlo de la siguiente manera:

tody ot) g “ da a 1
—r= | —/—/— = — = = =1 dq — ) . 2.51
Xp=T /0a<t,) /a(o) ia ) Ha /0 (Ina) (Ha) (2.51)
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Realmente, lo que hemos hecho en este desarrollo es pasar de comparar el tiempo
conforme 7 con ¢ (el tiempo coordenado), a comparar 7 con una funcién del tiempo
In [a(t)], tan valida como cualquier otra. De esta manera hemos conseguido relacionar
el tiempo conforme 7 con el radio de Hubble: (aH)™'. Si recordamos su definicién,
veremos que este radio marca el tamano del universo observable en un punto y
momento determinados. Es decir, el radio de Hubble nos dice qué regiones del espacio
estan conectadas causalmente en un determinado tiempo ¢.

Reescribamos ahora esta cantidad en funcion del valor del parametro de Hubble

en el presente [6]:

Ry = (aH) ™' = Hy'qz1+3) (2.52)

Entonces, el comportamiento de este radio de Hubble depender del signo de (1+3w);
y, consecuentemente, del valor de w. Pero esto es algo que conocemos, en particular,
para los momentos del universo en los que domina la radiacién (w = %) y la materia
(w = 0). Por lo que el factor de escala en cada caso es: a y a? respectivamente.

Obteniendo una tendencia muy clara del horizonte conforme:

(2.53)

a 1 (9da
Y — da _{ w Jo G xa (RD)

27 )1 (oda 1/2
o Ha i fo 2Va xa (MD)
Pero, si recordamos ahora la expresién del horizonte particula real (distancia maxima

que recorre la luz entre un tiempo ¢ty = 0 y ¢) tenemos entonces que:

ma [ f 5L 0 (254)

Basta recordar que las distancias crecen linealmente con el factor de escala (A o a)
para ver de manera directa que la proporciéon R,/\ también crece mondtonamente
con el tiempo. Esto significa que, fotones que ahora detectamos con A(ty) < R,(to)
(ya que solo podemos detectar lo que esta dentro del nuestro horizonte actual) si
vamos hacia atras en el tiempo, no estaban causalmente conectados en el momento
de recombinacién (A(tcmp) > Ry(temp)). Un esquema muy clarificador es el de la
figura [2.2] Entonces, jcémo se explica que todas las regiones que hoy vemos tengan
las mismas caracteristicas de homogeneidad e isotropia si cuando se produjeron

estaban desconectadas causalmente?.

28



Log[L]

H—] - a]er

' L
CMB now oglal

Figura 2.2: Esquema del problema del horizonte. En rojo la evolucion de una senal
genérica y en azul la del radio de Hubble. Esta tltima dependera de si el universo
estd dominado por materia o por radiacion. Se ve como en la cosmologia del Big
Bang, distancias que ahora estan en contacto causal no lo estaban en el momento

de su produccién [4].

Resultara de especial interés a la hora de determinar una cota para la dura-
cion del periodo inflacionario, saber cuantas regiones del espacio a dia de hoy debian
haber estado causalmente desconectadas en el momento del last-scattering segun la
teoria del Big Bang. Para calcularlas, compararemos las escalas de longitud obser-
vadas hoy, en el momento del last-scattering (Ag(;5)) con el horizonte de particula
en ese momento (R,(;)). Utilizaremos también las siguientes relaciones derivadas

de las ecuaciones de Friedmann: p,, < H? o< a=3 y de la termodindmica: a oc T

Ry o 1 = 1 (0 o oty (B (2.55)
p\tls s — o H, p\L0 To ) .
Ai(t)  Rylto) B T,

a = o = )\H(tls) = Rp(to) T‘ls . (256)

Como queremos calcular las regiones del espacio (tridimensionales) comparamos

ambas cantidades de la siguiente manera obteniendo el resultado deseado:

R—f; x (T—ZO) ~10° . (2.57)
H s

29



Problema de la planitud (velocidades iniciales)

Para estudiar este problema fijémonos en la segunda ecuacion de Friedmann
escrita como en ([2.27)):

k

Q—-—1= W. (2.58)

Comprobamos en la seccion anterior que el radio de Hubble en la teoria del Big

Bang crece monétonamente con el tiempo. Por tanto |2 — 1|, debe crecer conforme

este radio evoluciona. Sin embargo, a dia de hoy medimos que nuestro universo es

practicamente plano (k = 0, Q2 = 1); lo que, en estas circunstancias requeriria de un
valor inicial de €2 extremadamente cercano a 1.

De hecho, se ha calculado en [6] que, para conseguir la planitud que se mide a

dia de hoy, se necesita que:

Q(G/BBN) —1 S (9(10*16)
Q(CLGUT) -1 S 0(10_55)
Q(apl) -1 S 0(10_61>

Con un acercamiento algo mas matematico podemos ver que, siempre que se
cumpla la condicién fuerte de energiaﬂ (1 + 3w > 0), entonces 2 = 1 es un punto

de equilibrio inestable o repulsor:

d|2 — 1|
dlna

Entonces, jpor qué medimos estos valores tan cercanos a un universo plano?

— Q[0 — 1|(1 + 3w). (2.59)

Realmente, tal y como mencionamos en la introduccion de esta seccién, ninguna
de estas dos situaciones supone, a priori, un problema sin solucién. Bastaria tomar
unas condiciones iniciales del universo lo suficientemente precisas (fine tuned) para
explicar esta composicion del universo. Pero, en ese caso, entrariamos en un problema
de justificacién de estas condiciones iniciales més alld de un simple: porque si, tan

poco propia de los fisicos.

2Ver discusién final del anexo A.
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Capitulo 3

Inflacion

Se explicara -por fin- el modelo inflacionario proponiéndolo como solucién a los
problemas que acabamos de describir. Tras presentar las caracteristicas necesarias
para que sirva como solucién, se estudia como estas se traducen en una expansion
acelerada del espacio. Finalmente, se presenta el campo escalar (inflatén) como ’cau-
sante’ de este periodo y se definen los parametros slow-roll que nos daran ciertas

cotas y condiciones para para el potencial del inflatén.

3.1. Introduccion al modelo inflacionario: la solu-

ciéon a nuestros problemas

Llegados a este punto, describiremos la solucién propuesta por Alan Guth [5] a
los problemas de horizonte, planitud y monopolos. No hicimos mencién a este ultimo
en la seccién anterior ya que introducir los conceptos necesarios de teoria cuantica

de campos para entenderlo extenderia con mucho los limites de este trabajo.

Analicemos estos dos problemas con una nueva perspectiva y veamos que una
causa comun entre ellos es la hipdtesis de que el radio de Hubble (aH)™! crece
mondtonamente con el tiempo.

Primero recordemos que, efectivamente, gracias a la ecuacion con las
w’s que habiamos deducido para radiaciéon y materia, en la cosmologia estandar del
Big Bang, Ry tiene un comportamiento mondtono.

Observando las ecuaciones y (2.58)) comprobamos que es esta evolucién
del radio de Hubble la que nos causa los dos problemas. Pero, entonces, ;qué pasaria
si invirtiéramos la tendencia de este radio de Hubble? ;y si encontramos una teoria
en la que esta cantidad hubiera decrecido en un periodo anterior al momento de

recombinacién del CMB? En esta idea se basa la teoria de inflacién.
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Solucién al problema del horizonte

Para explicarlo serd necesario recordar la expresién del tiempo conforme (o

horizonte de particula comévil):

“ 1
T:/O dlnaaH—w) . (3.1)

Es importante en este punto recordar la diferencia entre el horizonte comévil (1) y
el radio de Hubble (aH)™'. Vimos que el horizonte (o distancia) comévil coincidia
con el tiempo conforme, y que nos define un horizonte de eventos de manera que
particulas alejadas una distancia mayor que x, = 7 nunca han estado, ni estaran
en contacto causal.

Sin embargo, particulas separadas una distancia mayor al radio de Hubble
(aH)™! significa que no estdn en contacto causal ahora (en un tiempo dado).

Nuestros problemas aparecen entonces porque, si suponemos que el radio de
Hubble solo ha crecido durante el tiempo, particulas que han entrado ahora dentro
del mismo, no lo estaban en un pasado y; sin embargo, muestran caracteristicas

similares.

El modelo inflacionario solventa este problema de manera directa. Suponga-
mos que existié un momento del universo en el que el radio de Hubble era mucho
mayor; si esto fuera asi, esas particulas habrian estado en contacto causal mucho
tiempo antes de cuando las estamos midiendo. Para explicar esto, entonces nece-
sitarfamos que hubiera existido un periodo en el que el radio de Hubble hubiera
disminuido drasticamente con el tiempo, dejando asi las regiones del espacio cau-
salmente desconectadas que hoy en dia detectamos (ver la figura puede ayudar
mucho a entender este razonamiento). Dado que H es aproximadamente constante,
un periodo de decrecimiento de Ry = (aH)™! serfa, inevitablemente, consecuencia
de un crecimiento dréstico de a, lo que se traducird (como veremos en la siguiente
seccién) en una expansiéon exponencial del universo, tal y como describe el modelo

inflacionario.

32



Comoving Scales

‘comoving’ A
Hubble length N ,
horizon exit horizon re-entry  (ymovin g
\ / é‘ / Horizon
density fluctuation
smooth patch Inflation Hot Big Bang
Time [log(a)]

Figura 3.1: Representacion de lo que sucede con Ry durante y después del perio-
do inflacionario. A la izquierda un esquema bidimensional de la evolucion del radio
de Hubble. A la derecha una grafica que muestra esquematicamente cémo, intro-
duciendo una evolucién del radio de Hubble mientras que una senal cualquiera (o

fluctuacién de densidad) evoluciona linealmente, soluciona el problema del horizon-

te. @

Esto significa que zonas del universo que entran ahora en el horizonte ya es-
tuvieron conectadas en un pasado, explicando directamente la homogeneidad del

universo tal y como lo conocemos.
Dicho esto, veamos qué sucede con los conos de luz y qué consecuencias tiene

este modelo inflacionario en el tiempo conforme y la métrica FRW (2.46|) revisando

el problema del horizonte en estos términos.
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Conformal Time
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Past Light-Cone

Last-Scattering Surface
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Big Bang Singularity Particle Horizon

Recombination

Figura 3.2: Diagrama conforme del problema del horizonte en la cosmologia del
Big Bang. Distintos puntos en el momento de recombinacién estan desconectados

causalmente (sus conos de luz pasados no coinciden en ningin punto). 6]

Es una manera realmente visual de entender el problema. Tal y como predice
la teoria del Big Bang, tenemos la singularidad en 7; = 0, particulas que estaban
separadas una determinada distancia no habian tenido contacto causal y; sin em-
bargo, a dia de hoy presentan un equilibrio térmico que solo podia justificarse con

unas condiciones iniciales muy concretas.

Sin embargo, cuando postulamos un universo inflacionario conseguimos que
esos puntos que hoy medimos con temperatura uniforme en el CMB si que hubieran
estado en contacto en un pasado. Resolviendo el problema sin necesidad de unas
condiciones iniciales concretas.

Habiamos visto que el factor de escala evolucionaba en funcion del tiempo

conforme dependiendo de si el universo estaba gobernado por materia o radiacion:

T RD

3.2
2 MD ( )

a(T)

Cualquiera de estas dos situaciones significaria la existencia de una singularidad en
7, = 0 = a(0) = 0 la cual se pensaba, era el Big Bang.
Sin embargo, con inflacién y sabiendo que H = cte. el factor de escala tiene la

forma:

a(t) = — (3.3)



y la singularidad a = 0 se traslada a un momento infinito en el pasado: 7, — —oo. En
otras palabras, debido a la inflacion "hay mas tiempo conforme anterior al periodo

de recombinacién del que pensdbamos” [6].

Conformal Time

TO

Past Light-Cone

Last-Scattering Surface

Particle Horizon

Recombination

Trec

Reheating

Inflation

causal contact

Big Bang Singularity

Figura 3.3: Diagrama conforme después de postular la teoria inflacionaria. El tiempo
conforme se extiende a valores negativos, que tiene como consecuencia lo que parece

un falso Big Bang en el momento final del periodo inflacionario. 6]

Con el modelo de inflacion, entonces, extendemos el tiempo conforme a valores
negativos. De manera que, lo que pensabamos que era el Big Bang, es en realidad
el momento de final de la inflacién (o reheating) en el que termina el periodo infla-
cionario y el horizonte empieza a crecer.

Por otro lado, puede verse que el factor de escala diverge para 7 = 0 (t — +00)
en el caso de que el periodo inflacionario se hubiera mantenido indefinidamente. Sin
embargo, hoy sabemos que ese periodo terminé en un tiempo finito, y que por tanto,
la aproximacion que describimos en deja de ser valida en los momentos finales

de la inflacién.

Solucion al problema de la planitud

Finalmente, recordando la ecuaciéon de Friedmann en funcién del parametro
de densidad:
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1

11— (a)] = @H)? (3.4)
vemos que si el radio de Hubble (aH)~! decrece con el tiempo, se resuelve el problema
de la planitud de manera directa. La solucién €2 = 1 se vuelve un punto fijo estable
directamente con la evolucion temporal de Ry, que ya no necesita de ningun fine-

tuning especifico de condiciones iniciales para explicarse.
Es decir, no importa cémo de grande haya sido €2 antes del periodo inflaciona-
rio, ya que es este mismo el que hace un efecto de ’aplanamiento’ del espacio. Esto

explicaria por qué a dia de hoy observamos un universo tan plano.

3.2. La fisica del periodo inflacionario

Una vez hemos mostrado que el modelo inflacionario parece ser la solucién mas
natural a los problemas del Big Bang, veamos qué propiedades y en qué términos
suele describirse este modelo siguiendo el resumen de [6]. Lo primero que estudiare-
mos sera qué condiciones surgen de pedirle a nuestro modelo que la esfera de Hubble
disminuya con el tiempo. En este estudio encontraremos que para que se cumplan
las condiciones necesarias para la inflacién necesitamos una ecuacion de estado del
tipo P = —p. Explicaremos esta presién negativa postulando un universo dominado
por un tnico campo escalar durante la inflacién. Tras resolver las ecuaciones de mo-
vimiento que se derivan de la accién de Klein-Gordon en FRW, introduciremos los
parametros de slow-roll que jugaran un papel clave en entender el final del periodo

inflacionario asi como para las siguientes secciones.

3.2.1. Condiciones necesarias en un modelo inflacionario

Al inicio de la seccién [3.1] entendimos y describimos la inflacién como un pe-

riodo en el que la esfera de Hubble disminuye, es decir, que durante el periodo

% (%) <0 (3.5)

Pero, si hacemos esta derivada explicitamente obtenemos que es equivalente a pos-

inflacionario se ha de tener:

tular una expansion acelerada del espacio:

d, -
EWH) = l? <0 . (3.6)

Lo que explica que el periodo inflacionario se defina muchas veces de manera directa

como un periodo de expansion acelerada:
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— >0 . (3.7)

Puesto que estamos hablando de una expansién exponencial, sera interesante
verlo en términos de una nueva unidad temporal, conocida como e-folds, que no es
mas que el tiempo que tarda en evolucionar un factor e. Para ello reescribamos la
ecuacion de Friedmann ([2.24):

H

- =H+ H?>=H?*1- =—— 3.8
" + (1—¢) con ¢ e (3.8)
Entonces, @ > 0 implica que € < 1, definiendo el niimero de e-folds N como:

—dN = Hdt = d(Ina) . (3.9)

Lo que nos dice el signo -’ de la ecuacion anterior es que, en lo sucesivo, contaremos
los e-folds hacia atras en el tiempo. Vemos entonces que la condicion de un universo
en expansion es también equivalente a decir que el cambio fraccional del parametro

de Hubble en funcion del nimero de e-folds es pequeno:

H din H
- = 1. 1
c H?2 N = (3.10)

Finalmente, para explicar el origen de esta expansién acelerada es necesario

recuperar las ecuaciones que relacionaban el factor de escala con la presion y la

densidad:

Faogr=t_—t 3P)<0 = P<-Z

pero vemos que esto implica de manera directa un universo en el que la presion ha
de ser negativa. Veamos en la siguiente seccién cudl es la manera més natural de

generar esta dindmica.

3.2.2. La accién de un campo escalar: el inflaton

La primera pregunta que se nos plantea es como encontrar una teoria en la que
se obtenga una presién negativa. Resulta que el modelo més simple que consigue
explicar esto es el de un campo escalar acoplado a la gravitaciéon. Veamoslo.

Por motivos pedagdgicos describiremos el modelo sin intentar explicar el origen
de este campo escalar, ya que sigue siendo una pregunta abierta a dia de hoy. Lo
usaremos como una fuente mas del tensor energia momento al que llamaremos:
inflaton. Entonces, la accion de este sistema sera la suma de la accién de Einstein-

Hilbert més la del propio campo escalar:
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5= [ aty=g|5r - 30000~ V(o) (3.11)

Una de las razones por las que un campo escalar es el mejor candidato para
explicar una teoria a estas escalas es que se le puede dar un valor esperado distinto
de cero sin romper la invarianza Lorentz, a diferencia de, por ejemplo, un campo
vectorial.

Una vez llegados a este punto es momento de desplegar toda la maquinaria que
se muestra en el capitulo 1 y el anexo A para obtener las ecuaciones de movimiento
y el tensor energia momento. Recordemos la forma de nuestra métrica FRW
para ver que /—¢ = /—det(g,,) = a®. Por lo que, al resolver las ecuaciones de

movimiento, se obtiene:

o <%) - (%ﬁ) =0= —0"(a*Oup) — Vya® =0 , (3.12)
donde V; es la derivada del potencial en funcién del campo V, = %. Siendo L
el Lagrangiano del campo escalar. Ademds, como se trata de la descripciéon de un
universo homogéneo, es natural pensar que el inflatén no tendra dependencia espacial
sino dnicamente temporal ¢(t,z) = ¢(t), al menos para lo que nos preocupa en esta
parte del razonamiento (mds adelante, en la seccién 7 si que estudiaremos las
variaciones infinitesimales de origen cuantico, que tendran una dependencia en las
coordenadas espaciales). Dicho esto, si expandimos el primer término y dividimos

entre a® obtenemos la siguiente ecuacién diferencial:

. A VE:
¢+3H¢—7£a2 +Vy=0, (3.13)

donde hemos cancelado el tercer término precisamente porque ¢ no tiene dependen-
cia espacial. Vemos ademéas que esta configuracion del universo nos da un término
de friccién (3H ¢) proporcional a la constante de Hubble. Calculamos ahora el tensor

energia-momento y obtenemos:

THY — 2 5( \% _g£¢)
vV —4 59#1/

Por lo que, recordando la expresion del tensor energia momento para un fluido

= 900+ (50" D000~ V(D) . (314)

perfecto se obtiene que

{p =T§ = 56 + V(0) (3.15)

P=T!=3¢"-V(®)
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A partir de estas expresiones podemos deducir la forma explicita de la ecuacion
de estado en funcién del campo escalar:
172
wo P20V
1
P R +V

De forma que, en los casos en los que el potencial domine sobre la energia cinética,

(3.16)

la presién negativa queda automaticamente justificada. Esto significa que necesita-
remos que el potencial no tenga un valor minimo durante el periodo inflacionario.
Es decir, que el campo esté desplazado de su minimo de potencial. Asi, obtendremos
configuraciones con presion negativa y factor de escala en crecimiento exponencial.
Pero, cuando el potencial empieza a disminuir y se aproxima al término cinético,
comienza el periodo final de la inflacién también conocido como reheating (ver figura
59)

El periodo de reheating es algo complejo de estudiar y atin no se tiene una
descripcion tan precisa como para el propio periodo inflacionario. Por ello, en este
trabajo nos limitaremos a mencionar su existencia; aunque, puede encontrarse mas

informacién en [7].

V(p)

slow-rolling
inflaton

=

reheating

Ag ’ ?

Figura 3.4: Un ejemplo canoénico del potencial del inflatén. Inicialmente el inflaton
(representado con una bolita) se encuentra separado del minimo de potencial en
lo que se denomina periodo de slow-roll. Es en este periodo cuando se produce
la inflacién, hasta que el campo ’cae’ hacia el minimo de potencial empezando el

periodo de reheating. [8]
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Por otro lado, aplicando la ecuacién de Friedmann ([2.25)), se tiene la siguiente
relacion para el parametro de Hubble

1

H? = 3 (%q's? + V(gzs)) : (3.17)

que nos sera de gran utilidad en la siguiente seccién.

3.2.3. Los parametros slow-roll

Una de las conclusiones del apartado anterior es que la manera més natural
de describir un universo inflacionario es a través de un campo escalar cuya energia
potencial domina sobre el término cinético. Por ello, es interesante definir lo que se
suele denominar como el primer parametro slow-roll e:

3 1 ¢?

c=p =55

que no es mas que el parametro que introdujimos en (3.8)) tras haberle impuesto las

(3.18)
condicién (3.17)) (es decir, tras haber postulado la existencia de un campo escalar):

i 1 ) H dln H
a:—g(p—f—iﬁP):H(l—e) Con €= g = (3.19)

De esta manera, imponer |¢| < 1 es una manera de codificar que se cumple

esta condicién. Si tomamos el limite de Sitter P — —p, esto se corresponde (a través

de (3.16) y (3.18)) con € — 0, lo cual implica a su vez:

@ <V(e) (3.20)
donde hemos utilizado (3.17) v H2 > ¢? de (3.18)). Para que esta expansién acelerada

se mantenga lo suficiente en el tiempo necesitamos que d) no cambie mucho durante
este periodo inflacionario, o lo que es lo mismo, que (;5 sea, también, lo suficientemente
pequetia: @] < [3H |, |Vy| (recuperando la ecuacién (3.13)).

Traduciremos esta nueva condicién en el tamano de un sequndo pardmetro

slow-roll n:

pe_® oLl (3.21)

Que hemos reescrito en términos de de/dN para ver cémo || < 1 asegura que el

cambio de € por e-fold es pequeno.
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Pero lo que sera realmente interesante es estudiar estas mismas condiciones en
términos de pardametros que dependan de la forma de nuestro potencial V' (¢). Al
final del dia, serdn estas formas del potencial las que nos den las distintas teorias
inflacionarias que se estudian en la actualidad, tal y como estudiaremos en la seccién

Bl Por eso, definimos €, y 7, de la siguiente manera:

Vo

wo=3(v) v me= (3.22)

Unos nuevos parametros que puede demostrarse que se conectan con los parametros
slow-roll de Hubble mediante las siguientes relaciones: € = ¢,, y n = 1),, —¢,,. Siempre
y cuando nos encontremos en el régimen de slow-roll: €,,, [n,.| < 1. De esta manera
es equivalente pedir que € y 1 sean pequenos a pedir que €y y ny lo sean.

Una vez analizadas las condiciones de slow-roll necesarias para que pueda su-

ceder el periodo inflacionario, es logico pensar que este termine una vez se alcanza

E(Pena) =1 (0 €, (¢ena) = 1).

Pero centrémonos ahora en el régimen de slow-roll. Tomando esta aproximacién

vemos directamente de (3.17)) y de (3.13]) respectivamente que:

1 : v,
H? ~ 5V (@) ~ const. y b~ _3_]3 . (3.23)

A esta evolucién del campo es a la que llamaremos evolucion de fondo en el
contexto de las perturbaciones cosmoldgicas. Estas dos expresiones seran cruciales
en las siguientes secciones. También supondremos, como ya habiamos visto, que el

espacio es aproximadamente de Sitter:

a(t) oc et . (3.24)

Una vez hecha una descripcion de las condiciones necesarias para que se tenga y se
mantenga el periodo inflacionario. Calculemos cual sera la duraciéon minima explici-
tamente para explicar los problemas del Big Bang.

Necesitamos que las mayores escalas observadas hoy (Hy = A(tg)) hayan estado

dentro de su horizonte causal al inicio del periodo inflacionario, es decir: A(¢;) < H;

AC) _ Ho™ gy g (“_) — Hy" (“—f) (“-) . (3.25)

a; Qo Qo Qo ar
Por lo que, teniendo en cuenta la relaciéon entre el factor de escala y la temperatura,

y que:
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Hrt; .
ati) ~ e |4 miety _ N (3.26)
a(ty) ~ etity .

con N = In(H/(t;y —t;)) el nimero de e-folds que dura el periodo inflacionario,

encontramos que:

T,
mﬁ(%)aw<fﬁl. (3.27)
f

Aqui vemos la importancia de haber definido estas cantidades con el signo ’-” en [3.9
y céomo reflejan que estamos midiendo el tiempo hacia atras. Por lo que el nimero
minimo de e-folds que debe durar el periodo inflacionario es:

T, T
N>hh(=2)-m(=L)> 2
>n(%) n(m)wm, (3.28)

con Ty = 107%eV y Hy = 1072GeV [9)].

Veamos ahora una manera de calcular una cota para el valor del campo ¢
durante este periodo. Para hacerlo, partiremos del niimero de e-folds que acabamos

de calcular:

tend d’end H Cb
Vo =t = [T = | o~ Tdo . (3.29)
a t ¢ bena VO

Donde hemos utilizado la aproximacién slow-roll y las expresiones de (3.23) en el
ultimo paso para expresar el nimero de e-folds en funcién del potencial. Por otro

lado, también podemos expresar esta cantidad en términos de los pardmetros slow-
roll directamente a través de la definicion (3.18):

N@) = | Sdo=

(b Pend V 28 Pend V 28\/

Una vez deducidas estas expresiones, sabemos que para que se resuelvan los

/aﬁendH ¢ do B ¢ do (3'30)
¢

problemas de planitud y horizonte es necesario que la duracién del periodo inflacio-
nario sea de al menos 60 e-folds:

Qend

Ny = In > 60 . (3.31)

Qstart
Pero, en concreto sabemos que precisamente las fluctuaciones que medimos hoy
en el CMB debieron ser alrededor de Ngjyp =~ 60 e-folds antes del final del periodo
inflacionario. Por tanto, podemos encontrar una expresién del campo en este periodo

de tiempo concreto a partir de la siguiente integral:
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/¢CMB do ( )
end \% 25‘/

Sin embargo, el valor exacto de N depende de la escala de energia de la inflacién

y de detalles relativos al periodo de reheating posterior.
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Capitulo 4

Perturbaciones cosmoloégicas y
CMB

Se realiza el tratamiento de las perturbaciones cosmoldgicas durante el periodo
inflacionario que dan lugar a la formacion de estructuras a gran escala y anisotropias
en el CMB. Se realiza dicho desarrollo hasta definir los llamados espectros de po-
tencias e indices espectrales. A continuacion, se describe cémo se conectan estos

conceptos con las mediciones del CMB de satélites como Planck.

4.1. Perturbaciones Cosmoldégicas

En esta seccion realizaremos el famoso calculo de las fluctuaciones primordiales
producidas durante el periodo inflacionario siguiendo [10] y [4]. Estas fluctuaciones
tienen un origen cuantico que, combinadas con la propia inflaciéon nos dan las semillas
necesarias para la creacion de toda la estructura en el universo. Es decir, estudia-
remos el desarrollo que nos lleva de las fluctuaciones cuanticas hasta calcular los
objetivos principales de esta secciéon que son los espectros de potencias primordiales
escalar y tensorial Py y Py. [6] (que més tarde conectaremos con las observaciones).

Algo importante a tener en cuenta es que tanto las fluctuaciones del campo
escalar como las de la métrica estan conectadas a través de la ecuacion de Klein-
Gordon y las ecuaciones de Einstein de manera que es imposible desacoplarlas. Es
decir, la existencia de perturbaciones cosmoldgicas se traduce en un sistema acoplado
de perturbaciones del campo escalar, el tensor energia-momento y la métrica, por

virtud de las ecuaciones de Einstein y la ecuacion perturbada de Klein Gordon, ver

figura [4.1]
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Klein - Gerdon de Eimfein .
4 3 pv

Figura 4.1: Esquema del acoplamiento entre las perturbaciones del inflatén ¢, el

tensor energia-momento 7}, y la métrica g, .

Los pasos que seguiremos seran los siguientes. En la siguiente seccion
realizaremos un ejercicio ’académico’ en el que estudiaremos qué sucede cuando per-
turbamos un campo en un espacio-tiempo sin perturbar. Asi, conseguiremos predecir
como se comporta este campo a escalas de subhorizonte y superhorizonte; y deriva-
remos resultados cruciales para la siguiente seccién [£.1.2] Sin embargo, sabemos que
el propio espacio-tiempo se ve afectado por la materia que hay en él, por lo que no se
trata de una situacion real en la naturaleza. Eso es lo que abordaremos en la segunda
seccién [1.1.2] donde estudiaremos una perturbacién general de la métrica, que ya
si sera fiel a la realidad y donde usaremos resultados de ese ejercicio 'académico’

realizado en la seccién [4.1.1]

4.1.1. Perturbando el campo escalar

Estudiemos primeramente qué sucede cuando perturbamos el campo escalar.
Hasta ahora, hemos estado considerando un universo homogéneo e isétropo y es-
tudiando el campo como funcién del tiempo. Ahora, es necesario introducir una
perturbacion al campo inicial dependiente del espacio que pueda generar la estruc-
tura a gran escala del universo. La manera mas intuitiva de hacerlo es tomar el
campo ’'de fondo’ (o background) con el que trabajabamos en la seccién anterior

¢(t) y anadirle una perturbacién que si depende del espacio:

o(x,t) = o(t) + 0p(x,t) . (4.1)

Sin embargo, es crucial mencionar que esta separacién que acabamos de definir no
es tnica y depende de la eleccién de coordenadas (o eleccion gauge). Hasta ahora

hemos estado trabajando en un escenario muy concreto, el de observadores comovi-
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les que veian un universo homogéneo e isétropo; esta situacién era tan concreta que
nunca tuvimos que preocuparnos por ninguna eleccién gauge. Sin embargo, es im-
portante tener presente que no existe una eleccion de coordenadas 'preferida’ cuando
estudiamos el espacio perturbado y que incluso hay coordenadas pueden dar lugar
a perturbaciones 'ficticias’. De momento no haremos ninguna eleccién gauge y tra-
bajaremos de forma general ya que por ahora solo nos interesa tenerlo en mente

mientras vayamos avanzando, aunque si que sera crucial mas adelante

Para realizar este andlisis sera clave trabajar en el espacio de momentos. Uti-

lizaremos el siguiente convenio para las transformadas de Fourier:

5gb(x,t):/(Qi)l;/zeik'xéqbk(t) : (4.2)

Con k y x el momento y la distancia comovil respectivamente (notar que hemos
realizado un pequeno cambio en la notacién con respecto a la secciéon anterior y —
x). Dado que trabajamos ahora con ¢, y gracias a su isotropia tenemos que ¢; = ¢y,
con k = |k|.

Vimos cuando estudiamos la ecuacién del campo escalar sin perturbar que
obtuvimos: ¢ + 3H¢ — Vo 4 V'(¢) = 0. Pero, ahora al trabajar en el espacio de

a2

momentos, el gradiente no es mds que el médulo del momento: k% <+ V? y la ecuacién

de Klein-Gordon para los modos del campo perturbado es

; R &
361 + BHIG, + 061 + VibT =0 . (4.3)

Donde hemos tomado la aproximacién slow-roll V,, < H? para cancelar el tltimo
término. Recordar que estamos computando las perturbaciones producidas durante
el periodo inflacionario y por tanto tiene sentido aplicar esta hipdtesis. El desarro-
llo que haremos a continuacién no es exclusivo del inflatén; de hecho, en caso de
que estuviéramos trabajando con otro campo escalar, el iltimo término también se
cancela si este no tiene masa. Ya que el potencial V = mg¢? = Ve o< m también se

anula.

Pasamos ahora a trabajar en términos del tiempo conforme 7 y recordamos
que durante el periodo inflacionario habiamos deducido que el espacio es (aproxi-

madamente) de Sitter: a = efl*, H = cte ... Por tanto:

T=—q (r<0) . (4.4)

Para resolver ahora la ecuacién (4.3) serd extremadamente ttil definir el si-

guiente cambio de variable:
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Up = a0y (4.5)

de manera que la ecuacion (4.3)) jse reduce a la de un oscilador arménico con fre-

cuencia variablell]

al/
vy + <k:2 — ;> vp=0 . (4.6)

Donde el stper-indice prima (") hace referencia a las derivadas respecto al tiempo
conforme 7: vj, = &
-

Parece que hemos llegado a esta ecuacion con un poco de ’idea feliz’ en el

cambio de variable (4.5). Realmente, la manera rigurosa de obtenerla es a partir de

la accién cuadratica (4.7]) para los modos vgx. Ademads, serd importante recordar esta

accion en las siguientes subsecciones

1 "
S = 5 / drdz® {(v')Q — (Vo) + | (4.7)

a

Resolvamos (4.6]). Para ello, tomaremos dos limites, el de subhorizonte: A sica =
a\ < H™! y el de superhorizonte: aX > H~! y luego impondremos una condicién

de unién (o 'matching condition’) entre ambas en a\ = H 1.

» Subhorizonte: Afisica = a\ < H ™

Recordando la relacion entre k y \: k = 27” y entre la k fisica y el factor de

escala a: Kfisica = S; se tiene que el limite de subhorizonte es equivalente a:

"

2
br>-1 = B»-o =L (4.8)
T a

Donde, en el dltimo paso se ha utilizado la aproximacion de Sitter aH = _71

De esta manera manera, la expresién (4.6) se reduce a la ecuaciéon de un

oscilador armonico con frecuencia constante
" 2
Uk + k 'Uk- == O y (49)
el cual sabemos resolver y normalizar rigurosamente
A Ay
e—sz +

Vok 2k

'Recordamos que la ecuacién de un oscilador arménico es & + k%x = 0.

ve(T) = ek (4.10)
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.,Como escogemos ahora las constantes A; y As? Resulta que esta elecciéon
no es mas que la eleccién del vacio. Si escogemos este como el estado que
minimiza la energia de nuestro sistema obtenemos: A; =1y As; = 0. Este es

el denominado vacio de Bunch-Davis.

Puede comprobarse en [10], que los cambios que pueden resultar de elegir
otro vacio son casi despreciables con respecto al de Bunch-Davis, asi que no

perdemos mucha generalidad haciendo esta eleccion.

Por lo que la soluciéon en este régimen es la siguiente

lim vg(7) = e kT (4.11)

kr>—1

o

Es decir, los modos v, oscilan cuando se encuentran dentro del hori-

zonte H!.

Superhorizon: Afisicq = aX > H™!

Realizando los mismos calculos que para el caso anterior se obtiene:

"

2
kr<—1 = kKB>-=2 (4.12)
T a

De manera que en este caso la ecuacién (4.6)) se reduce a

" "

a v a

vp— —vp=0= £ =— | (4.13)
a Vg a

donde Vemos que Vg y a son proporcionales:
lim =B 4.14
k71<<_1vk(7) wa(T) (4.14)

con Bj, una constante. Pero si recordamos cémo habiamos definido nuestras

Vg 5¢ = ’U/CL esto signiﬁca que:
{m = = 1

Es decir, los modos v, no evolucionan cuando se encuentran fuera del

horizonte H .

Ahora, para encontrar el valor de By impondremos la 'matching condition’:

al = H~! en lo que se llama el "Horizon crossing’.
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= Horizon crossing: k = aH

Tal y como vimos es equivalente a pedir que k7 = —1 y sustituyendo en cada

uno de los limites (4.11]) y (4.15):

1 H
Bila=— = |Bi=
T Bl = o

Lo que nos dice que, distintos modos de las perturbaciones se 'congelaran’, al

(4.16)

cruzar el horizonte, con distintas amplitudes.

En el caso de haber resuelto esta ecuacién de manera exacta se hubiera obte-

nido:

o(r) = % (1 _ ;—7) | (4.17)

después de fijar las constantes de integracion para que la solucién coincida con

Minkowski en el limite de subhorizonte.

Espectro de potencias del campo escalar

El espectro de potencias (P,) de una cantidad genérica y se define desde el
calculo de su varianza formalmente como:
N 3) 272

En el caso del campo escalar en escalas de stuper-horizonte tenemos:

H? k3
i (66u]) = 55 = Wp&b(k) : (4.19)
ya que 0¢y se congela en superhorizonte a |d¢y| = \/12{? De esta manera, sabemos
que el espectro de potencias en estas condiciones es
Paslk) = 2 lim (oul?) = (£>2 | (4.20)
272 kr<—1 2m

Otra manera de trabajar con el espectro de potencias es asumiendo que sigue

una ley de potencias a través del llamado indice espectral n,:

k ns(k«)—14...
> : (4.21)

siendo k, una referencia arbitraria o pivote de escala. Por tanto, de manera general

aproximando el exponente, puede calcularse el indice espectral
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dlnP
ng—l="2 X (4.22)

Es interesante mencionar en este punto el caso en el que ng, = 1. Dado 4.22

vemos que el espectro de potencias es independiente de k (y consecuentemente de
A), a este se le denomina un espectro de potencias plano; y es precisamente lo que
se obtiene en un espacio de Sitter exacto.

Sin embargo, sabemos que nuestro espacio no puede ser idéntico a de Sitter
ya que si no el periodo inflacionario se prologaria indefinidamente. Por ello, existen
varias maneras de estudiar perturbaciones y espectros de potencias en espacios quasi-
de Sitter. Ademas de lo que veremos a continuacion, otra manera es aproximar H

como una cantidad casi constante: H = e H?.

4.1.2. Perturbaciones de la métrica

Durante todo este proceso hemos estudiado y estudiaremos las perturbaciones a
orden lineal. Esto es asi debido a que las inhomogeneidades del CMB que se detectan
son del orden de 10~ por lo que un tratamiento de orden lineal es adecuado para
dar una descripcién general de estas perturbaciones. Sin embargo, habréd ciertos
aspectos que perdamos por el camino con esta eleccién, como las perturbaciones no
gaussianas, que son de vital importancia y actualidad en cosmologia pero aparecen
al realizar un estudio a orden més alto de perturbaciones [4].

Llega el momento de trabajar en el caso verdaderamente fisico. Tal y como
adelantamos en el inicio de esta seccion, lo que hemos hecho hasta ahora no es méas
que un ’ejercicio académico’ que nos sera de inmensa utilidad para utilizar en pasos
posteriores y que también nos ha dado una buena visién general del problema.

Entonces, trabajaremos con una perturbaciéon general a orden lineal de la
métrica FRW:

G (t, ) = g (t) + 09, (t, ) . (4.23)

Haremos un tratamiento cldsico de estas perturbaciones, escribiendo el elemento de

linea perturbado de la manera més general posible:

ds* = a®(7) [-(1 +2®@)dr* + 2B;da’ + (8;; + hij)da'da’] . (4.24)

Veamos una idea de por qué es esta: como adelantabamos al inicio de la seccion,
cuando estudidbamos FRW sin perturbar teniamos elegido un gauge muy concreto
para cumplir las condiciones de isotropia y homogeneidad, lo que hacia que nuestra

métrica tuviera un tunico grado de libertad codificado en a(t). Ahora, queremos

20



trabajar con la métrica perturbada mas general posible, por lo que, por simetria
9w = Guyu tendremos, a priori, un total de 4%5 = 1(ﬂ grados de libertad.

En hemos elegido estos grados de libertad de una manera bastante intui-
tiva. Donde ® es un campo escalar, B; un campo vectorial y Eij un campo tensorial.
Fijémonos que, si anulamos estos campos recuperamos la métrica FRW, y que cada
uno de ellos parametriza cuanto estamos perturbando a la parte temporal, al acopla-
miento entre la temporal y la espacial, y a la espacial por si sola, respectivamente.
Después de esta introduccion cualitativa, realizaremos las siguientes manipulaciones
(puramente matemadticas) que seran cruciales para continuar con el desarrollo.

Primero, como cualquier otro campo vectorial, B; puede descomponerse en
una parte longitudinal y otra transversal con divergencia nula:

B; = % +B; y 0;B'=0 . (4.25)
Es como si toda la informacién de la divergencia quedara codificada en el primer

término. Por otro lado, también podemos descomponer h;; de la siguiente manera:

2
o0xtoxI

Siendo ¢ y E escalares, F; un vector de divergencia nula (9;E* = 0) y h;; con traza

hij = =265 + 2 +20uE;) + hij . (4.26)

y divergencia nula (9;h% = 0 y ht = 0).
Una vez hecha esta descomposiciéon, comprobemos que seguimos teniendo el

mismo nimero de grados de libertad y veamos de qué tipo es cada uno.

Escalares: ®, B, v y E. Tenemos 4 grados de libertad a los que hay que
sumarle el del propio campo ¢. El estudio de estos serd el centro de la siguiente
subseccion.

Vectoriales: B; que aporta 3 — 1 = 2 por tener divergencia nula y F; que
aporta también 3 — 1 = 2 por ser la parte transversa de un vector y tener también
divergencia nula. Lo que hace un total de 4.

Tensoriales: h;; que tiene % — 3 — 1 = 2 por ser simétrico y, como ya vimos,
con divergencia y traza nulas respectivamente. Esto hace que nos quedemos con 2

grados de libertad tensoriales en total.

Por lo que, efectivamente, recuperamos los 10 grados de libertad:

2Ya que el ntimero de componentes independientes de una matriz simétrica de dimensién D son
Dx(D+1)
5.
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gAl=(+1+1+ D)+ 2+2)+ 2, =10

tensoriales

escalares vectoriales
Esta nueva separacion es clave ya que podremos centrar nuestro estudio en funcién
de la naturaleza de estos modos: escalar, vectorial o tensorial. Es lo que se llama
una separacion SVT, y con ella podemos estudiar su evolucién por separado, lo que
nos facilita enormemente las cosas.

Una vez hecha esta descomposicion, podemos, en primer lugar, descartar los
modos vectoriales ya que sabemos que no se originan durante la inflaciéon. Ademas,
las perturbaciones vectoriales estan asociadas a un gradiente y por tanto decaen
como a% durante este periodo. De esta manera, despreciando los modos vectoriales e
introduciendo las descomposiciones y , llegamos a la siguiente expresion

para el elemento de linea:

ds* = a*{ —(1+2®)d 2+28Bd dr' + [(1 —21)6;; + 2 O°F + hyj | da'da?
- — T —aT — ij _ iq
ox? ! ox'oxd !
(4.27)
Gracias a la cual, podremos estudiar ahora los modos escalares y tensoriales

por separado.

Parte escalar

Tal y como se mencioné antes, sabemos que las transformaciones gauge en
relatividad general son los cambios de coordenadas de un marco local de referencia
a otro. Por ello, hacer un cambio de coordenadas puede dar lugar a la aparicién
de perturbaciones ficticias’. Por ello, hay que tener especial cuidado a la hora de
elegir este gauge, y de hecho, hay varias opciones igual de validas que nos llevarian
a distintas conclusiones.

Llegados a este punto tenemos dos opciones [10]: 1) fijar un gauge y hacer
todas las cuentas 'a lo bruto’, o 2) buscar cantidades que sean invariantes gauge
y hacer nuestro estudio a partir de ahi. En este caso optaremos por la segunda,
ya que sabemos que los observables fisicos (que, al final del dia es lo que buscamos
encontrar) deben ser invariantes gauge. Sin embargo, tendremos que tener cuidado ya
que el reciproco no es cierto; en principio hay infinitas cantidades que son invariantes
gauge y no se relacionan con observables. Cudles se correspondan con observables y
cuales no solo nos lo pueden decir las propias observaciones.

Para buscar estos invariantes gauge escalares vamos a hacer una transformacién

de gauge general a nuestras coordenadas:
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A 0
{ T (4.29
=2+ 55+ (¢

Con £ y ¢ escalares y ¢* un 3-vector tal que 9;¢* = 0, que, como solo afectard a
las perturbaciones vectoriales que ya hemos descartado, podemos olvidarnos de él.
Perturbamos ahora el elemento de linea a orden lineal usando que £°(7, z) = £°(7, 2),
&(r,z) = &(7,2) y expandiendo también a(7) = a(7) — £%/(7).

Después de realizar los calculos obtenemos una expresion del elemento de linea
que debe coincidir en forma con , pero escrito en términos de <i>, B , 2[1 y E
(funciones de ##). Asi, conseguimos deducir cémo cambian nuestros modos escalares

bajo una transformacién gauge general:

b= — e

B=B-¢+¢°
b=+ HE
E=E—¢

Donde se ha definido H como la constante de Hubble en funcion del tiempo comévil:

a/

H=— . (4.29)

a
Hasta este punto todo ha sido fruto de un razonamiento matematico, es hora

entonces de utilizar las herramientas y restricciones que nos da la fisica. Primero
de todo, sabemos que fijar un gauge nos puede quitar 2 de los 4 grados de libertad
escalares. Pero ademas, en ausencia de términos cruzados en la variacion del tensor
energia-momento, sabemos que se cumple 6Tji = (0 para i # j; lo cual, a través
de las ecuaciones de Einstein fija otro de los grados de libertad. Entonces, puede
comprobarse que, un gauge compatible es fijar B = E = 0, y que esto implica
autométicamente ® = 1) (consultar [6] o [10] para los detalles). Por lo que nos
quedariamos con un grado de libertad escalar procedente de la métrica mas el del
propio d¢.

Pero, aiin no hemos hecho uso de todo el poder que nos dan las ecuaciones de
Einstein y es que ain podemos obtener una restriccién mas, relacionando el grado
de libertad de la métrica ¢ con d¢ (puede entenderse esto como el acoplamiento
entre la perturbacién de la métrica y la del campo y viceversa), lo que hace que en
total tengamos un tinico grado de libertad escalar, que estara directamente re-
lacionado con las anisotropias en la temperatura del CMB. Veremos a continuacién

que en lugar de expresar uno en funcién del otro, encontraremos una cantidad gauge
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invariante que sea combinacién lineal de ambos.

Definicién de cantidades invariantes gauge
Estamos ahora en condiciones de definir nuestros invariantes gauge. Para ello

partiremos de la curvatura intrinseca del espacio en hipersuperficies constantes:

4
®R = ;v% : (4.30)

donde 7 es normalmente definida como la perturbacion de curvatura. Y a partir de
esta cantidad construimos el siguiente invariante gauge al que llamaremos pertur-
bacion de curvatura comévil:
) )
Rz@[)—i—H—Q,S:l/)—l—H—?b . (4.31)
¢ ¢
Esta cantidad representa la perturbacién de la curvatura en secciones de tiempo
comoviles: R|ss—0 = 9. Serd donde codifiquemos toda la informacién de nuestro
grado de libertad escalar.
Otra cantidad que puede definirse de manera completamente analoga es la
curvatura en secciones de densidad constante (|5,—o = ¢:
0
§:w+Hf. (4.32)
Dadas estas definiciones podemos ver que, en condiciones de slow-roll p’ ~ V' y

usando la ecuacién de continuidad, estas dos cantidades coinciden: R = ¢.[10]

Hay dos razones por las que es interesante elegir estas cantidades. La primera,
es que las hemos construido para que sean invariantes gauge; por ello, a partir de
este punto podemos computar su valor en cualquier gauge que nos sea conveniente
y ademas son buenas candidatas para relacionarse con observables. La segunda, es
que ambas se 'congelan’ al cruzar el horizonte de Hubble, lo que quiere decir que
bastara con computar su valor en el momento en el que cruzan el horizonte y este no
cambiard hasta su re-entrada mucho tiempo después una vez terminado el periodo
inflacionario. Serd de vital importancia a la hora de relacionar estas cantidades con
las observaciones ya que podremos ignorar lo que pasa durante todo el periodo de

reheating (del que no sabemos tanto como de la inflacion).
Veamos que, efectivamente, estas cantidades no evolucionan al cruzar el hori-

zonte. El procedimiento riguroso para probar que £ = 0 pasa por usar la conservacion

del tensor energfa-momento V, 7" = 0 del fluido perfecto (ver [4] apéndice A), y
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manipularla hasta llegar a la siguiente expresién de dp con v la 3-velocidad pertur-
bada:

0p=—3H(6p+3P)+ (p+ P) |30 — V*(E +v)| . (4.33)

Sabemos que el término del Laplaciano es despreciable en las escalas de superho-
rizonte (que es donde queremos probar nuestra hipétesis 5 = 0). Llegados a este
punto fijamos el gauge de densidad uniforme dp = 0, donde sabemos que |5,—0 = .

Finalmente, separamos la perturbacion de la presion en adiabatica y no adiabatica:

0P,
0P = c§5p 4+ 0P, 0—qa coOn ci =5 2" 1a velocidad del sonido.
p

De manera que en el gauge de densidad uniforme dp = 0 se obtiene:

: H
§=————0Po (4.34)
(p+P)
Asi, hemos probado que, por cualquier perturbacién adiabética (que resultan
ser todas las producidas en modelos con un tinico campo escalar) la perturbacién de

curvatura £ ( = R) es constante a escalas de superhorizonte.

La accion perturbada
Sabemos que la accién perturbada a primer orden S serd cero siempre y
cuando ¢(t) y g, la extremicen, por lo que para estudiar las perturbaciones tomamos

los términos cuadréticos de las perturbaciones lineales S(2).

Slgu, 8] = SOlgin) #') + 5P (09,001 9(2), 6] . (4.35)
Este sumando S® nos dard las ecuaciones a orden lineal de las perturbaciones.
Probamos antes, que realmente hay un tinico grado de libertad escalar en el sistema.

Esto significa que podemos expresar este término en funcién de una tnica variable.

Obteniendo -después de un calculo bastante engorroso- la siguiente expresion:

S = % / drd®z {(u’)2 — (Vv)? + Z;zﬂ] : (4.36)

Si recordamos, esta accion tiene exactamente la misma forma que la que ob-
teniamos al perturbar el campo escalar (4.7]) con la diferencia de que, ahora, nuestra

variable v se define como
=a (5¢ + =W . 4.37
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Que claramente esta relacionada con R a través de z:

AP _JZ
v—a<H>R—zR = Z=ag (4.38)

Por ello, si en este punto tomamos la aproximacién de slow roll -en la que la
evolucion de ¢ y H es despreciable respecto a la evolucién exponencial de a- vemos
que 27” ~ “7”, recuperando la expresion para el campo escalar.

Eso significa que podemos usar los resultados obtenidos para d¢ a la hora de
calcular el espectro de potencias (lo cual nos ahorra bastante célculo) simplemente

escribiendo z en funcién de v, veamoslo:

T R = (H)2 (H2> (H)2
Prk)=——2-=—“_ (=) === : (4.39)
A2 52 o2 g2 b ¢2 2w P
Psqs:(%)z

Por lo que, después de tantos esfuerzos hemos conseguido encontrar una ex-
presién del espectro de potencias Pr (k) en funcién de pardmetros de nuestra teoria

inflacionaria y que; ademas, bastara con evaluar en el momento de cruce de horizonte

k=aH.

Parte tensorial

Volvemos atras en nuestro razonamiento, justo después de haber contado el
total de grados de libertad efectivos de nuestra teoria. Si recordamos, habiamos
obtenido que finalmente se tenfa 1 grado de libertad escalar y 2 tensoriales. Si
recordamos, estos venian del tensor h;; que codificaba las perturbaciones de la parte

escalar de nuestra métrica, por lo que las perturbaciones tensoriales se descomponen

0 0
8Gu = a’ (0 h-~> (4.40)
2]

Siendo h;; un tensor con traza y divergencia nula (hi = 0y 9;h" = 0). Estos dos

de la siguiente manera:

grados de libertad son ya invariantes gauge y, como perturbaciones de la parte espa-
cial de la métrica, representan las llamadas ondas gravitacionales primordiales.
De hecho, estos dos grados de libertad se corresponden con las 2 polarizaciones de
dichas ondas.

Como el tensor energia momento es diagonal, estas perturbaciones tensoriales
no intervienen en las ecuaciones de movimiento y entonces su acciéon no es mas que

la de dos campos sin masa:
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1 1
S(Z) = §/dl’4\/ —g§80hmaghw . (441)
Como sabemos que esos dos grados de libertad corresponden con las polari-
zaciones, introducimos una nueva variable v;; = ah;; y hacemos una expansién en

funcion de un tensor de polarizacién:

1 4’k ~
v = ahy; 7 Py / <2W)3vk7Ae”( i A)e ( )

Asi, resulta que vg ) cumple las mismas ecuaciones que las de un campo sin masa
perturbado (la del casi-oscilador arménico (4.6))). Y, entonces, podemos calcular su

espectro de potencias directamente:

H\?2
Pr=2x4x|— : 4.43

T (27T> ( )
Donde el factor 2 viene de las dos polarizaciones y el 4 tiene su origen en el factor \/Li
de la expansion de v;;. Se le llama espectro de potencias tensorial y de nuevo

sera de vital importancia en la conexién con las observaciones.

4.2. Conexion con las observaciones

Durante esta seccion descubriremos las cantidades que relacionan nuestros mo-
delos tedricos con lo experimental: ng, n, a través de las los espectros de potencias
Pr«(k) y Pr(k) en condiciones slow-roll, siguiendo [10] y [11]. Una vez obtenidas las
expresiones de los indices espectrales aprenderemos a ’leer’ el CMB para asi relacio-

nar los resultados del satélite Planck con nuestro formalismo tedrico.

4.2.1. Indices espectrales ng y ny

En la seccién estudiamos la cota inferior para la duracién del periodo infla-
cionario. Habiamos calculado que, para poder solucionar los problemas de horizonte
y planitud, necesitamos que las escalas que estan entrando ahora en el horizonte,
hubieran salido de é1 N, ~ 60 e-folds antes de que terminara el periodo inflacionario.
Todas las cantidades que refieran a ese momento llevaran el subindice x.

Pero ademas, hemos dicho que las perturbaciones se congelan al salir del ho-
rizonte, por lo que lo que tendremos que calcular serd Pr.(k). Partimos de (4.39)

para llegar a
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H? 0? 1 H*
Pr(k) = _2,_ = (4.44)
2 8212
42 ¢ 8T ¢ -
Usemos ahora las condiciones de slow-roll l(bQ = &£ V y H? = (podremos hacerlo
ya que estamos calculando esto en plena mﬂamon) y obtenemos
1 Vv
(k)= — =Ags . 4.45
Pr-(k) 2412 € |, _.n ° (4.45)

Por otro lado, tal y como introdujimos cuando se dedujo el espectro de poten-
cias del campo escalar, si intentamos escribir Px (k) como potencias de k lo tendre-
mos parametrizado en funcién de ny, — 1. Esta ng entonces, cuantifica la dependencia
de escala (o dependencia con k) y se denomina indice espectral. Recordamos tam-
bién el caso en el que el espectro de potencias es independiente de la escala, donde
ns = 1.'Y dado que Pr (k) es una cantidad adimensional necesitaremos una amplitud
fija k., o pivote

k ns 1+
P’R(k) = AS (k_> = InPr ( — 1) Ink . (446)

De manera que el indice espectral se define como

_dlnPR_dlnPR
ng—l=— == (4.47)

Muchas veces esta definicién se utiliza de manera directa, sin justificarse con

la expresién anterior. Usando que —dN = Hdt = H % y que por condiciones de slow

roll ¢ = — .2 &y H? = £ se tiene que:

é dInPxr ~ VodInPg
H do  V do

Computemos ahora el indice espectral para el caso del espectro de potencias
tensorial a partir de (4.43]):

ng—1=— =2 —6e . (4.48)

H\? 2V
Pr(k)=2x4x | — = — =A; . (4.49)
2m 3|, o
k=aH -
Volvemos a expresarla como serie de potencias, obteniendo
k TLt—‘r.“
Pi(k) = Ay (k_> = InPr(k) xn/lnk . (4.50)
Por lo que se obtiene directamente que:
dInPr(k)
= "7 — 9 . 4.51
T Tk c (4:51)
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Sera también muy interesante calcular el ratio entre perturbaciones tensoriales
y escalares r. Dado que Pxr puede conectarse con las observaciones y Pr es propor-
cional a V| si conseguimos calcular este ratio podremos fijar una escala de energia
para el periodo inflacionario (V/4). Sin embargo, atin no se han conseguido medir
perturbaciones tensoriales (es decir, ondas gravitacionales) primordiales, por lo que
por el momento solo somos capaces de darle una cota superior. Vemos que puede

computarse directamente

- Pr(k)

~ Praty  gze

=165 = —8n; . (4.52)

Esta expresién también suele llamarse relacion de consistencia entre el ratio
escalar-tensor y n;. Vemos que todas estas cantidades derivadas de las aproxima-
ciones slow-roll estdn conectadas con el potencial del campo V' (¢). De manera que
las mediciones de las dependencias de escala y las amplitudes de estas perturbacio-
nes cosmoldgicas nos permitiran dar informacion acerca de este potencial para el
inflaton.

Ademas, también podemos conectar este ratio con la evolucién del campo
escalar desde el final del periodo inflacionario (N.,q) hasta el momento en el que las

fluctuaciones del CMB salieron del horizonte (N,)

Nemp 1/2
AN (f)
Nend 8

(4.53)
Esta ultima expresiéon es lo que se denomina el Lyth bound, a través del cual hemos

. 2
CPe(k) 2x4ax (L) (N (do\ ~
" Priey LH —° H _8<d_N) = A¢=

82 142

conseguido darle una cota a r y consecuentemente a ¢ en funcion de los datos
experimentales. Tenemos entonces una relacién directa entre r y A¢, lo que nos
dice que si tenemos valores 'grandes’ del ratio tensor-escalar (r > 0.01) estarfamos
en modelos del tipo large-field, los cuales describiremos en detalle en la siguiente
seccion.

Finalmente, también podemos computar la dependencia de escala de el propio

indice espectral ng o lo que se suele denominar el running del indice espectral:

_ dInn,(k)
T Tk
donde hemos definido el parametro slow-roll a segundo orden ¢ como

= —16en + 24 + 262 | (4.54)

A%
=57 (4.55)
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4.2.2. Conectando con el CMB

Lo que vamos a hacer en esta seccion es relacionar los espectros de potencias
escalar y tensorial con las ultimas observaciones del CMB obtenidas por el satélite
Plank [12].

Anteriormente vimos que las perturbaciones de estas dos cantidades se conge-
laban al cruzar el horizonte, por lo que necesitaremos tener en cuenta su evolucion
desde que re-entran hasta el momento de last-scattering. Nuestra mision es encontrar
una cantidad que podamos medir Q y relacionarla con los espectros de potencias a
través de una funcién de transferencia entre R en el momento de salida del horizonte
7. ¥ Q en el momento de su medida 7. Un esquema muy ilustrativo de todo lo que

hemos hecho y vamos a hacer es el siguiente:

comoving scales

4 (aH) —1

horizon re-entry

R ~ 0

sub-horizon <RkRk’ > super- horzion projection Ce
B ol
transter
- lp(oin ¢ function
fluctuations
CMB
horizon exit recombination  today

= time

Figura 4.2: Representacién del radio de Hubble y las distancias fisicas desde el
periodo inflacionario hasta hoy. Esta vez se ha anadido la evolucion del escalar de
fluctuaciones (R) y las funciones de transferencia (A7) necesarias para estudiar la

evolucion desde la re-entrada en el horizonte hasta el momento de recombinacién.

Al estudiar la conexién con los datos del CMB encontraremos restricciones

experimentales a los espectros de potencias que ya hemos derivado Pr y Ph.

Aprenderemos ahora a ’leer’ el CMB sin adentrarnos en demasiado detalle.
Mas informacién de este procedimiento puede encontrarse en [3].

Queremos medir las fluctuaciones de temperatura AT (n) en todas las direc-
ciones del espacio, siendo n = (6, ¢) € S? nuestro vector director normalizado per-
teneciente a la 2-esfera. Entonces, como toda funcién en S? podemos expandirla en

sus armonicos esféricos Y, ,,,(n) de la siguiente manera
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~ 00 l
o) = 21 _SS S v 60) (4.56)

T,
0 1=0 m——1

con [ = 0,1 =1yl = 2 correspondientes a monopolos, dipolos y cuadripolos

respectivamente. Se llaman momentos multipolares a a;,, y se pueden expresar:

U = / QY ()O(R) . (4.57)

Estos también pueden combinarse en el llamado espectro angular de potencias C/7

invariante bajo rotaciones y que jugara un importante papel en el anélisis del CMB:

1 . %
CZTT - 2l——{—1 Z <a’lm7 alm> % <alm7 al’m’> = CITT(;lllémm’ : (458>

m

Este espectro angular de potencias es el que nos describe la informaciéon con-
tenida en el CMB y nos permite transformar los millones de pixeles del mapa del
CMB (el que normalmente se nos ensenia cuando lo estudiamos por primera vez
en una representaciéon mucho mas compacta y manejable (figura . Los puntos en
los que se detecta una menor temperatura corresponden con direcciones con mayor
densidad de materia, en las que los fotones perdieron mas energia para escapar de
su potencial. De manera anédloga los puntos con mas temperatura se corresponden

con regiones menos densas. Esto es lo que se denomina el efecto Sachs-Wolfe.
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Figura 4.3: Anisotropias del Fondo Césmico de Microondas medidas por el expe-

rimento Planck en cooperacién con ESA. Los puntos méas azules corresponden con
direcciones en las que se detecta una temperatura inferior a la media T, = 2,7K

mientras que los puntos rojos provienen de regiones con temperatura por encima de

la media. [13]

Para conectar el espectro angular con los espectros de potencias derivados
de la teoria en la seccién anterior, tendremos en cuenta que el ratio tensor-escalar
resultaba ser muy pequeno. Lo que significa que las fluctuaciones de AT estaran
dominadas por perturbaciones escalares Pr (k). En estos términos podemos conectar
entonces los momentos multipolares a;,, con nuestro espectro escalar de potencias a

través de una funcién de transferencia Ay (k):[3]

i =47 [ e AR () (4.50)

y usando la identidad

l

S B
> Vi (k)i (B) = — Dk, k) (4.60)

m=—I
encontramos la relacién definitiva entre nuestro espectro de potencias Pr(k) y el

espectro angular relacionado con las observaciones y las anisotropias de temperatura
T
Ci

crr _ 2 / K2dk Pr(k) An(k)An(k) . (4.61)
™ —— —

Inflacion  Anisotropias
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Por desgracia, las funciones de transferencia Az, (k) hay que computarlas numéri-
camente. Lo bueno es que estas funciones dependen de los parametros de la cosmo-
logia de fondo y de las condiciones iniciales de las fluctuaciones escalares descritas
por nuestro espectro de potencias Pr (k). Entonces, esto significa que mediante la
expresion hemos llegado a conectar lo tedrico con lo experimental a través de

las funciones de transferencia.

Multipole moment, ¢
2 10 50 500 1000 1500 2000 2500

6000

5000

4000 1

3000 ¢

2000

1000 |

Temperature fluctuations [ @ K2]

90°  18° 1° 0.2° 0.1° 0.07°
Angular scale

Figura 4.4: Espectro de potencias del CMB medido por la colaboracion Planck y ESA

|14]. Estando la temperatura en el eje Y medida en funcién de € =

Es necesario hacer un comentario acerca de lo que pasa a grandes escalas. Con
‘egrandes escalas’ nos referimos a los puntos que estan separados distancias aproxi-
madamente mayores a los 10 grados. Estos puntos se caracterizan porque sus modos
estaban aun fuera del horizonte en el momento del last-scattering por lo que no evo-

lucionaron hasta entonces. Por tanto, estos valores seran simplemente la proyecciéon

de Pr(k) hasta ahora.

Estamos entonces en condiciones de presentar los datos medidos por el ultimo
experimento Planck 2018. La mayoria de cantidades primordiales se han evaluado
tomando el siguiente valor de pivote de escala: k, = 0.05Mpc ™! exceptuando el ratio

tensor-escalar que se calcula a k, = 0.002Mpc™" [12]:

s g, = 0.9649 4+ 0.0042 con un nivel de confianza del 68 %.
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= 7002 < 0.10 con nivel de confianza del 95% , pero han conseguido restringirlo
aun mas utilizando los datos del BICEP2/Keck Array BK15, obteniendo una

cota superior de: rggg2 < 0.056.

= A consecuencia de este resultado y dada la relacion [4.52| entre r y € también

podemos dar una cota a este valor: ¢ < 0.0035.

» Ademds, como Pg ~ 211071 = ¥ ~ 5.107". También podemos darle una
cota a la energia del periodo inflacionario: /4 < 0.065. Multiplicando por la
masa de Plank se obtiene: V1/4 < 1.4-10'" GeV, muy alejado de las energias

maximas que se pueden conseguir en los aceleradores de particulas actuales.

dns

= e = —0.0045 £ 0.0067 con un nivel de confianza del 67 %.

Observamos que estos resultados concuerdan con las reflexiones que hemos es-
tado haciendo durante estas tltimas secciones. Se obtiene un indice espectral muy
cercano a 1 lo que implica que hay muy poca de pendencia de escala en las fluc-
tuaciones escalares. Siguen sin medirse ondas gravitacionales primordiales por lo
que, en efecto, las perturbaciones escalares dominan sobre las tensoriales haciendo
valida la expresion . El running, del indice espectral es también muy cercano
a cero lo que esta en concordancia con la relaciéon directa entre estas cantidades y
los pardmetros de slow-roll. Adem4ds, en este mismo anélisis [12] se ha estudiado
que los modelos de single-field slow-roll con un potencial céncavo V" (¢) < 0 se ven

especialmente favorecidos por estos datos.
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Capitulo 5
Modelos Inflacionarios

Hasta ahora hemos estado trabajando en términos de una teoria inflacionaria
genérica con un solo campo escalar, a la que le hemos impuesto unas condiciones de
slow-roll muy concretas para que resuelva los problemas del Big Bang. Ahora, es el
momento de presentar modelos reales que sean compatibles con la teoria que hemos
desarrollado hasta el momento, ademas de con las observaciones.

En este capitulo nos centraremos en modelos con un tnico campo escalar,
igual que la teoria que llevamos desarrollando durante todo el trabajo, de manera
que podremos hacer uso de todos los resultados y relaciones presentadas hasta el
momento. Asi, explicaremos la clasificacién que suele hacerse dentro de los modelos
de un so6lo campo para después presentar alguno de los mas utilizados y conocidos.

Durante el desarrollo del capitulo se ha seguido mayoritariamente [11].

5.1. Single-Field Slow-Roll Inflation

Estos son los modelos con los que hemos desarrollado toda la teoria de inflacién
durante el trabajo. Asi que ya nos hemos dado cuenta de la importancia que tiene la
forma de nuestro potencial a la hora de justificar y probar nuestra teoria. Sabemos
que son las caracteristicas concretas de este potencial lo que determina la evolucién
del inflatén desde el momento que se crearon las fluctuaciones del CMB (¢cnp)
hasta el final de periodo inflacionario (¢fina). Existe de hecho, una clasificacién en
funcion de si este potencial permite al inflaton evolucionar 'mucho’ o 'poco’ en este
periodo de tiempo: Ap = ¢cnrB — Gena, €n términos de unidades de Planck. Se suelen
denominar, respectivamente: modelos small-field (A¢ < Mp;) y modelos large-field
(A¢ > Mp;), aunque también existen los modelos hibridos sobre los que haremos
una breve mencion.

A continuacién, presentaremos en detalle las caracteristicas generales de los
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tipos de modelos small field, large-field e hibridos, ademas de un ejemplo represen-
tativo de cada uno de ellos.

5.1.1. Modelos Small-field

El periodo inflacionario en estos modelos ocurriria mientras que el campo se
encuentra en un punto de equilibrio inestable, y evoluciona hacia un minimo. Una de
sus caracteristicas es que predice una amplitud de las ondas gravitacionales dema-
siado pequena para ser medida. Estos potenciales surgen de mecanismos llamados:
rupturas de simetria espontanea. En la figura [5.1] vemos un ejemplo esquematico

tanto de este tipo de potenciales como de la idea del slow-roll:

V(o)
4 A

g —i

\/

¢cMB E}_nnd reheating
Ao

-

Figura 5.1: Ejemplo de un potencial inflacionario en el que la evolucién del campo
desde la creacion de las fluctuaciones del CMB hasta el final de la inflacion A¢ =

bomB — Prinal €8 Pequella con respecto a la masa de Planck.[6]

La versién mas general de este tipo de potenciales recibe el nombre de Hilltop
potentials

V(p) = A* {1 - <?>T : (5.1)

i
donde A y u son constantes con unidades de masa. Estas constantes son restricciones

del CMB procedentes de un mecanismo de normalizaciéon desarrollado tras el expe-
rimento COBE llamado normalizacion COBE que permite normalizar fluctuaciones
a orden lineal de las mayores escalas observables (para més informacién consultar

[15]). Esta normalizacién fija el valor de A, mientras que p sirve de cota para el
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campo durante el periodo inflacionario; es necesario que 0 < ¢ < p para que pueda
haber inflacién. En este caso nos centraremos en modelos que cumplan: ¢/pu < 1

por lo que podemos aproximar el potencial

V(p) = A* {1 —2 (?)pl +... . (5.2)

1
Donde los términos a mayor orden codificarian lo que sucede al final de la inflacion
y durante el periodo de reheating. Los resultados para p = 2 son algo diferentes

asi que procedamos primero al estudio de los modelos p # 2. Calculamos el niimero

de e-folds

A partir del cual pueden calcularse expresiones para los parametros observacionales

deducidos en la seccién anterior (ignorando términos a orden més alto en 1/N)

2p—2
2(p—1 32p% [2 -2 2-p 2(p—1
moa1 2= f{p(pQ )N} a2 )2
(p—2)N f Iz (p—2)N
(5.4)
Por otro lado, en el caso particular en el que p = 2 se tiene que el nimero de
e-folds es:
2
Nz—’u—ln< ¢ > . (5.5)
4 ¢final

En este caso, las expresiones a menor orden para ng, r y g son:

2 2
nmlo S a0 (M) () | o a0 (M) (=)
7 7 7 7
(5.6)

Notar que ng no depende del nimero de e-folds N.

Anecddéticamente comentaremos que un modelos con relevancia histéricamente:

el modelo de Coleman-Weinberg cuyo potencial viene dado por

D EE-D] e

Aunque este resulta ser incompatible con la pequena amplitud de las fluctuaciones

Vig) =V

durante el periodo de inflaciéon, sigue siendo popular a nivel fenomenolégico.

67



5.1.2. Modelos Large-Field

En esta segunda categoria se engloban los modelos en los que A¢ > Mpy,
en los cuales el campo suele avanzar hacia un minimo en el origen ¢ = 0. En este
caso, las ondas gravitacionales si que son lo suficientemente grandes como para ser
detectadas y deberiamos poder observarlas en un futuro cercano.

El modelo canonico de este tipo de inflacién es denominado inflacién cadtica
(o chaotic inflation) y se caracteriza por tener un potencial dominado por un tnico

monomio:

V()= Al . (5.8)

Donde, de nuevo A se fija a través de la normalizacion COBE, de manera que este

tipo de modelos quedan completamente especificados por un tnico parametro sin
dimension p € RT.

Constituye un tipo muy importante de modelos inflacionarios, en los que los

parametros slow-roll son lo suficientemente pequenos cuando el campo toma valores

superiores a la masa de Planck. De nuevo, un ejemplo esquemaético de este tipo de

modelos es:

Vig)
A

Y

. )
Pend OcMB

Ad

Figura 5.2: Ejemplo de un modelo inflacionario en el que el campo evoluciona A¢p >
Mp; denominado chaotic inflation: V() o< ¢.[6]

Estudiemos ahora las predicciones de este tipo de modelos, introducidos por

primera vez por Linde en [16]. El nimero de e-folds en funcion de p es:

¢2

NORES (59)
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Mientras que las predicciones de los parametros observacionales:

p+2 4p p+2
s — 1 - ) - = s — — . 5]_0
" ON T,y U@ IN? (5.10)

5.1.3. Inflacion hibrida

Ademas, también existe la llamada inflacién hibrida desarrollada también por
Andrei Linde . Estos modelos surgen normalmente de teorias con varios campos
escalares en los que todos ellos estan congelados’ excepto uno. Un ejemplo tipico es
el modelo con dos campos ¢ y x cuyo potencial tiene la forma de una silla de montar
(ver figura [5.3)). Asi, mientras un campo (¢) avanza durante el periodo inflacionario
el otro () permanece casi constante. Es cuando este ultimo se desplaza y ’cae por

la silla’ cuando termina el periodo inflacionario.

v
A

1.0 _

Figura 5.3: Representacion del potencial hibrido con forma de silla de montar. In-
flacion tiene lugar cuando los campos se encuentran en la regién tubular. Mientras
que esta termina cuando, segiin avanza ¢ terminan precipitdndose por alguna de las
dos zonas rojas a lo largo de la direccién X.

De hecho, este tipo de modelos también explican las no-gaussianidades que

mencionabamos antes. Mientras ¢ avanza durante el periodo inflacionario, x fluctia

entorno al minimo creando estas pequenas inhomogeneidades.
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5.1.4. Algunos modelos relevantes

Ademas de los mencionados como ejemplo en los casos anteriores, existen va-

rios modelos especialmente relevantes.

Natural Inflation.
Uno de los considerados como mas elegantes es el denominado natural infla-

tion:

V(p) =A* {cos (? + 1)1 : (5.11)

Surge de tratar al inflatén como un axiéon y, dependiendo del parametro f, el modelo
puede ser del tipo large-field o small-field. De nuevo, el pardmetro A se fija por

normalizacion COBE.

Figura 5.4: Forma del potencial del tipo natural inflation.

El niimero de e-folds puede expresarse como:

N~ —2f*In [sin (%)] : (5.12)

Para este modelo concreto también podemos encontrar expresiones para el primer

y segundo parametro slow-roll:

N
1 N -1 1 er? =2
Yy R —— [ef2 - 1} Voo R ——— (5.13)
212 2f? ef% —1
Entonces encontramos las siguientes expresiones para n, y 7:
1er” +1 8 1
f N -
noml- =St D [ef2 - 1} (2.4.26) (5.14)
f e —1 f



Llegados a este punto es especialmente interesante diferenciar las expresiones

en dos limites:
» N/f2>1:

1 8§ _n

nszl—ﬁ r:Fe 12 (5.15)

De manera que, con una redefinicién del parametro f podemos hacer coincidir
estas expresiones con las de los modelos Hilltop con p = 2, es decir, obtenemos

un modelo del tipo small-field.

» N/f2 <1

2 8
~1— — ~ — 1
Ng N r N (5.16)

Que coinciden con las expresiones del chaotic model para p = 2 (del tipo
large-field).

Ahora vemos por qué este modelo se considera tan elegante, ya que, dependien-
do del valor del parametro f en comparacién con el nimero de e-folds N podemos

recuperar resultados tanto de modelos del tipo large-field como small-field.

Plateau-like Potentials.

Este tipo de potenciales surgen después de haber definido modelos inflaciona-

rios en el contexto de la teoria de cuerdas en altas energias, cuyo potencial es

V(g) = A [1—e ] (5.17)
El nimero de e-folds sera
e
N ~ 2—72 , (5.18)

y por tanto las expresiones para nuestros parametros observacionales

nszl—3 r:i y asz—i (5.19)

N 12 N? N2
Estos modelos son de especial importancia ya que en la siguiente secciéon estu-
diaremos teorias alternativas a los modelos de un solo campo y veremos que algunos
de los que més concuerdan con las observaciones son: el modelo f(R) de Starobinsky
y la inflacién de Higgs. Sin embargo, ambos pueden manipularse hasta reducirlos a

modelos de un solo campo con potenciales de la forma Plateau-like que acabamos
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de describir.

Power Law Inlfation
Terminemos esta seccién con un tipo de modelos muy diferentes. Fueron in-

troducidos por primera vez por Lucchin y Matarrese [18] y su potencial es:

V(g) = Ae™? . (5.20)

Donde, una vez mas, el valor de A se fija a través de la normalizacion COBE y A
es un parametro sin dimensiones. La diferencia con respecto al resto de modelos es
que en este caso la evolucién del factor de escala a(t) no es exponencial, sino que
predice una expansién acelerada con la siguiente dependencia: a(t) o 2

Otra particularidad es que los pardametros observacionales no dependen de /V,

sino Unicamente del pardmetro A:

ne=1-X | r=8\7 | a,=0. (5.21)

Este modelo es especialmente interesante ya que con este potencial podemos
encontrar soluciones a las ecuaciones de Friedmann sin necesidad de imponer condi-
ciones slow-roll. Aunque esto tiene también su contrapartida, ya que implicaria que
no habria un final natural de la expansién, por lo que se necesitaria un mecanismo

de salida.
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Capitulo 6

Preguntas abiertas y teorias

alternativas

Tras presentar los modelos mas interesantes y acordes con las observaciones
de un sélo campo, es momento de hablar de alguno de los problemas abiertos a dia
de hoy, que son precisamente donde esos modelos (presentados sobre los anos 80) se
quedan sin respuestas o justificaciones.

Entonces, cerraremos esta memoria introduciendo, muy brevemente, tres de
estos problemas aun sin soluciéon para después presentar algunas de las lineas de
investigacion mas recientes que intentan resolverlos. Estas nuevas teorias estan, en
su mayoria, formuladas desde la fisica tedrica de altas energias como las teorias
de cuerdas o stper gravedad, por lo que nuestro acercamiento a las mismas no
serd muy detallado. En su lugar, nos limitaremos a dar algunas pinceladas acerca

de estos modelos para entender su motivacién explicandolos de forma cualitativa.

6.1. Problemas abiertos

Uno de los temas que atin no hemos tratado es el origen y naturaleza del campo
escalar que produce la inflacién. Hay quien podria pensar (al igual que hizo Alan
Guth) que un candidato perfecto para asumir este papel es el inico campo escalar
que hemos detectado hasta el momento: el campo de Higgs. Sin embargo, si introdu-
cimos este campo en la teoria, resulta tener una masa demasiado pequena para que
pueda ocurrir el periodo inflacionario. Una de las interpretaciones que se le puede
dar al inflaton es a través de modelos con més dimensiones, cuya informacién puede

codificarse, precisamente, en un campo escalar como veremos en la siguiente seccion.

Otro de los grandes problemas tiene que ver con cémo se explica que el inflatén
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se sitie exactamente en la zona de slow-roll del potencial. En general, muchos de
los potenciales que estamos postulando pueden tener valores méas elevados antes del
periodo inflacionario como se muestra en la figura 6.1 Eso implicaria que, en condi-
ciones generales, el campo puede llegar a la seccién de slow-roll con una derivada ¢
demasiado alta, que haria que no se mantuviera en este periodo el tiempo suficiente.
Se trata por tanto, de un problema de condiciones iniciales al que se suele denominar

overshooting.

A

V(e)

Inﬂ acion Reheating

Q, ¢

Figura 6.1: Esquema de un potencial que muestra el problema de overshooting.
A priori, el campo antes de inflacién podia haber tenido valores menores que ¢
haciendo que llegara a la zona de slow-roll con demasiada 'inercia’ y que el periodo

de inflacién no hubiese durado lo suficiente.

Finalmente, presentamos el n-problem. Este aparece al considerar que el pe-
riodo inflacionario tiene lugar a altas energias, lo cual no parece nada descabellado
teniendo en cuenta que sucedié 10723s después del Big Bang. Recordamos ademds,
que en la seccién 4.2 presentamos una cota superior para el periodo inflacionario lo
suficientemente elevada como para que se pueda trabajar en estos regimenes. Uno
de los efectos derivados de esta suposicién es el que sufre el potencial mediante las

correcciones radiativas:

V=1 <1 + icnd)”) . (6.1)

El problema de estas correcciones es que las constantes que acompanan al

1
Mp;*

campo son del orden ¢,, x Esto supone que, a bajas energias son contribuciones
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despreciables, mientras que a altas energias llegan a provocar que el parametro
1 > 1 rompiendo las condiciones de slow-roll y por ende, imposibilitando un periodo
inflacionario.

Dos posibles soluciones para este problema son: (1) imponer una serie de si-
metrias de invariancia bajo traslaciones del campo ¢ — ¢ + 27 f (que pueden venir
de simetrias en teorfas de cuerdas); de esta manera las correcciones radiativas serian
incompatibles con las simetrias. (2) Considerar teorias del tipo small-field en las
que el valor del campo es tan sumamente pequeno que esas contribuciones se hacen

despreciables.

6.2. Teorias alternativas

En esta seccion comentaremos algunas de las lineas mas recientes de investiga-
cion, que vienen de reconsiderar algunas de las asunciones hechas hasta el momento
y dar mas libertad en cuanto a la posible forma de la accion. Entre ellas se encuen-
tran: el estudio de teorias con més de un campo, términos cinéticos no candnicos,

acoplo entre la gravedad y el campo no triviales y gravedad modificada.

= Mas de un campo:

Hasta ahora habiamos estado asumiendo que el inflatén dominaba sobre el
resto de posibles campos que pudieran existir en le teoria y que la interaccién
entre ellos era despreciable. Sin embargo, no hay razén aparente para realizar

esta suposiciéon. Algunos de los (numerosos) posibles modelos pueden revisarse
en [19].

Uno de los ejemplos més conocidos es el mencionado anteriormente en la sec-
cién de inflacién hibrida. Extendamonos un poco més en las caracteristicas del

modelo de dos campos ¢ y y con un potencial

(M=) mPet g,
Vo, x) = ) +o X (6.2)

con forma de silla de montar. Aqui, A es una constante de acoplo, M el término

de masa para Y, m el término de masa para ¢ y g la constante de acoplo que

parametriza la importancia de las interacciones entre ¢ y x.

Una de sus principales caracteristicas es que en el régimen ¢ > M /g -que se
corresponderia en la figura[5.3| con la regién con forma de 'canalén’ en la que se
produce inflacién- el iinico minimo de potencial se encuentra en y = 0 donde

el valor de este campo se estabiliza. Mientras que, si ¢ < M/g, entonces el
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punto y = 0 se convierte en un punto de equilibrio inestable y este campo
comienza a evolucionar hacia un minimo real, haciendo que y crezca mucho y
se rompan las condiciones de slow-roll, terminando la inflacién. Este proceso

es el que habiamos descrito de manera cualitativa en la seccién [5.1.3]

Este modelo es especialmente interesante por su interpretacién en el contexto
de la fisica de particulas y por su conexion natural con teorias de supergrave-
dad.

Términos cinéticos no canonicos:

Este tipo de modelos surgen al trabajar en el contexto de teorias mas alla del
modelo estandar, como la teoria de cuerdas y supergravedad. En general, se
trata de modificar la acciéon y expresar el término cinético de la siguiente

manera:

S:/d‘*x lg] (%R+p(¢,X)> : (6.3)

Donde X es el término cinético usual X = % 9" 0,00,¢ y p(¢, X) es una funcién
del campo y sus derivadas. Hasta ahora el periodo inflacionario solo podia
tener lugar en presencia de potenciales extremadamente planos; sin embargo,
con este nuevo modelo seria posible obtener teorias inflacionarias en presencia

de un potencial sin esa condicién de planitud.

Dos de los ejemplos mas conocidos de este tipo son el modelo de Dirac-Born-
Infeld (DBI) propuesto por Eva Silverstein y David Tong [20] y el modelo

denominado Tachyonic inflation [21] propuesto por Gibbons.

Acoplo a la gravedad no-minimal:

Uno de los procedimientos més comunes en este tipo de modelos es embeberlos
en scalar-tensor theories. En este contexto destaca el caso del Higgs inflation
en el que el papel del inflaton es llevado a cabo por el campo de Higgs del
modelo estandar y tiene un acoplo entre el término cinético y la gravedad no-
minimal. En general, este tipo de teorias surgen por correcciones en el contexto

de la Teoria Cuantica de Campos en espacio-tiempos curvos.

Ademas, en este tipo de modelos suelen surgir potenciales extremadamente
planos; de manera que ofrecen un mecanismo muy natural de obtener este
tipo de potenciales y predecir valores de ng y r que estén en concordancia con

las observaciones del CMB.
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En particular, el modelo de Higgs se corresponde, ademas, con un chaotic model
del tipo V(¢) = A¢* con un acoplo no-minimo: £¢?R/2 entre el inflatén y la
gravedad. Resulta ademés que las predicciones para ng y r estan en absoluta

consonancia con las restricciones del CMB medidas por Planck.

» Gravedad Modificada:

Se basa en la asuncion de que la Relatividad General no es una teoria comple-
ta para estudiar gravedad y que deberia tener ciertas modificaciones a altas
energias. El ejemplo mas conocido de este tipo de teorias son los llamados

modelos f(R) en los que la gravedad viene descrita por la siguiente accion:

Se = / dtd%m@ : (6.4)

donde f(R) es una funcién general del escalar de Ricci. Estas teorfas también
son conocidas por su aplicacién en el estudio de alternativas para la constante

cosmoldgica con el objetivo de explicar la energia oscura.

Uno de los modelos més conocidos es el modelo de Starobinsky [22] en el que

se postula:

f(R) = R+ aR? (a>0). (6.5)

En realidad este modelo fue propuesto inicialmente para discutir las condi-
ciones que dan lugar a la existencia de una singularidad primordial aunque
ha resultado tener muchas implicaciones en otras teorias, en concreto, como
modelo inflacionario. Se sabe que, debido al término a segundo orden, estos
modelos pueden dar lugar a una expansion acelerada compatible con la descri-
ta por la teoria inflacionaria. De hecho, se puede demostrar con unas cuantas
manipulaciones, que el modelo de Starobinsky puede reformularse y escribirse
como un modelo compatible con la relatividad general de Einstein y un solo
campo escalar y potencial del tipo plateau . Pero es que, ademas, una
vez contrastadas sus predicciones con las observaciones, resulta ser el modelo
que mas concuerda con los datos procedentes del CMB, tal y como podemos

comprobar en [6.2]

Una vez hemos descrito los modelos més relevantes hasta el momento, veamos
cémo concuerdan con los resultados del satélite Planck de 2018 a través del siguiente

grafico.
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TT,TE,EE+lowE+lensing

TT,TE,EE+lowE-+lensing
+BK15

TT,TE,EE+lowE+lensing
+BK15+BAO

Natural inflation
Hilltop quartic model
« attractors
Power-law inflation
R? inflation

V o ¢?
V o gl/3

Voo

Tensor-to-scalar ratio (ro,a0z2)

Vo ¢2;'3
Low scale SB SUSY
N,=50

N,=60

S 0.94 0.96 0.98 1.00
Primordial tilt (ns)

Figura 6.2: Resumen de las concordancias entre los distintos modelos y los datos del
CMB . Para cada uno de los modelos se muestran dos predicciones: para una

duracion del periodo inflacionario de 50 o 60 e-folds.

Se comprueba que el modelo que mas se acerca a las predicciones experimen-
tales es el f(R) de Starobinsky (linea verde fosforito en la figura|6.2)). A dia de hoy,
contintia habiendo infinidad de lineas de investigacién abiertas que buscan (entre

otras cosas) explicar el origen de estos posibles campos escalares.

6.3. Conclusiones

Hemos estudiado los aspectos generales de la cosmologia inflacionaria, su cone-
xion con las observaciones y algunos de los modelos propuestos desde distintas ramas
de la fisica como origen del inflatén. Haber entendido este periodo del universo no
solo es clave desde el punto de vista de la cosmologia, sino que forma parte de las
lineas de investigacion de distintas areas de la fisica tedrica, especialmente dentro
de la fisica de altas energias, como acabamos de ver en este capitulo.

El futuro de la cosmologia es muy prometedor. Gracias a las nuevas técnicas
y aparatos de alta precision como el satélite Planck, somos capaces de dar cotas ex-
perimentales cada vez mas precisas para nuestras predicciones tedricas. Y es que la
precisién de estos experimentos ha avanzado de manera vertiginosa durante los lti-
mos anos, lo que hace que este sea el momento perfecto para trabajar en cosmologia

de alta precisién y nuevas teorias cosmolégicas. Uno de los principales objetivos en
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esta direccion es medir ondas gravitacionales primordiales. Esto nos permitiria -tal
y como se explico en el capitulo 4- estimar la escala de energia a la que tuvo lugar
el periodo inflacionario; y, con ello, descartar o favorecer algunos de los modelos
propuestos hasta la fecha.

Son estos mismos datos los que, por el momento, presentan el modelo f(R)
de Starobinsky como el mas acorde con las observaciones. Lo que no sélo ha hecho
que se abra -aun més- la puerta a teorias gravitatorias modificadas a altas energias;
sino que, por su conexién con los potenciales de tipo plateau, supone un punto mas

a favor de la teoria de cuerdas como una posible 'teoria del todo’.
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Apéndice A

Teoria clasica de campos en

espacios curvos

A.1. Gravedad pura

La accién de Hilbert-Einstein describe un sistema de gravitacién pura:

S)lol = 51 [ d'av/=ToIR (A1)

con k? = 871G, R el escalar de Ricci y ¢ = 1. Considerando una transformacién de
la métrica g, — g + 09 y extremizando la accién encontramos la ecuacién de

Einstein para el caso en el que solo tenemos gravedad:

55,
0Guw

—0=G" =0 . (A.2)

A.2. Gravedad y materia (escalar)

Los sistemas en los que solo hay gravedad y materia escalar estan modelizados

por una accién con un solo campo escalar, que es la siguiente:

So= [/l (39,690~ V(o)) (A3)

Pero, teniendo en cuenta que para campos escalares la derivada covariante no es

més que la derivada parcial V,¢ = 0,¢, tenemos que la accién se reduce a

S = [/l (-3 0,00.0-V)) (A4)

Y el tensor energia-momento en este caso es:
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T = 94606 + " (9 00,6 + V(9)) (A.5)

A.3. Gravedad y radiacion

La radiacién electromagnética esta descrita en teoria de campos por el campo

vectorial A, con field strength F),,:

Fo =V,A, —V,A, =0,A, — 0,A,, (A.6)

donde en el segundo paso se ha utilizado la propiedad del rotacional de la derivada
covariante estudiada en la seccion 1.
En este trabajo no haremos uso de campos vectoriales pero no estd de mas

presentar la accién para un solo campo vectorial

Sa= / d*z/—g| (—EFWF“”) (A7)

y su tensor energia momento

1
T = FYFy 4 9" F*. (A.8)

Si resolvemos las ecuaciones de movimiento obtenemos las ecuaciones de Maxwell
codificadas en

V" =0 (A.9)

A.4. Gravedad, materia y radiacién

Si consideramos un sistema en el que tenemos tanto un campo escalar neutro

como uno vectorial, entonces nuestra accion total sera de la forma:

S(9, 0, Au) = S4(9) + Ss(g, 0) + Salg, A) (A.10)
por lo que, dadas estas dependencias, para minimizarla habra que hacer el siguiente
calculo:

0S 0S 0S
0§ = —gu+—90 —0A, =0 . A1l
691“/9/1 +5¢ ¢+5Au 14 ( )

Para ello, cada uno de los términos ha de anularse por separado. De esta manera se

obtiene la ecuacion de Einstein en el primer sumando; y las ecuaciones de movimiento
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del campo escalar y vectorial para el segundo y tercer término respectivamente. Es

decir:
oS
5 b= G- TL-Th=0 (A12)
0§ 08, i ov oV
55 = 59 0 = ¢"d,0,¢ o 0= ¢ 3 0, (A.13)
oS 0S4
0A, A, 0 Vi 0 ( )

A.5. Constante cosmolégica

Centrémonos ahora en el estudio de un solo campo escalar y supongamos que
se trata de un campo constante: ¢ = ¢;, de esta manera obtenemos:
ov
qu f— guyvuqus = —_— — O
99 d=;

Esto significa que los posibles valores de la constante ¢; deben ser las que

extremicen el potencial. Siguiendo con esta suposicion encontramos también una

expresion mucho mas compacta para el tensor energia-momento asociado:

T;f,, :M_'_ guu Em_ V(¢):| - T;?u = _V(¢i)guu . <A15)

A ese valor del potencial se le suele denominar por la constante V(¢;) = A. De

manera que:

TS, = —Agu - (A.16)

Asi, si recuperamos la expresién del tensor energia-momento para un fluido
perfecto ([1.36]) obtenemos la siguiente ecuacién de estado:

P=—p. (A.17)

Finalmente, veamos que la ecuacién de movimiento para la métrica se traduce

en:
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G = kT, = —Agu = G + Mgy, = 0. (A.18)

Asi, se identifica la llamada constante cosmolégica (A) con la energia del vacio, que
es a su vez el valor del potencial en uno de sus minimos. De esta manera se tiene
que estas soluciones maximalmente simétricas seran del tipo de Sitter (A > 0), anti
de Sitter (A < 0) o Minkowski (A = 0) dependiendo del valor de esta constante

cosmoldgica.

A.6. Condicién fuerte de energia

Comentemos brevemente las implicaciones de la ecuacién de estado y
las llamadas condiciones de energia. Una condiciéon de energia en el contexto de la
Relatividad General es basicamente una relacién que debe cumplir el tensor energia-
momento con la idea de que la energia sea positiva. En los anos 60 y 70 la mayoria de
los fisicos pensaba que todo observador debia medir una energia y densidad de masa
positiva. De esta idea surgen varias condiciones de energia méas o menos similares:
débil, fuerte, nula y dominante.

En nuestro caso, s6lo nos interesa la condicion fuerte de la energia, que esta-

blece que para cualquier vector temporal V*, se tiene que:

1
(TW - 5Tg,w) VEVY >0 (A.19)

Aplicandolo al caso del tensor energia-momento del fluido perfecto se tienen las

condiciones

pEY P;>0 y p+P>0Y) (A.20)
J

o lo que es lo mismo, considerando que —p < 0 = p > 0; entonces, recordando que

P = wp:

p+3P>0=1+3w>0. (A.21)
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