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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Prólogo

El objetivo principal de este trabajo es el estudio, desde una perspectiva muy general

y de carácter introductorio, de los aislantes topológicos. Para ello, la aproximación que se

realizará será de ı́ndole puramente teórica, basando prácticamente todo su desarrollo en

torno a una serie de lecturas impartidas por la Universidad húngara Eötvös University,

fundamentadas en el libro A Short Course on Topological Insulators: Band Structure and

Edge States in One and Two Dimensions [1].

La motivación para el desarrollo de este trabajo surgió a ráız de la asignatura F́ısica del

Estado Sólido, donde la mayoŕıa de lecciones teóricas generales del grado son empleadas

en cuestiones de carácter muy práctico. Por esta razón, mi interés en el campo de la

materia condensada comenzó a crecer al poder vislumbrar, por fin, una aplicación directa

y útil de los conocimientos aprendidos durante los cuatro años pasados.

Respecto al tema escogido para el trabajo, se trata de un campo de estudio bastante

reciente, todav́ıa en desarrollo y con grandes interrogantes. El factor detonante es, bási-

camente, la estrecha relación que mantiene con la topoloǵıa, fenómeno que da pie hasta

al descubrimiento de nuevos estados de la materia, inexplicables desde fuera del contexto

topológico. Personalmente, esto resultó una motivación extra para mı́, por involucrar, en

gran medida, conocimientos de una asignatura crucial del grado de matemáticas, como es

la topoloǵıa y, en consecuencia, poder ver la aplicación de estos saberes tan teóricos sobre

fondo f́ısico experimental.
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La estructura que seguirá el art́ıculo comenzará con una breve contextualización y

recordatorio de las bases de la F́ısica del Estado Sólido y continuará con la exposición y

análisis del modelo SSH a través del concepto de la fase de Berry. Por último, se analizará

un aislante topológico observado experimentalmente desde la perspectiva de los modelos

teóricos previamente mencionados, a saber, el poliacetileno.

Por último, destacar que, aun tratándose de un tema muy reciente, la bibliograf́ıa

es muy amplia, siendo la mayoŕıa de fuentes art́ıculos de revistas académicas y algunos

libros en lengua extranjera, dejando al redactor la tarea de conectar los hilos en aras de

conseguir una perspectiva más general.
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1.2. Contextualización

Como se menciona en la sección anterior, el tema se asienta sobre las bases de la F́ısica

del Estado Sólido, por lo que resulta muy conveniente introducir una serie de nociones

relativas a la asignatura.

Puesto que este campo de la f́ısica trabaja, en gran medida, con redes de átomos muy

grandes, es interesante estudiar propiedades como su periodicidad o cuestiones relativas

a la simetŕıa, con el fin de reducir los cálculos y realizar simplificaciones efectivas que

puedan ser generalizadas a todos los átomos de la red. Por ello, el teorema de Bloch,

grosso modo, describe el comportamiento de los electrones en un sólido, basándose en la

estructura microscópica periódica y la no-interacción entre electrones.

Seguidamente, este teorema sugiere un enfoque general de la red, fenómeno que da pie

al cálculo de las estructuras de bandas, utilizando la aproximación de combinaciones li-

neales de elementos de la base de funciones de onda, que recibe el nombre de aproximación

Tight-Binding o ((de ligaduras fuertes)).

Por último, el estudio de las estructuras de bandas formaliza las diferencias entre ma-

teriales conductores y aislantes, al mostrar de forma expĺıcita la separación entre bandas

de enerǵıa y la diferencia necesaria para excitar un electrón de una banda a otra. En

este sentido, la caracterización de la conducción está bien asentada y permite extraer

conclusiones muy sólidas, verificables de forma experimental.

Teorema de Bloch

Los autoestados Ψ del Hamiltoniano de un electrón con hamiltoniano:

H = −ℏ2∇2

2m
+ U(r), donde U(r +R) = U(r) (1.1)

pueden tomar la forma del producto de una onda plana y una función con la periodicidad

de la red, i.e.

Ψnk(r) = eikrunk(r) −→ Ψ(r +R) = eikRΨ(r) (1.2)

En este sentido, se simplifica enormemente los cálculos al reducir el estudio del mo-

vimiento en la red al movimiento en torno a un solo átomo. El ı́ndice n es comúnmente

referido como ı́ndice de banda.
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Imponiendo condiciones de contorno apropiadas sobre las funciones de onda, es posible

demostrar que el vector de onda k debe ser real y toma valores discretos. Las condiciones

de contorno usualmente adoptadas son las de Born-Von Karman de periodicidad ma-

croscópica. En efecto, tales condiciones son de la forma:

ψ(r +Niai) = ψ(r) (1.3)

donde ai son los vectores primitivos de la red y Ni números enteros, asumiendo que la red

tiene N celdas (N = N1N2N3).

Aplicando ahora Teorema de Bloch, se obtiene la siguiente relación:

ψnk(r +Niai) = eiNikaiψnk(r) (1.4)

eiNikai = 1 −→ k =
3∑

i=1

mi

Ni

bi (1.5)

En este sentido, es importante destacar que el vector k que aparece en la ecuación

anterior no debe ser confundido con el momento p del electrón. Ha de entenderse como el

inverso de la longitud de onda del paquete, a diferencia del operador momento definido

como p = ℏ
i
∇.

Destacar, por último, que este modelo es una clara idealización de las redes cristalinas

de los sólidos y sus bordes/superficies, pues ignora las posibles impurezas e imperfecciones

que pueda presentar dicha red, y solo las incluye como perturbaciones. En cualquier caso,

es un teorema muy útil de cara a describir futuros modelos más complejos y sofisticados.

Modelo Tight-Binding

El nombre que recibe esta teoŕıa, ((ligaduras fuertes)), es bastante sugerente. De alguna

manera, este modelo busca explicar las propiedades de electrones fuertemente ligados

dentro de sólidos cristalinos. Para ello, supone que tales electrones están muy unidos al

átomo al que pertenecen y presentan interacciones muy limitadas con los de su alrededor.

La idea general es la descripción de los autoestados del Hamiltoniano del sólido cristalino

utilizando orbitales atómicos como base.

Consideremos entonces la siguiente base de funciones: B = {ϕµ(r−R−dµ)}, donde el

ı́ndice µ denota las combinaciones de celdas (λ) y números cuánticos asociados (λ,n,l,ml),
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y R hace referencia al vector de la red de Bravais. De esta manera, los autoestados del

problema pueden ser expresados de forma compacta como:

ψn(r) =
1√
M

∑
R

∑
µ

Cn(µ,R)ϕµ(r −R− dµ) (1.6)

donde M hace referencia al número de celdas de la red y aparece como un factor de

normalización.

Sin embargo, puesto que la base es excesivamente grande, se pretende reducir al máxi-

mo, despreciando los términos de orbitales que no puedan llegar a ser ocupados. Normal-

mente, se restringe la base a la capa de valencia y algunos estados cercanos desocupados.

De esta manera, es posible reducir el número de dimensiones de la base y, consecuente-

mente, simplificar notablemente los cálculos. Por otra parte, no se trata de una pérdida de

generalidad excesiva, pues la mayoŕıa de niveles atómicos son prácticamente inaccesibles

teniendo en cuenta las enerǵıas de excitación requeridas para llegar a ellos. Teniendo en

cuenta la teoŕıa de Fermi, los electrones irán colocándose de forma gradual, desde el nivel

de enerǵıa más bajo hasta el nivel de Fermi.

Asumiendo que se cumple el teorema de Bloch y las condiciones de contorno periódicas,

se llega a:

Cnk(µ,R) = eik·RCnk(µ) (1.7)

Utilizando ahora el principio variacional, la condición para los correctos coeficientes toma

la forma:

HkC⃗nk = ϵnkSkC⃗nk (1.8)

Para llegar a este resultado, se realizaron una serie de suposiciones. En el desarrollo,

se trabaja con las llamadas integrales de solape S = ⟨ϕ(µ′, R′)|ϕ(µ,R)⟩ e integrales de

salto t = ⟨ϕ(µ′, R′)|H|ϕ(µ,R)⟩. Puesto que podemos suponer una base normalizada y

⟨ϕ(µ′, R′)|H|ϕ(µ,R)⟩ = ⟨ϕ(µ′, 0)|H|ϕ(µ,R−R′)⟩, el problema de autovalores inicial (1.8)

se reduce a la diagonalización de una matriz m ×m, donde m es el número de orbitales

atómicos considerados dentro de la celda unidad.
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Bandas de enerǵıa

Tras haber introducido el formalismo Tight-Binding, las representaciones de las dis-

tintas bandas de enerǵıa en función del número de onda ofrecen una visión muy intuitiva

acerca de la propiedad de conducción en materiales. A grandes rasgos, diremos que los

materiales conductores presentan un ((gap)) de enerǵıas nulo. Estos materiales presentarán

poca resistencia al movimiento de la carga eléctrica y serán muy susceptibles a la presencia

de campos eléctricos y magnéticos. Por otro lado, los materiales aislantes y los semicon-

ductores tienen un gap diferente de cero, como se indica en la figura 1.1 presentando una

muy alta resistividad al paso de corriente eléctrica, puesto que la diferencia de enerǵıas

en las bandas es muy grande y el electrón no puede saltar a la banda de conducción.

En particular, los aislantes topológicos son materiales semiconductores, con un gap de

enerǵıas Eg < 1,5 eV .

Las siguientes representaciones muestran estos resultados de forma cualitativa:

Figura 1.1: Esquema básico para la comprensión de las bandas de enerǵıa [13]

Por ejemplo, las representaciones obtenidas para un aislante topológico ampliamente

conocido, Bi2Se3, toman la siguiente forma, dependiendo de las capas consideradas:

Figura 1.2: Bandas de enerǵıa del Bi2Se3 [2]
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En conclusión, la cualidad más interesante que presentan los aislantes topológicos es su

carácter aislante en el interior, pero también con estados de conducción en la superficie,

lo que implica que la movilidad de los electrones se produce únicamente a lo largo de

esta última. En particular, los estados de superficie serán fermiones de Dirac con simetŕıa

protegida por ciertas leyes de conservación. Este fenómeno es la consecuencia de una serie

de propiedades de simetŕıa que mantienen cierta relación con invariantes topológicos. Por

ello, comenzaremos por introducir una serie de nociones útiles para su entendimiento.

Teorema de evolución adiabática

Otro de los conceptos fundamentales sobre los que se desarrollará la gran parte del

trabajo es el Teorema de evolución adiabática, formulado inicialmente por Born y Fock

en 1928. Dicho teorema establece que un sistema f́ısico permanecerá en su autoestado

instantáneo si la perturbación que sobre él actúa es suficientemente lenta y existe un salto

entre el autovalor correspondiente y el resto del espectro del Hamiltoniano.

En otras palabras, un sistema cuántico sujeto a unas condiciones externas gradual-

mente cambiantes adapta su forma funcional, pero cuando las condiciones evolucionan

bruscamente, el tiempo es insuficiente para adaptar tal forma, por lo que la densidad de

probabilidad espacial no vaŕıa. En conclusión, si el sistema comienza en un autoestado del

Hamiltoniano inicial, deberá terminar en el autoestado correspondiente al Hamiltoniano

final.

Sea un Hamiltoniano dependiente del tiempo, H(t), y una familia de estados propios

del Hamiltoniano, {|ψn(t)⟩}, bajo la relación

H(t) |ψn(t)⟩ = En(t) |ψn(t)⟩ (1.9)

Tales estados reciben el nombre de base instantánea por resultar una base ortonormal

en cada instante temporal.

Consideremos ahora la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = H(t) |ψ(t)⟩ (1.10)

Las soluciones a la ecuación de Shrödinger se calculan a través de combinaciones
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lineales de estados instantáneos como

|ψ(t)⟩ =
∑
n

Cn(t)e
iθn(t) |ψn(t)⟩ , θn(t) = −1

ℏ

∫ t

0

En(t
′) dt′ (1.11)

donde θn(t) recibe el nombre de fase dinámica y Cn(t) son las funciones a determinar.

Utilizando la ecuación (1.11) sobre la relación (1.10) y teniendo en cuenta que θ̇(t)n =

−1
ℏEn(t) se llega a la siguiente expresión

∑
n

ċn(t) |ψn(t)⟩ eiθn(t) = −
∑
n

cn(t)
∣∣∣ψ̇n(t)

〉
eiθn(t) (1.12)

Proyectando sobre ⟨ψm(t)| para n ̸= m

ċm(t) = −cm(t)
〈
ψm(t)

∣∣∣ψ̇m(t)
〉
−

∑
n̸=m

cn(t)e
i(θn(t)−θm(t)

〈
ψm(t)

∣∣∣ψ̇n(t)
〉

(1.13)

Relacionando el segundo término
〈
ψm(t)

∣∣∣ψ̇n(t)
〉
con los elementos de matriz de H(t)

de los estados instantáneos, se llega a:

〈
ψm(t)

∣∣∣ψ̇n(t)
〉
=

⟨ψm(t)| Ḣ(t) |ψn(t)⟩
En(t)− Em(t)

(1.14)

Pero el punto central del Teorema de evolución adiabática establece que Ḣ(t) −→ 0

para la aproximación a orden cero, por lo que:

ċm(t) = −cm(t)
〈
ψm(t)

∣∣∣ψ̇n(t)
〉

(1.15)

Resolviendo pues la ecuación diferencial, la evolución de un sistema cuántico se puede

expresar como sigue

|ψ(0)⟩ =
∑
n

Cn(0) |n(0)⟩ −→ |ψ(t)⟩ =
∑
n

Cn(t) |n(t)⟩ (1.16)

donde los coeficientes Cn experimentan un cambio de fase

Cn(t) = Cn(0)e
iθn(t)eiγn(t) (1.17)
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Finalmente aparecen la mencionada fase dinámica y una fase geométrica:

γm(t) = i

∫ t

0

〈
ψm(t

′)
∣∣∣ψ̇m(t

′)
〉
dt′ (1.18)

En particular, |Cn(0)|2 = |Cn(t)|2, luego si el sistema comienza en Cn(0), permane-

cerá en un autoestado Cn(t) experimentando únicamente un cambio de fase durante la

evolución.
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Caṕıtulo 2

Fase de Berry

Esta sección comenzará con una breve introducción al formalismo de la fase de Berry.

A continuación, se desarrollarán una serie de conceptos relativos a tal fase: conexión de

Berry, curvatura de Berry y número de Chern. Gran parte de la exposición se basará

en el ejemplo de los sistemas a dos niveles y se concluirá con un estudio directo de

su repercusión sobre las bandas de enerǵıa, todo ello bajo el marco de los procesos de

evolución adiabática.

2.1. Definición formal

La descripción de un sistema cuántico se realiza mediante la elección de un represen-

tante de clase de equivalencia en un espacio de Hilbert. Por ello, la multiplicación por un

factor de fase complejo no altera el contenido f́ısico. En efecto, tal transformación recibe

el nombre de transformación gauge, por lo que la fase del vector no representa informa-

ción f́ısica. En este sentido, es interesante definir la fase relativa γ12 entre dos estados no

ortogonales del espacio.

γ12 = −arg ⟨Ψ1|Ψ2⟩ −→ e−iγ12 =
⟨Ψ1|Ψ2⟩
| ⟨Ψ1|Ψ2⟩ |

(2.1)

Sin embargo, la fase relativa no es invariante por transformación gauge, sino que sigue la

relación:

|Ψj⟩ −→ eiαj |Ψj⟩ ⇒ e−iγ12 −→ e−iγ12+i(α2−α1) (2.2)
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Supongamos un caso genérico de N ≥ 3 estados en un espacio de Hilbert, ordenados

en bucle y tratemos de estudiar la fase relativa asociada. El resultado, conocido como

Fase de Berry, se expresa como:

γL = −arg(⟨Ψ1|Ψ2⟩ ⟨Ψ2|Ψ3⟩ ... ⟨ΨN |Ψ1⟩) (2.3)

γL = −arg(Tr(|Ψ1⟩ ⟨Ψ1|Ψ2⟩ ⟨Ψ2| ... |ΨN⟩ ⟨ΨN |)) (2.4)

La segunda ecuación permite mostrar que la Fase de Berry puede ser expresada en térmi-

nos de proyectores, que son propiamente invariantes gauge. Aunque este concepto no está

definido como el valor medio de algún operador, es propiamente un invariante gauge, por

lo que tendrá un significado f́ısico directo.

Figura 2.1: Fase de Berry para el caso discreto [1]

En este sentido, resulta interesante la generalización a un número de estados mayor,

donde se pueda observar la contribución de más estados del espacio, de forma que, en

ocasiones, se puedan anular unas con otras. La contribución total se denomina flujo de

Berry e, intuitivamente, puede ser entendida como sigue

Figura 2.2: Flujo de Berry para el caso discreto [1]

La idea de Berry se sustenta sobre la fase que adquiere un vector al recorrer un

circuito cerrado. Esto sugiere el estudio del transporte paralelo, un concepto de geometŕıa

diferencial. Para su explicación, es común utilizar el siguiente ejemplo, donde la variación
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del ángulo depende exclusivamente del camino seguido. Por tanto, si el espacio que recorre

el vector tiene una curvatura no nula, el transporte paralelo a lo largo de un camino cerrado

devuelve un vector idéntico en módulo, pero no en ángulo. Esta diferencia entre ángulos

inicial y final recibe el nombre de fase de Berry.

Figura 2.3: Idea del transporte paralelo sobre esfera [4]

En este sentido, construyendo una base de estados ((paralelamente transportados)), que

cumplen las siguientes relaciones:

|ū0⟩ = |u0⟩ (2.5)

|ū1⟩ = e−iβ1 |u1⟩ , β1 ∈ R+ (2.6)

... (2.7)

|ūN⟩ = e−iβN |uN⟩ , βN ∈ R+ (2.8)

Consideremos la colección de estados ((paralelamente transportados))

{|ū0⟩ , |ū1⟩ , ..., |ūN⟩} (2.9)

Se trata de una familia de estados transformados gauge de los originales cumpliendo

γ = −Im ln[⟨ū0|ū1⟩ ⟨ū1|ū2⟩ ... ⟨ūN−1|ūN⟩] (2.10)

Ahora teniendo en cuenta la relación

|ūN⟩ = e−iβN |uN⟩ = e−iβN |u0⟩ = e−iβN |ū0⟩ (2.11)
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Reescribiendo pues

|ū0⟩ = |ūN⟩ ⟨ūN |ū0⟩ (2.12)

y sustituyendo en (2.10) se llega finalmente

γ = −Im ln[⟨ūN |ū0⟩] (2.13)

Luego la fase en que difieren los estados |ū0⟩ y |ūN⟩ es exactamente la fase de Berry.

Puesto que la elección inicial en (2.8) es arbitraria, podemos escoger otra relación de

forma que la fase de Berry aparezca distribuida a lo largo del camino y no sólo como

diferencia de final e inicial. Para ello, tomamos

|uj⟩ −→ |ũj⟩ = e−i γ
N
j |ûj⟩ (2.14)

Aśı, por una parte, desaparece la diferencia de fase entre estado inicial y estado final

y, en segundo lugar, se distribuye la fase de Berry uniformemente por todo el recorrido

tal que

|ũN⟩ = e−iγ |ûN⟩ = e−iγeiγ |û0⟩ = |û0⟩ = |ũ0⟩ (2.15)

Im ln ⟨ũj|ũj+1⟩ = Im ln[e−i γ
N ] = − γ

N
(2.16)

2.2. Ĺımite continuo

Una vez asentados los principios de la fase de Berry para el caso discreto, es más in-

teresante y realista el caso en que existen un número N arbitrariamente grande de estados

distribuidos a lo largo del bucle cerrado. La expresión continua en el ĺımite infinitesimal

parte del cálculo siguiente:

ln
〈
u(R⃗)

∣∣∣u(R⃗ + d⃗R)
〉
= ln

〈
u(R⃗)

∣∣∣∣u(R⃗ +
d

dR⃗
dR⃗ + ...)

〉
(2.17)

Reformulando la expresión anterior y aplicando la aproximación del logaritmo

ln(1 + x) ≈ x si |x| < 1 (2.18)
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se tiene que:

ln

(
1 +

〈
u(R⃗)

∣∣∣ d

dR⃗

∣∣∣u(R⃗)〉 dR⃗ + ...

)
≈

〈
u(R⃗)

∣∣∣ d

dR⃗

∣∣∣u(R⃗)〉 dR⃗ (2.19)

Finalmente, tomando el ĺımite continuo para (2.3) se tiene

γ = −Im
∮ 〈

u(R⃗)
∣∣∣ d

dR⃗

∣∣∣u(R⃗)〉 dR⃗ (2.20)

Puesto que el integrando es un número puramente imaginario,

2Re(
〈
u(R⃗)

∣∣∣ d

dR⃗

∣∣∣u(R⃗)〉 dR⃗) = 〈
u(R⃗)

∣∣∣ d

dR⃗

∣∣∣u(R⃗)〉 dR⃗ + (
d

dR⃗

〈
u(R⃗)

∣∣∣u(R⃗)〉 =

d

dR⃗
(
〈
u(R⃗)

∣∣∣u(R⃗)〉) = d

dR⃗
1 = 0 (2.21)

Aśı, se obtiene la fase de Berry para el caso continuo

γ = i

∮ 〈
u(R⃗)

∣∣∣ d

dR⃗

∣∣∣u(R⃗)〉 dR⃗ (2.22)

El siguiente paso que daremos será introducir la noción de conexión de Berry en el

marco de los procesos de evolución adiabática. Para ello, consideraremos una colección de

estados instantáneos dependientes de una serie de parámetros de la forma {ψn(R⃗)}n∈N.

Preguntémonos, pues, por el siguiente valor medio:

〈
ψn(R⃗)

∣∣∣ ∂
∂t

∣∣∣ψn(R⃗)
〉

(2.23)

Utilizando la relación:

〈
ψn(R⃗)

∣∣∣ ∂
∂t

∣∣∣ψn(R⃗)
〉
=

〈
ψn(R⃗)

∣∣∣∇R⃗

∣∣∣ψn(R⃗)
〉 dR⃗
dt

(2.24)

Luego retomando la ecuación (1.18) y escribiendo la expresión en términos del espacio de

parámetros, se tiene:

γn(R⃗f ) = i

∫ R⃗f

R⃗i

〈
ψn(R⃗)

∣∣∣∇R⃗

∣∣∣ψn(R⃗)
〉
dR⃗ (2.25)

Se denominará conexión de Berry asociada a
∣∣∣Ψn(R⃗)

〉
al integrando de (2.25).
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2.3. Curvatura de Berry

Para comenzar, vamos a emplear la misma estrategia de expresar la fase de Berry como

una integral de superficie de una magnitud invariante gauge. Sea una región bidimensional

conexa S, con parámetros x e y, con frontera orientable por la curva ∂S y consideremos

la fase de Berry continua correspondiente a tal frontera. La magnitud buscada recibirá el

nombre de curvatura de Berry.

Atendiendo a cuestiones de regularidad y suavidad de la variedad |Ψ(R)⟩, diremos

que es suave en el sentido del mapa R → |Ψ(R)⟩ ⟨Ψ(R)|, lo que no implica que el gauge

R → |Ψ(R)⟩ sea suave. Sin embargo, aunque tal gauge no sea suave en un cierto punto

R0, siempre podremos reformularlo de forma que sea ((localmente suave)) en el punto y

genere el mismo mapa que antes.

Retomando el objetivo inicial, relacionemos la fase de Berry con su formulación discreta

como ∮
∂S

A dR = ĺım
∆x,∆y→0

γ∂S (2.26)

donde el espacio es discretizado por una malla de pasos ∆x,∆y en el ĺımite infinitesimal.

Aplicando ahora teorema de Stokes a la ecuación anterior, obtenemos

e−i
∮
∂S A dR = ĺım

∆x,∆y→0
e−i

∑
n,m Fn.m (2.27)

donde la suma recorre las placas que forman la superficie F. Tomemos además el gauge

|Ψ′(R)⟩ con su correspondiente conexión de Berry A′ que es suave en la placa nm y, por

la invarianza gauge del flujo de Berry Fn,m, la exponencial se mantiene igual.

Utilizando un desarrollo de Taylor de primer orden centrado en Rnm = (xn +
∆x
2
, yn +

∆y
2
) para el flujo Fn,m, se tiene

F ′
nm = (∂xA

′
y(Rnm)− ∂yA

′
x(Rnm))∆x∆y (2.28)

Aśı, definiendo la curvatura de Berry como:

Bn = ĺım
∆x,∆y→0

F ′
nm

∆x∆y

(2.29)

que es una cantidad invariante gauge definida a través del flujo de Berry.
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En este sentido, para el caso tridimensional, definiremos la curvatura de Berry como

el tensor antisimétrico

Bn(R⃗) = ∇R⃗ × An(R⃗) (2.30)

A diferencia de la conexión de Berry, la curvatura de Berry es invariante gauge. De esta

manera, aplicando teorema de Stokes a la integral de la conexión de Berry, se tiene

γn[∂S] =

∮
∂S

A dR =

∫ ∫
∇R⃗ × An(R⃗) dS =

∫ ∫
Bn(R⃗) dS (2.31)

Para aplicar teorema de Stokes necesitamos que el integrando esté bien definidio sobre

toda la superficie y sea diferenciable. En este caso, la fase de Berry quedará determinada

por la curvatura de Berry, de forma que el gauge escogido haga cierta la siguiente igualdad

∮
∂S

A dR :=

∫ ∫
BndS (2.32)

En conclusión, una vez determinada la curvatura, se escoge el gauge adecuado para cum-

plir (2.32). Sin embargo, algunos sistemas pueden no aceptar un gauge bien definido y

diferenciable en la superficie de integración, lo que nos llevará a una clasificación topológi-

ca a través del número de Chern.

2.4. Número de Chern

Comencemos definiendo el número de Chern. En primera aproximación, se trata de un

número entero resultado de integrar la curvatura de Berry a lo largo de una curva cerrada

en el espacio de parámetros

Cn :=
1

2π

∮
S

BndS (2.33)

Puesto que el número de Chern está definido a través de la curvatura de Berry, este hereda

la propiedad de invarianza gauge.

La interpretación de este número tiene sentido desde la geometŕıa diferencial. En el

caso de que podamos definir un gauge global bien definido y diferenciable, el número de

Chern será 0 en consecuencia al teorema de Stokes. Sin embargo, si Cn ̸= 0 significará que

existen impedimientos sobre la regularidad o buena definición del gauge. En la siguiente

sección, se estudiará el caso más sencillo en el que se pone de manifiesto este fenómeno
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con sus pertinentes consecuencias.

Por último, el número de Chern es un invariante topológico. En efecto, si el Hamil-

toniano de una red de electrones es deformado adiabáticamente (deformación continua

con gaps de enerǵıa separando la enésima banda de las abiertas restantes), la curvatura

de Berry variará de forma continua y, en consecuencia, la integral sobre la zona de Bri-

llouin, es decir, el número de Chern no cambiará. Por el contrario, si la deformación se

produce de forma que los gaps de enerǵıa están cerrados y se reabren (deformación no

adiabática) el número de Chern podrá variar. En este sentido, el número de Chern es el

análogo invariante topológico para el caso bidimensional al ((número de vueltas)) para el

caso unidimensional.

2.5. Sistema de dos niveles

Sea una part́ıcula con esṕın 1
2
en reposo y sometida a un campo magnético uniforme

B⃗ = Bn⃗. La interacción puede ser descrita como

H = −γB⃗S⃗ = −γℏB
2

n⃗σ⃗ (2.34)

Para este sistema de dos niveles, el Hamiltoniano se puede expresar de forma compacta a

través de las matrices de Pauli como

Ĥ(d) = d · σ̂ = dxσ̂x + dyσ̂y + dzσ̂z (2.35)

donde el vector d = (dx, dy, dz) hace referencia al parámetro R del espacio rećıproco y

σ̂ son las matrices de Pauli. Se tomará d ∈ R, d ̸= 0⃗ para evitar el caso degenerado del

espectro de enerǵıas.

Una representación muy intuitiva para los estados considerados es la esfera de Bloch.

Las coordenadas esféricas se toman como

cosθ =
dz
|d|

; eiϕ =
dx + idy√
d2x + d2y

(2.36)
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Figura 2.4: Esfera de Bloch [1]

En forma matricial, el Hamiltoniano se puede expresar como

H = d

 cosθ sinθ e−iϕ

sinθ eiϕ −cosθ

 (2.37)

Puesto que estamos ante procesos de evolución adiabática, el término σ0 no jugaŕıa

ningún rol y, teniendo en cuenta las relaciones de anticonmutación, se tiene la siguiente

expresión

Ĥ(d)2 = d2σ0 (2.38)

Aśı, la relación de dispersión será

Ĥ(d) |±d⟩ = ±|d| |±d⟩ (2.39)

Para el cálculo de los autoestados, se utilizarán relaciones trigonométricas y la condi-

ción de normalización. Aśı, se obtienen:

|+d⟩ =

cos( θ2)e−iϕ

sin( θ
2
)

 |−d⟩ =

sin( θ2)e−iϕ

−cos( θ
2
)

 (2.40)

Una vez determinados los autoestados, estamos en condiciones de calcular la conexión

y, consecuentemente, la curvatura de Berry. En efecto, el integrando de la expresión (2.25)
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establece

A+
θ = i ⟨+d| ∂θ |+d⟩ = 0 (2.41)

A−
θ = i ⟨−d| ∂θ |−d⟩ = 0 (2.42)

A+
ϕ = i ⟨+d| ∂ϕ |+d⟩ = cos2(

θ

2
) (2.43)

A−
ϕ = i ⟨−d| ∂ϕ |−d⟩ = sin2(

θ

2
) (2.44)

A continuación, para el cálculo de la curvatura usaremos (2.29)

B± = ∂θA
±
ϕ − ∂ϕA

±
θ = ±1

2
sinθ (2.45)

Estudiemos ahora qué ocurre con la monoevaluabilidad de los estados y la consecuente

elección del gauge global. Sea el estado |−d⟩ fijando el polo sur θ = π

|−d(0, 0,−1)⟩ =

e−iϕ

0

 (2.46)

Observamos que no es un estado monoevaluado, por lo que optaremos por una transfor-

mación gauge de la forma ∣∣−̃d

〉
= e−iα(θ,ϕ) |−d⟩ (2.47)

Para obtener un estado monoevaluado en el polo sur, tomamos α = −ϕ y vemos que

aparece el mismo problema ahora en el polo norte. Repensando la elección del gauge,

observamos que es imposible determinar un gauge global que aporte monoevaluabilidad

en todos los estados, concretamente para los polos norte y sur.

De hecho, fijando el ángulo θ y realizando una trayectoria cerrada a lo largo de ϕ de

0 a 2π aparecerá una fase: la fase de Berry. Ahondando en la cuestión, nos topamos con

un número de Chern no nulo, lo que confirmará una topoloǵıa no trivial.

De forma más compacta, la curvatura de Berry se puede expresar como

B±(d) = ± d

|d|
1

2d2
(2.48)

Esta expresión se corresponde con el campo magnético creado por un monopolo localizado

en el origen del espacio de parámetros. Notar que este ((monopolo magnético)) existe en el
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espacio abstracto de vectores d y no en el espacio real. Sabemos que si el flujo de campo

magnético a través de una superficie es nulo, entonces no habrá monopolos magnéticos.

Sin embargo, en el caso de que existiesen, se generaŕıa un campo.

Relacionando estos conceptos, la integral de la curvatura de Berry a lo largo de una

superficie cerrada está cuantizada e indica el número de ((monopolos de Berry)) existen-

tes en tal superficie. De alguna forma, los ((monopolos de Berry)) son el análogo a los

((monopolos magnéticos)) ya que funcionan como fuentes/sumideros de la curvatura de

Berry, aśı como los monopolos magnéticos funcionan como fuentes/sumideros de campo

magnético. El número de monopolos coincidirá con el número de Chern.

En efecto, integrando la curvatura de Berry a lo largo de una esfera S conteniendo al

monopolo, se tiene ∮
S

B±dS = ∓1

2

∫ 2π

0

∫ π

0

sinθdθdϕ = ±2π (2.49)

En conclusión, el número de Chern será C=±1, obteniéndose pues un monopolo de

Berry. Además, al obtender un número de Chern no nulo, se está confirmando expĺıcita-

mente la imposibilidad de encontrar un gauge global para tal topoloǵıa.

2.6. Aplicación a la teoŕıa de bandas

Sea un sólido cristalino cuyo espacio de parámetros está restringido a la primera zona

de Brillouin (1ZB). Utilizando la aproximación de electrones independientes y el teorema

de Bloch, planteamos el siguiente Hamiltoniano

Hk = e−ikrHeikr =
p+ ℏk
2m

+ V (r) (2.50)

Supongamos k⃗ = k⃗(t), luego el estado de Bloch tras realizar una trayectoria cerrada en

1ZB adquiere la siguiente fase de Berry

γn =

∮
C

An(k)dk (2.51)

donde el integrando hace referencia a la conexión de Berry

An(k) = ⟨un(k)| i∇k |un(k)⟩ (2.52)
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Aśı, la curvatura de Berry vendrá dada por la expresión

Bn(k) = ∇k × ⟨un(k)| i∇k |un(k)⟩ (2.53)

Atendiendo ahora a cuestiones de simetŕıa, estudiaremos tres casos

Simetŕıa bajo inversión espacial: Bn(k) = Bn(−k)

Simetŕıa bajo inversión temporal: Bn(k) = −Bn(−k)

Ambas simetŕıas: Bn(k) = 0

Respecto a la trayectoria cerrada que describe el estado en el espacio de momentos,

existen dos maneras de generar tal trayectoria. La primera y más directa es la aplicación

de un campo magnético, el cual inducirá un movimiento ciclotrón a lo largo de una

trayectoria cerrada en la 1ZB.

Por otra parte, resulta de mayor interés la aplicación de un campo eléctrico que genere

una variación de lineal del momento k. Gracias a la topoloǵıa toroidal que presenta 1ZB

al presentar una periodicidad de la forma

(kx, ky) = (kx + 2π, ky) = (kx, ky + 2π) (2.54)

la fase de Berry se plantea como

γn = i

∮
1ZB

⟨un(k)| i∇k |un(k)⟩ dk (2.55)

En el caso de un sólido unidimensional de constante de red a, cuando el vector k recorre la

1ZB, se adquiere una fase de Berry denominada fase de Zak. Mediante una representación

ciĺındrica del recorrido realizado, uniendo sus extremmos, se determina una trayectoria

cerrada.

Este desarrollo propicia una clasificación de los materiales más profunda en función

de la topoloǵıa que presenten. Curiosamente, las deformaciones continuas matemáticas se

aplican para el estudio de las propiedades invariantes por deformación de la estructura y

simetŕıa.
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Caṕıtulo 3

Modelo SSH

Este caṕıtulo estará dedicado al estudio del modelo más simple para aislantes topológi-

cos. Este modelo describe la interacción de fermiones sin spin en una red unidimensional

con amplitudes escalonadas de salto. En él se podrá observar el fenómeno de los estados

de borde y su correspondencia con los estados del volumen. Asimismo, se estudiarán las

propiedades de la simetŕıa quiral y la equivalencia adiabática, concluyendo, en último

lugar, con la presencia de invariantes topológicos.

3.1. Hamiltoniano SSH

Figura 3.1: Modelo Su-Schrieffer-Heeger [1]

Consideremos una cadena de N celdas unidad en las que albergan dos estados dentro

de cada una, uno en la subred A y otra en la subred B. Las interacciones entre electrones

son despreciadas, por lo que su dinámica estará descrita por un Hamiltoniano de part́ıcula

única de la forma:

Ĥ = v
N∑

m=1

(|m,B⟩ ⟨m,A|+ h.c.) + w
N−1∑
m=1

(|m+ 1, A⟩ ⟨m,B|+ h.c.) (3.1)

Los estados |m,A⟩ , |m,B⟩ donde m ∈ {1, ..., N} hacen referencia a la celda m y

estado A o B. Las siglas h.c. denotan el hermı́tico conjugado (i.e. h.c. de |m,B⟩ ⟨m,A| es
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|m,A⟩ ⟨m,B|). Esta red puede albergar hasta 2N electrones y no existe grado de libertad

asociado al esṕın ya que el Hamiltoniano no actúa sobre él.

Suponiendo que hay N electrones, estamos interesados en la dinámica de los fermio-

nes en su estado fundamental, a temperatura y potencial qúımico nulos, donde todos los

autoestados asociados a enerǵıas negativas están ocupados por el principio de Pauli. De-

bido a la ausencia de enerǵıas on-site, se tendrán exactamente N estados ocupados, una

situación de medio llenado en la que cada átomo aporta un electrón de conducción, por

lo que se encuentra una part́ıcula (con cada esṕın) por celda unidad.

Supongamos amplitudes de salto v, w ≥ 0 reales. En caso contrario, podŕıamos redefi-

nirlas a través de un gauge. Particularicemos para el caso de una cadena de N = 4 celdas

unidad con interacciones de salto interceldas w e intraceldas v. El operador Hamiltoniano

podrá ser expresado en forma matricial como:



0 v 0 0 0 0 0 0

v 0 w 0 0 0 0 0

0 w 0 v 0 0 0 0

0 0 v 0 w 0 0 0

0 0 0 w 0 v 0 0

0 0 0 0 v 0 w 0

0 0 0 0 0 w 0 v

0 0 0 0 0 0 v 0



(3.2)

Por último, atendiendo a los grados de libertad del Hamiltoniano, es posible su des-

composición como producto tensorial de dos espacios: Hint y Hext, separando en grados

de libertad externos y grados de libertad internos asociados a interacción intracelda o

intercelda. En efecto,

|m,α⟩ −→ |m⟩ ⊗ |α⟩ ∈ Hext ⊗ Hint (3.3)

De esta manera, utilizando las matrices de Pauli, el Hamiltoniano puede ser descrito de

forma más compacta como:

Ĥ = v
N∑

m=1

|m⟩ ⟨m| ⊗ σ̂x + w

N−1∑
m=1

(|m+ 1⟩ ⟨m| ⊗ σ̂x + iσ̂y
2

+ h.c.) (3.4)
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3.2. Estados de volumen

La cadena SSH presenta un volumen y un borde. El volumen es la parte central y

los bordes son los extremos, como indica la figura 3.1. Inicialmente, trabajaremos sobre

el volumen, pues en el ĺımite termodinámico N → ∞, determinará las principales pro-

piedades f́ısicas del material. Puesto que el volumen presenta una clara periodicidad, es

interesante trabajar con su transformada de Fourier, utilizando condiciones de contorno

tipo BVK (Born-von Karman). Esto facilitará enormemente los cálculos al considerar la

larga cadena como un anillo, pudiendo definir el Hamiltoniano del volumen, Ĥv, como:

Ĥv =
N∑

m=1

(v |m,B⟩ ⟨m,A|+ w |(m mod N) + 1, A⟩ ⟨m,B|) + h.c. (3.5)

Buscamos ahora estados que cumplan la relación:

Ĥv |Ψn(k)⟩ = En(k) |Ψn(k)⟩ , n ∈ {1, ..., 2N} (3.6)

Para ello, trabajemos en el espacio de momentos del Hamiltoniano de volumen. Gracias

a invarianza por traslaciones, el teorema de Bloch asegura autoestados de la forma de

ondas planas. Utilizaremos esta base sólo para el grado de libertad externo, obteniendo

estados de la forma:

|k⟩ = 1√
N

N∑
m=1

eimk |m⟩ , k ∈ {δk, ..., Nδk} con δk =
2π

N
(3.7)

El número de onda k se escogió para que tomase valores dentro de 1ZB. Aśı, los

autoestados serán:

|Ψn(k)⟩ = |k⟩ ⊗ |un(k)⟩ , |un(k)⟩ = an(k) |A⟩+ bn(k) |B⟩ (3.8)

donde los vectores |un(k)⟩ están asociados al grado de libertad interno y son autoestados

del Hamiltoniano del espacio de momentos asociado al volumen.

Puesto que la transformada de Fourier actúa sobre el grado de libertad externo, se

tiene periodicidad en la zona de Brillouin:

Ĥ(k + 2π) = Ĥ(k) −→ |un(k + 2π)⟩ = |un(k)⟩ (3.9)
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Retomando la matriz en (3.2) del caso N = 4 y resolviendo la ecuación de Schrödinger,

se llega a la siguiente relación de dispersión, donde k tiene unidades de 1
a
atendiendo a su

periodicidad.

H(k) =

 0 v + we−ik

v + weik 0

 −→ H(k)

a(k)
b(k)

 = E(k)

a(k)
b(k)

 (3.10)

En conclusión, se obtiene

E(k) =
∣∣v + we−ik

∣∣ = √
v2 + w2 + 2 v w cos(k) (3.11)

Analicemos pues las posibles representaciones de la relación de dispersión en función de

los parámetros v y w.

Figura 3.2: Gap de enerǵıas y número de vueltas en espacio rećıproco [1]

En caso de que las amplitudes sean distintas, exisitirá un gap ∆ de la forma

∆ = minkE(k) = |v − w| (3.12)

separando la banda completa inferior de la banda vaćıa superior.

En el caso de que las amplitudes de salto no sean escalonadas, es decir v = w, estaremos

en el caso de un material conductor. Los autoestados serán ondas planas con enerǵıa

arbitrariamente baja, tal que transportan electrones de un extremo a otro.
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Información de la relación de dispersión

El Hamiltoniano de volumen para cualquier modelo de dos bandas, equivalentemente,

de dos estados por celda unidad, se puede expresar como

H(k) = dx(k)σ̂x + dy(k)σ̂y + dz(k)σ̂z = d0(k)σ̂0 + d(k)σ̂ (3.13)

siendo d⃗ un vector del espacio rećıproco y σ̂ las matrices de Pauli.

En el caso del modelo SSH, puesto que las enerǵıas on-site son nulas, las componentes

cumplen

d0(k) = 0; dx(k) = v + w cos k; dy(k) = w sin k; dz(k) = 0 (3.14)

Puesto que el vector de ondas k sigue el camino 0 → 2π, el camino que describe el

punto final de d(k) es una circunferencia de radio w con centro (v,0) en el plano dx, dy.

En general, la trayectoria descrita para aislantes de dos bandas no es necesariamente

una circuferencia, pero śı un bucle cerrado gracias a la periodicidad del Hamiltoniano de

momento del volumen y necesita evitar el origen por su cualidad de aislante.

La cuestión principal a estudiar resulta el winding number o ((número de vueltas)), ν.

La topoloǵıa del bucle puede ser descrita en función de este número y hace referencia al

número de vueltas que realiza la trayectoria alrededor del origen en el plano dx, dy.

3.3. Estados de borde

La distinción entre volumen y borde no es muy clara atendiendo a la periodicidad que

presenten. Por ello, resulta más útil realizar tal distinción atendiendo a su comportamiento

de localización/deslocalización en el ĺımite termodinámico N → ∞. Comenzaremos estu-

diando el ĺımite de cadena totalmente dimerizada e iremos desplazándonos gradualmente

hacia el caso más general.

Consideremos el ĺımite dimerizado con topoloǵıa trivial:

Figura 3.3: Cadena SSH con salto intracelda [1]

Al trabajar en este ĺımite, existirá una superposición de dos estados, estado par (aso-
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ciado a la enerǵıa E = +1) y estado impar (asociado a la enerǵıa E = −1) formando un

d́ımero. En el caso de la toploǵıa trivial, v = 1 y w = 0, de donde se obtiene

Ĥ(|m,A⟩ ± |m,B⟩) = ±(|m,A⟩ ± |m,B⟩) (3.15)

El Hamiltoniano de momento del volumen es independiente del número de onda, Ĥ(k) =

σ̂x.

Por otro lado, para el caso de ĺımite dimerizado con topoloǵıa no trivial:

Figura 3.4: Cadena SSH con salto intercelda [1]

En esta situación, v = 0 y w = 1, cada d́ımero es compartido entre dos celdas unidad

adyacentes. Aśı, la superposición de estados será

Ĥ(|m,B⟩ ± |m+ 1, A⟩) = ±(|m,B⟩ ± |m+ 1, A⟩), m ∈ {1, ...N − 1} (3.16)

Aśı, el Hamiltoniano de momento del volumen es Ĥ(k) = σ̂xcosk + σ̂ysink

En ambos casos, las enerǵıas son independientes del número de onda. Por tanto, la

velocidad de grupo es nula, mostrando aśı que, cuando la cadena tiende al caso dimerizado,

una part́ıcula del volumen no podrá desplazarse a lo largo de la cadena.

Retomando el primer caso de la topoloǵıa trivial, todos los autoestados están dados

por la ecuación (3.15), mientras que para el caso no trivial, existen más autoestados que

los citados en (3.16). De hecho, cada extremo de la cadena alberga un único autoestado

de enerǵıa cero. En efecto,

v = 0, w = 1 −→ Ĥ |1, A⟩ = Ĥ |N,B⟩ = 0 (3.17)

La explicación de la enerǵıa cero es debida a que SSH no permite término en σz, pero

si en σ0. Es el ejemplo más simple y claro de estados de borde atendiendo a criterios de

localización.

Finalmente, al moverse gradualmente del ĺımite totalmente dimerizado, la enerǵıa

asociada a los estados de borde permanece muy próxima a cero. Las funciones de on-

da asociadas han de encontrarse exponencialmente localizadas en los bordes derecho e
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izquierdo, pues el cero de enerǵıas está en el gap de la banda de volumen.

La siguiente figura muestra cómo los autoestados de enerǵıa casi nula son superposi-

ciones pares e impares de estados localizados exponencialmente en los bordes.

Figura 3.5: Correspondencia enerǵıa-localización [1]

Preguntémonos ahora por la relación entre la aparición de tales estados de borde y

el concepto de ((número de vueltas)) anteriormente introducido. Este fenómeno recibirá el

nombre de correspondencia volumen-borde y, para el modelo SSH, estará basado en un

tipo de simetŕıa caracteŕıstico: la simetŕıa quiral.

3.4. Simetŕıa quiral

Para comenzar, diremos que un sistema cuántico presenta una simetŕıa representada

por el operador unitario U si cumple

ÛĤÛ † = Ĥ (3.18)

y por tanto, el espectro de H puede ser diagonalizado desde el de U . En consecuencia,

al particionar el espacio de Hilbert en subespacios asociados a autovectores de U con sus

correspondientes autovalores, entonces la dinámica definida por H puede ser entendida

independientemente en cada sector.

Sin embargo, para la simetŕıa quiral cumple otra relación

Γ̂ĤΓ̂† = −Ĥ (3.19)

donde el operador Γ es unitario y cumple una serie de condiciones extra. Por un lado, el
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operador ha de ser unitario y hermı́tico.

Γ̂Γ̂† = Γ̂2 = 1 (3.20)

La base de este criterio es que si el operador Γ̂2 es no trivial, entonces representaŕıa una

simetŕıa unitaria como en (3.18).

El segundo criterio del operador quiral hace referencia a su actuación local. Es decir,

⟨m,α| Γ̂ |m′, α′⟩ = 0 si m ̸= m′ y α, α′ ∈ (A,B) (3.21)

Por tanto, el operador puede descomponerse como N actuaciones distintas sobre cada

celda unidad de la forma

Γ̂ =
N⊕

m=1

γ̂ (3.22)

Por último, el operador de simetŕıa quiral ha de ser robusto, en el sentido de que la

relación (3.19) se cumple independientemente de los parámetros de desorden. Para el caso

del Hamiltoniano SSH, las amplitudes de salto dependen del desorden espacial. Por ello,

la actuación del operador debe cumplir (3.19) con independencia de tales parámetros de

desorden.

Estudiemos ahora las consecuencias que presenta la simetŕıa quiral para el modelo

SSH, en comparación con las simetŕıas tradicionales, gracias al signo menos del miembro

derecho.

La simetŕıa quiral es conocida como simetŕıa de subred. Utilizando proyectores, po-

dremos expresar el operador Γ̂ en función de dos proyectores ortogonales de la subred, P̂A

y P̂B como

P̂A =
1

2
(I+ Γ̂) P̂B =

1

2
(I− Γ̂) (3.23)

Notar que P̂A + P̂B = I y P̂A · P̂B = 0. La razón del nombre de la simetŕıa de subred

está basada en la relación

P̂AĤP̂A = P̂BĤP̂B = 0 y Ĥ = P̂AĤP̂B + P̂BĤP̂A (3.24)

De esta manera, se tiene la simetŕıa redefinida en términos de proyectores.

Respecto al estudio del espectro del operador, para todo estado con enerǵıa E existirá
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un correspondiente estado por quiralidad con enerǵıa −E. En efecto,

Ĥ |Ψn⟩ = En |Ψn⟩ (3.25)

ĤΓ̂ |Ψn⟩ = −Γ̂Ĥ |Ψn⟩ = −Γ̂En |Ψn⟩ = −EnΓ̂ |Ψn⟩ (3.26)

Esto acarrea consecuencias para los autoestados con enerǵıa no nula y para aquellos con

enerǵıa nula. En efecto, para aquellos estados con enerǵıa no-nula, |Ψn⟩ y Γ̂ |Ψn⟩ tienen

asociados distintos autovalores por lo que han de ser ortogonales. Por tanto, esto implica

que cada autoestado con enerǵıa no nula tiene soporte en ambas subredes. De hecho,

⟨Ψn| Γ̂ |Ψn⟩ = 0 = ⟨Ψn|PA |Ψn⟩ − ⟨Ψn|PB |Ψn⟩ (3.27)

Sin embargo, para el caso de enerǵıa nula, los autoestados pueden escogerse para tener

soporte únicamente en una subred. Esto es causa de

Ĥ |Ψn⟩ = 0 −→ ĤP̂A/B |Ψn⟩ = Ĥ(|Ψn⟩ ± Γ̂ |Ψn⟩) = 0 (3.28)

Esto autoestados proyectados de enerǵıa nula son autoestados de Γ̂ y, por tanto, son

correspondientes simétricos por quiralidad.

Una vez asentadas las bases del operador quiralidad Γ̂, veamos cómo afecta a nuestro

modelo SSH. En primer lugar, el hamiltoniano SSH es ((bipartito)), es decir, no existen

transiciones entre estados con el mismo ı́ndice de la subred. Los proyectores cumplen

P̂A =
N∑

m=1

|m,A⟩ ⟨n,A| P̂B =
N∑

m=1

|m,B⟩ ⟨n,B| (3.29)

La simetŕıa quiral está representada por el operador Σ̂z definido como

Σ̂z = P̂A − P̂B (3.30)

Notar que el operador cumple las relaciones anteriormente establecidas: unitariedad, her-

miticidad y actuación local. De hecho, la simetŕıa quiral es una consecuencia del Hamil-

toniano ((bipartito)) pues

P̂AĤP̂A = P̂BĤP̂B = 0 −→ Σ̂zĤΣ̂z = −Ĥ (3.31)
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La principal consecuencia de la simetŕıa quiral está ligada con el ((winding number))

anteriormente mencionado. El camino seguido por el vector d(k) cuando k recorre los

valores 0 → 2π es cerrado en el plano dx, dy. Además, tal camino ha de evitar el origen,

pues si exisitese un cierto k para el que d(k) = 0, el gap de enerǵıas se cerraŕıa en tal k

y no estaŕıamos antes un aislante. Gracias a la simetŕıa quiral, el camino del vector d(k)

está restringido al plano dx, dy. En efecto,

σzĤ(k)σz = 0 −→ σz = 0 (3.32)

por lo que el camino es cerrado y está contenido en el plano y, aśı, el winding number

está bien definido.

Para el cálculo efectivo del winding number o ((número de vueltas)), existen dos apro-

ximaciones distintas:

1. Intersección de d(k) con una curva desde el origen al infinito

Puesto que d(k) es una curva orientada, es posible ((colorear)) su parte izquierda y su

parte derecha. Al tomar una curva L desde el origen hacia infinito, por comodidad,

dy = 0 y dx ≥ 0, es posible contar el número de intersecciones que presenta con

d(k). Cada intersección tiene un ((signo)) en función de si la intersección proviene del

lado derecho, supongamos pintado en rojo, del lado izquierdo, supuesto azul. Como

resultado, el ((número de vueltas)) será la suma de tales signos.

Ahora bien, para mostrar que el ((número de vueltas)) es un invariante topológico,

hemos de considerar cómo vaŕıa bajo transformaciones continuas de d(k) y L . Las

intersecciones podrán desplazarse debido a deformaciones pero, esencialmente, no

cambia el factor ν, ((número de vueltas)). También podŕıan aparecer o desaparecer

intersecciones, pero siempre serán por pares, por lo que tampoco afectará al número

final.

2. Representación integral

Proyectando la curva d(k) sobre el ćırculo unidad como

d̃ =
d

|d|
(3.33)

que está bien definido ya que d(k) ̸= 0, es posible redefinir el número de vueltas ν
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como

ν =
1

2π

∫
(d̃(k)× d

dk
d̃(k))dk (3.34)

Para el caso del Hamiltoniano de volumen del espacio de momentos,

H(k) =

 0 h(k)

h∗(k) 0

 −→ h(k) = dx(k)− idy(k) (3.35)

Utilizando el logaritmo complejo para h(k) y escogiendo una hoja de Riemann en

la que la derivada esté bien definida, se obtiene una expresión más compacta

ν =
1

2πi

∫ π

−π

dk
d

dk
ln h(k) (3.36)

En conclusión, para el modelo SSH, el ((número de vueltas)) es uno para el caso de

topológico, i.e. cuando w > v, y cero para el caso trivial, i.e. cuando v > w. Estudiemos

ahora cómo hacer variar la magnitud ν para el modelo SSH.

3.5. Invariantes topológicos

Introduzcamos ahora el concepto de ((transformación adiabática)) de Hamiltonianos

aislantes. La transformación adiabática ha de cumplir los siguientes requisitos:

Los parámetros vaŕıan de forma continua

Las simetŕıas del sistema se mantienen

El gap de volumen alrededor de E = 0 se mantienen abierto

Esta deformación es un proceso ficticio. En el caso de un proceso en tiempo real,

el teorema adiabático de (1.17) nos garantiza que, si el proceso es suficientemente len-

to, siempre terminaremos en el estado fundamental, al menos considerando el volumen

del sistema. Los bordes habrán de ser considerados aparte, pues su comportamiento es

sutilmente distinto.

En la ĺınea de las transformaciones adiabáticas, diremos que dos Hamiltonianos se

encuentran ((adiabáticamente conectados)) si existe una deformación adiabática que los

conecta, respetando las simetŕıas importantes.
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Figura 3.6: Diagrama de fase para modelo SSH [1]

Introduzcamos ahora la relación con los invariantes topológicos. En primer lugar, dire-

mos que un número que caracteriza un Hamiltoniano aislante es un invariante topológico

o invariante adiabático si no vaŕıa bajo transformaciones adiabáticas. En este sentido, el

uso de las deformaciones adiabáticas implica dos propiedades de los invariantes topológi-

cos: por un lado, el concepto sólo está bien definido en el ĺımite termodinámico y, por otro

lado, depende de las simetŕıas que deben ser respetadas. El claro ejemplo de invarian-

te topológico es el ((número de vueltas)) ν. En conclusión, dos sistemas no podrán estar

adiabáticamente conectados si poseen distintos ((números de vueltas)).

En la ĺınea de los invariantes topológicos, preguntémonos por la presencia de esta-

dos de borde asociados a enerǵıas nulas en un caso más general. Sea un Hamiltoniano

simétrico quiral con gap y en una dimensión, en el ĺımite termodinámico. Consideremos

autoestados asociados a enerǵıas |E| ≤ ϵ, donde ϵ pertenece al gap del volumen. Entonces,

habrá autoestados con enerǵıa no nula y también con enerǵıa nula. Gracias a la simetŕıa

quiral, cada autoestado asociado a enerǵıa no nula tendrá un correspondiente simétrico

por quiralidad ocupando la misma celda unidad, pues la actuación del operador quiral es

local y unitario. Por otro lado, el número de autoestados con enerǵıa nula es finito por el

gap del volumen y pueden ser restringidos a una única subred. Supongamos NA estados

de enerǵıa nula en la subred A y NB estados de enerǵıa nula en la subred B.

Tomemos ahora una defomación adiabática dependiente de un parámetro continuo

d : 0 → 1 sobre el número NA − NB. El Hamiltoniano ha de respetar la simetŕıa quiral
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y el gap de enerǵıas del volumen sobrepasa 2ϵ para todo d. Ahora bien, la deformación

puede crear autoestados de enerǵıa nula a partir de estados de enerǵıa no nula. Pero, en

ese caso, su correspondiente simétrico quiral se moverá también a enerǵıa nula. Aśı, el

número NA −NB permanece invariante. Por otra parte, tal deformación también podŕıa

hacer desaparecer estados de enerǵıa nula y convertirlos en enerǵıa no nula y positiva pero,

utilizando el mismo razonamiento por simetŕıa, habŕıa de aparecer un correspondiente

quiral con la misma enerǵıa y signo contrario. De hecho, la deformación podŕıa mover

enerǵıas en el margen |E| ≤ ϵ, pero seguiŕıa sin afectar al número NA − NB. Podemos

concluir aśı que el número de estados NA −NB permanece constante bajo deformaciones

adiabáticas, por lo que será considerado un invariante topológico.

La siguiente imagen muestra cómo los puntos terminales del vector d(k) se transpor-

tan al variar las amplitudes de salto gradualmente. En el primer caso, se vaŕıa el salto

intercelda de 0 a 1 y el salto intracelda se mantiene constante en 0.5. En el proceso, el

gap de volumen fue cerrado y reabierto, ya que el origen fue incluido en alguno de los

ćırculos azules. El número de vueltas varió de 0 a 1. Para el segundo caso, se mantuvo la

amplitud de salto intercelda y se hizo tender la intracelda a cero, variando aśı el ((número

de vuelta)) a 1. En el proceso, el gap nuevamente se cierra y vuelve a abrir.

Figura 3.7: Número de vueltas como invariante topológico [1]

Este fenómeno, en cierta manera, induce una relación entre el estudio del invariante

topológico del volumen y los estados de baja enerǵıa en los bordes. En conclusión, este

resulta el ejemplo más claro de la correspondencia volumen-borde, un fenómeno muy

recurrente en el estudio de los aislantes topológicos.

Por último, preguntémonos por la existencia de posibles estados de borde en geometŕıas

no tan directas como la cadena inicial SSH. Tomemos el modelo siguiente

Figura 3.8: Aparición de estados de borde fuera de los extremos [1]
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Existen dos tipos de ((paredes de dominio)): aquellos que albergan estados de enerǵıa

nula en una única subred y aquellos que contiene tŕımeros. En los tŕımeros, la superposi-

ción impar de dos estados terminales forman un autoestado de enerǵıa nula. En efecto

Ĥ |6, B⟩ − |7, B⟩ = 0 (3.37)

Notar que estos estados de enerǵıa nula, al igual que en los extremos, presentan funciones

de onda que toman valores no nulos en una única subred exclusivamente. También, como

en el caso del ĺımite dimerizado, sólo es posible inducir un número par de estados de borde

en cualquier geometŕıa, lo que significa que al encontrar una ((pared del dominio)) con un

estado localizado en una subred, exisitirá su correspondiente en la otra subred con un

estado localizado.
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Caṕıtulo 4

El modelo SSH en acción:

poliacetileno

Este apartado final será dedicado a la aplicación práctica de toda la fundamentación

teórica anteriormente expuesta al caso del poliacetileno. En primer lugar, se estudiará

este material por ser uno de los primeros materiales en presentar propiedades relativas

a los aislantes topológicos. Se comenzará introduciendo el formalismo que lo define y,

seguidamente, se incidirá sobre el fenómeno de la excitación de solitones.

4.1. Hamiltoniano modelo

Comencemos suponiendo una descripción del poliacetileno, con fórmula (CH)x, en

la que no existe hibridación electrónica dentro de la cadena en el estado fundamental.

A su vez, supondremos que la aproximación adiabática es válida, teniendo en cuenta la

diferencia de enerǵıas entre los enlaces σ (del orden de 10 eV) y las enerǵıas de los fonones

y solitones (del orden de 0.5 eV). Además, tomaremos una estructura trans en el ĺımite

dimerizado, por lo que la magnitud principal será la coordenada de configuración un,

donde n hace referencia a la traslación de grupo a lo largo del eje x. Se tiene, pues, la

siguiente estructura modelo:

37



Figura 4.1: Estructura del poliacetileno [7]

En lo que sigue, habrá que realizar una pequeña distinción en función del posicio-

namiento de los dobles enlaces de la molécula. Por una parte, en la siguiente figura a,

consideraremos un < 0 mientras que un+1, un−1 > 0 donde el enlace corto (doble) se da

entre n − 1 y n y el enlace largo (simple) se da entre n y n + 1. Tales desplazamientos

tomarán signo opuesto en caso de intercambiar la posición de los enlaces dobles y simples,

como muestra la subfigura b. Sea a la distancia de equilibrio de los sucesivos grupos CH

en el ĺımite sin dimerizar, que será del orden de 1,22Å.

Figura 4.2: Subconfiguraciones de los enlaces [7]

Asumiendo ahora que la distancia de enlace σ no vaŕıa considerablemente tras dime-

rización, tomaremos un desarrollo de segundo orden de la forma

Eσ =
1

2

∑
n

K(un+1 − un)
2, K : constante elastica efectiva (4.1)

Por otro lado, las integrales de salto t correspondientes a los enlaces π de orbitales pz
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podrán ser tomadas desde la perspectiva Tight-Binding de la forma

tn+1,n = t0 − α(un+1 − un) (4.2)

En la fórmula anterior, aparece un término t0 que hace referencia a la integral de salto

de la cadena no dimerizada y α es la constante de acoplamiento para la interacción con

fonones.

Finalmente, la energia cinética toma la forma habitual

Ec =
1

2

∑
n

Mu̇2n (4.3)

donde M es la masa total del grupo CH. Por tanto, estamos en condiciones de definir el

Hamiltoniano modelo

H = −
∑
ns

tn+1,n(c
†
n+1,scn,s + c†n,scn+1,s) +

1

2

∑
n

K(un+1 − un)
2 +

1

2

∑
n

Mu̇n
2 (4.4)

donde los elementos c†n,s y cn,s son operadores de creación y destrucción de electrones

π de esṕın ±1
2
en el grupo n-ésimo de la cadena CH. Notar que los operadores c†n,s y cn,s

satisfacen las reglas de anticonmutación de Fermi

{cn, c†s} = δn,s y {cn, cs} = {c†n, c†s} = 0 (4.5)

mientras que los operadores un y pn =Mu̇n satisfacen la conmutación habitual

[pn, us] = −iℏδn,s (4.6)

Ahora bien, la estructura cis − (CH)x podrá ser tratada de manera análoga como

muestra la siguiente figura, manteniendo siempre el criterio de signos anteriormente esta-

blecido.
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Figura 4.3: Estructura cis del poliacetileno [7]

Finalmente, notar que las interacciones expĺıcitas de Coulomb entre electrones π son

despreciadas en el Hamiltoniano. Aparecen, de forma impĺıcita, al suponer apantallamien-

tos en los términos t0 y α. Por ello, en el caso de que tales interacciones sean intensas, el

modelo comenzará a fallar. Por último, el Hamiltoniano introducido debeŕıa estar sujeto

a la restricción de una longitud fija de la cadena, puesto que hemos asumido una distancia

de equilibrio a en la cadena sin dimerizar, incluyendo enlaces π.

4.2. Ĺımite dimerizado

Comencemos estudiando el caso ĺımite dimerizado desde la aproximación de Born-

Oppenheimer1 donde los desplazamientos un siguen

un = (−1)nu (4.7)

donde u es un parámetro fijo sobre el que se minimizarán las enerǵıas más adelante. Aśı,

al evaluar el estado fundamental como función de u, se podrán calcular los valores de la

amplitud de desplazamiento que minimizan la enerǵıa total E0. Por simetŕıa, minimizar

E0 a través de u0 es análogo a minimizarlo a través de −u0. Por tanto, se esperan un

estado fundamental doblemente degenerado correspondiente a los estados planteados en

4.2. Tomando aśı un arbitrario pero fijo u, se tienen los siguientes dos primeros términos

de (4.4)

H(u) = −
∑
n,s

(t0 + (−1)n2αu)(c†n+1,scn,s + c†n,scn+1,s) + 2NKu2 (4.8)

1Desacoplamiento de los movimientos electrónico y nuclear
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Asumiendo periodicidad en el potencial de salto, con periodo 2a, restringiremos los dibujos

a la zona ± π
2a
. Las bandas de orden cero (correspondientes a u = 0) son de la forma

E+
k = 2t0 cos(ka) = ϵk E−

k = −2t0 cos(ka) = −ϵk (4.9)

Figura 4.4: Bandas de enerǵıa del ĺımite no dimerizado

Los estados de las bandas de conducción y valencia son, respectivamente

χv =
1√
N

∑
n

eikanϕn χc =
1√
N

∑
n

eikan(−1)nϕn (4.10)

donde ϕn se corresponde con el orbital π del n-ésimo grupo. Usando condiciones de con-

torno periódicas en una cadena con N grupos, se tiene L = N · a. Los operadores de

creación-destrucción para las bandas a orden cero están relacionados con los iniciales cn,s

de la forma

cv =
1√
N

∑
n

eikancn,s cc =
1√
N

∑
n

eikan(−1)ncn,s (4.11)

Aśı, el Hamiltoniano Hd puede ser expresado en términos de k como

Hd =
∑
k,s

(ϵk(c
c+
k,sc

c
k,s − cv+k,sc

v
k,s) + 4αu sin(ka)(cc+k,sc

v
k,s + cv+k,sc

c
k,s)) + 2Nku2 (4.12)

Ahora, para la diagonalización del Hamiltoniano Hd se introducen los operadores

av = αcv + βcc (4.13)

ac = α∗cc − β∗cv (4.14)
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donde los coeficientes satisfacen la relación

|α|2 + |β|2 = 1 (4.15)

Finalmente, la expresión final es

Hd =
∑
k,s

Ek(n
c − nv) + 2Nku2, n = a+ · a (4.16)

donde la enerǵıa Ek cumple

Ek =
√

(ϵ2k +∆2
k) (4.17)

y el parámetro del gap ∆k resulta

∆k = 4αu sin(ka) (4.18)

Los pesos αk y βk, asumiendo αk real y positivo, son dados por

αk =

√
1

2
(1 +

ϵk
Ek

) βk =

√
1

2
(1− ϵk

Ek

) sgn(k) (4.19)

Por tanto, finalmente los autoestados para el ĺımite totalmente dimerizado son

ψv =

√
1

2
(1 +

ϵk
Ek

) χv +

√
1

2
(1− ϵk

Ek

) sgn(k) χc (4.20)

ψc =

√
1

2
(1 +

ϵk
Ek

) χc −
√

1

2
(1− ϵk

Ek

) sgn(k) χv (4.21)

con autoenerǵıas

Ev
k = −Ek Ec

k = Ek (4.22)

Las fases se escogen de forma que

ψv,c
k −→ χv,c

k si ∆k −→ 0 (4.23)
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Para el estudio del estado fundamental, retomamos la ecuación (4.16) para un único

electrón π por átomo y tomamos nv = 1, nc = 0. Se tiene pues

E0(u) = −2
∑
k

Ek + 2Nku2 (4.24)

donde k suma sobre la primera zona de Brillouin para el ĺımite dimerizado, i.e. −π
2a

≤

k ≤ π
2a
. Los dos términos de (4.24) se corresponden con las enerǵıas de enlaces π y σ

respectivamente.

Cálculo expĺıcito de la cadena dimerizada

Sea una cadena dimerizada con dos átomos iguales como indica la siguiente figura

Figura 4.5: Cadena dimerizada con dos átomos iguales

Sean las distancias d1 = a− 2u y d2 = a+ 2u, tomando u como parámetro de despla-

zamiento de los átomos y a como distancia de equilibrio en la cadena inicial. Planteando

interacción Tight-Binding, las integrales de salto tA,B y tB,A siguen la relación

tA,B =

∫
dx ϕ∗

A(x− x0A − u) HC ϕB(x− x0B + u) −→ t+ αtu si u≪ a (4.25)

tB,A =

∫
dxϕ∗

B(x− x0B + u) HC ϕB(x− x0A − u) −→ t− αtu si u≪ a (4.26)

Planteando ahora el Hamiltoniano para la relación de dispersión

H(k) =

 ϵ0 − ϵk −tA,B − tB,Ae
−ika′

−tA,B − tB,Ae
ika′ ϵ0 − ϵk

 (4.27)

Resolviendo el determinante, se obtiene

ϵ±k = ϵ0 ± 2t
√

(αu)2 + cos2(ka) (4.28)

donde aparece el siguiente gap

Eg = 4tαu (4.29)
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Preguntémonos ahora si la dimerización es energéticamente favorable. Para ello, es-

tudiaremos la enerǵıa del estado fundamental para la mitad de llenado. Aśı, la banda

ocupada es la más baja y el material posee caracter aislante.

Sea M el número total de átomos, la enerǵıa por átomo es

E

M
=

2

M

∑
k

ϵ−k =
2L

2πM

∫ π
2a

− π
2a

dk ϵ−k (4.30)

En el resultado final, aparecerá un término que designaremos

E(
4tA,BtB,A

(tA,B + tB,A)2
= E(1− (αu)2) (4.31)

que hace referencia a la integral eĺıptica de la siguiente función

E

M
=
a

π

∫ π
2a

− π
2a

dk ϵ0 −
√

(tA,B − tB,A)2 + 4tA,BtB,Acos2(ka)) (4.32)

Por lo tanto, el resultado final es

E

M
= ϵ0 −

4t

π
E(1− (αu)2) (4.33)

Aśı, se observa un aumento de la enerǵıa electrónica por dimerización de la forma

∆(
E

M
) = ϵ0 −

4t

π
E(1− (αu)2)− (ϵ0 −

4t

π
) =

4t

π
(1− E(1− (αu)2)) (4.34)

Bajo la suposición αu≪ 1, la integral eĺıptica puede ser aproximada por

∆(
E

M
) ≈ −4t

π
(αu)2 (ln

(
2√
αu

)
− 1

4
) (4.35)

Sin embargo, los átomos no tienden a separarse de su posición de equilibrio, por lo que

existirá una pérdida de enerǵıa. Para estimarla, utilizaremos la aproximación armónica

∆ER =
k

2

M/2∑
l=1

(uA(l)− uB(l))
2 + (uB(l)− uA(l + 1))2) = 2Mku2 (4.36)

44



En conclusión, la variación total de enerǵıa por átomo será

ϵ(u) =
∆E

M
= 2ku2 − 4t

π
(αu)2 (ln

(
2√
αu

)
− 1

4
) (4.37)

Para el cálculo de su mı́nimo, derivando

dϵ

du
= 0 −→ u0 =

4

α
e−(1+ πk

tα2 ) (4.38)

La cadena por tanto tenderá a una disposición del tipo 4.5 con una configuración

trans para la interacción A-B y configuración cis para la interacción B-A. La principal

consecuencia de este resultado establece que una cadena metálica medio llena deberá

dimerizarse y volverse aislante. Efectivamente, este es el comportamiento del poliacetileno

y otros poĺımeros del estilo.

En cuanto a las aplicaciones de este fenómeno, en el caso de que las cadenas de los

poĺımeros presenten defectos (generalmente de posición) y sus extremos estén fijos, la

topoloǵıa será no trivial. Esta estructura dará pie a estados electrónicos localizados en el

defecto, con enerǵıa nula y separación de carga y esṕın.

4.3. Excitación de solitones

Según lo expuesto hasta el momento, el estado fundamental de la cadena dimerizada

es doblemente degenerado a causa del desplazamiento u0,n = (−1)nu0. La consecuencia

de esta degeneración es la aparición de una excitación elemental en forma de solitón 2.

Definamos un ((parámetro de orden)) ψn asociado al desplazamiento un

ψn = (−1)nun, un = (−1)nψn (4.39)

Los dos estados fundamentales estarán ahora definidos como

ψ0,n = −u0, fase A (4.40)

ψ0,n = u0, fase B (4.41)

2Los solitones son ondas solitarias que se propagan sin deformación en medios no lineales
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Supongamos que ψn se acerca a −u0 para n −→ ∞ y ψn se acerca a u0 para n −→ −∞

y que la región cercana a n = 0 forma una ((pared de dominio)), separando aśı las regiones

A y B. Buscamos calcular la enerǵıa the formación del solitón Es, el parámetro de anchura

l, la carga Q, el esṕın s y, por último, su masa efectiva, Ms.

Cuando comenzamos a calcular la enerǵıa de formación del solitón directamente en

una cadena finita, aparece una dificultad relativa a la localización del solitón. En efecto,

tomemos una cadena inicialmente situada en fase A. Se crea un solitón de forma que la

parte izquierda de la cadena se encuentre en la fase B. El sistema aumenta su enerǵıa

gracias a la contribución del solitón en el entorno n = 0 y a la terminación izquierda de la

cadena al estar en fase B y no en fase A. Este efecto de la enerǵıa en la terminación es tra-

tado como un incoveniente, puesto que buscamos solitones como excitaciones elementales

localizadas.

La principal alternativa que se presenta es la creación de un ((antisolitón)) S̄ seguido

de un solitón S, de forma que la cadena cambie de fase A −→ B −→ A según se recorre

la cadena de izquierda a derecha. En el caso de que S y S̄ se encuentren suficientemente

separados, tales excitaciones no interactuarán y la variación de enerǵıa será el doble de la

creación del solitón, Es.

Existen dos aproximaciones para el cálculo efectivo de las propiedades del solitón. Por

una parte, podŕıamos calcular anaĺıticamente el ((efecto de la terminación)) determinando

la diferencia de enerǵıas entre las fases A y B de los extremos de la cadena. Sin embargo,

resulta más asequible calcular la enerǵıa de un único solitón para distintas ((paredes de

dominio)). Puesto que el ((efecto de terminación)) es independiente de la forma de la pared,

el cálculo de la enerǵıa absoluta de S + S̄ para cualquier pared servirá para fijar el cero

de enerǵıas.

Comencemos, pues, calculando la configuración de menor enerǵıa que aproxima las

fases A y B, según n tiende a ±∞, respectivamente. Tomaremos un segmento de la

cadena que contenga al solitón, cuyo centro se encuentra en n = 0, de anchura ν. Aśı, los

extremos del segmento se encuentran en ±ν, y descomponiendo el Hamiltoniano según la

aproximación de Born-Oppenheimer:

H = H0 + V̂ (4.42)

donde el Hamiltoniano de orden cero,H0, se corresponde con los perfectos desplazamientos
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de fase B, para n ≤ −ν, y perfectos desplazamientos de fase A, para n ≥ ν. Definimos la

amplitud de salto t como nula entre grupos del segmento −ν ≤ n ≤ ν. Aśı, las integrales

de salto de H0 serán

t0n+1,n =


t0 − (−1)n−νt1, n < −ν

0 − ν ≤ n ≤ ν

t0 + (−1)n−νt1, n > ν

(4.43)

Aqúı H0 describe el comportamiento de 2ν − 1 átomos aislados entre las cadenas

semi-infinitas A y B. Destacar que ν se toma par. Por otra parte, la perturbación V̂

se corresponde con las amplitudes de salto del segmento aislado para todo conjunto de

parámetros de desplazamiento {ψn} de la forma

− V̂n,n+1 = t0 + (−1)nα(ψn+1 + ψn), −ν ≤ n ≤ ν (4.44)

En base al principio variacional, buscaremos minimizar los parámetros ψn para mini-

mizar la enerǵıa total del sistema. Para ello, utilizaremos la siguiente fórmula

∆E =
2

π

∫ µ

−∞
Im ln det(1−G0(ω))V̂ dω (4.45)

El término G0 es la función de Green en ausencia de V̂ y µ es el potencial qúımico

que, en este caso, es nulo. 3

Figura 4.6: Interacción solitón y antisolitón [8]

3Esta fórmula es tomada de Indirect Interaction between Adatoms on a Tight-Binding Solid, art́ıculo
de T.L. Einstein y J.R. Schrieffer (1973) [11]
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4.4. Conexión con el modelo SSH

El modelo SSH describe las propiedades de conducción del poliacetileno en base a las

estudiadas excitaciones topológicas. La estructura del poĺımero y el posicionamiento de los

dobles enlaces es descrita por la subred bipartita del modelo, haciendo referencia a un tipo

de simetŕıa particular: la simetŕıa quiral. Esta estructura admite dos fases topológicamente

no triviales que dan lugar a estados ((topológicamente protegidos)): estados localizados de

enerǵıa nula. Los fenómenos de conducción del poliacetileno basan su explicación en la

excitación de solitones, que son libres de moverse a lo largo de la cadena.

Bajo este modelo, el poliacetileno es tratado como una cadena unidimensional bajo el

marco Tight Binding con amplitudes de salto alternadas. El posicionamiento de los dobles

enlace producirá los fenómenos de localización de estados de borde, aśı como los posibles

defectos que presente.

Figura 4.7: Estructura del trans-poliacetileno [6]

Estas cadenas de poliacetileno albergan estados de enerǵıa nula localizados en tales

defectos. La estructura de subred bipartita, resultado de una distorsión de Peierls 4, lleva

a una dispersión de dos bandas de enerǵıa con un gap de 2∆, tomando como amplitudes

de salto t+∆ y t−∆.

Como cab́ıa esperar, el sistema presenta una banda medio llena y su comportamiento

esperado es el de un semiconductor convencional con excitaciones de electrón o huecos.

Por la doble degeneración del estado fundamental, E(u0) = E(−u0), el sistema admite

excitaciones no lineales, que actúan como paredes del dominio móviles separando regiones

con diferentes estados fundamentales: fase A (+u0) y fase B (−u0). Esta interacción

4La distorsión de Peierls es una dimerización de un cristal monodimensional que, a bajas temperaturas,
cambia su carácter metálico por aislante.
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entre fases topológicamente no triviales da pie a la aparición de estados topológicamente

protegidos, pues las ((paredes)) preservan su forma bajo excitaciones.

Respecto a la relación con el modelo SSH, retomando la relación (4.27) observamos

la conexión directa con (3.10) pero, en este caso, considerando enerǵıas on-site en la

diagonal principal. Destacar que las integrales de salto están descritas en términos de

v, w en el caṕıtulo 3 y en términos de t, t′ para el caṕıtulo 4. Tales relaciones determinan

las condiciones para la aparición de los conocidos estados de borde pues, efectivamente,

los estados localizados del poliacetileno responden al modelo SSH. La ecuación (3.11)

establece la relación de dispersión que adopta el poliacetileno en (4.28), considerando la

contribución de enerǵıa on-site ϵ0 y la interacción fonónica α. Por último, respecto al

número de vueltas, la ecuación (3.36) sirve para dar explicación a la transición topológica

del poliacetileno de una fase trivial a una topológica y las consecuentes propiedades de

conducción en esta ruptura.

Como conclusión a este último caṕıtulo, planteamos la situación actual de la investi-

gación en poliacetileno. Según destacan los investigadores de IMDEA Nanociencia, UAM

y UCM en colaboración con la Academia Checa de Ciencia, Empa (Zúrich) y la Universi-

dad Palacký Olomouc (República Checa), la ingenieŕıa de poĺımeros metálicos redujo sus

prospectivas al observar que los dopantes compromet́ıan la estabilidad de los poĺımeros,

reduciendo su aplicación real. [12]

En resumen, el poliacetileno es un material con ((bandgap)) pero que presenta esta-

dos de borde dentro del gap. Aśı, un cambio en la forma resonante puede suponer una

modificación en la topoloǵıa del poĺımero. Sin embargo, el poliacetileno sólo pudo ver

aumentada su conductividad con un dopado electroqúımico. La teoŕıa de bandas esta-

blece que la transición entre materiales con distinta topoloǵıa se produce a través del

cerrado de banda. Luego si fuesemos capaces de manipular la estructura qúımica de una

familia de materiales y confeccionar su topoloǵıa, podŕıamos aproximar tal material en

su punto de transición topológica. Los últimos descubrimientos relativos a esta cuestión

corren a cuenta de la familia del aceno 5, clasificados en función del número de bencenos

en su columna vertebral. Para el caso de más de cinco bencenos, el material comienza a

encontrarse en fase no trivial, lo cual resulta de gran interés cient́ıfico.

5Los acenos son una clase de hidrocarburos aromáticos polićıclicos formados por anillos de benceno
unidos entre śı de forma lineal.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Como conclusión al recorrido realizado a lo largo de este documento, resulta muy in-

teresante abordar la cuestión desde una perspectiva más global, una visión que aporte

sentido en su conjunto.

La temática tratada, los aislantes topológicos, fue introducida inicialmente desde una

aproximación formal a través de conceptos matemáticos, tales como la fase y curvatu-

ra de Berry o el número de Chern. La formulación de Berry se entiende como la fase

geométrica que adquiere un sistema en el espacio rećıproco durante procesos de evolución

adiabática. Utilizando el teorema de Stokes, bajo ciertas condiciones de regularidad, la

integral asociada a tal fase puede ser entendida como una integral de superficie, aportando

una perspectiva más intuitiva desde la geometŕıa diferencial. Aśı, la definición de número

de Chern, entendido como el número de canales unidireccionales que se propagan por el

borde de la muestra, estrecha la conexión con la topoloǵıa al establecerse como invariante

topológico.

Una vez asentada la perspectiva abstracta del trabajo, los conceptos fueron concre-

tados mediante la presentación del modelo Su-Schrieffer-Heeger (SSH). Tras formular su

Hamiltoniano modelo, las enerǵıas y autoestados correspondientes, se pudo determinar,

de primera mano, la presencia de los estados de borde - pieza fundamental de este trabajo

- y la clara correspondencia enerǵıa-localización. Al final de este caṕıtulo, se relacionó

tal fenómeno con la topoloǵıa presentada a través del concepto de simetŕıa quiral y su

comportamiento. La presencia del invariante topológico (( número de vueltas )) sirvió como
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colofón para la correcta comprensión de los términos del caṕıtulo anterior. Se determinó

la relación directa entre la topoloǵıa y los fenómenos de conducción electromagnética.

Por último, todos los conceptos teóricos introducidos a lo largo del trabajo fueron

concretados mediante el estudio del poliacetileno, un material con una geometŕıa y com-

portamiento similar al modelo SSH. Por ello, partiendo de su Hamiltoniano modelo y

su ĺımite dimerizado, se observaron todas las predicciones previas relativas a la conexión

geometŕıa-enerǵıas y autoestados. En esta ĺınea, se analizó también sobre el fenómeno de

excitación de solitones. Los solitones, entendidos como ondas viajeras sin deformación en

medios no lineales, forman la parte central del estudio de la conducción y la transmisión

de señales electromagnéticas. El eṕılogo de este caṕıtulo final fue empleado para conectar

los resultados obtenidos con las predicciones teóricas del modelo SSH, aportando un sen-

tido más completo al trabajo realizado.

En cuanto a la situación actual de los aislantes topológicos, este tipo de materiales

lleva gozando de gran repercusión mediática desde el año 2016 tras la concesión del premio

Nobel a David J. Thouless, F. Duncan M. Haldane y J. Michael Kosterlitz por ”descubri-

mientos teóricos sobre transiciones de fase topológica y fases topológicas de la materia”.

Su principal campo de aplicación es la spintrónica, donde los dispositivos funcionan a

través del transporte electrónico dependiente del esṕın. Aśı, los aislantes topológicos, gra-

cias a su condición de conductores en su superficie pero aislantes en su interior, permiten

la conducción controlando el movimiento de los electrones mediante su propiedad intŕınse-

ca de spin. Respecto a su futuro, la espintrónica ofrece una mayor eficiencia energética y

menor disipación en comparación con la electrónica habitual.

En última instancia, la cuestión que resta por ser tratada es la valoración personal. En

ĺıneas generales, mi sensación es de satisfacción y agradecimiento. El trabajo, aparte de

su extensión, requeŕıa de una alta compresión de conceptos complejos. Por una parte, esto

supuso un reto - al menos los primeros meses - hasta poner a rodar todo el mecanismo.

Con todo esto, el trabajo supuso un sentimiento de autorrealización y validación personal.
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La búsqueda de información y revisión bibliográfica fue en particular muy fluida gra-

cias a la fluida conexión entre tutores y autor, donde la comunicación, el compromiso

y la disciplina mantuvieron todos los tiempos a raya, dando opción a varias revisiones

y correcciones posteriores a las primeras entregas. Asimismo, la asistencia a las clases

de Ëotvös University sobre aislantes topológicos durante el primer cuatrimestre fue muy

fruct́ıfera y útil para la comprensión de los conceptos base.

En definitiva, la visión general es más que positiva. Me siento muy agradecido de poder

haber podido desarrollar un tema tan próximo a la asignatura que más he disfrutado del

doble grado, la F́ısica del Estado Sólido, bajo el mando de dos profesores con los que

mantengo una relación desde mi primer año de carrera.
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