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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Desde que comenzé mi formacion académica en las matematicas, tanto
primaria como secundaria y universitaria; la cuestién que como estudiante
me he planteado a mi mismo o al propio docente es: ;Qué aplicaciones
tiene esto?. La respuesta a esta pregunta me la he ido dando a medida
que iban pasando los cursos y he ido indagando a titulo personal en los
conocimientos desarrollados en el Grado. Con este trabajo, en cierta medida,
he intentado dar una contestacién valida a esa cuestion. Si bien es cierto
que no creo que las distintas ramas de las mateméaticas sean ajenas entre
ellas, es méas, pienso que buscan explicar lo mismo desde distintos puntos
de vista; la estadistica siempre ha despertado un mayor interés en mi que
el resto de areas. Mi principal motivacion era la de unir la parte tedrica
de la estadistica con la parte préactica, para demostrar que conociendo los
fundamentos matematicos, siempre se obtendrd un resultado mas preciso y
correcto sobre cualquier problema que con la mera intuicién que una persona
de otro campo cientifico podria tener.

En particular, cuando empecé a tratar con bases de datos, se desperto en
mi una curiosidad sobre el hecho de que los datos atipicos generalmente sean
eliminados porque ‘molestan’. Nunca me parecié del todo correcto pasar por
alto estas observaciones, como si su existencia fuera ficticia, y me interesé
en ellas; en ver cémo afectan a un andlisis o qué se puede hacer en lugar de
obviarlas. La regresion lineal es una técnica asentada en todos los cursos de
estadistica y crei que, por su simplicidad e importancia, era la mejor opcién
para estudiar el efecto de estos valores atipicos.

1.2. Objetivos

El trabajo tiene como propésito principal desarollar la teoria de la re-
gresién lineal desde la base, e ir exponiendo los distintos problemas que van



apareciendo en el método clasico de minimos cuadrados. Los valores atipicos
u outliers son uno de los principales contratiempos que nos podemos encon-
trar a la hora de aplicar ese procedimiento. Se busca ilustrar al lector con
diversas alternativas robustas que eviten estos problemas y no desvirtien
el trabajo realizado por la comunidad estadistica hasta el momento. Para
ello, se han expuesto de forma tedrica y practica dos de los métodos menos
sensibles frente a la presencia de valores atipicos, la regresién por minima
mediana de cuadrados y por minimos cuadrados recortados. La finalidad no
es otra que la de dotar al lector de distintos procedimientos y despertar su
curiosidad en ellos, no asumiendo siempre como correcto o vélido lo que se
estudia de forma clasica. La mejor manera de mostrarlo graficamente es me-
diante la regresion lineal simple, y es por ello que el trabajo se ha centrado
en ese caso particular.

1.3. Organizacion del trabajo

La estructura del trabajo es la siguiente:

= Capitulo 1. Regresion lineal simple por minimos cuadrados
(LS)
Se introducen los principales conceptos de la regresion lineal simple por

minimos cuadrados, desarollando la teoria desde la base y explicando
aquellos parametros de interés para el trabajo.

s Capitulo 2. Residuos, apalancamiento y puntos de influencia

Es el punto de inflexién del trabajo, donde se redactan los distintos
tipos de residuos con los que podemos trabajar y las diversas técnicas
que nos permiten detectar puntos con influencia en el ajuste de mini-
mos cuadrados. Esencialmente se ilustran los problemas que pueden
aparecer distorsionando por completo un analisis clasico de regresion
lineal.

= Capitulo 4. Introduccién a la regresién lineal robusta

Se presentan brevemente los conceptos ensenciales para medir la ro-
bustez de un método para la regresion lineal, centrandonos en el punto
de ruptura. Su objetivo es el de ir introduciendo alternativas robustas
al método de minimos cuadrados hasta llegar a las dos estimaciones
que dan titulo al trabajo.

= Capitulo 5. Regresién lineal por minima mediana de cuadra-
dos (LMS)

Una vez detectados los problemas causados por los outliers, se ilustra la
regresion LMS a través de sus propiedades y diversos ejemplos graficos.



Capitulo 6. Regresion lineal por minimos cuadrados recorta-
dos (LTS)

La finalidad es la de introducir la regresién LTS como otra alternativa
a las expuestas anteriormente y que, ademas, soluciona los problemas
comentados previamente.

Capitulo 7. Caso unidimensional: Problema de localizacién

Se busca exponer el problema de localizaciéon de forma sencilla y tra-
tarlo brevemente para los ajustes hechos previamente. La finalidad es
la de recoger el tinico caso no estudiado en los capitulos anteriores.

Capitulo 8. Ejemplo: Jugadores de la NBA

Se aplican a la prictica la mayoria de conocimientos descritos anterior-
mente. El fin es el de dar una vision global sobre el trabajo y recalcar
su importancia con un ejmplo de aplicacién al mundo real.

Capitulo 9. Conclusion

Valoracion propia sobre lo expuesto a lo largo de los capitulos anterio-
res.



Capitulo 2

Regresion lineal simple por
minimos cuadrados (LS)

2.1. Contexto historico

Desde los origenes del pensamiento humano, la bisqueda sobre la rela-
cién que puede existir entre dos sucesos ha sido una de nuestras principales
motivaciones. Crocker [8] resumié con sus palabras los fundamentos de la
investigacién humana: ‘Conocer si los sucesos se relacionan y, con qué inten-
sidad lo hacen, facilita a las personas explicar el pasado, controlar el presente
y predecir el futuro’. De estas palabras podemos extraer la importancia que
tiene para la sociedad el dominio de los conceptos de correlacién y regresion.

El origen de estas nociones proviene, en gran parte, de diversos estudios
en la rama biolégica de la ciencia. La idea actual de correlacién y regre-
sién se debe en gran medida a Galton [I3], quien se casé con una prima de
Charles Darwin y, a partir de su parentesco con el cientifico, desarrollé un
gran interés en los estudios sobre la herencia. Podemos considerar a Galton
como un ingenioso amateur, ya que, sin conocer los métodos estadisticos de
la época, estudia la variabilidad de caracteristicas humanas. Motivado por
Darwin, disené un experimento con semillas de guisantes, cuya finalidad era
la de estudiar su peso en dos generaciones distintas. Repartié las semillas
entre 7 amigos, que a su vez las cultivaron y le enviaron las semillas cose-
chadas. Sus conclusiones entre las semillas madre y las semillas hija fueron
interesantes. Noto que el peso medio de las semillas cosechadas era funcién
lineal del peso de las semillas cultivadas con una pendiente menor que la
unidad. Desarrollando su estudio, no tardé en darse cuenta que si el gra-
do de asociacién entre dos caracteristicas se mantenia constante, entonces
la pendiente de la recta de regresién podria ser calculada si se conoce la
variabilidad de ambas medidas. Todas sus conclusiones llegaron gracias a
representaciones graficas y experimentos empiricos, por lo que los errores se
sucedieron en sus estudios, aunque asentd las bases de la regresién moderna.



Fue Pearson quien formalizo6 la teoria matematica sobre la regresion y la
correlacion, continuando con el trabajo previo de Galton debido a su interés
en la Biometria [29].

Finalmente, las ideas modernas sobre regresién se originan en los tra-
bajos de Legendre y Gauss, sobre el método de minimos cuadrados, con la
finalidad de ajustar los datos sobre las 6rbitas de cuerpos celestes. Para una
introduccién mas completa a la historia del estudio de la regresién, se refiere
el articulo [33].

2.2. Introduccion

La regresion lineal simple es una técnica estadistica cuya finalidad es la
busqueda de una relacion lineal entre dos variables de estudio. En este caso,
dispondremos de una variable explicativa o regresor x relacionada con una
variable respuesta o dependiente y a través de una linea recta. El modelo de
la regresion lineal simple se ajusta a la siguiente expresion:

y =80+ Pix+e¢ (2.1)

donde By y f1 son constantes desconocidas (coeficientes de regresién). In-
tuitivamente se observa que las constantes By y (1 representan, respectiva-
mente, el punto de corte y la pendiente de la recta descrita. Por otra parte,
el vector € hace referencia a la componente aleatoria del error del modelo,
siendo cada componente el desvio frente al ajuste lineal asociado a cada ob-
servacion. Para simplificar el procedimiento, dicho error se supone de media
cero y varianza desconocida o2. De forma adicional, generalmente asumire-
mos estos errores como incorrelados entre si, es decir, no existe dependencia
lineal entre los valores de cada componente del vector error.

A lo largo del trabajo también sera utilizada indistintamente la notacién:

y:Xg+e
donde
1z
x= |1 ™| = )
-

y 3 = (6o, £1), ya que algunas demostraciones son vélidas también para el
caso multiple y trabajar con la forma matricial facilita su entendimiento.
Es conveniente partir de un estudio donde la variable explicativa x esté
controlada por el analista y medida con un error despeciable, mientras que
la variable respuesta y sea aleatoria. En otras palabras, para cada valor x



de x podemos encontrar la distribucién de probabilidad de y condicionada
por dicho valor z. La esperanza y la varianza de esta distribucién son:

E(ylx=z) = o + priz (2.2)

Var(y|x= z) = Var(8y + fiz + €) = o* (2.3)

Obsérvese que por ser los errores incorrelados, las respuestas también lo
son.

A lo largo de este Capitulo se ha tomado como referencia el libro [27],
para seguir una estructura y una notacién coherente durante el mismo. El
caso multiple se desarrolla en el Capitulo 6 de [25], el cual ha sido consultado
para una mejor comprension.

2.3. Estimacion minimo cuadratica de los parame-
tros (LS)

Los coeficientes de regresiéon han de ser estimados a partir de la muestra
dada. Para ello, supéngase que partimos de un conjunto de n-pares de datos

representada por (y1,21), (Y2, 22), -, (Yn, Tn).

2.3.1. Estimacién de 8y y 5

Utilizaremos el método de minimos cuadrados, es decir, estimaremos los
valores de By y B1 de forma que la diferencia cuadratica entre las observa-
ciones y; y la recta obtenida sea minima, en otras palabras, el método de
minimos cuadrados intenta que la distancia vertical del punto a la recta se
minimice. De manera similar a la Ecuacion podemos escribir:

Yi = Bo + Brxi + € (2.4)

Nos podemos referir a la Ecuacién como modelo poblacional de re-
gresién, a su vez que la Ecuacién puede interpretarse como el modelo
muestral. El criterio de minimos cuadrados consiste en obtener los valores
que minimizan la expresién:

n

S(Bo, B1) =Y (i — Bo — Br:)? (2.5)

1=1

Denotando por By y f1 a las estimaciones minimo cuadradas correspondien-
tes, estas han de satisfacer:

08

9Bo

n
= =2) (i—Bo—Fiw) =0
Bo,B1 i=1



o8
v =2 /BO - 1.%1).732 =0
9B Bo.B1 12;

Simplificando ambas ecuaciones llegamos a que:
n n
nfo +51295i = Z?/z
i=1 i=1
n n n
Bod Jwi+ P wl =y
i=1 i=1 i=1

Estas ultimas ecuaciones son llamadas ecuaciones normales de minimos cua-
drados. De la Ecuacién (2.6) llegamos a la solucion:

(2.6)

fo=19—bpT (2.7)
Yy
Y iy — )i )
S R S Y
donde

y= %Z?:L%’ y T= %2?21371‘
son las medias muestrales de y y x respectivamente. Las estimaciones minimo
cuadradas obtenidas en las Ecuaciones (2.7)) y (2.8) son las correspondientes
al punto de corte 8y y la pendiente 51 de la recta de regresién. La tultima

igualdad puede ser expresada de una forma mas compacta
~ Ss
fL= o+ 2.9
S (2.9)

haciendo uso de las identidades correpondientes a la suma de cuadrados de
x y la suma de cuadrados de x e y:

X 2 "
:E:c—zx 'L 1 Z) :Z(xi_§)2

i=1

g~ O O
ey = 3y - (LI ) Zyz
=1

Asi, el modelo de regresién lineal ajustado es:
= Bo + Pix (2.10)

En este momento aparece un concepto vital en el desarrollo de la regresién
lineal, el residuo. Este se define como la diferencia entre el valor observado y;
v el valor ajustado obtenido 9;, y, ademads, sirve como estimacién del error.
Matematicamente, es representado por:

e =y —1y; coni=1,2,...,n (2.11)



2.3.2. Propiedades de los estimadores

Los estimadores 30 y ﬁl hallados presentan varias propiedes remarcables.
Antes de entrar en detalle con estas propiedades destaquese que, por las
Ecuaciones y , las estimaciones obtenidas son combinaciones de
todas las observaciones y;.

La primera propiedad que es conveniente comprobar es que tanto ﬁo
como Bl son estimadores insesgados de [y y 81 respectivamente.

Probémoslo para f1, siendo ¢; = (v; —T)/Syz para i = 1,2,...,n. Te-
niendo en cuenta este coeficiente ¢;, 31 puede escribirse como Y " | c;y; =
oy ¢i(Bo+ Bizi + €;), aplicando directamente el modelo de regresién for-
mulado en la Ecuacion . Esta expresion se puede simplificar aiin mas
como sigue

n n

Z Ci(ﬁO + ﬁlxi + 672) /BO Z c + /61 Z cx; + Z Ci€; = 61 + Z Ci€;

=1 =1 =1 =1

De aplicar que los coeficientes ¢; verfican Y ;" 1 ¢; =0y Y0 cay =1
llegamos a que

E(B1) = </31 + Z Czez> =E(B1) + Y _ciE(e) = B
i=1

es decir, 81 es un estimador insesgado de ;.
Para demostrar que 5y es un estimador insesgado de [y demostraremos

que E(fy) = B1.
E(fy) = E(y) — E(fi7) = % <Z E(y;) — E(B1) Zﬂ%))
=1 i=1

= % (Z (Bo + B1E(x;) — 51E($i))> = fo

=1

Ahora veamos cual es la varianza de 31
n
Var [31 = Var Z Ciyi) = Zcf Var(y;) (2.12)

porque, como ya se ha indicado previamente, las observaciones y; son inco-
rreladas, y por tanto se puede aplicar que la varianza de la suma es la suma
de las varianzas. Se habia supuesto que Var(y;) = o2, consecuentemente,

~ - o230 (z; —T)? o
Var() =2 Y = TR EIE T oy
i=1 zz rx

10



Por otro lado, la varianza de Bo se calcula
Var(f) = Var(y — £1T) = Var(y) + =2 Var(8,) — 2 Cov(y, f1) =

=2
= Var(y) + z2Var(8;) = o (1 + a:)
n o Sg
Hemos usado que Cov(y, 81) = 0 y Var(y) = 02/n. Para el modelo de regre-
sién planteado en con las hipétesis establecidas, E(e) = 0, Var(e) = o2,
y los errores incorrelados; los estimadores obtenidos por el método de mini-
mos cuadrados son los que tienen varianza minima entre todos aquellos que
son insesgados expresados mediante combinaciones lineales de y;. Este re-
sultado se recoge en el Teorema de Gauss-Markov.
A continuacién, vamos a mencionar algunas propiedades adicionales que
pueden resultar tutiles:

1. La suma de los valores observados y; es igual a la suma de los valores
ajustados ;.

D1 Yi =D i Ui

2. La recta de regresién calculada por el método de minimos cuadrados
contiene al punto (7,Z) de los datos (el centroide).

3. La suma de los residuos ponderados por el valor correspondiente de la
variable explicativa es cero.

> i Tiei =0

4. La suma de los residuos ponderados por el valor correspondiente de
los variable ajustados es cero.

2.3.3. Estimacién de o2

Para poder construir intervalos de confianza y test de hipdtesis en el
modelo de regresion, es necesario estimar el pardmetro 0. En un caso ideal
nos gustaria poder obtener la estimacién sin depender de como se adecua
el modelo ajustado. Sin embargo, esta situacion solo es posible cuando hay
varias observaciones de y para un mismo valor de x, o por otro lado cuando
disponemos de informacién previa sobre el parametro. Cuando no nos en-
contramos en ninguna de las dos situaciones anteriores, entonces tenemos

que hacer uso del residuo para estimar o2.

SShes = €7 = (yi— 1)’ (2.14)
=1

=1

11



Sustituyendo en la ecuacién g; = Bo + lei , llegamos a
n
SSkes = > Y7 = nG* — 1Sy (2.15)
i=1

Haciendo uso de que

n

Yoyi-ny’ =) (yi—ny)’ = SSr
=1

i=1

llegamos al resultado siguiente
SSRes = SST — 154y (2.16)

La suma cuadrada de los residuos tiene n — 2 grados de libertad, ya que
dos grados de libertad estan asociados a las estimaciones Bo y Bl, necesarios
para obtener ;. El valor esperado de SSges es E(SSges) = (n—2)o?, luego
un estimador insesgado de o2 es

&2 _ SSRes
n—2

— MShpes (2.17)

llamado media cuadrada residual. A la raiz cuadrada de 62 algunas veces se
le llama error tipico de regresion, y tiene las mismas unidades que la variable
respuesta y. Diremos que 62 es una estimacién de o2 que depende del modelo,
porque es calculada a partir de los residuos del modelo de regresién.

2.4. Test de hipdtesis sobre los coeficientes de re-
gresion

Una vez encontradas las estimaciones de los pardmetros por el método
LS (minimos cuadrados), aparece la necesidad de construir test de hipdtesis
sobre dichos coeficientes. Para poder plantear el problema necesitamos asu-
mir que los errores del modelo ¢; se distribuyen segiin una normal. Teniendo
lo dltimo en cuenta, necesitamos suponer que los errores se distribuyen de

forma normal e independiente con media 0 y varianza o?.

2.4.1. T-test

Supongamos que queremos contrastar que la pendiente del modelo de
regresion (1 equivale a una constante, denotada (19. Matematicamente se
escribe:

Hy : 81 = B0, H1: B1# Bro (2.18)

Obtendremos una regién de rechazo con dos colas, por lo que es importante
remarcar que estamos planteando un test bilateral. Como hemos supuesto

12



que los errores ¢; son independientes y siguen una N(0, o?), luego las obser-
vaciones y; siguen N (B + f12;,02) y mantienen la independencia. Sabemos
que Bl es una combinacién lineal de las observaciones, asi sigue una distri-
bucién normal de media 31 y varianza 02/S,, por los valores hallados en la
seccién previa. Planteamos entonces el estadistico de contraste

81 — Bro
V02 /S

cuya distribucién es AN (0,1) bajo la hipdtesis nula, por el TCL. Si el valor
de o2 es conocido, podemos usar el estadistico Zy para el test . Sin
embargo, esto raramente ocurre. Aparece entonces el estimador insesgado,
M Sges, de 2. Se conoce que (n — 2)M Sges/0o? sigue una distrucién x2_,,

Zy =

y ademds 1 y M Sges son independientes (covarianza nula). Trabajaremos
entonces con el estadistico

by = B1 — Bio (2.19)

\V MSRes/S:L‘a:

con distribucién de probabilidad t,_» si la hipotesis nula es cierta. Por tanto,
haciendo uso de este estadistico de contraste,la hipdtesis nula serd rechazada
para aquellos valores que estén en la region critica

RC = {to € R | |to] > tajon_2}

donde « es el nivel de significacion establecido por el analista.
Al denominador del estadistico ty se le conoce por error estdndar de la

pendiente. Esto es,

5 MS es
se(B) =\~

Podemos contrastar el valor del parametro By de manera similar, planteando
el test de hipotesis

Hy : Bo = Boo, Hi : Bo # Boo (2.20)

y haciendo uso del estadistico de contraste

_ Bo — Boo
VM Spges(1/n + T2/ Ses)

to

La regién critica obtenida vuelve a ser
RC = {to e R [to| > tajon—2}

De nuevo, el denominador de tg recibe el nombre de error estandar del punto
de corte, al que denotamos por se(fy).

13



Un caso digno de ser mencionado es el test de hipotesis de la Ecuacion

(2.18)), donde
Ho:p1=0, H:p1#0

Esta hipétesis contrasta la dependencia lineal entre las variables x e y,
donde si no se rechaza Hj significard que ambas variables no tienen ningun
tipo de dependencia lineal. Esto no significa que necesariamente sean in-
dependientes una de la otra, simplemente que no podemos encontrar una
relacion lineal. Por otro lado, si se rechaza la hipdtesis nula podemos ase-
gurar que existe dependencia lineal, aunque no tiene por qué ser la mejor.
Puede ocurrir que un polinomio en x con un grado mayor que 1 se ajuste
mejor a la relacién observada.

Otra situacion cominmente encontrada, es aquella en la que se trata con
datos donde el mejor ajuste por regresion lineal conlleva el uso de una recta
que pase por el origen. Se plantearia entonces el siguiente test de hipotesis:

Ho:80=0, H1:80#0

Podemos referirnos a este caso concreto como modelo de regresién sin
intercepto. Més formalmente, el modelo sin intercepto es

y=p01x+¢€

2.5. Estimacion por intervalos en la regresion li-
neal simple

A lo largo de esta seccién trataremos de encotrar los intervalos de con-
fianza adecuados para los parametros de la regresién.

2.5.1. Intervalos de confianza de 53y, 81 y o2

En la Seccién anterior, hemos deducido que, si se cumple que los errores
Bi=p1
se(fB1)

siguen una distribucién ¢,,_s. Por tanto, un intervalo con un nivel

se distribuyen de forma normal e independiente, los estadisticos pivote

y Bo—ﬁo
se(fBo)
de confianza 100(1 — «) para el pardmetro /31 viene dado por

/él - toc/Q,n—Qse(Bl) < 51 < Bl + ta/2,n—25€(31) (221)

Andlogamente, un intervalo de confianza (IC) para By con el mismo nivel
sera

BO - ta/Q,n7236(80> <Bo < BO + ta/2,n72se(g0) (222)

De nuevo, bajo la hipdtesis previa requerida de que los errores verifiquen
que se distribuyen de manera normal e independiente, podremos plantear
una expresion para un IC del pardmetro o2. Trabajando con la expresién (n—
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2)M Sges/0?, la cual es conocido que sigue una distribucién de probabilidad
X721—27 podremos plantear el intervalo

(TL B Q)MSRES (n B 2)MSRes

5 <ot (2.23)
X1—a/2,n—2 Xa/2,n—2

2.6. Prediccion de nuevas observaciones

El modelo de regresién tiene varias aplicaciones, entre las que destaca la
prediccién de nuevas observaciones. El objetivo principal serd estimar nuevos
valores de la variable y en funcién de los valores que toma la variable x. Sea
xo un valor de la variable de interés, entonces podemos escribir el modelo
de regresién R R

Yo = Bo + Bizo (2.24)

donde el valor estimado g corresponde a la nueva observacién.

Una vez obtenida esta estimacion puntual, veamos cémo establecer un
intervalo de prediccion para una observacion futura .

Escribimos la variable aleatoria con distribucién normal y media 0.

Y =yo — Yo
Calculemos su varianza para poder estimar el intervalo que buscamos.

(=]

N 1
Var(v¢) = Var(yo — %o) = o [1 + - + S

ya que la observacién futura yg es independiente de gy. Por tanto, llegamos
a que el intervalo de prediccién con un nivel de confianza 100(1 — «) para
una observacién futura en x( es

1 _ 7)2
on - toz/Q nZ\/MSRes (1 + -+ M)
’ n Sy

R 1
< Yo < Yo + ta/Z,nZ\/MSRes <1 + E +

(2.25)
(z0 — 7)?
Sa::c )

Como podemos observar en la expresion obtenida, el rango de este intervalo
serd minimo cuando o = Z, y a medida que la expresién (xo — T)? sea
mayor, el rango del intervalo aumentara.

2.7. Coeficiente de determinacion

A la cantidad
_ SSgp 1 SSRes

2 _ = —
i = SSt SSt

(2.26)
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la llamamos coeficiente de determinacién, el cual representa la proporcion
de variabilidad explicada por la variable x. Esto se debe a que la expresién
tiene en cuenta los términos S.St, que explica la variabilidad en y sin tener en
cuenta el efecto causado por la variable x, y SSpges, que mide la variabilidad
restante en y después de haberse considerado x. Como 0 < SSges < S5 =
SSR+SSRes, se obtiene que 0 < R? < 1. Cuanto més cerca de 1 esté el valor
de R?, mayor sera la variabilidad explicada en y por el modelo de regresion.

A pesar de esta interpretacion, tener un valor elevado de R? no significa
necesariamente que el modelo de regresion adoptado sea un ajuste preciso,
ya que siempre es posible hacerlo méas grande si se anaden mas regresores.
Aunque R? no puede hacerse mas pequeiio si afiadimos regresores al modelo,
esto no necesariamente significa que el nuevo modelo sea superior al antiguo.
El coste computacional y tedrico de trabajar con una variable explicativa
adicional puede no ‘compensar’ a la hora de realizar el ajuste, ya que la varia-
bilidad explicada puede ser ligeramente superior pero nada resenable. Todo
modelo debe de seguir el principio de la navaja de Ockham; ‘en igualdad de
condiciones, la explicacién mas sencilla suele ser la més probable’. En el caso
miltiple se realiza la llamada ‘Regresién por etapas’, donde se van anadien-
do sucesivamente mas variables al ajuste hasta encontrar la aproximacion
oOptima. Para paliar el efecto causado por anadir una variable explicativa
mas que aporte poca informacion adicional, se define el coeficiente de deter-
minacién ajustado R2, donde k es el nimero de regresores considerados. En
la regresion lineal simple k = 1.

21— n—1 SSRes
@ n—k—1 SSr

Normalmente, en los casos practicos, nos encotraremos con valores ele-
vados para este coeficiente. En caso de obtener una cantidad pobre, puede
significar que disponemos de un modelo poco explicativo, con lo cual bastaria
con anadir una o varias variables de prediccién o regresion.

Es importante comentar la relacion existente entre el coeficiente de de-
terminacion y el coeficiente de correlacién de Pearson. Este ultimo se denota
por p y mide el grado de asociacion lineal entre dos variables, mientras que
el coeficiente de determinacion mide la proporcion de variacién explicada de
la variable dependiente por la variable explicativa. El coeficiente de correla-
cién de Pearson entre dos variables aleatorias x e y, para una muestra dada,
se define

o E(x_,ux)(y_ﬂy) _ Ogy

Oz0y 040y

donde el término o,y es la covarianza de x e y.

Es comin contrastar si p = 0 para poder deducir si existe dependencia
lineal entre ambas variables.

Se puede calcular este coeficiente sobre una muestra, llamado coeficiente
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de correlacién muestral

> i Yilxi — T) Szy

T = =

[ (=22 (g —9)2 ) [SawSST]V?

1/2
5 (SST> /
1= r
SCC$
Aunque los pardmetros 1 y r estén relacionados, proporcionan informacién
diferente. Mientras que r mide la asociacién lineal entre x e y, el coeficiente

£1 muestra el cambio de media en y por cada unidad de cambio de x.
En el caso de regresion lineal simple, existe una relacion entre el coefi-

ciente R?> y r R
7,‘2 :B% (Smm> o Blsxy o SSR :R2

SSr ) SSp — SSp

Noétese que

2.8. Regresion lineal multiple

A lo largo del trabajo nos basaremos principalmente en el caso simple,
es decir, donde solamente tenemos una variable explicativa x;. Esta elec-
cion facilita considerablemente el estudio de los distintos tipos de ajuste y,
ademds, nos permite exponer graficamente de una manera mucho més sen-
cilla las diferencias entre las estimaciones robustas de los Capitulos [f y [6]
frente al ajuste minimo cuadratico cldsico. Aun asi, se introducird la nota-
cion para el caso multiple, ya que las propiedades estudiadas en adelante
seran probadas para el caso p-dimensional, donde buscaremos predecir una
variable explicada y a través de la siguiente expresion

y = Bo+ Bix1 + foxo + ...+ Bp1xp1 + € (2.27)
En forma matricial, se escribird el problema ([2.27)) como
y=XB+¢ (2.28)

= y es un vector columna con n observaciones de la variable aleatoria
explicada y.

» X (matriz de regresién) es una matriz de dimensién n X p, la cual
recoge las n observaciones de las p — 1 variables explicativas (x1, ...,
Xp—1) que se han observado, y una columna formada por el vector de
unos con n componentes. En general es de rango p.

= [ es el vector de parametros de dimensién p.

= € es el vector columna n-dimensional de valores de las perturbaciones
aleatorias.
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El modelo de regresion estimado se escribe § = XB , donde la estimacion B
viene de minimizar la expresién g(3) = (y—X8) (y—XB) = Y, (yi— i 5)2.
Se obtiene asi que

B=(XX)"'Xy=§=X3=Hy

La matriz H=X(X'X) !X’ recibe el nombre de matriz de influencia o ‘hat
matrix’.

2.9. Ejemplo

Una vez hecho el desarrollo tedérico de los conceptos necesarios de la
regresion lineal, vamos a ilustrar estos resultados expuestos a través de un
ejemplo. Para ello se ha construido una base de datos a partir de dos vectores
de tamano 20 generados por R. El primer vector, al que nos referiremos
como la variable aleatoria x, corresponde a 20 valores de una distribucién
N(2,3) generados de forma aleatoria. La segunda variable aleatoria, y, se ha
construido a través de una transfromacion lineal de x (3.52x410) y suméndole
valores aleatorios de una N (0,2).

Por tanto, el conjunto de datos activo con el que se trabaja queda repre-
sentado en la Tabla 2,11

Una vez disponemos de los datos, lo més conveniente es representarlos
mediante un diagrama de dispersién, mostrado en la Figura Claramente
se observa una relacion importante entre la variable x y la variable y. Es mas,
podemos considerar que se ajusta a un modelo lineal simple y = Bg+ 81x+¢€
de una forma bastante razonable.

Diagrama de dispersién
40-

Figura 2.1: Diagrama de dispersién de la variable x frente a la variable y
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1D X y

1 -4.88 -4.31
2 234 16.09
3 384 2443
4 1.16 19.61
5 -0.94 6.97
6 195 16.61
7 151 16.65
8§ -270 1.54
9 -1.60 2.53
10 3.01 23.54
11 4.64 25.00
12 3.49 24.79
13 -4.24 -3.60
14 3.65 22.62
15 5.07 28.34
16 7.19 38.72
17 -0.56 7.57
18 1.25 14.18
19 -2.57 1.63
20 5.79 30.59

Tabla 2.1: Conjunto de datos

En primer lugar vamos a calcular los pardmetros del modelo, la suma
cuadratica de x y la suma cuadratica de x e y respectivamente.

n n 2
e 751.1011
Spw = @ — (Z—nlx) = 255.6004 — === = 218.0453
=1

n n (S 8591.748
=1

Una vez obtenidos estos valores, ya podemos estimar los coeficientes de

regresién con las relaciones descritas en la teoria.
Sy

3, = 2% — 3522856
b1 S

Bo =7 — 1T = 15.67481 — 3.522856 x 1.370311 = 10.8474

De forma intuitiva, y como los datos del problema estan completamente
especificados, vemos que el valor tomado por los coeficientes se ajusta bas-
tante al real. Conocer con esta precisién la construcciéon de un problema es
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remotamente improbable, ain asi el objetivo de este ejemplo es ilustrar la
utilidad de la regresién lineal simple para un tipo concreto de problemas.

En la Tabla se recogen los valores observados (y;), los valores estimados
(9;) v el residuo (e;).

Y Yi €;

(2
-4.31 -6.36 2.05
16.09 19.07 -2.98
24.43 24.37 0.06
19.61 14.94 4.67
6.97 7.53 -0.56
16.61 17.72 -1.11
16.65 16.18 0.47
1.54 1.34 0.20
2.53 5.21 -2.68
23.54 21.46 2.08
25.00 27.21 -2.21
24.79 23.14 1.65
-3.60 -4.07 0.47
22.62 23.71 -1.09
28.34 28.70 -0.36
38.72 36.17 2.56
7.57 8.89 -1.32
14.18 15.24 -1.06
1.63 1.80 -0.17
30.59 31.23 -0.64

>y =313.4962 > g = 313.4962 > e; =0

Tabla 2.2: Valores observados, estimados y residuo

El ajuste por minimos cuadrados viene dado por
v = 10.8474 + 3.522856 - x

Habiendo obtenido la ecuacién del modelo, surgen varias preguntas de
interés sobre este.

1. ;Como se ajusta a los datos reales?
2. jEs un modelo bueno para predecir datos futuros?
3. jAlguna de las hipétesis previas mencionadas no se cumple?

Estas cuestiones han de ser tratatadas antes de utilizar el modelo para ajus-
tar y predecir datos. Para evaluar el modelo, los residuos juegan un papel
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fundamental. En el siguiente capitulo se tratard como se adecua un modelo
de regresién lineal simple a un conjunto de datos determinado.

Una vez obtenidas las aproximaciones de los coeficientes de regresion,
se van a estudiar sus propiedades. Para estimar o2 en el ejemplo tratado
primero calculamos

i 279.
SSr = Zyz —ny’ = Zyl iy 7687.302—% = 2773.308

A partir de este valor se calcula SSges
SSRes = SST — Blsxy = 2773.308 — 3.522856 x 768.1422 = 67.25393

Por tanto, la estimacién de o2 se obtiene de

52— SSRes  67.25393
n—2 18

= 3.736329

El error estandar de la pendiente es

. M Spes \/ 3.736329
— — = 0.1309029
se(Br) S 218.0453
Asi, el estadistico del t-test es
3 522
to = b _ 3522856 _ 01108

se(Br)  0.1309029

Si elegimos el nivel de significaciéon av = 0.05, el valor critico de t es £9.025,18 =
—2.100922. Por tanto, se rechaza la hipéteis Hy : 1 = 0 y concluimos que
existe una relacion lineal entre las variables x e y.

Ahora se construiran los intervalos de confianza para los pardmetros Bl,
BO y 02 con un nivel de confianza del 95% . Por la teorfa se ha visto que

Br + to.025,185¢(B1) < B1 < Bi — to.025185¢(B1)

obteniéndose el intervalo (3.247839, 3.797873).

Anslogamente, el intervalo de confianza para [y es

Bo + to.025,1886(50) < Bo < Bo— t0.025,1886(30)

Haciendo de nuevo los calculos al igual que para el caso anterior, llegamos
al intervalo de confianza (9.864241, 11.83056),donde

se(fo) = \/MSRes(l/n +72/82) = 0.4679667

El valor « prefijado es el que marca el rango del intervalo, si lo cambiamos
también lo harfan los extremos de este.
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2

Para el parametro ¢, manteniendo el mismo valor de « se calcula como

(18)MSR€S

2
X0.975,18

(18) M SRes

<o? <
X0.025,18

y se llega al intervalo de confianza (2.133259,8.171061).
Para encontrar un intervalo de prediccién de futuras observaciones con
nivel de confianza al 95 %, usaremos las ecuaciones desarrolladas en la teoria.

R 1 To—T)2
Yo + ta/2,n—2\/MSRes <1 + - + (0)>

Sz
(zo — 33)2>

N 1
<y < Yo — ta/2,n—2\/MSRes <1 + -+
n Sex

Suponemos un valor g = 5 para realizar la prediccién.

1 (5—1.370311)2
20 218.0453

28.46168 + (—2.100922) \/3.736329 <1 + =+

1 (5—1.370311)2
20 218.0453

< yo < 28.46168 — (2.100922)\/3.736329 <1 + =+

Calculando, el intervalo es
Yo € (24.18234,32.74102)

Podemos hacer una representacién del intervalo de confianza calculado a
partir de la férmula descrita para el ejemplo, representado en la Figura

Finalmente, se van a calcular los coeficientes R? y r con los datos mos-
trados en la Tabla 1.

SSg 67.25393
2 es
=1- =1 0 = 0.97574
R SSt o773.308 0 0TOTA0
y

Sey 768.1422

= (0.9878004

" T /5,557 /218.0453 x 2773.308

Asi, la proporcién de variabilidad explicada por el regresor x es casi toda
(97.57496 %), y existe una dependencia lineal clara entre las variables x e y.

Por tanto, el ajuste obtenido por el método de minimos cuadrados queda
representado en la Figura [2.3
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Figura 2.2: El intervalo con nivel de confianza del 95 % para los datos del
ejemplo
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30- Recta por el método de minimos cuadrados

n
=3
ra
n
o
o
ra
o
o
=1

i

n

Figura 2.3: Recta de regresion para el conjunto de datos del ejemplo
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Capitulo 3

Residuos, apalancamiento y
puntos de influencia

En las secciones anteriores se han ido requiriendo ciertas hipotesis previas
que han sido mencionadas. Recapitulando, estas son las siguientes:

1. La relacién entre las variables x e y es aproximadamente lineal.

2. El error € tiene media cero y varianza constante 2.

3. Los errores son incorrelados.
4. Los errores siguen una distribucion normal.

Es importante confirmar siempre que estas hipétesis se cumplen para el mo-
delo en estudio, ya que si se producen alteraciones graves podrian hacer que
se comporte de manera inestable. Es decir, una muestra distinta del estudio
podria conducirnos a un modelo del que extraigamos conclusiones totalmen-
te opuestas. Anteriormente se han ido exponiendo los distintos estadisticos
resumen del modelo de regresién. Estos son solo indicadores globales, por lo
que no debemos centrar el estudio de la adecuaciéon del modelo en ellos. En
este capitulo se presentaran distintos métodos ttiles para encontrar viola-
ciones en las hipétesis previas.

A lo largo de este capitulo se han tomado como referencias los libros
[27, 10], para seguir una estructura y una notacién coherente durante el
mismo.

3.1. Analisis de los residuos

Los procedimientos de diagnéstico se basan principalmente en el estudio
de los residuos. A través de ellos podremos detectar problemas en el ajuste
obtenido por el modelo, o intuir la aparicién de ciertos datos que tienen una
influencia importante sobre la recta construida. Mediante la representacién
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de los residuos y sus diferentes tipos de escalas se intentara comprobar si las
hipétesis previas descritas se verifican o no.

3.1.1. Definicion de los residuos

En el Capitulo [2l hemos definido los residuos como
ei:yi_g’iv 1=1,2,...,n

donde y; es el valor observado e ¢; es su correspondiente valor aproximado.
Por tanto, una interpretacién intuitiva, a la par que correcta, es entender
el concepto de residuo como las desviacién entre los datos observados y
los valores ajustados. Ademaés, es una manera de medir la variabilidad no
explicada por el modelo de regresion de la variable respuesta.
Cualquier variacién en las hipdtesis previas requeridas a los errores puede
detectarse a través de los residuos, ya que, a parte de las interpretaciones
mencionadas, es conveniente pensar en ellos como los valores observados de
los errores en el modelo. Una manera muy efectiva y utilizada es representar
los residuos para verificar la lista de hipotesis y comprobar la adecuacion
del modelo a los datos.
Los residuos tienen media cero, y su varianza media aproximada se estima
o Srie—7) Yl SS

i=1\% —€) _ 2.,4=1% _ ©O9Res _

n—p = n—p —n_p_MSRes

En el caso simple tenemos n — 2 grados de libertad y los residuos son no
independientes.

3.1.2. Meétodos para reescalar los residuos

En algunas ocasiones es cémodo trabajar con residuos en distintas esca-
las. En esta seccién trataremos varios procedimientos que nos lo permitan.
Son especialmente utiles para encontrar outliers dentro de nuestro conjunto
de observaciones, es decir, observaciones que distan considerablemente del
resto de datos.

= Residuos estandarizados Es un reescalado cominmente utilizado en

varios ambitos, y como disponemos de la media (e; = 0) y la varianza

(M Sges), entonces podemos denotar los residuos estandarizados como
€i

di=—u, i=1,2...,n
‘ VMSRes

Los residuos d; tienen media 0 y aproximadamente varianza 1. Conse-
cuentemente, un residuo estandarizado con un valor grande (|d;| > 3)
indicara un outlier o valor atipico.
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= Residuos estudentizados Para poder tratar de forma apropiada este
método, es necesario recurrir al concepto de la matriz de influencia (hat
matrix) H. Esta matriz es de dimensién n x n y se expresa como H =
X(X’X)~!1X’; donde X es una matriz de dimensién n x p, con p = 2 en
el caso de la regresiéon lineal simple. En ese caso, escribiremos X como

Iz

1 x99 .
x=|. % = @)

1 Inl

En el caso de tener mds variables explicativas basta con anadir las
p — 2 columnas necesarias a la matriz X.

La matriz H nos permite trabajar con los valores observados de y en
lugar de los valores de las variables en X, ya que

§=X0=Hy

siendo ﬁ el vector de los coeficientes de regresién estimados. Esta ma-
triz H tiene diversas propiedades; es idempotente (HH=H) y es simétri-
ca (H'=H), al igual que la matriz I — H, siendo I la matriz identidad.
Una vez introducida la matriz de influencia, podemos expresar los re-
siduos en notacién matricial como

e=y—Hy=(I-H)y (3.1)

Habiendo establecido esta notacién, ya podemos tratar el tema que
nos ocupa. Usando M Sges como la varianza del i-ésimo residuo, e; es
tan solo una aproximacién del residuo ¢. Podemos mejorar la escala
del residuo e; dividiéndolo por la desviacién tipica exacta.

Haciendo uso de la notacién alternativa para los residuos en la Ecua-
cion y sustituyendo y = XS + ¢, llegamos a

e=(I—H)(XB+e)=XB8—HXB+ (I—H)e=

71 (3.2)
= X8 —X(XX)'X'XB + (I—H)e = (I1—H)e

Hemos visto asi que los residuos se expresan como combinacién lineal
de y o de los errores € de la misma forma.

La matriz de varianzas-covarianzas de los residuos se calcula
Var(e) = Var [(I — H)e] = (I — H)Var(e)(I - H) = o*(I—-H) (3.3)

va que Var(e) = 0%l e I-H es una matriz simétrica e idempotente.
Generalmente I—H no es diagonal, por lo que los residuos presentan
varianzas distintas y estan correlados entre ellos.
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Denotaremos la varianza del i-residuo como
Var(e;) = 0(1 — hy;)

donde h;; es el elemento diagonal de la matriz H y verifica 0 < h;; < 1.
Siguiendo la misma notacién, la covarianza entre dos residuos cuales-
quiera sera
— 2p
Cov(ej, ej) = —0°hjj

Como h;; es una forma de medir la localizaciéon del punto z; en el es-
pacio asociado a x, la varianza del residuo e; serd distinta en funcién
de donde se encuentre dicho punto x;. Normalmente, los puntos cerca-
nos al centro del espacio asociado a x tendran un ajuste de minimos
cuadrados més pobre que los que estén mas alejados. Sin embargo, los
problemas en las hipétesis establecidas por el modelo seran mas pro-
pensos a darse en dichos puntos remotos, lo que hace que sean dificiles
de detectar usando los residuos ordinarios o los estadarizados, ya que
normalmente seran mas pequenos debido al método utilizado.

Sea yy, el valor observado en la variable respuesta del n-ésimo punto,
y tomemos x, los valores especificos para las variables explicativas
o regresores. Los valores aproximados para la variable respuesta por
la recta de regresion en funciéon de los n — 1 primeros puntos seran
denotados g;;. Consideramos el valor 6 = y,, — ¥;; la diferencia entre el
n-ésimo valor observado y el calculado a partir de los n — 1 primeros.
Si un punto es remoto en términos de la variable explicativa y || toma
un valor elevado, entonces tenemos un punto influyente. Usando todos
los datos para predecir el valor, lo denotamos ahora ¢,,. Se tiene, por
la informacién que aporta la matriz H, que

donde hy, es el n-ésimo elemento de la diagonal de H. Si el punto es
remoto en términos del espacio definido por los valores de los regreso-
res, entonces hy,, se aproxima a 1, e ¥, tiende a y, consecuentemente.
Por este motivo la varianza de los residuos de estos puntos es pequena,
lo que complica su analisis.

Un procedimiento légico serd examinar los residuos estudentizados

€;
= )
VM Sges(1 — hii)
Estos residuos tienen varianza constante Var(r;) = 1, independiente-
mente de la localizacién del punto x; cuando el modelo es correcto.
En muchas ocasiones la varianza de los residuos se acaba estabilizan-
do, particularmente para conjuntos de datos grandes. En estos casos

=1,2,...,n (3.4)

LK
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la informacién proporcionada es equivalente a la de los residuos es-
tandarizados. Sin embargo, como se ha visto que un punto con un
residuo grande y un valor de h;; elevado es potencialmente influyente
en el ajuste por minimos cuadrados, es conveniente el procedimiento
estudentizado.

Residuos PRESS En los dos métodos anteriores se han ilustrado
dos alternativas que detectan los outliers o puntos remotos de forma
efectiva. En este apartado, se explica un nuevo procedimiento basa-
do en la examinacién de las cantidades obtenidas de operar y; — §;),
donde g;) es el i-ésimo valor ajustado para la variable respuesta ba-
sado en todas las observaciones salvo la de la posicion 7. Haciendo un
razonamiento similar al caso estudentizado, la 1égica nos lleva a pen-
sar que si la observacién y; es realmente inusual entonces ejercera una
inluencia considerable en el modelo de regresion. En esta situacién el
valor ajustado ; serd similar al valor observado y; y, por ende, el re-
siduo ordinario e; serd pequeno. Sin embargo, al eliminar la i-ésima
observacion, el valor §(;) no puede ser influenciado por esta y, por ello,
el residuo resultante deberia indicar la presencia de un outlier. Si eli-
minamos la observacién y;, aproximaremos el modelo de regresiéon a
través de las n—1 restantes, y tendremos los llamados residuos PRESS

eqy =Y —Yu, t=12,....n

Puede resultar algo complejo ya que parece necesario calcular estos
residuos para n hiperplanos (rectas en el caso simple) de regresion dis-
tintos. A pesar de esto, es posible calcular los residuos PRESS con solo
un ajuste de regresién para las n observaciones, debido a la siguiente

igualdad
€;

€6 = 1— h.,

)
7

i=1,2,...,n (3.5)

La equivalencia se demuestra como sigue.

Demostracion : Sea ;) el vector de coeficientes de regresion obte-
nidos sin tener en cuenta la i-ésima observacién. Entonces

A 5 -1+
By = XwXw]  Xaeye

donde X;y e y; son la matriz X y el vector y sin la observacion i-ésima.
Por tanto, el residuo PRESS en la posicién ¢ puede escribirse como

ew) = Yi — Uiy = ¥i — X'iBu
bJ b _1 )
=y —xi (X 0Xw)  X@ye

donde las matrices (X'X) !y [X’(i)X(i)]*l guardan la relacion siguien-
te, llamada identidad de Sherman-Morrison-Woodbury.

XX) T xxd (X0X) T
1 — hii

X oXg] = XX+ (
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v hi; = X'; (X’X)_1 x;. Usando la anterior relacién entre las matrices

(X7X) ™ (X'X) !
1 — hii

X (XX) 7 xx’s (XX) T X vy

ewy =y — X |[(XX)""+ X' @)Y @)

=y, — X (X’X)™! X' oY) —

1 — hi
(1 - h”)Yz - (1 - hii>X7i (X’X)_l X7(Z)Y(z) - hiiX7i (X7X)_1 X’(l)Y(z)
1 — hi
(1= hap)y; — %' (XX) " Xy

L — hii

Finalmente, ya que X’y = X’(;yyi + x; yi, llegamos a la ecuacion

(1 — hig)y; —x's (X7X)_1 (X'y — xy)

Cr;y =

@ 1 — hi;

_ (1 — hzz)yz — X,,L' (X’X)_l X’y + X’l' (X’X) XiYi

1 — hi
_ (1 — hii)yi — X'i8 + hiiyi
1 — hi;
_ yi—xif
1 — hi;

donde el numerador se corresponde con el valor del residuo e; y, en
consecuencia, tenemos la igualdad.

O

De la Ecuacion es facil ver que el residuo PRESS es tan solo un
residuo ordinario ponderado en funcién de los elementos diagonales de
la matriz H. Los puntos altamente influyentes seran aquellos con un
valor elevado de h;;, luego un residuo PRESS pequeno. Generalmente,
una gran diferencia con el residuo ordinario significara que es un punto
donde el modelo se ajusta bien.

La varianza del residuo PRESS (e(;)) es

0.2

1 — hi;

Var[e(;)] = Var [1 —eihii] = § —1hz'i)2 [02(1 — hy)] =

luego el residuo estandarizado serd

() _ €i
\/Var[e(i)] Vo2 (1 — hi)

que, utilizando M Sges como estimacién de o2, se corresponde con el
residuo estudentizado.
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A partir de los residuos PRESS, se define el llamado estadistico PRESS
mediante la expresion

n ) 2
PRESS =Y (1 _eh) (3.6)
i—1 i

Este estadistico se utiliza principalmente como medida de evaluacién
del modelo, es decir, nos indica cémo de precisas seran las predicciones
futuras hechas por el modelo de regresion. Un modelo con un valor
pequeno del estadistico PRESS es preferible a uno donde sea grande.

R-Student En los residuos estudentizados hemos utilizado M Sges
como estimador de o2 a la hora de calcular los residuos r;. En este
caso, vamos a estimar el parametro de la varianza basandonos en todos
los datos salvo la observacién i. Denotamos a la aproximacién de o2

por S(QZ.), y toma el valor

n—pMS es—e? 1— hy;
e e, (3.7)

Demostracién : A lo largo de la demostracién haremos uso de la
identidad de Sherman-Morrison-Woodbury
(X'X) ™ ;s (X0X)

1 — hi

[X’(i)X&H = (XX)"! +

Si multiplicamos ambos lados de la igualdad por X’y —x;y;, obtenemos

By = B — (XX) xiys + (XX) " i (XX) 1 (Xy = xiy)

1 — hi
que se reduce a
B— B(i) = w (3.8)
Ahora
(n—p =15k =D (u; —x;8p)* (3.9)
J#

y usando la ecuacién ({3.8)), esto se convierte en

A n ~ ' (XY=l o\ 2 o
> (w-xibo) =Y <yj —XP W) - (yi S

j#i j=1
2
ot — (1 — hii)

Desarrollando el cuadrado del primer término
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. hiei \° | < 2e;
Z<ej+1—ilii> s €?+1—ehiizejhlj 1— Zh

Sin embargo, ya que Hy=Hy, Z 1ejhij = 0 H es idempotente y se
cumple > i1 h = hy;, podemos escribir como

hue e2
- 18 — i
o Z” (= haP (1= hi?
- 2 e
— el - —
2
e
= —p)MS es :
(n—p) R 1= hy)

Llegando finalmente a la ecuaciéon que buscabamos

(n — p)MSpges — 612/(1 — hi;)

n—p—1

2
Sy =

O

Se utiliza para estimar o el pardmetro obtenido en en lugar de
M Sges, con la finalidad de producir un residuo estudentizado de forma
externa, el cual es llamado R-student. La expresion de dicho residuo
es .

ti=———— i=1,2,...,n (3.10)

52 (1— )

En muchas ocasiones difiere poco del residuo r;, aunque cuando la
observacién 4 es influyente, el estimador S2i sera considerablemente
distinto de M Spges. Por este motivo, el estadistico R-student es més

sensible a estos puntos.

Datos auto-mpg 2.1

Para ilustrar la diferencia producida entre las distintas escalas de resi-
duos, se ha implementado en el programa R el conjunto de datos denominado
‘auto-mpg’ [I1]. En este conjunto de datos se resumen 9 variables sobre 398
automéviles tomados como muestra. De estas 9 variables, 4 de ellas son va-
riables factor (‘cylinders’, ‘model year’, ‘origin’, ‘car name’), y las 5 restantes
son numéricas (‘mpg’, ‘displacement’, ‘horsepower’, ‘weight’; ‘acceleration’).
El objetivo del modelo de regresion lineal multiple planteado es predecir las
millas recorridas por galén (‘mpg’) de cada automdévil en funcién de las 4
variables cuantitativas restantes.
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El modelo de regresion obtenido es y = Xg + €, donde ¥ es un vector
columna de longitud n = 398; X es la submatriz del conjunto de datos
inicial que presenta los valores de las 4 variables explicativas, concatenada
a un vector de unos, y con dimensién total n x p, donde p = 5. Por tltimo
tenemos el vector columna de coeficientes de regresion § = (X'X)"1X'§ de
longitud p. El vector € es el llamado vector de errores aleatorios.

Para el conjunto de datos ‘auto-mpg’ se han calculado las distintas esca-
las de residuos comentadas previamente, a partir de las expresiones obteni-
das en cada apartado. Los 25 primeros valores (de los 398 en cada columna),
se pueden observar en la Tabla

€; di r; 6(1) ti
1 -0.22 -0.05 -0.05 -0.22 -0.01
2 -9.06 -2.12 -215 -9.24 -0.51
3 6.60 155 155 6.65 0.37
4 -024 -0.06 -0.06 -0.24 -0.01
5 -4.82 -1.13 -1.13 -4.86 -0.27
6 -2.83 -0.67 -0.68 -291 -0.16
7 -140 -0.33 -0.33 -1.42 -0.08
8§ 683 160 161 6.89 0.38
9 -210 -049 -0.50 -2.13 -0.12
10 -3.65 -0.86 -0.86 -3.68 -0.20
11 441 1.03 1.04 449 0.24
12 682 1.60 1.61 6.92 0.38

13 -3.95 -093 -0.93 -3.98 -0.22
14 325 0.76 0.76 3.27 0.18
15 2.08 049 049 212 0.12
16 -1.35 -0.32 -0.32 -1.36 -0.07
17 -2.16 -0.51 -0.51 -2.18 -0.12
18 223 052 053 226 0.12
19 161 038 038 1.65 0.09
20 190 045 045 191 0.10
21 -049 -0.12 -0.12 -0.50 -0.03
22020 0.05 005 020 0.01
23 -7.35 -1.72 -1.74 -748 -0.41
24 -6.68 -1.57 -1.57 -6.75 -0.37
25 140 033 033 141 0.08

Tabla 3.1: Diferentes escalas de residuos para los datos ‘auto-mpg’

3.1.3. Graficos de residuos

La representacién grafica de los residuos es una manera efectiva de in-
vestigar la precisién del ajuste de un modelo de regresion y de verificar las
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hipétesis establecidas al principio del Capitulo [3| En este apartado se intro-
ducen los graficos méds comunes, los cuales seran representados mediante R.
En su representacién se trabaja con los residuos estandarizados d;.

= P-P Plot y Q-Q Plot El P-P Plot se basa en la construccion de la
probabilidad normal tedrica en relacién a los residuos. Es una grafico
diseniado de tal forma que la distribucién normal acumulada se repre-
senta como una linea recta. Sean djj) < dg; < ... < dj,] los residuos
estandarizados ordenados de menor a mayor valor. Si representamos
dp;) frente a la probabilidad acumulada P; = (i — %)/n, 1=1,2,...,n
en el grafico de probabilidad normal, los puntos deberan estar en torno
a dicha linea recta. Esta recta normalmente se determina de forma
visual haciendo énfasis en los valores centrales antes que en los ex-
tremos. Si los puntos representados se alejan de la recta substancial-
mente, entonces la distribucién de los residuos no es normal. En el
software R, en lugar de representar las probabilidades se representan
los valores esperados de una normal estandar @. Esto se deduce de
E(dy) ~ 7! [(i — %)/n]. Este tipo de grafico recibe el nombre de
‘Q-Q Plot’
Para ejemplificarlo se hace uso de los datos ‘auto-mpg’, donde el grafico
‘Normal Q-Q’ es el de la Figura

Normal Q-Q

2690
0B

Standardized residuals

Theoretical Quantiles
Im(mpg ~ )

Figura 3.1: Grafico normal de los residuos estandarizados

Claramente podemos observar que los residuos se ajustan bastante
bien a la linea recta, salvo en los datos del extremo derecho. Por tan-
to, podemos suponer que siguen una distribucién normal. Los datos
del extremo derecho presentan un indicio de outlier para esos valores.
De manera alternativa, una forma bastante rutinaria de intuir si un
conjunto de valores se ajusta a una distribucién normal es represen-
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tar dichos datos en un diagrama de cajas como el de la Figura [3.2
En el ‘boxplot’ se visualiza claramente una distribucién simétrica en
torno al 0, a excepcién de esos ultimos residuos que toman valores mas
elevados, como pasaba en la Figura|3.1

Diagrama de cajas de los residucs estandarizados
4

[~
e e

d_i

-0.4 -02 00 0.2 04

Figura 3.2: Diagrama de cajas de los residuos d;

En casos generales, cuando disponemos de una muestra pequena, gene-
ralmente se producen gréficos que se desvian bastante de la linealidad.
Por el contrario, para tamanos de muestra grandes, los graficos se com-
portan mucho mejor. Si tenemos que establecer algin tipo de criterio
para el tamano de muestra, se puede considerar que a partir de 20-30
puntos son necesarios para producir un grafico suficientemente estable
para ser interpretado.

En los ‘Q-Q Plot’ es dificil detectar anomalias incluso aunque los erro-
res €; no sigan una distribuciéon normal. Este problema tiene su origen
en que los residuos no son una muestra aleatoria simple, si no que
son restos de la estimacién de los pardmetros. De hecho, los residuos
son combinaciones lineales de los errores del modelo, en consecuencia
ajustar los parametros tiende a destruir los indicios de no normalidad
en los residuos.

Grafico de los residuos frente a los valores ajustados Una
representacion los residuos (e;) frente a los correspondientes valores
ajustados gy; es ttil para detectar varios desajustes comunes. Si los
residuos representados pueden acotarse en una banda horizontal, en-
tonces no hay defectos obvios en el modelo. Si, por el contrario, ob-
servamos una tendencia clara de los residuos, esto puede indicar que
la relacién estudiada entre las variables no es la indicada (por ejemplo
podria ser mejor un modelo polinomial) o que los residuos no son inco-
rrelados. También puede darse el caso en el que los datos aumenten (o
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disminuyan) su dispersién en funcion de y. Algo que combina las dos
posibilidades de este 1iltimo caso puede darse cuando y es una propor-
cién entre 0 y 1, como pasa en el modelo binomial donde la varianza
es mayor en 0.5 que en 1.

Estos graficos también nos muestran outliers potenciales. Antes de
considerarlos como puntos remotos es recomendable estudiar si puede
deberse a problemas en la varianza de los datos, o a la no linealidad
entre las variables respuesta y regresores.

Los residuos frente a los valores ajustados presentan una representa-
ci6én para el conjunto de datos ‘auto-mpg’ de la forma mostrada en la
Figura|3.3

residuos

5 10 15 20 25 30
predict_values

Figura 3.3: Residuos e; frente a los valores ajustados

A simple vista no se observan problemas en tratar el modelo de re-
gresion lineal que se ha supuesto. Es maés, en la grafica aparecen 2
individuos, el 300 y el 269 coloreados en rojo, que puede intuirse que
son outliers, ya que en el ‘Q-Q Plot’ también presentaban anomalias.

En el grafico anterior se han utilizado los residuos originales e;; pero
el software R también nos da la posibilidad de mostrar por pantalla
este tipo de graficos para la raiz cuadrada de los residuos estandariza-
dos v/d; frente a los valores ajustados. Se utiliza principalmente para
comprobar que la homocedasticidad de los datos se verifica. Diremos
que un modelo de regresién lineal es homocedéastico si la varianza de
los residuos se mantiene constante.

En la Figura [3.4] como no se observa ningin patrén definido por los
residuos entonces podemos suponer que tienen la misma varianza.
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Figura 3.4: Residuos 1/d; frente a los valores ajustados

= Grafico de residuos frente al apalancamiento

En este tipo de gréaficos juega un papel importante la llamada distancia
de Cook. Esta distancia mide como cambia el vector de estimadores 3
cuando se elimina cada observacién.

El objetivo es detectar puntos de apalancamiento, luego una expresién
util para la distancia de Cook donde se hace uso de los residuos t; y
de la matriz de influencia H es

D — 1 QL
' p) "1—hi

Esta definicién permite de forma intuitiva interpretar la distancia de
Cook. Si el valor ¢; es muy grande, hard que la distancia de Cook au-
mente siempre que no tengamos un valor cercano a 0 de h;;. Por tanto,
nos proporciona informacién sobre los posibles sujetos influyentes so-
bre el modelo de regresion. La distancia de Cook se explica de manera
mas detallada en la Subseccion de este mismo capitulo.

Este tipo de graficos contienen los residuos estandarizados y se utilizan
para interpretar qué datos pueden perturbar el andlisis. Si visualiza-
mos algtin dato por fuera del valor 0.5 en la distancia de Cook (linea
discontinua), podemos hacer el anélisis sin ese punto y veremos que el
modelo se verd alterado. Es reconocido el criterio en el que si la distan-
cia de Cook D; > 0.5, entonces el i-ésimo punto tiene gran influencia
en el modelo, mientras que cuando D; > 1 el punto se considera outlier.

En el grafico de apalancamiento de la Figura para el conjunto de
datos ‘auto-mpg’, no aparece ningun sujeto fuera de la zona determi-
nada por la distancia de Cook. Atin asi, después de haber representado
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los diferentes graficos de residuos llaman la atencién los individuos 300,
269 y 95 que podrian ser posibles puntos influyentes.

Residuals vs Leverage
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Figura 3.5: Residuos v/d; frente al apalancamiento

= Graficos de regresion parcial Son una variacién de los graficos que
enfrentan los residuos con los predictores, lo que implica que son una
manera mejorada de estudiar la relacién marginal de un regresor. Este
tipo de graficos resulta util para evaluar si hemos expresado la relacién
entre las variables explicativas y la explicada de una forma correcta.
Ademsds, nos permite conocer si alguno de los regresores no aporta
apenas informacién al modelo.

Los gréficos de regresién parciales consideran la aportaciéon marginal
de un regresor x; mediante el estudio del resto de las variables expli-
cativas. En este tipo de representaciones, la variable respuesta y se
toma junto al regresor x; para contruir el modelo de regresiéon a partir
del resto de variables explicativas. Repitiendo este procedimiento para
cada variable explicativa del modelo, obtenemos informacién sobre la
naturaleza de la relacién marginal para cada regresor x; tomado.

Para ilustrarlo matematicamente, supongamos que tenemos el modelo
de regresion y = [y + fi1x1 + [oxXs + €. Supongamos que queremos
verificar si la relacién entre x1 e y estd correctamente especificada.
Para ello haremos la regresiéon de y con x2 y obtendremos unos valores
ajustados y unos residuos:

Gi(z2) = 0 + Ori2
ez(y|$2) =Y — gi($2)7 = 17 2’ R
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Ahora apliquemos la regresién a 1 y xs y calculemos los residuos:

Zin(z2) = do + dazio

67;(1'1|132) = T4 — i‘il(l'z), = 1,2, Loy

El grafico de regresion parcial del regresor x; se obtiene de representar
los residuos e;(y|z2) frente a e;(x1|x2). Si la variable x; aporta una
relacion lineal al modelo, el grafico debera mostrar una recta con pen-
diente distinta de 0. Esta pendiente se corresponderd con el coeficiente
de regresiéon de x; en el modelo multiple. Si por el contrario el grafico
muestra una curva de otro tipo, entonces se necesitaran términos de
mayor orden de x; o una transformacién de esta variable. Cuando los
datos representados aparecen a lo largo de una banda horizontal en
el grafico de residuos parcial, nos indica que el regresor x; no anade
informacién adicional para predecir los valores de y.

= Grafico de residuos parciales Estd relacionado de manera estrecha
con el gréfico de regresion parcial, ya que también estd disenado para
mostrar la relacién entre la variable respuesta y los regresores. Supo-
niendo que tenemos X1, Xa,..., Xg regresores, se definen los residuos
parciales de x; como

e; (ylz;) :ei—i-BjCCij, 1=1,2,...,n

donde e; son los residuos ordinarios con todos los regresores en el
modelo. Cuando se representan estos residuos parciales frente a x;;
el grafico obtenido es una recta con pendiente Bj, el coeficiente de
regresion asociado a x; en el modelo. La interpretacion de estos graficos
es similar a la hecha con los graficos de regresion parcial.

3.2. Deteccion y tratamiento de outliers

Un outlier es una observacién que toma valores extremos, es decir, que es
considerablemente distinta al resto de datos. Aquellos residuos que tengan
un valor absoluto bastante elevado, indican un outlier potencial en el espacio
y. Dependiendo de su localizacién en el espacio x, los outliers pueden tener
una influencia moderada o severa en el modelo de regresién. Para identifi-
carlos son de gran utilidad los graficos de residuos expuestos previamente,
especialmente el ‘Q-Q Plot’ y el diagrama que muestra los residuos fren-
te al apalancamiento. Es conveniente utilizar los residuos escalados, como
los estudentizados y los R-student, ya que facilitan la deteccién de outliers
potenciales.

Los outliers deben de ser investigados con cierto cuidado para detectar
la razon de su comportamiento tan extrano. Algunas veces puede tratarse de
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un error en la medida o un evento inusual pero hasta cierto punto razonable.
Si la presencia de estos sujetos es debida a un error en el instrumento de me-
dida o un fallo en la recoleccién de datos, el outlier deberia de ser corregido
si es posible o, en otro caso, eliminado del conjunto. Es necesario tener una
evidencia no estadistica fuerte de que el outlier es un valor erréneo antes de
que sea descartado, ya que eliminarlos del proceso es siempre deseable para
ajustar de una manera mas precisa el resto de valores. Omitir un outlier
que pueda ser perfectamente plausible para mejorar el modelo de regresion
puede acabar siendo peligroso, ya que puede dar al intérprete una falsa reali-
dad de precisién en la estimacion. Los outliers también pueden indicar una
insuficiencia en el modelo para ajustar ciertos datos de una regién concreta.

Hay diversos test de hipdtesis para contrastar si un punto determinado
es un outlier. A continuaciéon se hard el desarrollo tedrico de un test basado
en R-Student [27].

Supoéngase que el modelo con el que se trabaja es y = X5+ ¢, cuando en
realidad el modelo correcto es

y=XB+0+e (3.11)

donde § es un vector columna de ceros de longitud n, a excepciéon de la
observacién en la posicién u, que toma el valor §,. Asi,

Para ambos modelos se supone que E(¢) ~ N(o,02I). El objetivo es
encontrar un test apropiado para la hipotesis

H[)Zéu:o, Hléuyé()

Este procedimiento asume que el interés recae esencialmente sobre la obser-
vacion u, ya que se dispone informacién sobre la presencia de un outlier en
dicho dato.

El primer paso es encontrar una estimacién apropiada de §,. Un candi-
dato légico es el residuo e,. Sea e = [I — X(X’X)_lX’]y el vector de residuos
n x 1. El valor esperado de e es

E(e) = E([l - X(X'X)™'Xy) = [ - X(X'X) "' X|E(y)
= [ - X(X'X) 'X|[XB + 6] = [ - X(X'X) 'X|XB + [ - X(X’X)'X]§
= [X-X]B 4 [ - X(X’X)'X']6 = [ - X(X’X)"'X]o
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Luego,
E(ey) = (—hyw)oy

donde hy,, es el u-ésimo valor de la diagonal de la matriz de influencia H.
De esta forma, el estimador insesgado de d, es

La expresién de b, coincide justamente con el sumando u del estadistico
PRESS en ({3.6)). El siguiente paso es determinar la varianza del estimador.
Nétese que

Var(e) = Var([I — X(X’X) ' X]y)

= [ - X(X'X) 'X)e?I[I — X(X’X)'X)
= o[ - X(X'X) " 1XO)[1 = X(X°X) " 1X]
= o?[I - X(X’X) " 1X]

Luego, Var(e,) = (1 — hyy)o?. La varianza de 4, es por tanto

ey 1 (1 — hyy)o? o?

Var(l - huu) - (1 - huu)Qvar(QU) B (1 - huu)2 B 1- huu

Noétese que e es una combinacion lineal de Y. En consecuencia, e es com-
binacion lineal de variables aleatorias distribuidas segiin una distribucién
normal. De aqui se sigue que e sigue una distribucién normal de la misma
forma que 5, también. Consecuentemente, bajo la hipétesis nula Hy : §, = 0,

ew/ (1 — hyy) _ ey
0/(V1—=hyy) V1= hy,

sigue una distribucién normal estdndar. En general, o2 es desconocido,
asi que se utiliza M Sg.s como estimador insesgado. Es més, ya hemos visto
que % es una variable aleatoria que, dividida por sus grados de libertad,
se comporta segin una x2. De esta manera, el candidato a estadistico del
test es

€y
\/MSRes(l - huu)
que sigue una distribucién ¢ siempre que e =1 — [X(X’X)le’]y, y SSRes =
y'[I— X(X’X)_IX’]y sean independientes. Podemos demostrar que € y SSRes
son independientes si

- X(X'X)"'X']o2I[I - X(X'X)'X] =0

Pero, desafortunadamente, esta igualdad no se da. El problema reside en

n
/ 2
SSpes = €€ = g €;

i=1
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lo que significa que SSgs estd correlado con cada componente del residuo,
porque el cuadrado de cada componente residual es un sumando de SSpges.
En la ecuacién (3.7) habfamos desarrollado un estimador de o2 donde la
observacién u es eliminada. Esta estimacién es independiente de e, debido a
la hipétesis de independencia de los errores aleatorios. Como resultado, un
estadistico apropiado para el modelo definido es

Cu

S(u) 1— hyu

que coincide con el residuo ¢; o R-student. Bajo la hipétesis Hy : §,, = 0, este
estadisitico sigue una distribucién ¢,_,_1, y bajo Hj : §,, # 0, el estadistico
sigue una distribucién t;l_p_lﬁ , donde

5u (5u 1- huu

W:U/(\/l—huu)_ o

Es conveniente notar que la importancia del test recae en hy,.

3.3. Diagnostico del apalancamiento y la influen-
cia

“All models are wrong; some models are useful” (“Todos los modelos
son erréneos; algunos son ttiles”), es la cita atribuida al famoso estadistico
britdnico George Box. Esta sentencia resume a la perfeccién lo que cabe
esperar de un modelo de regresion. Cuando decidimos construir una recta
de regresion que resuma n observaciones estamos renunciando a n— 2 grados
de libertad para estimar el error, cuando en su lugar podriamos haber elegido
un modelo polinomial de mayor orden. La simplicidad de una recta es lo que
lleva al analista a elegir este tipo de modelos y, por tanto, el ajuste lineal
tiene que resumir la mayor cantidad de informacién posible si queremos que
resulte fiable. De esta manera, resulta vital detectar los puntos influyentes
que causan desajustes en el modelo de regresién. En esta seccién trataremos
de diagnosticar la influencia que ejercen los outliers. Una vez tratado este
tema, ya se habra establecido una base mas que suficiente para introducir
los procedimientos de la regresién lineal robusta, creados con la intencién
de solucionar los problemas de normalidad y de desajustes del modelo de
minimos cuadrados.

Considérense las situaciones de la Figura|3.6

En la situacién ilustrada en la Figura (a), el punto etiquetado P de
esta figura estd considerablemente alejado del resto de la muestra pero, en
cambio, esta situado practicamente en la misma recta que pasa por el resto
de observaciones. Este dato es un ejemplo de punto de apalancamiento; es
decir, tiene un valor inusual en el eje x pero no afecta en ningliin momento la
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estimacién de los coeficientes de regresion, aunque tendra un efecto conside-
rable en algunos estadisticos como el R?. Fijandonos ahora en la situacién
representada en la Figura (b), el punto etiquetado P toma un valor al-
go extrano en la coodernadas = e y. Esta observacién recibe el nombre de
punto influyente, es decir, tiene un impacto notable sobre los coeficientes de
regresion y ‘empuja’ la recta hacia su posicién.

Ejemplo 3.1 Ejemplo 3.2

50 75 100 40 45 50 55 60
X x2

(a) Punto de apalancamiento P (b) Observacién influyente P

Figura 3.6: Ejemplos de outliers

En algunas situaciones puede aparecer un subconjunto de datos que ejer-
zan una influencia desproporcionada sobre el modelo y sus propiedades. En
casos extremos, es posible que los parametros estimados dependan mas del
subconjunto de puntos influyentes que de la mayoria de datos. Obviamente,
es una situacién nada deseable ya que buscamos que el modelo de regre-
sién sea representativo de todos los datos, no solo de unos pocos. Por tanto,
el objetivo es encontrar los puntos influyentes y evaluar su impacto sobre
el modelo. Si estas observaciones son erréneas, bastara con eliminarlas del
conjunto de datos; en caso contrario, puede hacernos replantear si el modelo
lineal es adecuado o si el método de minimos cuadrados aplicado estd siendo
informativo.

En esta seccion se presentaran distintos diagndsticos sobre el apalanca-
miento y la influencia, los cuales han de ser aplicados junto a las técnicas de
analisis de residuos presentadas en la Seccién 3.1.

3.3.1. Apalancamiento

En los ejemplos anteriores se ha visto que la situacién de los puntos en el
eje x es importante para determinar las propiedades del modelo de regresion.
En particular, los outliers tienden a causar variaciones en las estimaciones,
los errores, los valores predichos y los estadisticos resumen. La matriz de
influencia

H = X(X'X)"1x’

juega un papel esencial a la hora de detectar observaciones influyentes. Como
se ha explicado previamente, H determina las varianzas y covarianzas de §
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y los residuos, ya que Var(§) = 0?H y Var(e) = 0?(I— H). Los elementos h;;
de la matriz H se interpretan como la cantidad de apalancamiento ejercido
por la observacién y; sobre el valor ajustado #;, es decir, un valor ‘grande’
significard que la influencia ejercida es ‘inusual’ con respecto al resto de la
muestra.

Generalmente se hace hincapié en los valores de la diagonal h;; de la
matriz H, que se escriben

hii = X’i (X’X)_IXZ‘

donde x’; es la i-ésima fila de la matriz X. La diagonal de la matriz de
influencia H es una medida de distancia estandarizada de la observacién i al
centro del espacio x. Asi, los valores diagonales elevados revelan influencias
potenciales debidos a su posicién en el eje x respecto al resto de la muestra.
El rango de la matriz H es p ya que coincide con el de la matriz X, por lo que
h = p/n donde n es el niimero de columnas de H. Se asume como criterio
para detectar puntos remotos que cualquier observacion que exceda el valor
diagonal de la matriz H en més de 2p/n, serén un punto de apalancamiento.
Este criterio serd vélido siempre que 2p/n < 1.

En la Figura (a) se ve un ejemplo de punto de apalancamiento que
no ejerce influencia sobre la regresion luego, a pesar de que tendra un valor
diagonal elevado, esto no es criterio para deducir si un punto es influyente
o no. Debido a que los elementos diagonales de H solo proporcionan in-
formacién sobre la localizacién del datos en el espacio x, algunos analistas
estudian de forma parelela los residuos estudentizados o los R-student; ya
que observaciones con valores altos tanto en los residuos como en la diagonal
son candidatos a ser influyentes.

3.3.2. Distancia de Cook

Cook [5], 6] sugirié una manera de considerar tanto la localizacién de los
puntos en el eje x como la variable respuesta para medir la influencia. Hizo
uso de la distancia al cuadrado entre los estimadores por minimos cuadrados
con todas las observaciones B y los estimadores obtenidos si se elimina el
punto ¢, denotado B(i). La férmula de la distancia se escribe

/
Di:(ﬁ(“_ﬁ)?(ﬂ(i)_ﬁ), i=1,2,...,n (3.12)

donde M = X’X y ¢ = pMSges, luego un manera andloga de escribir la
distancia de Cook es

(Bay — BYXX (B — B)

D; = :
’ pMSRes

1=1,2,...,n

Aquellos puntos con valores grandes de D; tienen una influencia considerable
en la estimaciéon minimo cuadrada .
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La magnitud tomada por D; generalmente se evalua comparandola con
una Fy pn—p; luego si D; = Fy5pn—p, eliminar el punto ¢ desplazard 3(i)
hasta el limite de aproximadamente un 50 % de la regién de confianza de
8 basada en el conjunto de datos total. Es un desplazamiento notable que
indica que la estimacién minimo cuadrada es sensible al ¢-ésimo punto. Ya
que Fy5pn—p ~ 1, normalmente consideramos que un punto que cumple que
D; > 1 es influyente. Lo deseable seria que cada estimacién B(i) se desplazara,
a lo sumo un 10 % o 20 % de la regién de confianza.

Una manera alternativa de escribir la distancia de Cook es

o r% Var(g;) B ’I"Z~2 hi;
" pVar(e;)) pl-—hy

Asi, D; depende del cuadrado del residuo estudentizado r; y de los valo-
res diagonales de la matriz H. Puede interpretarse como la distancia del
vector x; al centroide de los datos restantes. Luego, D; es combinacién de
una componente que refleja cémo ajusta el modelo la observacién y;, y una
componente que mide cémo de lejos estd ese punto del resto de datos.
Como XB@—XB = Y@ — ¥, otra forma de escribir la distancia de Cook
es
6 =9 e —¥) P19
pMSRES ’ ’ T
Por tanto, una ultima manera de interpretar la distancia de Cook es como
la distancia Euclidea entre los valores ajustados sin la i-ésima observacion,
y los valores ajustados totales, todo ello dividido por el coeficiente pM Sges.
Lo anterior ha sido desarrollado para el caso en el que se diagnostique la
influencia de un tinico valor sobre el modelo, pero pueden aparecer grupos
de outliers que ejerzan un impacto indebido sobre la regresién.

D; =

,n

3.3.3. Varianza generalizada y COVRATIO

El diagndstico D; proporciona un punto de vista sobre el efecto de la
observaciones sobre las estimaciones de los coeficientes Bj y los valores ajus-
tados ¢;. Sin embargo, no se extrae ninguna informacién general sobre la
precision de la estimaciéon. En este punto es cuando aparece el concepto
de varianza generalizada, definida como el determinante de la matriz de
varianzas-covarianzas, y la cual se usa para cuantificar la precisién. Se defi-
ne la varianza generalizada de 3 como

GV(B) = ‘Var(B)‘ = ‘02(X7X)_1|

Para cuantificar la influencia ejercida por la i-ésima observacion en la
precision de las estimaciones, se define

] -1 Q2
COV RATIO; — ’(X X))~ S i=1.2.....n
(X'X) 1M Speq] S
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Claramente si COVRATIO; > 1, la observacién i mejora la precisién de la
estimacion, mientras que si COVRATIO; < 1, el i-ésimo punto empeora el
modelo en cuanto a su precisién. Computacionalmente,

COVRATIO; = (5" 1
O MSE \1—hy

Nétese que [1/(1 — hy;)] se corresponde con el cociente de |(X’(; X)) ™|
por ‘(X’X)_IL por lo que un punto de apalancamiento elevado hard que
COV RATIO; también lo sea. Resulta légico, ya que un punto de apalanca-
miento elevado siempre ayudard a que el modelo explique mejor la variacién
de los datos, salvo que sea un outlier en el eje y por lo que em?eor)zzria el
%)

27— sera
MSRes

ajuste del modelo de la regresion. Si se da este caso, la cantidad
mucho méas pequena que una unidad.

Definir algun tipo de cota que nos haga distinguir si un punto es influ-
yente en la precisién del modelo no es siempre recomendable, tan solo si
se dispone de una muestra de tamano grande. Belsley, Kuh, y Welsch [2]
sugirieron que si COVRATIO; > 1+ 3p/n o si COVRATIO; <1 — 3p/n,
entonces el punto debe de considerarse influyente. La cota inferior solamente
es vélida cuando n > 3p.

3.3.4. Ejemplo de punto de influencia

Sea el conjunto de datos de la Tabla formado por dos variables
numéricas ‘Extraction’ y ‘Titration’ con 20 observaciones muestrales [31].

Si se representan los puntos en un diagrama de dispersién y se ajustan
mediante el método de minimos cuadrados obtendremos la grafica de la

Figura [3.7]

Ajuste LS: Influencia de P
90-

0 100 200 300
X

Figura 3.7: Ajuste por minimos cuadrados: Ejemplo de punto influyente P
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ID Extraction (x) Titration (y)

1 123.00 76.00
2 109.00 70.00
3 62.00 55.00
4 104.00 71.00
) 57.00 55.00
6 370.00 48.00
7 44.00 50.00
8 100.00 66.00
9 16.00 41.00
10 28.00 43.00
11 138.00 82.00
12 105.00 68.00
13 159.00 88.00
14 75.00 58.00
15 88.00 64.00
16 164.00 88.00
17 169.00 89.00
18 167.00 88.00
19 149.00 84.00
20 167.00 88.00

Tabla 3.2: Conjunto de datos

A simple vista el ajuste obtenido estd lejos de ser el deseable, ya que el
punto P ejerce una influencia notable sobre el método de minimos cuadrados.
Utilicemos los conceptos de esta seccién para realizar un diagnéstico del
punto.

Calculamos los coeficientes y estadisticos del modelos de minimos cua-
drados con el dato de influencia y sin él, mostrados en la Tabla [3.3

Dataframe Bo B1 MSpes R?
Todas las observaciones 58.94 0.08 243.32 0.14
Sin la observacion 6 35.32 0.32 1.57 0.99

Tabla 3.3: Variacién en los coeficientes y estadisticos segin se considere el
punto de influencia o no

La diferencia entre los valores con la observacién 6 y sin ella son notables.
Eliminando el dato se consigue explicar practicamente toda la variabilidad
de los datos ya que la estimacién de o se reduce considerablemente.

Si se introduce en R el cédigo

model <- 1lm(y ~ x, data = Datos)
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summary (model)
print (influence.measures (model))

podemos extraer los datos diagonales de la matriz de influencia y la distancia
de Cook de cada observacién. La Tabla [3.4] recoge la informacién.

ID cook.d(D;) hat(hs)

1 0.01 0.05
2 0.00 0.05
3 0.02 0.08
4 0.00 0.05
) 0.02 0.09
6 14.44 0.62
7 0.04 0.10
8 0.00 0.05
9 0.15 0.15
10 0.11 0.13
11 0.02 0.05
12 0.00 0.05
13 0.04 0.06
14 0.01 0.07
15 0.00 0.06
16 0.04 0.07
17 0.05 0.07
18 0.04 0.07
19 0.02 0.06
20 0.04 0.07

Tabla 3.4: Estadisticos para detectar observaciones de influencia

Los valores correspondientes al dato 6 son mucho mayores que el resto.
Se ha comentado que cualquier observaciéon que cumpla que h;; > 2p/n se
puede considerar un punto de apalancamiento. En este caso 2p/n = 0.2, con
lo que como hgg = 0.62 > 0.2 tenemos que es un punto de apalancamiento.
Por otro lado, el valor que toma D; en la observacién 6 es 14.44, por lo
que utilizando el criterio en el que se considera que un dato es influyente si
D; > 1, se concluye que efectivamente la observacién 6 causa un impacto en

el modelo.
Por 1ltimo calculemos el valor de COV RATIOg

p
COVRATIOs — (5(26)> 1
O MSP . \1— he

~ (1.573661)* 1
(243.3163)2 \ 1 — 0.62

> = 0.0001093699
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que, en efecto, es mucho mas pequeno que 1 y, entonces, incluir la observa-
ciéon 6 degradard la precisién. En lugar de hacer la cuenta a través de los
parametros, se puede introducir en R

covratio(model)

y veremos que el valor coincide a la perfeccién.

Siguiendo el criterio establecido por Belsley, Kuh, y Welsch [2] deduci-
mos que la observacion 6 es influyente sobre el modelo de regresién, porque
0.0001093699 < 0.7 =1 — 3p/n.

El ajuste por minimos cuadrados de los datos considerados en la Tabla
sin tomar la observaciéon 6 mejora considerablemente, como se puede
observar en la grafica representada en la Figura [3.8

Ajuste LS: Sin P

90-

50 100 150
X

Figura 3.8: Ajuste por minimos cuadrados: Ajuste sin el punto P en los datos

3.3.5. Tratamiento de datos de influencia

Diagnosticar el apalancamiento y la influencia es una parte vital a la hora
de construir el modelo de regresién. La técnicas expuestas en este capitulo
pretenden ayudar al analista a detectar los puntos problematicos y razonar
cudles son desechables, o cudles merecen un tratamiento més profundo. Co-
mo norma general, todo punto ‘extrano’ producto de un error de medida o
de interpretacién ha de ser eliminado en caso de no poder ser corregido. Sin
embargo, si mediante estos andlisis previos llegamos a descubrir la existencia
de un punto influyente y perfectamente razonable dentro de los datos, no
hay justificaciéon para que sea eliminado.

Es en este punto cuando aparece el tema principal del trabajo, la regre-
sién lineal robusta y los distintos modelos que la componen. La finalidad de
las estimaciones robustas radica en darle menos importancia a las observa-
ciones en proporcién a las magnitudes residuales o su influencia, por lo que
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se consiguen modelos lineales menos alterados por los puntos influyentes que
en el caso de minimos cuadrados. Utilizaremos el ‘punto de ruptura’ como
criterio para evaluar nuestros modelos en los préximos capitulos.
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Capitulo 4

Introduccién a la regresiéon
lineal robusta

El analisis de regresiéon es una herramienta estadistica que se aplica de
forma rutinaria en la mayoria de las ciencias. Debido a su tradicién y la
facilidad en su computacién, el método de minimos cuadrados (LS) ha sido
el més utilizado en todos los ambitos cientificos, llegando a ‘eclipsar’ a las
diversas alternativas que han ido apareciendo a lo largo de la historia. Sin
embargo, como se ha estudiado en los capitulos previos, este procedimien-
to produce errores considerables cuando aparecen outliers en el andlisis de
los datos. Tanto los puntos de influencia referentes a las variables explicati-
vas como a la explicada, pueden distorsionar el estudio de la regresién por
minimos cuadrados, haciendo que el método sea completamente inservible.

Para remediar estos problemas se han ido desarrollando nuevas técnicas
estadisticas, llamados métodos robustos. Existe una corriente generalizada
en creer que estos procedimientos alternativos simplemente ‘esconden’ los
outliers, es decir, los pasan por alto. Esta afirmacién no podria estar més
lejos de la realidad, ya que gracias al ajuste robusto podremos detectar los
outliers de una forma mucho mas clara, siendo los residuos mucho mayores
que los obtenidos por el método de minimos cuadrados. El objetivo final de
los siguientes capitulos sera el de ensalzar la utilidad de la regresién robusta
a la hora de detectar outliers.

Una alternativa a los métodos robustos generalmente utilizada son los
diagndsticos de apalancamiento e influencia, ya comentados en la Seccién 3.3}
La finalidad de ambos procedimientos es la misma, sin embargo la manera
de trabajar es opuesta. En el andlisis de diagnostico, el analista pretende
identificar los outliers para poder ajustar los datos de la mejor manera po-
sible aplicando la forma clasica. En cambio, la aproximacién por métodos
robustos primero se ajusta a los datos haciendo justicia a la mayoria de ellos,
y a continuacién detecta los outliers como aquellos puntos con un residuo
elevado. Ambos caminos pueden llevarnos a un resultado final bastante si-
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milar, o incluso el mismo. Elegir entre uno u otro se basa principalmente en
el gusto del analista y su familiaridad con las técnicas aplicadas. Adn asi, el
hecho de detectar los outliers para después ajustar la recta de minimos cua-
drados a los datos de la mejor forma posible no deja de ser un procedimiento
robusto.

En los dos primeros capitulos se ha desarrollado la teoria relativa al
ajuste por minimos cuadrados, centrando el estudio de este a través de sus
residuos y la hipétesis previa de normalidad de los errores, vital en el desa-
rrollo del procedimiento. A diferencia del método de minimos cuadrados, la
regresion robusta permite asignar de forma desigual la importancia de cada
observacién, haciendo que los outliers tengan menos peso en la estimacion.
En aquellos casos donde los errores no se comporten de acuerdo a una dis-
tribucién normal, ya sea, por ejemplo, por tener unas colas de distribucién
mucho mas pronunciadas, resulta util aplicar la regresién lineal robusta.

En este capitulo, se expondré el concepto de punto de ruptura para po-
der comparar los estadisticos robustos mas bésicos a modo de introduccién,
puesto que el objetivo final del trabajo es el de estudiar la regresién lineal
por minima mediana de cuadrados y por minimos cuadrados recortados.

Ademsds de los desarrollos tedricos expuestos a continuacién, un estudio
més detallado con R se explica en [26, [34].

4.1. Punto de ruptura

En la Figura [3.7, hemos visto que el punto P altera por completo la
recta de minimos cuadrados. Si calculdsemos el valor de los residuos para
dicho ajuste, veriamos que aparecen varios outliers que realmente son fru-
to de la influencia ejercida por P. Por esto, es muy peligroso deshacerse
de aquellos datos que presenten un residuo elevado ya que, como en este
caso, estariamos haciendo un analisis completamente erréneo. Queda asi de-
mostrado empiricamente que con un solo punto se puede distorsionar por
completo la estimacién por minimos cuadrados. Por otro lado, veremos que
existen estimadores que pueden tratar con datos que cuenten con un cierto
porcentaje de outliers. Para formalizar este aspecto, se introdujo el concepto
de punto de ruptura.

El punto de ruptura de un estimador 0 de 0 puede ser definido, de una
manera coloquial, como la mayor cantidad de contaminacién (proporcién
de outliers) que el conjunto de datos puede contener de forma que 0 siga
aportando informacién sobre 6.

La definiciéon formal que usaremos sera la dada por Donoho y Huber
[9, 9], ya que se trata de una versién referida a muestras aleatorias simples
finitas.

Definicion 4.1. Sea una muestra de n datos cualquiera, dada por

Z = {(517107 s 7331p—1,y1), RR) (ana R xnp—lyyn)}
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y sea T el estimador de la regresion. Esto significa que, aplicando dicho
estimador T a la muestra Z, llegamos al vector de coeficientes de regresion

Ahora, considérense todas las muestras alteradas Z', las cuales son obtenidas
de reemplazar m puntos de la muestra original Z por wvalores arbitrarios.
Denotamos por bias(m;T,Z) a la cantidad mdxima de distorsion causada
por cada contaminacion de los datos

bias(m: T, Z) = sup | T(Z) — T(Z)|

donde el supremo se calcula respecto a todas las muestras posibles Z'.
Si la cantidad bias(m; T, Z) es infinita, esto significa que m outliers pueden
tener un efecto arbitrariamente grande sobreT’, a lo que puede referirse como
que el estimador ‘se rompe’. Por lo tanto, el punto de ruptura del estimador
T para una muestra finita Z se define como

n

e (T,2) = ml’n{m

bias(m; T, Z) es z'nﬁm'to} (4.1)

En otras palabras, es la menor fraccion de contaminacion que puede
hacer que el estimador T tome valores arbitrariamente lejanos de T'(Z).

Para el caso del método de minimos cuadrados, hemos comprobado que
un solo outlier puede perturbar tanto como quiera la estimacién obtenida.
De esta forma, el punto de ruptura equivale a

1
(r,2) =
que tiende a cero a medida que el tamano muestral aumenta. Por tanto, se
dice que el ajuste por minimos cuadrados tiene un punto de ruptura del 0 %.
Este pardametro vuelve a reflejar la sensibilidad extrema del ajuste LS a los
outliers.

Es en este punto cuando empiezan a surgir alternativas robustas al méto-
do de minimos cuadrados. Como se ha indicado al principio del trabajo, la
idea fundamental del ajuste LS es la de minimizar la cantidad

SShes = > _€; (4.2)
=1

es decir, optimizar el ajuste minimizando los residuos todo lo posible.

En 1887, Edgeworth [12], mejorando una propuesta de Boscovich, dio el
primer paso para encontrar un estimador de regresién maés robusto. Bosco-
vich argument6 la influencia desmesurada de los outliers sobre el ajuste de
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minimos cuadrados se debia al cuadrado considerado en la Ecuacién (4.2)).
En consecuencia, propuso un estimador de ‘minimos valores absolutos’, dado
por

min Z e (4.3)
B =

Esta técnica puede denotarse como regresiéon L1, mientras que la regresién
por minimos cuadrados serfa Lo (por la norma que inducen respectivamente).
A pesar de este cambio de definicién, el punto de ruptura sigue siendo del
0 %; ya que, si bien la estimacién es robusta frente a los outliers en el eje ,
la distorsién producida por un punto alejado en el eje = es significativa.

4.2. Me-estimadores

2

Los M-estimadores se basan en el reemplazo de los residuos e en la

Ecuacién (4.2)) por otra funcién dada por
n
min Y- pler) (4.4)
i=1

donde p es una funcién par con un tnico minimo en cero. Derivando esta
expresién con respecto a los coeficientes 3; llegamos a

Zw(ei)xl- =0 (4.5)
=1

donde 1 es la derivada de p, y x; es el vector fila de valores de la i-ésima
observacién

X; = (Ti0, -+ -, Tip—1)
0=(0,...,0)

Tenemos entonces en un sistema de p-ecuaciones, no siendo siempre
facil encontrar esta solucién. En la practica se utilizan esquemas iterati-
vos basados en el ajuste de minimos cuadrados ponderado o el llamado
H-algoritmo, en referencia a Huber [20]. A diferencia de SSges y la expre-
sién en la Ecuacién , la solucién de la Ecuacién (4.5)) no es equivariante
respecto al aumento del eje y. Por ello, los residuos tienen que estandarizarse
mediante una estimacién o, obteniendo

> (ei/5)xi =0 (4.6)
=1

donde el valor de 6 ha de estimarse simultaneamente. Huber propuso usar
la funcién
¥ (t) = min(c, max(t, —c))

93



ya que hace que los M-estimadores con esta funcion sean mas eficientes que
los obtenidos por la regresién Ly, a la par que son robustos frente a outliers
en el eje y. Sin embargo, el punto de ruptura continia siendo 1/n ya que en
el eje x siguen siendo sensibles ante los outliers.

La solucidn a este problema fueron los GM-estimadores (M-estimadores
generalizados), con el propédsito de corregir la influencia en el eje x mediante
la ponderacién por una funcién peso w. Mallows [24] propuso en 1975 la

expresion
n

Zw(v’ci)w(ei/&)xi =0 (4.7)
i=1
mientras que acorde a [16] Schweppe sugirié en 1977 el uso de

n

> wla)i(ei/ (w(;)))x = 0 (4.8)

=1

Estos estimadores fueron construidos con la esperanza de paliar la in-
fluencia de un solo outlier, pudiendo medirse esta a través de la llamada
funciéon de influencia. Basandose en este criterio, se buscaron las mejores
opciones para w y v, recibiendo los GM-estimadores el nombre de estima-
dores de influencia recortada. Muy a nuestro pesar, el punto de ruptura de los
GM-estimadores mas utilizados estd acotado superiormente por ﬁ, donde
p es el nimero de coeficientes de regresién. Este hecho conlleva a puntos de
ruptura bajos incluso para problemas con pocas variables explicativas. Es
mas, no se sabe qué GM-estimador puede utilizarse para alcanzar el punto
de ruptura éptimo.

A lo largo de la historia han ido apareciendo muchos otros estimadores,
pudiendo citarse los L-estimadores (Bickel [3], Koenker y Bassett [23]) o
los R-estimadores (Jureckova [22], Jaeckel [2I]) como los mds reconocidos
actualmente. Desafortunadamente, en el caso simple, ninguno de los métodos
alcanza un punto de ruptura por encima del 30 %, es mads, alguno de ellos
no se pueden extender para el caso con p > 2.

Es en este punto cuando cabe preguntarse si podremos encontrar un
estimador robusto con un punto de ruptura suficientemente elevado. La res-
puesta la dio Siegel en 1982 [32], quien propuso el estimador de ‘medianas
repetidas’ con un punto de ruptura del 50 %. Es ma4ds, este resultado es el
mejor que podemos esperar, ya que cuando el conjunto de datos esta muy
contaminado, resulta imposible distinguir entre aquellos puntos ‘buenos’ y
‘malos’. El estimador de Siegel se define como sigue:

Para cualesquiera n observaciones

(l‘ilu yl)a ey (xina yn)

se calcula el vector pardametro que ajusta estos puntos de forma exacta. La j-
ésima coordenada de este vector es denotada por 3;(i1,...,%,). El estimador
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de medianas repetidas de la regresién se define coordenada a coordenada
como

Bj = medil(. .. (medm,l(medmﬁj(il, e ,’Ln))) .. )

Este estimador se puede computar explicitamente, pero requiere conside-
rar todos los subconjuntos de n observaciones, tarea que puede ser costosa.
Es por esto que para pocas variables explicativas se aplica con facilidad y
de forma exitosa. Este estimador, al contrario de otros, no es equivariante a
transformaciones lineales de x;, debido a su construccién por coordenadas.
La idea de considerar la mediana a la hora de calcular el estimador es la
base del ajuste por minima mediana de cuadrados, el cual seréd tratado en
el proximo capitulo.
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Capitulo 5

Regresion lineal por minima
mediana de cuadrados (LMS)

5.1. Definiciéon del estimador LMS

En el anterior capitulo hemos visto que a lo largo de la historia han
ido apareciendo diferentes estimadores robustos con el objetivo de elevar el
punto de ruptura, es decir, de disminuir su sensibilidad frente a la presencia
de outliers. Si prestamos atencién a los diferentes caminos que se han ido
tomando para mejorar el ajuste por minimos cuadrados, veremos que solo
se ha considerado importante la influencia del cuadrado en la operacién,
obviando el efecto causado por la operacién suma. De hecho, el nombre
abreviado del ajuste por minimos cuadrados (‘least sum of squares’) es LS,
pasando por alto la palabra ‘sum’, como si la tnica opcién sensata con n
nimeros positivos fuese la de sumarlos. Sin embargo, el estimador por mini-
ma mediana de cuadrados reemplaza la operacién aditiva por la mediana,
dando lugar al estimador

mianedi(e?(ﬂ)) = minzmed;(y; — x.3)2 (5.1)

definido por Rousseeuw en 1984 [30), [31].

Maés adelante, comprobaremos que el punto de ruptura es del 50 %, el
valor posible més alto. El estimador LMS es claramente equivariante frente a
transformaciones lineales en las variables explicativas, ya que en la Ecuacién
solo se tienen en cuenta los residuos.

La solucién del ajuste por LMS de la regresién simple con un punto de
interseccion By viene dada por

mianedi(yi — B -xi — BO)

siendo 5 = (fo, £1).
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Una manera alternativa a la Ecuacién (5.1]) para definir el problema es
la siguiente

min(e; (8)) n) (5.2)

donde los residuos son ordenados de manera creciente y lo que se busca es
minimizar el h-ésimo residuo al cuadrado. Entonces el problema de regresién
LMS es el problema de encontrar 5 € RP tal que en caso de que n sea impar
el h-ésimo residuo ordenado sea minimo con h = [n/2] + 1, y en caso de
que n sea par la suma del h-ésimo y el (h + 1)-ésimo residuos ordenados
sea minima con h = n/2. El propio Rousseeuw ha estudiado el uso de otros
valores de h, bajo el nombre de Least Quantile Regression (LQS).

La idea geométrica subyacente a este método es la de encontrar la ‘banda
mas fina’ que cubra la mitad de las observaciones; tomando como mitad al
valor [n/2] + 1, y siendo [n/2] la parte entera de este mismo valor, puesto que
para un numero par de n observaciones la mediana no siempre es tunica. La
recta de regresion obtenida por LMS se corresponde de manera exacta con la
mitad de esa banda. Para ilustrar la idea de ajuste por minima mediana de
cuadrados y mostrar la diferencia con la estimacién minimo cuadratica, se
ha considerado el mismo ejemplo que en la Figura[3.7 La recta de regresién
calculada por la estimaciéon LMS se ilustra en la Figura [5.1] comparandola
con la aproximacién lineal por minimos cuadrados (en gris).

Ejemplo 5.1
100~

80-
60~

40-

0 100 200 300
X

Figura 5.1: Ajuste por minima mediana de cuadrados

La diferencia es notable. Mientras que en el ajuste por minimos cuadra-
dos el outlier alteraba completamente la estimacion, utilizando este proce-
dimiento robusto no hay ningun tipo de distorsion en la recta de regresion.
Es mas, la estimacién es bastante similar a la mostrada en la Figura |3.8
donde el outlier habia sido eliminado del analisis.

A diferencia de la regresion lineal por minimos cuadrados, no existe una
férmula explicita para estimar los coeficientes de la regresién en el caso LMS.
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Es por eso que se hard un estudio de sus propiedades esenciales, y para su
aplicacién se utilizard el algoritmo ya implementado en R, a través de la
funcién ‘lgs’ del paquete ‘MASS’.

5.2. Propiedades generales

Se presentaran las principales propiedades del estimador LMS para el
caso multiple, tomando una muestra de n observaciones y p — 1 variables
explicativas que trataran de predecir el valor de la variable independiente
y, a través del modelo lineal y = X3 + ¢. X es la matriz de observaciones
muestrales de las p — 1 variables explicativas x 1,..., X1 concatenadas al
vector independiente de unos (x); 5 el vector p dimensional de coeficientes
de regresién desconocido; € el vector de n-componentes del error.

A lo largo de esta seccién supondremos que todas las observaciones to-
man valores no nulos (z; # 0). En caso contrario, esa observacién no apor-
tarfa informacién alguna acerca de 8. Esto se verifica automaticamente si el
modelo tiene interseccién (Sy) puesto que la primera columna de X tomaria
el valor 1. Es mads, se asume que en el espacio (p+ 1) dimensional de (z;, y;)
no existen hiperplanos verticales pasando por el cero que contengan mas de
la mitad de las observaciones. Tal hiperplano vertical se entiende como el
subespacio p-dimensional que contiene a (0,...,0) y (0,...,0,1).

5.2.1. Existencia de solucion

Proposicién 5.1. Siempre existe solucion para el problema
mianedL-(e?(B))

Demostracién: Vamos a trabajar en el espacio (p + 1)-dimensional de-
notado por F, de las observaciones (x;,y;). El espacio definido por x; es el
hiperplano horizontal a través del origen (y = 0). Se consideran dos casos:

= Caso 1 Supongamos un caso particular en el que existe un subespa-
cio V' (p — 1)-dimensional del hiperplano y = 0, que pasa por el 0 y
contiene al menos [n/2] 4+ 1 de z;. Es asi que las observaciones (z;,y;)
correspondientes a cada x; generan el subespacio vectorial S de F, que
como maximo alcanza dimension p. Como hemos asumido que F no
contiene hiperplanos verticales con [n/2] + 1 observaciones (hipdtesis
previas), se sigue que el subespacio S no puede contener al hiperplano
(0,...,0,1); por lo que la dimensién de S es como maximo p — 1. Esto
implica que existe un hiperplano no vertical H dado por una determi-
nada ecuacion y=xf que contiene a S. Para este valor de 8 claramente
med;(e?) = 0, que justamente coincide con el valor minimo que puede
tomar.
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= Caso 2 Ahora nos encontramos en el caso general, donde no tiene
por qué existir el subespacio V. El resto de la demostracién se enfo-
cara en probar la existencia de una bola centrada en el origen en el
espacio de todos los [ posibles, donde podremos encontrar el mini-
mo de med;(e?)(3). Como la funcién a minimizar es continua en 3 en
un compacto, la existencia del minimo estd garantizada (Teorema de
Weierstrass). Tomamos:

1
0= §inf{7' > 0; existe un subespacio V' de dimensién p — 1

de y = 0 de tal forma que V" contiene como minimo[n/2] + 1

observaciones x;}

donde V7 es el conjunto de todos los puntos z con distancia a V'
menor que 7. El Caso 1 se corresponde con 6 = 0 (V' contenia por lo
menos a la mitad de las observaciones, luego la distancia era 7 = 0).
Denotemos por M := max;|y;|. Ahora nos enfocaremos tan solo en el
dominio delimitado por la bola cerrada centrada en el origen de radio
(V24 1)4. En realidad, para cualquier 8 con ||8]| > (vV2+ 1)%, se
comprobara que

med;(€7)(8) > med; (y7) = med;(e})(0)

por lo que sera imposible encontrar funciones que hagan minima la
expresion fuera de la bola. Razonando como en el Caso 1, tenemos
que B determina un hiperplano no vertical H dado por y=xf. Por la
férmula de las dimensiones de Grassmann, propia del dgebra lineal:

dim(H N (y =0)) =dim(H) + dim(y = 0) — dim(H + (y = 0))
=p+p—(p+t1)=p-1

H depende del valor de 3, por lo que para valores ||3|| > (v2+ 1)%, se
comprueba que H #(y= 0). Es por ello que (HN(y = 0))° contiene a lo
sumo [n/2] de las observaciones x;. Para cada una de las observaciones
restantes (z;,y;) no pertenecientes a H, construimos el plano vertical
2-dimensional P; que contiene al punto en cuestién y es ortogonal a
(H N (y =0)). Para que el plano pueda ser considerado vertical ha de
pasar por los puntos (z;,v;) v (x;,y; + 1), ya que no contiene al cero.
Vemos que

lei| = |ziB — yil = [@:iB] — |yi (5.3)
con |x;B] > d|tan(a)|, siendo o € (—7/2,7/2) el dngulo formado por
H y la linea horizontal en P;, por lo tanto, de aplicar el teorema de
Pitagoras

1
|| = arccos {I—HW}
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luego

[tan(c)| = tan | arccos _
V1118112
_ sen(x) _ 4/1—cos?(z)

y, aplicando que tan(z) = cos(z) = os(a)
el valor de || en la expresién. Obtenemos de esta forma que |tan(a)| =

181
Habfamos supuesto que ||8|| > (v2 + 1)%, de forma que

, basta con sustituir por

i8] > 0[|B]] > M = |yl
de manera que, por
lei] = |ziB — yil > (811BI] — lwil)
sustituyendo por la cota inferior de ||3]| y elevando al cuadrado
2> ((V2+ )M — |yi)? > (V2 + )M — M)? > 2M?
para al menos n — [n/2] de las observaciones. Por ello
med;(e?)(8) > M? > med;(y?)

Luego la funcién objetivo asociada a esos valores de 8 es mayor que
aquella donde 8 = 0. Por lo que bastaria con buscar una solucién 3 en
la bola B(0, (v/2+ 1)), Como la funcién es continua, por el Teorema
de Weiersstrass se alcanzd minimo dentro de la bola y, finalmente, la
existencia de la solucién al problema planteado.

O

5.2.2. Propiedades de equivarianza

Para los estimadores de la regresion, se pueden considerar tres tipos de
equivarianza, ordenadas de mayor a menor importancia: regresién, escala-
do y afin. Las propiedades de equivarianza permiten al analista controlar
la solucién cuando se hacen transformaciones del problema. Dispondremos
de una muestra Z = {(10,- .- Z1p—1,Y1),-- -+ (Tn0s- - - s Tup—1,Yn)} y €l es-
timador T de la regresién obtenido por el método LMS para la muestra
dada.

Definicion 5.1. Diremos que un estimador T’ de la regresion es equivariante
POT TEegresion si

T({(-riayi“‘xi'v);i: 1?"'7n}) :T({(xi’yi);i: 17"'vn})+v

stendo v un vector columna de longitud p.
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Esta propiedad va implicita en el concepto de estimador de regresion.
Noétese que un coeficiente tan representativo a la hora de estudiar la regresion
lineal, como es el coeficiente de determinacién (R?), no es equivariante por
regresion, debido a que depende de la pendiente de la superficie de regresion

.

Definicion 5.2. Diremos que un estimador T de la regresion es equivariante
por escalado si

T({(zi,c-y)ii=1,....n}) =c-T({(zi,ys);i =1,...,n})
para cualquier constante real ¢ arbitraria.

En otras palabras, el ajuste es independiente de la unidad de medida
elegida para la variable explicada o respuesta y.

Definicion 5.3. Diremos que un estimador T de la regresion es equivariante
afin si

para cualquier matriz cuadrada no singular A.

Es decir, la equivarianza afin significa que cualquier transformacién lineal
de x; transforma equivalentemente al estimador 1. Si se verifica esta propie-
dad, podremos variar el sistema de coordenadas de las variables explicativas
o regresores sin que afecten a la estimacién.

Proposicion 5.2. El estimador LMS verifica las tres propiedades de equi-
varianza; es decir, es equivariante por regresion, equivariante por escalado
y equivariante afin.

Demostracion: Supongamos para toda la demostracién que y, = x;5.

Por lo que €? = (y; —x;3)?. Por otro lado, recordemos que el estimador LMS

consiste en minimizar la expresién med;(e?), asf que basta con estudiar los
tres tipos de equivarianza para la mediana de los residuos al cuadrado.

= La equivarianza por regresion se comprueba directamente de
med; ({y; + #i - v} — {x:3 + z; - v})? = med; (y; — 2:8)* = med,(e})
siendo v un vector columna de longitud p.
= La equivarianza por escalado se comprueba siguiendo la misma idea
med; (¢-y; — ¢~ xiﬁ)Q = ’med; (yi — xiB)Q = c2medi(e?)

donde ¢ es una constante real arbitraria.
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= La equivarianza afin se obtiene de

med; (y; — {xz‘A}{Afl/B})z =med; (y; — 2:8) = med;(e})
para cualquier matriz cuadrada A no singular.

O
Para ilustrar graficamente que las propiedades de equivarianza se verifi-
can por el estimador LMS, se genera una muestra aleatoria simple de una
variable x que sigue una distribucién N (5,2), y a partir de esta se calcula
una variable y que se obtiene de y= 2.25-x+43, méas una cantidad llamada
‘ruido’ que altere ligeramente los datos. Calculamos la recta de regresién por
el método LMS, y = 2.320 - = + 3.554 (Figura . A partir de la primera
muestra realizamos una transformacion de los datos yo = y + Ao + A1 -
con A\g = 5.275 y A1 = 0.91955, y calculamos de nuevo la recta de re-
gresiéon para esta muestra de datos. La estimacién obtenida por LMS es
J2 = 3.240 - = + 8.829 (Figura . Justamente se verifica que esta ultima
estimacion es (2.320 + A1) - z + (3.554 + X\g). En la Figura se muestran
ambas graficas.

Recta original Recta trasladada

(a) Recta original (b) Recta trasladada

Figura 5.2: Aplicacién de la propiedad de equivarianza por regresién en LMS

5.2.3. Punto de ruptura del método LMS

Como fuimos introduciendo a lo largo del Capitulo [4 ha habido una
constante evolucién en la bisqueda de estimadores de la regresiéon con pun-
tos de ruptura elevados. Estudiaremos en lo que sigue las propiedades de
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ruptura del ajuste LMS, usando el concepto dado en la Definicién Pa-
ra los siguientes resultados, tomamos una muestra aleatoria de tamano n
(1,Y1),-- -, (Tn,yn) denotada por Z, y un estimador de la regresiéon 7'. Esto
significa que aplicando el estimador 7" a la muestra Z tendremos una estima-
cién del coeficiente de regresién B Recordemos que la expresién del punto
de ruptura de T en Z es

e (T, Z) = min {ZL‘ bias(m; T, Z) es inﬁnito}

m representa la cantidad de puntos de la muestra original que son reempla-
zados en cada muestra.

Si hacemos uso de la definicién en la Ecuacién utilizada hasta ahora
para los anteriores resultados, tendriamos las siguientes propiedades:

Proposicion 5.3. Si el numero de variables explicativas es p > 1 y dispo-
nemos de una muestra con n observaciones, entonces el punto de ruptura
del método LMS es

(/2] —p+2)/n

La demostracién se puede consultar en la pagina 118 del libro [31].

Cuando en el Capitulo [4 hablamos del punto de ruptura, establecimos
que la cota méxima a alcanzar era del 50 %, y justamente el estimador de
las medianas repetidas lo verificaba. Sin embargo, el punto de ruptura ex-
puesto en la Proposicién [5.3| es ligeramente inferior al 50 %. Para solucionar
esto, Rousseeuw sugiere la definicién alternativa del estimador a partir de la
ecuacion en el que se trata de minimizar el h-ésimo residuo ordenado
donde h = [n/2]+[(p+1)/2] en lugar del h-ésimo residuo ordenado asociado
con la mediana.

Proposicion 5.4. Cualquier estimador equivariante por regresion T satis-
face

(T, 2) <([(n—p)/21 + 1)/n

Demostracién: Vamos a probar el resultado por reduccion al absurdo.
Supongamos que el punto de ruptura es estrictamente mayor que ([(n —
p)/2] + 1)/n. Esto significa que existe una constante finita r de forma que
T(Z') estd contenido en la bola B(T(Z),r) para todas las muestras Z' que
compartan al menos m = n — [(n — p)/2] — 1 puntos con Z. Construimos un
vector columna p-dimensional v # 0, de manera que x1v =0,...,X,_1v =
0. La cantidad 2m — (p—1) < n. Por tanto, los 2m — (p — 1) primeros puntos
de Z pueden reemplazarse por

(331, yl)v ) (xp—la yp—1)7 (xpa yp)v ceey (:Uma ym)7
(@p, Yp + TpAV), ., (T Y + T AV)

63



para cualquier A > 0. La estimacién T'(Z’) de esta nueva muestra Z’ perte-
nece a la bola B(T(Z),r). T(Z') también puede escribirse como T'(Z")+ Av,
con T'(Z") perteneciente a la misma bola. Por tanto tenemos que la estima-
cién T'(Z') esté en la bola B(T'(Z)+ Av, ), lo que supone una contradiccion.
Para valores suficientemente grandes de A, la intersecciéon de ambas bolas es
vacia.
O
Todo método de regresiéon robusto debe verificar que en el caso en que
la mayoria de observaciones se distribuyan segin una relacién lineal exacta,
entonces el ajuste de la regresién robusta debe de ser esta ecuacién.

Proposicion 5.5. Si el numero de variables explicativas es uno o mds, y
existe B de tal forma que al menos n — [n/2] + p — 1 observaciones satis-
facen y; = ;8 de forma exacta, entonces la solucion obtenida por LMS es
exactamente B sin importar el resto de observaciones.

Demostracién: Por hipétesis, existe 5 de tal forma que al menos n —
[n/2] +p— 1 de las observaciones se encuentran en el hiperplano H definido
por la ecuacién y=x/. Por tanto [ es solucién al problema (5.1)) ya que
med;(e?(8)) = 0.

Supongamos que existe otra solucién 3’ # [, que define al plano H'
produciendo los residuos e?(3’). Si intersecamos ambos planos H N H', por
la férmula de las dimensiones de Grassmann

dim(H N H') = dim(H) + dim(H') —dim(H + H) =p—1

por lo que la interseccién contiene a lo sumo p — 1 observaciones. Para los
n—[n/2] puntos de H que no estdn en la interseccién se tiene que e?(5’) > 0,
por tanto 5’ no puede ser una solucién.
O
Para ilustrar este resultado graficamente, se han simulado 24 observa-
ciones de una distribucién N (9,3). A partir de esta variable aleatoria se
ha construido una variable y 3x+ 2. Por la Proposicién [5.5 si al menos
n—[n/2]+p—1=25—-12+2—1 = 14 se encuentran en el hiperplano
(recta en dimensién 2) definido por la ecuacién y = 3x+ 2, entonces la so-
lucién obtenida por LMS es exactamente la recta definida sin importar el
resto de observaciones. El valor de p es 2 ya que tendriamos la columna de
observaciones x( asociada al término independiente, y la variable x; definida
por la normal. En la Figura [5.3] aparecen dos casos. En el primer gréfico, se
ha anadido ruido a 11 observaciones de la muestra de y con el objetivo de
desplazarlas de su disposicion lineal en la recta. Por la Proposicion [5.5, el
maximo permitido de datos perturbados es 11 para que no altere la ecuacién;
mientras que en el segundo grafico se han variado 12 observaciones, 1 mas
de lo permitido. Es obvio que en el primer caso la recta se ajusta de forma
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exacta a los 14 puntos originales. Sin embargo, en el segundo caso el ajus-
te no se ve alterado tampoco, cuando por la teoria deberia de desplazarse
ligeramente.

Ejemplo 5.2 Ejemplo 5.2

50-

18 0 5 10

(a) 11 observaciones varian (b) 12 observaciones varian

Figura 5.3: Aplicacién de la Proposicién

Al estar trabajando con el estimador definido por la mediana, siempre
que tengamos [n/2] + 1 puntos alineados la mediana de los residuos al cua-
drado serd 0. Es decir, la recta de regresién definida por la estimacién LMS
se ajustard perfectamente a los datos. Por tanto, en nuestro caso, al tener
13 puntos alineados nos aseguramos que la recta obtenida es una solucién
a la regresion LMS. Sin embargo, puede no ser tunica. Imaginémonos una
situaciéon muy sencilla, donde el conjunto de datos cuenta con tres obser-
vaciones. Si estas tres observaciones estan alineadas, la recta obtenida por
el LMS serd unica y se ajustara a los puntos perfectamente. En cambio, si
movemos uno de eso puntos fuera de esa linea, podremos trazar tres rectas
distintas que sean soluciéon LMS y ajusten perfectamente dos de los puntos.
Por la Proposicién [5.5| necesitariamos n — [n/2] +p—1=3-142-1=3
puntos para que no se perturbe el ajuste y, en cambio, cualquier recta que
contenga a dos observaciones sera solucién al estimador LMS.

Gracias al resultado de la Proposicién [5.5 podemos formalizar la defini-
ciéon de punto de ajuste exacto como

§5(T, Z) = min{m/n; existe Z' tal que T'(Z') # B}

donde Z es la muestra tal que y; =x;3 para todo 7, y Z’' es una muestra que
varia en m puntos arbitrarios de Z. Por ejemplo, en el ejemplo expuesto en
la Figura el punto ajuste exacto seria 12/25. De forma intuitiva, diremos
que el punto de ajuste exacto es la fraccién minima de contaminacion que
puede hacer que T'(Z') # 3. Es més, si el estimador T' es equivariante por
regresion y por escalado, como ocurre en el caso de LMS, se cumple:

0,(T, Z) = €,(T, Z)
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5.2.4. Propiedades asintéticas

El problema del método LMS reside en su falta de eficiencia por tener una
velocidad de convergencia n~1/3. Existen varias posibilidades para acelerar
la convergencia del estimador, como puede ser combinar su uso con el de
los M-estimadores. La manera que nos interesa desarrollar en este trabajo
para paliar la falta de eficacia en la convergencia del LMS, serd definiendo
el estimador de la regresiéon por minimos cuadrados recortados (LTS). Su
velocidad de convergencia es n=1/2.

5.3. Consideraciones finales

En el dltimo capitulo se ilustrard el ajuste obtenido por la estimacion
LMS, comparandolo con las estimaciones LTS y LS.

Como conclusion de este capitulo, podemos decir que el estimador LMS
es muy robusto frente a la presencia de outliers, mejorando considerablemen-
te el ajuste por minimos cuadrados en este caso. Mds que como modelo de
prediccién, tambien podemos utilizarlo para detectar observaciones atipicas.
Cuando nos encontramos con un problema de esta indole, se pueden aplicar
tanto los métodos LS como LMS para obtener el ajuste de regresion corres-
pondiente. Si el resultado de ambos procedimientos es similar, la regresion
por minimos cuadrados resulta fiable. En contrapartida, si hay diferencia
significativa entre ambas salidas, podremos detectar qué observaciones la
causan fijandonos en los residuos de la estimacion LMS. En la Figura [5.1
hemos trabajado con 20 datos, una muestra bastante pequefia para las bases
de datos que aparecen en la realidad, y el ajuste por minima mediana de
cuadrados detecto el outlier presente en la observacién 6, estimando la recta
de regresion que mejor se adecua al resto de puntos. Este ejemplo indica que
ademads es aplicable a conjuntos de datos con pocas observaciones.
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Capitulo 6

Regresion lineal por minimos
cuadrados recortados (LTS)

En el Capitulo [5] hemos llegado a que el problema de la regresién por
minima mediana de cuadrados reside en su velocidad de covergencia. La
intencién es la de mejorar la convergencia sin empeorar otras propiedades,
como pueden ser las propiedades de equivarianza o del punto del ruptura al
50 %.

Se han tomado como referencia [30, B1], ademds de [14], [17], donde se
estudian sus propiedades desde una visién més computacional.

6.1. Definicidon del estadistico

Como solucién al problema de convergencia del ajuste LMS, Rousseeuw
propuso en 1983-1984 [30), 31] el estimador por minimos cuadrados recorta-
dos (LTS), dado por la expresién

h
ming Y (e*) ;) (6.1)
i=1

donde
(@)@ < < ()

son los residuos al cuadrado ordenados. Nétese que primero se elevan al
cuadrado y luego se ordenan, es decir, el orden seria equivalente a hacerlo
en valor absoluto. La definicién dada en la Ecuacién es muy similar
a la del estimador por minimos cuadrados, con la unica diferencia de no
tener en cuenta los n — h residuos al cuadrado maéas grandes en la suma.
También difiere de la regresiéon por minima mediana de cuadrados, donde
no se consideran solamente los residuos mas pequenos. Esta es justamente
la razén por la que se anade el término ‘recortados’.
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Tomando h = [n/2] + 1, el estimador LTS alcanza el mismo punto de
ruptura que el estimador LMS en la Proposicién mientras que para el
valor h = [n/2]+[(p+1)/2] el LTS alcanza el méximo valor posible del 50 %.
Al igual que para el ajuste LMS, se puede dibujar la recta de regresién para
la estimacién LTS del ejemplo de la Figura [3.7, compardndola con la recta
de regresion gris obtenida a partir del método LS. Tanto esta representacion,
como la comparacién del LMS con el LTS aparecen la Figura [6.1] La linea
en color anaranjado es la recta de regresion calculada por el ajuste LMS.

Ejemplo 6.1

Ejemplo 6.1
100 ¥

100

(a) Estimacién LTS y LS (b) Estimaciones LMS y LTS

Figura 6.1: Ejemplo de estimacién LTS frente a la estimacién LMS

Para la ejecucién practica de la regresién lineal por minimos cuadrados
recortados se usara el algoritmo implementado en la funcién ‘lgs’ en R del
paquete ‘MASS’, ya que tampoco podemos calcular los coeficientes de forma
explicita.

6.2. Propiedades generales

De la misma forma que se hizo en el anterior capitulo, se citardn las
principales propiedades del estimador LTS para el caso multiple, tomando
una muestra de n observaciones y p — 1 variables explicativas, que buscaran
predecir el valor de la variable independiente y, a través del modelo lineal y
= XB+¢€. X es, de nuevo, la matriz de observaciones muestrales de las p— 1
variables explicativas x 1, ..., X ,—1, concatenadas al vector independiente de
unos (x); S el vector p dimensional de coeficientes de regresién desconocido;
€ el vector de n-componentes del error.

A lo largo de esta seccién supondremos que todas las observaciones to-
man valores no nulos (z; # 0). En caso contrario, esa observacién no apor-
tarfa informacion alguna acerca de . Esto se verifica automaticamente si el
modelo tiene interseccién (fy) puesto que la primera columna de X tomaria
el valor 1. Es mds, se asume que en el espacio (p+ 1) dimensional de (z;, y;)
no existen hiperplanos verticales pasando por el cero que contengan mas de
la mitad de las observaciones. Tal hiperplano vertical se entiende como el
subespacio p-dimensional que contiene a (0,...,0) y (0,...,0,1).
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6.2.1. Propiedades de equivarianza

Conserva las mismas propiedades que el estimador LMS.

Proposicién 6.1. El estimador por minimos cuadrados recortados (LTS)
es equivariante por regresion, equivariante por escalado y equivariante afin.

Demostracion: Supongamos para toda la demostracién que y, = x;5.
Por lo que e? = (y; — x;3)%. Por otro lado, recordemos que el estimador LTS
consiste en minimizar la expresion 2?21(62)(1'), asi que basta con estudiar
los tres tipos de equivarianza para el sumatorio.

= La equivarianza por regresiéon se comprueba directamente de

h h h

S ({yi+ i v} —{ziB+ai- v} =D (Wi —2:8) ")) = > (D)

i=1 i=1 i=1
siendo v un vector columna de longitud p.

= La equivarianza por escalado se comprueba siguiendo la misma idea

h h h

Y (eryi—c-ziB))ay =Y (Wi —2:B8)) =D (D)

i=1 =1 =1
donde ¢ es una constante real arbitraria.

= La equivarianza afin se obtiene de

h h h

> ((wi - {xiA}{A_lﬁ})Q)(i) = (i — 2B = Y_()p)

i=1 i=1 i=1
para cualquier matriz cuadrada A no singular.

O
Para ilustrar graficamente que las propiedades de equivarianza se verifi-
can por el estimador LTS, se toma la misma muestra aleatoria simple que
en la Figura de una variable x que sigue una distribucién N (5,2), y a
partir de esta se calcula una variable y que se obtiene de y= 2.25-x+3, més
una cantidad llamada ‘ruido’ que altere ligeramente los datos. Calculamos
la recta de regresién por el método LTS, g = 2.271 -z + 3.909 (Figura|6.2al).
A partir de la primera muestra realizamos una transformacion de los datos
Yo=Y+ Ao+ A1z, con \g =5.275 y A\; = 0.91955, y calculamos de nuevo
la recta de regresion para esta muestra de datos. La estimacién obtenida
por LTS es g2 = 3.190 - x 4+ 9.184 (Figura . Justamente se verifica que
esta ultima estimacién es (2.271 4+ A1) -z + (3.909 + Ag). En la Figura[6.2]se
muestran ambas graficas.
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Recta original Recta trasladada

(a) Recta original (b) Recta trasladada

Figura 6.2: Aplicacién de las propiedades de equivarianza al LTS

6.2.2. Punto de ruptura del método LTS

Estudiaremos en lo que sigue las propiedades de ruptura del ajuste LTS,
al igual que se hizo en el Capitulo [5| para el estimador LMS, y usando el
concepto dado en la Definicién Para los siguientes resultados, tomamos
una muestra aleatoria de tamano n (z1,41), ..., (s, y,) denotada por Z, y
un estimador de la regresién T'. Esto significa que aplicando el estimador T'
a la muestra Z tendremos una estimacién del coeficiente de regresion B .

Proposicion 6.2. El punto de ruptura del método LTS definido por la Ecua-

cion con h=1[n/2]+[(p+1)/2] es
(T, 2) = ([(n —p) /21 + 1) /n

Demostracién: Para poder demostrar este resultado, asumimos de nue-
vo que todas las observaciones con (zo,...), 2 = 0 han sido eliminadas.
Vamos a probar el resultado por doble desigualdad.

» La desigualdad €} (T,Z) < ([(n — p)/2] + 1)/n se sigue directamente
de aplicar la Proposicion y las propiedades de equivarianza que
satisface el estimador LTS, en particular la equivarianza por regresion.

» Para demostrar la desigualdad € (T, Z) > ([(n—p)/2]+1)/n se necesita
algo més de trabajo. Como la muestra Z = {(z;,y;);i =1,...,n} estd
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formada por n observaciones en el espacio p-dimensional, se sigue que

1
p= §inf{7' > (; existe un subespacio (p — 1) — dimensional
V de (y = 0) tal que V7 cubre al menos p de las z;}

es estrictamente positivo. Supongamos que § minimiza para la
muestra Z, y denotamos por H al hiperplano correspondiente dado por
la ecuacién y=xf. Denotamos por M = maéx;|e;|, donde e; = y; — x; 5.
Construimos a partir de n — ([(n — p)/2]) observaciones de Z una
muestra contaminada Z’. Es suficiente con comprobar que ||3—3’|| esté
acotado, donde ' se corresponde con Z’. Sin perdida de generalidad,
asumiremos que 3’ # 3, luego el hiperplano asociado H' serd diferente
al hiperplano H. Por el teorema de las dimensiones de Grassmann
dim(H' N H) tiene dimensién p — 1. Definimos A como el conjunto de
observaciones buenas restantes, conteniendo por lo menos n — ([(n —
p)/2]+1)/n—(p—1) puntos. Consideramos un punto en A cualquiera,
denotado por (z4,ya), cuyos residuos son e, = yg — o y € = Yo —
xo/8'. Construimos un plano P, dos dimensional que pasa por el punto
(Za,Ya) y €l plano ortogonal a la proyeccién de H' N H sobre (y=0).
Se sigue de aqui que

lea — eal = [z’ — xa B > p(I|8" = BII — 2[1811)

La suma de los h primeros residuos cuadrados de la nueva muestra
tomada Z’, con al menos n — ([(n — p)/2]) > h residuos siendo los
mismos que para la muestra Z. Como (3’ se corresponde con Z’' se
tiene también que

h

> (i = 248)")(0) < hM? (6.2)

i=1
Si ahora asumimos que
16" = Bl = 2/|B]| + M(1+VR)/p
luego para todo a en A que se cumple
lew = €al > p(18" = Bl = 21IBl) = M(1+ Vh)
luego
leh] > |ely — ea| — lea] > M(1+Vh) — M = MVh

Notemos que n—|A| < h—1. Por tanto, cualquiero conjunto de tamano
h de (2}, y) deben contener al menos una observacién del tipo (zq, Ya),

luego
h

> () — #1B)2)(0) < (eh)? > hM?

=1
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que supone una contradiccién con ([6.2)

O
Como ocurria en el caso del ajuste de regresién LMS, el estimador LTS
también verifica la propiedad de ajuste exacto.

Proposicion 6.3. Si existe algin valor B para el que mds de %(n +p—1)
observaciones satisfacen y; =x;8 de manera exacta, entonces la solucion al
estimador LTS es B sin importar el resto de observaciones.

Al igual que se hizo en el Capitulo 5, vamos a comprobar empiricamen-
te este resultado. Para ello, volvemos a suponer 24 observaciones de una
distribucién N(9,3). A partir de esta variable aleatoria se construye una
variable y = 3.5x + 2. Por la Proposicién si mas de %(n +p—1) =
% (24 + 2 — 1) = 12.5 observaciones se encuentran en el hiperplano (recta en
dimensién 2) definido por la ecuacién y = 3.5x + 2 , entonces la solucién
obtenida por LMS es exactamente la recta original sin importar el resto de
observaciones. El valor p = 2 ya que tendriamos la columna de observacio-
nes xg asociada al término independiente, y la variable x; definida por la

distribucién normal.

Ejemplo 6.2 Ejemplo 6.2

(a) 11 observaciones varfan (b) 12 observaciones varfan

Figura 6.3: Aplicacién de la Proposicién

En la Figura (a) la recta se ajusta de forma exacta a y= 3.5x +2,
donde se han desplazado 11 observaciones, el maximo permitido segin la
Proposicion Alterando el valor de una observacién mas, comprobamos
que efectivamente la recta se desplaza ligeramente, ya que el punto de inter-
seccion con el eje y es 1.973 en este caso. Queda asi verificado experimen-
talmente el resultado y, ademds, la robustez del método.

6.2.3. Propiedades asintéticas

El método LTS surgié con la intencién de acelerar la velocidad de con-
vergencia alcanzada por el método LMS. De hecho converge como n~ 2, lo
cual mejora considerablemente al estimador LMS.
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La principal desventaja del ajuste por minimos cuadrados recortados
es la cantidad de operaciones que tiene que realizar el algoritmo, teniendo
que ordenar n residuos al cuadrado, lo que toma O(nlog n) operaciones
comparadas con las O(n) operaciones de la mediana.

6.3. Consideraciones finales

Al igual que ocurre con el ajuste por minima mediana de cuadrados, la
estimacion obtenida por LTS es mucho méas robusta frente a outliers que
la de minimos cuadrados. El procedimiento para su aplicacion es el mismo
que el del LMS. En primer lugar, aplicaremos la estimacion LTS y LS para
obtener el ajuste de regresion correspondiente. Con los residuos del ajuste
LTS detectaremos los outliers de una forma mucho maés clara, pudiendo
elegir si eliminarlos por tratarse de un error de medicién, por ejemplo, o
mantenerlos ya que aportan informacion al modelo. Es maés, se ha vuelto a
encontrar la recta de regresion en la Figura [6.1] para los mismos 20 puntos
que en el ejemplo expuesto en el Capitulo [5 demostrando asi que puede ser
aplicado para conjuntos de datos con pocas observaciones.

Si hubiese que elegir entre uno de los dos métodos robustos estudia-
dos durante todo el trabajo, bajo mi percepcién, eligiria la estimacién por
minimos cuadrados recortados. Mantiene las propiedades del ajuste LMS vy,
ademads, mejora su velocidad de convergencia. Mi eleccién coincide con la
del precursor de ambos métodos, Peter J. Rousseeuw, quien se decanta por
la estimacién LTS antes que la LMS [31].
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Capitulo 7

Caso unidimensional:
Problema de localizacion

7.1. Introduccion

Hasta ahora, hemos trabajado siempre con la presencia de variables ex-
plicativas (p > 1), es decir, la variable a predecir y se estimaba a partir de
un modelo lineal dependiente de una serie de variables x; elegidas por el ana-
lista. Un caso especial de la regresion, es el unidimensional (p = 1); donde
tan solo disponemos del vector de pardmetros 8 = fy, es decir, el vector de
valores independientes. Por tanto, el modelo subyacente de regresiéon para
el caso unidimensional, también llamado problema de localizacién, para una
muestra (y;)i=1,...n €s

yi=0+¢€ (7.1)

siendo ¢; el vector de errores con las hipétesis de normalidad supuestas
durante todo el trabajo. En esta situacién, el estimador 1" de 8 del modelo
de regresion, recibe el nombre de estimador de localizacion univariante. A
simple vista puede parecer un problema trivial, sin embargo, los estimadores
de localizacion han sido muy estudiados en la literatura.

Las propiedades de equivarianza descritas en los Capitulos [ y [0 se
verifican para un estimador de localizacion T' obtenido por las estimaciones
descritas. Siendo mas precisos, para este tipo de estimadores tenemos dos
tipos de propiedades de equivarianza, por traslacién y por escalado.

= Diremos que un estimador de localizacion T', es equivariante por tras-
lacién si verifica

Ty1 40, yn+0) =T(y1,...,Yn) + v

para cualquier constante real v.
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= Diremos que 7" un estimador de localizacién, es equivariante por esca-
lado si verifica

T(c-yi,-- e Yn) =c-T(Y1,...,Yn)

para cualquier constante real ¢ distinta de cero.

7.2. Estimador de localizacion LS

El estimador obtenido por minimos cuadrados estudiado en el Capitulo
se reduce a minimizar la expresién

n

> (v —Bo)’ (7.2)

=1

El resultado es la ya conocida media aritmética. Al igual que se argu-
ment6 en el Capitulo 4] este estimador es altamente sensible frente a la
presencia de outliers. Para disminuir el impacto causado por estos valores
atipicos, Huber [I8] propuso reemplazar el cuadrado en la Ecuacién
por una funcién peso adecuada p. Esto lleva, de nuevo, a los M-estimadores
y, en este caso particular, a M-estimadores de localizacién. Se define esta
alternativa como

n
ming > p(y; — Bo)
=1

satisfaciendo la condicién necesaria
n
Z Y(yi —Po) =0
i=1

donde 1) es la derivada de p.
El estudio de este estimador se escapa de los objetivos del trabajo, para
mas informacién se pueden consultar los libros [15] [1§].

7.3. Estimador de localizacion LMS
El estimador de localizacién LMS se corresponde con minimizar
med; (y; — 50)2

La existencia de esta estimacién para una muestra (yi,...,y,) esta ga-
rantizada por la Proposicién[5.1} por lo que podremos demostrar el siguiente
resultado.
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Proposicion 7.1. Sea p =1 y todos las observaciones x;0 = 1, por lo que
la muestra se reduce a (y;)i=1,..n. Si se cumple que

mi := med; () = med;(y; — T)* = mingmed;(y; — fo)°
entonces los valores T'— mp y T + mp son observaciones en la muestra.
Demostracion:

= Caso 1. En primer lugar supongamos que n es impar, con n = 2k — 1.
Por tanto, med(e?) se alcanza en el k-ésimo término. Por consiguiente,
al menos uno de los puntos T'— mp 6 T+ mp es una observacion; sin
pérdida de generalidad, sea T — mp una observacién y T + mp no.
Existe una particién de e? en k — 1 términos > m?p, 1 término = myp, y
k — 1 términos < m2T Tomamos la observacion més grande y;, la cual
es més pequena que T'+ myp (si hay varias iguales se coge solo una), y

definimos )
T = (T~ mr) +)

1
m? = (S|(T = mr) - y;))? < m3

Definiendo los residuos 622 = (y;—T")?, encontramos de forma analoga
a la anterior una particién en k — 1 términos < m? (los mismos que
en el caso de €?), k — 2 términos > m? (los mismos que en el caso
anterior salvo y;), y 2 términos = m? (y; y T — mr). Finalmente,
med(efL»Q) = m? < m2. Llegamos a una contradiccién de suponer que
T 4+ m7 no es una observacién de la muestra.

= Caso 2. Supongamos que n es par, con n = 2k. Denotando por 6%1) <

. < e%n) a los residuos al cuadrado ordenados, entonces

[u——y

mi = S (efy + €lr))

[\

Existe una particiéon de los residuos al cuadrado en k — 1 términos

< €ty (€l Y €lryn)y v K — 1 términos > e ). Si T —my es una

observacién y T'+ my no lo es (o al revés), bastarfa con repetir el
razonamiento del Caso 1.

Supongamos ahora que tanto T'—m7 y T +m7 no son observaciones de
la muestra, lo que fuerza que (e%k) < e%k +1)), ya que en caso contrario

(e%k) =m2 = e%kﬂ)). Asi, por lo menos el residuo cuadrado e%k,“) > 0.

1. Asumamos que e%k) = 0. En ese caso, T' coincide exactamente
con k observaciones (todos los k — 1 residuos anteriores también
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valen 0). La siguiente observacién més cercana a la estimacion,
denotada por yg4, estard a una distancia \e(k +1)|- Tomando T =
%(T + yq), llegamos a

ne_ 1 [(1 ’ 1 ’ Lo 2
med(yi—1")" = 5 | { gem+) ) + 580+ ) | = 1801 = M7

Llegamos a una contradicciéon de nuevo.

2. Asumamos que e%k) > (. Denotamos por y; a la observacién aso-
ciada al residuo e%k) y por ygq a la asociada al residuo e%k 1y Si

las observaciones que causan e%k) y e%k +1) son todas mayores o
menores que las estimadas por 7', se puede repetir el argumento
del Caso 1. Por tanto, se asumird, sin pérdida de generalidad, que
y; < T < y4. Tomando T" = %(yj + yq), llegamos a

1 1
med (yi=T")* = S (4 =T+ (wa—T")*) < 5((;=T")*+(va=T")?)
a causa de que la funcién 12((y; — T")* + (yqa — T")?) alcanza su
minimo en %(yj + yq). Llegamos de nuevo a una contradiccién.

Por tanto, tenemos que tanto T'— my como T + myp son observaciones
muestrales.

O

La idea subyacente a este resultado es la de encontrar la ‘banda’ mas

fina que cubra la mitad de las observaciones. En el caso miltiple esta banda
sera la regién delimitada por dos hiperplanos paralelos.

7.4. Estimador de localizaciéon LTS

El estimador en el caso unidimensional de (y; = Bo) por el método LTS
viene dado por

h
i=1

donde h = [n/2]+ 1y (e?)(; son los residuos al cuadrado ordenados. Lo que
se pretende con el caso unidimensional, tanto para el estimador LMS como el
LTS, es determinar la localizacién de la estimacién. En el caso LMS esta era
la banda mas pequena que contenia a la mitad de las observaciones. Para
determinar la localizacién de la estimacién LTS, tenemos que considerar
n — h + 1 submuestras de la muestra original de tamano n:

Way - ym by - Yha) b Wnm—ng1ys - Ym) }
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Cada una de estas submuestras tiene h observaciones, y reciben el nombre
de mitades contiguas. Para cada una de las mitades, calculamos su media
muestral

1 h
—1
Yy = E E Y(s)
i=1

v la correspondiente suma de cuadrados de cada una de ellas

h

SQW = {yu -7V}

i=1

SQ(n—h—H) _ Z {y(z) . y(n—h+1)}2
i=n—h+1

La solucién al estimador LTS se corresponde con la media 3\9) asociada a la
suma de cuadrados SQU) més pequeiia.

7.5. Ejemplo numérico

Se ha generado aleatoriamente la siguiente muestra aleatoria simple de
tamano 20:

yi + (—2.12, —0.30, 0.52, 0.33, —0.98, —0.55, —2.11, 0.02, —2.72, 1.24, 0.10,
0.71, 1.10, —0.20, 0.26, 2.00, —0.07, —0.57, 1.10, 1.98)

correspondiente a una variable aleatoria y con distribuciéon N (0, 1). Las tres
estimaciones de localizacion para la muestra generada son:

= Estimacion LS: § = —0.0138, que justamente es la media aritmética.
= Estimacién LMS: j = —0.0252.
= Estimacién LTS: § = 0.0212.

Cambiemos ahora manualmente un valor de la muestra y;, por ejemplo
tomamos y; = 1000 x y1. Lo que deberia ocurrir es que el ajuste por minimos
cuadrados varie drasticamente. Las estimaciones obtenidas en este caso son:

= Estimacién LS: § = —105.7, que justamente es la media aritmética.
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= Estimacion LMS: § = —0.0252.

= Estimacién LTS: § = 0.0212.

Para la muestra tomada, los dos métodos robustos estudiados se man-
tienen exactamente iguales. Por lo visto en la teoria, no sorprende la alta
sensibilidad de la estimacién LS. Tomando otra muestra cualquiera lo que
ocurriria es que las estimaciones cambian ligeramente para los métodos LMS
y LTS, mientras que para el método LS serfa igual a la media muestral.
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Capitulo 8

Ejemplo: Jugadores de la
NBA

Durante todo el trabajo se han ido exponiendo los conceptos necesarios
para aplicar la regresién por minimos cuadrados (LS), por minima mediana
de cuadrados (LMS) y por minimos cuadrados recortados (LTS). Recapitu-
lando las ideas més importantes; el ajuste por minimos cuadrados es sencillo
en su compresién y facilmente computable, sin embargo, es muy facil dis-
torsionar su estimacién con outliers. Para paliar estos datos comtnmente
presentes en todos los estudios, ya sea por errores de medicién, cambios de
escala, o simplemente situaciones atipicas, aparecen las estimaciones robus-
tas. El trabajo se ha centrado en dos de ellas, la estimacién LMS y LTS.

En este capitulo buscaremos mostrar las diferencias entre los tres proce-
dimientos a través de un conjunto de datos real. No se pretende decidir si un
método es mejor o peor, o si conviene aplicar uno u otro. Esta decisién recae
en el analista y cuantas méas herramientas tenga a su alcance méas preciso
sera su analisis. Por tanto, la finalidad es comparar, ilustrar los resultados
y concluir desde el punto de vista personal qué resulta méas correcto para el
problema en cuestién.

Para su elaboracién se han tenido en cuenta diversos articulos [4], [7, 28],
con el fin de estructurar el estudio de una forma coherente y comprensible.

8.1. Resolucién del problema

Se ha elegido una base de datos referente a las estadisticas de 651 ju-
gadores de baloncesto de la NBA (‘National Basketball Association’) en la
temporada regular 2019-2020, obtenidas de basketball-reference.com [35].
Dicha base de datos contiene 29 variables (3 cualitativas y 26 numéricas).
El conjunto de datos ha sido previamente filtrado y tratado para facilitar su
manejo con R y obtener resultados més claros. Para nuestro problema nos
enfocaremos en 2 variables numéricas:
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» MP (minutos por partido)
» PTS (puntos por partido)

El problema en cuestién es el de aplicar los tres métodos de regresién es-
tudiados, con la finalidad de predecir los puntos por partido a partir del
nimero de minutos disputados. Se ha escogido un caso de regresién lineal
simple ya que su interpretacion grafica es mucho mas intuitiva, pudiendo
comparar a simple vista los distintos procedimientos aplicados.

El coeficiente de correlacién lineal de Pearson entre las dos variables de
estudio es p = 0.8812139. Normalmente, por encima de |p| = 0.7 se suele
decir que la dependencia lineal entre las variables es fuerte. En este caso se
verifica que la dependencia lineal es fuerte y, ademads, es positiva (creciente).

El primer paso es conocer la distribucion de los datos en el plano, resumir
los datos numéricamente y extraer conclusiones previas. Este andlisis previo
puede ayudarnos a enfocar el problema en una direccién u otra. El resumen
numérico se muestra en la Figura y el correspondiente diagrama de
dispersion en la Figura 8.2

MP PTS
Min. : 1.00  Min. : 0.000
1st Qu.:12.00 1st Qu.: 3.800
Median :18.50 Median : 6.800
Mean :19.18 Mean : 8.461
3rd Qu.:26.70 3rd Qu.:11.650
Max. :37.50 Max. ;34,300

Figura 8.1: Resumen numérico de las variables ‘MP’ y ‘PTS’

Diagrama de dispersion MP vs PTS

Figura 8.2: Diagrama de dispersién

A simple vista hay varios aspectos que pueden llamar nuestra atencion.
La variable ‘PTS’ tiene un maximo muy por encima de los valores acumu-
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lados en el tercer cuartil, lo que indica que hay al menos un jugador en
especial que marca mucho mas puntos que el resto en funcién de los minutos
disputados, es decir, un posible outlier. Tendremos que estudiar si aquellos
jugadores con anotaciones muy altas (por ejemplo, mas de 30 puntos), han
disputado una cantidad de minutos de acuerdo con estos valores o, por el
contrario, son valores atipicos. Lo mismo pasara en el caso contrario, es
decir, aquellos jugadores con unos valores de anotacién muy bajos para el
tiempo de juego disputado. Por otro lado, media y mediana son bastante
préximas en ambas variables, teniendo en cuenta el rango de valores en los
que estamos trabajando, por lo que indicaria una simetria de los datos. Una
manera de representar la distribucién de los datos de ambas variables es
mediante los diagramas de caja de la Figura En el diagrama de caja
b) se identifican ciertos valores que pueden resultar ser outliers. En am-
bas cajas se muestran el 50 % de los valores observados, siendo relativamente
simétricas las dos representaciones.

Diagrama de cajas MP Diagrama de cajas PTS

MP
P

(a) Distribucién de las observaciones (b) Distribucién de las observaciones
en la variable MP en la variable PTS

Figura 8.3: Diagramas de caja de las variables MP y PTS

Para llegar al objetivo del problema, que recordemos es el de aplicar
regresion lineal al conjunto de datos para explicar la variable ‘PTS’ a partir
de la variable ‘MP’, se necesita construir un modelo definido por la ecuacién
lineal:

PTS = By + 51 - MP + ¢ (8.1)

siendo € la componente aleatoria del error.

Una vez definido el modelo, el siguiente paso es estimarlo, para lo que
tendremos que estimar el vector de pardmetros § = (Sy, /1) mediante B =
(Bo, Bl) Es de esta forma que el modelo estimado de 1) pasa a ser:

PTS = By + 1 - MP (8.2)

Vamos a abordar el modelo de regresién mediante 3 procedimietos dis-
tintos:
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1. Estimacion de los pardametros de la regresiéon por minimos cuadrados
(LS), estudio de los residuos y apalancamiento, y conclusiéon sobre
outliers.

2. Estimacién de los parametros de la regresién por minima mediana de
cuadrados (LMS) y céculo de los residuos.

3. Estimacién de los pardmetros de regresién por minimos cuadrados re-
cortados (LTS) y caculo de los residuos.

Una vez desarrollados los tres procedimientos, los compararemos y ex-
traeremos conclusiones.

Comencemos con la regresién lineal por minimos cuadrados. Se utili-
zard la funcién ‘Im’ de R para obtener los valores de los parametros de la
regresion, y los distintos estadisticos resumen como es el coeficiente de deter-
minacién. La salida que nos proporciona R es la mostrada en la Figura

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-10.6744 -1.6591 -0.0807 1.3702 15.3996

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(=|t|)
(Intercept) -3.09850 0.26917 -11.51 <2e-1f ***
MP 0.60271 0.01269 47 .49 <2e-16 =%

Signif. codes: 0 *#=+%’ 0,001 *=#’ 0.01 ‘=" 0.05 *.” 0.1 * " 1

Residual standard error: 2.932 on 649 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7765, Adjusted R-squared: 0.7762
F-statistic: 2255 on 1 and 649 DF, p-value: < 2.2e-16

Figura 8.4: Salida de R: Regresién lineal por minimos cuadrados (LS)

K Ep la columna ‘Estimate’ nos indica el valor estimado de B siendo este
(Bo, B1) = (—3.09850,0.60271). De esta forma podemos escribir el modelo
estimado como

PTS = —3.09850 + 0.60271 - MP (8.3)

En la columna ‘Std. Error’ nos muestra la estimacion de la desviacion
tipica de Bo y [3’1. En la Subseccién hemos visto las expresiones de los
valores de Var(Bg) y Var(ﬁl), por lo que la estimacién de cada desviacién
tipica sera su raiz cuadrada.

En las dos columnas restantes, se realizan los contrastes

Ho:Bo=0, Hy: B0 #0
Ho:51=0, Hi : 51 #0

Estos contrastes son los explicados en el T-test de la Subseccién [2.4.1
En la columna ‘t-value’ se muestra el valor observado del estadistico £y y en
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la columna Pr(> [t|) su p-valor asociado. Ambos p-valores son ~ 0, por lo
que se rechazaria la hipétesis nula y, por ello, tanto la variable MP como el
coeficiente [y aportan informacion significativa al modelo.

En la parte de la salida ‘Residuals’, nos muestra informacién sobre la
estimacién de los errores e; = y; — ¥;. Teniendo en cuenta que la hipdtesis
tedrica dice que los errores han de ser normales y centrados en 0, el valor
muestral de la mediana deberia de ser proximo a 0. Esto se cumple ya que
es -0.0807.

En la dltima parte de la salida, bajo el nombre de ‘Residual standard
error’ tenemos la estimacién o, dada por /M Sg.s. Los grados de libertad
son precisamente n —p = 651 — 2 = 649, ya que estamos trabajando con dos
columnas de lo que seria la matriz X de la regresién, la de valores indepen-
dientes y la asociada a la variable ‘MP’. Justo debajo, nos econtramos con
el coeficiente de determinacion R? y el coeficiente de determinacién ajus-
tado R2. Este tltimo valor nos indica que el 77.62% de la variabilidad de
los puntos anotados en un partido por los jugadores, se explica mediante el
modelo lineal utilizando como variable predictora los minutos disputados.

La dltima parte de la salida contrasta si el modelo es informativo, es
decir si

Ho: B =0 (8.4)

lo cual se rechaza, por ser el p-valor proximo a 0. Es mads, coincide con el
p-valor del T-test ya que nos encontramos en el caso simple. Si estuviésemos
en el caso multiple, el contraste a realizar seria el siguiente

Hoiﬁlz...zﬁpflzo (85)

La recta de regresién dada por la Ecuacién (8.3) se dibuja en la Figu-
ra

Recta de regresion LS

SIEI

20
MP

Figura 8.5: Ajuste lineal por minimos cuadrados (LS)
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A simple vista no parece una mala aproximacién, aunque si podemos
pensar que aquellos jugadores con puntuaciones muy altas ejercen influencia
sobre la prediccién. Estudiemos ahora los residuos e; con las herramientas
estudiadas a lo largo del Capitulo

El modelo tedrico de regresion parte de la hipétesis de que los residuos
(o errores) se distribuyen de forma normal centrados en 0, homoceddsticos
e independientes. Para que el modelo estimado sea adecuado para hacer
las estimaciones, es necesario comprobar que estas condiciones se cumplen.
Para ello vamos a realizar una exploracién grafica, mediante los distintos
diagramas de residuos estudiados.

En primer lugar, analicemos el Q-Q Plot asociado al modelo lineal por
minimos cuadrados de la Figura

Normal Q-Q

2580
@13

~ ety
fasn)

Standardized residuals

Theoretical Quantiles
Im(PTS ~ MP)

Figura 8.6: Grafico normal de los residuos estandarizados

En el grafico se representan los cuantiles tedricos de una distribucién
N(0,1) frente a los cuantiles muestrales de los valores df;). Para asumir nor-
malidad los puntos representados deberian de estar cerca de la bisectriz del
primer cuadrante (representada en la linea discontinua). En el problema que
nos ocupa, vemos que para los valores menores de 2 aproximadamente, los
puntos si se ajustan a la bisectriz del primer cuadrante, salvo unos puntos
cercanos a —3. Sin embargo, para valores mas altos, los datos se desvian no-
tablemente de la recta. Llaman especialmente la atencién los puntos corres-
pondientes a los individuos 13 y 258. Su cuantil tedrico es aproximadamente
2, mientras que su cuantil observado esta por encima de 4. Lo mismo ocurre
para una serie de individuos cercanos a estos otros, como es el 41. Esto nos
hace sospechar que la condicién de normalidad podria no cumplirse. Para
comprobar la normalidad de los residuos tenemos dos opciones, generar sus
valores y representarlos en un diagrama de cajas, por ejemplo, o aplicar un
test de normalidad a estos. Haremos ambas alternativas utilizando el test
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de Shapiro-Wilk para comprobar la normalidad. El diagrama de caja es el
mostrado en la Figura En el gréfico vemos una simetria latente de los
residuos, a pesar de que como pasaba en el Q-Q Plot la normalidad presenta
serias dudas. El test de normalidad Shapiro-Wilk nos proporciona el p-valor
= 2.737¢ — 15 =~ 0, por lo que se rechaza la hipétesis de normalidad, y, en
consecuencia, las condiciones tedricas sobre el modelo no se cumplen.

Diagrama de cajas de los residuos

-0.4 0.2 0.0 0.2 04
X

Figura 8.7: Diagrama de caja de los residuos e;

El siguiente tipo de gréfico estudiado sera el de los residuos e; frente a los
valores ajustados. El objetivo es el de determinar si el modelo lineal aplicado
es correcto y no serfa necesario otro tipo de ajuste (polinomial, exponencial,
logaritmico...). Fijémonos ahora en la Figura

Residuos e_i vs valores ajustados

residuos

predict_values

Figura 8.8: Residuos e; frente a los valores ajustados ¢;

En rojo aparecen los residuos de los individuos 13 y 258, que se habian
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identificado previamente como posibles ‘outliers’.

» La media de los errores deberia de ser proxima a cero. Esto se verifica
si la linea roja estd cerca del cero. Vemos que justamente por esos
individuos més alejados en la ‘cola’ de la derecha, esto no ocurre,
haciendo se desvie la curva.

= Los residuos deberian ser homocedasticos, es decir, la varianza de los
residuos deberia de ser constante. Para observar la homocedasticidad,
el intervalo de valores en el que se mueven los residuos deberia de ser el
mismo independientemente del valor ajustado. El problema lo causan
principalmente individuos con valores altos de la variable explicativa
como son, por ejemplo, los individuos 13 y 258.

= Los residuos ser linealmente independientes, es decir, en esta grafica no
deberiamos de observar ninguna forma establecida entre los residuos.
En este caso no aparece ninguna relacién lineal clara, aunque si se
puede observar una ligera relacién entre los residuos.

Finalmente, representaremos el grafico de residuos frente al apalanca-
miento en la Figura

Residuals vs Leverage

Standardized residuals

¥ o ---- Cook's distance
T T T T T
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008
Leverage
Im(PTS ~ MP)

Figura 8.9: Residuos v/d; frente al apalancamiento

En la representacion aparecen algunas observaciones atipicas, pero nin-
guna fuera de la zona determinada por la distancia de Cook. Por ello, por
este camino serd inviable asegurar que un sujeto es un outlier, aunque si que
nos alerta sobre algunos candidatos como son el 41, 258 y 377.

El dltimo paso, de acuerdo a lo estudiado en el Capitulo|3] es estudiar las
medidas de influencia. Utilizaremos los criterios descritos en la Seccién
detectaremos los outliers, y construiremos el modelo LS sin estas observacio-
nes. Extraemos del conjunto de datos aquellas observaciones que verifican
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COVRATIO; > 1+ 3p/ny COVRATIO; < 1—3p/n, que era el criterio
que habiamos considerado para detectar puntos influyentes sobre el ajuste.
En la Figura observamos los residuos frente a los valores ajustados de
nuevo, pero esta vez aparecen en rojo aquellos puntos que hemos detectado
como influyentes.

Residuos e_i vs valores ajustados

residuos

predict_values

Figura 8.10: Residuos e; frente a los valores ajustados ¢; mostrando outliers

En esta gréafica vuelven a coincidir los individuos 13 y 258, ya detectados
previamente. Podemos buscar en la base de datos original quiénes son y por
qué resultan ser valores atipicos. Por un lado, la observacién 13 es Giannis
Antetokounmpo, quien obtuvo 29.5 puntos de media en 30.4 minutos. Por
otro lado, la observacién 258 se corresponde con James Harden, quien juega
36.5 minutos por partido de media y anota unos 34.3 puntos. La conclusién
general que podemos extraer de estos datos atipicos es que se corresponden
en su mayoria con jugadores AllStar, es decir, los mejores durante la tempo-
rada regular de la NBA. Dentro de esos puntos rojos también se encuentran
jugadores reconocidos en la liga como LeBron James o Kawhi Leonard. Este
criterio es tan solo una generalizacion, ya que también hay jugadores con
muy pocas anotaciones en relaciéon a los minutos disputados. Por ejemplo,
Kenrich Williams, que anota 3.5 puntos de media en los 21.3 minutos que
juega.

A continuacién, eliminaremos estas observaciones y estimaremos de nue-
vo el modelo de regresion lineal, mostrados en la Tabla

Claramente la variabilidad explicada es mayor en el modelo que no tiene
en cuenta los outliers, y el resto de parametros también sufren un cambio.
Vamos a representar ambas rectas de regresion en el diagrama de dispersién
para visualizar las diferencias. La linea naranja es la estimacién del modelo
sin tener en consideracion los outlier detectados, mientras que la azul es la
original. La Figura [8.11| recoge lo explicado.
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Dataframe Bo 51 MSges R?
Todas las observaciones -3.09850 0.60271 8.6142 0.7765
Sin las observaciones influyentes -2.40459 0.55345 5.1121 0.8227

Tabla 8.1: Variacién en los coeficientes y estadisticos segin se consideren los
puntos de influencia o no

Comparacion rectas de regresion LS

Figura 8.11: Ajuste por minimos cuadrados de ambos modelos de regresién
lineal

No hay una gran diferencia entre ambas rectas ya que no exite un outlier
tan influyente como ocurria en el ejemplo estudiado en la Subseccion
Aun asi, si que nos damos cuenta que esos jugadores de baloncesto con
mucha cantidad de minutos y pocos puntos o con una anotacién alta en
relacion al tiempo de juego, empeoraban el ajuste por minimos cuadrados.

Es en este momento cuando aplicaremos los estimadores robustos por
minima mediana de cuadrados (LMS), y minimos cuadrados recortados
(LTS). Cabe esperar que la recta de regresién tenga menor pendiente que
la recta naranja incluso. Una vez calculadas ambas rectas, obtendremos los
residuos y evaluaremos aquellos que sean mas altos.

Haciendo uso de la funcién ‘lgs’ del paquete ‘MASS’ de R, llegamos a
las estimaciones del modelo , mediante el método LMS

PTS = —0.71 + 0.40 - MP (8.6)

y el método LTS R
PTS = —0.7519 4+ 0.4184 - MP (8.7)

Ambas pendientes son menores que en el ajuste por minimos cuadrados,
y el punto de corte con el eje y se eleva. De esta forma, ambas rectas se ven
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menos influenciadas por la presencia de outliers. En la Figura [8.12| aparecen
dibujadas las rectas obtenidas de aplicar los métodos robustos.

Calculando el coeficiente de determinaciéon R? para el ajuste por minima
mediana de cuadrados obtenemos R2L us = 0.63. Del mismo modo, R%TS =
0.667 para el ajuste por minimos cuadrados recortados. No sorprende que
la variabilidad explicada sea menor en estos dos casos, ya que la estimacién
por minimos cuadrados es la que maximiza este valor.

Ajuste lineal LMS Ajuste lineal LTS

20 3 1 20
MP MP

(a) Recta de regresién por el método (b) Recta de regresién por el método
LMS LTS

Figura 8.12: Ajustes lineales LMS y LTS

Finalmente, se muestra en la Figura[8.13|un diagrama en el que aparecen
las 4 rectas de regresiéon calculadas durante el problema.

Modelos de regresion

Figura 8.13: Rectas de regresién obtenidas por los distintos métodos estu-
diados

Resulta obvio que las rectas calculadas por los métodos robustos se ven
menos influenciadas por las observaciones atipicas, haciendo mas sencillo
detectar qué jugadores se alejan de lo esperado. Es facil deducir que los
jugadores con una puntuacién media por partido muy alta (cola derecha de

90



la grafica) son los que distorsionan principalmente el andlisis, y, por ello,
toman los valores residuales mas elevados en ambos métodos robustos.

Al igual que hicimos para la estimacién proporcionada por el método de
minimos cuadrados, es posible representar los residuos de ambos métodos
robustos frente a los valores ajustados. La Figura recoge lo descrito.

De nuevo, si bien mejoramos el ajuste cladsico de minimos cuadrados, se
intuye una relacién lineal entre los residuos. Esto se debe a los outliers. En
el ejemplo tratado aparece una serie de valores atipicos que distorsionan el
andlisis, los cuales, mayoritariamente, se encuentran por encima de los 20
puntos por partido. Por esta razén, lo més adecuado seria distinguir aque-
llos jugadores que anotan menos de esta puntuacién media, y elaborar un
modelo de regresion lineal. Con los datos restantes, se ajustaria su tenden-
cia mediante otro modelo de regresion lineal. Es decir, lo méas correcto seria
hacer dos grupos de observaciones y estimar su puntuaciéon por separado.
Otra posible opcién seria hacer uso de regresion no lineal.

Residuos e_i vs valores ajustados Residuos e_i vs valores ajustados

20-

residuos
residuos

predict_values predict_values

(a) Residuos e; frente a los valores (b) Residuos e; frente a los valores
ajustados g; por LMS ajustados g; por LTS

Figura 8.14: Diagramas de residuos e; frente a los valores ajustados por
métodos robustos

Normalmente, el conocimiento matematico es suficiente para realizar un
estudio sobre una base de datos, sin embargo, la ausencia de conocimientos
especificos sobre el tema puede hacer que se nos escapen detalles importan-
tes. En este caso, si utilizamos el conocimiento que podamos tener sobre
la NBA, resultara légico pensar que esos jugadores con tantos puntos por
partido son los que disputan el AllStar. Es por eso que, escogiendo aquellos
datos referentes a estos jugadores AllStar, podemos distinguirlos en el dia-
grama de dispersién y ver que, en efecto, son una de las causas principales
de las diferencias con respecto a la recta LS. En la Figura [8.15] aparecen
senalados estos jugadores mediante una estrella.
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Modelos de regresion indicando AllStars

Figura 8.15: Rectas de regresion indicando los jugadores AllStar
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Capitulo 9

Conclusion

En el ejemplo final hemos utilizado la mayor parte de la teoria expues-
ta a lo largo del trabajo. El propésito de aplicar los métodos robustos y el
ajuste clasico de minimos cuadrados no era otro que el de indicar las dis-
tintas alternativas que ha de barajar todo estadistico que trabaje con una
base de datos de esta indole. En este ejemplo, las diferencias son notorias
entre los tres procedimientos. Es mas, aunque detectemos los posibles pun-
tos que distorsionan el analisis, la estimacién minimo cuadratica continuara
siendo considerablemente distinta a las obtenidas por LMS y LTS. No se
busca convencer al lector de que una alternativa sea mejor o peor que la
otra, de hecho, la simplicidad suele ser lo mas cémodo, pero no siempre lo
mas correcto. Es por eso que resulta vital realizar un analisis exploratorio
de los datos que nos ponga en situacién sobre el problema a tratar, y en
funcién de este estudio previo elegir un procedimiento u otro, sin olvidar-
nos de las desventajas o problemas que puede tener nuestra eleccién. Con
la aproximacién lineal de este conjunto de datos ultimo con estas variables,
queda probado que aplicar distintos métodos puede llevarnos a un analisis
mas preciso y correcto.

Si bien la finalidad de este trabajo es mostrar de forma aplicada las
diferencias patentes entre los tres métodos, ha sido necesario el desarrollo
tedrico expuesto a lo largo de los capitulos. En mi opinién, a pesar de que
siempre se ha de partir de una intuicién fundada en los gréaficos y los andlisis
previos para tomar el camino adecuado; en algunas ocasiones esto puede
resultar tedioso, ya sea por un volumen cuantioso de datos o la dificultad en
su representacién. Ante estas situaciones, es de importancia seguir con rigor
todos y cada uno de los pasos descritos, ya que cualquier hipétesis previa
necesaria fallida o mala interpretacion, puede hacernos llegar a un resultado
completamente erréneo.

Los outliers o valores atipicos son comunes en muchas disciplinas, y no
tan solo se presentan en modelos lineales. Buscar estimaciones robustas nos
previene ante estas situaciones. No quiere decir que nos centremos en ellas
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como punto fundamental del andlisis, si no que evitemos que distorsionen la
aproximacion o estimacion del resto de observaciones. Por tanto, siendo con-
servador y adelantdndonos ante posibles outliers, podremos despreocuparnos
frente a los problemas causados por estos.

Como valoracion propia, dirfa que gracias a los conocimientos adquiridos
en la realizacion de este trabajo, me he dado cuenta de la importancia de
los resultados tedricos. Generalmente, en otros ambitos cientificos, se tiende
a ignorar el estudio de proposiciones y teoremas para centrarse en su aplica-
cién directa, muchas veces ya implementada directamente en los programas
informéticos. Conocer la base matematica de estos algoritmos permite de-
tectar los fallos de manera inmediata en muchas ocasiones, agilizando el
proceso de correccién y optimizando todos los procesos. Por esto, pienso
que una mezcla de conocimientos teéricos y aplicados es lo que impulsa el
conocimiento matematico y justifica su versatilidad.
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