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Resumen

El presente documento es la consecucién de un estudio que ha pre-
tendido abarcar los aspectos fundamentales para la compresion de los
materiales aislantes topolégicos como elementos en desarrollo dentro
de la fisica de la materia condensada que aspiran a ser de enorme inte-
rés a nivel tecnolégico e industrial debido a sus posiibles aplicaciones
en espintrénica y en computaciéon cuéntica, entre otros aspectos. Es-
te estudio tiene como finalidad la presentacién de los fundamentos de
los materiales aislantes topolégicos desde una perspectiva tedrica, asi
como el estudio de la probabilidad de la funcién de onda de un mate-
rial hibrido constituido por un aislante topologico en contacto con un
material ferromagnético. A las interesantes propiedades de los aislan-
tes topologicos, expuestas durante los cinco primeros capitulos de este
trabajo, han de sumarse las caracteristicas que confiere a sus estados
de superficie la modificacién que produce en su estructura de bandas el
contacto con un material ferromagnético . Para demostrar dichos efec-
tos se han realizado simulaciones numeéricas sobre el comportamiento
de dichos estados de superficie en contacto con la imanacion a partir de
la implementacion de la ecuacion de Dirac en (2 + 1) dimensiones por
medio del Software Matlab de MathWorks, describiendo la nomencla-
tura (24 1) un sistema bidimensional en el plano XY con evolucion en
el tiempo. Asi mismo, se presentan una serie de conclusiones extraidas
del desarrollo de este trabajo que pretenden ser ttiles para presentes
y posteriores investigaciones sobre el comportamiento de los aislantes
topoldgicos en contacto con materiales ferromagnéticos. Por cuestiones
de agilidad, a pesar de pretender una clara exposicién de los concep-
tos aqui tratados, el autor ha optado por dar por sabidos por el lector
ciertos conocimientos de fisica de la materia condensada y de mecanica
cuéntica, puesto que la exposicién detallada de todas y cada una de
las herramientas que aqui se tratan darfa lugar a un texto inmenso, lo
cual, por razones de optimizacion, ha sido descartado por el autor. Un
capitulo final constituido por apéndices aporta ayuda con algunos de
los aspectos de mayor amplitud que el autor ha considerado necesario
exponer.

The focus of this document is the consecution of an study which
has been pretended to cover the key issues for the comprehension of
topological insulator materials as developing elements in condensed
matter physics which strive to be of huge interest on technology and
industry due to its possible aplications on spintronics and quantum
computation, among other skills. This work is intended to show the
theoretical foundations of topological insulator materials, as well as the
study of wave function probability in an hibrid material consisting of



a topological insulator connecting a ferromagnetic material.The cha-
racteristics confered to their surface states by the modification in their
band structure made by the influence of a ferromagnetic material must
be added to the interesting properties of topological insulators, deve-
loped in the first five chapters. Numerical simulations on those surface
states connecting imanation have been developed to prove those effects
by deploying (24 1)-D Dirac equation on Matlab MathWorks’ Softwa-
re, where (2 + 1) nomenclature describes a bidimensional system on
XY plane with time evolution. Likewise, a set of conclussions extrac-
ted from this study are presented, and are pretended to be useful for
present and future researchs on the behaviour of topological insulators
connecting ferromagnetic materials. Although a clear exposition of the
issues has been expected, the autor has decided to take some condensed
matter physics and quantum mechanics concepts for granted because
a detailed exposition of each and every tool treated here would take
to an enormous text, which has been discarded by the author on the
basis of optimization. A final chapter with appendixes brings help with
some of the most dense issues considered by the author.



1. Introduccién: conceptos fundamentales

En tanto en cuanto la teoria de bandas y sus aplicaciones han vertido
luz sobre el comportamiento a nivel cuantico de la materia, la topologia ha
ofrecido la posibilidad de crear una “cosmovision” de la materia en virtud de
sus propiedades topologicas, sin duda alguna algo paradigmatico dentro de la
fisica del estado solido puesto que ha permitido ampliar tanto el enfoque de
la materia como las posibilidades técnicas a nivel industrial. En el presente
trabajo no se ahondara en aspectos relativos a la formulacion lagrangiana
de la materia topoldgica, sino que se presentaran los conceptos bhasicos para
lograr un claro entendimiento y una buena exposicién del comportamiento
de los aislantes topologicos.

El presente capitulo pretende aportar una descripcién de los conceptos
fundamentales que serdn necesarios para abordar el estudio de los materiales
aislantes topologicos. Se estructura en cuatro subcapitulos. El primero de los
subcapitulos consiste en una breve introduccién a la teoria de bandas. El
siguiente subcapitulo versara sobre topologia y algunos conceptos clave que
serd Obice conocer para entender la relacion entre la topologia y la materia,
ligando finalmente estos conocimientos al subcapitulo anterior. Un tercer
subcapitulo introducird el concepto de simetria y las simetrias necesarias
para poder comprender satisfactoriamente los resultados que se expondran
posteriormente. Finalmente, el cuarto subcapitulo tratara sobre la interaccion
espin-orbita, aspecto de suma importancia en los aislantes topologicos para
la comprension de su comportamiento y de la forma de su hamiltoniano.

1.1. La teoria de bandas

El desarrollo de la teoria de bandas supuso la adquisicién de una he-
rramienta fundamental para la fisica de la materia condensada durante el
pasado siglo, ofreciendo una descripciéon revolucionaria de la constitucion de
la materia a nivel electronico que ha permitido un desarrollo técnico que ha-
bria sido imposible de otra manera, constituyendo de este modo uno de los
grandes pilares de la fisica moderna.

Se puede describir describir la estructura de bandas de forma somera co-
mo la descripcion de los niveles de energia E, de los electrones en funcion
del ntimero de onda k. Para describir una estructura periédica, como la de
un cristal, se parte del hamiltoniano del sistema en la representacion de po-
siciones y se transforma en un hamiltoniano descrito en la representacion de



momentos' por medio de una transformada de Fourier?. Tomando los vecto-
res de la base de la red del espacio real, se obtienen los vectores de su red
reciproca. Mediante la transformada de Fourier se pasa de una representa-
cion a otra, sin perjudicar la descripcion fisica del sistema. En principio, la
descripcion de los niveles de energia serd periddica, puesto que una repro-
duccion de lo que ocurre en la primera zona de Brillouin es suficiente para
describir todo el sistema.

Sea una red de Bravais (o red directa “RD”) tridimensional (el caso bi-
dimensional es andalogo; la descripcion tridimensional otorga generalidad a
la descripcion en dos dimensiones), y sean los vectores que la definen los
pertenecientes al conjunto {71'}1.:17273. Considérese ahora un espacio dual al
espacio vectorial que contiene los vectores de la red directa, tal que contiene

los vectores que constituyen el conjunto § b ; . Debera cumplirse la
Jj=12.3

%
relacion siguiente para los conjuntos de vectores {7}, { b j} [1-3]:

—
E)ij = 27T(Sl'j

Los vectores de la red reciproca forman un vector 7(} que seri una com-
binacién lineal de dichos vectores con coeficientes escalares h, k, [ conocidos
estos como indices de Miller [1-3]:

K —hbi+kbotibs

Con los elementos expuestos, puede enunciarse lo siguiente:

VE € RD.AK € RR«— K.} =2mn.nc Z

lo que significa que habra para cada red de Bravais una red reciproca asig-
nada.
Siguiendo con el ejemplo cristalografico, se va a considerar la magnitud
p (?), que es la densidad electronica de un dtomo en funcién de la posicion.
ﬁ
Mediante una transformada de Fourier se obtendra la cantidad f ( k ), que

es una descripcion de la densidad electronica en funcién del nimero de onda:

T as representaciones de posiciones y de momentos son espacios vectoriales relacionados
entre si. La representacion de posiciones es un espacio vectorial constituido por todos los
vectores de posicion del sistema y la representacion de momentos es un espacio vectorial
constituido por los vectores de momentos que se pueden tener.

2Recuérdese que la transformada de Fourier de una funcién integrable tal que f C L'

en otra funcién g es:
1 [t ,
T)=— x)e "Tdx
9(r)= = /_ @



f <?) = /p(?) e R T

En representacion discreta, esto se puede escribir asi:

N
=
F = § fje—zkﬁj
=1

Este es el factor de estructura de una red en la representacién de Fourier,
siendo ? = h?l + k?g + l?g y 7]- los vectores del motivo de la red de
Bravais. Estos conceptos seran de gran utilidad paral obtener las relaciones
de dispersion de un hamiltoniano, previa transformacién de Fourier sobre
este.

La conductividad eléctrica® es uno de los parametros que mejor describen
a la materia en base a su clasificaciéon como aislante, semiconductor o conduc-
tor. El valor de la conductividad de un material es fundamental para poder
entender esta clasificacion. Las conductividades de los materiales aislantes
son muy bajas en 6rdenes de magnitud respecto a las de los semiconducto-
res v a los conductores. Las propiedades de conductividad de un material se
ven reflejadas en su estructura de bandas. Un aislante genérico, reducido a
su méaxima simplicidad, posee una banda de valencia y otra de conduccion,
separadas por un gap de energia. La banda de valencia de un aislante comin
se encuentra llena de electrones, mientras que la banda de conduccién esta
vacia. La separacion entre las bandas a nivel energético y las propiedades
de los electrones confinados a la banda de valencia provocan que no exista
promocion electronica entre las bandas. Esto hace que no existan electrones
libres en el material, cuestion fundamental para que no exista corriente eléc-
trica neta en el material, y por tanto, que la accién de un campo eléctrico
sobre dicho material no provoque un flujo neto de corriente.

Se puede afirmar que el estado aislante es el estado mas simple de la
materia [10]. La teorfa de bandas se fundamenta en la periodicidad del cristal,
la cual es consecuencia directa de la simetria translacional que poseen los
cristales. Esta simetria se expresa mediante el teorema de Bloch. Este teorema
describe el movimiento de los electrones en un solido cristalino y establece
que el valor de la funcion de onda correspondiente al electron tendrd un

3Téngase en cuenta que la conductividad de un material, que se suele denotar po medio
de o también puede describirse por medio de la resistividad p:

o =

1
p



comportamiento periddico tal que, siendo la onda v funcién del vector de
posicion 7, debera cumplirse la igualdad [1-3,9]:

W(7) = (7 + R)

siendo ﬁ el vector de translacion de la red. La funcion de onda del electron
es una convolucion de una onda plana et descrita por el vector de onda k
y una funcion de onda peridédica como la anterior, conocida como funcion de
Bloch. La funciéon de onda total para un sistema periddico es la siguiente:

Vg (7) = e*Tu(7)

Mediante una transformada de Fourier podria obtenerse la funcion de
onda en la representacion de momentos. Los estados del hamiltoniano de
Bloch f](?) son del tipo | un(?) > y sus autovalores las energias En(?),
que constituyen la estructura de bandas. El objetivo de este estudio es conocer
la influencia del magnetismo por medio de un material ferromagnético en la
corriente eléctrica, por lo que serd necesario conocer qué ocurre cuando al
hamiltoniano se la anade un término magnético como un potencial vector. En
este caso habra que transformar las funciones de onda de tal manera que no
provoquen el incumplimiento del teorema de Bloch (véase el capitulo cuarto).

Suponiendo haber transformado ya el hamiltoniano a la representacion de
momentos mediante una transformada de Fourier, el paso siguiente consiste
en la obtenciéon de las relaciones de dispersiéon propias de este, que no son
més que los autovalores sobre los estados propios del hamiltoniano. Se trata
de funciones que representan la dependencia de la energia de los electrones
en funcion del ntimero de onda k (téngase en cuenta de aqui en adelante
que en teoria de bandas se habla de representacion de momentos cuando el
hamiltoniano depende de esta variable y no de la variable espacial, ya que el
momento de un electron en la red periodica es 7 = h K ).

Supongase ahora, a modo de ejemplo, una relacion de dispersion como la
que sigue a continuacion:



Figura 1: Representacion de la anterior relaciéon de dispersion en un dominio
k € [—m, 7.

donde C' denota una constante arbitraria. Se aprecia que esta expresion
se hace cero para un valor de k = 0 (se supone en este ejemplo la unidi-
mensionalidad del modelo) , mientras que se hace maxima para los valores
k = +%. El dominio [—g,—l—ﬂ constituye la conocida como primera zona
de Brillouin. La extension periédica en k del dominio producira las mismas
relaciones de dispersion, por lo que la acciéon de un operador de traslaciéon
sobre los autoestados del hamiltoniano los dejara invariantes. El estudio del
comportamiento de las bandas se puede limitar a la primera zona de Bri-
llouin. Este hecho es consecuencia de la periodicidad de la red y constituye
una enorme ventaja en el estudio de las estructuras cristalinas.

Se ha visto como obtener la estructura de bandas de una red cristalina.
En el caso de un aislante convencional, se dijo que esta estara formada por
una banda de energia conocida como banda de valencia, que estara total-
mente “llena” de electrones. Esta se encontrara por debajo de la conocida
como energia o nivel de Fermi. Por encima de dicha energia se encontrara la
banda de conduccion, que, en el caso del aislante convencional, se encontrara
totalmente vacia. Es habitual realizar una abstraccién para comprender la
realidad fisica del problema considerando que la banda de conduccion esté
llena de “huecos”, que pueden considerarse como antiparticulas de los elec-
trones, con carga positiva y masa negativa®. Por su parte, si se considerase
un semiconductor, el gap de energia seria mucho menor, y, en funcién de
la densidad de electrones y de huecos, se tendrian distintos tipos de semi-
conductores. Lo interesante es ver como, a través de la topologia, se llega a
considerar que tanto los aislantes como los semiconductores pertenecen a la
misma fase. Esto se explicara al final del siguiente subcapitulo®.

“No obstante este es un recurso para abordar el problema. Las bandas realmente solo
poseen (0 no) electrones.
5Téngase en cuenta que lo que se ha descrito hasta ahora son aislantes convencionales.
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1.2. Conceptos topolégicos clave

Lo fundamental para hablar de un aislante topologico es su naturaleza to-
pologica. En realidad, hablar de naturaleza topologica resulta contradictorio,
dado que parece hacerse una distincion entre materia topologica y materia no
topologica, cuando realmente esa materia “no topolégica” es materia con una
topologia trivial. Este hecho explica a su vez la referencia a la materia como
“topologica”: al hablar de materiales topologicos, vy, en este caso, de aislantes,
lo que se quiere transmitir es que la topologia de éstos es no trivial, y por
tanto, su estudio arrojard luz sobre distintas propiedades y comportamien-
tos que para un cuerpo con topologia trivial serian inconcebibles [4-5,10]. A
continuacion se exponen las tres condiciones necesarias que permiten definir
un espacio topologico correctamente.

Se habla de espacio topologico cuando un conjunto cualquiera, digamos
X, y una coleccién de subconjuntos de X, que se denotard por 7, tal que
7 € P(X) donde P(X) es el conjunto de partes de X, consituyen el par
ordenado (X, 7) que verifica una serie de propiedades.

La primera propiedad es que tanto el conjunto vacio () como el conjunto
X estén contenidos en 7:

0. Xer

La segunda propiedad que debe cumplirse es que la unién de cualquier
subcoleccion finita O; de conjuntos de 7 esté en 7, de modo que deberéa
verificarse lo siguiente:

O1,...,0, € T — Ujez0; €T

La ultima propiedad que tendré que satisfacer para que se constituya un
espacio topologico es que la interseccion de cualquier subcoleccion finita O;
también cumpla lo anterior; es decir:

01, ,Ol cET7T — ﬂiGZOi cT

Considérese ahora una aplicacion f que conecte dos espacios topologicos,
tal que f : (X,7) — (X, 7). Para que sea continua debe existir la anti-
imagen de un abierto de 77, y este debe ser también abierto de 7. En otras
palabras, debe cumplirse:

Sin embargo, es necesario aclarar la existencia de otros dos tipos de aislantes: los aislantes
de Mott y los aislantes de Anderon.

11



Figura 2: En la presente figura se exponen las tres con-
diciones  necesarias para que exista un  espacio  topologico
|https://nptel.ac.in/courses/111106054 /Chapterl.pdf]. Se tiene un sub-
conjunto x que pertenece a otro mayor X, en el cual esta definido también el
conjunto vacio () (primera propiedad). Al mismo tiempo, este subconjunto se
incluye en otro, que podemos denotar por B, de modo que = € B (segunda
propiedad). A este otro conjunto pertenecen también los subconjuntos
B, By, lo cual satisface la tercera propiedad dado que existird un tercer
subconjunto que sea la interseccion B3 = B; N By de modo que x € Bs.

VO, e, f(O;Y) er

Si se consideran dos aplicaciones como la anterior, digamos, f y g, tales
que f,g : (X,7) — (Y, 7'), hablaremos de homotopia cuando exista una
aplicacion z que cumpla lo siguiente:

z (X, 1) % ([0,1],7(d) 1) — (Y, 7')/2(x,0) = f(z), z(x,1) = g(z)

Si dos aplicaciones son homotdpicas, estas constituyen una clase de equi-
valencia.

Existe un nimero conocido como “genus” y que se denotara por g, rela-
cionado con el Teorema de Gauss-Bonnet y con la curvatura. Siendo S una
superficie sin frontera y K su curvatura gaussiana, el teorema establece lo
siguiente:

/KdA:X:Z(l—g)
s

donde x es la caracteristica de Euler. Considérese, por tanto, el trillado
ejemplo de la naranja y la rosquilla, o de alguna figura esferoidal y una taza,
por ejemplo. La naranja es una figura con forma de esfera. El genus de las
esferas es ¢ = 0. Por tanto, cualquier superficie S con g = 0 puede deformarse
de manera continua a otra superficie con el mismo genus nulo. Por su parte,

12



un toroide como una rosquilla, tiene un genus g = 1, por tanto no se podria
deformar la naranja de forma continua en una rosquilla. A su vez, si se podria
deformar la rosquilla en una taza, por los mismos motivos que antes [10]:

Figura 3: Una naranja y una rosquilla son elementos topologicamente dis-
tintos puesto que no se podria deformar ninguno de ellos de forma continua
hasta obtener el otro. En esto influye el mencionado genus. Sin embargo, si
se podria deformar la naranja en otro objeto que no tuviera agujeros y la
taza en otro objeto que si los tuviera [10].

En conclusion, se extrae que la definicion de continuidad impide la crea-
cion de agujeros en la superficie, permitiendo asi, por medio de una trans-
formacion homotopica, la deformacion de superficies con el mismo genus.
Debido al papel del genus en estas circunstancias, se dice que el genus es un
invariante topologico. Dicho de otro modo, un espacio topolégico con un de-
terminado genus al que se le aplica una transformacién homotoépica, da lugar
a otro espacio topologico con el mismo genus. Si g; es el genus del espacio
topologico (X, 7) y go lo es de otro espacio topologico (Y, 7') :

(X,7) f+ (X,7) — (Y, 7)) /91 = g2

De una definicion similar a la del teorema de Gauss-Bonet, se podra en-
contrar invariantes topologicos para cada modelo concreto, tratandose estos
del ntiimero de Chern o del invariante Zs, propio de los aislantes topologicos.

En el anterior subcapitulo se mencioné la relacion entre los aislantes con-
vencionales y los materiales semiconductores. Esto se concibe porque es posi-
ble deformar el hamiltoniano de manera continua de manera que se modifique

13



la estructura de bandas produciéndose una variacion del gap de energia, esta-
bleciéndose de este modo una equivalencia topologica entre distintos estados
aislantes.

Lo que concierne a este texto es la aplicacion en los aislantes topologicos.
La clave que subyace al estudio de las estructuras de bandas de los aislantes
topologicos es la deformacion continua del hamiltoniano del sistema en otro
distinto, y de este modo, la modificaciéon de sus bandas de energia, de tal
manera que el invariante topolégico asociado al hamiltoniano sea el mismo
en cada deformacion, mientras que en el momento en el que por alguna razon
el invariante cambie, se hablard de un cambio en la fase topoldgica y por
tanto en la topologia del material. Este analisis se realizard en los modelos
que se presentan en los siguientes capitulos y que tienen la intencion de
esclarecer, tanto para materiales no aislantes topologicos como para aislantes
topologicos, los entresijos de su topologia.

1.3. Simetria de inversiéon temporal: degeneracién de
Kramers

La violacion o no de la simetria de inversion temporal (T-violation) es,
ademas de uno de los fenémenos que tiene que ver con el caracter topolégico
de ciertos aislantes. De forma esquematica, se puede hablar de tres tipos de
simetrias espaciales y de dos de simetrias temporales. Dos de las mas cono-
cidas entre las espaciales son la simetria de translacion espacial y la simetria
de rotacion espacial. La primera implica que la eleccién de un origen de coor-
denadas en el sistema fisico es arbitraria, lo que conlleva la conservaciéon del

d

momento lineal de la(s) particula(s) en movimiento (d—? = 0). La segunda

refleja la también arbitrariedad en la orientacion de los ejes de coordenadas,
ﬁ.
implicando asi una conservacion distinta, la del momento angular (4£ = 0).

Entre las dos temporales, una de ellas, la traslaciéon temporal, implica otra
arbitrariedad: la de la eleccion del origen temporal t = 0. Bajo estas circuns-
tancias se enuncia el teorema de la conservacion de la energia, de modo que
se cumplira la ecuacion % = 0. Estas tres simetrias nunca se violan experi-
mentalmente, de modo que puede decirse que se tratan de leyes naturales.
La otra simetria espacial no mencionada se conoce como simetria de in-
version espacial o paridad y esté representada por el operador P.La paridad
implica tanto una reflexién especular como una rotacion de 7 radianes res-

pecto a los ejes restantes. de este modo se puede expresar como:

x —x
7=y ;P?:_?>: -y
z -z

14



La simetria de orden temporal restante se conoce como simetria de inver-
sion temporal (TRS del inglés «Time Reversal Simmetry» ), y junto con la
paridad, constituye un tipo de simetria que no se puede describir mediante
la variacion continua de sus parametros (a diferencia de las anteriores), lo
que da a entender que merece otro tipo de cuidados. Si bien las anteriores
se decia que eran inviolables, puede que ocurran situaciones en las cuales la
paridad, o la inversion temporal, o ambas a la vez, no se cumplan.

La simetria de inversion temporal serad la que méas importancia tendra a
la hora de entender los aislantes topologicos. Podemos pensar esta inversion
como el proceso de rebobinado de la filmacién de la interacciéon entre dos
bolas de billar: por ejemplo, si en el sentido positivo del tiempo dos bolas
colisionan y se alejan como fruto de dicha colision, en el sentido negativo
que describe el rebobinado, las bolas volveran a acercarse hasta el momento
de la colisién y de nuevo hacia el instante inicial, sin que ninguna ley fisica
se incumpla en este proceso. Un caso como este implica una simetria de
inversion de temporal, puesto que no produce la violaciéon de ninguna ley. En
general, se puede entender esta simetria como la invariancia de las leyes fisicas
bajo un conjunto (in)finito de sucesos {...,S(t1), S(t2),...}que transcurren
en dicho orden y del mismo modo bajo el conjunto (in)finito de sucesos
{..,S(t2),S(t1),...}. En general la mecanica clasica es invariante bajo estas
transformaciones en caso de que se trate de un sistema conservativo, pero este
argumento no es suficiente puesto que no es suficientemente fuerte. Para que
un sistema clasico sea invariante bajo inversiéon temporal debe satisfacerse
que

F=-YV(7)

ya que para fuerzas de este tipo se va a cumplir ?(7), t) = ?(7,} —t).

El siguiente paso que se dara sera conocer como es el operador de inversiéon
temporal. Este se denota por 6 y se asume que se trata de un operador
antiunitario®.

El operador de inversién temporal sobre el fibrado de Bloch” acttia como

5Los operadores antiunitarios satisfacen la antilinealidad, a diferencia de los unitarios.
De este modo, cumplen las dos siguientes propiedades:

OO =60 =1
2)0 (o) + B¢) = a*OY + B*O; Vi, pe

donde H es un espacio de Hilbert.
"La topologia de la primera zona de Brillouin es la de un toroide conocido como toro
de Brillouin y simbolizado por T%. Para cada valor del namero de onda k existe un hamil-
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un mapa que relaciona las fibras en k con las fibras en —k del siguiente modo:

H(—k)=6H (k)6

La representacion del operador temporal en términos de sus generadores
puede escribirse como sigue:

A sy A
O=c 7 K= K

0 ..eimmy

Dado que este estudio pretende estudiar electrones, deber& considerarse
el caso fermidnico de espin J = % Entonces se tendréa:

A~ e 2 0 ~
0 ez
Dado que e 2 = —i y que e2 = i, el operador de inversién temporal

propio de fermiones de espin J = % (que ser4 1til, por tanto, para electrones)
se puede escribir mas comodamente como sigue:

A —1 0 A A =1 0 - P
@—( 0 Z.)K——Z( 0 1)K——102K

La antiunitariedad del operador de inversién temporal garantiza el cum-
plimiento de la relacion:

02=-1

Esto se hace efectivo para el operador obtenido anteriormente:

Una consecuencia de la evolucion de los estados de espin semientero afec-
tados por la accion del operador O es que los autovalores de los estados
| ¥ >y O] 1 >no son los mismos, puesto que si esto ocurriese, se tendria lo
siguiente?:

O |1 >=e? | >

toniano de Bloch H (k) asociado a un espacio de Hilbert de dimensién infinita que puede
escribirse como Hy. El fibrado de Bloch hace referencia a la relacion [7]:

7 H, — T?

8045 simboliza la segunda matriz de Pauli.

9Se introduce una fase, resultado distintivo la aplicacién del operador o.
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©2 | th >= e | 1) >= e e | p >=|1p >

Esto contradice la propiedad de antiunitariedad. Por el contrario, lo que
deberia ocurrir seria lo siguiente:

0|y >=— | >

aunque sin embargo, teniendo en cuenta que

0% | >=|c |y >—|c[’# —1

esto no tiene coherencia. La implicacion de estos resultados es que los au-
tovalores asociados a los estados | ¢ >y 6 | ¥ >son distintos pero poseen la
misma energfa. Este resultado es de suma importancia. Se trata de la cono-
cida degeneracion de Kramers. En lo tocante a las fibras del hamiltoniano, la
energia serd la misma para los estados de | k > y | —k >. Dado que, aunque
en general, | k >y | —k > corresponden a fibras distintas, la periodicidad de
la red provoca que haya puntos del toro de Brillouin en los que para | k >y
| —k > la fibra coincide. Estos son los puntos conocidos como puntos de alta
simetria o TRIM??.

Si el hamiltoniano de Bloch conmuta con el operador de inversion tem-
poral:

[ﬁ[(?), 6] =0

entonces dicho hamiltoniano es invariante bajo inversison temporal. De
este modo, satisfara la siguiente relacion:

1.4. Interaccién espin-6rbita

El acoplamiento espin-6rbita es responsable del comportamiento particu-
lar de los aislantes topoldgicos para ciertos materiales de dimensiones mayores
que 1. Esta interaccion es la tercera més notable a nivel atémico y molecular,
y es de caracter relativista, siendo este el efecto relativista mas notable a esta
escala. La interacciéon espin-6rbita es responsable del desdoblamiento de un
nivel energético en varios, lo cual depende en gran medida del tamano del
nucleo, o, lo que es lo mismo, de su nimero atémico Z. Esto justifica el he-
cho de que para obtener aislantes topolégicos se deba trabajar con elementos

10Time Reversal Invariant Momenta.
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pesados, o que, del mismo modo, el grafeno no sea un material bueno para
el estudio experimental de estos materiales, a pesar de poseer propiedades
similares.

La interaccion espin-orbita se representa como una contribuciéon de poten-
cial tal que Vgpo = 75. , donde el campo magnético es el campo magnético
interno del nicleo atémico y el término ﬁs es el momento magnético intriseco
del electron, de magnitud proporcional al magneton de Bohr.

La interaccién espin-6rbita proviene del movimiento relativista orbital
de un electréon a través de una fuente de campo eléctrico, que es la carga
nuclear. Existird interacciéon magnética entre el momento magnético de espin
del electréon y el campo magnético que este sentird como resultado de su
movimiento orbital a través del campo eléctrico que genera el niicleo atomico.
Dicho campo eléctrico sera:

17 dV
E=-Vo =T

Dado que el campo magnético de la interaccién espin-érbita es §
X 7,se obtiene:

BolBuv-B- Lt Py L1V o 1 1AV, 7

c? mc? mec? r dr mec? r dr

Como H,, = —ﬁs.ﬁ y ﬁs = —gsuB.ﬁ, se llega a la siguiente expresion
para el hamiltoniano de la interacciéon espin-orbita:

R 1dV—
H,, = LS
m2c2 r dr
Por comodidad se puede tomar \ = m};2c2 HX y escribir ya mediante un

sumatorio el anterior hamiltoniano:

Hy,,=))_ LS

Este fenbmeno de interaccién espin-orbita provoca la conservaciéon de la
simetria de inversion temporal en los aislantes topologicos, hecho el cual es
necesario para la existencia de un invariante Z,. En los modelos que aqui se
presentan anteriores a los aislantes topologicos, la violacion de la simetria de
inversion temporal puede, en algunos casos, ser el requisito necesario para
conocer otras fases topologicas distintas de la trivial. La interaccion espin-
orbita de dichos modelos se considera despreciable y solo toma relevancia en
aislantes topologicos reales.
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o i

AJ =L+S S o
1= 7 o, J2La8
J 5
s=-1f2
i= ¢ f1=1
L L
5\ J
S
{1 = total angular 3 ¢

motendunt quantim
number

;= 3212 -1/2-3/2 ;= 11,1/
Figura 4: La interaccion espin-6rbita da lugar a un vector de mo-
mento angular total que es la suma vectorial del momento an-

gular orbital L y el momento de espin ? |http://hyperphysics.phy-
astr.gsu.edu/hbasees/Atomic/lcoup.html|. En la figura se observa como el
momento angular de espin puede tomar dos valores (téngase en cuenta de que

se va a trabajar exclusivamente con electrones de espin semientero | S |= %)

en funcion de la orientacion que tenga, para un mismo valor de L. Esto da
lugar a que exista degeneracién respecto al momento angular orbital debido
al espin del electron. La descripcion global de estas situaciones la da el vector

de momento angular total J.
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2. El efecto Hall cuantico (QHE)

Para poder comprender la naturaleza que describe a los aislantes topolo-
gicos, es necesario tener en cuenta que, aunque haya modelos que no reciban
la mencion de «topologicosy (ententiendo esto como referente a una topo-
logia no trivial), su comportamiento puede llegar a tener relacion con el de
los primeros. La presencia de fases con topologia no trivial y su anélisis es
el objetivo de los siguientes capitulos, en los cuales se introducen algunos
modelos que historicamente dieron luz al conocimiento de topologias no tri-
viales. Con el fin de poder sentar las bases de los aislantes topologicos se
introducen primero varios modelos a partir de los cuales poder comprender
correctamente los materiales protagonistas de este estudio. Estos modelos
son varios: el efecto Hall cuantico, el modelo Su-Shrieffer-Heeger y el modelo
de Haldane, claves para un buen desarrollo ulterior de calculos en modelos
(2+1) dimensionales. En el presente capitulo se da una descripcion del efecto
Hall cuantico (QHE) dada su importancia como precursor de comportamien-
tos topologicos no triviales, y su relacion con el efecto Hall cuantico de espin,
que serd la base de la explicaciéon de los aislantes topologicos bidimensionales.

2.1. El efecto Hall cuantico (QHE)

El efecto Hall radica en la aparicion de un campo eléctrico (por tanto, de
un voltaje) en el seno de un plano conductor (nos centraremos en sistemas
bidimensionales) por separacion de cargas tras la aplicacion de un campo
magnético perpendicular a dicho plano. Esto es asi tanto en la version clésica
como en la versién cuantica del efecto Hall. En un sentido clasico, el efecto
Hall es una ampliaciéon de las consecuencias de la ley de Ohm. Recuérdese
que una de las representaciones mas comunes de la densidad de corriente es:

El efecto Hall clasico introduce una representacion tensorial de la anterior
ecuacion del siguiente modo:

j:v Ozz Ogy 0 Em
Jy = Oys Oyy 0 E,
donde
ng: T
Ogx = Oyy = Oz =
vy m
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oy = Oy = L=
B

En las anteriores expresiones se describen las componentes del tensor de
conductividad por medio de la concentracion de electrones n, de su carga
Ge—, del tiempo promedio de choche 7, de su masa m y del campo magnético
aplicado B. La conductividad o,, se conoce como conductividad de Drude y
suele representarse como op. En el efecto Hall aparece otra componente que
es la conocida conductividad Hall o,,, también expresada habitualmente por
op. Esta conductividad (o la resistividad, ya que se mencion6 anteriormente
que son magnitudes inversamente proporcionales) toma, en el modelo clasico,
valores continuos que dependen de los parametros n, g._ y B.

Lo interesante de la distincion entre el caso clasico y el cuantico es que,
mientras que en el paradigma clasico los valores que se esperaria obtener
serian de caracter continuo, lo observado experimentalmente coincide con
las predicciones cuanticas. Primeramente, véanse los siguientes resultados
experimentales de las resistividades longitudinal (en verde) y transversal o
Hall (en rojo) para el caso propuesto:

p.\'.\ (kg}
2
R, (h/e”)

=112

-|1/3
114
1116

i |

5 5

B(T)

Figura 5: Representacion de las resistividades longitudinal y transversal me-
didas experimentalmente en un Efecto Hall cuéntico [24]. Se puede observar
como la resistividad transversal se parece a una funcién constante definida
a trozos. La existencia de valores discretos en lugar de continuos es la pecu-
liaridad de lo cuantico frente a lo clasico en el efecto Hall. Concretamente
en este fenémeno la existencia de saltos de este tipo tiene relacién con la
aparicion de invariantes topologicos como se vera méas adelante.

Se observa que para campos magnéticos fuertes (y también para tempera-
turas bajas) no existe linealidad entre las resistividades y el campo magnético,
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sino que el comportamiento pasa a ser muy distinto, como el de una funcion
constante definida a trozos para la resistividad transversal. Este hecho con-
tradice la version clasica del modelo Hall, que predice linealidad entre las
resistividades y el campo magnético:

1

PH = Pzy = —B
nec

para la resistividad Hall o transversal [4-6, 9-10]. La importancia de lo
cuantico reside precisamente en esa peculiaridad, lo cual parece indicar la
necesidad de un tratamiento cuantico de la situacion planteada.

El autor ha desarrollado los siguientes calculos para la obtencion de los
resultados. Considérese un hamiltoniano de electrones libres:

. H2

Se va a tomar el hamiltoniano para un solo electrén, dado que el anterior
hamiltoniano es separable. Dado que habrad un campo magnético aplicado
perpendicularmente sobre la lamina bidimensional de nuestro modelo, se
obtendra, siguiendo el principio de acoplamiento minimo, el hamiltoniano
siguiente:

~

R 2
2m  2mec

cumpliéndose ? =V x Z Considerando que el potencial vector solo
tiene componente y, es decir: A = (0,z,0).B, se obtiene

A 1 9 R e \2
H=—\p;+ <py+—B.I'>
2m c
Este hamiltoniano cumple las siguientes relaciones de conmutacion:
,p.| 0. 1.5,) =0,
por lo que para obtener la funcién de onda se puede diagonalizar p, para

luego diagonalizar H. Considerando una funcién de onda de variables sepa-
rables tal que

V(x,y) = o(@)(y); Dyo(y) = pyd(y)

y teniendo en cuenta que el operador momento en la base de posiciones
es
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se obtiene lo siguiente:

_ 06(y) ipyy
-1t oy =pyd(y) +— d(y) = Ce n
Habiendo obtenido la componente y de la funciéon de onda, se puede
obtener ahora la funciéon de onda total, ya con el hamiltoniano:

PyyY A

Hi(z,y) = Ho(x)d(y) = Ce v Ho(z) ¢—

K2 0? 1 /. e \2
<—— {_-§;;Eigi+§;ﬁ < y‘+'glg$> } @(lﬂ ——f?¢($)

Si ahora se realizasen los siguientes cambios:

Po(x) (e N\20Pp(x)
ox'? _<_B) 0x?

c
se llegaria a la siguiente expresion:

h? O? 1 c\2 , , c\2
- — (= — (= Eolz
[ 2m8x’2+2m (eB) v }(p(m) (eB) Pl)
El segundo término del hamiltoniano se puede considerar un potencial

L. 2 . o
armonico tal que 5= (=%)” 2 = Lmw?2™ con frecuencia de oscilacion w =
2m \eB 2

Bajo esta consideracion, los niveles de energia seran:

c\2 1 ehB 1
—) E, = Z E,=—— Z
(eB) hw<n+2> N mc (n—|—2)

Por su parte, la funcién de onda para cada autovalor seré esta:

e
&' =p, + - Biy
C

c
meB”

ipyy

1
Vnp, (T,Y) = e ©n(2)

Esta funcién de onda estd altamente degenerada, pues p, puede tomar
valores continuos, y ademas habra que tener en cuenta la degeneraciéon indu-
cida por el niimero n. Estos son los conocidos como niveles de Landau, que
son niveles de energia con degeneracion infinita.

Ahora se va a considerar un hamiltoniano con un término adicional. Este
término es debido a un campo eléctrico, tal que:

V = —eFEx

23



El autor ha realizado un desarrollo analogo anterior, pero este caso otor-

gando un resultado mas general. Sea el hamiltoniano siguiente:

- 1 e 2
H=— (ﬁi%— (ﬁy+—B§:> ) —ebx
2m c
Se seguird cumpliendo la relacion de conmutacion [f] ,ﬁy} = 0 y por

tanto:

1

2m

—h2

é)Q
o2+

1

B

Si se desarrolla el término al cuadrado se obtiene la siguiente igualdad!?:

B)Q(JH

e

(&

(ﬁi+—(

p

ipyy

¢(y) =Cen

Considerando todo el hamiltoniano!!:

C

eB T

mc’E
eB?

A

by + ZB:%)2) - eEfc} ¢ ()

)2 6 (2)

€ ()

"Por cuestiones ortogréficas, se escribira ahora el campo eléctrico como E y la energia

Como €.

12Este desarrollo no es tan intuitivo con el anterior. En este caso se escribird un término
al cuadrado nuevo que implicaré la necesidad de anadir términos a la derecha, en el término

energético:
e N2 1 . eB . [eB\?. )
o (py + EJTB) —ekBZ = o <p,2/ + 2?pyx + (c) &2 — 2meEx>
1 (63)2 PR mc2E\ 2 1 (63)2 ( c . +A)2 5 mc*E . mcd2E
I st - 5 Y - 2) —
2m \c¢ epr eB? 2m \c¢ epr e2B3 Py eB?
1 re _\2 c \2 c mcE mcE mc*E 2
) () a2 (22 sy
2m (c eB Pyt eprw T e2B3 Py + eB? + eB?
1 |5 2B, e N2 4 mcE R m2c?E2
Qm{py+c pyx+(EB) z 2< 5 py+meEx)+B2 =
1 ( c . n A)2 omeEd 2mcE | m2c? F?
=— |(— ) —2meE% —
om |\eB?? B v T pe

2)+ (

Igualando los dos resultados se obtiene que para que la igualdad tenga sentido, habra

que sumar al otro lado de la ecuacién el término —
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Bajo un cambio de variable analogo al del caso anterior, pero ahora con
campo eléctrico, si se considerase

., ¢ mcE
eB?

T =1+ —5p,—
eB"Y
nos encontrariamos ante otro oscilador armoénico'3:

—h? 9? 1 re \2 , mckE | mc? E?
{%ax@Jr%(EB) ‘ 1¢<x>_ (6_ BT o )¢<x>

En este caso, difieren los términos energéticos. Finamente se obtiene la
expresion de la energia:

eB( 1) mcE mc? E? eB( 1) mcE = mdE?
=€, n 5 +

h_ _ N Z n:h_ —
m \"T3 B Pt € B v ope

2B2 m

Considerando p, = hk', se llega a la expresion final:

el 1 mcE mc?E?
€n=h— (n+-|+ hk —
m ( 2) B 2B?
El objetivo final de este trabajo es el estudio del control de la corriente
eléctrica de un material aislante topolégico en contacto con un material ferro-
magnético. Dicha corriente eléctrica, si bien a un nivel clasico y en materiales

O6hmicos obedece a la ley de Ohm

V=IR

en el caso que nos concierne es mas tutil calcular el valor esperado de la
intensidad de corriente, que vendra dado por la siguiente expresion:

e e ~ e € -
<?>:—— < Ui | D+-A| Vpp >= —— < Ui | —tANV+-A | 1 >
m%j Ui | A=A | U m%j Un | —ihV+=A |

La forma de ser de las bandas es la que explica que la intensidad tenga
la foma que el autor ha calculado. Se tendra que calcular dos componentes:

2 2
13Se tendrfa, esta vez: 220 — Ze),

Esta es la forma que adquiere el momento lineal en su formulacién para las redes
cristalinas.
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C ol [ < T —E TS < | —ihd | o >0
< T, >= =LY, (et < oo | S2B | oy, >)

El primer término es cero dado que se trata del valor esperado del momen-
to p.. El segundo término se puede desarrollar considerando que la funcion

. 2
de onda no va a estar centrada en x = 0, sino en x = ’g%f — hk5:

< ?y >= —%Xn:zk: (hk+ < i | SxB | Yk >> =

_ __ZZ (hk hk + mCE) - —ech—

Para evaluar el sumatorio en k se considerard una lamina de area A =
L,.L,. Dado que hay invariancia respecto al eje y y no respecto al eje z,
al imponer condiciones de contorno periddicas respecto al eje invariante se
obtendra un valor i—’; El ntimero de estados degenerados para un nivel sera,
de este modo: '

L, 0 dk:AeB
2 Ly

s

g:

Entonces resulta que el valor esperado de la intensidad de corriente en la
direccion y es:

E AeB  e*uc
< 7 >= — = — EA
B h h
De este modo, la densidad de corriente j, = 0., F, es:
1 e2ve e’c
jy:Zy:_ h E(—)O’xy:T’U,UEN

Se observa cémo mediante un tratamiento cuantico del efecto Hall se ob-
tiene una conductividad transversal que estd cuantizada por un nimero v,
difiriendo de este modo y de manera notable de la conductividad Hall del
modelo clasico. El ntimero v obtenido es un ntimero cuantico topoloégico de
extremada importancia para el andlisis de la materia topologica. Para enten-
der de qué estamos hablando, supéngase ahora una situaciéon perturbativa
en la que a un sistema con hamiltoniano H, se le aplica una perturbaciéon
por medio de un potencial V' = —eFEy. Si los estados del hamiltoniano no
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perturbado son los estados {| n >}, los estados perturbados {| n’ >} podrian
representarse por aplicacion de la teoria de perturbaciones:

< —el >
|n'>:|n>+z ml]? ig\n | m >

m#n

Interesara conocer el valor esperado de la densidad de corriente en el eje
OX, que el autor ha calculado del siguiente modo:
!/ / !/ / 1 / /
<J.>=<n|J, |n >:ﬁ2f(En)<n | ev, | n' >=
n

<m|—eBy|n>
En_Em

n,m#n

<n|ev, | m>+

+Zf(En) T E <m|ev, | n>

n,m#n

donde el valor esperado de la densidad de corriente para £/ = 0 es nulo:
< J, >= 0. Considerando lo anterior, y que

m | vy, | n>

<m| |n>—z’h<
yim=="mr _E,

se obtiene el siguiente resultado:

_ihe?
< J >= % S HEDS Bl

m#n

con

B <m|y | n><nlev, |m> <n|vy|m><m|ev, |n>
- (En_Em>2 (En_Em>2

Para obtener la expresiéon anterior en la representacion de momentos
de una red periodica, que es lo que nos interesa, se consideraran estados
{] unx >}. Dado que:

.0
= 11—
Y= "ok,
y que, siguiente la ecuacion de Heisenberg de evolucion temporal, se cum-
ple la siguiente relacion:

27



(Enk - Emk”) <u ’ i
ih " Ok,
se obtiene la expresion del valor esperado de la densidad de corriente en

la representacion de momentos de una red periddica:

< Uy | Uy | Unge >= | Upp >

—ie’F
<Jpe=—r ) f(Ew)
n,k

0 0
Z<umk"a7‘unk><unkla7|umk’>
Yy T

m#n

0 0
_Z<unk’aT’umk’><umk”%’unk>:
Y Yy

m#n

—ie’E o 9 9 P
~ hL? ;Zk:f(E”k)|:a_kx<u”k|a_ky|unk>_a_ky<unk|a_k,x|unk> —

—62E aAny aAnw
- L S |-

con Ay =i < Upg | % | upr >, donde A,,; representa las componentes de
1
algo més general que se conocerd a continuacion:

Xnk:i<unk|??|unk>

Se ha obtenido por medio de la teoria de perturbaciones, que el valor
esperado de la densidad de coriente en la direccion del eje OX depende de una
cantidad A, conocida como conexion de Berry. En el siguiente subcapitulo
se expone cudl es su naturaleza y su conexion con los aislantes topologicos.

2.2. La fase de Berry y el invariante TKNN

El anterior elemento es lo que se conoce como conexion de Berry. Antes
de continuar con lo anterior, se va a estudiar este elemento.

Para entenderlo, habrd que considerar el conocido teorema adiabatico
|4][12], el cual establece que si se realiza una perturbacion del hamiltoniano
de manera conveniente (es decir, de forma suficientemente lenta), sus auto-
estados permanecerin siendo los mismos.
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Sea un hamiltoniano dependiente del tiempo, cuyos autovalores y autovec-
tores (funciones de onda) también dependeran de esta variable. La ecuacion
de Schrodinger de este sistema sera la siguiente:

(9 (0 ~
PO _ 10y | 4y 5= B 1) 4 1) >
La solucién a las funciones de onda puede expresarse como una combina-
cion lineal:

[ () >= Y Dey(t) | ¢ (1) >

n

donde ¢,,(t) fo "Ydt' es la fase dinamica, relacionada con la ener-
gia del sistema, y donde cn(t) es otra fase conocida como fase geométrica,
puesto que depende del camino seguido en la evoluciéon temporal. Esta tltima
fase, conocida como fase de Berry, tendra la forma c,(t) = ¢"® y estara
relacionada con el elemento an que se vio anteriormente, la conexion de
Berry.

El autor ha desarrollado los siguientes calculos. Insertando lo anterior en
la ecuacion de Schrédinger se obtiene lo siguiente:

e [P0 400> 4TG0 i [0 > 750

—Ze”n (O)H | (1) >

Dado que

PX e iea() [ (6 > 20| = 5 e (0B 1) 6 1) =

n n

= e | 0>

la anterior ecuacion se simplifica asi:

i3 i@ {acn( ) L () > (t)(? | ¢gt(t) >] _0

n

Separando en dos miembros y multiplicando por el “bra” < ), () | bajo
la consideracién de ortonormalidad:
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acn ; 0
Db 5t = = e (t) < (0] g |9 () >£ 0 = m=n —

(9 | Oy (1) > el @nO=dm(t)

— acm ch <Y ()] 35

Si ahora se deriva la ecuaciéon de Schrédinger:

OH () O | by (t) > aE ( )

ot

0] ¢ (t) >
ot

| Un (8) > +H(1) | ¢n (t) > +E, (1)

y se multiplica por el “bra” < ¢, (¢) |:

OH (t) O | by (t) >

¢m(t)|T|¢n(t)>+<wm(t)|ﬁ(t)T:

OB, (1)
T

Grn+ B (0) < i (1) | 25 | (6) ==

U ()1 2O 0 > 1 B0) < i (1)1 2 1) >

= B ) < (1) | 2 |t () >, e

OH )
=<1 (1) | 5 | Y0 () >= (Ep — E) < Y (t) | e | Y (t) >¢—

< (8) | 22D |, () >
(En - Em)

entonces se podra sustituir el resultado en la ecuacion ( ) :

De(t)
ot

0
< (1) o | (1) >=

= = 3 alt) < i (6) | | (1) > o O-m) =

n,m

= (1) < (1) | 5 [ (1) >
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.
<t (1) | 2D, (1) > i(n (£)—bm (1))
=2 calt) (Bn — En) ‘

n#m

Ahora, se empleara la aproximacion adiabatica, que consiste en considerar
que para cada valor de n se cumplira:

OH (t
< W () | 752 | () >
(En - Em)
de modo que se puede simplificar la ecuacién despreciando el segundo
término. Entonce se tendra lo que sigue:

<1

e (1)
ot

= —Cm(t) < U (1) | % | Y (£) >4— Cm(t) = (0)e7m®

donde v, (t) = [ < ¥ (') | 2 | ¥ (t') > dt’. Este resultado confirma

lo dicho anteriormente sobre 7, (t). En realidad, la dependencia con repecto

al tiempo esta implicita en los parametros R (t) que describen un camino
en el espacio de parametros. Por este hecho, se podria escribir, tras un desa-

rrollo analogo al previo, para un hamiltoniano tal que H = H (ﬁ (t)), una

expresion similar a la anterior:

)= i < v (B) | 91 (7) > 8 == § 4, (R) B

Esta fase contiene la conexién de Berry Zn <§> Esta conexion se con-

vierte, tras sufrir una transformaciéon gauge, en esto:
A, (B) — 4. (F) - V¢ (R)
donde & <§> es la fase que se obtiene en la transformacion gauge de
los vectores tal que | i, (ﬁ) >— eig(ﬁ) | Ym (ﬁ) >. Entonces la fase
geométrica pasarda a ser v, (t) — v, (1) — [5 (ﬁ) —£ (ﬁoﬂ En caso
de tratarse de un camino cerrado tal que 5(?) = 5(30), dado que las
funciones de onda son monovaluadas (| ¥, (ﬁ) >=| 1, (ﬁo) >, debera

cumplirse esta relacion:
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§<ﬁ> —§<ﬁo> =2mn,n € N

De este modo, la integral

?é A, (R)dR

serd un invariante gauge; por tanto, asi lo serd también el término c,,.
La fase de Berry se puede relacionar con la expresion obtenida en un parrafo
anterior, siendo K — ?

Volviendo a ese caso, se tenia en la representacion de momentos que

Xnk:i<unk\€7]unk>

_>
Integrando en £ sobre la primera zona de Brillouin:

—e’F L? [0A 0A —  e’F
< J, >= — Y N dk = —
© 7T e n;m /BZ o { ok, Ok, ] v

Dado que J, = 0., Ey:

62

Uzy = EU

Este es el mismo resultado que se obtuvo sin aplicar teoria de perturba-
ciones para la conductividad Hall del efecto Hall cuantico. Se puede observar
como la integral en toda la primera zona de Brillouin de la fase de Berry da
como resultado un niimero v, que es mas conocido como el invariante TKNN
(Thouless, Kohmoto, Nightingale y den Nijs) [10]. El resultado anterior es
anélogo al Teorema de Gauss-Bonnet en topologia para el modelo de bandas,
lo cual muestra la estrecha relaciéon existente con ésta.

El invariante TKNN es la suma de todos los numeros de Chern C,, tales
que

1 [04,, 0A.| — 1 X — 1
= — = — = — = — BZ
Co Bz 2T { Ok, Ok, 1 dr jéBZ 2m nd K o Y (9B2)

El cambio en el factor de fase tras completar una vuelta sobre el contorno
de la primera zona de Brillouin es un miltiplo de 27, lo que significa que C,
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solo puede tomar valores enteros. De este modo, la conductividad Hall esta
cuantizada por nimeros enteros de modo que C, € Z.

Hasta ahora se ha estudiado el efecto Hall cuantico, donde el invariante
TKNN es distinto de cero y entero. Lo que diferencia al QHE del efecto Hall
cuantico entero (IQHE) es que en este segundo caso, el comportamiento del
material es el mismo que el del QHE, pero sin campo eléctrico ni magnético.
Este es el comportamiento que se busca, el de materiales con estructura de
bandas tipica de materiales aislantes pero con conductividad Hall no nula.
La pretension perseguida es que el invariante TKNN sea distinto de cero, y
que, por tanto, el invariante topolégico del sistema sea no trivial.

Estrictamente hablando, se consideran aislantes topolégico a aquellos que
tienen un comportamiento tipico de un efecto Hall cuantico de espin (QSHE).
Los modelos que se verdn posteriormente no se corresponden estrictamente
con un aislante topologico en tanto en cuanto no se introducen efectos de
QSHE, por lo que se considerara un modelo que describe un aislante de Chern.
Sin embargo, esto no significa que no de luces sobre el comportamiento de
los aislantes topologicos, sino todo lo contrario.
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3. Aislantes topologicos en 1-D: el modelo Su-
Schrieffer-Heeger (SSH)

El modelo SSH describe un sistema unidimensional en el cual la celda
unidad estad constituida por un atomo, y cuya red total se puede separar
en dos subredes que denotaremos mediante las letras A y B. Este modelo
supone interacciones a primeros vecinos con amplitudes de salto escalonadas.
Su marco de andlisis, el poliacetileno, nos da un importante resultado, que
es que su topologia es no trivial.

Figura 6: Cadena de trans-poliacetileno.

El hamiltoniano del modelo Su-Schrieffer-Heeger es el siguiente:

N N-1
I:I:vZﬂm,B ><m,A|—|—h.c)+wZ(|m+1,A><m,B|+h.c)
m=1 m=1

Figura 7: Representacion del modelo SSH [4].

En el anterior hamiltoniano se observan dos sumandos. El primero de
ellos es el debido a la interaccion entre elementos de la misma celda mientras
que el segundo describe como es la interaccion entre cada celda unidad. El
indice m-ésimo indica la celda unidad, mientras que A, B hacen referencia a
la subred en la que se encuentra el electron. Téngase en cuenta que en ese
modelo no se considera el término espinorial, de modo que se supone una
polarizaciéon de espin. Esto implica que el modelo real del poliacetileno es
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igual que el anterior, pero doble; esto es, deberd tomarse una copia para cada
tipo de espin (up/down). Este hecho ocurre de la misma forma para cualquier
modelo que se intente parametrizar, como en el caso posterior del modelo de
Haldane. El objetivo de este estudio es conocer el comportamiento dindmico
de los fermiones en el estado fundamental en el cero absoluto de temperatura
(téngase en cuenta que para cualquier otra temperatura, el modelo no seria
valido). Si se consideran las amplitudes de salto v,w > 0 (y reales), y se
escriben los tensores del anterior hamiltoniano en términos de un producto
tensorial de la formal!®:

|m,A; >=|m > | A; >

en términos de las matrices de Pauli'®, el hamiltoniano se convierte en el
siguiente:

N N-1 o

N Oz +10

H= >< . 1>< =Y 4 h
vg (| m m|a)+wm§1(|m—l— m|® 5 T c)

m=1

A partir de ahora, en cualquier sistema en el cual se busque topologia
no trivial, se debera considerar la distincion entre los estados del «bulk» y
los estados de borde. Esto es asi dado que en un aislante topologico (o en
un material que siga los modelos que aqui se presentan) la diferencia entre
las estructura de bandas del nicleo del material y de sus bordes es la que
caracteriza el comportamiento tan especial de estos. En este caso, el nicleo
es la parte central de la cadena, mientras que los estados borde serdn dos y
se corresponden con los extremos de esta. Sabiendo que el nicleo es mucho
mayor que los bordes, se puede escribir la ecuacién de valores propios del
hamiltoniano de este niicleo en términos de la representacién de Bloch del
siguiente modo:

H | uy, (k) >= E, | uy, (k) >

Dado que la representacion de Bloch permite la condicién de periodicidad

H(k+21) — H (k)| up (k +21) >—| u, (k) >

15Téngase en cuenta que poder escribir como un producto tensorial los estados | m, A; >
es una consecuencia de los espacios de Hilbert a los que pertenecen.
16Las matrices de Pauli son:

(VO (01 (0 =i, _ (1 0
= o1 )=\ 1 0)T i 0 )"0 -1
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el analisis se ve restrigido a la primera zona de Brillouin. Esta es la ventaja
del teorema de Bloch. En base a esto, podemos escribir la ecuacion de valores
propios en la representacién de momentos como se muestra a continuacién:

0O v 00 0 0 0 w a (k) e a(k)e®
v 0O w00 000 b (k) et b (k) et
0w 0 v 0 000 a (k) e** a (k) e**
2ik 2ik
0 0 v 0w 0 0O b(k)e — B b(k)e
00 000 w0 v a (k) eNk a(k)eNik
w 0 00 0 0 v 0 a (k) eNik b (k) eNik

Limitandonos al modelo de dos bandas, la ecuaciéon anterior se reduce a
un modelo como el siguiente:

(1 57 (30) - 38

Por medio del polinomio caracteristico se obtienen los autovalores, es
decir, los valores posibles de la energia de este sistema:

— (v+we™) (v+we™) = —E? & E = /v + w? + 2vwcos (k)

El hamiltoniano del «bulk» de cualquier sistema de dos bandas se puede
escribir, de forma general, asf'7 :

A

A (k) = dy (k) 60+ dy (k) &, + d. (k) 6, = do (k) o0 + d (k)&

En este modelo, segtn los calculos del autor:

- 0 v+ we _ 01
H(k)_(v—kweik 0 )_U(l O)+

o ( cos (k) +isin o (®) P (k) ) _

:v(? é)—kw{cos(k)(? é)—i—sz’n(/{:)(? ‘Oi)}:

17Este es un resultado general muy importante que sirve para cualquiera de los modelos
que se presentan en este texto.

36



= (v + wcos (k)) 6, + wsin (k) 5,

De este modo se comprueba que en el modelo SSH para la situacion de
dos bandas de energfa, las componentes del vector d (k) son:

do (k) =d, (k) =0;d, (k) = v+ wcos (k) ;dy, (k) = wsin (k)

..Cudl es el papel del vector 7 (k)? Considérense N parametros

{dlaan "'7dN717dN}

tales que todos se encuentra agrupados en el vector 7 (k). Este vector
serd la agrupacion de todos esos parametros. Al igual que cuando se hablo
del teorema adiabético, considérese ahora que el hamiltoniano del sistema de
dos bandas esta parametrizado de forma que

ﬁ:ﬁ(?)jem\m}

donde R? es el espacio de parametros.
Se puede utilizar la esfera de Bloch(véase el apéndice 8.1) para representar
este hamiltoniano:

d. . d.+id,

COS(&):W—VG —m

Como el sistema solo tiene dos estados, se denotaran estos como | :|:7 >:

Altd >=+|d || +d >

La estructura de los autoestados del hamiltoniano en la representacion
de momentos estara determinada, de este modo, por la direccion del vector

. Debido a la periodicidad del sistema (k = 0 — 27), al unir todos los

puntos del final del VGCtOYj, deberé tenerse una trayectoria cerrada. En este
caso concreto, se tratard de un circulo de radio w. Lo resenable es que esta
trayectoria debe rodear al origen para describir un aislante. El por qué tiene
que ver con el niimero que caracteriza la topologia de esta curva, que es el
indice de la curva (bulk winding number).

En el modelo SSH, el vector 7 esta contenido en el plano R? puesto que
la componente d, es nula. Para justificar este hecho (el cual no tendria por
qué ocurrir), debe considerarse una simetria de tipo quiral (véase el apéndice
8.2). En este caso, el operador quiral que debe satisfacer la condicion de
quiralidad
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BA (k) T = — B

debe ser la matriz de Pauli 6,. Considérese un hamiltoniano genérico de
dos bandas:

N et A B 1 0 dy+d, d,—id 1 0
T _ o z T Yy _
%HW%_@HW%_(O—J)(@+% %—@)(0—4)_

o do+d.  —d,+id,
“\ —d,—id, d,—d.

Para que se cumpla la condicion de quiralidad, deben cumplirse, segtn lo
demostrado por el autor, las siguientes condiciones:

do+d,=—(d, +d,)

do_dz:_(da_dz)

De este modo, debera satisfacerse que d, = d, = 0. Este resultado ya se
conocia, pero lo que se ha hecho ahora es demostrar que su naturaleza radica
en la simetria quiral del hamiltoniano del modelo SSH respecto a la matriz
g,

El nicleo es invariante bajo traslaciones, por lo que se puede considerar
que sus estados son deslocalizados. Sin embargo, los estados borde son de
caracter localizado en el limite termodindmico. A modo de explicacion, el
autor considera de especial importancia la ilustracién de las peculiaridades
de estos estados basdndose en la metodologia del apéndice 8.2. Si se considera
uno de los limites de dimerizacion (esto es, por ejemplo, el caso para el cual
v =1,w = 0) se tendra que los autovalores del hamiltoniano obedeceran a

E =41

donde se puede observar la independencia respecto al momento k (se
trata del caso limite de banda plana). Como esta parametrizacion de v y w
describe un caso en el cual no hay interaccién entre las redes, se puede afirmar
que justo en las redes de los extremos de la cadena, el hamiltoniano (y por
tanto sus autovalores) se comportard de la misma forma que en el nicleo.
Sin embargo, tomese en consideracion el caso en el que v = 0,w = 1. Para
esta situacion, los autovalores del hamiltoniano del niicleo son los mismos:

E =41

38



Sin embargo, existe una diferencia notable, pues ahora se estd negando
la interaccion entre atomos de la misma red, en favor de la interaccién entre
atomos de redes contiguas, de modo que justo en los extremos de la cadena, el
altimo atomo por la izquierda y el primero por la derecha no tendran ningtn
otro con el que interaccionar. Esta breve explicacion tiene como consecuencia
que en dichos bordes los autovalores de energia se correspondan con el cero
de energia, dado que:

H|N,B>=0;H|1,A>=0

Para este caso, entonces, se observa que los estados de energia de los
extremos de la cadena difieren de los del nucleo. Este resultado tiene unas
consecuencias excepcionales.

La eleccion de v y w tiene consecuencias sobre la topologia del sistema.
Téngase en cuenta que el vector 7 (k) depende de dichos parametros; por
tanto, su orientacion en cada punto de la primera zona de Brillouin dependera
profundamente de estos. Para comprender mejor qué es lo que ocurre, debe
analizarse el indice de la curva que describe la trayectoria de este vector(véase
el apéndice 8.3). Considérese el primer caso, en el cual v = 1,w = 0:

dy
T
I

Figura 8: Representacion de las componentes d, y d, para los valores v = 1,
w = 0.

En esta situacion, se aprecia como la trayectoria del vector se reduce a un
punto. Es evidente entonces (basdndonos en la informacion del 10.3) que el
indice de esta «curva» va a ser cero; por tanto, se establece que su topologia
es la trivial. Sin embargo, obsérvense los siguientes casos en los cuales se van
variando los valores de estas amplitudes y véase qué ocurre
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Figura 9: Representacion de las componentes d, y d, para los valores v = 1,
w = 0,5.

I I
El 0.5 0 05 1 15 2
dx

Figura 10: Representacion de las componentes no nulas del vector j para
v=1y w = 1. Esta es una situaciéon limite puesto que se pasa por el origen
de coordenadas infinitas veces.

I I I 1 I
Bl 0.5 0 05 1 15 2
dx

Figura 11: Representacion de las componentes del vector j parav =05y
w=1.
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1 I
-1 0.5 0 05 1 15 2
dx

Figura 12: Representacion de las componentes del vector 7 parav =0y
w=1.

Tenemos una situacion limite en la cual el indice de la curva es indeter-
minado, y esto acontece en el caso en el que v = w. Para valores v > w,
el indice de la curva se ve que permanece nulo, lo cual implica que la fase
topologica es constante y trivial. Sin embargo, a partir de este limite (esto
es, para v < w) se puede comprobar como el indice de la curva pasa a tener
el valor 1, lo cual implica un cambio radical en la topologia del sistema. Una
representacion del indice de la curva (denotado por n) frente a la diferencia
v — w se muestra a continuacion:

Figura 13: Representaciéon del indice de la curva en funcién de la diferencia
v —w. Se observa como la transiciéon acontece para valores en los que v = w.

De este modo, se puede afirmar con total certeza que para esta situacion
hay un cambio en la fase topologica, y por tanto, no se podran considerar
deformaciones adiabéticas del hamiltoniano, lo que se traduce en que no se
podran establecer homotopias entre los hamiltonianos de una fase y de otra,
como cabia esperar. Del mismo modo, esto implica la aparicion de estados
de borde distintos de los estados del nticleo, lo cual se habria podido intuir
de la anterior presentacion para el caso que ahora vemos que tiene topologia
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no trivial. Asi pues, la variacién del indice de la curva supone el cambio de
la fase topologica..

Se ha visto como las bandas de energia dependen en tltima instancia de las
amplitudes de salto v y w. De este modo se puede determinar la trayectoria en
el plano (d,,d,) € R?. A continuacion se representa la estructura de bandas
de la primera zona de Brillouin del modelo SSH para los valores de v y w
estudiados anteriormente:

Figura 14: Representacion de la estructura de bandas en la primera zona de
Brillouin del modelo SSH para los valores v = 1, w = 0.

Figura 15: Representacion de la estructura de bandas en la primera zona de
Brillouin del modelo SSH para los valores v = 1, w = 0,5.
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Figura 16: Representacion de la estructura de bandas en la primera zona de
Brillouin del modelo SSH para los valores v = 1, w = 1.

Figura 17: Representacion de la estructura de bandas en la primera zona de
Brillouin del modelo SSH para los valores v = 0,5, w = 1.

Figura 18: Representacion de la estructura de bandas en la primera zona de
Brillouin del modelo SSH para los valores v = 0, w = 1.

Por lo visto en el apéndice 8.2, cada estado de energia, en caso de tratarse
de autovalores no nulos, tiene un companero quiral en la misma red, mientras
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que si el autovalor del estado es nulo, los autoestados con dicha energia
se encuentran, cada uno, en una subred distinta. Considérese N4 como el
namero de estados de energia nula en la subred A y Ng el nimero de estados
de energia nula en la subred B. El resultado que se va a obtener bajo la
proxima argumentacion es que la diferencia N4y — Np serd invariante bajo
transformaciones adiabéticas del hamiltoniano, o, lo que es lo mismo, su
valor serd constante en cada fase topologica [4].

Supoéngase el hamiltoniano del modelo SSH parametrizado por el vector

. La variacion de este pardmetro de forma adiabatica implica la variacion
del hamiltoniano. Imaginese ahora que tal deformaciéon provoca la transicion
de algtn estado de borde con autoenergia no nula a un autoestado con energia
nula, es decir:

| >—q| Yo >, Ey =0

Dada la simetria quiral del sistema, el companero quiral del autoestado
modificado también se verd afectado, y puesto que el nuevo autovalor es la
energia nula, dicho estado quiral pasara a tener tal valor de energia. Los
nuevos estados borde que se han creado son P, | Yo >y Py | Yo >, es
decir, uno en cada subred. De este modo, puede afirmarse que la diferencia
entre el nuevo ntmero de estados borde en la red A y en la red B permanece
inalterado.

Si considera el proceso contrario, mediante el cual, desde una situacion de
energia nula para dos autoestados de borde | ¢y >y r | Yo >, la deformacion
adiabéatica los convierte en estados con energia no nula, la misma quiralidad
(téngase en cuenta que este es el proceso temporalmente inverso al descrito
antes) provocarda que el nimero de estados borde en la red A decrezca en 1
unidad, al mismo tiempo que ocurrird lo mismo en la subred B. Por tanto,
la diferencia N4 — Np permanece constante.

Bajo la consideracion de que la deformacién adiabatica acontece en la
misma fase topoldgica, los anteriores argumentos demuestran que Ny — Np
es un invariante topolégico, puesto que permanece constante durante toda la
transformacion dentro de la misma fase.

Notese, a modo de conclusion, que en el modelo SSH se han definido
dos invariantes topologicos. El primero, el indice de la curva descrita por
las componentes del pardmetro d, es el invariante topoldgico del ntcleo. El
segundo, la diferencia N4 — Np, aparece al hablar de los estados de borde.
Se observa como el hecho de que exista un invariante topolégico en el nicleo
se puede relacionar con el analisis del nimero de estados de borde. Este
fenémeno se conoce como correspondencia niicleo-borde, v es un resultado
de alta importancia a la hora de describir materiales topologicos [4].
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4. Aislantes topolbgicos en 2-D: el modelo de
Haldane

El modelo de Haldane efectiia un anélisis de las propiedades de la es-
tructura de bandas de la red honeycomb del grafeno, aportando resultados
aplicables a los aislantes topologicos. En principio, el grafeno posee unas
propiedades que permiten que se le considere un aislante topologico. Sin em-
bargo, su gran problema es que sus propiedades de aislante topologico se
aplican en un rango de energia excesivamente bajo, lo que dificulta su apli-
cacion como tal [10]. De cualquier modo, aporta los requisitos fundamentales
para la compresion de los aislantes topologicos.

4.1. Modelo con simetria espacial y temporal

La red honeycomb tiene la forma que se muestra a continuacion:

Figura 19: Representacion de los vectores de la base y de los vectores de
interaccion con primeros vecinos de una red honeycomb.

Esta red esta compuesta por una red de Bravais y un motivo de cuatro
atomos. Los vectores de la red de Bravais son:

V3 3
ﬁl :a(\/§,0> ,72 =al|l—,=
2 2
A su vez, los vectores de interaccién con primeros vecinos son:

?1:a(0,1),?2:a<—£ —1> 7?3:61(@ _1>

27 2 27 2
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de modo que el motivo vendria definido por el punto (0,0) y los tres
vectores anteriores.

El hamiltoniano en segunda cuantizacion tiene la siguiente forma:

=3¢ (ajai + sz.le) ne» (ajéj + Ejaj)
i <ij>
donde € representa la energia on-site de los electrones y ¢ la energia de
salto a primeros vecinos. El primer sumando es por tanto el que describe
la energia de los electrones, mientras que el segundo describe la energia de
salto donde t es la integral de salto entre dos posiciones de la red a primeros
vecinos de los electrones. Suponiendo que los vectores de posicion de dichos

puntos son [{; y Rj, su representacion integral en el espacio de momentos
se obtiene de la siguiente manera, segin célculos el autor:

A 1 TE TR R
Lij :<¢§>Z|H‘¢§>] >zﬁzez(kﬁl kﬁ])<¢?’H|¢?, .-

kK

1 s N
:Nzel(kﬁl kﬁ’)<¢?|H|¢ﬁl>5k1«=

kK

1 i . . - ]— i% . .
:Nzezk(ﬁz 3J)<¢7|H\¢? >:Nzek(ﬁl Ee,
k k

La representacion de Fourier del hamiltoniano completo es, tras su trans-
formacion:

]f[ = Z € (CALLCAL]C + i)};i)k) + (—t) Z f(?)&;rj)k + h.c.
k k

Esto puede representarse de forma matricial asi:
%
X s —tf(k) a,
-z 0L P (1)
. —t*f(k)* € b,

_>
La diagonalizacion de la matriz h( k
persion:

) da las siguientes relaciones de dis-

(B =t |t] F(F) ]
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con un gap de energia Ae = 2 | t || f(?) |. El factor de estructura
es determinante a la hora de conocer como puede variar el gap de energia
(el autor ha desarrollado los siguientes calculos aunque serian posibles otros
tratamientos distintos):

Vi (\Fk:xa—i— kya)

f (?) — e*i??ﬁ_i_efi??z_i_efl €2 _ zkya+e <‘[kq¢a ku“)

+e

w

. 1 /3 V3 . il \/_
—e zkya+€12kya (62 5 k:za_l_e i35 kza> —e zkya+2622k:yacos < 5 k:xa>

: , | 3k,
| F(F) P= 1+ 2c0s (?ka) (e300 4 mi3ie) +4< +cos (V3 “)) _

2

=3 +4cos (?kﬂt) cos (gk‘ya> + 2cos (\/gkxa>

Entonces se puede concluir lo siguiente:

Ne=2|t]| |3+ 4cos (?kw) cos (gkya) + 2cos (\@kﬂ) = Ae (?)

Este gap de energia implica la existencia de una discontinuidad entre la
banda de valencia y la banda de conduccion, lo que significa que el material
sera un aislante. Sin embargo, podriamos preguntarnos si hay algin valor

de f( ) para el cual el gap se anule; esto es, si hay algiun punto de la red
reciproca que anule el factor de forma. Realizando los calculos pertinentes se
llega a obtener que existen dos vectores de la red reciproca que cumplen tal
condicion. Estos son los siguientes:

— 4 — 47
b1=———,0);bs5=|——=,0
= () T (5m)

En estos puntos de la red reciproca las dos bandas se juntan. Si se realiza
un desarrollo de Taylor del factor de forma como el 51gu1ente en torno a un

_>
punto de la red reciproca tal que k = 1 + ¢, con ¢ = (—qy, )t

13Es de extrema importancia notar que lo que se esta haciendo es un desarrollo en el
entorno de uno de los puntos borde de la primera zona de Brillouin, por lo que si se
considerase un vector tipo 7 (¢s, qy), estariamos sahendonos de dicha zona, y el signo
del desarrollo final cambiaria. El desarrollo en torno a b debera realizarse, por tanto,
con 7 (¢z,qy), para permanecer en dicha region.

47



V1 +7) ~ )+ Ved(F ) ly, (D)

se obtiene que f(?l) =0y V—>f ) 13, q = —2a(g, — igy). El desa-
rrollo en el otro extremo de la primera zona de Brllloum otorga un resultado
similar. Evaluando entonces en un punto de la red reciproca como el anterior
la expresion del hamiltoniano, se obtiene lo siguiente:

1 +7 ——CL iQy>;

M7>w2<t%(€ | t%miw%>>

Gz + iqy)
El autor ha decidido reescribir lo anterior como sigue:

— B 3a 0 Gz — 1y B
W) lg= el + 15 (qﬁiqy )

L R I 1
- 5 &\ 1 0o W\ ;i o -

3a 3a
=€l + t7 (02 + qyoy) = €l + t?77

Mediante una parametrizacion dimensional correcta (eludimos la parte
que contiene la energia «on-sitey ), se puede escribir, finalmente:

h(q)=hvqd

que es la ecuacion de Dirac para fermiones sin masa, mas conocida como
ecuacion de Weyl. Esto significa que en los puntos de la red reciproca del
grafeno en los que el gap de energia es nulo, los electrones se comportan como
particulas sin masa, es decir, como particulas de Dirac [5-7]. Este modelo es
invariante bajo inversion espacial y temporal. A partir de este momento, se
van a romper dichas simetrias.

4.2. Modelo sin simetria espacial

Para romper la simetria espacial, basta con introducir un término de
energia on-site distinto para cada dtomo, de forma que el término de energia
de los electrones en reposo se vea modificado tal que:

€4 = €, GB——GHZ (akak—b bk>
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Si el sistema sufriese inicamente este cambio, se tendria un hamiltoniano
en representacicon de Fourier y unas relaciones de dispersion como siguen a
continuacion:

g M7 € —tf(k) ak '\ |
=Xl i (e ) ()

(Ky= e/ t]2 F(F) P +e2

_>
con un gap de energia que ahora sera e ( k) = 2¢. Por tanto el material

serd un aislante convencional, puesto que sus bandas de valencia y conduc-
cion se encontraran separadas en cualquier punto de la red reciproca. Bajo
las consideraciones realizadas para obtener una expresion que relacione el
hamiltoniano con las matrices de Pauli, en este caso se tendra:

— B 1 0 3a 0 Qe —1qy \ _
h(/f)‘7—6(0 —1>+t7(qﬁ+iqy 0 —602+hvf77

Este es el hamiltoniano de Dirac para electrones con masa, donde el tér-
mino masico es, evidentemente, eo,.

4.3. Modelo sin simetria espacial ni temporal

Para romper la simetria temporal, el modelo de Haldane anade interaccio-
nes a segundos vecinos y aplica un campo magnético con la simetria de la red
tal que el flujo neto en la celda unidad sea cero. El término del hamiltoniano
que anade la interaccidon a segundos vecinos es el siguiente:

Y (ala; - 8%,
<<Li,G>>

En este modelo la interacciéon a segundos vecinos acontece exclusivamente
entre atomos idénticos.

La adiciéon de un campo magnético a esta situacion implica la inclusiéon
de una fase en las amplitudes de salto, conocida como fase de Peierls. El
hecho de anadir un campo magnético, y por tanto, un potencial vector que
dependera de la posicion, hace que el nuevo hamiltoniano ya no conmute con
el operador de translacion (que actia dentro de la red), perdiéndose asi por
tanto la periodicidad y, de este modo, la validez del teorema de Bloch. De
este modo, se vuelve necesario el uso de unos nuevos operadores de traslacion
que conmuten con el hamiltoniano, y que, por tanto, permitan la aplicacion
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del teorema de Bloch.. Estos operadores, conocidos como operadores de tras-
lacién magnética, actian sobre la posicion R; destruyendo un electréon en

esta posicion y credndolo en la posicion R; + R; a costa de anadir una fase
dependiente del camino y del campo magnético, que tiene la forma de

ﬁi-‘rﬁj
0, = /}_% Z(x, y)al?>

siendo por tanto los operadores de traslacion magnética del siguiente mo-
do:

_ AT ~ iei
TRj = aﬁﬁ_ﬁjaﬁie

Los nuevos estados propios que cumpliran el teorema de Bloch seran estos:

1 (T B
|77Z)k >— Nzez(kﬁ—&-gﬁ) | ¢ﬁ >
H

Dado que los operadores de creacion y aniquilacion del hamiltoniano Gni-
camente afectan a los estados de Wannier, solo habra que estudiar la variacion
de las integrales de salto. Para ello debe conocerse como actia este nuevo
hamiltoniano sobre los estados. Los calculos realizados son estos:

(13 - qfl(?,t))2

2m

~ ~ .q T ’ ’
A |y >= V(7| R AT DT | gy 5o

—h?V? — 2¢A (—ih 2 A2 q g
_l \Y4 qA (—ihV) + q —i—V(?))} ezﬁf§X(7,t)dr | s >=

2m

2m

+€i% fg Z(?',t)d?’ (—hQVQ - QQA (—’th) + q2A2
2m

+V(7)) (lvg >) =

_ gt i A (—qw SLA (CUAJAR Sl w?)) [ Yg >=
m
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0 (72 g [ —HEV? —2qA (—ihV
ezﬁj32('r,t)dr ( q ( ¢ )—f—V(?)) |¢ﬁ>

2m
Pero, como se conoce que
[A,p] — iV A
y que en ausencia de potencial electrostatico la divergencia del potencial

vector es nula:
o SR

entonces el resultado se reduce a lo siguiente:

R Y ., /22
7 g >= HF A0 (ZET L y()) |0y >=

g (T ’ ’ H2 g T ’ ’r A

A (B () [ 5= ATy g >
2m

De este modo, el valor de la integral de salto sera este segtin los célculos

realizados:

o B 7
A i ( (59 AT nar— (2 AT 0d 7 ) A
t;]:<wﬁz|H|¢ﬁj>:<¢ﬁlleﬁ(? R, >H|¢ﬁj>:

_ 61% (f% Z(?’,t)d?’) /eig‘z’(?)w <7> _ ﬁl> H (7 _ ﬁj) ~

i (f;%_j Z(?/,t)d?f)

i ij

ot (f;if X(?’,t)d?’)

<¢ﬁi|ﬁ|¢ﬁj>:€

Se llega a obtener el hamiltoniano completo, que tiene esta forma:

=" (ala; —bfb) = ¢ > (alby +8la;) — ¢ Y et (afa; - bl

i <i,j> <<i,>>
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En representacion de Fourier se tendra!® :

0 fOE)Y el + h.c.

%
El autor ha reescrito los elementos diagonales de h; ( k > tras el siguiente

- / z%@lj
I <?>:<f(k)te + h.c. > 0 >

célculo:
— . q — q 3 —>7 .q T q
- (f (% )ttt + (% )*t’e—’ﬁ%) -~y <e—”f ettt 4 eiF aa’t’e—lﬁ%) -

7=1

_ (efzk a1 _i_efzk?g _'_efzk73> /61%9”_<ezk a1 +€Zk72 _|_€zk a3> t/efz%Qij _

= (i) (Fann) (o))

. —
19Téngase en cuenta que ahora el factor de forma relaciona el vector k con los vectores
a segundos vecinos, que son los dos vectores que definen la red de Bravais y un tercero:

De este modo, el factor de forma queda definido asi:



- (f*(?)t’ei%‘)w‘ + f (?)t’e*i%"w’) == (eima't’ei%% + e*iﬁjt'e*i%@ij) =
j=1

_ <€1k71 +ezk72 _'_ezk a3> t/ez%ﬁij_(efzk a1 _i_efzk do _i_efzk ag) t/efz%eij —

— _t/ (e’i(?71+%91‘j) + 67,(?724’%913) + ei(?73+%9ij)) _

_t/ <€_i(?ﬁl+%0ij) _I_e—i(?ﬁg—‘r%eij) _I_e—i(?ﬁg—‘r%eij))

= 21" (cos (20,) — sin (205)) (cos (F22) + (F2) + (F25))

Conociendo finalmente la forma de los elementos diagonales se escribe el
hamiltoniano completo del modelo:

n(F) =ho (%) +ni(F)
iy = e=2¢ (cos (L6, ) +sin (26,)) (cos (K1) + (R @) + (F )

=t o (1) o (30)) (o (72 (£2) + (2)
hiz = ho1 =0
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Se tendra por tanto un hamiltoniano tipo H = dy +id, d,—d.

do+d, dy—1d, )
Es sencillo identificar cada término. Para los diagonales:

dy+d, =¢—2t (cos (%HU) + sin (%Oij)) (cos (?71) + (?E@) + <?73
d,—d, = —e — 2t (cos (%eij) — sin (%91‘]‘)) <cos (?7» + (?EZ) + (?7
d, = —2t'cos (gﬁi') (cos (?70 + (?72) + (?73))
d, = ¢ — 2t'sin Z%@;) (cos (?70 + (?72) + (?75»

P —
dx+zdy:t*f< )
d, =tRe | f ? =t|cos (??1 + cos (??2>+cos (??@))
— — — — —
d,=tIm (f (%)) =t sz’n<k€>1 +sm(k?2)+sm(k?3))

cuyos autovalores seran, tras la resolucion de la ecuaciéon carateristica
| H — el |=0 que el autor ha resuelto:

. dy+d)—c dy—id -
ey G () o
e:doi|d(?)y

Las funciones de onda propias de este sistema para la banda de menor
energia se obtienen por medio del kernel:

_>
) e+ d(F)| do-id, y
ker(H — el) — N ( )—O
d, +id, —d;l—\d(k:)] v
Utilizando la segunda ecuacion:
%
(Ao +idy)u— (d= [ d (F) [Jv =0 . 14(F) |
e +id)u— (d,— v = U=v———m—>—
Y dy +id,
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—1d(® - —
o oo SE ) oo (A la(F) 1) Z L pa(E))
1 dy +1id, d, + id, N d, +id,

Normalizando se obtiene el valor de N:

1:<¢|¢):“\1”2(dz_‘d<?>’ dx_idy) dz_d|ji—gd?>‘>:
@ y

de modo que la funcién de onda para la banda de valencia queda asi:

o >= : (dz"d@)')
2 (%) [a (%) - d.] d, + id,
En el caso de este hamiltoniano, habra una situacion singular si d, = d,, =

0,d. > 0, por lo que para estas condiciones se aplicara una transformaciéon
gauge que no modificara la amplitud de probabilidad:

dotld(E .
/ . (;:‘.&_—de)‘ . 1 _da: + Z_d>y
[¥->= EETGEIN V== d+1d(F) |
da+idy

Ahora se presenta el mismo problema que antes para d, = d, = 0,d, <0,
por lo que la eleccion de una u otra funcion de onda dependera de la situacion
que se Consideg. Losguntos en los que se van a dar estas situaciones son los
descritos por b1y b,. Evaluando los términos del hamiltoniano en estos
puntos se tiene:

d, = d, =0
d, <?1> = 3V/3t'sing + €
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d, (?2) = —3V3t'sing + ¢

Lo interesante a continuacion es conocer el famoso niimero de Chern [4-
8,10-12]. Este numero resulta ser, dado que solo se esta trabajando con una
banda (de lo contrario el invariante seria la suma de los niimeros de Chern)
y que se ha considerado que sing > 0, el siguiente [27]:

C=1

Si se hubiese realizado el calculo [27] considerando sing < 0, entonces se
obtendria

C=-1

El nimero de Chern es el invariante topologico del sistema. La existencia
de dos valores posibles da idea de la posibilidad de un tercer valor de transi-
cion C' = 0. Es interesante conocer para qué valores del término maésico € y de
la fase ¢ se obtienen modelos con las distintas topologias posibles, dado que
es el término d, el que va a determinar la naturaleza topologica del sistema:

M [ty
V3
r
0

o)

Figura 20: Representacion del orden topologico en funciéon del término méa-
sico y de la fase. Téngase en cuenta que en la notacion de la figura, M
hace referencia a lo que aqui se viene denotando por €, es decir, el término
masico. Asi mismo, K y K’ hacen referencia a b y b4 respectivamente
[https://phyx.readthedocs.io/en /latest /TT/Lecture %20notes/3.html].
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Las regiones con ntimero de Chern C; = 0 responden a situaciones en
las que lo que se tiene es un aislante convencional. Aquellas regiones en las
que el niamero de Chern es distinto de 0 (C} = £1) se tendria un aislante de
caracter topologico (aislante de Chern). En el caso limite en el que

| e |=3V3 | sing |

es en el que existe conduccion puesto que es donde las bandas se tocan,
ya que para esa situacion hay singularidad en la funci_c’)>n de onda dado que

d, = d, = d, = 0. Esto acontece en los vectores 3}1 y bo.

Se necesita conocer el comportamiento del hamiltoniano en los bordes, es
decir, conocer los estados de borde y la forma que el hamiltoniano toma en
estos puntos. De manera analoga a lo que se hizo anteriormente, pero ahora
considerando las componentes d, y d., puesto que la parte del hamiltoniano

. - .
correspondiente a h, (k) ya se conoce, se debe realizar un desarrollo de

Taylor en los puntos K:

Ao K+ )2do(K+T) = do(K) £ (K)4Y 2 do(K) |1 TV 2o (R) i . T

Habra que conocer los valores de los gradientes anteriores. Para ello de-
beremos considerar el factor de forma de la expresion hy ( k >:

— f(?)tei%eif + h.c. 0
(%)= S -
0 f(k)*etn% + h.c.

— — e ;
<e—zk71 + 6_1k72 + e—zk73> tel%aij + h.c. 0
0 (ez??l + 6i772 + 6@?73) e'wfi + h.c.

donde los vectores ; son los vectores del motivo que relaciona la red con
los segundos vecinos. A continuaciéon se desarrolla el primer término:

(e*iﬁ“ be Ty e*"?m) telt% 4 he =

4 <€z‘(?71—%azj) 4 (B Ta=0,) | ei(??g—%ﬁu))
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=2t [cos( kv — > w) + cos( k 72 > U) + cos( k 73 — ﬁew)]

Un desarrollo analogo para el otro término no nulo de la matriz otorga el
siguiente resultado:

— d e 140. .
(emm + ezk?z + elk73) tetnfii + h.c. =

=2t [C05<?71 + %9”) + COS(??Q + %923) + COS(??g — %92])]

- —
Como estos términos se pueden relacionar con d,( k) y d.( k) del siguiente
modo:

_ huith
)_ 11-522

__ hii—h
)_ 112 22

El desarrollo del autor de los términos do(?) y dz(?) es el siguiente:

do(?) = —2t [cos( k' — ,]) + cos( k 72 ZJ) + cos( k 73 h )] —

h R

—2t [—kcos(??l + %Qij) + cos(?72 + %9@') + COS(?73 - %ezj)} =

= —2tcos (%%) [003(?71) + cos(?7z) + COS(?73)}

dz(?) = -2t [003(?71 - %eij) + cos(?ﬁg - %QU) + cos( k 7 > l])] -

—2t [—cos(??l + %91-]-) — cos(?ﬁg + %eij) - cos(??:; — %«91-]-)] =

= —2tsin (%Hij) [sm(??l) + sm(??ﬂ + 5(?73)}

Considerando que los vectores a segundos vecinos son:
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27 2

71:a<£ —§) ,72:a<—£ —§> , Vs =a(0,1)

entonces:

?zdo(?) | k= 2tcos (%%) [715271(?71) + 7252‘71(?72) + 733271(?73)] k=

— — —
= 2tcos <%9ij> [7132‘11( k 71) + 7232'71( k 72) + 735271( k 73)}
Finalmente se llega a obtener el siguiente resultado:

do(K +q) + d-(K + 7) = do( K) + d.(K)

por lo que

I (?) ~ < do<K>gdz<K> ) 0 L )

para puntos cercanos al borde.
Tras este desarrolo se obtiene el hamiltoniano total, fruto de la contribu-

cion de los términos h, (?) y hy <?)
H = do(K)I + vy ¢ + d.(K)o.

donde d,(K) va a jugar un papel muy relevante en las simulaciones pos-
teriores, dado que es un término que podra representar una imanaciéon fruto
de la interaccion del aislante topologico con un material ferromagnético.
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5. El efecto Hall cuintico de espin (QSHE).
Aislantes topolégicos

Se introducen en el presente capitulo los aislantes topologicos bidimen-
sionales o aislantes de efecto Hall cuantico de espin, asi como el conocido
caso de los aislantes topologicos HgC'dT'e con el objetivo de conocer alguna
realizacion experimental de lo que se ha ido conociendo hasta ahora.

5.1. El efecto Hall cuantico de espin

Se dijo en un capitulo anterior que los aislantes topologicos difieren de
otro tipo de aislantes con topologia no trivial en que los primeros tiene un
comportamiento analogo al producido por el efecto Hall cuantico de espin.
Este fenémeno consiste, dicho de forma somera, en la duplicacion del efecto
Hall cuéntico en dos copias, las cuales tienen conductancias Hall opuestas. En
estos materiales, se cumplird la simetria de inversion temporal, dado que el
observable jaf = 6fcyEx es par bajo transformaciones del operador de inversion

temporal T. El aislante topologico tendra una estructura de bandas tal que en
el nicleo o «bulky existird un gap de energia entre la banda inferior (llena) y
la superior (vacia); pero sin embargo habra estados de borde (al igual que en
el QHE) que induciran una conductividad Hall distinta de cero. En el efecto
Hall cuantico de espin, la duplicacion mencionada implica la existencia de
dos conductividades Hall en funciéon de la proyeccion del espin (j:%) Este
hecho provocara que existan dos nimeros de Chern distintos, cuya suma seré
nula, aunque podra definirse un nimero Chern de espin tal que su diferencia
de cuenta de la corriente que circula por los bordes.

Kane y Mele propusieron una primera version del QSHE basada en un
modelo para el grafeno |9] (a partir de los estudios de Haldane) con interac-
cion espin-6rbita sin interaccion a segundos vecinos, puesto que esto romperia
la simetria de inversiéon temporal. El término de interaccién espin-orbita del
hamiltoniano se denotara con el subindice KN en referencia a sus autores, y
tiene la siguiente forma:

HKN = >\SO Z ’iUUij (é;rgéjg + b;‘rgbjb')
1,7,0

donde los operadores é;rg, ZSIU hacen referencia a los operadores de creacion

para cada subred del grafeno, respectivamente, y los indices ¢, denotan

celdas unidad de modo que los operadores anteriores se correspondan con

segundos vecinos. El término v;; es £1 en funcioén de si la transicion ocurre

de i a j (simétrico) o al revés (antisimétrico). Desarrollando el término:
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Hin = Aso Zwvw (cwc]g + bT b ) =

7]0—

_ S iodl, (¢ A . , ; 5
— _)\SO 10C;, (Ci+a1,a - ci+a2,0 + Ci—m—f—ag,a - Ci—m,a + Ci—as,0 — Ci—i—al—ag,a) -

2,0

_)\SO E ZO_ w' ( i+a1,0 bi—i—ag,a + bi—a1+a2,a - bi—al,a + bi—ag,a - bi—l—m—ag,a)

Realizando la transformacion de Fourier como en casos anteriores:

HKN = _>\SO ZZO’ (é;rmékg - bngkg> *

— . —
*<6—zk ad) —zk?g_l_e—zk(?z—?l) ezk’ a1 ik a2 ezk(az—a1)> _
= Ao > io (éL e — b b,m) R
k,o
— — — —
*(efzk a1 _ezk71 —i k a2+ ik do elk(a2*a1)+€*lk(72*71)> —

2Ns0C 0 0 0 &

& a4 3 0 —2\s0C 0 0 b

=2 (& i d B g 0 —2\0C 0 2,
g 0 0 0 2XsoC b,

donde C' = sm(?ﬁl) — sm(?ﬁg) — sm(?> (@1 — @5). El hecho de que

existan dos posibles orientaciones para el espin hace que la funcion de onda
esta constituida por los siguientes espinores:

61



Impurity, ¥ v
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QH QSH

Figura 21: Comparacion esquematica entre el QHE y el QSHE [23].

@Z)aT
(U
wai
Vb,

de modo que el hamiltoniano para el QSHE serd un hamiltoniano por
cajas 2 X 2, de manera que la caja superior se corresponda con fermiones de
espin «up» y la caja inferior con fermiones de espin «downy.

Tras este desarrollo se va a adicionar esta contribucion del acoplamiento
espin-6rbita al hamiltoniano con el resto del hamiltoniano. Tendriamos, para
el hamiltoniano del modelo de Haldane con interaccion a primeros vecinos (y
espin: ahora cobra sentido la duplicacion del modelo de la que se habl6 en
paginas anteriores) mas interaccion espin-orbita:

| >=

ﬁ pu—
dy+d. +2\s0C  dy —id, 0 0
d, +id,  dy—d, —2\s0C 0 0
0 0 d,+ d, — 2A50C d, — idy
0 0 do+id,  dy—d. + 2\s0C

Se observa, logicamente, la duplicacion del modelo de Haldane por la
adicion del espin con la particularidad de que el valor 2AsoC' respecto a una
proyeccion del espin es opuesto al de la otra. Mediante un desarrollo de este
hamiltoniano en torno a los puntos de los extremos de la primera zona de
Brillouin, se puede apreciar que este término contribuye como un término de
masa, el cual tendra un valor 2AsoCo, para los espines up y el valor opuesto
para los espines down. Esto se explica mediante el siguiente esquema:

62



El modelo del QSHE puede describirse como una superposicion de dos
copias de los estados del QHE. Los estados de borde del QSHE son estados
helicoidales, habiendo dos modos helicoidales y estando presentes cada uno
presente en los bordes. A pesar de lo aparente, no podra existir «backcscat-
tering» como ocurre en el QHE, puesto que para poder reflejarse, el electron
debe cambiar el espin (puesto que es la inica forma de cambiar la direccion
de propagacion debido a que cada una esté asociada a un espin), y para ello
se deberd romper la simetria de invariancia temporal, por lo que en el caso
de haber impurezas que pudiesen cambiar la direccion de propagacion de los
electrones, estas deberdn ser, por ejemplo, no magnéticas, dado que estas
permiten preservar la simetria temporal.

A diferencia del efecto Hall cuantico, donde la separacion espacial entre
estados borde se inducia por la aplicaciéon de un campo magnético externo,
en el efecto Hall cudntico de espin dicha separacion la produce la interacciéon
espin-orbita.

Lo descrito tiene un efecto importante sobre los estados de borde. Estos
tendran asociadas velocidades de grupo opuestas (uno tendra una velocidad
de grupo positiva y el otro negativa). Se dice que habra dos estados de borde
quirales protegidos topologicamente. Cada banda tendra un ntimero de Chern
Ciy = 1(—=1), por lo que el nimero de Chern total serd nulo y asi también el
invariante TKNN. Debido a la existencia de un gap en el nicleo y de estados
de borde sin gap muy fuertes (en el sentido de que son robustos a la hora de
perturbar), el QSHE se puede considerar un estado topologico de la materia,
aunque ahora, dado que el invariante TKNN y el ntiimero de Chern son nulos,
habra que buscar otro elemento que caracterice la topologia del sistema.

Una posible representacion de los elementos de matriz del operador de
inversion temporal en términos de los estados de Bloch es [11]:

Wap (?) =<u, 7| O | Uy >

La matriz en cuestion es antisimétrica, de modo que satisface la relacion
Wgq (—?) = —Wags (?), esto es lo mismo que decir que su matriz trans-
puesta es la misma matriz, pero con cambio de signo.

Considérese, como caso inicial, un sistema unidimensional con dos bandas,
definidas por los estados | u, > conn = 1,2, de modo que formaran
un dnico par de Kramers. Para esta situacion, la matriz de elementos del
operador de inversion temporal sobre los estados de Bloch sera:

@u — 0 w
_ 1% 12
>= ( Uy Uy ) < éu » ) < —wyp 0 )

=

Z <u, 7 | 6 | Uy
a7ﬁ



Se puede relacionar la matriz expuesta con la matriz que representa la
conexion de Berry de la siguiente forma, resultado que sera util mas tarde:

() = (£)or (£t () i () w0 (7)
rr o (=T =10 [ (B)] +4-70 [u () vt (7)]

De las relaciones

Trla] =Tr[a"]

o (7) 501 (7) = [P0 ()] (7)

se puede obtener finalmente la expresion siguiente:

1o (B)] = 7o o (<B)] 470 [u! () v ()]

Es sabido [10-11]| que se puede conocer las polarizaciones de carga, defi-
nidas como polarizacion total P, = P, + P5 y como polarizacion de inversion
temporal Py = P, — P,. Py siendo esta iltima de especial interés, puesto
que es la diferencia de polarizacion de carga entre la banda de spin-up y la
de spin-down. La acciéon del operador de inversion sobre las bandas queda
definida del siguiente modo:

) | uy (?) >= efix(?) | uq (—?) >

O | u <?> >= —e_ix(_?) | ug (—?) >

Por tanto, la matriz de inversién temporal en la base de estados de Bloch
es, de forma explicita, la siguiente:

efix(?)
(@)= )

Las polarizaciones de carga quedan, de este modo, como sigue?:

T dk
P=[ auk
/Q#U

—Tr

20Los elementos a;; (k)son los elementos diagonales de la matriz que representa la cone-
xi6on de Berry.
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P,=> P =P+P

Plzi{/oﬂdk-an(k:)+/idk‘-au(k)} _

R {“11 (k) + az (k) — ——=

2 J,
21

:/Ong(k)—%[X(ﬂ)—x(O)] :/Oﬁg—iA(k)—%ln [wm(w)}

Sabiendo esto, se puede calcular Py:
22

P=2p =By = [TdblAG) - AR - poin | 220

0 2

La generalizacion del caso anterior para n bandas es sencilla. Sean las
transformaciones sobre los autoestados, para cada par de Kramers:

O | ul (?) >= —e_ix"(_?> | uy (—?) >

O | u} (?) >= efiX"(E» | uf <—?> >

La matriz de elementos del operador de inversiéon temporal pasa a ser
esta:
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' 0 0
_ea(=F) g 0 0
_)
0 0 0 e—x2(F)
. —
0 0 e e(-F) 0

Debe tenerse en cuenta que un sistema con simetria de inversiéon temporal
tiene una estructura de bandas que cumple:

E(K) = E(—=F)

A los pares de estados tales que poseen la misma energia para valores
de nimero de onda opuestos se les conoce como pares de Kramer, lo cual se
cumple en el sistema que estamos tratando de grafeno con interacciéon espin-
orbita. Por norma general los estados de borde forman pares de Kramer. El
numero de pares de Kramer esta relacionado con el invariante topolégico del
material. Debe tenerse en cuenta que el nimero de Chern de este modelo es
cero puesto que es la suma de los nimeros de Chern asociados a cada banda
y los cuales a su vez solo pueden ser

Cryy = +(=)1

estando asociados al valor del espin. En funcion de estos niimeros se pue-
de definir el invariante mas util para esta situacién, que se conoce como
invariante Z, |7][10] y viene dado por:
c,—-C
v = %mod@)
El invariante solo tomara valores 0 o 1, si el nimero de pares de Kramer
(y por tanto de pares de estados de borde) es par o impar, respectivamente.

La forma de relacionar el invariante topolégico v con el nimero de pares de
Kramer N es

v = Nmod (2)

5.2. Aislantes topolégicos en 2 dimensiones: pozos cuan-
ticos en Hg,_,Cd,Te

Los aislantes topologicos bidimensionales fueron predecidos por Kane y
Mele en 2005 [9]. Su idea era que el grafeno se comportase como un aislante
topologico que sufriese el efecto Hall cuantico de espin, de modo que también
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se los conoceria como aislantes de efecto Hall cuantico de espin. El baluarte
en el que se observo tal comportamiento, a pesar de no ser grafeno dado que
el gap de energia de este es demasiado pequeno, fue el conocido sistema de
pozos cuanticos del HgC'dTe.

Como se vio anteriormente, la interaccion espin-orbita es un fenémeno
clave en el estudio de los aislantes topolégicos, pues permite anadir al ha-
miltoniano del sistema un nuevo término de masa. El hamiltoniano podra
desacoplarse en dos hamiltonianos independientes debido a la conmutacién
entre este y el operador de espin S*Z, lo que daréd dos copias del modelo de
Haldane. Estas diferiran simplemente en el signo de las conductividades Hall
para los espines up y los espines down. Estos espines tendrén direcciones de
desplazamiento distintas, lo que se traducird en que la conductividad Hall
total sera nula.

Los compuestos HgT'e y C'dTe son semiconductores binarios que crista-
lizan en la estructura zincblende, al igual que el diamante con la salvedad de
que en estos casos no todos los 4&tomos son iguales, por lo que habra un tipo
de atomo en cada subred, rompiendo asi la simetria de inversién espacial o
paridad. Sin embargo esta ruptura no afecta demasiado a la fisica del efecto
Hall cuantico de espin, por lo que se puede ignorar este efecto sin perjuicio
alguno. El modelo propuesto para estos materiales por Bernevig, Hughes, y
Zhang (modelo BHZ) supone estructuras de pozo cuantico H gTe embebidas
a modo de sandwich entre dos laminas de C'dTe.

_'_H_,_,--""

CdTe d
HgTe

CdTe

Figura 22: Disposicion de laminas de Hg,_,Cd,Te y parametro d [10].

Las bandas més préximas al nivel de Fermi de los telururos son estas:
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Figura 23: Estructura de bandas en funcién del nimero de onda e influencia
del valor d [23].

Sea el esquema de bandas del C'dTe de la figura. La banda de conducciéon
Is es de tipo s (impar), mientras que las otras dos (I, I'g) son de tipo p
(par). El gap entre la banda de valencia superior y la banda de conduccion
es de 1,6 eV. Por su parte, el HgTe tiene una banda Iy (separada en las
contribuciones «Heavy-Hole» y «Light-Hole» tipicas de los semiconductores)
que aunque habitualmente cumple la funcion de banda de valencia, tiene un
comportamiento peculiar: su banda «Light-Hole» cumple la funciéon de ban-
da de conduccién, mientras que la banda «Heavy-Hole» se convierte en la
banda de valencia. Debido a este comportamiento inusual, esta estructura
de bandas se denomina invertida, teniendo un gap de energia negativo. El
hecho de que estos dos materiales tenga estructuras similares y gaps de signo
opuesto, permite la realizacion del efecto Hall cuéntico de espin en pozos
cuanticos HgTe/CdTe. Este hecho implica la variacion del invariante topo-
logico durante la inversion de bandas por medio del tuneado del espesor del
pozo d.

Se requerird que para que los efectos de confinamiento cuantico sean no-
tables, el espesor de la lamina de HgTe sea pequenio (en el orden de los
nan6metros). Si este valor d es mayor que una cierta cantidad, la estructura
de bandas se invertira (y se producira la variacion del nimero topoldgico).
Las sub-bandas de conduccion seran de tipo [y y las sub-bandas de valencia
seran de tipo [g. Para valores d < d. = 6,3 nm, el ordenamiento de bandas
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pasa a ser “normal”, siendo las sub-bandas de conducciéon de tipo [ y las de
valencia de tipo Is. Es evidente que entre una situacion y otra debe haber
un punto en el que se produzca una transiciéon de fase.

1

dgyy M

Figura 24: Espectro de las subbandas en funciéon de la anchura del pozo de
potencial [23].

Se observa en la figura que las sub-bandas relevantes son de tipo elec-
tronico y de tipo Heavy-Hole. La transicion de una banda invertida a una
normal acontece para valores d < d.. El gap de energia para esta condicién es
positivo, siendo negativo (y por tanto implicando inversion) en el caso d > d..
Las bandas mas cercanas en energia son las ) y H;. Experimentalmente se
puede ajustar la energia de Fermi mediante la aplicacion de un potencial de
puerta para extenderse al gap entre estas bandas.

5.3. Aislantes topologicos de Floquet

Hasta ahora se han considerado sistemas que no interactuan con ondas
electromagnéticas como las de la luz. El interés de estudiar la interaccion de
la luz con los aislantes topologicos radica en el hecho de que, al anadir una
perturbacion dependiente del tiempo al hamiltoniano del material, se mejora
la facilidad de manejo de dicho hamiltoniano, puesto que permite controlar
los estados del sistema analogos a los estados de Bloch (conocidos como esta-
dos de Floquet) por medio de la polarizacion, la periodicidad y la amplitud
de la onda. Un caso particular de esto es la posibilidad de inducir estados
topologicos por medio de la incisién de luz sobre un aislante convencional
como seria la estructura de telururos vista en su version de bandas normal
o no invertida. También es posible la inclusion de gaps en el punto de Dirac
del grafeno.
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Si se considera un hamiltoniano de dos bandas de un aislante convencio-
nal, tal que [14-15]:
3 s =
H:eo(k:)]+d<k> o

al anadir una perturbacién peridédica en el tiempo como esta:

V (?,t) =V (?) .ocos [wt]

donde esta describe el acoplamiento a una onda monocromética lineal-
mente polarizada (aunque se podria tener otras polarizaciones), el operador
de evolucion temporal bajo esta irradiacion (recuérdese que | ¥(t,to) >=
U (t,t,) | ¥(to) >) seré:

U (t> to) = T;ge_i Jio H,<?',t)dt’

donde T; es el operador de orden de tiempo y el hamiltoniano es el hamil-
toniano total (el inicial mas la perturbacion). Se define asi el hamiltoniano
de Floquet como aquel que darfa lugar a la misma evolucién unitaria tras un
periodo 7:

~ . -
U(T +to,t0) _ €_ZHF<k)T

El modelo de Floquet es valido si el periodo 7 es la escala temporal
mas corta del sistema, como puede ocurrir en sistemas atémicos frios. El
hamiltoniano de Floquet podr& parametrizarse asi:

/= —
He (K) =er () T+7 (%) .0
Se definiréd el niimero Chern de Floquet como

Y e Y i
Cr = ﬁ anagff) ana(kf) (%)

Este ntmero r(ipresenta el indice de curva cerrada de un mapeo tal que
= /=

N e k .
k—n ( l{;) = —f% desde un toroide T? hasta una esfera S2.
n
Considérese ahora un modelo de grafeno. El objetivo serda obtener algin
estado topologico con Cr # 0 y ver si hay propiedades de transporte tras la
aplicacion de luz. Considérese el hamiltoniano tipo del grafeno con acopla-
miento al campo electromagnético:

~

i (? ) = vr (027 (gu + €As (1) + 0y (g + €4y (1))
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El potencial vector aplicado es:

A= —% lsin (wt) @ + sin (Wt — ¢) )

La fase ¢ permite regular la polarizaciéon. Se asume que la fuente es mas
pequena que la longitud de onda o que la irradaciéon ocurre en incidencia
normal por una onda plana, de modo que no hay dependencia espacial del
campo. Para energias pequenas tales que eE% < hw, el hamiltoniano de
Floquet se aproxima a esto:

GQUF)2

HF<?>§HO—(“’T

donde se aprecia la apariciéon de un gap cuya amplitud es:

sin (@) 0,7,

6&’0}7)2

JAWES Q(WTsm (9)

Se observa la aparicién de un término méasico de tipo Haldane (recuér-
dese el estudio del modelo de Haldane). El término mésico que aparece se
manifiesta a modo de transporte a través de efecto Hall. El gap introducido
origina una absorcion de fotones virtual que da lugar a fermiones de Dirac
con masa. Este gap dependera de la fase ¢, y por tanto, de la polarizacion,
siendo maximo en polarizacion circular y nulo en polarizacion lineal. Esto se
debe a que la polarizacion circular rompe la simetria de inversion temporal,
haciendo aparecer asi una fase tipica del modelo de Haldane.
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Figura 25: Comparacién entre el cono de Dirac sin perturbar y el cono de
Dirac perturbado por un pulso de luz [14][15].

Se observa graficamente lo que se ha descrito: en la representacion superior
se observa un sistema grafénico sin interaccion con la luz (amplitud nula), de
modo que en los puntos de borde o de Dirac el gap desaparece; por su parte,
la representacion inferior muestra como este gap vuelve a aparecer tras la
interaccion con la luz (amplitud no nula) en el punto extremo de la primera
zona de Brillouin.

Cuando se explicaron los compuestos HgCdTe se dijo que el espesor del
pozo de potencial podia modificarse mediante un voltaje de puerta. Se puede,
también, conseguir tal fin mediante la interaccion con ondas de luz.

El hamiltoniano que describe la estructura de bandas no invertida de estos
compuestos es el siguiente:

7 <?> .0, donde

Aky, Aky, M — B?ﬂ

2l
— ~
=~ +
~—

Il
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es la parametrizacion del acoplamiento espin-érbita. Si se tiene una fase
topologica trivial (y esto ocurre para % < 0), la adicicion de una perturbacion

- -
tipo V' ( k ,t) =V ( k) .ocos [wt] provoca la inversion de bandas:

- -7 0 w2 % =

Figura 26: Espectro de energia de un pozo de potencial de HgTe/CdTe y
muestra en presencia de luz linealmente polarizada de los dos modos quirales
atravesando el gap [15].

y la aparicion de estados de borde unidimensionales sobre el aislante de
efecto Hall cuantico de espin.
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6. Simulacién niimerica de la ecuacién de Dirac
para un aislante topolbégico en contacto con
un material ferromagnético

Este capitulo pretende ser el colofon del estudio realizado hasta ahora
mediante la simulacién de la ecuacion de Dirac para un aislante topologico
en contacto con una fuente de imanaciéon como podria ser un material ferro-
magnético. A modo de resumen, se realiza primeramente un repaso de los
conceptos fundamentales para comprender el ferromagnetismo de la materia.
Posteriormente se realiza el estudio de la discretizacion de la ecuacion de
Dirac en un sistema (2 + 1)-dimensional mediante el método de diferencias
finitas “Leap-Frog Staggered Grid”. Se estudiaran los resultados para varias
situaciones. Primeramente se planteara un modelo de discretizacion con un
vector de imanacién 7 = (0,0,m,). Este modelo posee unas caracteristicas
particulares que difieren del modelo que se planteard posteriormente. Es-
te segundo modelo contiene una imanacion de tipo m = (Mg, my, m;). Se
realizard un analisis de estabilidad numérica para cada caso y se planteara
la definicién de una norma para la funciéon de onda caracteristica de cada
modelo.

6.1. Imanacién y materiales ferromagnéticos

Dado que los electrones de un 4tomo se encuentran en movimiento y tiene
carga eléctrica, en presencia del &tomo se comportan como pequenos circuitos
eléctricos. Este comportamiento hace que aparezca un momento magnético.
La composicién vectorial de los momentos magnéticos de los electrones cons-
tituye el momento magnético del &tomo. Muchos atomos tiene un momento
magnético nulo dado que dicha composicion resulta ser igual a cero [1-3,25].

Cuando un campo magnético actia sobre un campo, el movimiento elec-
tronico se ve alterado, anadiéndose un movimiento adicional de precesion
alrededor del campo magnético. Este movimiento da lugar a un momento
magnético inducido con la direccion del campo magnético y sentido opuesto.
La adquisicion de un momento magnético antiparalelo al campo magnético
se conoce como efecto diamagnético, y esté presente en todos los a&tomos exis-
tentes, pudiendo afirmarse que el diamagnetismo es una propiedad universal
de la materia.

Sin los 4tomos ya tienen un momento magnético previo al inducido, el
efecto diamagnético puede quedar relegado a otro orden de importancia,
puesto que puede ocurrir que el campo magnético aplicado tienda a reorientar
los momentos magnéticos (en principio desalineados) en su misma direccion.
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Como conclusion, se extrae que la aplicacion de un campo magnético pertur-
ba a la materia. Esta perturbacion se conoce como imanacién. Nos interesara,
pues, estudiar la imanacion espontanea de los materiales ferromagnéticos, ya
que esta imanacion sera la que se introduzca en las simulaciones que prosi-
guen.

Las sustancias ferromagnéticas (al igual que las paramagnéticas) se ima-
nan en el sentido del campo aplicado, aunque ahora el valor del tensor de
susceptibilidad magnética x,,, que viene dado por

H
Xm ﬁ

tendra un valor mucho mayor y no seré constante. La aplicacién de un
campo pequeno serd suficiente para que el material ferromagnético se
imane. Tras la anulacion del campo, la direccion del momento magnético
total permanecerd igual; se puede decir que la sustancia queda convertida en
un iman.

Este comportamiento descrito tiene lugar por debajo de una temperatura
critica, conocida como Temperatura de Curie. Por encima de este valor, que
es caracteristico de cada material, la sustancia pasa a comportarse de manera
paramagnética.

El material ferromagnético es un material s6lido cuyos atomos portan
momento magnético. Estos ejercen entre si interacciones potentes, debidas
a un campo de «canje» o a un campo molecular conocido como campo de
Weiss. Este campo se comporta como un campo magnético en las expresiones
de la energia, pero en realidad no es tal, puesto que no cumple las ecuaciones
de Maxwell. El motivo es que no existe una densidad de corriente relacionada
con este campo. Se puede considerar, entonces, que el campo total que sufren
los momentos magnéticos es:

H=TH,+H,

siendo ﬁo el campo exterior y ﬁw el campo de Weiss. La hipotesis de
Weiss fue suponer que este campo es proporcional al valor medio de la ima-
nacion:

H, =it

traduciéndose esto en una accién de orientaciéon mutua de los momentos
magnéticos. A esto se opondra la agitacion térmica. Esta es la explicacion
cualitativa de que a partir de una cierta temperatura (la Temperatura de
Curie T,,).
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El ferromagneto estd subdividido en regiones conocidas como dominios
elementales, cada cual con millones de a&tomos con sus momentos magnéticos
practicamente alineados (y perfectamente alineados en el cero absoluto). La
imanacion espontdnea es la que aparece en cada dominio elemental. Esto
explica que si la sustancia aparece globalmente desorientada es por que se
compensan los efectos de todos los dominios. La imanacion de los dominios
tiene unas direcciones preferentes, y a la imanaciéon en estas direcciones se
le conoce como imanacion facil. Las direcciones de facil imanacion estan
determinadas por la anisotropia de la red cristalina, por tensiones internas o
externas, por impurezas, etc.

Si se tiene un ferromagneto formado por cuatro dominios iguales tales
que sus efectos se compensan, al aplicar un campo magnético en la direccion
de imanacion de uno de los dominios, el volumen de dicha region aumenta a
expensas de los demés, de modo que ya no habra compensacion, lo que hace
que se adquiera una imanacién global no nula. Podria darse el caso de que,
aumentando mas y mas el campo aplicado, llegasen a desaparecer las demas
regiones, llegando a ocupar todo el volumen la regiéon méas grande. A este
proceso se le conoce como imanacién por corrimiento de fronteras.

Si llegado este punto se sigue aumentando el campo aplicado, puede au-
mentarse la imanaciéon global, puesto que los momentos magnéticos en este
momento se tenderan a colocarse paralelamente al campo. A este fendémeno
se le conoce como imanacién por rotacion.

En este punto, se se disminuye el campo magnético hasta anularlo, la
imanaciéon no desaparecera, dado que la desaparicién de las fronteras no es
un proceso reversible, obteniéndose entonces una situacion intermedia entre la
inicial y la de campo maximo. A esta imanacion se la conoce como imanacion
permanente. Para anularla, debera aplicarse un campo en sentido contrario
y de un determinado valor, que se conoce como campo coercitivo. Podria
seguir aumentandose este campo hasta volver a alcanzar la saturacion.
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Figura 27: Representacion tipica de un ciclo de histéresis en el que figura la
imanacién de saturacion, la remanente y el campo magnético coercitivo.

Lo descrito anteriormente y graficado en la anterior figura se conoce como
ciclo de histéresis de un material ferromagnético. El area encerrada en el
ciclo es la energia disipada por el material en forma de calor en este proceso.
Del ciclo de histéresis se puede conocer si el ferromagneto es un material
magnéticamente blando, en caso de que su permeabilidad sea elevada y de
que sea facilmente imanable, o magnéticamente duro, en caso contrario.

Debe conocerse, finalmente, el concepto de paredes de Bloch, dado que
esta herramienta se va a utilizar en las simulaciones de control de corriente
eléctrica. Las paredes de Bloch son regiones de transicion entre dominios
magnéticos. Estas regiones suelen tener un tamano relativamente pequeno
en comparacion con los dominios:
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Figura 28: Esquema  de una pared de Bloch tipica
|https://es.wikipedia.org/wiki/Paredes_de_Bloch|. En este esquema se
observa como varia la imanacion de sentido entre las regiones A y C por
medio de una region de transicion B (la pared de Bloch). Se puede ver cémo
el cambio es continuo, aunque en la imagen esta region esta exagerada en su
tamano. Generalmente, el cambio ocurre de forma mas abrupta.

Para las simulaciones se emplearéan paredes de Bloch que se aproximaran
por funciones de salto, de manera que en lugar de representar la continuidad
de la funcion que describiria la imanacion en esta zona de transicion, se
empleara este tipo de funciones dado que la aproximacion realizada permite
conocer el comportamiento de la corriente eléctrica en estas circunstancias
sin perjuicios.

6.2. El método de simulacién numérica “Leap-Frog staggered-
grid”

La intencion del estudio presente es la influencia de un material ferro-
magnético sobre la corriente eléctrica en la superficie de un material aislante
topologico. Para ello se va a implementar la ecuacion de Dirac en (2+41)
dimensiones. La corriente eléctrica, que viene descrita por la intensidad de
corriente I o por la densidad de corriente j se va a estudiar en este caso por
medio de la funcién de onda 1), compuesta por los espinores v y v de la forma:
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Para la discretizacion de la ecuacion de Dirac en estas condiciones se ha
escogido el método de diferencias finitas “Leap-Frog staggered-grid”.

El método de diferencias finitas “Leap-Frog staggered-grid” [16-17| es un
método explicito de discretizacion numérica. Se trata de uno de tantos mé-
todos de diferencias finitas empleados en simulaciones; sin embargo, sus bue-
nas caracteristicas lo hacen el mejor candidato para la implementaciéon de la
ecuacion de Dirac en (2 + 1) dimensiones. La estrategia que sigue cualquier
método numeérico es la discretizacion del modelo continuo, tanto en el espacio
real como en el espacio de Fourier. Los métodos de diferencias finitas y de ele-
mentos finitos son métodos que discretizan el espacio real. Estos tienen una
ventaja, que es la implementacion “natural” de términos masicos y potencia-
les dependientes del espacio y del tiempo. Sin embargo, afrontan un problema
muy peligroso: la duplicaciéon fermionica, que consiste en la duplicaciéon del
extremo fruto de una situacién en la que el término maésico no es nulo, a
diferencia del caso continuo. Esto implica la obtencion de estados falsos en la
funcién de onda al establecer en una red campos fermionicos. Se manifiesta
por medio de la obtecién de una relacion de dispersion no monétona que
proporciona mas de un cono de Dirac; concretamente, en funcién del ntme-
ro de dimensiones discretizadas d, otorga hasta 2d conos, conocidos como
“fermionic flavors” o sabores fermiénicos. El teorema de Nielsen y Ninomiya
muestra como la discretizaciéon de la ecuacion de Dirac en una red regular
prohibe la existencia de un solo sabor fermiénico. Esto no es exclusivo de la
ecuacion de Dirac, puesto que la obtencién de valores falsos en métodos de
diferencias finitas es algo habitual debido a la discretizacion de un operador
de derivada primera sobre una red. Esto se debe a que la discretizacion de
una derivada primera simétrica en el espacio requiere del doble de espaciado
de red, lo que se traduce en la contraccion de la zona de Brillouin a la mitad.

El truco para evitar la duplicacion fermioénica en la discretizacion de la
ecuacion de Dirac consiste en establecer una red escalonada para las compo-
nentes del espinor, tanto en la componente espacial como en la componente
temporal.

Para evitar esta situacion en el caso (2 + 1), se debera asegurar que el
punto central de la red no cause problemas deshaciéndonos de él a costa de
modificar la discretizacion. Para ello se utiliza una red escalonada dividida
en dos subredes, de forma que cada componente del espinor | ¢¥(x,y,t) >=
( u(z,y,t)

(@, Y1)
nuacion:

) pertenezca solamente a una de ellas. Esto se muestra a conti-
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Figura 29: Representacion del modelo de discretizacion que se implementara
[23].

Se observa que la red es escalonada tanto en el tiempo como en el espacio.
Se va a utilizar un incremento temporal A\, = ¢/\; . Este abarcara los indices
semienteros para el espinor u, estando inicialmente en j —% y finalizando tras
el primer incremento en j + %, siendo j, de momento un indice genérico. Para
el espinor v, el incremento temporal abarcard los indices enteros, de modo
que inicialmente se esté en j para, tras el primer incremento, acabar en j+ 1.
Este incremento temporal se ejecuta en dos pasos, ejecutando primero la
iteracion en u y luego en v. Mediante una nueva indexacién, se acomoda el
esquema anterior a uno menos tedioso, que no alberga términos semienteros.

6.3. Discretizacién de la ecuacién de Dirac en materia-
les hibridos TI/FE en (2+1) dimensiones para un
modelo con 71 = (0,0, m.)

La ecuacion de Dirac (véase al apéndice 8.4) que se va a implementar
es la de fermiones de Dirac en el seno de un campo electromagnético con
imanacion | m |= m., tal y como ocurrira en la superficie de un aislante
topologico en contacto con una fuente ferromagnética cuya imanaciéon tiene
la componente tnica m,. El hamiltoniano de partida a partir del cual se
resolvera la ecuacion de Schrodinger es el siguiente [16-17]:

A

H:v<6 X f[) S+ upgré.B+V
En este hamiltoniano, el primer término se corresponde con el término de
la interaccién espin-orbita. El término Il = Pt €A expresa la energia cinética
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bajo la presencia de un potencial vector relacionado con el campo magnético

externo B inducido por el material ferromagnético. El término V = —e¢

es un potencial escalar, el cual puede implementarse experimentalmente por

medio de un capacitor que contenga en su interior al material topologico.
El hamiltoniano anterior puede reescribirse asi:

A

H:v(&xf{) EHMo+V
La ecuacion de Dirac que se va a implementar es, pues:

Kl w(agtw) | (g, t) e

o1 vY(x,y,t) >
ot

= [o (6 x 1) 2+ 0.6 + V] | 0(r,9,1) >

.El sistema de discretizacion que se va a implementar es el que se muestra
a continuacion (cuyo comportamiento, salvo en algin caso, solo es aceptable
para una imanacién con componentes m, # 0,m, = m, = 0), y constituye
el pilar de la simulacién numérica que se realizara [16-17,23]:

Y2 12 ,
4,k - %k G n n n+1/2 n—1/2
n n n n
Yivrok — Y12k | Vikrr2 ~ Yjk-1/2
Ax Ay

n n n n
Vivioe T V126 . 5 Yiksre T Vjk—1/2
Tjk 9 UMy, 9

J—1/2,k J—1/2,k _ ¢ n+1 n+1 n+1 n
M 1o + Vj—l/z,k Ui ijok T V12

At 2
n+1/2 n+1/2 n+1/2 . un+1/2
Uik T Uik G I=1/2 412 j-1/2k-1/2
Ax Ay
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
B . o N e Ry VN o Ve B S VO
Tj—1/2,k 2 Yj—1/2,k 2
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A continuaciéon se detallara el calculo realizado por el autor y necesario
para obtener las expresiones que habra que iterar. Se tratara de poner la
ecuacion en forma explicita, obteniendo asi la relaciéon adecuada para aplicar
a la simulacion. Primero se realizard el calculo para la primera ecuacion, y

posteriormente, para la segunda.

Tomando la primera ecuacién, se va a empezar por simplificar la expresion
por medio del cambio de miembro de At y del cambio de variable a =

zAt( Z * V],)

. Aislando los términos u"F*

2 5.k
At
n+1 2 n—1/2 n
Uj ke / (1+a) = U / (1—a)— Az (Uj+1/2,k_
it , , my At
+A_y (Uj,k+1/2 - Uj,k—1/2) - —J’Qk (Uj+1/2,k
_imﬁjykﬁt( . . )
9 Ui k+1/2 — Vjk—1/2
Haciendo los cambios de variable b = %, c = % =
tomara Az = Ay), d = 5. my., Y e = e

miembros entre (1 — a), se obtiene la expresion ﬁnal

se obtiene lo siguiente:

U 1jon) +

zAt

- U?—I/Q,k) -

(puesto que se

my Y d1V1dlend0 en ambos

n+1/2 _ (1 - CL) n—1/2 b n n
Ujk 1+ a)uj,k - —(1 T a) (Uj+1/2,k - Uj—l/z,k) +
c d

o (Ve = Viorye) = s (Vfnen + U y2n) —
(1+a) (1+a)

e n n
_—(1 T a) (vj,k+1/2 - Uj,k—l/Q)

Esta es una de las expresiones que habra que iterar para conocer la evo-

lucion del espinor u con el tiempo.

La otra expresion se ha de trabajar de la misma forma. A continuacion

se muestra su tratamiento.

Bajo las mismas consideraciones, se cambiarda de miembro el incremento

temporal At y se realizard el cambio de variable a

Aislando los términos v”zl se llega a esta expresion:

Ujjll/Q,k (1—d) =vj ), (1+d) - A (U /
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iAt( n+1/2 n+1/2 )_ g il (un+1/2+ n+1/2> +

T Ay Yi1j2k+1/2 — Y—1/2,k—1/2 5 Maj1yop Wik -1k
+1At mntl uH? Y
o Myiaen \Mi-1/2k+1/2 §—1/2,k—1/2
i i i /. At gLt st gy Ot an

Hamendo los cambios de variable b = 5=, ¢’ = &y = A d =5 mg ¥

e = Z%.m’y‘j .» ¥ dividiendo entre (1 —d’), se obtiene la expresion que habra
: ' n+1 .,
que implementar para v;y
/ /
I S (1 +a)w b G2 2
i—1/2,k (1 _ a’) J=1/2k (1 _ a’) 7k j—1k

/

C n+1/2 n+1/2 d n+1/2 n+1/2
=) (uj—l/Q,k—H/Z - uj—l/?,k:—l/Q) T (“j,k T Uik > -

/

X n+1/2 n+1/” )

e
1-a) (uj71/2,k+1/2 T U)o k-1)2

6.3.1. AnAlisis de von Neumann

Con el objeto de conocer la validez y estabilidad del método de discretiza-
cion numérica empleado, se introduce el andlisis de von Neumann. El objetivo
de este analisis es conocer el rango de valores que puede satisfacer el cociente
entre la componente de salto temporal y la componente espacial. Para esto
se debe realizar una transformacion de Fourier sobre las ecuaciones antes
presentadas para posteriormente obtener lo que se conoce como la matriz
de amplificacion G. Los autovalores asociados a esta matriz deberan satis-
facer alguna condicion que esté ligada al valor que deberéd tomar el cociente
mencionado. A continuacion se detalla el andlisis realizado [16-17,26].

Tras realizar una transformada de Fourier sobre la ecuacion matricial del
modelo de discretizacion presentando anteriormente, la representacion pasa
a poder escribirse de la siguiente forma:

Awn—l—l 4 Bwn — 0’

11 A2 u"tt bii bio u" .
o) (o )+ () () =

Los términos que resultan de la transformacion de Fourier son los siguien-
tes:
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1 (m,+V)
ap = — +—-=

At 2

a12=O

(1 - eiszw) (1 4 eikyAy) (1 4 eikmAx) (1 - eikyAy)

2= 2Ax ! 2Ay +
(s — imy) (24 hede 1 b
+1
4
- — 1 Z,(mz -V)
N 2
I (m.+V)
by = —— iz V)
nET T

. (1 o e—ikanc) (1 4 e—ikyAy) (1 4 e—ikxA:c) (1 . e—ikyAy)
B 2Ax ! 2Ay +

(M + imy) (2 4 e~ h=Ae 4 e=ikyl)

+1

4
b21:O
1 (m,—V)
boo = —— — g2 7/
277N 2

Cualquier método de diferencias finitas de la forma Ay"*! + By"™ = 0

puede reescribirse del siguiente modo:

wnJrl — _Aleqﬁn — Gwn

La matriz G = —A~'B se conoce como matriz de amplificacién, y de

ella depende la estabilidad del método numeérico [16,26]. Esta matriz debera
satisfacer la condicion CFL (Courant-Friedrichs-Lewy, véase el apéndice 8.5).
En el caso que nos concierne, esta matriz es la siguente:?

23La matriz inversa de A es de la forma

Q22  —0a21
AT — —a12 a1l

11022 — 421012
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G=-A'B=_ rrller b bia \ _
0 = 0 by

bi1  bi2 4 a1 b2

— a1 a1l a11a22
0 boo
a2

Se deben calcular los autovalores de esta matriz. A continuacién se detalla
el calculo:

l71_1_|_)\ bio a21b22
|G—)\I|=O<—>—|<““0 ““bﬂj“)fzz>|=0<—>
a2

b b A=
— (2 +a) (Z+2) =0 ! g
a1 22 )\2:—£

Sustituyendo los valores de aq1, ass, b1y y bas, los autovalores de la matriz
de amplificacion adquieren la siguiente forma:

1 ~(mz+V)
R T

)\1 LHM
At 2
1 _;(mz=V)

Ny = — Bl 3

1 _;mz=V)
At 2

El moédulo de los autovalores de la matriz de amplificaciéon debe ser como
méximo la unidad. Véase como se cumple tal condicién con A, (para Ag
ocurrira lo mismo):

- (m.+V 1 2 mz+V 2 - (mL+V

)\1 — _ — 4 At .
1 - (m,+V 2 ms 2 ?
A + it (&) +
(L)2 (mz4+V)* - (mz+V)
)\1: At 4 At
2 (m4V) ’
(20) + 7=
Y ! (( 1 )2 (mz+V)2> (m. +V)?
1= B — =
1\2 |, (m.+V)? 2
(E) + (et At 4 At
2 2\ 2
1 (<1>+<mz+v>)_1
B 1 2 (mz+v)2 At o
(ae) + 5 Al 4

Dado que el término a;5 es nulo, en lo que sigue se obviara su existencia para la simpli-
ficacién de los calculos. Lo mismo se haré con el elemento b1, por el mismo motivo.
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La estabilidad del sistema algoritmico estd fundamentada en la condicién
CFL. Esta condicion hace que para r < 1y con m,,V € R:

De esta manera queda probado que el método puede ser satisfactorio. Sin
embargo, para poder trabajar con total seguridad en el algoritmo es necesario
realizar un anélisis en base a como discretizar lo que constituye el objetivo
final del presente texto: la norma de la funcién de onda v constituida por los
espinores u y v.

6.3.2. Discretizacion de la norma de la funcion de onda

La funcion de onda 1) esta constituida por los espinores u y v de la forma

siguiente:
U
o= (1)

La norma de una funcién de este tipo constituye la probabilidad del sis-
tema y es, analiticamente:

Il ll= V1w 2+ 1o |2
Sin embargo, esta discretizacion puede dar lugar a resultados indeseables
(esto es, que el valor de la norma en la simulacién exceda el valor unidad:
| ¥ |> 1) si se calcula el valor de la norma del modo anterior. Esto conlleva
la necesidad de buscar otra forma de calcular la norma. La correccién que se
realizara va a tener la siguiente forma [16]:

o™ 1= 1P+ [ of |17 =
—ons R (W vfen) = (Wi virien) + (W vje) = (i i) =

- n n n n n n n n
—_2Ay”m (e 01n) = (W V) + (i V) — (Wi )]
donde cada par (u,v) hace referencia a un producto escalar entre los espi-

nores referidos mediante la indizacion?*. Considerando esto, se puede obtener

un resultado 1til para esta norma, considerando r = £& = ﬁ—;:

24El producto escalar mencionado es de la siguiente forma:
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F™ P2 e 17 + 103 1P -

]_ ‘|‘ . n n n n 1 — 1 n n n n
| Re {( K Z)T (s v)er) = (U, vy 1)) — a-9 5 Z>7’ (g Vi1 h) — (uj,k’vj,k))] >
g P+ 1o 1P = Re [ S5 (o) | 1= | Re |52 )| 1=

(141)

— | Re { 5 (uj,kavj—l,k—l) | — | Re

[\)

r (“?,k’U?,k)] >

> g P+ o 12 =v2r [ 12+ o 2] = (1= v2r) (e 12 + 11 v 1)
Asi, queda definido que el sistema satisface la siguiente condicion:
hom 12> (1= v2r) (g 12 + 0 o 1)

Esta situacion sera satisfactoria siempre que r € [0, \/Li} Este resultado

es de extrema importancia. Se puede comprobar que si se introduce un valor
r > \% en la simulacion correspondiente, los efectos seran catastroficos (el
valor de la norma se disparara de forma decepcionante).

6.3.3. Resultados numéricos de la discretizacion de la ecuacién de
Dirac en materiales hibridos TI/FE en (241) dimensiones
para un modelo con 7 = (0,0,m,)

Para la obtencion de los resultados que se muestran a continuacién se
ha elaborado un algoritmo numérico con el Software Matlab de MathWorks.

(Wf ko) = D (i) v
Notese, ademas, que
s 1P= (uf i uf )

[ I°= (“?,kv“}fk)
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Este algoritmo puede consultarse en el documento anexo. Todos los aspectos
mostrados en las anteriores subsecciones se encuentran implicitos en dicha
simulacion. En estos resultados se estan manteniendo a cero los valores de
las componentes de imanacion m, y m,.

El objetivo de este trabajo es el estudio del control de la corriente eléctrica
en un aislante topologico en contacto con un material ferromagnético. Para
poder entender esto se va a trabajar con la probabilidad de la funciéon de onda
del sistema, por medio de la cudl se puede conocer cudl es el movimiento de
la corriente y como se ve afectada por los parametros que intervienen en la
ecuacion de Dirac.

Las simulaciones que se exponen a continuacién es la representacion grafi-
ca de la evolucion temporal de la probabilidad de onda en una malla espacial
de (500x500) nm. Con los resultados que se obtienen a continuacion se pue-
de conocer la probabilidad de encontrar a un electrén en el espacio citado
|16-17|. El tiempo de simulacion obedece a

t:Nt*dt

donde N, = 200 pasos temporales y dt = 1,0264 * 10~ s. De esta forma
el tiempo total de la simulacion equivale a t = 2,0529 * 10713 s. Hay que
entender que esto no es algo descabellado puesto que estamos en el orden
espacial de los nanémetros. Por ejemplo, si la simulaciéon permitiese recorrer
los 500 nm en una de las direcciones, la velocidad media seria

500 * 10™9m
| U = ~13
2.0529 * 10~ 135

lo cual es un resultado coherente para particulas fermiénicas.

La abundancia de parametros que influyen en este comportamiento obli-
gan a estructurar los resultados segun los casos que se planteen.

Las representaciones graficas de la probabilidad de la funciéon de onda
tienen lugar en la malla mencionada. Se escogera un lugar inicial de la malla
en el que lanzar el pulso en funcion de las necesidades que aparezcan. Para
entender correctamente las figuras, debe tenerse en cuenta que el codigo
presentado permite la visualizacién tanto de la posicién final de la norma de
la funcién de onda con su valor asociado como la observacién por medio de
una animacion del recorrido que esta funcion realiza sobre la malla. Ademas,
los resultados pueden mostrarse tanto en perspectiva tridimensional, donde
los ejes X e Y representan la malla y el eje Z la probabilidad de la funciéon de
onda, como en perspectiva bidimensional, en la cual se observa mediante un
corte a un plano z = cte la anchura de la funciéon de onda sobre la malla. Sin
embargo en este texto se ha optado por incluir solamente (salvo en las tres

= 2,4356 % 10°m/s

38



figuras siguientes) la representacion bidimensional puesto que la informacion
que otorga es suficientemente explicita en opiniéon del autor La variedad de
colores que aparecen tienen que ver con el valor de la norma. Cuanto mas
saturado es el color observado, mayor es el valor de la probabilidad en dicha
regién. De este modo, una region de color azul indicard mayor amplitud de
la norma que, por ejemplo, el color amarillo. A su vez, la saturacion dentro
de un mismo color describe los mismos comportamientos.

El paquete de onda introducido es de tipo gaussiano. A este respecto es
interesante estudiar el comportamiento en funcion de la orientacion que se le
aplique al pulso. Ademaés, la introduccion tanto de un potencial escalar como
de una imanaciéon m, # 0 provocan resultados de interés.

Primeramente, considérese el caso mencionado en la conclusion de la an-
terior subseccion. Se menciona que el valor r debe tener un modulo tal que
r< \% Véase qué ocurre si, mismamente, se introduce un valor ligeramente

mayor, por ejemplo, r = 0,72 > \/Li Lo que se muestra a continuacion es
la representaciéon tridimensional del momento inicial de la simulacién, del
momento intermedio y por tltimo, del momento final:

Norma =1

0.5

-1
500
500

1
2

Figura 30: Representacion de la norma para r > en el instante inicial.

S
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Norma =1

0.5

-1
500

500

Figura 31: Representacion de la norma para r > \/Li en un instante intermedio,
en el cual comienza a perderse estabilidad.

Norma = -9.139309701114661e+21

0.5

-1
500

500

Figura 32: Representacion de la norma para r > \% al final de la simulacion,

en la que el valor de la norma se ha hecho tan incoherente que su valor pierde
todo sentido fisico.
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El resultado obtenido habla por si mismo. Los valores han de estar limi-
tados al intervalo [0, 1]. El resultado es catastrofico, lo cual era de esperar,
no solo por su orden de magnitud sino también por el signo negativo que
aparece. En adelante, se tomara el valor r = %2 sensiblemente inferior al

\/Q)
limite establecido bajo el analisis de la norma.

Analisis de resultados Se presentan a continuacion resultados de la si-
mulacién para valores concretos de los parametros que intervienen en el al-
goritmo. Téngase en cuenta que la forma que se toma para los espinores es

la que se muestra a continuacion?®:

2 2
e

e 202 267
V2

u =

v=e"y

Los valores xg, yo indican el centro del paquete de onda. En los resultados,
por lo general, los valores que se asignaran seran o = 100 nm e yo = 100 nm,
salvo que la simulacion requiera un cambio de origen. Los valores z, Ax e vy,
Ay describen el paso espacial y el incremento en cada paso respectivamente
para la coordenada correspondiente. Los parametros b, y b, son las anchuras
medias del pulso gaussiano en las direcciones X e Y. Téngase en cuenta que
uno de los aspectos que se va a estudiar es la influencia de los valores k;, kyo,
es decir, la influencia del vector de onda. Los resultados que se obtendran en
funcion del vector de onda seran de gran importancia en este estudio. Cada
componente del vector de onda se puede escribir para fermiones de Dirac sin
masa como

e*EZ»
hl)F
donde e™, vp y i son la unidad de carga elemental (1,60217653% 1071 ('),
la velocidad de Fermi (6,2%10° m/s) y la constante de Planck respectivamente
(h = L donde h = 6,6260693 * 107 J  s) y donde E; hace referencia a
la energia de las componentes del paquete de onda. La variacion de FE; es
fundamental para entender el comportamiento del pulso.
Por dltimo, nétese que el hecho de que el espinor v se represente del modo
anterior tiene que ver con que existe un desfase entre los dos espinores, donde
la fase depende del vector de onda de la forma

ki:

25Teéngase en cuenta que lo que se esta haciendo es escoger un pulso de corriente continua
de tipo gaussiano. Esto es opcional puesto que se podria haber escogido otro tipo de
corriente directa. Se estd realizando una aproximacién al estudio de los pulsos eléctricos,
aunque esto es una eleccién.

91



kyo

tan (¢) = k’_o

Primeramente se mostraran las representaciones para casos en los que
V =0m; = my = m, = 0, en los que se va variando la direccion del
pulso. Posteriormente se introduciran potenciales escalares no nulos (V' # 0)
para direcciones fijas del pulso. Una vez realizado dicho anélisis, se vera la
influencia de una magnetizaciéon m, # 0 manteniendo el potencial escalar
nulo. Finalmente, se combinara la influencia del potencial y la magnetizacion
y también se estudiara la influencia de una imanaciéon po medio de paredes
de Bloch.

Resultados para V = 0,m, = m, = m, = 0 con distintos (k,, ko)
Los resultados que aparecen a continuaciéon se han obtenido haciendo nula
la contribucién tanto del potencial escalar como de la imanacion. Se estudia

%
el desplazamiento de la onda en funcion de los valores de ko desde el punto
(100, 100)de la malla hasta la posicion que se muestra en las figuras.
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Figura 33: Resultado final de la simulacién para £, = 0,1 eV, E, =0 eV.

La figura presentada muestra como bajo las condiciones iniciales la fun-
cion de onda se desplaza a lo largo del eje horizontal apareciendo cierta
dispersion. El hecho de que se desplace en esta direcciéon tiene que ver con
que la componente no nula del vector de onda es k,o. Por tanto, la corriente
eléctrica se desplazaria en la misma direccion que tiene el pulso inicial. Este
es el resultado més veloz que se va a obtener puesto que no hay ningin pa-
rametro que provoque la pérdida de desplazamiento (dada la posicion final
puede estimarse el desplazamiento en 280 nm).
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Figura 34: Resultado final de la simulacién para £, = 0,4 eV, E, =0 eV.

Aparece, al aumentar el valor de la componente citada, un retroceso res-
pecto al caso anterior. Esto se ve contrarrestado por la disminucién de la
dispersién de la amplitud de probabilidad en la componente vertical. En
términos de la velocidad media, esta seria menor en este caso (téngasae en
cuenta que el desplazamiento puede estimarse ahora en 200 nm. La corriente
eléctrica recorreria menos distancia.
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Figura 35: Resultado final de la simulacién para £, = 0,7 eV, E, = 0 eV.

Al aumentar la componente horizontal del vector de onda, llega un mo-
mento en que el desplazamiento acontece hacia la izquierda, a costa de apare-
cer una pequena porcién en la derecha que implica la posibilidad de encontrar
al electron en tal posicion, no sin ser méas probable que la la funcién de onda
se confine en la izquierda. Esto se traduce en que al aumentar el pulso inicial,
la corriente eléctrica se desplazaria en sentido contrario (unos 50 nm), debido
a la forma que tiene la funcién gaussiana.
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Figura 36: Resultado final de la simulacién para £, =1 eV, E, =0 eV.

La imagen anterior muestra la posicion final de la onda para los valo-
res expuestos. Cabe decir que el desplazamiento acontece desde la posicion
(100, 100) hacia la izquierda, llegando a la posicion que se indica en el sentido
mencionado (esto supone un desplazamiento a la izquierda de aproximada-
mente 240 nm). Este resultado no hace mas que corroborar lo que se habia
visto en la figura anterior. La corriente eléctrica cambia de sentido de des-
plazamiento al aplicar valores grandes al pulso inicial.
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Figura 37: Resultado final de la simulacién para £, =0 eV, E, = 0,1 eV.

Ahora se muestra qué ocurre para los mismo valores anteriores pero utili-
zando como componente no nula de vector de onda la componente vertical. El
comportamiento es el mismo que para E, = 0,1 eV, pero en la componente
vertical. La corriente eléctrica se desplazaria en este sentido.
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Figura 38: Resultado final de la simulacién para £, =0 eV, E, = 0,4 eV.

Aparece el mismo comportamiento que se observaba en la direccion hori-
zontal. A medida que aumenta el valor, se equilibra la anchura media en el
eje horizontal asemejandose a la del eje vertical, a costa de reducir el despla-
zamiento de la corriente y por tanto de reducir la velocidad media del pulso
durante la simulacion.

Norma=1

Figura 39: Resultado final de la simulacién para £, =0 eV, E, = 0,7 eV.

El desplazamiento acontece para esta situacion hacia abajo, y vuelve a
aparecer probabilidad de que acontezca hacia arriba, aunque de menor va-
lor. La corriente eléctrica bajo este pulso se desplazaria en sentido negativo
sobre la vertical. Este desplazamiento no es demasiado elevado pero si es
suficientemente notable.
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Figura 40: Resultado final de la simulacién para £, =0 eV, E, =1 eV.

Finalmente, al aumentar el valor de la componente vertical del vector
de onda, el desplazamiento ocurre hacia abajo, llegando a descender desde
(100, 100) hasta (100,360). Es un caso analogo al de la figura 36 pero ahora
la corriente eléctrica se desplaza en la componente vertical.
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Figura 41: Resultado final de la simulacién para £, = 0,1 eV, E, = 0,1 eV.

Lo que se representa en la anterior figura es el efecto de igualar los va-
lores de las componentes del vector de onda del pulso. Se observa como el
desplazamiento de la amplitud de onda acontece en diagonal desde el pun-
to (100, 100) hasta el punto (300, 300), lo cual implica un desplazamiento de
282,8427 nm. Aparece dispersion tanto a lo ancho como a lo largo de la nube.
Aplicando un pulso de dos componentes no nulas se puede conseguir que la
direccion de la corriente eléctrica varia tanto como se quiera.
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Figura 42: Resultado final de la simulacién para £, = 0,4 eV, E, = 0,4 eV.

Al aumentar el pulso en la misma direccion, se pierde dispersion en la
nube, haciéndose méas compacta pero perdiendo probabilidad al aparecer una
otra nube menos saturada. Esto no contradice el resultado de la norma, que
es la suma de las dos nubes. Sin embargo, aparece incertidumbre respecto a

la posicion final.
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Figura 43: Resultado final de la simulacién para £, = 0,5 eV, E, = 0,5 eV.

La anterior imagen confirma lo presentado en el caso E, = 04 €V,
E, = 0,4 eV. Cuanto més paquete se hace el paquete de onda en las dos
componentes, mayor es la indeterminacion que aparece en la funcién de on-

da.
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Figura 44: Resultado final de la simulacién para £, =0 eV, E, =0 eV.

La representacion anterior se introduce para demostrar cémo, bajo una
situacion en la que el vector de onda es nulo, el resultado es catastrofico.
Esto se explica porque sin energia no tiene sentido hablar de ni por tanto de
corriente eléctrica.
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Figura 45: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0,0008xx eV, E, = 0,1
ev.

La anterior representacion muestra la evolucion de la norma bajo un pulso
variable en la componente horizontal dependiente del espacio. Se hace variar
la componente E, desde el valor nulo hasta E, = 0,4 eV. Lo que esto provo-
ca es la apariciéon de dos nubes de probabilidad cuyas saturaciones parecen
indicar que las probabilidades de encontrar corriente en cada regién son si-
milares. Este resultado parece arrojar luz sobre la utilidad escasa de aplicar
un pulso de esta forma.
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Figura 46: Resultado final de la simulacion para £, = 0,1 eV, £, = 0,008 x y
ev.

En la dltima simulacion se representa el resultado de aplicar un pulso
variable en la componente vertical tal que ky € [0,0,4]. El resultado es
analogo al de la figura anterior.

Resultados para V # 0,m, = m, = m, = 0 con distintos (k,, ko)
Los siguientes resultados dan idea del comportamiento de la onda bajo la
accion de distintos potenciales escalares en distintas condiciones iniciales da-
das por k. Recuérdese que una forma de conseguir un potencial escala de
este tipo es por medio de un condensador. El condensador estableceria una
diferencia de potencial en su seno, en el cual estaria situado el aislante topo-
logico.
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Figura 47: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0,1 eV, £, =0¢eV y
V =0,2eV.
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La anterior imagen describe la norma de la funcién de onda a lo para un
vector de onda con componente horizontal y potencial escalar de 0,2 eV. En
comparacion con el caso del apartado anterior sin potencial escalar y para el
mismo vector de onda, el desplazamiento de la corriente bajo la acciéon de un
potencial escalar constante es menor (de aproximadamente 270 nm).
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Figura 48: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0,1 eV, £, =0eV y
V =0,5eV

Al aumentar el potencial de 0,2 eV a 0,5 eV el desplazamiento final decrece
y asf también la velocidad media. Esto se va a comprobar més notablemente
en la siguiente figura:
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Figura 49: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0,1 eV, £, =0¢eV y
V=1eV

100



El desplazamiento decrece pero se empieza a apreciar la aparicion de otra
region posible. Para tener mayor confianza deben equilibrarse los valores del
vector de onda y los del potencial, como se vera en el ejemplo siguiente:

Norma=1
500

450

350
300
£ 250
200
150

100 W

Figura 50: Resultado final de la simulaciéon para E, = 0,7 eV, £, =0 eV y
V=10 eV

Este resultado es realmente interesante. Mediante una buena eleccion del
pulso inicial y un potencial electrostatico adecuado, se consigue confinar la
corriente en una region concreta. Esta corriente esta representada por una
nube de probabilidad concentrada en torno al punto de la malla donde se
lanz6 el pulso inicial. Este confinamiento es una peculiaridad propia de los
potenciales electrostaticos?®

26Bajo este logro se intent6 hacer desaparecer el pulso de corriente por medio de diversas
pruebas, aunque los resultados arrojan que esta pretension no puede ser satisfecha.
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Figura 51: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0 eV, £, = 0,1 eV y
V =02eV

El mismo anélisis se realiza ahora para vectores de onda con componente
vertical. El comportamiento es anédlogo al del caso con vector de onda hori-
zontal. Concretamente, si se compara el caso en el que el vector de onda era
el mismo pero sin potencial escalar, se aprecia como la adicion de éste altimo
provoca que el desplazamiento decrezca notablemente.
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Figura 52: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0 eV, £, = 0,1 eV y
V =0,5eV.

Al aumentar el valor del potencial se comprueba que se produce un decre-
cimiento del desplazameiento de la nube, ahora, en la componente vertical.
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Figura 53: Resultado final de la simulacién para £, = 0 eV, £, = 0,1 eV y
V =1¢eV.

Ocurre lo mismo que ocurria con el vector de onda horizontal: aparece una
region de probabilidad adicional. Debera realizarse un ajuste de parametros
si lo que se pretende es tener una sola region. Eso se aprecia a continuacion:
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Figura 54: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0 eV, £, = 0,7 eV y
V =1¢eV.

Al aumentar el valor de la componente no nula del vector de onda, se
observa como vuelve a aparecer una region compacta de probabilidad. Al
mismo tiempo, si se compara con la figura 33, se puede apreciar como el

potencial produce un confinamiento mayor del que existe sin su presencia?’.

2TEn este caso no se ha aplicado el potencial V = 10 V de la figura 49 para dar variedad
a los resultados. Si se hubiese aplicado, el resultado que se obtendria en este caso seria
el mismo que en el de la figura citada, es decir, el confinamiento al punto inicial de la
simulacion.
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Figura 55: Resultado final de la simulacion para £, = 0,1 eV, £, = 0,1 eV y
V =1¢eV.

Al combinar las componentes del vector de onda y anadir un potencial es-
calar como en la figura anterior, se observa que, en comparaciéon con la figura
35 en la cual los valores del vector de onda coinciden con el caso presente
pero no hay potencial y la posicion final estd aproximadamente centrada en
(300,300), el caso con potencial V' = 1 eV provoca que el desplazamiento
sea menor, hasta, aproximadamente, el punto (200,200), lo que implica un
desplazamiento de 141,4214 nm. Esto y los resultados que se vienen viendo
es la prueba de que la adicién de un potencial escalar constante provoca que
la funcién de onda tenga una evolucion més lenta y de menor recorrido en el
espacio.

Norma=1

Figura 56: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0,1 eV, £, =0¢eV y
V =0,002 x z eV.
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La anterior imagen describe la posicién final para un potencial escalar
variable que se puede representar asi:

Figura 57: V = 0,002 x x

El efecto de un potencial de este tipo es hace mas compacta la nube y
hacer que la accién del potencial sea menos fuerte que para un valor fijo de,
por ejemplo, 0,1 eV, siendo en este caso menor el efecto de confinamiento.
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Figura 58: Resultado final de la simulacién para £, = 0,1 eV, £, =0 eV y
V =0,02%x eV.

Al aumentar la pendiente de la funcién de potencial el resultado se vuelve
més ambiguo, obteniéndose dos regiones diferencias en las que es posible
encontrar la corriente. La aparicion de més incertidumbre hace pensar que la
eleccion de este potencial no seria tan satisfactoria como la de la figura 57.
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Figura 59: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0,7 eV, £, =0 eV y

2
V= 2 V.
1.2+y2

Esta altima imagen describe un potencial de tipo % El efecto es de con-
finamiento total en las condiciones presentadas; es decir, permite confinar
corriente eléctrica en el lugar de la malla en el que se aplica el pulso.

Resultados para V = 0,m, = m, = 0, m, # 0 con distintos (k., ko)
En los resultados que se muestran a continuacion se observa el comporta-
miento de la onda bajo la accién de una imanacion m, # 0 sin la accion de

potencial escalar en distintas situaciones dadas por k .
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Figura 60: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0,1 eV, £, =0¢eV y
m, = 0,05 eV.
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El desplazamiento es similar al asociado un potencial de 0,2 eV pero
en este caso la dispersion es mayor en las dos componentes espaciales. La
aparicion de incertidumbre es algo mas habitual al anadir imanaciéon que al
anadir un potencial electrostatico.
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Figura 61: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0,1 eV, £, =0eV y
m, = 0,1 eV.

Al aumentar la imanacion el desplazamiento es menor pero aparece de
pronta forma una division de la nube de probabilidad. Cuanto mayor sea la
imanacién mayor serd esta dispersion. Los valores de la imanacién han de
ser sustancialmente menores que los que se podrian aplicar para potenciales
electrostaticos para buscar nubes de probabilidad compactas.
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Figura 62: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0 eV, £, = 0,1 eV y
m, = 0,05 eV.
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En el caso vertical el funcionamiento es lo mismo que en el horizontal.
Puede compararse este resultado con el de la figura 45.
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Figura 63: Resultado final de la simulaciéon para £, = 0 eV, £, = 0,1 eV y
m, = 0,1 eV.

Aparece otra vez otra region de probabilidad al aumentar la imanacion.
Es importante recalcar que los valores de la imanaciéon no han de ser, con-
venientemente, demasiado elevados. Los valores que mejor funcionan son
m, € [0,0,1) eV.
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Figura 64: Resultado final de la simulacién para £, = 0,1 eV, £, =0eV y
m, = 0,0002 x z eV.
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La magnetizacion aplicada en la anterior figura es del siguiente tipo:

Figura 65: m, = 0,0002 x x

El hecho de hacer crecer la imanacion solo hasta 0,1 eV tiene que ver con
la dispersion que aparece para valores mayores; hay que tener en cuenta que
la magnetizacién en esta escala puede llegar a ser del orden de los deV'. No
obstante, ain con estos valores, la dispersion es muy grande.
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Figura 66: Resultado final de la simulacién para £, = 0,1 eV, £, =0eV y
m, = 0,002 x x eV.

Al aumentar el orden de magnitud de la imanacion se pierde saturacion
a costa de aumentar la dispersion. Este modelo de magnetizaciéon es mas
insatisfactorio que el anterior para el control de la corriente eléctrica.
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Resultados para V # 0,m, = m, = 0, m, # 0 con distintos (k,, ko)
Estos taltimos resultados describen la influencia simultanea de una imanaciéon
con m; # 0 y potencial no nulo V' para distintos pulsos determinados por

k o.
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Figura 67: Resultado final de la simulacion para E, = 0,2 eV, E, = 0 eV,
V=0,1eVym,=0,1¢€V.

La anterior figura representa el resultado final para una imanacién y po-
tencial escalar del mismo valor. No parece que el resultado difiera demasiado
de los vistos anteriormente para valores razonables de V' y de m,.
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Figura 68: Resultado final de la simulacién para E, = 0,2 eV, E, = 0 €V,
V=07¢eVym,=0,1c¢eV.
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Al aumentar el potencial escalar el desplazamiento es menor (de unos 150
nm), pero se anade dispersion al tener potencial e imanacion no nulos. La
corriente eléctrica no sufrird un desplazamiento tan grande como en el caso
anterior.
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Figura 69: Resultado final de la simulacién para E, = 0,2 eV, E, = 0 €V,
V=1eVym,=0,1eV.

Para V' =1 eV el desplazamiento disminuye a aproximadamente 120 nm,
pero aparece una region de probabilidad a la derecha del todo.

Norma =1
500

450
400
350
300

£ 250
200
150

100 § §

50

x (nm)

Figura 70: Resultado final de la simulacion para E, = 0,2 eV, E, = 0 eV,
V=0,1eVym,=0,05c¢eV.
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Para una imanacién menor la situaciéon no varia demasiado del caso de
la figura 61. La corriente eléctrica sufre un desplazamiento similar en ambos
Casos.

Norma =1

Figura 71: Resultado final de la simulacion para E, = 0,2 eV, E, = 0 eV,
V=0,1eVym,=072c¢eV.

Al aumentar la imanacion aparece claramente una region adicional de
probabilidad. La imanacién es una magnitud conflictiva en estas implemen-
taciones, y debe tratarse con coherencia.
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Figura 72: Resultado final de la simulacién para E, = 0,2 eV, E, = 0 €V,
V=0,1eVym,=0,3¢eV.

Al seguir aumentando la imanacién los efectos son més acuciados. La
nueva region parece ir creciendo en importancia.
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Figura 73: Resultado final de la simulacién para E, = 0,2 eV, E, = 0 €V,
V=01¢eVym,=0,7c¢eV.

Finalmente, a modo de ejemplo exagerado, se aprecia como la acciéon de
la imanacién provoca un confinamiento en la regiéon inicial que acaba por
producir la separacion en dos regiones de probabilidad de distinta importan-
cia pero de relevancia suficiente. La corriente eléctrica podria tomar, no con
gran diferencia de probabilidad, uno de los dos caminos.

Resultados para V = 0,m, = m, =0, ko # 0 con distintas paredes
de Bloch Para concluir este analisis se van a introducir paredes de Bloch?®
para ver qué puede ocurrir en estas circunstancias. Se implementan distintas
situaciones para conocer el comportamiento de la funcién de onda en regiones
con confinamiento por paredes de Bloch. Se va a utilizar un pulso con una
inica componente, la del eje OX, siendo suficiente esto para entender el
comportamiento bajo una imanacion de este tipo.

28Esto consiste en crear regiones de transicién entre dominios magnéticos. Lo que aqui
se hard serd aproximar estas funciones como funciones de salto.

113



Figura  74:  Ejemplo de pared de Bloch: m,(eV) =

0 si X e[0,250]
0,1 si X € (250,500]

Las paredes de Bloch que se van a estudiar son las siguientes:

0 si X €][0,100]
ma, (eV) =< 0,1 si X € (100,300]
0 si X €(300,500]

04 1 I 1 1 1 1 | ! I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
x (nm)

Figura 75: Representacion de m,, frente a la componente horizontal z. To-
das las paredes se han pensado en la componente horizontal puesto que la
direccion de movimiento de la corriente va a ser esta por comodidad.

0 si X e[0,100]
m.,(eV)={ 005 si X € (100,300]
0 si X €(300,500]
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Figura 76: Representacion de m,, frente a x.

ng(ev):{ 0 si X e[0,250] U (300,350] U (400, 500] }

0,1 si X € (250,300] U (350, 400]

0.15 — =

01— B
3
= 005~ =
N
) l u l—

005~

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 77: Representacion de m., frente a x.

ma,(eV)={ 01 si X € (250,300

0 si X €[0,250] U (300,350] U (400, 500]
]
0,1 si X € (350, 400]
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Figura 78: Representacion de m,, frente a x.

Por comodidad y para entender bien lo que ocurre, ahora se lanzaré el
pulso desde la posicion (0,100) para que se puede ver cuél es la influencia de
las paredes de Bloch. Se tomaréan los valores V =0¢eV yv E, = 0,2 eV por
simplicidad (recuérdese que cuanto mayor era este tltimo valor mayor era el
confinamiento de la corriente).

Consideremos el caso en el que se tiene la pared m,,. A continuacion se
muestran los resultados:
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Figura 79: Posicion final de la ampitud de probabilidad de onda bajo la accion
del dominio magnético m, .

El pulso parte del punto de la malla (0,100) y recorre el tramo desde
ese punto hasta el (100, 100) con normalidad. Al llegar al dominio magnético
que esta definido entre (100, 100) y (200, 100) comienza a perder velocidad. El
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hecho de que la posicion final tenga lugar en la tercera region (es decir, entre
(200, 100) y (300,100)) tiene que ver con que la corriente se vio confinada
bajo la acciéon del dominio de imanacion.

A continuacién se muestra un caso similar pero con una imanaciéon no
nula menor:
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Figura 80: Misma situacion que la anterior pero con la imanacion m,,.

Al reducir el valor de la imanacién dentro del dominio magnético desde
0,1 eV hasta 0,05 eV se pierde incertidumbre ya que ahora solo hay una
region claramente probable (en la figura anterior aparecia un tenue azul a
la derecha de la grafica que indica cierta incertidumbre) y se gana en com-
pacidad. La diferencia de desplazamiento entre un caso y otro parece casi
despreciable; no obstante, parece que en este segundo caso dicho desplaza-
miento es algo mayor, lo cual se podria entender como que la velocidad media
en esta simulacion es ligeramente mayor. Concretamente, la posicion final de
la probabilidad de onda en la figura 79 es aproximadamente (225, 100) mien-
tras que en la figura 80 es (240, 100). Las velocidades medias de estos casos
son por tanto 1,096 * 10° m/s y 1,1691 * 105 m/s, respectivamente.

Véase ahora lo que ocurre si la imanacion es m.,:
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Norma =1

0 100 200 300 400 500

Figura 81: Simulaciéon para m.,. En las regiones de imanaciéon no nula, el
valor es 0,1 eV.

En esta simulacién se ha situado el punto inicial en (200,100) para que
se pudiese ver el comportamiento a lo largo de las distintas regiones antes de
que se completase el tiempo de simulaciéon. Si se compara con las simulaciones
anteriores, el desplazamiento es ligeramente méas pequeno en este caso (hasta
aproximadamente el punto (420, 100), lo que implica un desplazamiento de
unos 220 nm. Esto puede deber se a la inclusion de méas de una pared de Bloch.
Asi mismo, en este caso se ha reducido el ancho entre escalones de la funcién
de imanacion. Aparecen tenues nubes azules segin avanza la simulaciéon que
describen la posibilidad no nula de que la coriente quede confinada en tales
regiones.

Si en la segunda region de imanaciéon no nula se trabaja con imanaciéon
negativa (—0,1 eV'), el resultado es el siguiente:

Norma =1

0 100 200 300 400 500
x(nm)

Figura 82: Simulacion para la imanacién m,,, en la que la segunda regiéon
con imanacién no nula tiene imanacién negativa.
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Aqui se comprueba que el signo de la imanaciéon no tiene relevancia en
las simulaciones y que no afectarda a la corriente al menos de forma signi-
ficativa. Es innegable que en la ecuaciéon de Dirac discretizada, el signo de
la componente m, cambiard al entrar en la regiéon de imanacion negativa;
sin embargo, a pesar de esto, esta variaciéon no parece tener efectos notables
sobre la corriente eléctrica. Esto se debe a que esta imanaciéon es la de la
componente vertical, por lo que tiene sentido que no se vean afectados los
resultados dado que estos estan contenidos en el plano XY
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7. Conclusiones

Durante el presente trabajo se ha pretendido dar una vision general sobre
los aislantes topologicos y sobre los modelos fundamentales para compren-
der su naturaleza. El efecto Hall cuantico, el modelo SSH y el modelo de
Haldane son fundamentales para una primera comprension de estos mate-
riales. El efecto Hall cuantico de espin, por su parte, constituye el primer
acercamiento a los materiales que son ttiles candidatos a aislantes topolo-
gicos en 2 dimensiones. Se pretende haber detallado los célculos de forma
suficientement explicita para una comprension clara de los resultados.

Tras la comprensiéon de los anteriores aspectos el autor ha desarrollado
un estudio del control de la corriente eléctrica en un material aislante topo-
logico por proximidad a un material ferromagnético. Se ha discretizado la
ecuacion de Dirac y realizado un anélisis detallado de la casuistica a la que
se puede someter un pulso de corriente eléctrica de tipo gaussiano. El valor
del pulso inicial en estas simulaciones ha sido de alta importancia, habiéndo-
se conocido que dicho valor permite desplazamientos de corriente mas largos
cuanto menor es. La direccién del pulso es un factor que se puede modificar a
conveniencia. La influencia tanto de un potencial electrostatico como de una
imanacion externa contribuyen siempre a confinar el pulso de corriente eléc-
trica. Esta conclusion es de enorme relevancia. La aplicacién de un potencial
electrostatico, de la imanacion del material ferromagnético, o de ambos a la
vez, permite concentrar la corriente eléctrica en una region durante el tiempo
de la simulacion. La eleccion de unos valores adecuados es otro de los facto-
res a tener en cuenta ya que es habitual la aparicion de mas de una region
de probabilidad, lo cual contribuye a perder exactitud en el conocimiento
de la posicién de la corriente eléctrica. La aplicacion final de una imanaciéon
por dominios magnéticos permite ver como el confinamiento de la corriente
es algo constante a lo largo de estas simulaciones. La aplicaciéon de dominios
magnéticos anade incertidumbre al resultado puesto que aparecen numerosas
regiones de probabilidad, si bien siempre existe una que tiene mayor satura-
cion y que por tanto es la mas probable. Se ha comprobado, finalmente, como
la influencia del signo de la imanacién no aporta variaciones significativas a
los resultados finales sobre la corriente en el plano bidimensional.
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8. Apéndices

En esta parte se introduce informacion adicional respecto a algunos de
los conceptos tratados a lo largo de este documento.

8.1. La esfera de Bloch

La esfera de Bloch es una representacion geométrica del qubit, esto es,
un sistema cuantico de dos niveles en el espacio de estados puros.
Se ha usado la esfera de Bloch para representar geométricamente el vector

de pardmetros 7 (k), habiéndose obtenido, de forma general:

d, +d
cos () = ——; e = —L
| d | Vi +d;
Cualquier estado | ¢ > puede escribirse como una combinacion lineal de

los estados puros | 0 >= ( (1) ) y|1>= ( (1) ) del siguiente modo:

| ¥ >= cos (g) |0 > +esin <g) | 1>

Si consideramos un término gauge de la forma e*(®%) y escribimos los
autoestados del modelo SSH con dicho gauge, tendremos lo siguiente:

-2 0 :
| _7 ~— eiﬁ(j)eia(&(ﬁ) € i; cos (2) _ 615(7) | _'_7 >
ez sin (—)
Se pretende demostrar que cualquier término gauge va a ser insatisfactorio
por medio de varios casos, utilizando el autovector de mayor energia, dado
que el comportamiento serd similar para el autovector restante.

Considérese primeramente el caso en el que « (6,¢) = 0. El autovector
resultaria ser:

. 2003(2)
+d ( % sin (1) )

Si se aplica una rotacion de ¢ = 0 — 27 dejando el angulo 6 fijo, véase
que aparece una fase:
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¢ =0— -l-j >0= ZOS (g) )
4 2
¢ =27 —>’ "—7 Sor= ( eil cos (gg) ) = — | +j >0

e'"sin (5)

Esto indica que el gauge no es el adecuado, dado que no deja invariante

al autovector. Si ahora se toma en consideracién otra parametrizacion, tal
que « (0,¢) = %5, y se realiza el mismo anélisis:

¢ =0—] +7>0:(605<§)>

sin( )
7 coS (Q) 7
¢ =2 =|+d >on=| om .%oy | =l +d >0
e“m'sin (5)
se puede ver como en lo tocante al dngulo ¢, el gauge aplicado es una

buena eleccién. Lamentablemente, no es asi para el angulo 6, puesto que si
se considera los polos norte y sur de la esfera para esta misma « (6, ¢) :

9:0_>|+7>N:((1)>
0

no se obtiene el estado esperado en el polo sur, sino que este depende
del angulo ¢, sindénimo de una dependencia respectoa a la forma en la que
nos acercamos a dicho polo. Por este hecho, el gauge escogido tampoco es
satisfactorio en este caso.

Si se hiciese este tltimo andlisis para a (0, ¢) = —%, el resultado obtenido

seria que mientras el gauge funciona bien para el estado del polo sur | —l—j >3,
para el estado referente al polo norte ocurriria algo similar a lo que pas6 antes
e'?
0

En los anteriores casos, los estados no eran monovaluados. La tnica po-
sibilidad restante es escribir el autovector como combinacion lineal de los
vectores | +d >y y| +d >g:

(ahora para 0 = 0 —| —i—j >N=
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Ahora se tiene un estado monovaluado. No obstante, el hecho de que en el
ecuador desaparezca la norma, nos impide poder escoger este estado. De este
modo, puede concluirse que ningtn gauge es adecuado para estos estados.

8.2. Simetria quiral

La condicion para que un operador del espacio de Hilbert tenga simetria
quiral bajo un operador I' de estas caracteristicas es la siguiente:

{FH} —TH+HI =TH-TH=0
El operador quiral debe ser unitario y hermitico, pero necesita dos requi-

sitos mas: que sea local y que, ademés, sea «robusto».....
En funcién de este operador, se pueden definir los proyectores Py v Pg

CcOomo
p—%nﬂp—WfQ
A_2 aB_2
con las siguientes propiedades:
~ ~ 1 /74 ~ 1 /4 ~ ~
PA+PB:§(I+F>+§<I—F>:I
~ ~ 1 /- ~ 1 /- ~ ~
PA—PB:—<I+F)——<[—F>:F
2 2
PZ-HPZ-:Z<IiF>H(IiF>zzl(HiHFiFHJrFHF):

1/ o .

-3 (Hq:FHiFH—H) ~0
La simetria quiral del hamiltoniano implica la simetria de su espectro de
energias. Esto implica que para cada autovalor de energia (por ejemplo, posi-

tivo) habra un autovalor simétrico pero de naturaleza negativa. Considérese
la accidon del hamiltoniano H sobre el autoestado n-ésimo:

H | p >=E, |y >

AT [, = { A = ~PADY = —TH |4, >= ~BF v, >
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Puesto que el autoestado | ¥, > tiene un autovalor distinto al del auto-
estado I' | ¢, >, habra ortogonalidad entre ellos, de modo que

<t | Tt >=0

Si se consideran autoestados con energia no nula (E,, # 0) y considerando
que (ecuacion), se puede escribir lo siguiente:

Como P; es el proyector sobre la red i-ésima del operador de simetria
quiral, se puede afirmar que cada estado tiene el mismo valor esperado en
cada red. Si ahora se considera el caso de energia nula, se tendra lo siguiente:

H| v, >=0

ﬁ3|¢n>:oHﬁ(|¢7l>if|wn>):o

Esto quiere decir que los estados para los cuales la energia es nula se
tienen a si mismos como companeros de simetria quiral.

8.3. Pfaffiano de una matriz

Este concepto, visto al hablar del invariante topologico Zs, se corresponde
con el polinomio el cual, siendo elevado al cuadrado, resulta dar el valor del
determinante de una matriz antisimétrica; es decir:

Pf%(A) = det (A)

. Formalmente, para una matriz A de dimensiones 2nx2n, el pfaffiano obedece
a la siguiente expresion:

1 ) -
Pf(A)= onp| Z sign (o) |_|aa(2i—1),cr(2i)
i=1

" 0€Gan,

8.4. FEcuacidon de Dirac

La ecuacion de Dirac se utiliza con particulas fermioénicas de espin % que
puede ser masivas o no serlo. Cominmente se conoce el caso masivo como
ecuacion de Dirac, mientras que el caso no masivo se conoce como ecuacion
de Weyl. La diferencia entre ellas tiene que ver con el término mésico del
hamiltoniano.
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La ecuacion de Dirac es un caso concreto de la ecuacion de Schrédinger
en un caso fermionico relativista. Véase a continuaciéon su deduccion.
La ecuaciéon de Schrodinger se representa como sigue:

A 0
H’¢>—Zha”¢>

donde ih% se corresponde con el operador de energia (no es otra cosa que
la representacion del autovalor del hamiltoniano). Dado que de la teoria de
la relatividad especial se conoce que la energia de una particula viene dada
por

E = \/p2c + m?c* & E* = p*® + m*c?

al escribir esta con su momento en la representacion de posiciones (p —
—ihV), debera cumplirse que el cuadrado del hamiltoniano sea igual a la
energia al cuadrado de la forma siguiente:

H? = <—ihc@>2 + <m02f>2

La hipotesis de Dirac fue suponer que este hamiltoniano solo tiene deri-
vadas de primer orden, de modo que el hamiltoniano sea

H=a (—ihc@) + 05 (mc2f>

Los nuevos elementos presentes o y 3 hacen referencia a un conjunto de
tres matrices para el caso de a (sus componentes son «;) y a una matriz para
el caso de 3. Desarrollando el cuadrado del operador hamiltoniano:

H? = a.a <—ihc@> (—ihc@) + mc? (—ihc@) .0+ B.a] + (mc2)2 B =
29

3

3
= Z ;.0 (—ihedy,) (—ihed,, ) +me’ Z (—ihcy,) (aq.0 + ﬁ.ai)+(mc2)2 32

ij=1 i=1

3

3
- Z o? (—ihcd,,)” + Z (.05 + aj.0;) (—ihed,,) (—ihicd,, ) +
=1 :

j<i=1

29223‘:1 oj.aj (—ihcd,,) (—ihcdy, ) = Z?:l a? (—ihcazi)2 +
3 (a.aj + ovj.q) (—ihedy,) (—ihcdy,)

j<i=1
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3
+mc? Z (—ihcdy,) (i + B.cy) + (mcz)2 B

i=1
y se relaciona con ( ecuacion del operador hamiltoniano al cuadrado), se
ve que las matrices introducidas deben satisfacer las siguientes condiciones:

2=p2=1
a0+ o0 = {og, 05} =0
las cuales indican que las matrices deben satisfacer un algebra de Clifford.
En base a esto, se definen las conocidas como matrices de Dirac:

I 0
0 _ A. 0 __
- SN S 0 o
v—&mv—(_aj 0)

Con esta notacion se consigue reescribir el hamiltoniano de Dirac de la
siguiente manera:

H = —ihc (010p, + @20y, + a30,,) + mczwof = (—ihcv’@xi + ch) ~°

Con este resultado, la ecuacion de Dirac sera:
iy 00t = ihey' 0,00 + mc* <— ih (200 + 7'0;) ¥ — mc*Y = 0 «—

«—— ih (7“6)# — ch) =20

Notese que en esta ecuacion, los elementos v son espinores.

8.5. Numero de Courant-Friedrichs-Levy

El ntimero de Courant-Friedrichs-Levy determina el cumplimiento o no
de la condicion CFL. Esta condicion indica la convergencia de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales cuyo método de soluciéon es tipo algorit-
mico. La condicién establece que el paso temporal ha de ser més pequeno
que un determinado valor para que la simulaciéon no arroje resultados es-
purios. En el caso del modelo de discretizacion de la ecuacion de Dirac en
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(2+1)-dimensiones, la condicion CFL vendra dada por el nimero de Courant-
Friedrichs-Levy de la forma3°

At
Az

La condicion que se establecera serd que r < 1, de modo que de esta
forma el intervalo temporal serd menor que el tiempo necesario para que los
espinores atraviesen los puntos adyacentes de la malla.

T =

8.6. Discretizacion de la ecuaciéon de Dirac en materia-
les hibridos TI/FE en (2+41) dimensiones para un
modelo con 7 = (m,, m,, m.)

Se va a proponer otro modelo de discretizaciéon que tiene en cuenta la
substitucion de Peierls|insertar referencia hamer|:

n+1 . n

— — [
Ujy — Uik v on Lyn ( ntl 4 ) Uik=1 — Yi—1k—1 T Uik — Vi1
At 2 M T Vak 4 2
’ x
n n n n n n n n
Uik ~ Ytk TR T Yk o Yk Tk TV T Y
+1 —imy —
2Ay J 4
i Uiy H U ey T U U
Yj.k 4
n+1 n . n+l _ n+l n+1 o, ntl
Yik — Yk _ T ( n+1 Vn—l—l) ( ) — Ui = Wik T Wipiesr — Ujkyr
At 2\ Fik aok 2Ax
n+l _  n+l n+1 o, ntl n+1 n+1 n+1 n+1
ks T Yk T U e — Wik i YLk U U e T U .
2Ay Yok 4
n+1 n+1 n+1 n+1
4t Uit1k + Uj +u Uit k41 + Y k1
Yj.k 4
30N6tese que como se considerard Ax = Ay, el nimero CFL también satisfara
At
r=—-—
Ay
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Haciendo un cambio de variable como en el modelo anterior, a = ¢ (m” + Vj”k> :

2 Zj,k
2At
n+1 u” n ? o
(I+a)=uj(1-a)— —— (V1 = 0y 0l — ) +
2At At
. n n n n ; n
Ay (0 1k = Vi 0 — Uj,k—l)_zfmxj,k (V1 + 0y + V0 V1) —
At
n n n n
— M (Ut gy + 0+ 01
_ 24t _ 2iAt 1At o n At
Tomando b= <>, c = Ay d =14 Ty, €= Ty
il _ (1—a) , b

;g (1+a) Ujp — —(1 o) (U;’L,kq — U7 g g1 T UL — U?A,k) +

c d
n n n n n n n n
Tira (01 = Voo + 0 = “j,k—l)_—(l Py (V-1 + O + O+ V1) =
e
n n
e (Vg Vg gy U O]
(1+a)(J,k1 J=1Lk-1 & 1k>
Para la segunda ecuacion discretizada se hara el cambio a’ = % (mg;j — Vj"k“) :
2At

n+1 AN A n+l n+1 n+1 _,mntl )

Vs k (1—-d)=(1+d) Uk Ar (uj+1,1<; Ui T Uiy gy uj,k+1)
2At At

o n+1 o+l 7T n+l n+1 n+1 n+1 n+1
-t Ay <uj,k+1 Ujg T Ui kg “j,k+1) b My (u Wipr g+ Wik T Ui 1 T Wjein

At
=, n+l n+1 n+1 n+1 n+1
+ 4 My ( Uiyrg T U UG e T U k+1)
I 24t g __ 20At gy __ 1AL, n+1 At n+1.

Tomando v = 7, ¢ = 05, d' = %] mxj’k,e = gmytn

/ b/
n+l __ (1 —|—G) no_ n+l _  n+l n+1 _ ,ntl
Yk = (1— a/)vj,k (1— ) (“ Lk Uik T U e uj,kJrl) +
d d
o n+l _ ntl n+1 I = o S
1 —o (ujk—i-l g T Ui e uj,k+1) (1_a,>(]k 1 U gy T UG T UT 1k)

/

e
+ 1—d) (Vihoy + 0] + 0+ 0T )

La diferencia entre esta discretizacion y la del apartado anterior es notable
cuando se introducen términos m, # 0, m, # 0 en el algoritmo.
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h planck = 6.6260693e-34;
g el = 1.60217653e-19;
hbar = h planck/ (2*pi);
vEi = 6.2e5;

Lx = 500e-9;

Ly = 500e-9;

Nx = 500;
Ny = 500;
Nt = 200;

dx = Lx/Nx;
dy = Ly/Ny;

dt = 0.9/sqrt(2) *min([dx/vf,dy/vf]);%Condicion CFL
Lt = Nt*dt;

xgrld = 1:Nx; ygrid = 1:Ny;

[X,Y] = meshgrid(xgrid,ygrid);

V(1:Nx,1:Ny) = 0
mx (1:Nx,1:Ny) =
my (1:Nx, 1:Ny)
mz (1:Nx,1:Ny) =

Il
O O O~
~e N

~e

%$Pulso Gaussiano

Ex = 0;

Ey = 0;

kx0 = Ex*q _el/ (hbar*vf);
ky0 = Ey*q el/ (hbar*vf);
x0 = floor (0.4*Nx) ;

y0 = floor (0.2*Ny);

bx 20/ (dx*1079) ;

by 20/ (dy*1079) ;

kabs = sqgrt (kx072+ky0"2) ;

phi = atan2(sign (kx0) *kx0./kabs, ky0./kabs) ;

umat (1:Nx,1:Ny) = 0; S%espinor u

vmat (1:Nx,1:Ny) = 0; %espinor v

umat = l/sqrt(2)*exp(—(X—xO).A2./(2*be2) i* (X~ xO)*dx*kxO)

exp (- (Y-y0) ."2. /(2*byA2)+i*(Y—yO)*dy*kyO)o*exp( (kxO*X+kyO*Y))
vmat = at( ;1) *exp (i*phi);

uv(l'Nx,l.Ny) = 0;

v(l:2:end,l:2:end) = umat(l:2:end,l:2:end);
v(2:2:end,2:2:end) = umat(2:2:end,2:2:end);
v(l:2:end,2:2:end) = vmat(l:2:end,2:2:end);
v(2:2:end,l:2:end) = vmat(2:2:end,1l:2:end);

aO = dt*g_el/hbar;

b = vE*xdt/dx;

a2 = 1i* (mz+V) *a0;

al = i* (mz-V) *a0;

Al = (1-al)./(1l+al);

Bl = b./(1+al);

A2 = (14a2)./(1-a2);

B2 = b./(1-a2);

Cl = mx/2*a0./(1+al);

C2 = mx/2*a0./(1-a2)



D1 = my/2*a0./(1+al);
D2 my/2*a0./(1-a2);
ah = axes;

reu(l:Nx,1:Ny)=0;

psi2 (1:Nx,1:Ny)=0;
correction(l:Nx,1 )y=0;

for k = 1:Nt-1

uv_r = circshift (uv, [0,-1]);
uv_1 = circshift(uv, [0,1]);
uv_u = circshift(uv, [1,0]);
uv_d = circshift(uv, [-1,0]);

uv(l:2:end,1l:2:end) = Al(l:2:end,1l:2:end)...
Fuv(l:2:end,l1:2:end)+Bl(1l:2:end,1:2:end) ...
*(uv_u(l:2:end,1l:2:end)-uv_d(l:2:end,1l:2:end)...
+i*(uv_r(l:2:end,1l:2:end)-uv_1(l:2:end,1:2:end)))...
+Cl(1l:2:end,1l:2:end).*(uv_u(l:2:end,l:2:end)...
+uv_d(l:2:end,1:2:end))-1i*D1(1l:2:end,1:2:end)...
*(uv_r(1:2:end,l:2:end)+uv_l(1:2:end,l:2:end));

v(2:2:end,2:2:end) = Al(2:2:end,2:2:end) .*uv(2:2:end,2:2:end) ...

+B1(2:2:end,2:2:end).*(uv (2:2:end,2:2:end) .
-uv_d(2:2:end,2:2:end) +i* (uv r(2.2.end,2.2.end)...
-uv_1(2:2:end,2:2:end)))+Cl(1l:2:end,1l:2:end)...
*(uv_u(2:2:end,2:2:end)+u ~d(2:2:end,2:2:end)) ...
-i*D1(2:2:end,2:2:end) .*(uv_r(2:2:end,2:2:end) ...
+uv_1(2:2:end,2:2:end));

uv_r = circshift (uv, [0,-1]);
uv_1 = circshift (uv, [0,1]);
uv_u = circshift(uv, [1,0]);
uv_d = circshift(uv, [-1,0]);

uv(l:2:end,2:2:end) = A2(1l:2:end,2:2:end) .*uv(l:2:end,2:2:end) ...

+B2(1l:2:end,2:2:end) .*(uv_u(l:2:end,2:2:end) ...
-uv_d(l:2:end,2:2:end)-i*(uv_r(l:2:end,2:2:end) ...
-uv_1(1l:2:end,2:2:end)))+C2(1l:2:end,2:2:end) ...
*(uv_u(l:2:end,2:2:end) ...
+uv_d(l:2:end,2:2:end))+1i*D2(1l:2:end,2:2:end) ...
*(uv_r(l:2:end,2:2:end)+uv_1(1l:2:end,2:2:end));

v(2:2:end,l:2:end) = A2(2:2:end,l:2:end) .*uv(2:2:end,1:2:end) ...

+B2(2:2:end,1:2:end) .*(uv_u(2:2:end,l:2:end) ...
-uv_d(2:2:end,l:2:end)-1i*(uv_r(2:2:end,l:2:end)...
-uv_1(2:2:end,1l:2:end)))+C2(2:2:end,1:2:end)...

*(uv_u(2:2:end,1l:2:end)+uv_d(2:2:end,l:2:end)) ...
+1*D2(2:2:end,1:2:end) .*(uv_r(2:2:end,l:2:end) ...
+uv_1(2:2:end,1l:2:end));

uv_r = circshift (uv, [0,-1]);
uv_1 = circshift (uv, [0,1]);
uv_u = circshift(uv, [1,0]);
uv_d = circshift(uv, [-1,0]);
psi2(l:2:end,l:2:end) = abs(uv(l:2:end,1l:2:end)) ."2;
psi2(2:2:end,2:2:end) = abs(uv(2:2:end,2:2:end)) ."2;
psi2(l:2:end,2:2:end) = abs(uv(l:2:end,2:2:end)) ."2;
psi2(2:2:end,1l:2:end) = abs(uv(2:2:end,1:2:end)) ."2;



correction(l:2:end,1l:2:end)=-vif*dt/dx*imag(conj (uv(l:2:end,1:2:end)) ...
.* (uv_r(l:2:end,1l:2:end) - uv_1(l:2:end,1l:2:end)))...

+ vi*dt/dx*real (conj(uv(l:2:end,1:2:end)) ...
.*(uv_u(l:2:end,1l:2:end)-uv_d(l:2:end,1:2:end)));
correction(2:2:end,2:2:end)=-vi*dt/dx*imag (conj (uv(2:2:end,2:2:end)) ...
.* (uv_r(2:2:end,2:2:end) - uv_1(2:2:end,2:2:end))) ...

+ vi*dt/dx*real (conj(uv(2:2:end,2:2:end)) ...
.*(uv_u(2:2:end,2:2:end)-uv_d(2:2:end,2:2:end)));

normmath=psi2 + correction;

normmat= (normmath+circshift (normmath, [1,0]1))/2;

reu(l:2:end,1:2:end) = real(uv(l:2:end,1:2:end));
reu(2:2:end,2:2:end) = real(uv(2:2:end,2:2:end));
reu(l:2:end,2:2:end) = real(uv(l:2:end,2:2:end));
reu(2:2:end,1l:2:end) = real(uv(2:2:end,l:2:end));
if k == 1

normO=sum (sum (normmat) ) ;

end

norm (k) =sum (sum (normmat) ) /norm0;

surf (ah, X, Y, (reu+max (max (reu))) /2, '"EdgeColor', "'none'...
, '"FaceAlpha', 'flat', "AlphaData',normmat) ;
set (ah, "XLim"',

view (0,

90) ;

axis square

title(['Norma =

sgetframe

end

[OINX]I'YLim'I [OINy]I'ZLim'I [_111]);

', num2str (sum(sum(norm(k)))) 1)



