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La naturaleza nos muestra numerosos sistemas de osciladores acoplados como, por ejemplo,
la molécula de agua que presenta una configuracion triangular y tres modos normales de
vibracion. El movimiento de estos osciladores acoplados esta caracterizado, en general, por
una transferencia de energia entre sus grados de libertad que depende del acoplamiento entre
ellos. El péndulo de Wilberforce es un conocido oscilador acoplado de dos grados de libertad. En
este trabajo se presenta una nueva descripcion geométrica del péndulo de Wilberforce que nos
permitira determinar el grado de acoplamiento £ entre sus dos grados de libertad, y realizar
un estudio de su movimiento en funcién de éste, esto es, haciendo que £ sea un parametro

variable.

1. Descripcion del péndulo de Wilberforce

El péndulo de Wilberforce [1, 2, 3] consta de un muelle helicoidal del que cuelga una pesa
que, ademas de desplazarse verticalmente, puede girar en torno al eje longitudinal del muelle
(Fig. 1). Sumovimiento vibratorio es un movimiento compuesto por dos oscilaciones acopladas:
la longitudinal del muelle z(t), y la torsional de la pesa que cuelga 0(t).

Asumimos que la energia potencial de interaccién entre estas oscilaciones acopladas viene
dada por la funcién £y = %ez@, donde ¢ es el factor de acoplamiento. En general, en la literatura
se presenta el estudio de oscilaciones débilmente acopladas en las que el factor de acoplamiento
€ es constante, y presenta un valor determinado que hace que el grado de acoplamiento sea
pequeno (£ — 0) [, 5]. En este trabajo estudiaremos el movimiento del péndulo en funcién

del factor de acoplamiento €, por lo que lo consideraremos como un parametro variable.
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Figura 1: Grados de libertad del péndulo de Wilberforce: longitudinal (z) y torsional (). Fuente:
Imagen modificada del Instituto de Fisica, Universidade de Brasilia. http://wuw.fis.unb.br/

Las ecuaciones de movimiento del sistema son [2]:

Pz k 1e

v 20— 1

dt2+mz+2m9 0, (1)
a0 6 le

O+ -y = 2

gz 10 Tt 2)

donde m es la masa total del péndulo, incluida la masa efectiva del muelle; k la constante
eldstica de la oscilacion longitudinal de frecuencia natural w? = k/m; I el momento de inercia
del sistema con respecto al eje z de simetria vertical; y 0 la constante elastica de la oscilacion
torsional de frecuencia natural w3 = /1.

Considerando las siguientes condiciones iniciales: posiciones 6(0) = 60y, 2(0) = zo; y velo-

cidades 6(0) = 0 y 2(0) = 0, la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales anterior es
[3]:
8(t) = Bcos (wit) + Dcos (wat) , (3)

2(t) = B'cos (wit) + D'cos (wat) , (4)

donde B, D, B’ y D’ son constantes que dependen de las condiciones iniciales zg y 6y, y de las

frecuencias propias w; y wy del movimiento vibratorio:

1 2 €2
I N T () ©
s 1 _ 2 2 2 ne , €
w2:§ wz+w9_ (wz_w0> +ﬁ ) (6)
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que por ser las soluciones de la ecuacién bicuadrada siguiente (w* — bw? + ¢ = 0):

2
wt — (wg + wg) w?® + [wgwg — 4m[] =0, (7)

satisfacen las siguientes relaciones:

Wi+ ws =b=w?+wj, (8)
2 2 2 2 €

L _ . 9
wiwy = € = wiwy - (9)

En relaciéon con la energia transferida entre los dos osciladores, ésta sera pequena o grande
cuando lo sea en relacion a la energia de cada uno de los osciladores desacoplados, esto es, Fy =
1003 y E. = 1kz¢. Con ello en mente, se puede definir el pardmetro adimensional £ = €2/ (kd),
que nos da cuenta del grado de acoplamiento entre ellos: fuerte, cuando € — €pee = 2Vk0, 0
bien £ — 4; y débil, cuando & — 0. El valor de €,,,, es aquel que hace que el parametro ¢ de
la ecuacién bicuadrada (Ec. (7)) sea nulo.

El objetivo de este trabajo es presentar un método geométrico que nos permita determinar
el factor de acoplamiento €, y estudiar el movimiento del péndulo en funcién del grado de
acoplamiento £. Una vez conocido €, podremos conocer la energia de acoplamiento F4(t) y
reproducir experimentalmente uno cualquiera de los dos modos normales de vibracion del

sistema.

2. Interpretacién geométrica del movimiento

Las ecuaciones anteriores (8) y (9) tienen una interpretacion geométrica muy ttil que nos

permite analizar fisicamente el problema:

i) De acuerdo con la Ec. (8), las frecuencias naturales (w, y wp) y las propias (w; y ws)

tienen igual suma de sus cuadrados:

Wi wp =w +wy = ¢ (10)

Siempre es posible construir dos tridngulos rectangulos que compartan la misma hipotenusa
¢ = /b, inscritos en una circunferencia de igual didmetro ¢ = AM (Fig. 2), a la que denomi-
namos circunferencia de Wilberforce. Asimismo, denominamos tridngulo natural al triangulo
AIM, con I en la semicircunferencia superior y catetos w, y wy; y tridngulo propio, al triangulo

ANM, con N en la semicircunferencia inferior y catetos w; y ws.

it) De acuerdo con la Ec. (9), las frecuencias naturales, las frecuencias propias y el factor
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Figura 2: Circunferencia de Wilberforce que circunscribe al tridngulo natural (rojo) de catetos w,
y wp, y al tridngulo propio (azul) de catetos w; y ws. Tridngulo de acoplamiento de Wilberforce
de catetos 2\/67ﬁ y wiwe, € hipotenusa w,wy. Segmento graduado que indica la ordenaciéon de las

frecuencias naturales (rojo) y propias (azul): wy < w, < wy < wj.

de acoplamiento € estan relacionadas mediante la siguiente relacién pitagoérica:

g (11)

Podemos definir, por tanto, el triangulo rectangulo, al que denominaremos triangulo de aco-
plamiento de Wilberforce (Fig. 2), de catetos ﬁ y wiws, € hipotenusa w,wy. De acuerdo con lo
establecido anteriormente, el valor maximo del factor de acoplamiento, €2, = 4mlw?w; = 4k,
es aquel que hace que el parametro ¢ de la ecuacién bicuadrada sea nulo 6 ws = 0, y se corres-
ponde, para valores de z y 6 dados, con la méxima energia de acoplamiento E}'** = V620

entre los dos osciladores, que, por razones fisicas, esta acotada.

iit) De acuerdo con la Ec. (9), el area del tridngulo natural AIM (A, = w.wy/2) es mayor
que la del tridngulo propio ANM (A, = wiwy/2):
2

A2 . A2 _ €
" P 16ml

> 0. (12)

/N

Relaciones geométricas sencillas indican que el punto N pertenece al arco AI*, y no al

Y

I"E, con I'I una cuerda diametral. Asi, dados unos valores determinados de las frecuencias

naturales, siendo, por ejemplo!, w, < wy, se tiene que una de las frecuencias propias es mayor

! Nada cambiaria en nuestro razonamiento si w, > wg. En este caso el punto I estaria en el segundo
cuadrante y IN en el cuarto.
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que cualquiera de las dos naturales, y, la otra, menor. En nuestro caso, como w; > ws, se tiene
que? wy < w, < wy < wi, como se indica en el segmento graduado (Fig. 2).

A partir de la Ec. (11) y teniendo en cuenta las areas de los tridngulos rectdngulos natural
A, = w,wp/2 = ¢H/2, y propio A, = wjws/2 = ¢h/2, es posible obtener una relacion que nos

permite conocer, de forma general, el factor de acoplamiento e:
e = (H? = h*) 4mlb, (13)

siempre que se conozcan las frecuencias propias, que se pueden medir experimentalmente, y se
determinen con una regla las alturas respecto a las hipotenusas de los tridngulos natural (H)
y propio (h) (Fig.2).

Una vez conocido €, podremos conocer la energia de acoplamiento F(t) = %ez@ en cual-
quier instante, y reproducir experimentalmente uno cualquiera de los dos modos normales de
vibracién del péndulo?, determinados a partir de las relaciones entre las condiciones iniciales
2 = fi(e, 0p).

Una segunda relacion, también de interés para nuestro anélisis geométrico, entre la circun-
ferencia y el triangulo de Wilberforce, es la siguiente:

W19 Ap h

sen « s A (14)

donde « es el angulo opuesto del cateto wyws (Fig. 2).

3. Estudio del movimiento en funcién del acoplamiento

La circunferencia de Wilberforce (Fig. 2) nos permite hacer un estudio detallado del movi-
miento del péndulo en funcién del parametro £ = 2—25. El movimiento del péndulo sera periédico
cuando las frecuencias naturales w, y wy sean parecidas, por lo que en nuestro anélisis prestare-
mos atencion a la situacion en la que I se encuentre en el entorno de J, lo que geométricamente
se traduce en que H — ¢/2, y fisicamente en que jg%fj% — 1.

Es importante resenar que el movimiento del péndulo serda también peridodico cuando el
factor de acoplamiento sea maximo, € = €,,,,, vy cuando las condiciones iniciales cumplan las
relaciones zyp = fi(€,0y) mencionadas anteriormente, que se corresponden con los dos modos
normales de vibracién. Esta ultima situacién no esta contemplada en la circunferencia de

Wilberforce.

2 En la situacién en la que no haya acoplamiento entre los dos osciladores, esto es, € = 0, se tiene que N =
I*, wo = w,, w1 = wy, y los dos tridngulos (el propio y el natural) tienen la misma area.
3 Tantos como grados de libertad tenga el sistema.
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Acoplamiento débil

De acuerdo con la Ec. (13), para un conjunto de frecuencias naturales dadas (esto es, para
un didmetro ¢, y alturas h y H dadas), una disminucién de £ (dado por una disminucién de
¢) produce un aumento de h, lo que se traduce, geométricamente, en que el punto N se acerca
al punto I* y el tridangulo propio aumenta su area A, (Fig. 3). En el caso limite, cuando el
acoplamiento es cuasi nulo & — 0, tenemos que N ~ I*. En esta situacién, el cuadrildtero
birrectangulo inscrito IMNA (no dibujado en la Fig. 3 para mayor claridad) se transforma en

un cuasirectangulo IMNA.

Figura 3: Variacién geométrica de la solucién de Wilberforce cuando el acoplamiento disminuye (& |,
o bien a 1): N se acerca al punto I*.

Fisicamente, una disminucién de £ produce, manteniendo constante w.wy, un aumento de
wy (=), una disminucién de w; (+), y un aumento de la base del tridngulo de acoplamiento
wiwy (Fig. 3). En el caso limite, cuando & — 0, tenemos que wiwi ~ w?w? y A, ~ A,. En este
altimo caso, el tridangulo de acoplamiento se reduce a un cuasisegmento y se puede demostrar?

que las Ecs. (5) y (6) se transforman en:

02

w%’ . zngtz, (15)
QQ

w%’g_ﬂ) ~ w? — T (16)

€
Vom — kI

4 Haciendo el desarrollo de Taylor de /1 + x con z << 1.

con () =
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Acoplamiento fuerte

De forma analoga a como hemos procedido en el caso de acoplamiento débil, de acuerdo con
la Ec. (13), un aumento de ¢ (dado por un aumento de €) produce una disminucién de h, lo que
se traduce, geométricamente, en que el punto N se acerca al punto A (Fig. 4), y el tridngulo
propio disminuye su area A,. En el caso limite, cuando el acoplamiento es méaximo, esto es,
cuando € = €mqr = 2Vk6, 0 bien € = 4, tenemos que N = A, y el cuadrildtero birrectdngulo

inscrito IMNA se transforma en un triangulo rectangulo escaleno IMA.

Figura 4: Variacién geométrica de la solucién de Wilberforce cuando el acoplamiento aumenta (£ 1,
o bien « |): N se acerca al punto A.

Fisicamente, un aumento de £ produce, manteniendo constante la hipotenusa w.wy, una
disminucién de wy (=), un aumento de w; (—), y una disminucién de la base del tridngulo
de acoplamiento wjwy (Fig. 4). En el caso limite, cuando € = €,,4,, tenemos que el tridngulo
de acoplamiento se reduce a un segmento (con wy = 0), sélo existe un modo de vibracién de

frecuencia w; = /w? + w}, y las ecuaciones de movimiento (3) y (4) se transforman en:

Q(t)ﬁmam - Bémaaﬁ cos (Wlt) + (60 - Bﬁmax) ) (17)
2(t) e = BL . cos (wit) + (zo — B:mac) , (18)
donde hemos tenido en cuenta que B.,,,, + De,.. = 00,y B. 4+ D. =z [0].

Las ecuaciones anteriores indican que tanto 6(t) como z(¢) no oscilan en torno a la posicién
de equilibrio inicial, no presentan modulacion de la amplitud y, por tanto, no hay transferencia

de energia entre los dos osciladores acoplados (Fig. 5, paneles izquierdos).
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t(s) t(s)
Figura 5: Posicién de la pesa 6(t) y z(t) cuando el acoplamiento es maximo €p.,; = 2Vkd, y las
condiciones iniciales: zg = 0,1 m y 6y = /4 rad (paneles izquierdos); y zo = 0,1 m y 6y = 2 %

rad (paneles derechos).

= %\/% [3], se tiene que:

. !
Teniendo en cuenta que %

€max

I |k

(Ve = 5 (01, — o) + 20, (19)

donde se observa que (t) y z(t) si oscilaran en torno a la posicién de equilibrio cuando las condi-

ciones iniciales cumplan la relaciéon zg = %\/% (Fig. 5, paneles derechos). En esta situacién, los

dos osciladores vibran con igual frecuencia wy = /w? + w3, en fase ya que sgn(zo) = sgn(6y),
y lo hacen, en términos de energia, como lo harian dos osciladores desacoplados de constantes
elasticas efectivas: k' = k + ’”75 yo =0+ %; energias efectivas: Fy = %5' 02y E,= %k:’ 22 (con
w} =k /m=0§/I);y energia total: E = E, + Ey, manteniéndose constante la energia de cada
grado de libertad.

Resonancia: I = J

La situacion de resonancia también tiene su reflejo en la circunferencia de Wilberforce (Fig.
6). Por un lado, se tiene que la igualdad de las frecuencias naturales (w, = wp = w,) hace que
I = J y que el tridngulo natural aumente su drea A, y, por otro, un aumento de £ hace que N
se acerque al punto A. Cuando el acoplamiento es maximo € = €,,4;, se tiene que N = A y el
cuadrilatero birrectangulo inscrito JMINA se transforma en un tridngulo rectangulo isésceles

JMA.

En la situacion de resonancia y acoplamiento débil & — 0, andlogamente, tenemos que
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Figura 6: Variacién geométrica de la solucion de Wilberforce en resonancia cuando el acoplamiento
aumenta (§ T, o bien « }): I = J y N se acerca al punto A.

N ~ E y el cuadrilatero birrectangulo inscrito JM~NA (no dibujado en la Fig. 7 para mayor

claridad) se transforma en un cuasicuadrado JMNA.

®
4

Figura 7: Variacién geométrica de la solucién de Wilberforce en resonancia cuando el acoplamiento
disminuye (£ | 6 @ 1): I = J y N se acerca al punto E.

Obsérvese que en esta situacion, la frecuencia de batimiento w, = wi — ws se hace minima

y se puede demostrar, teniendo en cuenta que w, << w, y linealizando las ecuaciones (5) y
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(6), que:
Wh
w1r|§_>o = Wr + ?) (20)
Wy
w2r|§_>o = Wr — 57 (2].)
€
con wy, = ———, la frecuencia de batimiento en funciéon de las variables del problema, € e
b 2w/ md, P
1.

4. Conclusiones

En este estudio del péndulo de Wilberforce se ha presentado una descripcion geométrica
que nos ha permitido determinar el factor de acoplamiento €, a priori desconocido, a partir de
los datos experimentales del movimiento del péndulo, y estudiar dicho movimiento en funciéon
del grado de acoplamiento &.

Una interfaz Matlab (GUI) y el boletin de una practica de laboratorio estan disponibles,
libre y gustosamente, para los lectores interesados [7]. En la GUI se reproduce teéricamente
el movimiento del péndulo en funcién de sus parametros y de las condiciones iniciales. Dicha
interfaz sera de gran ayuda en las asignaturas de Mecanica y Técnicas Experimentales para de-
terminar experimentalmente el factor de acoplamiento, y observar los fenémenos de pulsacién,

resonancia y modos normales de vibracion.
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