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1. Introduccion

1.1. Historia de los sistemas integrables

El estudio de los sistemas integrables tiene sus raices en los mismos inicios
de la mecdnica clésica. Desde que Newton formul6 sus archiconocidas leyes, los
fisicos han intentado encontrar soluciones exactas para los problemas que mo-
delan. El propio Newton logré resolver el problema de Kepler, pero hasta varios
siglos después apenas se resolvié un pufiado de problemas sencillos.

No fue hasta el siglo XIX que Liouville dio un salto cualitativo en el estudio
de los sistemas hamiltonianos integrables, dando un marco general para resol-
ver sistemas dindmicos por cuadraturas, es decir, encontrando una primitiva
que defina la dindmica del sistema. No obstante, se tardaria un siglo més en
desarrollar métodos mdas o menos sistematicos para llevar a cabo esta tarea.

El primer método que se desarroll6 para ello, y que trataremos més adelante
en el trabajo, es el llamado método de dispersion inversa clasico, desarrollado
por Gardner, Green, Kruskal y Miura en 1967, y aplicado por primera vez para
resolver la ecuacidon de Korteweg-De Vries (de la que hablaremos més adelante).

La versi6én cuédntica del método la desarroll6 durante la siguiente década la
llamada escuela de Leningrado-San Petersburgo, encabezada por Faddéyev y
formada por otros importantes fisicos como Korepin, Kulish, Reshetijin, Sklianin
o Semidénov-Tian-Shanski. Su trabajo, que conecta con la teoria de grupos cudn-
ticos de Drinfeld y Jimbo, abri6 el camino a la formulacion algebraica del proble-
ma (de hecho, resolver las ecuaciones del movimiento es equivalente a resolver
el problema de factorizacibn en el grupo correspondiente, véase
[Reshetikhin y Semenov-Tian-Shansky, 1988]).

Esta nueva formulacién permitié unificar en un inico marco matematico el
estudio de teorias cudnticas de campos integrables y el de sistemas de red de
espines.

No obstante, y por cuestiones de espacio, en el trabajo nos cefiiremos a tratar
Unicamente la integrabilidad cldsica desde distintas perspectivas, y ejemplifica-
remos la teoria con la aplicacién a la ecuaciéon de Korteweg-De Vries, de la que

hablaremos a continuacién.



1.2. Historia de la ecuacion de Korteweg-De Vries

El origen de la conocida como ecuacién de Korteweg-De Vries, o abreviada-
mente ecuacién KdV, se remonta a Escocia en la primera mitad del siglo XIX

Elingeniero escocés John Scott Russell observ6 en 1834 una onda creada por
un bote en las aguas poco profundas del canal que va de Falkirk a Edimburgo.
Al detenerse el bote, la onda choc6 con este, agitdndose durante el choque pero
recuperando su forma original tras sobrepasarle, y transmitiéndose como una

elevacion solitaria en el agua. Se reproducen las notas de [Russell, 1845]:

Estaba observando el movimiento de un bote que atravesaba répi-
damente un canal estrecho montado a caballo, cuando el bote se
detuvo de repente -no asi la masa de agua del canal que habia pues-
to en movimiento; se acumulé alrededor de la proa del barco en
un estado de violenta agitacion, entonces repentinamente al dejarlo
atrds, avanz6 con gran velocidad, tomando la forma de una gran ele-
vacion solitaria, un cimulo de agua redondeado, suave y bien defi-
nido, que continué su curso en el canal aparentemente sin cambiar
de forma o disminuir su velocidad. La segui a caballo, y la adelanté
aun avanzando a un ritmo de ocho o nueve millas por hora, man-
teniendo su forma original de unos treinta pies de largo y un pie o
pie y medio de alto. Su altura disminuy6 gradualmente, y tras una
persecucion de una o dos millas la perdi en los recodos del canal.
Este, en el mes de agosto de 1834, fue mi primer encuentro con este

singular y bello fenémeno que he llamado la Onda de Traslacién.

El nombre por el que se bautiz6 a la ecuacién viene del tratamiento que el
matematico neerlandés Diederik Korteweg y su discipulo Gustav de Vries le die-
ron al fenémeno en su estudio de 1895 (véase [Korteweg y De Vries, 1895]), al

modelar la elevacién con la ecuacién en derivadas parciales

ou Ou du

ou_ ou Ou 11
or “ox o3 (1.1

Sin embargo, aunque Russell siempre estuvo convencido de la importan-
cia de esta onda solitaria, sus contempordneos no le prestaron atencién. No fue
hasta mediados de 1960 cuando se empezaron a emplear ordenadores para es-
tudiar la propagacién no lineal de ondas y se empez6 a dar importancia al fe-

némeno. De este estudio de ondas solitarias partieron numerosas aplicaciones



a la ciencia moderna a través del estudio del comportamiento dindmico de los
sistemas, en campos como la hidrodindmica, la 6ptica no lineal o la fisica de

particulas elementales (véase [Brauer, 2000] y [Miles, 1981]).

2. Conceptos fundamentales

2.1. Fundamentos sobre integrabilidad

Comenzaremos nuestro estudio con un repaso de los conceptos basicos de

mecdnica tedrica que necesitaremos

2.1.1. Notaciény conceptos basicos

El primer paso serd describir en qué consiste la integrabilidad de un sistema.
Fijemos la notacién a utilizar.

Tomaremos un sistema hamiltoniano, esto es, un sistema cuya evolucién
temporal viene dada por un conjunto de ecuaciones de Hamilton. En nuestro
sistema mecdénico, tendremos un conjunto de coordenadas y momentos cané-
nicos, que denotaremos respectivamente ¢;, p; con i = 1,...,, N (tomaremos un
sistema finito-dimensional, si bien los métodos se pueden aplicar a sistemas de
dimensioén infinita, y de hecho mds adelante lo aplicaremos), y un hamiltoniano
H que no dependerd explicitamente del tiempo ¢, de forma que las ecuaciones

de evolucién tomaran la forma:

qi = {q;, H}
pi = {pr}

2.1)

donde el punto superior indica como es habitual la derivada temporal y los
corchetes representan los corchetes de Poisson del sistema, que en las coorde-

nadas (q;, p;) se definen como

" S logiop; 0pidgi '
Asi, un sistema hamiltoniano constara de unas variables dindmicas (q;, p;),

un hamiltoniano H y las relaciones fundamentales de corchetes de Poisson que



tomaremos canonicas, es decir,

{gi,qjt =0={pi, p;j}

(2.3)
{qi,pj}=0ij
con §;; la delta de Kronecker, de forma que tenemos
ji = { 'H}—a—H{ ' '}—OH
qi =14, iy = op; qiPjs = ap;
(2.4)

pi=1{pi, H} = a—H{Pi,CIj} e
0q; 0qi
Estas variables dindmicas (q;, p;) parametrizan el espacio de fases. Dicho de
otro modo, son las coordenadas del espacio de fases, que resulta 2 N-dimensional.
Esto nos indica que la operacion de partir las coordenadas en coordenadas y
momentos candnicos es no covariante y en consecuencia poco adecuada para
nuestro proposito. Consideraremos por tanto la combinacién de coordenadas y

momentos en un conjunto de 2N coordenadas generalizadas, que denotaremos

v =(qi,pi) (2.5)

conp=1,2,...,2N, ytal que

vy =qi
yN+l =p;

(2.6)

En estas coordenadas los corchetes de Poisson canénicos tomardan la forma

oy y =€t 2.7
donde
o 1\"
euvz( 1 0) (2.8)

es la matriz antisimétrica constante 2N x 2N escrita en términos de bloques N x

N. Esto implica que

{A(y),B(y)} =0,A{y",y"1 0B
=0,Ae" 0,B= € 0,A0,B 2.9)



donde hemos definido 5

Oy = W (2.10)

Es interesante observar que la cantidad H(y") se conserva trivialmente bajo
evolucién temporal, %H (y*) =0, de forma que el movimiento se da en una sub-
variedad del espacio de fases determinada por H = E constante. Ahora podemos

escribir las ecuaciones de Hamilton de forma covariante:
yh={y* H =" 0, H (2.11)

Este método covariante es ttil en muchos sistemas no lineales que no tienen
una descripcion sencilla en términos de coordenadas candénicas.

Un ejemplo de estos sistemas es el de las coordenadas restringidas. En este
caso, el formalismo covariante da una version formalmente similar al de

para las ecuaciones de Hamilton:
yh={y* Hy = f* () 0y H 2.12)

donde
oy =M (2.13)

Como observamos, los corchetes de Poisson pasan a ser dependientes de las
coordenadas. Andlogamente, la ecuacién (2.9) se convierte en

{AW), By} = 0, A f*(y) B(y) (2.14)

Es importante notar que f*¥ no puede ser cualquier relaciéon para represen-
tar un corchete de Poisson, sino que tiene que cumplir unas ciertas propiedades.

Una propiedad importante es que se tiene que cumplir
Y ==0" = fo=-twy (2.15)

Una condicién adicional es que los y* han de formar una base del espacio
de fases, por lo que f*Y(y) ha de ser una matriz no singular. Denotaremos su

inversa por f,(y), de forma que

furf =8y = " fag (2.16)

Ademas, los corchetes de Poisson deben satisfacer la identidad de Jacobi,



esto es:
DY Y+ Ry R+ Y M =0 (2.17)

Esta condicién se traslada en las matrices a la llamada identidad de Bianchi:

Oufur() + 01 fuv (1) +0y fau(y) =0 (2.18)

Si tomamos una variedad con un tensor antisimétrico de segundo rango
que satisfaga las condiciones anteriores tenemos el conocido concepto de va-
riedad simpléctica, que como es conocido induce en las funciones sobre ella la
estructura de algebra de Lie. Es claro que la geometria de un sistema hamilto-
niano es simpléctica de manera inmediata (véase [Abraham y Marsden, 1978],
[McDuffy Salamon, 1998] y [de Gosson, 2006]).

La principal diferencia entre una geometria pseudoriemanniana y una geo-
metria simpléctica es que en la geometria simpléctica no tenemos una métrica
simétrica. Ademds, en una variedad simpléctica el grupo de simetria del espa-
cio tangente es el llamado grupo simpléctico, mientras que en una geometria
pseudoriemanniana es el grupo de Lorentz.

Se pueden ver, no obstante, los tensores f#"(y) y fuv(y) como las compo-
nentes contravariante y covariante del tensor métrico en una variedad simpléc-
tica. Se denominan métrica simpléctica y se pueden utilizar para subir o bajar
indices en una variedad simpléctica de la misma forma que la métrica pseudo-
riemannana en una variedad pseudoriemanniana.

Es importante recalcar que en esta eleccién de componentes estamos fijan-
do un convenio no trivial, ya que al ser la métrica antisimétrica y no simétrica
como en el caso pseudoriemanniano, ciertas propiedades no son inmediatas y

requieren cuidar las definiciones. En particular, las expresiones

="y,
= ye't (2.19)

nos son equivalentes en este caso y estamos tomando nuestra definicion de mé-
tricas para que se dé el primer caso.

Finalmente, establezcamos la notacién cuando tratemos con sistemas de di-
mension infinita (en este caso, sistemas continuos). Para ello, deberemos reem-

plazar las derivadas parciales por derivadas funcionales, que vienen definidas



por

OF[¢p(x)] ~ lim Flp(x) +€6(x— y)] - Flp(x)] (2.20)
5(,[)(}/) e—0 €
A modo de ejemplo, las ecuaciones y toman la forma:
{u@), ut=fxy) (2.21)
= H d , 2.22
u(x) = {u(x), H} = f vy 6u(y) (2.22)

De esta forma, el corchete de Poisson de dos funcionales A[u] y Blu] se ob-

tiene como:

=1]dxd , 2.23
A }fxya()f(y) (2.23)

ou(y)
2.1.2. Integrabilidad de un sistema hamiltoniano

Diremos que un sistema hamiltoniano es integrable si se puede resolver por
el método de cuadraturas. Es decir, si dado un sistema de ecuaciones diferencia-
bles que lo definen podemos encontrar una primitiva que describa la dindmica
del sistema.

El principal resultado para discernir si un sistema hamiltoniano es integra-
ble es el teorema de Liouville, también llamado teorema de Liouville-Arnold,
que afirma que un sistema hamiltoniano cuyo espacio de fases tiene dimensién
2N es integrable por el método de cuadraturas si y solo si existen exactamente
N cantidades conservadas funcionalmente independientes que estén en invo-
lucién (esto tltimo quiere decir que los corchetes de Poisson de estas cantidades
entre si se anulen). Se puede encontrar la demostracién de este resultado en la
mayor parte de la bibliografia relacionada, por ejemplo [Babelon et al., 2003].

Que las cantidades sean funcionalmente independientes implica que en casi
cualquier punto (excepto en un conjunto de medida nula), sus diferenciales son
linealmente independientes, esto es, que el espacio tangente de la superficie
que generan al fijar un valor existe en casi todo punto y es de dimensién N.
Ademas, no pueden existir méds de N cantidades independientes en involucién
ya que en caso contrario el corchete de Poisson seria degenerado.

Veamos las implicaciones de este resultado. Supongamos que tenemos un
sistema descrito por las coordenadas y momentos canénicos (g;, p;) con i =
1,2,...,N. Sean K; con i = 1,2,...N las cantidades conservadas funcionalmen-
te independientes y en involucién. Es inmediato que el hamiltoniano ha de ser

una combinacién lineal de estas. Ademas, al estar en involucién, podemos con-

10



siderar una transformacién canénica
Ki =Ki(qj,pj) = Pi (2.24)

y podemos pensar en los K; como momentos de las nuevas coordenadas. Estos
se conocen también como las variables de accién de la teoria, como se puede
ver en [Landau y Lifshitz, 1960], [Goldstein et al., 1980] o [Sardanashvily, 2015].
Podemos pensar ahora que podemos, en principio, obtener las variables conju-

gadas canonicas

0;=0i(q;j,pj) (2.25)

de forma que
{0i,0} =0={P;, P} (2.26)
{0:,Pj} ={0;,Kj} =6 (2.27)

coni,j=1,2,..,N.

Las coordenadas 8; se denominan variables dngulo. Dado que vimos que
el hamiltoniano era combinacién lineal de las cantidades conservadas, se tiene
que

H=H(P;) (2.28)

Por tanto, las ecuaciones de Hamilton toman la forma

P;={P;, H(Pj)} =0 (2.29)
0; =10;, H(P))} = fi(P;}) (2.30)

La ecuacion (2.29) simplemente afirma que los P; son cantidades conserva-
das. Por tanto, para valores dados de estas cantidades la ecuacién de las varia-

bles de dngulo toma la forma
9,- = f; = constante (2.31)
La integracion de estas ecuaciones es inmediata y nos da que
0, =fit+a; (2.32)

con las a; constantes de integracién que pueden fijarse con las condiciones ini-

ciales. Asi, vemos que la dindmica del sistema se puede fijar totalmente, en prin-

11



cipio, en términos de las variable de accién-angulo (P;,0;). No obstante, en la
préctica suele ser imposible poder encontrar la transformacién canénica (2.25),
lo cual nos impide invertir la solucién obtenida para obtener una evolucién de

la forma

qi=qi(fj,aj,1)
pi=pi(fj,a;j,1) (2.33)

De esta forma, el teorema de Liouville solo nos provee la existencia de so-
luciones, por lo que para encontrar soluciones concretas habrd que recurrir a
métodos alternativos.

Finalmente, es necesario aclarar que a pesar de haber desarrollado el teore-
ma de Liouville en dimensién finita, es igualmente valido para sistema con un
namero infinito de grados de libertad sin apenas modificacién. No obstante, es
claro que un sistema con infinitos grados de libertad (un sistema continuo) ha
de tener un nimero infinito de cantidades conservadas, por lo que cualquier
solucién de este sistema habré de estar infinitamente restringida.

Las soluciones de este tipo serdn precisamente solitones, ondas localizadas
que mantienen su forma (es decir, no dispersivas) incluso tras colisiones. De
forma intuitiva, es claro que para que esto ocurra han de existir un ntimero in-
finito de cantidades conservadas. Asi, los solitones implican la existencia de un

numero infinito de cantidades conservadas y viceversa.

2.2. Laecuacion de Korteweg-De Vries

Como ya adelantamos en la introduccioén, a lo largo del trabajo trataremos
uno de los primeros ejemplos de estudio de sistemas integrables: la ecuacién

KdV. Comencemos planteando su formulacién matematica.

2.2.1. Formulaciény simetrias

Korteweg y De Vries encontraron que lo que Russell observé era una solu-
cién particular de una ecuacién en derivadas parciales de tercer orden, con la
forma

6—u+aua—u+ba3—u =0 (2.34)
ot ox  0x3
con u = u(x, t) la variable dindmica que en este caso representaria la altura del

aguay ay b constantes inherentes al fen6meno, cuyo trasfondo fisico se puede

12



ver en [De Jager, 2006]. En el caso de las ondas en el canal, u(x, f) representaria la
altura de la ola sobre la superficie del agua. Observamos asimismo que aunque
la ecuacién KdV tiene dos constantes arbitrarias, se pueden eliminar sin mas

que reescalar las variables. Por ejemplo, haciendo el reescalado

x—b"3x (2.35)
la ecuacién toma la forma
ou ou du
—+abVBPu—+=—=0 2.36
ot ox 0x3 (2.36)

Ahora, haciendo el cambio t — —t, obtenemos la ecuacién

au :abillsua_u 03_u

- 2.37
ot 0x 0x3 (2:37)
Y, finalmente, con el cambio
u—a'pPu (2.38)
obtenemos la ecuacién
ou ou du
= — (2.39)

ot “ox Toxd

A partir de ahora, esta serd la ecuacion a la que nos referiremos al hablar de
ecuacion KdV.

Podemos preguntarnos qué simetrias presenta esta ecuacion, ya que las si-

metrias suelen ser ttiles a la hora de obtener soluciones y de clasificarlas. Ob-

servemos algunas simetrias sencillas:

t—t+0 (2.40)

con c; constante deja la ecuacién invariante de forma inmediata. Andlogamen-
te,
X— X+ (2.41)

con ¢, constante tampoco varia la ecuacion.
Podemos ahora pensar en algunas simetrias un poco més enrevesadas, pero

triviales de comprobar:

XxX—cx, t— 3 t, u— c’u (2.42)

13



noslleva a
ou du u s 0u ou du

ot Yox e ¢ G ol

con lo que deja la ecuacion invariante. Esta simetria, que llamaremos de escala,

(2.43)

sera ttil a la hora de clasificar las cantidades conservadas del sistema.

Por otro lado, el cambio
X—Xx+vt, t—t u—u+v (2.44)

es también una simetria. La comprobacién es de nuevo inmediata. Podemos ver
esta simetria como la invariancia de Galileo de la ecuacién. Es interesante notar,
sin embargo, que la ecuacién KdV no puede ser covariante Lorentz ya que el
espacio y el tiempo se tratan de forma diferente (lineal en tiempo y de mayor

orden en espacio) como se puede ver en [Das, 1989].

2.2.2. Sistema hamiltoniano

Examinemos la ecuacion (2.39). Las variables fundamentales, u(x, f), son
funciones continuas de x y ¢. Por tanto, pueden verse como coordenadas ge-
neralizadas del espacio de fases (de forma equivalente a las y* del caso de di-
mension finita). De esta forma, la ecuacién ya estd en primer orden en tiem-
po (caracteristica inherente de las ecuaciones de Hamilton). Para probar que el
sistema es hamiltoniano nos queda por tanto encontrar el corchete de Poisson
fundamental y un hamiltoniano que nos den como ecuaciones de Hamilton la
ecuacion KdV.

Esto es, buscamos poder escribir la ecuacién en la forma

O e, 0, 1) (2.45)
or '

Para ello, podemos reescribir la ecuacion (2.39) como

ou 0 (1 2+62u) (2.46)
— = —|-u o .
ot 0x\2 0x?
Ahora, si tomamos como hamiltoniano
H[u]—foo dx(1 ul 1(au)2) (2.47)
Y S Y 2\ ox ’

14



entonces tenemos que

0%u(x)
0x?2

SH

lu2(x)+
Su(x) 2

(2.48)

Notese que con esta eleccion de H podemos escribir (2.46) en la forma

ou_o o
at  dxSu(x)

(2.49)

Por otro lado, queremos tener la relacion (2.45), por lo que necesitamos que

{u(x), H} = 3 o0H (2.50)
T dx du(x) '
0, equivalentemente,
food o0H {u(x), u( )}—i o0H (2.51)
—c0 yéu(y) Y S su) :
con
&y ={ulx), u(y)} (2.52)
el equivalente continuo de f*".
De esta forma, el corchete de Poisson viene dado por
tux), u(y)} = 25(16— ) (2.53)
V=55 Y ’

Al ser la derivada de la funcién delta, es automaticamente antisimétrico. Se
puede comprobar que cumple la identidad de Jacobi por medio puramente al-
gebraicos (véase [Hermann, 1970]). No obstante, su comprobacion es directa, y
la perfilaremos brevemente.

Usando la notacién de tenemos

0
) - flxyux) = &6()6_ y) (2.54)

Por tanto,
fiv) — ey ux)) =elx-y) (2.55)

donde e(x — y) es la funcién escalén alternada, definida como

1
eEx—y) = (H(x— ¥y — 5) (2.56)

15



De esta forma la identidad de Bianchi dada en (2.18) se traduce en

ex—y)+ e(y—2)=0 (2.57)

o o 23 o
ou(y) ou(y) ou(x)

que se satisface trivialmente ya que cada término es independiente de u y se
anula individualmente.
De esta forma, hemos visto que la ecuaciéon KdV es un sistema hamiltoniano
con un hamiltoniano dado por y un corchete de Poisson dado por (2.53).
No obstante, se puede observar una peculiaridad de la ecuacién KdV, y es
que se puede encontrar ficilmente una segunda estructura de sistema hamilto-
niano, con un segundo corchete de Poisson y un segundo hamiltoniano.

Si tomamos el corchete
3

1(0 0
e + = 3 (axu(x) + u(x)—))&(x ¥) (2.58)

{ux), u(y)} = (

y el hamiltoniano
© 1
- f dx—12(x) (2.59)
o 2

se puede comprobar de forma directa que el sistema obtenido es la ecuacién
KdV.

La relacién de Poisson obtenida es también antisimétrica, y ademdés cum-
ple la identidad de Jacobi. La demostracién de esto tltimo es algo mds larga y
compleja y no la incluiremos por motivos de espacio, se puede comprobar en
[Beffa, 1994].

Finalmente, veamos que la ecuacién KdV se puede obtener como variaciéon

de Euler-Lagrange de un cierto lagrangiano. Consideremos el lagrangiano

00 2
Lxav = f dxdyu(x)e(x— y)au(y) f dx(;'u3(x)—§(g—:t)) (2.60)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen son

" ayete-p 2 Lz Pu
f_oody( N L =S+ (2.61)

Derivando aqui con respecto a x obtenemos

9 3 (1 Pe
f dy—e( -y ”(y) ax(z 12 (x )+O—XZ‘) (2.62)
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que resulta ser la ecuacion KdV. Nétese que el lagrangiano (2.60) resulta ser no
local debido al término €(x — y). De hecho, no se puede obtener ningtn lagran-
giano local en las variables u(x) cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange resulten en

la ecuacion KdV.

3. Propiedades de las soluciones

Antes de pasar al andlisis de la integrabilidad de la ecuacién KdV, estudiare-
mos algunas propiedades de sus soluciones, en particular la existencia y unici-

dad de soluciones y su forma.

3.1. Unicidad de las soluciones

La primera cuestién que nos plantearemos es si la ecuacién KdV dada en
admite solucién tnica para condiciones iniciales dadas.

Es importante remarcar que vamos a trabajar inicamente con soluciones
de energia finita (es decir, cuya variable dindmica se anula en el infinito), de
forma que dejaremos apartadas soluciones como las ondas cnoidales (solucio-
nes en términos de la funcién eliptica de Jacobi cn, caracterizadas por cres-
tas més estrechas y valles més planos que en soluciones sinusoidales, véase
[Korteweg y De Vries, 1895} [Drazin, 1977, Dingemans, 1997]). Se puede observar
un ejemplo de estas tltimas en la imagen de portada del trabajo, que representa
ondas cnoidales perpendiculares entre si manteniendo la forma tras encontrar-
se.

Supongamos que u(x, t) y v(x, t) representan dos soluciones de la ecuacién

KdV para las mismas condiciones iniciales. Esto es,

ou ou N Fu 3.1
— :u— — .
ot ox 0x3
Gv_v0v+03v (3.2)
ot  0x 0x3 )
u(x,0) =v(x,0) = f(x) (3.3)
Entonces tendremos que
0 ( ) ou 6v+63(u—v) (3.4)
—(u-vy=u—-v— .
ot 0 0x 0x3
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0, lo que es lo mismo,

2(u—v)—ua(u_v)+(u—v)a—y+M (3.5)
ot B 0x 0x3 ’
O, renombrando w(x, t) = u(x, t) — v(x, t), tenemos
ow_ 0w, v, L (3.6)
ot  ox 0x 0x3 )
Multiplicando por w e integrando sobre x, tenemos que
d > 1 oo ov 10u
el dx= 2:[ d 2(————) 3.7
dtf_oo YT Y o T 20x 5D

donde hemos utilizado el hecho de que u© y v, y por tanto w, caen a cero en el

infinito.
Definamos ahora -
E(t) = foo dx %wz(x, t) (3.8)
y
m = 2ma ov_lou (3.9)
0x 20x

Entonces la ecuacion (3.7) nos da la desigualdad

dE(t)

< mE(t) (3.10)

o, lo que es lo mismo,
E(t) < E(0)e™! (3.11)

Claramente, como E(¢) es semidefinida positiva por definicion, si E(0) se
anula también debe hacerlo E(¥).
Como uy v cumplen la misma condicidn inicial, nos dan para w una condi-
ci6n inicial
w(x,0)=u(x,0)—v(x,0=0 (3.12)

y por tanto
1 [e.0]
E©) = —f dx w?(x,0)=0 (3.13)
2J-oo

Por tanto necesariamente tenemos que E(f) =0, y asi en consecuencia w(x, t) =
0y por tanto u(x, ) = v(x, t) para todo x, t.

De esta forma, si existen dos soluciones para las mismas condiciones inicia-
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les, estas han de coincidir, luego la ecuacién KdV admite soluciones tinicas para

condiciones iniciales dadas.

3.2. Ondas viajeras y solitones

Estudiemos ahora las soluciones de onda viajera de la ecuacién KdV. Asu-

mamos para ello que
ulx,t)=ulx+ct)=f(x+ct) con c>0 (3.14)

con clavelocidad dela onda viajeray f(x) la condicién inicial o perfil de la onda,
de nuevo con la condicién de energia finita.

Introduciendo esta forma en la ecuacién KdV tenemos que:

du  ou odu

gy 4 1
Cax u6x+6x3 (3-15)

Dado que esta ecuacion solo involucra derivadas espaciales, podemos fijar

t = 0. De esta forma tenemos

Cﬂ — i(luz)_,_i(@) (3.16)
dx  dx\2 dx \ dx? '
Asi, tenemos que
du + 1 u® — cu = constante (3.17)
x> 2 B ’

Utilizando que u(x, ) debe anularse en el infinito obtenemos que la cons-

tante ha de ser cero. De esta forma,

d*u 1,
W+Eu —cu=0 (3.18)

.2 e 1. du
De esta ecuacion, y multiplicando por 7, obtenemos

1d (du)2+1du3 cdu2_0 3.19)
2dx\dx B ’

de donde
1(du)erlu?’—Cuz—o (3.20)
2 \dx 20 )

donde nuevamente hemos igualado la constante a cero por la condicién en el
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infinito.

Si fijamos ahora la condicién inicial

du—O ara x=0 (3.21)
dx P B ’

para tener asi el maximo cuando ¢ = 0 fijado en x = 0, podemos obtener la solu-

cién en una forma cerrada:

c
u(x) =3¢ sechzgx (3.22)
0, lo que es lo mismo, 3
c
ux)=——— (3.23)
coshz‘/TEx
12 |— Soliton

Figura 1: Representacion grafica de u(x) para ¢ = 4.
Recuperando la variable temporal, tenemos

u(x,t)=3c sechzg (x+ct) (3.24)

De esta forma encontramos que la ecuacién KdV posee soluciones en forma
de ondas viajeras. Se puede observar que la onda obtenida tiene varias propie-

dades interesantes:

1. u(x,t) — 0 cuando x — +ooy por tanto esta claramente localizada, conse-
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cuencia de nuestra condicién de energia finita.

2. La onda viaja solo hacia la izquierda. De hecho, si cambiamos ¢ — —c la

onda no viaja hacia la derecha, sino que se vuelve oscilatoria.

3. La amplitud de la onda es directamente proporcional a su velocidad. Esto
es, cuanto mads alta la onda més rdpido se mueve. Este efecto se observa

realmente en ondas solitarias en el agua (véase [Andriopoulos et al., 2009]).

4. La propiedad més importante es que la onda no tiene dispersidon, mantie-

ne su forma al avanzar. Dado que el ansatz que impusimos fue
ulx,t)=f(x+ct) (3.25)

cada modo de Fourier tendria la forma
up(x, 1) = e f () (3.26)

y por tanto se puede identificar la energia asociada a cada componente de onda
con
Er=wr=ck 3.27)

con k el nimero de onda asociado al modo de Fourier. Asi,

Ek Wi dEk
—=—=c=cte.= ——

ko k dk (328

De esta forma, cada componente de la onda se mueve con la misma veloci-
dad de fase constante, que también es igual a la velocidad de grupo. En conse-
cuencia, el movimiento es no dispersivo.

Esta es precisamente la definicién de una solucién de solitén, una onda sin
ningun tipo de dispersién y que, por tanto, mantiene su forma al avanzar. He-
mos probado, por tanto, que la ecuacién KdV admite soluciones en forma de
solitén (hecho légico por otro lado, ya que se formulé para describir ondas soli-
tarias).

Para ejemplificar la importancia de la naturaleza no dispersiva de la solu-
cién, comparémosla con la solucién de particula libre de la ecuacién de Schro-
dinger. La ecuacion de Schrédinger para particulas libres,

Z,haw(x, n_ Py

t  2m  0x? (3.29)
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tiene como solucién la funcién de onda

win = — N e ) (3.30)
2, ihr)172
(a®+55)

donde N es una constante de normalizacién y a es una constante que depen-
de de la condicién inicial. Podemos calcular la anchura media asociada con la

particula libre, que tiene la forma

(A )2—1(2+ ,,-thz) (3.31)
. 2 m?2a? )

Observamos que la anchura media aumenta con el tiempo y por tanto el pa-
quete de onda se expande con el tiempo. Esto nos dice que incluso la solucién de
particula libre de la ecuacién de Schrodinger lineal tiene naturaleza dispersiva,
y la razén tras ello yace en las componentes de Fourier de la onda.

Sabemos que en este caso

h?k?
Ek = ha)k = % (3.32)

Y por tanto para la velocidad de fase tenemos

vy B Ik (3.33)
=% " 2m ’
mientras que para la velocidad de grupo:
dE. n’k (3.34)
Vg=——=— .
8§ dk m

Esto es, cada componente de Fourier del paquete de onda se mueve con
una velocidad de fase diferente proporcional a su nimero de onda y ademas
esta es diferente a su velocidad de grupo. Esto lleva a una dispersién ya que las
longitudes de onda mds cortas se mueven mds rdpido que las més largas y dan
lugar al cambio en la forma del paquete de onda.

Estudiemos brevemente la ecuacién KdV sin el término no lineal:

ou_o'u

TR (3.35)

Trivialmente, esta ecuacién lineal lleva a una ecuaciéon de dispersién de la
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forma
Er=w; =k (3.36)

de forma que para cualquier solucién de esta ecuacién obtendriamos

E w
"f:f:f:kz (3.37)
=25k _ 2%k _ 3 3.38
Y¢T a4k T Tdk (3-38)

Vemos que si eliminamos el término no lineal de la ecuacién KdV la solucién
también se vuelve dispersiva. Esto nos muestra que es el término no lineal de
la ecuacion el responsable de la naturaleza no dispersiva de las soluciones en

forma de soliton.

3.3. Mecanica cuantica de los solitones

Dado que los solitones son soluciones universales en modelos integrables,
dejaremos brevemente a un lado la ecuaciéon KdV para estudiar su mecénica
cuantica cuando actian como potenciales.

Trataremos primero algunas caracteristicas generales de los hamiltonianos

unidimensionales. Consideremos el hamiltoniano
H 1D2+1U( ) (3.39)
=—— -U(x .
2 2
y sus funciones propias ¢ (x) que satisfacen:
Ho(x) = Ad(x) (3.40)

Hemos tomado masa unidad y denotamos por D el operador %. Si ¢(x) es

no trivial podemos definir un operador

1 1

Alx) = \/Egb(x)qu_l(x) =% (D- ¢ (0) (DY (x))) (3.41)
Podemos también definir el operador
Al (x) = —i¢‘1 (X)Dp(x) = L (D+¢ 1 (x)(Dp(x))) (3.42)
V2 V2

que de hecho si ¢(x) es real resulta ser el adjunto formal de A(x). Operando,
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obtenemos que
t Voo 1 (L2
A'(x)A(x) = _ED +¢™ (%) ED b(x) (3.43)

Pero ¢p(x) es un estado propio del hamiltoniano y, por tanto, usando la rela-
cion (3.40) obtenemos
AT () A(x) = H-AI (3.44)

Asi, obtenemos que el operador unidimensional H — A1 siempre puede fac-

torizarse en la forma anterior con

Alx) = %(D -W(x)) (3.45)
Y 1
At(x) = —E(D + W(x)) (3.46)

con W(x) = (p_l(x) (D¢p(x)) v ¢p(x) el estado propio del hamiltoniano con valor
propio A. Esta identificacién induce una transformacién de tipo Riccati entre
U(x) y W(x), esto es,

U(x) =24 = W?(x) + (DW (x)) (3.47)

Asi, hemos obtenido que para cualquier funcién propia ¢(x) de H, el opera-
dor H — A1 se factoriza. Andlogamente, dada cualquier constante 1 y un poten-
cial dado, si podemos encontrar una relacién de tipo Riccati como la anterior,
entonces el operador H — AI se puede factorizar.

Estudiemos ahora las propiedades de A(x) y A'(x). De obtenemos que

1
AX)P(x) = —=P ()DL (X)Pp(x)) =0 3.48
(X)p(x) \/z¢( )D(¢™ " (x)p(x)) (3.48)
de forma que ¢(x) se aniquila por A(x). En términos de W (x), obtenemos que
dp(x)
— = W) (3.49)
luego
P(x) = elx WixIdx (3.50)

Asi, conocida la forma de W (x), que exista una funcién ¢(x) que lleve a fac-

torizacién depende de sila solucién anterior es o no normalizable. Andlogamen-
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te, podemos observar que
1

2(P_1(x)D((P(X)<P_1(x)) =0 (3.51)

AT (x) = -
¢ V2

De esta forma, ¢(x) y (/)‘1 (x) son estados propios de valor propio cero para

los operadores A(x) y A'(x) respectivamente. Obtenemos que
1
A AT@) = =2 (D + ¢ ™ (0 (D*(x)) -2 () (DP(x))?) (3.52)

Podemos ahora usar la identidad

D?Ingp(x) = —p~2(x) (DP(x))* + ¢~ (x) (D*p(x)) (3.53)
para obtener
A AT () = —%DZ + %U(x) - A—(D?Ing(x)) (3.54)
o 1 1
A AT (x) = —§D2+5(”J(x)—a= H-AI (3.55)
con
U(x) = U(x) - 2(D*Ing(x)) (3.56)
Asi, si
AT()Ax) =H, =H-AI (3.57)
entonces
AA ) =H_=H-2A1I (3.58)

Este formalismo nos permite observar que los hamiltonianos H, y H_ tie-
nen casi el mismo espectro, esto es, tienen casi los mismos valores propios. Po-

demos ver esto observando que si

Hoy=A"(0)AXy =ey (3.59)
entonces
AAT A Y = Ay (3.60)
o, dicho de otro modo,
H_(A(x)y) =e(Ax)y) (3.61)
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Esto implica que, si w(x) es un estado propio de H, con un valor propio
no trivial €, entonces A(x)w(x) es un estado propio de H_ con el mismo valor
propio. Esto es, los estados propios de H; y H_ estdn emparejados a excepcion
del estado que satisface

Ay (x)=0 (3.62)

Es por ello que decimos que los dos hamiltonianos tienen casi el mismo es-
pectro.

Podemos expresar estos hamiltonianos en términos de W (x) de la siguiente

forma:
H, = (—11)2 + lWz(x) + l(DW(x))) (3.63)
2 2 2 '
H_ = (—lDZ + lWz(x) - l(DW(x))) (3.64)
T2 2 2 '

A modo de ejemplo aplicaremos esto al anélisis del potencial

nn+1)

1
5 Un(0) =~ sech®x (3.65)

para determinar el espectro del hamiltoniano

1 nn+1
H, = —EDZ _nnA D ey (3.66)
donde 7 es un entero positivo. Si tomamos
W, (x) = —ntanhx (3.67)
obtenemos que
W2(x) + DW,(x) = n* — n(n + 1)sech®x (3.68)
y por tanto
n2
H,. =H,+ > (3.69)
y andlogamente
2
n
H, =H, 1+ > (3.70)

De esta forma como ambos hamiltonianos tienen casi el mismo espectro, se

sigue que H, y Hy_; tienen casi el mismo espectro. El inico valor propio que no
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comparten viene dado por

2
(Hn + 7) $n(x)=0 3.71)
lo que lleva a
2
En=-= 3.72)

Podemos repetir el argumento para probar que H,_; y H,_, también tienen

casi el mismo espectro excepto por el estado propio dado por

¢n-1=0 (3.73)

de forma que

(3.74)

Se puede continuar con este razonamiento hasta llegar a n = 0, que se co-
rresponde con el hamiltoniano libre. De esta forma, obtenemos que los valores

propios de energia discretos de H,, vienen dados por

Er = - con k=1,2,..,n (3.75)

Asi, obtenemos que el potencial tiene exactamente n estados liga-
dos. Podemos comparar este potencial con el obtenido para la ecuacién KdV en
(3.22). Es facil observar que si ¢ = 4 admitird un tinico estado ligado y describira
un unico solitén.

Ademds, observamos que los estados propios de H;, y Hj,_; vienen relacio-

nados por los operadores A, (x)y A)L,L (x), que tienen la forma

1 1 0
Ap(x) = E(D - Wy(x)) = E (a - Wn(x)) (3.76)

1 1 0

T - _ - =
A, (x) = \/E(D + Wy, (x)) \/E (ax + W, (x)) (3.77)

Ademds, como todos los Hy, tienen el mismo espectro que Hy, cuyas funcio-
nes propias son ondas planas, todos los estados ligados de H,, se pueden obte-
ner aplicando sucesivamente A‘;l (x). Notese que Hy es el hamiltoniano libre y
por tanto no da lugar a ninguna reflexion.

Tenemos también que los operadores A, (x) no intercambian las ondas pla-
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nas e****_ En consecuencia, los hamiltonianos H,, para cualquier entero posi-
tivo n no llevan a ninguna reflexién. En consecuencia, estos hamiltonianos se
denominan sin reflexiones. Esto concuerda con el hecho de que estos poten-
ciales corresponden a solitones, que simplemente pasan a través de ellos. Esta

propiedad serd de vital importancia a la hora de buscar soluciones explicitas.

4. Integrabilidad de la ecuacion

Hasta ahora hemos obtenido que la ecuacién KdV admite soluciones tinicas
con condiciones iniciales dadas, y que los solitones son un tipo de solucién que
satisface la ecuacién KdV. Por otra parte, los solitones implican la existencia de
un numero infinito de cantidades conservadas. Pasaremos ahora a estudiar la
integrabilidad de la ecuacién, buscando probar que posee un nimero infinito

de cantidades conservadas que estan en involucion.

4.1. Cantidades conservadas

Comenzaremos con una discusién general sobre las cantidades conservadas
en el caso de energia finita. Como ya vimos anteriormente, si Q[u] se conserva,

entonces

dQlu]
dt

Ademds, si expresamos de forma explicita

={Qlul,H} =0 (4.1)

Qlul =f dx plu(x,1)] (4.2)

entonces

dQ[u] :f‘”d oplu(x, 1)] o 43)

ar ) YT e

implicaria la existencia de una ecuacion de continuidad de la forma

Oplulx, 0]  0jlulx, 0] _

4.4
ot 0x (4.4)

Asi, mientras que las cargas integradas son independientes del tiempo (cons-
tantes del movimiento), las densidades satisfacen ecuaciones de continuidad.

Con esta observacion, podemos notar que la ecuacion tiene la forma
de ecuacion de continuidad. Si comparamos con identificamos facil-
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mente

polu(x, 1)l = u(x, 1)

. (1u2+02u) 45)
Jo= 2 0x2 ’
Asi, identificamos que
o0 o0
Qo= Hy :[ dx polu(x, )] :f dx u(x,t) (4.6)
—00 —00

es una constante del movimiento. Para conveniencia futura, redefiniremos

polu(x, )] =3u(x, 1)

[e.0] o0
Hy =f dx polu(x, 1)) = Sf dx u(x,t) 4.7
—00 —00
Por otra parte si multiplicamos la ecuacién (2.39) por u y operamos tenemos
que
0 (1u2)_ 0 (1u3 1(6u)2+u62u) w8
at\2" | ox\3 2\0x 0x? '
Asi, obtenemos una segunda ecuacion de continuidad, en la que podemos
identificar )
p1lu(x, 0] = = u?
2
1 3+1(6u)2 0’u 4.9)
=——uw+—|—| —u— .
=738 5 ox 0x2
y obtener asi una segunda constante del movimiento, dada por
o0 1
H :f dx = (u(x, 1) (4.10)
o 2

Ademas, obtuvimos la forma (2.47) para el hamiltoniano de la ecuacién. Asi,

dado que se cumple

dH
d—thV ={Hgav,Hkav}=0 (4.11)
podemos identificar
Hy=H —foodx(lus 1(au)2) 4.12)
S R E TR V) ‘
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como una tercera constante del movimiento.

De esta forma, tomando el corchete de Poisson que ya vimos en (2.53),

0
{ulx, 0, uly, 1)} = a—é(x—y) (4.13)
X

podemos identificar H, como el generador de las traslaciones temporales y, por
tanto, como la energia ya que
ou

Andlogamente, se puede ver H; como el momento, ya que genera las trasla-

ciones espaciales:

B ou(x,t)

[ Leone [ I
{u(x, t),H1}—f_oody{u(x, t),zu 6 t)}—f_oody u(y, t)ax(?(x ¥) 5

X
(4.15)

Se puede ver mediante un cdlculo directo que las tres cantidades estdn en
involucién.

Las tres cantidades conservadas obtenidas son las tnicas que se pueden
construir de forma sencilla y directa, e histéricamente se llegaron a construir
once cantidades conservadas por cédlculo directo, hasta que mediante el trabajo
de Miura y Kruskal se lleg6 a probar la existencia de un ntimero infinito de ellas
(véase [Gardner et al., 1967]).

El método empleado, conocido como transformacién de Miura, es un méto-

do relativamente sencillo y lo estudiaremos a continuacién.

4.2. Transformacion de Miura

Este método nos permitira construir sistemdticamente todas las cantidades
conservadas de la ecuacién KdV. Para ello, construiremos una segunda ecuacion
relacionada con la que estamos estudiando, que se conoce como ecuaciéon KdV
modificada o ecuacién MKdV:

ov_ ,0v Sv

- - 4.1
ar U ox  9x3 (4.16)

El motivo de su nombre es que se puede obtener a partir de la KdV a través

de una transformacion de Riccati:
9 . =0v
ulx, ) = v:(x, 0+ l\/éa— 4.17)
X
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Introduciendo esta transformacion en la ecuacioén (2.39) obtenemos

3
(2u+i\/é%)%=(2u+i\/é%)(v22—z+%) (4.18)

Asi, hemos obtenido que toda solucién de la ecuacién MKdV nos dara au-
tomdaticamente una solucién de la ecuaciéon KdV sin més que utilizar la trans-
formacién de Riccati. De esta forma, toda cantidad conservada en la ecuacién
MKdV nos dard una cantidad conservada en la ecuacién KdV, y por tanto si po-
demos probar que es integrable, la ecuacién KdV también lo sera.

Es interesante notar que las simetrias de ambas ecuaciones no coinciden.
Por ejemplo, hemos visto que la ecuacién KdV es invariante galileana, mientras

que la ecuacién MKdV no lo es. Por ejemplo, aplicando la transformacién

Vo—U+— (4.19)

la ecuacién KdV es invariante pero la ecuacion MKdV no. De hecho, bajo esta

transformaciéon tenemos que

(4.20)

v +uv
6

ov (62 ) )61/ v
- = — _—t —
ot ox 0x3

Podemos observar que esta ecuacién es una mezcla de ambas ecuaciones,
ya que cuando € = 0 se reduce a la ecuacion KdV con v(x, ) como variable diné-
mica, mientras que en el limite € — co y bajo un reescalado v — \/ié v la ecuacion
recupera la forma MKdV.

Podiamos haber hecho esta observacion simplemente aplicando ala
transformacion (4.17), y observando el comportamiento cone.

Notemos por otra parte que si tenemos factores complejos no reales esto es
simplemente por nuestra eleccién de coeficientes en cada ecuacién y no tiene

repercusion fisica.
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4.3. Numero infinito de cantidades conservadas

Con esto estamos en situacién de probar que la ecuacién KdV tiene un nu-
mero infinito de cantidades conservadas. Hemos observado que si v(x, t) es una
solucién de la ecuacién generalizada
v (e, v v (e 53 1 , 0°v

— Vvt —+—

— = t—=— =0+ +— 4.21
ot |6 ox o ox\18° "2V Tox2 “4.21)

entonces da también una solucién de la ecuacién KdV a través de la relacién

2

e, . Ov
ulx,t)=—v-+v+ie— (4.22)
6 0x

Ademads, podemos observar que la ecuacion (4.21) estd en forma de ecuacion
de continuidad, de forma que

d_K_ifmdx_a”(x'”—o (4.23)
dt  dtJ)- or '
Asi, podemos identificar
K:f dx plv(x, )] (4.24)
con
plv(x, 0] =v(x,1) (4.25)

Observemos ahora que dado que u(x, t) esté relacionada con v(x, t) a tra-
vés de larelacion no lineal generalizada (4.22), podemos invertirla formalmente

para expandir v(x, f) en términos de u(x, f) como

v(x,t) = i e"v,lux, 1)) (4.26)
n=0

Vemos de aqui que las v,[u(x, t)] serian las densidades conservadas de la
ecuacién KdV, ya que cada potencia de € debe satisfacer de forma independiente
una ecuacion de continuidad.

Sin embargo, una densidad conservada no debe ser una derivada total, ya
que en ese caso llevaria a una cantidad conservada trivial. Por tanto, debemos
comprobar que esta expansion de v en términos de u no es trivial. Asi, tomando

la relacién
AL 4.27)
U=v+ie—+—v .
ox 6
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es relevante preguntarse si invirtiéndola obtendremos términos polinémicos

puros en u, ya que estos términos no pueden expresarse como derivadas to-

ov
tales. Observemos que incluso si v fuera un polinomio puro en , EP llevaria a
b

ou
términos Ix y por tanto para estudiar esto podemos ignorar el segundo término
X

de la derecha en la ecuacion. Asi, estudiaremos si la ecuacién

2
)
U=v+-—-v (4.28)
6
admite que v esté expresado completamente en términos de polinomios en u.

Notese que usando esta relacion, tenemos que

2
6 \/6 €
+ v (g + % v) (4.29)

y por tanto

vV=— (4.30)

2, 1/2
== 1+—-€¢"u -1
€ 3

De esta forma, observamos que v tiene términos polinémicos puros en u 'y

ademads que estos son de potencia par ene.
Probemos ahora que las potencias impares de € en la expansiéon de v son
derivadas totales y por tanto triviales. De (4.22) obtenemos que en general v es

complejo aunque u sea real. Asi, descompongamos
v=y+iz (4.31)

con yy z reales. Expresando (4.22) en funcién de las nuevas variables tenemos

que
2

. . 0 . € 2 2 .
u=y+zz+zea(y+lz)+g(y —-z°+2iyz) (4.32)

Como u es real, tenemos que

R N, (4.33)
z+e—+—yz= .
0x 3y
o lo que es lo mismo
39, (1+€2 ) (4.34)
z=———1In — .
€0x Sy

Esto muestra que la parte imaginaria de v es una derivada pura e involucra

términos que tienen potencia explicitamente impar en €.
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Aunque este argumento prueba que la parte imaginaria de v es de potencias
impares en € y es una derivada total, no es claro que no existan potencias im-
pares de € en la parte real de v. Veremos que esto es asi por las propiedades de
escala de distintas cantidades.

Conocemos el comportamiento de escala de x y u de la primera seccién, y
podemos obtener el de € y v de la ecuacién (4.22). Esto nos da las dimensiones

de escala

(U] =1
[v]=1
1
[x] = ~3
B 1
le] = ~3 (4.35)

De esta forma es claro que cualquier término con una potencia impar de €
ha de tener necesariamente un ntimero impar de derivadas también ya que v
tiene dimensién entera. Pero un término de derivada lleva necesariamente un
factor de i como se observa en la ecuacién (4.22), y por tanto el término ha de
ser imaginario. Con el mismo argumento las partes reales deben ser todas de
potencia par en ¢, lo que lleva a cantidades conservadas no triviales.

Podemos ahora construir las cantidades conservadas. Sustituyendo la ex-

pansion de v[u] en larelacion (4.22) obtenemos

00 .avn—l 1 n-2
u=Y e"lvp+i += Y Unem-2Um (4.36)
n=0 0x 6 =0

donde asumimos v_; = v_» = 0.

Como u es independiente de €, comparando los términos €’ obtenemos
U= (4.37)

Igualando a cero los coeficientes de los términos dependientes de € obtene-

mos )
Ovp1 17

Up+i + - Vn-m-—2Vm=0 4.38

n ox 6,,12::0 n-m-2Vm ( )

Esto nos da una relacién de recurrencia entre las distintas cantidades con-
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servadas que nos permiten construirlas recursivamente sobre u, obteniendo

.0V Ou
Vi+ti—=0>v=—-1i— (4.39)
0x 0x
NPT W B S o S A (4.40)
i—+ = =——Uu - — .
2" %x "6 0 2 6 0x2

y se continda construyendo de la misma forma,

v —ii(lu2+62—u) (4.41)
57 ox |3 0x? '
) _1(1u3_1(6u)2)+ 8% (1u2+62u) (4.42)
736" 2\ox ax2 2 0x2 '

Observemos que, como obtuvimos antes, las potencias impares de € dan lu-
gar a términos imaginarios que son derivadas totales. Los términos reales, que
son coeficientes de las potencias pares de €, contienen monomios puros de u y
por tanto no son derivadas totales.

Recordemos también que a las densidades conservadas se les puede afiadir
arbitrariamente constantes multiplicativas y sumarles derivadas totales. De esta

forma, es claro que tenemos que
Po=3v9=3u

1
p1=-3vp = 3 u? + derivadas totales

1 1({0u\?
=3v,=-u’—=|=—| +derivadas totales 4.43
P2 4= 5 ( Ox) (4.43)

Comparando con lo obtenido en (4.7), (4.9) y (4.12) podemos observar que
las cantidades conservadas que habiamos obtenido no son més que las tres pri-
meras densidades no triviales en la expansién en serie de potencias en €. Toma-

remos la n-ésima densidad conservada como
Pn=3=D"vs, (4.44)

de forma que la cantidad conservada sera
o0 (0]
anf dxpn=3(—1)"f dx vo, (4.45)
—0o —00
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Notemos que el comportamiento de escala de las v, se puede calcular con
facilidad. Dado que

g -1 (4.46)
0x 2 ’
tenemos que )
(val = [vp—1] + 5 (4.47)
Dado que [vg] = [u] =1, se sigue que
n
[vpl =—+1 (4.48)
2
y por tanto
[onl =[v2pl =n+1 (4.49)

Esto prueba que existe un infinito numerable de cantidades conservadas ca-
dauna delas cuales tiene una ley potencial entera distinta. Se puede comprobar,
aunque de forma mds complicada, que las cantidades conservadas para cada
entero son Unicas salvo constantes multiplicativas y sumas de derivadas totales.

Ademads, dado que cada cantidad conservada tiene un comportamiento de

escala diferente, son independientes trivialmente.

4.4. Cantidades en involucién e integrabilidad

Hasta ahora hemos probado dos de los tres requerimientos para que el siste-
ma KdV sea integrable: que existe un niimero infinito de cantidades conservadas
y que son independientes. Solo nos queda probar que estan en involucién.

Lo primero que probaremos es que las cantidades conservadas dadas por

(4.7), (4.9) y (4.12) satisfacen la relacién funcional

0H,—y _ 6Hy
Su(x)  dux)

1
D3+§(Du+ uD) conn=0,1,2 (4.50)
con D como siempre el operador derivada respecto a x.

Claramente, esta relaciéon se cumple para n = 0 si tomamos H_; = 0. Para

n =1, tenemos que

Hy . 6H
Su(x)  dux)

1
D3+ 5uDu +uD) (4.51)

Operando obtenemos facilmente que ambos lados de la ecuacién son igua-

les a Dy u(x), por lo que se cumple.
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Finalmente, para n = 2 tenemos

H _ _ 6H,
Su(x)  du(x)

1

D+ 5 (Du+uD) (4.52)

En este caso y por un procedimiento andlogo al anterior obtenemos que am-
bos lados de la ecuacién son iguales a D3 u(x) + u(x) Dy u(x), por lo que también
se cumple la relacién.

Esto nos lleva a pensar que tal vez todas las cantidades conservadas sigan
una relacién funcional recursiva similar. Veremos que se puede tomar el hamil-
toniano de forma que se cumpla que

=D VnelN 4.
S ne (4.53)

(D3 + 2 (Dut + uD )) OHn-1
A R ) dulx)
Se puede probar facilmente por induccién. Supongamos que la relacién de
recurrencia anterior se cumple para n = 1,2, ..., m con m fijo. Entonces la identi-

dad cuando n=mes

(D3 + L Du + uwp )) 0Hm-1 _p, OHm (4.54)
S Y) Sux) T Sulxn) '
Pero, como H,, es una cantidad conservada, se tiene
dH,,
— =0 4.55
T (4.55)
Se puede calcular esta evolucién temporal como
dHm _ {H,,, Ho} (4.56)
dt = my 11251 .
donde
{u(x), u()h1 = Dxb6(x—y) (4.57)

Podemos calcularla también con la segunda relacién de corchetes de Pois-
son obtenida en (2.58), es decir,

dﬁ ={H,,, H} (4.58)
dt - n» 152 .
donde )
{u(x),u(y) = D3+ 3 (Dx(0) + u(x) D) |6(x - ) (4.59)
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Usando esta tltima forma obtenemos

aHtn —_f°° dx (D3+1(D () + w(x)D )) OHm /1 (@s0)
At Jowo x g Y Sux) '

y como H,, debe ser una cantidad conservada, esta integral debe anularse, y por

tanto el integrando ha de ser una derivada total. Esto solo se cumple si

Su(x) “oulx)

1
(Di + 3 (Dyulx) + u(x)Dx)) (4.61)
Se observa facilmente que K, ha de ser de escala una potencia mayor que
Hp,. Se puede probar también que K, se conserva. Asi, dado que existe una tni-

ca cantidad conservada para cada comportamiento de escala, podemos identi-

ficar
Kiyn=Hpu (4.62)
de forma que
1 0H 0H,
D3+=(D D " = p—tl 4.63
et 3( xU(X) + u(x)Dy) S0 X S (4.63)

Asi, hemos probado que silarelacién de recurrencia es vdlidaparan =1,2,3, ...

también lo es para n = m + 1. Por induccién, por tanto, se cumple para todo
n € IN. Esta relacién nos permitira probar que las cantidades conservadas estan
en involucidn.

Utilizandola, es directo comprobar que

{Hn, Hmh1 ={Hp-1, Hn+1h (4.64)
Iterando, probamos que

{Hn, Hnh = {Hm, Hp}1 =0 (4.65)

Esto demuestra que todas las cantidades conservadas ademads de ser inde-
pendientes estdn en involucién. La demostracién utilizando el segundo corche-
te de Poisson es andloga.

De esta forma, por el teorema de Liouville probamos que la ecuacién KdV es
integrable. Ademads, dado que la ecuacién MKdV comparte las mismas cantida-

des conservadas, también hemos obtenido que es integrable.
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4.5. Ecuaciones de mayor orden jerarquico

Hemos visto que la ecuacién KdV tiene un ntimero infinito de cantidades

conservadas H; con n € IN tales que
{Hyp, Hph = {Hy, Hypl2 =0 (4.66)

y que ademads estan en involucién con respecto a los corchetes de Poisson aso-
ciados ala ecuacion. También obtuvimos que las cantidades conservadas satis-
facen la relacion de recurrencia (@.53)).

Esto explica por qué la ecuacién KdV se puede escribir de dos maneras dife-
rentes, como ya hemos visto, con las distintas estructuras de Poisson.

De hecho, cada una de las cantidades conservadas se puede ver como un

hamiltoniano y genera su propia ecuacién de evolucién dada por

5Hn _ D6Hn+1

Su(x)  dux) ={u(x), Hph (4.67)

ou 3 1
T {u(x), Hylo =|D” + §(Du+ uD)
Estas se conocen como ecuaciones de orden mayor de la jerarquia KdV (véa-
se [Gesztesy y Holden, 2003]). De hecho, todo sistema integrable debe estar do-
tado de una estructura jerdrquica de ecuaciones de evolucién. Ademads, dado
que los H,, estan en involucién, cada ecuacion en la jerarquia comparte las mis-
mas cantidades conservadas y es integrable.
Esto nos permite pensar en u# como funcién de un ntimero infinito de varia-
bles de tiempo,
u=u(x,ty, t, b, ...) (4.68)

donde los ¢, representan parametros de evolucién con respecto al hamilto-
niano H,, (se corresponderian con las variables de accion del modelo, tal y como
vimos al principio del trabajo). Asi, para una ecuacion de evolucién dada en la
jerarquia, solo cambia el pardmetro de tiempo correspondiente mientras que
los demés permanecen constantes.

Ademads, dado que los H, estdn en involucién es facil ver que los diferentes
flujos conmutan. Dicho de otro modo, si hacemos evolucionar el sistema en ¢,
durante un tiempo At y luego en t,, durante un tiempo At,, el resultado serd

el mismo que si hubiéramos evolucionado primero por ¢, y luego por t;,.
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La primera ecuacién de la jerarquia KdV serd la ecuacion

ou_, oM _ou
or Su(x) O0x

(4.69)

que no es otra que la ecuacién de una particula quiral u onda quiral en el sen-
tido de que describe una onda moviéndose tinicamente hacia la izquierda. Esta
caracteristica de ser quirales es comun a la jerarquia KdV, como ya hemos visto

anteriormente.

5. Problema de valor inicial

Hasta ahora hemos conseguido demostrar que la ecuacién KdV con condi-
cién de energia finita es integrable y hemos obtenido ciertas propiedades de sus
soluciones, pero no hemos podido desarrollar un método que nos permita re-
solver la ecuacién para condiciones iniciales dadas.

Existen métodos ampliamente conocidos que permiten resolver con facili-
dad sistemas hamiltonianos lineales con condiciones iniciales; la transformada
de Laplace, por ejemplo, transforma la ecuacién en derivadas parciales en una
ecuacion diferencial ordinaria que posteriormente podemos resolver. La trans-
formada de Fourier, por su parte, la transforma en una ecuacién algebraica, fa-
cilmente resoluble. Sin embargo, en sistemas no lineales como el que nos ocupa
estos métodos no son aplicables.

Necesitaremos métodos més ingeniosos para poder resolver la ecuacion KdV.
El método con el que se resolvié por primera vez, desarrollado expresamente
para resolver la ecuaciéon KdV, se convirtié posteriormente en el método estan-
dar para resolver sistemas no lineales. Se conoce como teoria de la dispersion
inversa (véase [Ablowitz y Clarkson, 1991]).

En esta seccién profundizaremos un poco en las soluciones de la ecuacién

antes de entrar méas adelante en la teoria de la dispersién inversa.

5.1. Laecuacién de Schrodinger

Consideraremos la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo, des-

crita por
02 1
v + (gu(x, H+A

= w=0 (5.1)
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donde u(x, t) es la variable KdV que satisface

au_ ou 63_u

- _ = 2
ar “ox o3 62

La variable ¢ de u(x, t) no es la variable de tiempo de la ecuacién de Schro-
dinger, sino que la consideraremos un pardmetro que caracteriza el potencial.
Por su parte, A es el valor propio de energia y v la funcién propia correspon-
diente, siendo las dos en general dependientes de ¢.

Maids adelante incidiremos mds en el razonamiento detrés de la inclusién de
la ecuacion de Schrodinger. Por el momento, observemos que podemos utilizar
la ecuacién de Schrodinger para sustituir z en funcién de ¥ en la ecuacién KdV.
Observamos de la ecuacion de Schrodinger que

u(x,t)=—-6 (}L + @) (5.3)
v

donde, como es habitual, el subindice indica la derivacion respecto a esa varia-
ble.

Usando esta relacién, podemos obtener meramente operando que

6 0 0 (y;
sl i) e
Ut wz(tw+0x ax \ v (5.4)
6 0 ,0 wx)
- —yr— |2 5.5
tha W ax”’ 6x( 11/ 5:5)
Con un poco maés de célculo pero igualmente directo, obtenemos
6 6 2 6 uu/x 6uxx1/’x
3uux:—?a’['[/ a(—w )—12/1ux+— (5.6)
y sustituyendo la férmula obtenida para u, tenemos
6 6 2 6 1 '(,Ux) zuxxWx
=—— —yp?—(|cu—an| = |+ X 5.7
Uiy wzax”’ 6x((3u ) v + " (5.7
De forma similar, podemos calcular
6 0 2 0 (Wxxx 1 Yx Yxlxx
MxXx:—ﬁauj a(7+(6u+1)—)—27 (58)

41



Asi, podemos expresar la ecuacion KdV,
Up— Uy — Uygxyx =0 (5.9)

en funcién de la funciéon de onda de la ecuacién de Schrédinger de la siguiente

forma 1
i 21 (u’xxx_WI"’(Eu_:%/UWx)
0x" 0x v

Ay? — =0 (5.10)

Integrando sobre x y utilizando el hecho de que la funcién de onda v se anu-
la en el infinito tanto para los estados ligados como para los estados oscilatorios
obtenemos

A:=0 (5.11)

Este hecho es importante, hemos obtenido que si u(x, ¢) evoluciona de acuer-
do a la ecuacién KdV, los valores propios de la ecuacién de Schrodinger con
u(x, t) como potencial son independientes del pardmetro ¢t. Como A; se anu-

la, la ecuacion (5.10) nos da

5 ((wxxx—wt+(%u—3ﬂ)wx)):0 (5.12)

ox v

Usando la ecuacién de Schrodinger nuevamente, podemos expresarlo como

0 +luy+ady,—Ltu
_(Wt 6 UxW VYx—3 Wx):() (5.13)
0x Y
Por tanto, tenemos que
+iucy+ady—Ltu
Vit gt VaZ 3UWx = cte. (5.14)

v

Dado que la constante no depende de x, se puede determinar de comporta-

mientos asintéticos.

5.2. Evolucion temporal de los parametros de dispersion

Separaremos el andlisis en estados ligados y estados dispersivos.
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5.2.1. Estados ligados

A=-x*<0 (5.15)

Dado que obtuvimos que A; = 0, la evolucién en el pardmetro ¢ debe re-
presentar una simetria unitaria del sistema de Schrédinger. Por tanto, podemos
estudiar el sistema en ¢ = 0. En este caso, sabemos que las funciones de onda de

los estados ligados decaen exponencialmente en la forma

w(x) e K* (5.16)

X—00

Ademads, sabemos que la variable KdV cumple

u(x, 1) 0 (5.17)

X—00

Asi, tenemos que

Vit g U + A — FUP
w X—00

41% = _4)k = 43 (5.18)

Asi, tenemos determinada la constante, y la evolucién de y(x, t) con respec-

to a t resulta

1 1 3
wt+6ux1//+4/h//x—§uwx—41< =0 (5.19)

Multiplicando por ¥ e integrando sobre x obtenemos
d [ 1 © - oy? 1™  duy?)
0=— d —2)+2)Lf d———f dx——
dtf_oo x(z‘” o ox T8 o

1 oo o0
+§f dx uxw2—41<3f dxy? (5.20)

Recordemos que todas las derivadas totales se anulan bajo integracién. Ade-
mads, podemos observar en la ecuacién (5.5) que u,w? tiene forma de derivada
total y por tanto también se anula bajo integracion. Asi, si definimos para los

estados ligados
c ) :f dxy?(x, 1) (5.21)
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la ecuacién (5.20) nos da la ecuacién de evolucion

de 't
Cd—t() =8cL (1) (5.22)
de forma que
Tl = et (5.23)
y
3
c(f) = c(0)e " (5.24)
Esto nos determina la evolucién de la funcién de onda de los estados ligados
con t.

5.2.2. Estados dispersivos

A=k*=0 (5.25)

En este caso, las funciones de onda tendran la forma asintética

e'** 4 R(k, 1)e k¥

v(x, 1)

X——00

T(k, t)e'** (5.26)

v(x, 1)

X—+00

donde estamos considerando una onda plana que incide desde la izquierda y
R(k,t) y T(k, t) representan los coeficientes de reflexion y transmisién respecti-

vamente. Para que la funcién de onda sea unitaria se requiere la condicién
IR(k, ) +|T(k, D* =1 (5.27)

En este caso, podemos también calcular la constante por el comportamiento

asintético
Vit guxl + 40 — Uy, (R, —4iAkR)e™ k% 1 4i Ak ek* 5.28)
v x——00 oikx ¢ Reo—ikx :
Para que esto sea constante es necesario que
R;—4iAkR=4iAkR (5.29)
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lo que implica
R(k, t) = R(k,0)e%K’t (5.30)

Por tanto, es facil determinar la constante.

Vit g U + A — FUP

=4ik> (5.31)
v
Evaluando el comportamiento asintotico en +oco de manera andloga, obte-
nemos que
Yo+ §UY + AP — Jup T,e'* + 4i Ak Tetk~

" — it (5.32)
Igualando a la constante anterior, obtenemos la condicién T; = 0 y por tanto
T(k,t)=T(k,0).
Asi, hemos obtenido que si el potencial en la ecuacién de Schrodinger evo-
luciona de acuerdo a la ecuacion KdV, los coeficientes de reflexién y transmisién

evolucionan en la forma

R(k, t) =R(k,0)et¥'t
T(k, 1) =T(k,0) (5.33)

Ademds, cada normalizacién de los estados ligados evoluciona también de

una forma sencilla

-1
NOE ( f dxy’(x, t)) = ¢, (0)e 8t (5.34)

para cada estado ligado con energia —«2.

5.3. Laecuacion de Gelfand-Levitan

Dado un potencial en la ecuacién de Schrodinger, este determina univoca-
mente los coeficientes de reflexion y transmisién, asi como los estados ligados,
que estdn especificados por los ¢, ylos x ;. Andlogamente, si tenemos estas can-
tidades también podemos determinar el potencial univocamente.

De esta forma, en principio, dada una condicién inicial de la ecuacién KdV
u(x,0) tendremos determinados R(k,0), T'(k,0), x,, ¥ ¢, (0) de forma tinica, pero

como conocemos la evolucién de todas estas cantidades podemos calcularlas en
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cualquier tiempo y asi determinar univocamente el potencial u(x, t), que serd la
solucién de la ecuaciéon KdV correspondiente al valor inicial u(x,0) dado.

Para determinar el potencial a partir del conocimiento de los estados liga-
dos y los coeficientes de reflexién y transmisién tenemos que resolver la ecua-

cion de Gelfand-Levitan (véase [Marchenko, 2011]). Sea K(x, y) la solucién de la

ecuacion
(e.0)
K(x,y)+B(x+y)+f dzK(x,z2)B(y+2)=0, y=x (5.35)
X
con
1 o] i N
B(x)=— f dkR()e™ + Y cpe ™~ (5.36)
278 J—o0 n=1

donde N es el numero total de estados ligados del sistema.

Podemos obtener entonces el potencial a partir de K(x, y) de la forma

1 0
gu(x) = 2£K(x, X) (5.37)

Podemos observar que cualquiera de las cantidades involucradas en la ecua-
ci6én integral pueden en principio depender de pardmetros pasivos como ¢ en
el caso de la ecuacion KdV. N6tese también que en general la ecuacién no tie-
ne por qué tener soluciéon en forma cerrada. No obstante, si el potencial no
presenta reflexion, entonces siempre existird solucién en forma cerrada (véase
[Koelink, 2008]).

5.4. Aplicacion del método

Para ver cémo funciona el método, lo aplicaremos al estudio de la ecua-
ciéon KdV en la configuraciéon de un tnico solitén, que, como habiamos visto

en (3.22), parac=4es
u(x,0) = 12 sech®x (5.38)

La ecuacion de Schrédinger para ¢ = 0 serd

oy

5z 2 sech’xy = -y (5.39)

Como ya vimos en el parrafo este potencia admite un tinico estado liga-
do con energia
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de forma que x = +1. La solucién del estado ligado sera

Y(x) = %sechx (5.41)

Elegimos esta normalizacion para la funcién de onda de forma que su com-

portamiento asintético serd

ex

¥(x)

X——00

e " (5.42)

¥(x)

X—00

Se puede comprobar de forma directa por mera sustitucién que la funcién
de onda que hemos tomado es solucioén de la ecuacién de Schrédinger con el
valor propio adecuado por mera sustitucién.

La constante de normalizacién en este caso sera
1 [ -1
c(0) = (— f dx sechzx) =2 (5.43)
4J)-o
Asi, la evolucién temporal de la constante sera
c(r) =278 (5.44)

Por otra parte, hemos obtenido que los potenciales de solitones no presen-
tan reflexién, por lo que
R(k,t)=R(k,0)=0 (5.45)

Dado que el coeficiente de transmision no juega un papel directo en la ecua-
cién de Gelfand-Levitan, no lo estudiaremos con detalle.

Con lo obtenido, tenemos que la ecuacién (5.36) tomarad la forma
B(x, 1) =2¢ 8% (5.46)
De esta forma, la ecuacién integral de Gelfand-Levitan tomard la forma
[e.0]
K(x,y, 1) +2e 8757V 12 f dzK(x,z,0)e 872 =0 (5.47)
X
Es claro que la solucidén sera de la forma

K(x,y,0) =w(x,)e”” (5.48)
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Introduciéndola en la ecuacién, obtenemos facilmente que

26—8l‘—x
CU(X, t) = —m (549)
Por tanto,
2e—8t—x—y
K,y 1) = —W (5.50)
de forma que 5
K(x,x,t) 2—2+m (5.51)
Y asi, usando la ecuacién (5.37) tenemos que
u(x, t) = 12 sech?(x + 41) (5.52)

que coincide con la solucién que ya obtuvimos en y representa una onda
que viaja solo hacia la izquierda.

Sin embargo, la importancia del método radica en que se puede aplicar a
cualquier configuracién inicial arbitraria para obtener explicitamente la solu-

cion.

6. Teoriade la dispersion inversa

En la seccién anterior, hemos utilizado el método de la dispersién inversa
pararesolver la ecuacién KdV (y ecuaciones diferenciales no lineales en general)
pero no hemos profundizado en la base del método.

Podemos preguntarnos los motivos por los que un sistema no lineal como el
que nos ocupa estd controlado por un sistema lineal. Ademds, tampoco hemos
profundizado en la razén fisica detrés de la ecuacién de Schrodinger.

Por otra parte, en este formalismo hemos dejado completamente aparte las
cantidades conservadas, y no hemos visto una forma clara de obtenerlas ni qué
papel juegan en el sistema.

En esta seccién intentaremos entender un poco mas el trasfondo del método

desde la base de la teoria de la dispersidn.
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6.1. Dispersion en una dimensién

Consideremos el problema de dispersién en una dimensién parala ecuacién

oy 2
WHq(XHk =0 (6.1)

Supondremos que el potencial g(x) es real y decae lo bastante rdpido en el
infinito, aunque no nos preocuparemos en exceso por su comportamiento asin-
tético respecto a la existencia de soluciones. Bdsicamente, supondremos que el
problema esté bien definido y que existe una solucién.

Podemos observar que el problema que tratamos de la ecuacién de Schro-

dinger con potencial KdV se obtiene sin mas que identificar

1
qx) = 5 u(x) (6.2)

Consideraremos una onda plana que incide desde la izquierda. Tendremos

entonces una funcién de onda que se comportard asintéticamente de la forma

w(x, k) e'** 4 R(k)ek*

X——00

T (k)e'k* (6.3)

v (x, k)

X—00

donde, como sabemos, R(k) y T(k) son los coeficientes de reflexién y transmi-
sién respectivamente.

Para el estudio del comportamiento analitico de R(k) y T (k) introduciremos
las funciones de Jost, que son soluciones de la ecuacién que satisfacen las

condiciones de contorno

elkx

flx, k)

g(x, k) e ikx (6.4)

X——00

X—00

Observando la forma de la ecuacion de Schrédinger (6.1I), podemos ver que
para k real, si f(x, k) es solucién también lo es f*(x, k). Por el comportamiento

asintético, vemos también que
ff(x k) =fx,—k) (6.5)

y por tanto es linealmente independiente de f(x, k). Se puede observar fAcil-

mente calculando el wronskiano, que es independiente de x y por tanto se pue-
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de evaluar en las formas asint6ticas como

6 (x, k) 6 (x; - k) .
0x 0x
Andlogamente, se puede ver que
g (x, k) =g(x,—k) (6.7)
es una solucién linealmente independiente de g(x, k) y que
(8(x, k), g(x,—k)] = —2ik (6.8)

Como la ecuacién de Schrodinger es una ecuacion diferencial de segundo
orden, se puede expresar cualquier solucién como combinacién lineal de los

pares f(x,k)y f(x,—k) o g(x,k) y g(x,—k). En particular, tenemos que

fx, k) =alk)g(x,—k)+ blk)g(x, k)
g(x, k) = ack) f(x,—k) + b(k) f (x, k) (6.9)

Las funciones coeficientes se pueden calcular ficilmente en términos de los
wronskianos como
(k) = a(k) ! [f(x, k), g(x, k)]
alk) =ak)=—I[f(x, k), g(x,
2ik 8

1
b(k) = —ﬁ[f(x, k), g(x,—k)]

- 1
b(k) = —ﬁ[f(x,—k),g(x, 9] (6.10)

Tenemos por tanto que
b(k) = —b(=k) (6.11)

Observemos también que como se cumple f*(x, k) = f(x,—k) y g*(x, k) =

g(x,—k), los coeficientes deben satisfacer

a*(k)=a(-k)
b* (k) =b(-k) (6.12)
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Ademads, para la consistencia de las relaciones se necesita que
b(k)b(k) + a(k)a(-k) = 1 (6.13)

0, lo que es lo mismo,
la(k)1* = 1+ |b(k)I? (6.14)

Asi, es claro que a(k) no puede tener ningtn cero para valores reales de k.
También es claro que si a(k) diverge para algin valor real de k, b(k) también

debe diverger en ese punto con un comportamiento tal que

b(k)

Observemos finalmente que aunque la relacion (6.14) recuerda a la relacién
(5.27) de los coeficientes de reflexién y transmisién, no es exactamente la mis-

ma.

6.2. Comportamiento analitico de los coeficientes de dispersi6on

Para poder pasar a R(k) y T(k), observemos que la funcién de onda que des-
cribe la dispersién también se puede expresar en términos de las funciones de
Jost. De hecho, es claro por los comportamientos asint6ticos que podemos ex-
presar

y(x, k) = g(x,—k) + R(k)g(x, k) = T(k) f (x, k) (6.16)

Sustituyendo ahora la forma que obtuvimos para f(x, k) en la relacién (6.9),

tenemos que

1
T(k)_?k)
b(k)
R(k)_ﬁ (6.17)
Tenemos asi que
bk)|? | 1 |2
2 2 _ | PUE) L
|R(K)I” + T (k)| —‘a(k) b 1 (6.18)

como esperdbamos.
Sabemos que los coeficientes de reflexién y transmisioén estdn bien defini-

dos para valores reales de k, pero para estudiar su comportamiento analitico
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intentaremos extenderlos a valores complejos de k. Las funciones de Jost son
analiticas en la mitad superior del k-plano complejo con Imk > 0. Por tanto, las
funciones coeficiente a(k) y b(k) también serdn analiticas en la mitad superior
del k-plano complejo.

Por tanto, podemos ver por la forma de R(k) y T(k) que solo presentaran
singularidades si a(k) se anula. Sin embargo, ya hemos visto antes que esto no
puede ocurrir para valores reales de k. Supondremos por tanto que a(k) se anula

para algin valor complejo de k en el semiplano superior,
a(k)=0para k=ko, Imko>0 (6.19)

Entonces, por la definicién de a(k) en (6.10), tenemos que f (x, ko) y g(x, ko)

tienen que tener dependencia lineal. Por tanto, supongamos
f(x, ko) = bog(x, ko) (6.20)

Podemos pensar en by como la extension analitica de b(k) a k = ky. Por otro
lado, observamos que si Imky > 0, entonces f(x, ky) y g(x, k) deben anularse

asintéticamente, ya que

—(Imko)x
fx ko) ——e
g(x, ko) ——— eImko)x (6.21)
X——00

Asi, vemos que si a(kp) = 0, entonces tenemos una funcién propia norma-
lizable de la ecuacion de Schrodinger correspondiente al valor propio kg. Por
otra parte, como el operador de Schrodinger de la ecuacion (6.1) es hermitico, el

valor propio ha de ser real, y dado que kj no es real, ha de ser imaginario puro,
k’o = iK() (6.22)

Asi, el estado seré ligado. Por tanto, podemos concluir que a(k) puede tener

un numero finito de ceros a lo largo del eje imaginario que se corresponderan

}

donde hemos usado el hecho de que el wronskiano de f(x, k) y g(x, k) se anula

con estados ligados. Por la definicién de a(k), tenemos que

of (x, k)
ok

0g(x, k)
ok

(6.23)

k:iKo

datk) _{L
dk =T 20k

fx, k),

1
) )k .
g0 +21k
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para k = ixy. Ademds, notemos que f(x, k) y g(x, k) satisfacen la ecuaciéon de

Schrédinger,
02 f(x, k
% +(qx) + k) f(x,k) =0 (6.24)
0°g(x, k) 2 ~
o2 T (q(x)+k)g(x, k) =0 (6.25)

Derivando respecto a k, tenemos que

of (x, k) 2 (0f (%, k)

@( K )+(q(x)+k)( % +2kf(x,k)=0 (6.26)
ag(x, k) 2 (Og(x, k)) _

32 ( e ) +(g(x) + k%) K +2kg(x,k)=0 (6.27)

. . . 0g(x, k)
Si ahora multiplicamos la primera por Y yla segunda por f(x, k) y las

restamos, obtenemos que
0 x, k

| po i, B0~k kg b (628

Finalmente, integrando respecto a x obtenemos que

ag(x k)1*

[f( k), _2kf dx' f(x',k)gx', k) (6.29)

Andalogamente, podemos obtener también que

of(x, k)
ok

,g(x,k)] =2k f dx' f(x', k)gx', k) (6.30)

Notemos ahora que para k = ik, f(x, k) y sus derivadas se anulan exponen-
cialmente cuando x — oo, de la misma forma que g(x, k) y sus derivadas cuando

X — —oo. Asi, obtenemos

0g(x, k of(x, k oo
Hf(x,k), gLx. 1) + flx ),g(x,k)” :2i1<o[ dx f(x,ixg)g(x,iKo)
5’(? 5’(? k:iKo —00
(6.31)
De esta forma, obtenemos que
da(k
i ath) =b, f dx f2(x,ix0) = by ' ¢yt (6.32)
dk k=ixg
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donde ¢y es la constante de normalizacién del estado ligado. Con esto proba-
mos que el cero en k = ik es un cero simple, ya que ni by ni ¢y se anulan para
soluciones no triviales. Ademads, si el espectro no cambia con la evolucién del
potencial, entonces el lado izquierdo de la ecuacién es una constante y por tan-
to bg serd proporcional a ¢, L

Concluimos por tanto que los coeficientes de transmision y reflexiéon son

funciones continuas de k que satisfacen
R*(k)=R(-k), T*(k)=T(-k) (6.33)

Ademds, son analiticas en el semiplano complejo superior excepto en los
puntos correspondientes a estados ligados, k, = ik, con n=1,2,...,N. Las sin-
gularidades de T'(k) en los estados ligados se corresponden con polos simples
con residuos

[ee] -1
ResT(K)|k=ix, = (—i[ dx f(x,ix,)g(x,ixy) =ib,cy (6.34)

donde b, vy ¢, son las generalizaciones de by y ¢y a otros estados ligados.
Por estas propiedades, claramente podemos determinar el coeficiente de
transmisién una vez conocemos el coeficiente de reflexion y los estados ligados.

Por ejemplo, si conocemos R(k), entonces

)1/2

IT(k)| = (1-|R(K)[* (6.35)

Ademads, como T'(k) es una funcién meromorfa en k, podemos expresarla

1 [ ln(l—IR(k’)Iz)} N+ ix,
T(k) = — ! [ )
o eXp{sz_oodk ¥k L%, (6:36)

El segundo factor, que proviene de las contribuciones de los estados ligados,
se corresponde con la fase de T'(k). Asi, vemos que la matriz de scattering es-
td completamente determinada una vez que conocemos R(k), k, y ¢,. Es por
ello que el conjunto de la ellos se suele denominar informacién de scattering.
Ademés, de la misma forma que un potencial determina la informacién de scat-
tering y por tanto la matriz S de forma tinica, el conocimiento de la informacién
de scattering también lleva a la construccion del potencial de forma tnica.

Finalmente, para ver la utilidad de la ecuacién (6.36), observemos que si el
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potencial no presenta reflexién, entonces R(k) = 0 y por tanto

Nof+ix,
T (k) = - (6.37)
7!:[1 k_ lKn

es una fase pura.
A modo de ejemplo, centrémonos en el problema de un tnico solitén que
estudiamos en la seccién anterior. Obtuvimos que el potencial no presenta re-

flexiones y admite un tinico estado ligado en k = i, de forma que obtenemos que

k+1i
T(k) = — (6.38)
k—i
Tenemos por tanto que
a1 (6.39)
dk |e=; 2 ‘

También obtuvimos que la funcién de onda del estado ligado es de la forma

1
Yy(x, 1) = Esech(x +41) (6.40)
y satisface
Y —— et latdn) (6.41)
y
o 1
f dxy?(x,t) = > (6.42)
—0o0

Podemos expresar las funciones de Jost en términos de ¥ (x, ) como

flo, k=i =e""y(x, 1) ——e

g k=i=e Myl ——e (6.43)
Observemos que
fx, k=i =edgx, k=1 (6.44)
de forma que
b(k=i)=e®" (6.45)

lo cual identificamos con 2¢~1(#) como vimos en la seccién anterior. Ademads,

tenemos que

(00} (o0} 1
f dx f2(x,k=1i) = estf dxy*(x, 1) = Eegt =c 1) (6.46)
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Con todo esto, es directo comprobar que la relacion (6.32) se cumple.

6.3. Variables de accién-dngulo

Como ya remarcamos al comenzar la discusion sobre la dispersién, pode-

mos particularizar al caso de KdV escogiendo
1
qx) = 5 u(x) (6.47)

de forma que la ecuacién de Schrédinger pasa a ser

oy

ﬁ+(éu(x)+k2)w:0 (6.48)

En lugar de trabajar directamente con los coeficientes de dispersion, estu-
diaremos a(k) y b(k). Es claro que estos coeficientes son funcionales del poten-
cial. Por tanto, podemos calcular su variacién con respecto al potencial de la
siguiente forma.

Dado que las funciones de Jost satisfacen la ecuacién de Schrodinger, tene-
mos que

% + (éu(x) + kz) fxk)=0
02 g(x, k)

o2 glx,k)=0 (6.49)

+ (é u(x) + K2

Supongamos variaciones infinitesimales

u(x) — ulx)+ou(x)

fx, k) — fx, )+ f(x, k)

g(x, k) — g(x, k) +6g(x, k) (6.50)
sujetas a las condiciones
ou——0
|x|—o00
Of(x, k) —
0gx, k) — 0 (6.51)

Manteniendo los términos lineales en las variaciones en la ecuacion (6.49),
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tenemos que

°6f (1 ) 1

o2 +(gb¢()€)+k)5f+g5uf:0

2 1 1
%+(Eu(x)+k2)5g+66ug:0 6.52)

Multiplicando ahora la primera ecuacién de (6.49) por g y la dltima de
(6.52) por f, restdndolas e integrando el resultado, obtenemos

0g(x, k)
ou(x)

1

donde hemos usados las condiciones asintéticas y la formula

0o 1 0
fo dx8(x0)f(0) =2 f(0) = f dx8(x) f(x) (6.54)

Andlogamente, del otro par de ecuaciones obtenemos

of(x, k
[ flx ),g(x.k)

1
5ul) =15 flx k)glx, k) (6.55)

Asi, con estos tltimos resultados y usando que

1
a(k) = ﬁ[f(x, k), g(x, k)] (6.56)
tenemos que
Sak) 1
Sun 12l.kf(x, k)g(x, k) (6.57)

Andlogamente, tenemos también que

Sbk) 1
Su(x)  12ik

flx, k)glx,—k) (6.58)

De esta forma, podemos calcular los corchetes de Poisson de funcionales de
a(k) y b(k) usando la expresién que ya calculamos para ello. Por su longitud, nos
saltaremos los cdlculos, pero el resultado final que obtenemos es que el conjun-
to

P(k) = -—14;’“ Inja(k)|

Q(k) = argb(k) (6.59)
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forma un conjunto candénico de variables que satisfacen para k, k' > 0 que

{P(k),P(K)} =0=1{Q(k),Q(k")}
{Q(k),P(k"}=6(k-K) (6.60)

Ademés de los estados dispersivos, tenemos también los estados ligados ca-
racterizados por x, y ¢,,. Se pueden calcular también los corchetes de Poisson

asociados a estas variables y obtenemos que

pn = 144K
1
qn = Elnlbn| (6.61)
con
by = —icy! = N
n= W’ n= 1,2,..., (662)
dk k=ix,

también forma un conjunto canénico bajo la estructura de corchetes de Poisson
de KdV.
De esta forma, el conjunto (P(k), p,, Q(k), g») constituye unas coordenadas

candnicas del sistema KdV. Se sigue de esto que
{Ina(k),Ina(k"} =0 (6.63)

y en consecuencia Ina(k) debe contener de alguna forma las cantidades conser-
vadas. De hecho, no profundizaremos en el cdlculo pero se pueden obtener a
partir de ello las densidades de las cantidades conservadas.

Con un célculo relativamente largo que tampoco reproduciremos, podemos

obtener la expresion del hamiltoniano en funcién de las coordenadas candnicas,

00 1/(1 3 N
Hyav =8 f dk k*P(k) + - (—) Y (pm)*"? (6.64)
0 516 m=1

Finalmente, con esto es directo calcular la evolucién temporal de las varia-
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bles canénicas usando los corchetes de Poisson correspondientes,

dP(k, 1)
" _0
dt
dpn(1)
=0
dt
i SR Y
dt
dgn(t
%) =43 (6.65)

y por tanto podemos calcular con facilidad la evolucién temporal de los coefi-

cientes funcionales

alk,t) =a(k,0)
bk, t) = b(k,0)e® k't
bu(D) = by(0)e®*nt (6.66)

Por supuesto, esto coincide con la evolucién que ya habiamos calculado,
vy nos muestra que esta evolucion simple es consecuencia del hecho de que
transformar la informacién de scattering es transformar las variables de accion-

angulo del sistema.

7. Elmétodo de Lax

Hasta ahora hemos visto que si tenemos una ecuacién de evolucién no lineal
y le podemos asociar una ecuacion lineal apropiada, entonces podemos aplicar
el método de la dispersion inversa para obtener la solucién de la ecuacién no li-
neal. De esta forma, el sistema lineal cuyos valores propios no evolucionan bajo
el flujo no lineal juega un papel fundamental. Sin embargo, no hemos justificado
cémo surge la ecuacién lineal y cémo podemos encontrar una ecuacion lineal

adecuada para un sistema no lineal dado.

7.1. Origen dela ecuacion de Schrodinger

Antes de entrar de lleno en la discusion formal de la teoria, nos detendre-
mos a entenderlo primero de una manera maés intuitiva. Recordamos de (4.17)

y (4.18) que las ecuaciones KdV y MKdV estan relacionadas por una relacién de
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Riccati, de forma que si u(x, #) satisface la ecuacién KdV, entonces tenemos

ov_ 0003

R 1
ot U 9x o3 @

Podemos aprovechar la invariancia galileana de la ecuacién KdV que vimos
en (2.44) para definir una relacion de Riccati generalizada de la forma

ov(x,t
u(x, 1) +61 = v2(x, 1) + Né% (7.2)
X
De esta forma, si u(x, t) satisface la ecuacién KdV, tenemos que
ov ov v
- = (7.3)

61)— —
)ax

T o

Como ya vimos, si obtenemos una solucion de la ecuacién MKdV esta nos
dard asimismo una solucién de la ecuacién KdV a través de la relacion de Ricca-
ti. Sin embargo, el reciproco no es cierto en general, ya que la relacién de Riccati
no es invertible en general. Sin embargo, dado que ambas ecuaciones son inte-
grables y comparten las mismas cantidades conservadas, uno podria pensar in-
tuitivamente que solucionar una implicaria solucionar la otra y, de esta forma,
podriamos preguntarnos si podemos realmente invertir la relacién de Riccati.

La forma mas sencilla de invertirla es linealizar, por lo que definimos
v(x, 1) = i\/é% (7.4)

de forma que la ecuacion (7.2) pasa a ser

o’y

1
+ (éu(x, H+A

Asi, si encontramos un ¥ que satisfaga la relacion anterior podremos invertir
la relacién de Riccati. Podemos reconocer esta tiltima ecuacién como la que vi-
mos en y que identificamos con la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo. Ademads, como el valor propio de la ecuacién de Schrodinger, A, fue
introducido a través de una transformaciéon de Galileo, es independiente del pa-
rametro ¢. Asi, hemos visto por qué el pardmetro espectral no evoluciona con el
tiempo.

Podemos expresar la funcién de onda de Schrodinger, v, en términos de la
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variable MKdV v(x, 1),
w(x, 1) =ex (— ! fxdx’ v(x' t)) (7.6)
) p \/6 , .
de forma que su evolucién temporal sera

_ (_fodx' dvix, 1) ”) 7.7

Por otro lado, sabemos que v(x, f) evoluciona de acuerdo a (7.3), que pode-

mos expresar cComo

ov_29 (1u3 6Av+02") (7.8)
ot 0x\3 0x? '
Introduciendo esto ultimo en tenemos
=- i (lv?’(x 1) —6Av(x t)+azv(x’t)+cte) (7.9)
Wt - \/6 3 » ) 6x2 . 1// .

Expresando v en funcién de v a través de (7.6) y utilizando que y satisface

la ecuacién de Schrodinger, obtenemos que la evoluciéon temporal de v es

1 1
wt+6uxw+47th—§uu/x:cte.-u/ (7.10)

que coincide con la ecuacion (5.14) que utilizamos para el problema de disper-

sién inversa.

7.2. Elparde Lax

Pasaremos ahora a un analisis més formal de la teoria. Queremos, dada una
ecuacién de evolucién no lineal, encontrar un operador lineal cuyos valores pro-
pios sean constantes bajo la evolucién no lineal. Con ello, podremos aplicar el
método que hemos obtenido a otros sistemas y desarrollar asi un método gene-
ral para sistemas no lineales.

Comenzaremos analizando el problema en el caso lineal. Dada una ecua-
cién de evolucion lineal descrita por un hamiltoniano independiente del tiem-
po H, queremos construir operadores cuyos valores esperados no cambien con
el tiempo. Es claro que si A es un operador con esta propiedad, entonces en la

imagen de Heisenberg A(¢) ha de ser unitariamente equivalente a A(0),

utmAmU® = A®) (7.11)
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con U(t) el operador de evolucién temporal con la forma
U(t)=e ! (7.12)

Derivando con respecto a ¢, tenemos que

O _ 1A, (7.13)
ar D '

Asi, esta condicién es necesaria para que los valores propios de A(t) sean
independientes del tiempo. Ademads, podemos expresar

ou(r)
ot

=—iHU(t) =BU(1) (7.14)

donde
B=-iH (7.15)

es un operador hermitico.
Intentaremos ahora seguir un procedimiento andlogo en el caso de ecuacio-

nes de evolucion no lineales. Sea
L(u(x, 1)) = L(1) (7.16)

el operador lineal que buscamos. Supongamos que es hermitico y que sus va-
lores propios son independientes de ¢. Para que esto sea cierto, ha de existir un

operador unitario U(?) tal que
U (0 L(U(1) = L(0) (7.17)

Derivando en ambos lados de la ecuacién respecto a ¢ obtenemos que

Ut ()
ot

( r) aU(t)

LU + UT(t) U +Ut@L =0 (7.18)

Al contrario que en el caso lineal, no conocemos la forma explicita de U(¥),

pero dado que es unitario tenemos que

utmum =1 (7.19)

UT(t) aU(t)

umn+ut (o =0 (7.20)
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de forma que

ouU (1)
——=B®OU®{) (7.21)
ot
con B(t) un cierto operador que ha de ser antihermitico. Sustituyendo en (7.18),
tenemos
OL(1)
51 = [B(1), L(1)] (7.22)

Asi, vemos que L(f) debe satisfacer una relacién similar a la que encontra-
mos en el caso lineal. La tinica diferencia es que no conocemos la forma ex-
plicita de B(t). Sin embargo, sabemos que L(¢) es lineal en u(x, #). Por tanto, el
lado izquierdo de la ecuacién serd un operador multiplicativo proporcional a la
evolucién temporal de u(x, £). Es claro, por tanto, que si podemos encontrar un
operador lineal L(f) y un segundo operador B(t) no necesariamente lineal tales
que el conmutador [B(?), L(t)] sea un operador multiplicativo proporcional a la
evolucién de u(x, t) de acuerdo a una ecuaciéon no lineal, entonces los valores

propios de L(¢) serdn independientes de ¢, es decir, en la ecuacién
Lty () = —Aw(t) (7.23)

los valores A serian independientes de t. Ademads, y(f) debe estar unitariamente

relacionado con su valor en ¢ = 0. Es decir,

w(t) = U@y(0) (7.24)

De esta manera, su evolucion con ¢ tomara la forma

oy(r) U1
ot Ot

y(0) =B(Oy(1) (7.25)

Los operadores L(t) y B(f), cuando existen, se conocen como par de Lax co-
rrespondiente a una ecuacién de evolucién no lineal dada, y son vitales en la

determinacién de soluciones (véase [Lax, 1968]).

7.3. Particularizacion a KAV

Particularizaremos ahora a la ecuacién KdV. Hemos visto que en este caso

2

L(1) 0 . (x, 1) D24 X (x, 1) (7.26)
=—+-ulx,n= —u(x, .
0x2 6 6
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de forma que
OL(H) 10u

ot 60t

Este es un operador multiplicativo y describe la evolucién temporal de u.

(7.27)

B(?) se puede encontrar de forma sistemdtica. Observemos que B(f) ha de ser
antihermitico y por tanto debe ser impar en el nimero de derivadas. Elegiremos
la forma mas sencilla,

B(t)=aD (7.28)

con a constante. En este caso,

a(Du(x, 1)) a ou

[B(1), L(D)] = 5 = 59x (7.29)

Asi, aunque el conmutador es un operador multiplicativo, no describe la
evolucién de u(x, r) bajo el flujo KdV. De hecho, se observa facilmente que con

a =1, la ecuacion de Lax describe una particula u onda quiral,

oL ou Ou
—=[B,L] > —=

ot ot ox (7.30)

La siguiente eleccién obvia para B(t) que satisface todas las propiedades de

simetria y un comportamiento de escala homogéneo es
B(t) = asD® + a1 (Du + uD) (7.31)
con a; y ag constantes, de forma que
[B(1), L(1)] = (% —a) (DPw)+ % u(Du) + (% ~4a)(D*wW)D+(DWD?) (7.32)

Asi, este conmutador es un operador multiplicativo si las constantes a; y as
satisfacen
as

— —4a;=0 7.33
2 1 (7.33)

de forma que
[B(1), L(D)] = %(u(Du) +(D’u)) (7.34)

Se observa facilmente que con la eleccién a; = 1/2, la ecuacién de Lax des-
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cribe la ecuacién KdV. Asf, el par de Lax para la ecuacién KdV viene dado por
L) =D+ 1u
6
1
B(t)=4D*+ 5 (Du+uD) (7.35)

Observemos que el operador B(#) estd definido salvo constante aditiva, ya
que las constantes conmutan con cualquier operador, de esta forma, la evolu-
cién de y con t vendrd dada por

oy

1 1
m =By = —Euxz//+ §uwx—4/lwx+cte.-u/ (7.36)

que por supuesto coincide con la que obtuvimos en (5.14) y (7.10).
Podemos generalizar esta construccién para tomar B(f) de mayor orden en

las derivadas. Como B(#) ha de ser antihermitico, la forma m4és general con un
comportamiento de escala homogéneo se puede tomar como

B, =a (7.37)

m . .
D?* 14y (b D¥ !+ DA b))
=1

donde a es una constante general y las bj(u) representan m funcionales arbi-
trarios de u con comportamiento de escala especifico. Sabemos también que
[Bi (1), L(£)] es hermitico y por tanto tiene la forma

m

(B (0), L(D)] = @K (w) + Y, DI C(w) D’ (7.38)

j=1

con K, (u) un operador multiplicativo. Imponer que este operador sea multipli-
cativo implica imponer m condiciones que determinan los b () univocamente.

Tomando una constante a apropiada, se puede probar que la ecuacién de
Lax da la ecuacién KdV de orden m segiin ,

au _ a 6Hm+1

ot  0x du(x) (7.39)

Con ello, probamos que las soluciones de todas las ecuaciones de la jerar-
quia KdV se pueden obtener de la informacién de scattering de la misma ecua-

cién de Schrodinger.
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7.4. Construccion alternativa

Por su elegancia, reproduciremos brevemente un método alternativo para
calcular los operadores B,,(t) basada en técnicas de operadores formales. Re-
cordemos que

L(t) = D*+ éu (7.40)

Podemos definir formalmente la raiz cuadrada de este operador como una

serie infinita de potencias inversas de D, esto es,

LY2(t) = D+ ap(w) + f an(wD™" (7.41)
n=1
donde cada a,(u) es un funcional de u. Se pueden determinar sus formas fun-
cionales hasta cualquier orden sin més que calcular la serie formal e igualarla a
L(¢) hasta cualquier orden.
Dada la forma de L'/?(1), podemos calcular facilmente (L()) “3= utilizando
la relacién

2m+1

m
(L(1) "2 :Lm(t)Lllz(t):(D2+éu) LY2(p) (7.42)

Esta es también una serie formal con potencias tanto positivas como negati-

2m+1

vas de D. Sea (L(1)), *> la parte de la serie formal con el grado del operador de-

2m+1

rivada mayor o igual que cero. Denotaremos el complementario por (L(£))-2 y

constara de los términos con potencias negativas de D, por lo que

2m+1 2m+1 2m+1

(L(n) 2 =(L®),* +@L@)-* (7.43)

Observemos que dado que la mayor derivada contenida en L™(t) es D*™,

2m+1

para conocer (L(#)).* necesitamos conocer el coeficiente del término p—2m

en la expansién de L!/?(¢). Observemos también que
2m+1
L™, L) =0 (7.44)

por lo que tenemos que

2m+1

(L(1),* L@

2m+1

(L(e)-* , L)

(7.45)

El lado izquierdo de la ecuacién es un operador derivada de grado mayor

o igual que cero, mientras que el lado derecha es un operador derivada de gra-
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do menor o igual que cero. Asi, la igualdad solo se cumplira si ambos lados se

corresponden con un operador multiplicativo. Asi, vemos que

2m+

(L(0),* L)

, m=0,1,2,.. (7.46)

es un operador multiplicativo y por tanto podemos identificarlo salvo constante

multiplicativa con los By, (1),

2m+1

By (t) = am(L(1),? (7.47)

7.5. Derivacion de Lenard de la ecuacion KdV

Para entender mejor su interrelaciéon, podemos preguntarnos si podemos
obtener la jerarquia de la ecuacién KdV a partir de la ecuacién de Schrodinger
lineal. Serd fundamental para ello la suposiciéon de la independencia temporal
del pardmetro espectral A.

Tomemos la ecuacién de Schrodinger,
1
Wix + 6u+/1 w=0 (7.48)
Derivando respecto a t tenemos

1
wt+6utw:0 (7.49)

1
Yxxr + (5 u+Aa
Tomamos vy (x, t) normalizado a la unidad para todo ¢, de forma que
o0
f dxyp?(x,0) =1 (7.50)
—00

En consecuencia, si multiplicamos (7.49) por y(x, t) e integramos sobre el

eje x, obtenemos

f dx (wwxxt + éuwwt + éu[wz) =0 (7.51)

Por otra parte, podemos expresar

A= —f dx (wwxx + éuwz) (7.52)
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y, dado que A es independiente de ¢, tenemos que

o 1 1
A;=0= —f dx (2wwxxt + o up + S uyy, (7.53)
oo 6 3
Introduciendo la relacién (7.51), obtenemos que
(o)
f dx uw? =0 (7.54)
—00

Asi, la forma de u; ha de ser tal que el integrando sea una derivada total. La

forma més general para ello es

2 0 2 2
e = E(A(u)wx+B(u)1//u/x+C(u)w ) (7.55)

donde A(u), B(u) y C(u) son funcionales de u y dependen de A. Es importante
remarcar que esta es la forma mds general ya que cualquier derivada de mayor
orden de vy se puede reducir a ella utilizando la ecuacién de Schrodinger. Escri-
biendo los términos explicitamente, tenemos

e : _oafl
W =(Ax+B)(Wwy) 4+ By +2C—-2A 6u+/1 Yy +

Cx—B(éuMl))wz

(7.56)
Comparando ambos lados de la ecuacién tenemos que
B=-A,
1 1
C=A Eu+/1 +§Axx (7.57)
y por tanto
1 1

=3 (D3 + 3 (Du+ uD))A+2/1DA (7.58)

Dado que u; es independiente de A, debemos tomar A(u) una funcién de A
tal que la relacién anterior sea consistente. Expandiendo en serie de potencias
en (—4A7),

n .
Aw)=2) Ajw) (40" (7.59)
j=0
y sustituyendo en la ecuacién anterior tenemos

1
D3+§(Du+ uD)|Aj=DAjs1, j=0,1,.,n—1 (7.60)
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con
Ap=1 (7.61)

1
Uy = D3+§(Du+uD) A, (7.62)

De esta forma, las A; satisfacen la misma relacion de recurrencia que las
cantidades conservadas de la ecuacién KdV en (4.63). Podemos por tanto iden-

tificar
O0H;

Aj= ou(x)

Asi, hemos recuperado las relaciones de recurrencia de la ecuacién KdV, asi

(7.63)

como las ecuaciones de la jerarquia KdV, ya que cada una se corresponde sim-
plemente con una forma particular de A donde las funciones coeficiente estan
completamente determinadas. Esto nos muestra que toda la jerarquia de ecua-
ciones se puede obtener de la misma ecuacién de Schrédinger si suponemos

que el pardmetro espectral es independiente de t.

8. Otras propiedades de la ecuacion KdV

Nos dedicaremos ahora a estudiar algunas propiedades interesantes que pre-
senta la ecuaciéon KdV. En particular, entenderemos el trasfondo fisico del para-
metro espectral de la ecuacién de Schrédinger, veremos cémo las cantidades
conservadas estdn en involucién en el formalismo del método de Lax y encon-
traremos una fascinante relaciéon entre la ecuacién KdV y un grupo de Lie de

simetrias.

8.1. El parametro espectral

Abordemos la cuestion del significado de los valores propios conservados de
la ecuacidn de Schrodinger en la ecuaciéon KdV. Denotaremos la ecuacion KdV

de manera compacta en la siguiente forma
Ur = Ully + Uxxx = K(1) 8.1

Construiremos ademés una familia paramétrica de soluciones, u®(x, 1), de
la ecuacién KdV. Sea
u® (x,0) = u(x,0) +ef(x) (8.2)
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con f(x) una funcién suave que se anula asint6ticamente.
Denotamos la solucién de la ecuaciéon KdV correspondiente a esta condicion

inicial como u® (x, ). Esta, en general, serd una serie de potencias de € de la

forma
u®(x,0) = ulx, 1) +evix, t) + o€ (8.3)
con
du® (x,1)
vix, )= ————= (8.4)
d€ e=0

Para evitar confusiones, recalquemos que v(x, f) no es la variable MKdV a

pesar de haber utilizado esta notacién antes. Definamos ahora

dKw'®)|  dK(u+ev)
de |o—g de

=Mwv (8.5)
e€=0

Claramente, es un funcional lineal de v y la llamaremos derivada de Frechet
de K(u). M(u) se llama habitualmente derivada funcional de K(u). En general,
M (u) serd un operador que involucra derivadas. Sin embargo, observemos que

por la ecuacion (8.1), u'© satisfara la ecuacién
u'® = K(u'"9) (8.6)

de forma que al derivar ambos lados con respecto a € y fijar € = 0 obtenemos la
ecuacion lineal
vy=Muv (8.7)

Por simplicidad, introduciremos la siguiente notacién para derivadas fun-
cional de cantidades conservadas. Si H, (1) es una cantidad conservada, enton-

ces su derivada funcional se obtiene como

dH,u®) _ dHu(u+ev)

=(Gn(u),v)=f dx Gp(u(x, ))v(x,t) (8.8)
de e=0 de e=0 —00

de forma que

G,(u(x, ) = w (8.9)
e Su(x, 1) '

Podemos también identificar de (4.12) y (8.1) que

0G>(u(x, 1)) _ 0 O0H,

Kl = 0x T ox ou(x,t)

(8.10)
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Observemos que, dado que H,, (1) es una cantidad conservada para todos
los valores de €,
(Gn(u(x, 1)), v(x, 1) (8.11)

ha de ser independiente del tiempo. Derivando respecto a t obtenemos

0Gy, ov
( ot ,v)+(Gn,E)—0 (8.12)

Ademas, usando la férmula (8.7) para la evolucion temporal de v tenemos

0Gy,
Ot y U +(Gn;M(U)U):0 (8.13)
que pOdemOS expresar como
0 il
E+M (W) |Gy, v|=0 (8.14)

con MT(u) el adjunto de M (u) respecto al producto interno ( , ).

Dado que v se puede elegir arbitrariamente sin mas que cambiar la condi-
cién inicial, concluimos que la relacién anterior solo se puede cumplir en gene-
ral si

(%+M*(u))Gn(u(x, 1) =0 (8.15)

Asi, la derivada funcional de cada cantidad conservada debe satisfacer esta

ecuacion. En particular, como
1 o0
Hy = —f dx u?(x, 1) (8.16)
2J)-w

es una cantidad conservada, tenemos que

G = O _ u(x, 1) (8.17)
Y sux,n - ’
debe satisfacer
(£+MT(u))G = (3+M*(u))u—o (8.18)
ot VY - '

Comparando con la ecuacién KdV (8.1), tenemos

Kw) =-M'(wu (8.19)
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ya que con un cdlculo directo observamos que

M(u)—£+ui+u (8.20)
Tox3 Tox '
y por tanto
MT(u)——ﬁ—ui (8.21)
 ax3 T ox '

Es interesante observar también la naturaleza de operador de M(u) y M (u).
Consideremos ahora el caso en que la solucién de la ecuacién KdV es una

onda solitaria, es decir,
ulx,t)=s(x+ct) (8.22)

con c la velocidad de la onda, que se mueve hacia la izquierda. Esta onda satis-

fard la ecuacion

0s(x+ct)

=K(s)=-MT(s)s > (ci + MT(s)) s=0 (8.23)
ot 0x

Por otro lado, las derivadas funcionales de las cantidades conservadas tam-

bién satisfacen la misma ecuacion en este caso, luego
0 ot
c—+M'(s)|Gnp(s)=0 (8.24)
0x
Comparando estas dos ultimas ecuaciones, podemos ver que
Gu(s)ox s (8.25)

Asi, las derivadas funcionales de las cantidades conservadas en el caso de
ondas solitarias son proporcionales a las propias ondas. Otra forma de verlo es
que para estas soluciones, todas las cantidades conservadas deben tomar la mis-
ma forma, dada por

H,,(s) 1 f ~ dx s (x+ct) (8.26)
2J)-

Planteemos la ecuacién de Schrédinger para la familia paramétrica de po-
tenciales, )
v+ (6 u® +/1(6))w(€) =0 (8.27)
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con

u® =u+ev+o(?
v =y +ep+o0(e?)

dA
A=A +e—
+€ de

+0(e%) (8.28)
e=0

de forma que para € = 0 recuperamos la ecuacién habitual
1
1//xx+(gu+/l)1//=0 (8.29)

Derivando la ecuacién respecto a € y fijando € = 0, obtenemos

+(lv+ @
Pxx 6 de

1
1//+(—u+)t)<p:0 (8.30)

e=0 6
Tomando el producto interno de esta tiltima ecuacién con ¢ y usando el he-
cho de que v satisface la ecuacién de Schrodinger usual obtenemos finalmente

que
dA

de

1 2
=—=(y*,v) (8.31)
e=0 6

donde hemos usado que ¥ estd normalizado a la unidad. Ademds, de la defini-
cion de derivada de Frechet concluimos que

o _g (u)——1 %(u) (8.32)
sun MW=V '

Observamos que, en el marco de dado que A(u) se conserva bajo el
flujo KdV, entonces para una onda solitaria
1 >
Gy(s) = _Ew ()x s (8.33)
de forma que
w(s) x s'/? (8.34)

Asi, para un potencial de onda solitaria, la funcién propia de la ecuacién de
Schrédinger es proporcional a la raiz cuadrada de la solucién de onda solitaria.
Como podemos recordar de y (5.41), para un potencial de un solit6n se
cumple esta relacién, ya que si

u(x,0) = 12sech?x (8.35)
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entonces la funcién de onda correspondiente es

v(x) = %sechx (8.36)

Reflexionemos sobre las consecuencias de este hecho. Introduciendo la for-

ma (8.34) en la ecuacién de Schrédinger tenemos
P O S (8.37)
XX X = .
2 3
Derivando con respecto a x, obtenemos
Syxx+ SSx +4A8, =0 (8.38)
Usando ahora la forma de M'(s) de la ecuacién (8.21) llegamos a
9 t
A A—-M'(s)|s=0 (8.39)
0x

Por otra parte, dado que s representa una onda solitaria, debe satisfacer la
ecuacion (8.22), por lo que por comparacién obtenemos que

c=—4A(s) (8.40)

y esto, finalmente, da significado fisico al pardmetro espectral de la ecuacion de
Schrodinger. Asi, los valores propios discretos corresponden a las velocidades

de las ondas solitarias con una constante multiplicativa de —1/4. Efectivamen-

te, en nuestro cdlculo para un solitén en las ecuaciones (5.38), (5.40) y (5.52),

obtuvimos que para ¢ = 4 el valor propio correspondiente era A = —1.

Esta interpretacion fisica lleva a un entendimiento intuitivo de por qué de-
ben conservarse. Recordemos que las ondas solitarias conservan su forma, y ya
encontramos que su forma esta directamente relacionada con su velocidad. Asi,
la velocidad, y por tanto el pardmetro espectral, debe conservarse.

Por otra parte, también es inmediato que dado que las ondas solitarias pue-
den tener un nimero infinito de velocidades distintas, el nimero de cantidades

conservadas debera también ser infinito.
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8.2. Involucion de las cantidades conservadas

Veremos brevemente cémo con este formalismo se puede comprobar con
facilidad que las cantidades conservadas estan en involucién.

Recordemos primero que en el marco de la ecuacion de Schrédinger (8.29),
hemos obtenido en que

6A 1, (8.41)
Su(x, ) 6" ’
Por otra parte, es directo calcular que
D) =2yy,

D*(y?) =2(ypy)? - (%u + 2/1) @

4 1
D3wy?) =— (5 u+ 8)!,) Vay =3 Uy (8.42)
En consecuencia,
1

(D3 + 3 (Du+ uD)) P = -8y, = —4AD(y?) (8.43)

y por tanto tenemos que

1
(D3 +—(Du+ uD)) =— oA (8.44)

3 ou(x,t) ou(x,t)

Por tanto, mediante un célculo simple obtenemos la siguiente relacién entre

los corchetes de Poisson de los diferentes A,

© A 5/1]' A
Ai,Ait = =..=—{A,A; 8.45
s —co Ou(x,t) Ou(x,t) /lj{ inAj) ( )
Asi, si A; # Aj tenemos que
{Ai,Aj1=0 (8.46)

y por supuesto si 1; = A; el corchete de Poisson se anula por antisimetria. Con
esto probamos que el ntimero infinito de cantidades conservadas estd también
en involucién y por tanto la ecuaciéon KdV es integrable. Ademads, si podemos

encontrar un par de Lax para una ecuacién dada, esta también serd integrable.
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8.3. Laecuacion KdVy el grupo SL(2;R)

Nos detendremos brevemente para encontrar una propiedad fascinante de
la ecuacién KdV, y es que se puede obtener a partir de la ecuacién de estructura
del grupo de Lie SL(2;R) (véase [Chern y Peng, 1979]).

Ademds de establecer una conexién muy interesante entre los modelos inte-
grables y los grupos de simetria, dard una motivacién natural para el método de
condicion de curvatura cero y el método AKNS (Ablowitz-Kaup-Newell-Segur),
que no trataremos por cuestiones de espacio pero que suponen una maqui-
naria matemadtica muy qtil a la hora de tratar con modelos integrables (véase
[Markov et al., 1985]).

Para evitar posibles confusiones, remarcaremos desde el principio que la re-
lacién de la ecuacion con el citado grupo de Lie no implica que este sea el grupo
de simetrias asociado a las cargas conservadas, sino que la relacién es una sub-
yacencia matemadtica.

Lo primero seré definir y familiarizarnos con el grupo de Lie SL(2;RR), que
estd definido por las propiedades de grupo del conjunto de matrices reales 2 x 2
con determinante 1. El 4lgebra de Lie del grupo consiste en tres generadores
hermiticos T, con a = 1,2,3 que en una base dada satisfacen las relaciones de
conmutacion

[Ta, Tyl = iCap“Te (8.47)

donde las constantes de estructura C,;,° toman los valores

Coz' =—C3' = -1
Ci2*=-Cp*=-2
Ca1®=-Ci3°=-2 (8.48)

Los elementos de un grupo de Lie conectados de forma continua con la
identidad se pueden expresar en términos de los generadores del dlgebra de Lie
como

g=exp(if?Ty,) (8.49)

En particular, si los pardmetros 8% son funciones de espacio y tiempo, en-
tonces los elementos del grupo correspondientes serdan también dependientes
de espacio y tiempo. Dado que estamos trabajando en dimensién 1+1, toma-
remos un elemento tipico, g(x, t) € SL(2;R) como una matriz con dependencia

espacio-temporal con determinante 1 que puede representarse en términos de
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los generadores anteriores como
g(x, 1) =exp(i0%(x, 1) T,) (8.50)

Observemos que g(x, f) serd una matriz cuya dimensién dependerd de la
dimensién de la representacion.
Dado un elemento del grupo g(x, t), podemos construir un campo vectorial

con valores en sl(2;R) (el dlgebra de Lie asociada), A;;, como

A,=g'o,g, p=0,1 (8.51)
con
10 =t
x'=x
0
0o ==
o :% (8.52)

Por su estructura, vemos que A, debe satisfacer la ecuacion
OpAy —0yAy+[Ay, Ayl =0 (8.53)

Esta ultima se conoce como ecuacion de Cartan-Maurer, condicién de cur-
vatura cero o ecuacién de estructura, ya que permite determinar las constantes
de estructura del grupo (véase [Sharpe, 1996]).

Observemos que la conexién de Cartan-Maurer es antihermitica y de traza

cero, por lo que se puede representar como
Ayx, 1) = iAZ (x, 0T, (8.54)
de forma que las ecuaciones de estructura toman la forma
OpAl -0, AL - Cp"ALAS =0, p,v=01;a=1,23 (8.55)

que es un conjunto de tres ecuaciones. Estudiémoslo para una eleccién particu-
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lar de las variables AZ ; sean

A =V-1, A1<0
A3 =6 (8.56)

Entonces, para a = 3 la ecuacion de estructura nos da

1
3 3
AO _AO,x

12 (8.57)

6

en este caso y en adelante, una coma seguida por un subindice denotard una
derivada respecto a esa variable.

Andlogamente, para a = 1 obtenemos

V=2 1 1
S = As = AS AR

2
AO = 36 AO,X - 72 0,xx 6

(8.58)

donde hemos utilizado el resultado obtenido para a = 3. Finalmente, para a = 2,

A= a3 —2(Ab At - V=243 (8.59)
Usando los resultados (8.57) y (8.58), se simplifica en

1 1 1 A
2 3 3 42 3 42 3
Al = _EAO,xxx + §Ao,xA1 + EAOAl,x - EAo,x (8.60)

Si hacemos la identificacién

A% =- L u(x,t)
36

AY =Au(x, 1)) (8.61)

entonces la relacién anterior toma la forma

1 1
=3 D3+ §(Du+ uD)| A+2ADA (8.62)

Esta es precisamente la ecuacion que obtuvimos en la derivacion de
Lenard de la ecuaciéon KdV. Con el mismo procedimiento que usamos entonces
podemos obtener no solo la jerarquia completa de ecuaciones KdV sino tam-
bién la relacién de recurrencia funcional entre las cantidades conservadas. Con

lo que hemos trabajado en este apartado, toda esa derivaciéon procede directa-
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mente de la ecuacién de estructura del grupo de Lie SL(2;R).
Observemos también que de la misma ecuacién de Cartan-Maurer se puede
obtener también la ecuacién MKdV. Tomemos ahora
2_ a3 1
Al _Al = % v
A} =v-2 (8.63)

donde v(x, t) es la variable dindmica. En este caso, la ecuacién de estructura

para a =1 nos da

Al
(A2 - A3 = —ive| X (8.64)
v
Paraa=2, ] ]
! 2 ( L oAl 2)
—vr=Ay,—2|—=vA,—-V-1A (8.65)
\/6 t 0,x \/6 0 0

Andlogamente, para a = 3,

i i
—uv, = A3 —2(\/—/1A3——UA1) (8.66)
\/6 t 0,x 0 \/6 0
Restando (8.66) de (8.65), obtenemos
(A2 + A3) = _2L ol L(Az - Ad), (8.67)
R VAT R PV
Usando la ecuacion (8.64), obtenemos
2i ive (4.
(A5 + Ay = ——= WA x + —— | — (8.68)
R VAT PV ) (T
Anélogamente, usando (8.65) y (8.66) terminamos llegando a
1 1
1 1 3 AO X AO X
vy = (VAy) x+ — . —-6V-A|—= (8.69)
V1 o 2‘/_1( v ) v
Si ahora identificamos
1
Ay = \/—/1(—4A+ gvz) (8.70)
entonces la relacién anterior toma la forma
Ve = VP Uy + Vsxx 8.71)
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Esta, como ya adelantamos, coincide con la ecuacién MKdV, que por tanto
puede derivarse también del grupo de Lie SL(2;R). Esto dltimo no es sorpren-
dente, ya que las ecuaciones KdV y MKdV estdn estrechamente relacionadas

proceden del mismo grupo de simetria.

9. Soluciones multisoliton

Hasta ahora, hemos probado que la ecuacién KdV tiene soluciones de ti-
po solitén, hemos estudiado sus propiedades y hemos calculado explicitamen-
te una solucién de un tinico solitén. En esta seccién, construiremos soluciones
multisolitén de la ecuacién KdV. Para ello, necesitaremos hacer uso de las trans-

formaciones de Biacklund (véase [Hermann, 1976]).

9.1. Transformaciones de Biacklund

Las transformaciones de Backlund se originaron en el estudio de superfi-
cies de curvatura constante negativa. A grandes rasgos, se puede describir de la
siguiente manera. Dada una ecuacién diferencial de orden mayor que 1 en la
variable u(x, 1),

P(u(x,1)=0 9.1

una transformacién de Biacklund es una transformaciéon a una nueva variable

v(x, t) definida por un par de ecuaciones de primer orden

_au - ; (u(x t) b(x t))

6x T ’

- = (u(x t) U(x t)) (9 2)
a[ g ) ) ) M

donde fy g dependen de u, v y sus derivadas de forma que la ecuacién de ma-
yor orden, (9.1), surja como la condicion de integrabilidad de las dos ecuaciones
de primer orden.

Para entender mejor la transformacion plantearemos un par de ejemplos
sencillos. Observemos que una transformacién de Backlund relacionaria la so-
lucién de la ecuacién original con la de otra mas facil de resolver. También re-
lacionaria una solucién de la ecuaciéon dada con otra que ya conoceriamos. Es
esto ultimo lo que nos permitird usar las transformaciones de Bicklund para

construir soluciones multisoliton de la ecuaciéon KdV.
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9.2. Ejemplos de aplicacion
9.2.1. Ecuacién de Liouville

Consideremos la ecuacién de Liouville en 1+1 dimensiones, que esté descri-
ta por
>  0°
— ——|ulx, 1) = eu(x,[) 9.3
( 372 dxz) (x, 1) 9.3)
donde u(x, t) es la variable dindmica. Por simplicidad, pasemos a las variables
definidas por

xt=t+x (9.4)

En estas variables, la ecuacién de Liouville toma la forma

0,0_u=e" (9.5)
donde hemos definido
0
0= 5
0
= e (9.6)

Definiremos ahora la transformacién de Bicklund a la variable v(x*, x™) por

0 u= —6+v+ae%(”_”) 9.7)

2
a_u=a_v+ae%(”+v) 9.8)

con « una constante arbitraria. Tomando la derivada de la primera respecto a

x~ yladela segunda respecto a x*, tenemos

0_0,u=-0_0,v+e" 9.9)

0,0_u=0,0_v+e" (9.10)

Asi, las condiciones de integrabilidad para estas ecuaciones serdn

0,0_u=e" 9.11)
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0+0_v=0 (9.12)

Podemos observar que la primera de ellas es justamente la ecuacion de Liou-
ville, mientras que la segunda es simplemente la ecuacién de ondas, cuyas so-
luciones son bien conocidas. Asi, la transformacién de Biacklund en este caso
relaciona la solucién de la ecuacién de Liouville con la de la ecuaciéon de ondas.

Para ver como se obtiene la solucién explicita, recordemos que la solucién

general de la ecuacién de ondas toma la forma
vx",x7) = fx") +gx7) (9.13)

esto es, una superposicion de una onda que se mueve hacia la izquierda y otra

que se mueve hacia la derecha. Sustituyendo esta forma en obtenemos
0+ (u+f)= aez /-9 (9.14)
Como g(x7) no depende de x*, podemos reescribir la ecuacién como
e_%(”+f_g)6+(u+ f-g= ae S (9.15)

Integrando respecto a x*, obtenemos

x+
ez WHf=8) — —%f dx't e 'Oy ax) = aP(xM) +alx) (9.16)

donde hemos introducido una constante de integracion a(x~) y hemos definido
—1/2 de la integral del lado derecho como P(x™"). Andlogamente, de obte-
nemos

0_(u—g) = %Q(x’)+b(x+) (9.17)

Comparando estas dos tiltimas ecuaciones tenemos que
-2 _
ax’)=—Q(x")
a
b(x")=aP(x") (9.18)
de forma que

e 3 urf-g) :ap(x+)+§Q(x_) 9.19)
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y, por tanto, operando
2
u(xt,x7)=—-f(xMH+gx7) -2n{aP(x")+ =Q(x") (9.20)
a

Asi, la familia uniparamétrica de transformaciones de Backlund genera una
familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacién de Liouville a partir de so-

luciones de la ecuacién de onda.

9.2.2. Ecuacion de Sine-Gordon

La ecuacion de Sine-Gordon es el ejemplo mds antiguo de estudio de trans-
formaciones de Backlund (véase [Dodd y Bullough, 1976]). En este caso, la trans-
formacién relaciona una solucién de la ecuaciéon con otra. También sirve para
ejemplificar ciertas propiedades asociadas con estas transformaciones. La ecua-

cién viene dada por
o 0w
o> 0x?
que, en términos de las variables descritas en (9.4) y (9.6), se convierte en

=sen(w) (9.21)

0,0_w = sen(w) (9.22)

Las transformaciones de Bicklund, en este caso a la variable w; (x™, x™), vie-

nen definidas por el par de ecuaciones

w1 +w
0,0 =001 +2asen( L ) (9.23)

2 w1 —w
0_w=-0_wj— —sen( L ) (9.24)

a 2
con a una constante. Derivando la primera respecto a x~, obtenemos
0_0,0w=0_0,w1 — (senw; — senw) (9.25)
Andlogamente, derivando la segunda respecto a x*, tenemos

0,0_w=-0,0_w; + (senw; + senw) (9.26)
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Asi, las condiciones de integrabilidad correspondientes serdn

0,0_w = senw (9.27)

0,.0_w) = senw; (9.28)

De esta forma, vemos que no solo w sino también w; satisface la ecuacién
de Sine-Gordon, por lo que en este caso las transformaciones de Backlund rela-
cionardn una solucién de la ecuacién con otra. Esto es bastante til al construir
las soluciones de la ecuacién, ya que sabemos que en particular w = 0 es una

solucién. Introduciéndola en las ecuaciones, obtenemos

w1
0,wi = —2asen7 (9.29)
2 w
0_w; = —=sen— (9.30)
a 2

Definimos unas nuevas variables

S |
it =axt, 0, =-0, (9.31)
a
. 1 _ =
I =—x, 0_=ald_ (9.32)
a

En términos de estas, las ecuaciones (9.29) y (9.30) se expresan como

. )
0,y =—-2 sen?1 =0_w (9.33)

de esta forma,
w=w (X" +%) (9.34)

Para encontrar la solucién explicitamente, observamos que

= w1 w1 w1
0,w; =-2sen— = —4sen—CcoS— (9.35)
2 4 4

de forma que

w1 = w
seCZIldJ,wl = —4tanz1 (9.36)
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y asi

~ wl _ ﬂ
3. (tanz) = —tan~, 9.37)

De esta forma, tenemos que
w1 PO
tanj =Cexp(—(X"+x)) (9.38)

y, deshaciendo los cambios de variable,

1 =2(t+ vx)
w; =4tan CeXp m (9.39)
con
@1 (9.40)
V= .
a+1

Asi, hemos obtenido una solucién no trivial de la ecuacién de Sine-Gordon
partiendo de la solucién de vacio w = OEI

Podemos iterar este proceso para seguir construyendo soluciones mas com-
plejas. Sin mds resultados, construir soluciones por este proceso puede parecer
una tarea titdnica, pero resulta mucho més sencillo debido a que las transforma-
ciones de Biacklund satisfacen el teorema de permutabilidad, lo que nos facilita

mucho los célculos.

9.3. Teorema de permutabilidad

De acuerdo al teorema de permutabilidad, dos transformaciones de Béc-
klund sucesivas son conmutativas (véase [Bracken y Grundland, 2000]). Dicho
de otro modo, si dos transformaciones de Backlund con pardmetros distintos a;
y ap llevan una solucién wy en otra solucién w2, entonces el orden en que se

aplican es irrelevante. Asi, si

wo 4, w1 2, w12 (9.41)
y
wo 2 wy L wy (9.42)

11a solucién obtenida se conoce como topological kink (que traduciremos libremente como
pliegue topolégico) hacia la izquierda o antipliegue, una clase de soluciones de solitén topolégi-
cas. Se pueden ver diagramas muy ilustrativos en la pagina https://en.wikipedia.org/
w/index.php?title=Sine-Gordon_equation&oldid=829285639
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entonces

w12 = W21 (9.43)

Si aplicamos este teorema a la ecuaciéon de Sine-Gordon, tenemos de las

ecuaciones (9.23) y (9.24) que

0 (w1 —wp) =—2m sen( ! ;wo) (9.44)
0+ (w12 —w1) :—Zagsen(wu;wl) (9.45)
0. (@ - wo) =~ 2aysen (22 (9.46)
0+ (w12 —wg) =—2a; sen (wlz hl wg) (9.47)

Sumando (9.44) a (9.45) y (9.46) a (9.47) y restando los resultados, obtenemos

que

W12 — Wy +wW2 —W1
4

w12 —Wo — W2 + W
12 0 2 1):0 (9.48)

a) Sen
sen y

)- azsen

Por las propiedades de las funciones trigonométricas, podemos simplificar-

loen

tan

(MT“H=M+@m4m_M) (9.49)

ay — ap

En otras palabras, el teorema de permutabilidad nos permite construir una
solucién de segundo orden de forma algebraica. Ademas, este proceso puede
repetirse en cada orden de forma que una vez construimos la primera solucién
no necesitaremos utilizar el farragoso formalismo de cuadraturas.

Asi, las transformaciones de Backlund son de gran ayuda en la construccién
de soluciones. La dificultad, por supuesto, yace en encontrar una transforma-
cién de Biacklund. Existe un método, desarrollado por Clairin, para construir
transformaciones de Bicklund de forma sistemética (véase [Clairin, 1902]). Sin

embargo, no siempre es simple ni directo.

9.4. Transformacién de Bicklund para la ecuacién KdV

Enrealidad, ya hemos utilizado transformaciones de Backlund para la ecua-
cién KdV, aunque sin llamarlas de esta forma. Una vez las hemos estudiado, po-
demos reconocer que las transformaciones de Miura o la relacién de Riccati que

utilizamos son casos particulares de transformaciones de Backlund. Recorda-
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mos de y que la transformacién de Miura generalizada
U+61=1’+ivV6u, (9.50)
lleva a la ecuacién generalizada MKdV
v = (V? =6 Uy + Vyrx (9.51)

Efectivamente, podemos tomar estas como las relaciones que definen las

transformaciones de Backlund, si las reescribimos como

vy = —%(m 61— 1?) (9.52)

i 241 1 i 4i
2+—/1 24 —UyV+ —— uv® — — A (9.53)

NN v Ay e L iy

Derivando la primera respecto a ¢ y utilizando la segunda para simplificar,

Vy=—

obtenemos que

i 1 1 2 21 1 4
Vi = ——Up+ = Uy U+ =PV — = Auv—8A° v+ ——u v> — —uv® + = Av° (9.54)
V6 3 9 3 2v6 9 3

Técitamente, estamos asumiendo que A no depende de x ni de ¢. Por su-

puesto, sabemos que es cierto ya que A es el valor propio de la ecuacién de

Schrodinger.
Podemos ahora derivar la segunda utilizando la primera para simplificar, y
obtenemos
i i 1 1, 2 2 2i ,b 1 4 4 4
Uyt = ——=Uxxx——=UUx+ -~ U V+ = U V——AUv—-8A v+ ——=u v ——uv’+-Av
Xt \/6 XXX \/é X 3 XX 9 3 3\/6 X 9 (3 )
.55

Asi, la condicién de integrabilidad para (9.52) y (9.53) se sigue de (9.54) y
(9.55) y es precisamente la ecuacién KdV,

U= Uly + Uyxx (9.56)

La ecuacion de evolucién para v es una de las relaciones de la transforma-
cién de Backlund y se puede probar que es la ecuacién MKdV eliminando u a
través de (9.52)).
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Asi, hemos encontrado que es una transformacién de Béacklund la que co-
necta las soluciones de la ecuacién KdV con las de MKdV. Podemos preguntar-
nos si existe alguna transformacién de Biacklund que relacione soluciones de
KdV entre si. Si la encontramos, previsiblemente podremos construir solucio-
nes multisolitén comenzando por una solucién de solitén tinico, que ya hemos
trabajado antes.

Efectivamente, podremos encontrar una transformacioén de Backlund de es-
te tipo, y la podemos construir de la siguiente forma.

Introduzcamos una nueva variable w(x, t), definida por

ow(x, t)
u(x, t) = (9.57)
0x
En términos de esta nueva variable, la ecuacién KdV se convierte en
L,
w;= wa+wxxx (9.58)

Por otra parte, tenemos de (7.3) que si v(x,?) es solucién de la ecuacién
MKdV para un cierto valor de A, entonces —v(x, t) también lo es. Cada una de
estas soluciones lleva a una tinica solucién de la ecuacién KdV. Denotando por

u(x, 1)y ii(x, t) las soluciones obtenidas de v(x, t) y —v(x, t) respectivamente, las

relaciones (9.52) y (9.53) pasan a ser

i
Uy = ——(u+61-17)
X \/6

i
—VUy = ——(li+61 - 1?)
* V6

i iy 24zl+1 AR
Vp=——1U —Au+— UxV+ ——Uv"— —AV
V- 3\/’ \/’ V6 "7 36 NG

i 1 i 4i

Vi=———1 +—/1u+—/1 + - u U+ —— v — — A2 (9.59)

Tove 3f NG TU3vE Ve

De aqui, obtenemos .

i
Vy=———7=(u—-1) (9.60)
PN
1 _ 2
§(u+ i) =v°"-61 9.61)
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Uy = ——— (U= ) gx — —= (U — TP 9.62)

2v6 46

Usando ahora que u = wy y @ = @y, esto nos lleva a la identificacién

i
vV=—-—-(w-0) (9.63)
2v6
Asi, podemos construir una transformacién de Backlund entre las variables

oy & en la forma

(W+@)y=—|121+ 1_12("’ -®)? (9.64)

- 1 - -
(w-0); = (w—w)xxx+z(w—w)x(w+w)x (9.65)
Observemos que obtenemos de (9.64) ciertas identidades ttiles en el anélisis

de la integrabilidad de estas relaciones.

(W+D)xx = —é(w—d))(w—(b)x

1 1
(W+®)xxxx = _é(w —0)(W—0)xxx— E(w — @) x(W— @) xx (9.66)

Derivando (9.64) respecto a ¢t y utilizando las identidades anteriores, obte-
nemos

(W+ D)y = (W+ D) xxxx+ WxWxx +DxWDxx (9.67)

Andalogamente, derivando (9.65) respecto a x obtenemos
(W= @) xt = (0 — D) xxxx + OxOxX — DxDxx (9.68)

Asi, las condiciones de integrabilidad para las transformaciones de Backlund

que hemos definido seran

1

wp= Ewi + Wyrx (9.69)
y

R P

Wy = wa T Wxxx (9.70)

De esta forma w y @ satisfacen la misma ecuacién, que como vimos en (9.58)
corresponde a la ecuacién KdV en estas variables. Asi, este conjunto de transfor-

maciones de Bicklund relaciona dos soluciones distintas de la ecuaciéon KdVy
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por tanto permite construir nuevas soluciones del sistema.

9.5. Soluciones de solitones

Como sabemos que w = 0 es la solucion trivial de la ecuacion KdV, podemos
preguntarnos si las transformaciones de Backlund nos pueden llevar a solucio-
nes de interés. Para w = 0, las transformaciones de Béacklund (9.64) y (9.65) se

reducen a

1

@y=—121— —@? 9.71

x 0 ( )
1

@r = @xxx+ Ed)i 9.72)

La segunda, como ya vimos, simplemente nos indica que @ es solucién de la

ecuacion KdV. Sin embargo, de la primera podemos observar que

- 1., 1 5.
wxxxz—gwx+%w Wy (9.73)

Asi, la ecuacioén (9.72) toma la forma

- 1. (. 1,
wtzga)x wx+ﬁw (9.74)
Sustituyendo (9.71),
Dy =—-4A0y (9.75)

Asi, la solucién obtenida a partir de la solucién trivial de vacio a través de la

transformacién de Backlund se corresponde con una onda viajera con velocidad

c=—-4A (9.76)

Podemos observar que coincide con la velocidad que ya trabajamos en (8.40).
Recordemos que si el valor propio de la ecuacién de Schriédinger, A, para los
estados ligados toma valores negativos, entonces la onda se mueve hacia la iz-
quierda.

Reconocemos asi este resultado como la solucién de un tnico soliton. Efec-

tivamente, si elegimos

w(x, ) = 12V = A tanhvV—A(x — 411) 9.77)
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de forma que

u(x, t) = wy(x, t) = —12Asech®vV—-2A(x — 41 1) (9.78)

entonces se satisfacen las ecuaciones (9.71), (9.72) y (9.75). Podemos ahora pen-

sar que si aplicamos sucesivamente la misma transformacién podemos cons-
truir soluciones multisolit6n.

Como ya vimos con la ecuacién de Sine-Gordon, el teorema de permutabili-
dad juega un papel importante en la construccién de soluciones de mayor orden
a través de transformaciones de Backlund. Estudiemos qué implicaciones tiene

en este caso. Supongamos que

A pl
w = wy = wy (9.79)
Entonces, el teorema de permutabilidad nos dice que

w12 = W21 (9.80)

Usando las transformaciones de Backlund, obtenemos

1
(W+w)y=—1211 — - w1)? (9.81)
1
(W1 +w12)x =—1212 — ﬁ(wl — w1p)? (9.82)
1
(W+w)y=—1215 — E(w—wz)z (9.83)
1 2
(W2 +w12)x =—121; — E(wz - w12) (9.84)

Restando (9.81) de (9.82) y (9.83) de (9.84) y restando después los resultados

obtenemos que

3 144(A2 — A1)
w2 — W1

w12 =W (9.85)

Observamos que la expresion es simétrica bajo intercambio de los indices 1

y 2, como requiere el teorema de permutabilidad, y recordemos que

dwia(x, £
U1z (x, 1) = % (9.86)
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El teorema de permutabilidad nos permite construir de forma algebraica so-
luciones a cualquier orden dado. Asi, la expresién general para la solucién en el
paso n-ésimo sera

144(A«n - An—l)

W) =0Wn-2)~ n>1 (9.87)
W(p-1) ~ Pn-1)

con

W(n) = Wik ky,...k,} = W12..n
‘”én) = Wiky,kp,.,kp-1,kps1} = W12..n—1,n+1 (9.88)

y
wE) =w (9.89)
Por ejemplo,
144(A3— 1))
W23 =W ————— (9.90)
w13 — W12

Y, como las soluciones segundo paso tienen la forma (9.85), podemos calcu-
lar w23 explicitamente como
M1 (@2 —w3) + w2 (w3 — w1) + A303 (W1 — W)

w = 9.91)
123 A (03 — w3) + Az (03— 01) + A3 (0] — w3)

La simetria bajo permutacion de los indices 1, 2 y 3 es trivial.
Ya hemos visto que si
wo) =w= 0 (9.92)

entonces al menos las soluciones de primer orden se corresponden con solu-
ciones de un tnico solitén. Las soluciones regulares de la ecuacién de solitén,

como ya hemos visto, toman la forma
w(x,t)=12vV—-Atanhv—-A(x—4A11) (9.93)
pero una solucion singular también satisface la misma ecuaci(’)nE]

w*(x,1) =12V -AcothV —A(x —4Ar1) (9.94)

2Nétese que utilizamos una notacién liosa (no confundirla con el complejo conjugado) aun-
que por contra habitual en la bibliografia.
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satisface (9.71) ya que

1
wi=—-12A- Ew*z (9.95)

Asi, observamos que para obtener soluciones regulares a través de la aplica-
cion de transformaciones de Backlund no tenemos que usar siempre soluciones
regulares en los pasos intermedios. Podemos ver esto facilmente en la solucién

de segundo orden obtenida del vacio. Si tomamos

144(Ap — A1)

" ) A > A (9.96)
w2 — W1

W12 =—
entonces el denominador nunca se anula y por tanto la solucién es regular. Efec-
tivamente, observemos que dado que las A son negativas, aunque 1; pueda anu-
larse, A2 no puede por la condicién que le imponemos. En el limite 1; =0,

1441
0 =0)=-— 2 =12/~ Az tanhy/= A5 (x — 44,1) = w; (9.97)
2

que es, claramente, regular. Es facil ver que si hubiéramos utilizado la solucién
regular w; en el paso intermedio, entonces el limite hubiera llevado a una solu-
ci6én singular. Asi, para obtener soluciones regulares no solo tendremos que usar
soluciones singulares en los pasos intermedios sino que deberemos ordenar los
parametros de las transformaciones de forma adecuada.

Finalmente, analizaremos el comportamiento asintético de la solucién de

segundo orden obtenida del vacio. Para simplificar la notacién, tomaremos

w1 = 12y/—A; tanh{;

wy = 12y/—Aytanhé, (9.98)
con
& =v-Ai(x—-4M00)
§2 =V —A2(x—4A21) (9.99)
Introduciremos ademas la notacién

'
s

tanhy = (9.100)
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Entonces, de la ecuacién observamos que cuando ¢, — +oo,

w12 — v/ —A;cothy+12y/—A;tanh(é; Fy) (9.101)

Andalogamente, cuando ¢; — +o0o,

w12 — v/ —Aztanhy + 12/ —A,tanh(é, Fy) (9.102)

Asi, vemos que

U2 = W12,x 1214 sech2 (61 F ’}’)

[§2]—=+o00

Uy = W12, —12A5sech?(& Fy) (9.103)

[§1]—+o00

Con esto probamos que u;» es una solucién pura de dos solitones con fa-

Y Y
%

indica que podemos construir las soluciones multisolitén desde la solucién de

ses asintoticas respectivamente. Esto es significativo ya que nos

vacio a través de repetidas aplicaciones de transformaciones de Backlund, au-
mentando el nimero de solitones en una unidad en cada paso sucesivo. Se pue-

de observar que esto es cierto sin mas que aplicar el método recursivamente.
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(e)r=4 ) t=5,5

Figura 2: Solucién de tres solitones en distintos instantes de tiempo, con A; =
-0,5, 1 = -1y A3 = —1,5, w1 y w3 regulares y w; singular (cada soliton esté
desplazado para dejar el mds alto a la derecha).
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10. Conclusiény cierre

A lo largo del trabajo hemos querido estudiar conceptos sobre integrabili-
dad basdndonos en el estudio concreto de las soluciones de energia finita de la
ecuaciéon KdV.

Hemos abordado el concepto de onda viajera y de soliton y hemos obteni-
do propiedades suyas por célculo directo y a través de un tratamiento mecano-
cuantico. Hemos podido probar que la ecuacién KdV con condiciones de ener-
gia finita tiene un niimero infinito de cantidades conservadas en involucién, y
por tanto es integrable.

Hemos analizado el problema de valor inicial, hemos encontrado un método
general y lo hemos aplicado a la solucién de un soliton para hallar que efectiva-
mente es una onda viajera.

Hemos visto de forma somera el método de dispersion inversa y el método
de Lax, dos métodos fundamentales en el tratamiento de sistemas integrables.

Finalmente, hemos abordado la herramienta de las transformaciones de Bac-
klund para poder hallar soluciones multisoliton de la ecuacién KdV.

No obstante, simplemente por razones de espacio no hemos podido profun-
dizar mads en ciertas cuestiones de la integrabilidad enormemente interesantes
y de actualidad cientifica. Nos hubiera gustado poder incidir més en cuestiones
como la aproximacién geométrica a los modelos integrables (puede ampliarse
en [Carifiena et al., 2007] o [De Filippo et al., 1985|) o la aproximacién teérica de
grupos (véase [Reyman y Semenov-Tian-Shansky, 1994| o [Aziz, 2007]).

Ademds, hemos incidido iinicamente en lo que se llama integrabilidad clési-
ca (en todo momento hemos supuesto que nuestras ondas eran completamente
deterministas y no presentaban incertidumbre alguna). No hemos tratado ni si-
quiera de forma somera el principal campo de trabajo de la integrabilidad en la
actualidad: la integrabilidad cudntica, que utiliza sin embargo métodos en cier-
to modo anélogos a los que tratamos cldsicamente, como el llamado método de
dispersion inversa cudntica (véase [Sklyanin, 1992]).

Cerramos asi este breve repaso de los fundamentos de la teoria de integrabi-
lidad dejando interesantes y estimulantes campos abiertos, que no invitan sino

a una mayor profundizacion.
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