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1. LA TEORIA DEL CONTROL

1.1 Introduccién

El objetivo de la teoria del control dptimo en sentido amplio, es el estudio de los
sistemas diniamicos reales, construyendo modelos matematicos abstractos que, por una
parte expliquen el sistema y, por otra, permitan regular la evolucion del mismo mediante
la adopcién de decisiones adecuadas: se trata de intentar optimizar el comportamiento de
un sistema, cuando ello sea poéible, es decir, conseguir que un sistema funcione del
modo “mas conveniente”respecto a algun criterio previamente establecido..

El problema central de cualquier intento de optimizacién dindmica es “la
bisqueda de un control que maximice o minimice un criterio representativo de la
eficiencia del sistema”( Dreyfus, 1965 p. IX)

La solucién de un problema de optimizacién dinamica debe extenderse sobre un
periodo de tiempo, no se trata de determinar una sola magnitud Optima, sino una
secuencia de acciones Optimas, una para cada pto. t €[0,T] -o bien para cada subperiodo
dentro del planificado en tiempo discreto- Tal solucién tendra por tanto la forma de
trayectoria Optima en el tiempo y*(t) para cada variable de eleccion, detallando el mejor
valor de dicha .variable, para hoy, para mafiana etc. hasta los sistemas reales
construyendo modelos matematicos abstractos que, por una parte expliquen el sistema y,
por otra, permitan regular la evolucién del mismo mediante la adopcion de decisiones
adecuadas, decisiones optimas.

La resolucién matematica de un problema de optimizaciéon diniamica permite
elegir cursos o trayectorias temporales para ciertas variables llamadas variables de
control, dentro de una clase dada que se denomina conjunto de control. La eleccion de
estas trayectorias temporales para las variables de control supone, a través de una serie
de ecuaciones diferenciales -ecuaciones de movimiento- cursos temporales para ciertas
variables que describen el sistema, llamadas variables de estado. Las trayectorias o
cursos temporales de las variables de control se eligen de modo que maximicen un
funcional dado, que depende tanto de las variables de estado como de las de control,
denominado jfuncional objetivo. Planteado de esta forma el problema se denomina

problema de control.




La formulacion del problema general de control 6ptimo es:

Opt. J= j‘"f(x,u,z) dt + F(x,,1,)

sujeto a.
x= f(x,u,1)
x(t,) =x, x(1) = x
{u() eU

donde: t es el tiempo, x =x(t) la variable de estado, u=u(t) la variable de
control y f{x,u,t) el funcional objetivo.

En este documento de trabajo vamos a presentar dos problemas de dinamica
econdmica resueltos en el marco general del control optimo. En el primero de ellos
utilizamos las técnicas propias del célculo de variaciones y para el segundo las especificas
de la teoria del control, por ello presentamos a continuacion el soporte matematico que

se utiliza en tales problemas.

1.2 Cilculo de variaciones y control 6ptimo

1.2.1 Célculo de variaciones

El calculo de variaciones es una de las tres posibles aproximaciones al problema
general de optimizacién dinamica, cuya formulacion es la siguiente:
’ ’ h .
Max. o Min. V[x]=.|“0 Ft,x(1), x(1) Jat
s.t x(t,) =%, (to,t,,%,,X, dados) (1)
x(t) = x,

Este tipo de problema, con una funcién integral y una sola variable de estado,un
s6lo control x(f) con unos puntos inicial y terminal dados, y sin restricciones, es
conocido como problema fundamental del calculo de variaciones.

Para que este tipo de problemas tengan sentido es necesario que la funcién sea
integrable. Asumiremos esta condicion cada vez que escribamos una integral en la forma
general (1). Ademas asumiremos que todas las funciones que aparecen en el problema
son continuas y continuamente diferenciables. Asumir esto es necesario porque la
metodologia de trabajo del célculo de variaciones es muy similar a la del clasico calculo

diferencial.; la principal diferencia es, que en vez de trabajar con el diferencial dx que




transforma el valor de y = f{x), ahora trabajaremos con la “variacion” de una curva
entera x(t) que afecta al valor del funcional V[f].

El problema del control, en el célculo de variaciones, consiste en elegir un curso
temporal para una variable de estado que une puntos inicial y terminal dados de modo
que maximice el valor de ladintegral de una funcién dada de la variable de estado, la tasa
instantanea de variacion de la variable de estado, y del tiempo. Este tipo de problemas
puedeh considerarse un caso concreto del problema general de control, en el cual no
existe ninguna relacién de dependencia respecto de las condiciones finales, se trata por
tanto de un problema de Lagrange; existe una sola variable de estado y una variable de
control; la variable de control es simplemente la tasa de variacion instantanea de la
variable de estado, siendo la ecuaciéon de movimiento:

X=u
de modo que u se reemplaza por ¥ en F(...); y la variable de control puede tomar
cualquier valor de E.
Es decir el conjunto de controles factibles sera:
Q=F.
La tnica restriccidn impuesta a la trayectoria de control es la de que sea una

funcién continua a intervalos de tiempo. Cualquier trayectoria {y(i)} que cumpla las

condiciones de contorno de (1) y la condicidn de continuidad de que y(t) sea continua y
las y(t) sean funciones continuas a intervalos del tiempo, se denomina admisible, y el
problema del calculo de variaciones clasico consiste en elegir una trayectoria admisible

que maximice la integral funcional objetivo.

TEOREMA DE EULER: Condicién necesaria de optimalidad

*Problema general:

Sea J(x)= J::f(x(I), x(1),Ndr conx € C' en [to,t,], J € C?, conocemos x(t) =

Xo; X(t1)=x; (problema de extremos fijos).
“Una condicion necesaria para que x*(t) sea un 6ptimo del problema es que se verifique
en el punto, la ecuacion:

d
fi- —J, =0
s




denominada de Euler-Lagrange o simplemente de Euler.donde:
f=T &, [.=[ox; % = d/dt

*Problemas de horizonte libre:

Hay tres casos particulares de problemas de control en que no se especifican o
bien el estado terminal, o bien el tiempo terminal, o bien ambos: tanto el tiempo como el
estado terminal son libres. La solucion,en este ultimo caso sera una curva terminal, el
lugar geométrico de todos los puntos (T;, Z;) determinados por las combinaciones de
tiempo y' estado terminales que serian admisibles como solucion.

Este tipo de problemas se conoce como problemas de control de horizonte libre.
En este documento de trabajo, comenzaremos planteando un problema donde tanto el
estado como el tiempo terminal son conocidos, para después resolverlo para el caso

general en que estado y tiempo terminal son desconocidos.

Opt. LTf(x,ic,t)dt
s.t x(0) =x,
x(T) =x;

siendo x,, T libres.

La condicidn necesaria o condicion de transversalidad en estos problemas, en que
el momento y el estado finales forman parte del problema, es la siguiente:

[f*]rzT =0’

que hace que la nueva expresion de la ecuacion de Euler sea la siguiente:

[f_xff]tﬂ =0

OTRAS CONDICIONES NECESARIAS:

Hasta ahora hemos hablado de identificar posibles extremos, sin preocuparnos su
caracter de maximo o de minimo. Determinarlos exige estudiar las derivadas segundas o
condicion de segundo orden. Nos limitaremos al caso de problemas cuyas condiciones de
convexidad las hacen facilmente manipulables.

Nuestro primer contacto con condiciones de segundo orden sera de necesidad de
Legendre que se apoya en condiciones de convexidad local y tiene el gran mérito de ser

extremadamente simple por cuanto que sélo envuelve la : ...




Asi como la ecuacion de Euler es una condicién necesaria analoga a las de primer
orden en optimizacion estatica, la condicion de segundo orden de Legendre es del tipo de
las condiciones necesarias de segundo orden en optimizacién clasica. La condicion de
Legendre seré pues:

“Si x*(t) es un méaximo local del problema, ello implica que en x*(t) se verifica la
siguiente condicién: |

Fulx*@, % @),1) <0vr e [t,,1,]
“Si x*(t) es un minimo local del problema, ello implica que en x*(t) se verifica la
siguiente condicion:

PALMOE MOV RN A

1.2.2 Control 6ptimo

El estudio continuado en el tiempo de los problemas de célculo de variaciones ha
conducido al desarrollo de un método mucho mas moderno: la teoria del control
dptimo. En la teoria del control dptimo, el problema de optimizacion dindmica se formula
con tres tipos de variables: ademas de la variable tiempo 7 y la variable de estado x(%), se
considera la variable de control #(?). De hecho es esta ltima variable la que da nombre a
la teoria del control 6ptimo y ocupa el centro de estudio en esta nueva aproximacion a la
optimizacién dinidmica. |

Enfocar la atencién sobre la variable de control implica relegar la variable de
estado a un segundo plano. Esto podréa ser aceptado Unicamente si la decisién sobre una
trayectoria de control u(?) nos ayudara a, una vez dada una condicién inicial para la
variable de estado, determinar de manera directa una trayectoria para la variable de
estado x(1). Por esta razén un problema de control 6ptimo debera contener una ecuacion
que relacione la variable de estado x(#) con la variable de control, y que se denominara

ecudacion de movimiento:

dx
rRILONIOR]

indicandonos como en cualquier momento del tiempo, dado el valor de la variable de
estado, la eleccion del planeador de la variable de control  sera determinante del valor

de la variable de estado a lo largo del tiempo. Una vez encontrada la trayectoria 6ptima




de la variable de control u(?), la ecuacion de movimiento nos posibilita la construccion de

la trayectoria 6ptima de la variable de estado x(7).

El problema de control 6ptimo se reduce entonces a:

Opt. J':'F[x(t),u(t),t]dt

s.t.
x(1) = f[x(0),u(1),1]
x(1,) = x,

x(t,), t, libres

Ahora la variable de control #(7) es el instrumento Gltimo de optimizacion, Este
problema de control esta por tanto intimamente ligado al problema de célculo de
variaciones, permitiéndonos sin embargo resolver ademés de los problemas que
podiamos solucionar mediante el célculo de variaciones, otros que no tenian solucién a
través de dicho método. De hecho, el célculo de variaciones no deja de ser un caso
especial del control dptimo, en el que se sustituye X(¢) en la integral, y se adopta la

ecuacion diferencial %(7) = u(¢) como ecuacioén de movimiento.

Principio del maximo

Sea el programa:

Max J =" Flx(o,u(o, i) dr + S[x(t),1]
s.a.
x= f(x,u,f)
x(t,)=x,; #,x(t,) libres
u(t) € SYt) = conjunto de controles admisibles
Construimos la funcién hamiltoniana asociada, que contiene la restriccion del
problema:
H(x,u,A1)= F(x,u, 1)+ Af (x,u,t)
siendo:
x(t) = variable de estado

u(t) = variable de control;, €(t) =-conjunto de control
A(t) = variable de coestado




Teorema

La condicion necesaria para que el control admisible u*(t) sea el optimo que
conduce el sistema de (x,,?,) al punto inespeciﬂco[x(tl ),t,]es que:
a) A*(%), x*(t) son solucion del sistema:

[a-1] 5:*(1)=Z—1:(x*,u*,/1*,1)

. JOH
-2 /1* l)=—-——— *a *a/){*at
[a-2] () ﬁx(x u )

b) H(x*u*,A*t)2 H(x* u,A* 1)
I.e.Hes mad ximo respectodeu(t) [se admiten soluciones de froniera]
¢) Se verifican todas las condiciones de frontera requeridas, en particular las de
transversalidad.
t, desconocido, x(1,)libre:

ds
A¥(n)= -‘E[X*(i)]

Condiciones suficientes

Condiciones suficientes de Mangasarian

Max J= jOTF(x,u,z) dt

s.a

X = S (x,u,t)
x(0) = x,,
x(T)=x,

x(T), T ambos desconocidos

Las condiciones necesarias de maximo del programa son condiciones suficientes
Si:

I) Fyfsoncéncavasenxyu.

II) Sifnoeslinealenx oenuenel maximo A(¢)>0 V7 e [0, T].

Condicidn suficiente de Arrow

Hamiltoniano derivado:
HC(x,A,t) = H(x,u*, A1) = F(x,u*,t) + Af (x,u*,1)
Las condiciones necesarias de maximo son suficientes si H°(x,A,¢) es funcion

céncava en x V7 € [0,7].




2. APLICACIONES ECONOMICAS

2.1 Una aplicacién econémica del calculo de variaciones: maximizacion de la
utilidad individual de consumo

Se quiere conocer la tasa de consumo de una persona en cada instante temporal
que maximizara su utilidad descontada a lo largo de un periodo de tiempo de longitud
conocido. Se tiene que la utilidad del consumo en cada momento es una funcion concava
creciente conocida.

El objetivo es

Max [ Ul d
s.a:

iK (1) +v(t) = C(t) + K(f)
K(0)=K,

K(T)=K,

Es decir, el objetivo serd maximizar la utilidad descontada a lo largo de un
periodo de longitud conocido sujeto a una restriccion de dinero con un capital inicial y
final especificados. Se considera que la persona obtiene su ingreso corriente de su
salario, que va a estar determinado exogenamente, y de las ganancias de intereses
procedentes de la tenencia de activos de capital. El ingreso procedente de intereses y
salarios se distribuye entre el consumo y la inversion. Por simplicidad, la persona puede
pedir un préstamo, asi como prestarlo a una tasa de interés i. El capital puede ser

comprado o vendido a un precio unitario.

Siendo:

U[C(1)] = Utilidad en el instante t
f =€ "U[C(t)] = Utilidad descontada en el instante t

r = Tasa de descuento
T = Periodo de longitud temporal

. dC
c(= = = Tasa de consumo en cada instante temporal

v(1) = Salario en el instante t
K(t) = Activos de capital en el instante t




K @)= %[’(_ = Inversion en el instante {

i =Tipodeinteré s delmercado
iK (1) = Intereses procedentes de la tenencia de activos de capital en el instante t
C(t) = Consumo en el instante t

Deberemos tener en cuenta que:

La utilidad es una funcidén cdncava creciente conocida. Significa que ante
aumentos sucesivos en el nivel de consumo, la utilidad también aumenta, pero dichos
aumentos cada vez seran menores. La funcién crece a tasas decrecientes.

La tasa de descuento proporciona informacion acerca del grado de preferencia
entre consumo presente y consumo futuro. De igual modo, proporciona informacion
acerca del nivel deseado de liquidez en un instante determinado. Se podria decir que es la
tasa individual de impaciencia.

El salario se determina exdgenamente.

Los activos de capital representan la variable de estado.

Utilizando la ecuacién de la restriccion de dinero para eliminar el consumo de la
funcidn que representa la utilidad descontada en cada instante, se obtiene un problema de
célculo de variaciones de una funcién que depende de la variable de estado K, es decir,

de los activos de capital. La ecuacion de Euler asociada es:

a{—e'” ('](C)}

7 =e "U(C)i

Demostracion

Para calcular las derivardas. obsérvese que la relacion de dependencia entre las
variables:la utilidad del individuo dependera del consumo que realice en cada momento,
que a su vez serd dependiente tanto de los activos de capital que posea , como de la
inversion en ese momento.

Asi podremos expresar la funcién de consumo de la siguiente forma:
C(t) = iK(t) +v(1) - K(1)
* Sustituyendo en la funcion de utilidad descontada: [ = e"’U[C(t)] = e"’U[iK(t) +w(t) - k(r)]




* Derivando con respectoa Ky a K:

dUu & S
=e"——=e"U(C
fe=e" e = VO
LaduaC o oy
=e"——=e"UC)-D)=-eT"U(C
Te=e" g = VO =00
Puesto que la ecuacion de Euler es la siguiente:

d
-—7f. =0
fK dth

tendremos que la condicién necesaria de méximo la verifican los puntos que

a{—e"‘ U(C)}
di

Para facilitar la interpretacion, se integrara la ecuacion de Euler sobre un pequefio

cumplen:

= e U(C)i

intervalo temporal:

I”A a{-—e‘” (.][C(s)]]

— ds=["" e UlC(s)i ds

[—e”‘ Ulces) ]HA = IA e U[C(s))i ds

_ g T (.J[C(t + A)] +e" f][C(t)] = _[HA e " f][C(s)]i ds

Reordenando términos:
e UlC()] = IA e U[C(s))i ds+e ™ U[C(t + A)]

La interpretacion de la expresién anterior es la siguiente:la utilidad descontada
marginal del consumo en el instante (el primer miembro de la ecuacion) debe ser igual a
la utilidad descontada marginal que se obtiene retrasando ese consumo a 7+ A segundo
miembro de la ecuacion).

Si el consumo se retrasa, una unidad monetaria produce ingresos a una tasa i que

puede convertirse en consumo. El primer término del primer miembro de la ecuacion, es

la utilidad incremental descontada alcanzada durante el periodo de retraso. Finalmente, al




término del periodo de retraso, la unidad monetaria en si misma es consumida,

produciendo utilidad incremental de ' [C(t + A)]. El segundo miembro de la ecuacién es

la utilidad marginal descontada.

Recuperando la expresion de la ecuacion de Euler asociada:

d[—e'" U[C(i)]}

ar
Derivando de nuevo respecto a t.

= e U[C))

d{—e'” U(C)} :

L JeU(C)-eT" avdc re"U-e"UC
dt dc dt

Agrupando terminos.

.

re"U-e"UC=e"Ui
e (rU-UC)=e"Ui

~0C=U0i-Ur=@G-rU
Finalmente obtenemos que:

e _
-—.——=1—r
U

De esta ultima expresion se desprende que la tasa proporcionada de cambio de la
utilidad marginal es igual a la diferencia entre la tasa de ingresos sobre el capital invertido

y la tasa de impaciencia.

Sabemos que —U / U > 0 por hipdtesis, la solucién 6ptima esta caracterizada por
dC/dt >0 siy sélosi i>r.
La trayectoria de consumo Optimo asciende si la tasa de ganancias sobre el

capital i excede la tasa individual de impaciencia 7.




Un individuo relativamente paciente deja algin consumo corriente para permitir
que el capital crezca de tal forma que pueda alcanzar una tasa de consumo mas alta con

posterioridad.

Reexpresando la ecuacién anterior:

C"=~(i—r g—Q
U(C)

obtenemos una nueva expresion que nos proporciona la tasa 6ptima de consumo,
caso de certidumbre sobre la duracion de la vida. Veremos més tarde el caso general en

que la duracién de la vida del individuo es desconocida.

Si la forma funcional es especificada, se pueden obtener resultados mas
precisos.Asi si consideramos como funcién de utilidad U(C) = Ln C, y suponemos que el
salario en el tiempo t es cero, sisendo 0<t 2 T, y suponi-endo que el individuo en el
momento de su muerte no posee activos de capital, es decir K(T) = 0.

Entonces tendremos que:

1

==

. 1
U=—
C

Adoptadas las anteriores especificaciones las expresiones generales quedarian:

-Uc _, ¢_.

——=i-r 5 —=i-r

U C
. : . dC

Despejando C'y teniendo en cuenta que C= E—:
dcC _
—=3G-rC
a (i-r)

De donde obtenenios una ecuacion diferencial de variables separadas:
a _ (i-r)dt

C




Inte gra ndo: J‘ % = ’f (G-r)dt

Obtenemas como solucion general de la ecuacion diferencial.
InC=(@{-rt+4 - Clt)= e 4

Aplicando la condicion de contorno obtenemos la solucion particular
C(0) = constante C(t) = C(0)e™

Se sabe que iK(¢) +v(1) = C(f) + K (), luego sustituyendo se tiene que:

K(t) - iK(1) = ~C(2) = -C(0)e"™
Multiplicando por e™, integrando y utilizando las condiciones de contorno se

llega a:

1-e™"

K@) = e"Ko[l - l——e_'T—J

luego la solucién del problema planteado sera la siguiente:

(i-r)t
C(t) = 1K, ——

0 1 _ e-rT
Demostracion

Tenemos que:
K(t)~iK (1) = ~C(t) = ~C(0)e™
e {K"(i) - iK(t)} =-C(0)e™"

Integrando ambos miembros:

(e Eayar-il ek@ydr=-co) [ e ar
Resolvemos el primer miembro de la integral planteada por partes:

u=e" o du=-ie'dt

dv=K()di — v=]K@)di=K()

La integral del primer miembro sera igual:

e K@) +if e Kt




Resolvemos la integral del segundo miembro:
je'”dt = —le"’ + Cte.
r

Sustituyendo en la expresion inicial:
e K()+ife " K@)t —if e K(1)dr = () e + Cle

Obtenemos que:

C(O) —rT

e TK(T) = +Ce

Aplicando la condicién de contorno K(T) =0:

C(O) e -rT
r

Cte =—

Volviendo a la expresion inicial:

C©) ,-n _ CO) r
r r

e"K{t)=

Despejando K(t):
K@)=e" C(O)[ —e™]

Particularizando en el momento inicial:

K(O):-C-ii)[l- e-”]

Despejando el consumo en el momento inicial:

rK
CO=""
Y sustituyendo en la expresion del inicio:
rK,
K@)=e" l_—:i[e - e"T] simplificando: K@)=e"K, |iej”_—i;f_:}

Obtenemos que:




Luego se ha demostrado que :
[ 1-e
— it ———
K{t)=e Kol_l e J
Ahora, haciendo:
, rK .
C(t) = C(0)e"™" C)y=—>35r e?’T et

se demuestra la segunda ecuacion, ya que :

(Gi-r)t
Ct) = rK, ——

0 l_e—rT

GENERALIZACION
‘Se supondré ahora que la duracién de la vida de la persona es desconocida de tal

forma que se busca un plan de contingencia Optimo. Sea F(?) la probabilidad de

fallecimiento en el instante 7, F'(¢) la funcion de densidad asociada, y 7 una cota superior

sobre la posible duracién de la vida de la persona, de tal forma que F(T)=1y
I
-F@)=) F(s)ds

es la probabilidad de vivir al menos hasta t.!

Tendremos pues que:

_F(f) = ,[Tﬁ(s) ds = 1—f0' F(s) ds

ya que
J‘OT F() dt =Io' F(s)ds+ J:T F(s) ds
F(T)= F(0) = IO'F'(s) ds+ f F(s) ds
= ' Fsyds+ [ Fs) as
Luego

[’F(s)du 1-[;F'(s)ds-_- 1- F(7)

La persona obtiene satisfaccion no sélo del consumo U(C), sino también de dejar

herencia. Esto ultimo se expresa a través de una funcion de utilidad del legado W(X) que

1 Qa wn 6 ettmanac tnomhidn ana T/0N=N




es continuamente diferenciable, no negativa y creciente. La funcion W(K) difiere de la
funcion de utilidad del consumo U(C); depende de un stock mas que de un flujo y refleja
el consumo permitido a los beneficiarios. Sea a(?) un término de descuento asociado con
la utilidad del legado. Puede incrementar hasta algin 7 y descender después, reflejando la
evolucién de la persona de la importancia relativa de dejar'un legado méas grande en los
afios centrales de la vida cuando los hijos ain no son mayores, en comparacioén con los
afios anteriores en los que los hijos atin no han nacido o los ultimos afios cuando los hijos
son ya independientes.

Si el individuo deja de vivir en el instante #, la utilidad total consistira del flujo
descontado (a una tasa r) de utilidad del consumo hasta 7 mas la utilidad descontada (a

un factor a(t)) del legado. Por tanto, el problema a resolver es:

Max ,[)713(:)[ IO e"U[C(s)] ds+a(:)W{K(z)]] dt

sujeta a la restriccion de presupuesto,

C(t) = iK(t) +v(t) ~ K(7)
y la condicion de contorno

K(0)=K,

Para expresar el problema en una forma més manejable, se integrara por partes la
porcion del objetivo que envuelve la integral doble Entonces el problema a resolver es

equivalente entonces a:

J;T{e"”U[C(t)][l - F)]+a()W[K(@))] F'(z)} dt
Se tiene que demostrar que

[ ﬁ(z)[ﬂ ev[C(s)] as] it = [l evlcoli-F) ar




Demostracién

Sea la funcion:
I Fo[lemulces) as] ar = [l emulcwi-Fo)) a

u=[emv[C@))dt — du:e-"U[C(z)]éz

dv=F@)di — v=[F@)ydt=F()

J;’ﬁ(z)[JZe-“U[C(s)] ds] di = [F(t)]ZLTe“"U[C(t)] dr - IOT F@)e"U[C)] dt =
= [F(T) - F(0)] J;’e-"U[C(z)] dt - L’F(r)e-"U[C(r)] dt = J;Te’"U[C(t)] dt -

—Io "F(eU[C() dt = Io’[e-"U[C(z)] - F(ye"U[C())] at =J;’e-"U[C(t)][1 - F(1)) dr

Esta forma alternativa puede ser interpretada como sigue. Si el individuo vive al

menos hasta ¢ (probabilidad (1-F(t))), entonces la utilidad del consumo esta agregada. Si

¢l muere en f (probabilidad F (7)), entonces la utilidad del legado también se recibe.

La ecuacion de Euler puede ser escrita como:

Cry=~(i-7) I.{(C) +m v —“e"a W(K)
u(C) U(C)
donde
__Fo
"= Em

es la densidad de probabilidad condicional de morir en 7 dada la supervivencia

hasta entonces.




Demostracion

Sea la funcion:

7 ={emU[CO]1- F@O))+a@WKO]F@0)} =
= {e'” U[iK(@) +v(t) - K@O]1 - F(O)]+a@)W[K( )]F(r)}

Derivando respecto a Ky K

« f, =" Uili- F()]+a()W(K) F()
« [ =—e"U[1-F(1)]

y volviendo a derivar f respecto a t, tendremos que:
X

57 .= %[—e-"[z'/[l - F(z)]ﬂ: re*"[t'f[l— F(z)]}—

e {i el F] U RO e bRl B - RO+

+e U E()

Aplicando la ecuacion de Euler:

_4
f"_drfzé

entonces sustituyendo correctamente se tiene que:
e Uill- F(O)] +a(t) W(K) F(t) = re™ Ul1- F(t) - e U C[1- F()] + e U F (1)

Si agrupamos debidamente:




Multiplicando por e” y dividiendo entre [l -F (t)] ambos lados de la ecuacion se obtiene

que
s e e B F()
=—i - HW
CU 1U+rU+U1_F(1) e"a(?) (K)I—F(t)
Por tltimo, dividiendo ambos lados de la ecuacién entre 'y ordenando
correctamente:

U(C) . U(C)-e"aW(K)

C(t)=-(-r)= -
U U(C)
siendo
F
m(t) = - gzt)

quedando al fin demostrado.

Comparando esta tasa de consumo con la obtenida anteriormente supuesta
conocida la duracién de la vida del individuo, se observa que la diferencia entre la tasa
Optima de cambio del consumo en el caso de certidumbre con respecto al caso de
incertidumbre viene reflejada en el segundo término de esta ultima ecuacion. Mas
particularmente, en el caso de que el legado no sea valorado, es decir, a(t)=0, la ecuaciéon
se convierte en:

C"(I)z -(i-—r-—m)(“](—c)
U(C)
expresion de la cual se observa que el efecto de la incertidumbre sobre la duracion de la
vida es el mismo que el que origina un incremento en la tasa de descuento 7; es decir,
como un incremento en la tasa de impaciencia. Especificamente, la incertidumbre sobre la
duracién de la vida eleva la tasa de descuento efectiva en cada 7 der a
F(1)
1-F(1)

r+ =r+m




Asi uno descuenta tanto por impaciencia como por riesgo por fallecer. Todo esto
se tiene también en el caso de que el legado sea valorado, esto es, en el caso de que
a(t)>0. }

Dado que T esta fijado y K(T) es libre, la condicidén de transversalidad relevante

sera:

7,] == dleii-renl=o

=T

Pero dado que 1-F(T)=0 por hipbtesis, no proporciona ninguna nueva

informacion.




2.2 Una aplicacién econémica del control 6ptimo: Mantenimiento y
reposicion de maquinaria
Dynamic optimization (Kamien y Schwartz)

Una méquina en funcionamiento produce un ingreso constante R>0, descontando
todos los costes excepto el de mantenimiento. Este flujo de ingresos finaliza cuando la
maquina deja de funcionar o es vendida. Su duracién es estocastica. El mantenimiento
preventivo disminuye la probabilidad de fallo en cualquier instante. Una maquina

averiada es improductiva. Si la maquina estd todavia funcionando en el instante 7, su

valor de venta es S(7). Se supone que S(t) <0 y que S(t)<R/r, cuando r es la tasa de
descuento. Asi, el valor residual sera menor que el flujo de ingresos descontados que una
duracion infinita de la maquina produciria.

Se define F(t) como la probabilidad de que la méaquina falle en el instante 7. La
probabilidad de fallo en cualquier instante, dada la supervivencia en ese momento,
depende del mantenimiento corriente u(?) y de una tasa de fallo “natural” A(z) que actua
en ausencia de mantenimiento y que se incrementa con la edad de la maquina.

Especificamente /() satisface la ecuacién diferencial

F(1) = [1-u@)h@)[1- F)), F(0)=0,

donde A(7) es una funcién conocida que satisface

k(1) > 0, h(t) > 0.

Esto se traduce en que la densidad de probabilidad instantanea de fallo en 7, dada
la supervivencia en 7, no depende de la historia de mantenimiento de la maquina, sino
solo del esfuerzo de mantenimiento corriente. (Desde luego la probabilidad de

mantenimiento en f depende de la historia de mantenimiento).

F{)=1- exp{-—JZ [1-u(s)|A(s) ds}




La tasa de mantenimiento u(%) esta acotada:

0<u(f) <1

Si se selecciona u=0, entonces la tasa de fallo Fi (1- F) se supone que es su
valor natural /(?). Si u=1, el fallo sera cero. El coste de mantenimiento es M(u)h donde

M(u) es una funcidn conocida que satisface

M(@0)=0, M(u)>0, M(u)>0 para O0<u<l
El beneficio esperado actualizado de la maquina es:
[ e (R~ M@R|[1- F@)) di+ e S(D1- F(T)]

Se tratara de determinar una politica de mantenimiento ¥ y un momento de venta

! que maximicen lo anterior sujeto a

F@) =[1-u@)n@)1- F@)]
F(0)=0
0<u(r)<1

El control sera u; el estado F. La funcién hamiltoniana ser4:
H*=e¢"[R- Mu)h)(1- F)+ A(1- wh(1= F)+wu+w,(1-u)
Aunque para facilitar las operaciones se tomara como referencia la siguiente:
H=[R-M@h|(1- F)+ A(1-u)h(1- F) +w,u+w,(1-u)

dondeA es el multiplicador de valor corriente asociado con

F(t) = [1-u]h@)1 - F(0)]




Una politica de mantenimiento 6ptima u* debe maximizar A en cada momento 7,

0<t<T, donde A satisface

A=-H.*=rA-H,=rA +R- M(u)h+A(1-u)h )

Puesto que F(T) y T son elegidos 6ptimamente, hay que aplicar las condiciones

de transversalidad apropiadas:
¢[8(r), 1) =" S(n1- F(T)]

1=L—_|‘:T; A(T)=-8(T) 1)

Hs= {%ﬂ =[rsm— S'm}l— F(T))

t=T

Por otra parte,
H, =-h(1- F{M(u) + A}w, —w, =0

w, 20, w,20, wu=0, w,(1-u)=0

de tal forma que
si M(u)+ A() >0,  entonces u*(t)=0, w,=0

si M (u)+ A1) <0, entonces u*(t)=1, w,=0

en otro caso, se selecciona u*(t) que satisfaga

M)+ A(1)=0, w,=w, =0

Puesto que no se ha especificado la expresion de M y h, sblo se podra
caracterizar cualitativamente la solucién 6ptima.
Se define

o) = Mlu(n)] + A1)




Sobre un intervalo temporal en el cual 0 <u* <1, se tiene Q(t)=0. Puesto que Q

es constante, Q(t) =0.

Por tanto,

M - u =1
dM dMdu - -
M

Y asi podremos expresar O(f) como:
OX1) = Myt A= M) et r+ (=1 At R~ M(uyh = M)t M r-+(1—u)h) + R— M) =

cuando se ha utilizado A4 =rA-Hp,=r+R-M(@u)h+A(1-u)h para eliminar A y
luego Q(t) =0 para eliminar A.
La ultima ecuacién puede ser reordenada para encontrar esa politica de

mantenimiento 6ptima que satisface
M(uyu = M@)r +(1-u)h) - R+ M(u)h V)

siempre que 0 < u(t) < 1. Puesto que M>0 por hipoétesis, el signo de u es el mismo

que el signo del lado derecho de la ecuacidn anterior.
Facilitara el estudio de # considerar primero el conjunto de puntos (h,u) tales que
u = 0. Tales puntos satisfacen

M@)|r+(1-u)h] - R+ M(u)h=0

La forma de la curva puede obtenerse derivando lo anterior implicitamente para
‘conseguir
di  M+(1-u)M
an . <
[¥ + (1=l M

0




Demostracion

Sea F la funcion:

F = M@)r+0~u)h)- R+ M(u)h=0

Teniendo en cuenta las relaciones de dependencia entre las variables:

u t
F&
h t
\M u t

Derivando respecto a t

dar OFdMdu O6Fdu OFdh OF dM du

iy du at " oud T ond ToM du dr

du dh d
d—— [r+@- u)h]M——hM7+[M+(1 u)Mb—mM-c—;‘—

Multiplicando por dr ambos lados de la ecuacion;
dF = [r+(l—u)h]Mdu+[M+(l—u)M]dh

Perocomo F=0 —> dF=0

[r+(1—u)h]]\‘/}du = —{M+(1—U)M}dh

du _ M+(1- u)M

= <0
dh [r +(1- u)h]




La negatividad es consecuencia de las propiedades de M. Se investigara la
direccién de movimiento de una trayectoria (h,u) a lo largo del tiempo, donde /4 es una
funcion dada y # obedece la ecuacién diferencial (V). Se sabe que 4 es no decreciente;
por tanto, las flechas apuntan hacia la derecha en el grafico. Ademas, puesto que el lado

derecho de (V) es una funcion creciente de », una trayectoria en un punto sobre la curva

u =0 crecera y una trayectoria en un punto por debajo, decrecera. Las flechas en el

grafico aclaran estos hechos.

A continuacién se vera como se obtienen los puntos extremos:

Partimos de la expresion (V):

M(u)[r+(-u)h) - R+ M(u)h=0

Si u=0 — M(O)[r+(1-0)4]-R+M(0)h=0

Y entonces tenemos que:

M©O)r+h-R=0

Donde operando obtenemos :
M(O)h+ M) = R
M(0)h= R- M(0)r

Y finalmente: h= [—R—-—I_ r
M)




Si ahora hacemos =0 — M(u)[r +(1- u)O] -R+M)0=0
rM@)=R
1R

l=——
M
Sustituyendo (II) en (III), y empleando la definicién de A se obtiene:

R-M@h-[r+(1-wh]S=-520 en T 1)

En el momento de venta, el exceso de valor obtenido manteniendo la maquina un
poco mas, sobre el valor de venta no debe ser inferior a la pérdida en el valor de reventa

si se pospone la venta ligeramente en el tiempo.
Demostracion
Partimos de la expresion (VI):

R~ M@h-[r+(-u)h|S = R—- Mu)h-rS - (1-u)hS =
= R— M@)h-r M)~ (1-wh M@)=-M@)uz0 en T

yaque S(T)=Mu(D)] y S(T)=Mu(D)]u
Entonces volviendo a la expresion (V) podemos concluir que:
M@u)yu=M@)r+0-u)h)-R+M@h<0 en T — ua(T)<0

Se puede ahora demostrar que la politica de mantenimiento de una maquina
implica z}(z)S0,0SIsT , en cada caso. (Pero el gasto actual M(u)h puede o
incrementar o decrecer a lo largo del tiempo puesto que 4 2 0). Si 0<u(T)<1, entonces

Q(T)=0, de tal forma que /?,(T)=—M[u(7)] =—=S(7). Sustituyendo esto en (VI) y




recordando (V), obtenemos 1}(7') < 0. Del grafico, si Z'I(T) <0, entonces ¥ debe ser no
creciente en (0,T). Es claro de igual modo del grafico que u es no creciente hasta el final

en el caso u(T)=0.

Finalmente supongamos U(T)=1. Sea 1, el primer momento en el que u=1. De (I)

y (II), obtenemos:
A(f) = —J:Te”("’)[R - M(Dh(s)] ds—e """ S(T), t,<t<T
Reemplazando A(?) por su cota superior A(7) para 0<t < T, tenemos:

[1-e™ ™[R~ MOA(T)]
r—e” 78T

A(t) < -

Por tanto, como Q = M+ 4,

[1-e""][R- MQ)K(T)]
r—e "7 I8(T)

o) < M)~
De (IV) y (II),obtenemos:

MO+ A(T) = M1)-S(T) <0

Por tanto,

M) < S(T)
Reemplazando M (1) por su cota superior obtenemos finalmente

[1-e"™O)rS(D = R+ MDY
r

QN =

S t<t1<T,




donde la segunda desigualdad se sigue de (VI). En particular, Q(7,) <0. Por
tanto, puede no haber periodo de u<I finalizando en t, (puesto que Q(#,)=0 en ese
caso). Esto significa que u=1 para 0<¢<7T en el caso u(T)=1. Asi u es una funcién no

creciente de la edad de la maquina en cada caso.
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