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1. LA TEORIA DEL CONTROL

1.1 Introduccion.

" Richard Bellman hablé de la teorfa del control como “una cierta disposicién de
la mente, mas que como un conjunto de teorias y modelos matematicos”. El objetivo, en
sentido amplio, de esta teorfa es conseguir que un sistema funcione de un modo mas
conveniente, se trata de intentar optimizar el comportamiento del sistema, cuando ello
sea posible. El problema central de cualquier intento de optimizacion es “la busqueda de
un control que maximice o minimice un criterio representativo de la eficiencia del
sistema”( Dreyfus, 1965 p. IX)

En resumen, a través del control se estudian los sistemas reales construyendo
modelos mateméticos abstractos que, por una parte expliquen el sistema y, por otra,
permitan regular la evolucién del mismo mediante la adopcién de decisiones adecuadas
(decisiones 6ptimas).

Tal y como se ha definido la teoria del control no cabe duda de que su aplicacién
al 4mbito de la economia resulta, no sélo interesante, sino necesaria.

Economizar, en sentido estatico, consistia en distribuir recursos escasos entre
objetivos que compiten en un momento dado del tiempo, en términos matematicos se
denominaba un problema de programacién matemdtica.

El problema dindmico de economizar, consiste en distribuir dichos recursos
escasos entre objetivos, que ahora competiran en un intervalo de tiempo, que va desde
un tiempo inicial hasta un tiempo terminal.

La resoluciéon matemaética del problemé consiste en elegir cursos temporales para
ciertas variables llamadas variables de control, dentro de una clase de cursos dada que
se denomina conjunto de control. La eleccién de estas trayectorias temporales para las
variables de control supone, a través de una serie de ecuaciones diferenciales -
ecuaciones de movimiento- cursos temporales para ciertas variables que describen el
sistema, llamadas variables de estado. Los cursos temporales de las variables de control
se eligen de modo que maximicen un funcional dado, que depende tanto de las variables
de estado como de las de control, denominado funcional objetivo. Planteado de esta

forma el problema se denomina problema de control.




1.2 Planteamiento formal del problema.

El planteamiento formal de un problema de control comprende :

A) El tiempo, que se mide en unidades continuas y se define en el intervalo que
abarca desde el tiempo inicial ty, dado, hasta el tiempo terminal t;, que puede venir dado
0, como ocurre a menudo, es necesario determinarlo a lo largo de la resolucién del

problema. Luego el intervalo es:

B) Las variables de estado, son n nimeros reales que caracterizan el estado del

sistema en el intervalo pertinente, y se agrupan en el vector de estado:

X(O) ={x1(6), X2()s o , Xn(D)}

Cada variable de estado se supone funcién continua del tiempo, de modo que la
trayectoria de estado es una funcién continua de valores vectoriales del tiempo, cuyo
valor en cualquier tiempo ¢ perteneciente al intervalo (¢, #;), es el vector de estado
X(f).Geométricamente, la trayectoria de estado es una sucesion de puntos del espacio
euclideo E", que comienza en el estado inicial X(t;) = Xo, dado, y finaliza en el estado

terminal x(t;) = x;, que puede estar dado o no.

C) Las variables de control, son los r numeros reales que caracterizan las

elecciones que deben hacerse, estan representadas en el vector de control:

U@ = {w(®), ua(®), .....un(0)}

Cada variable de control ha de ser una funcién del tiempo continua a trozos, de
modo que resulte una frayectoria de control que sea también continua a trozos, .cuyo
valor, en cualquier tiempo ¢ del intervalo correspondiente, es el vector de control U(f).
Geométricamente, la trayectoria de control es una sucesion de puntos en R" que es

continua, con la posible excepcion de un niimero finito de saltos discretos.




El vector de control en todos los tiempos del intervalo debe pertenecer a un

subconjunto Q dado, no vacio, del espacio euclideo de dimensién r :
UHeQ, sty

Q se supone compacto (cerrado y acotado), convexo e invariante respecto al

tiempo.

D) Las ecuaciones de movimiento, son un conjunto de n ecuaciones diferenciales
que caracterizan a la trayectoria de estado, las cuales dan la tasa instantanea de variacién
de cada variable de estado en funcién de:las variables de estado, las variables de control
y el ﬁempo

X = f(x(5), u®),

Donde las » funciones se suponen dadas y continuamente diferenciables. Si estas
ecuaciones diferenciales no dependen explicitamente del tiempo, se hablard de

ecuaciones de movimiento quténomas

E) El funcional objetivo, es una aplicacion de las trayectorias de control en puntos de la

recta real, cuyo valor debe ser optimizado. En general sera de la forma siguiente:
4 ‘ ‘
I=J {u@)}=] 1x(), u(p), HNdt + F(xy, t;), donde
to

I(.....) se denomina funcion intermedia, y F(.....) funcién final. Tanto una como otra

se suponen dadas y continuamente diferenciables.




En resumen, el problema general de control es:

]
Max J=[1(x, u, )dt + F(x; 1))
to

sujetoa: ¥ = f(x,u, 1)
th 'y x(t))=xo dado
(x(1),t)eT en t=1
{u(t)}. eU

En el caso de que la funcién intermedia sea nula hablaremos de un Problema de
Mayer, si la funcién final es nula el problema se denomina Problema de Lagrange,
cuando ninguna de las funciones que componen el funcional objetivo se anula estaremos
ante un Problema de Bolza.

En cualquiera de los casos, comenzando en el estado inicial X, dado el tiempo
inicial #), la trayectoria de estado {x(t)} debe tomarse del conjunto de trayectorias
factibles, cada una de las cuales resulta de utilizar una trayectoria de control admisible
{u(f}. La trayectoria de estado factible particular que sea optimal {x*(¢)}, debe alcanzar
la superficie terminal y debe maximizar el funcional objetivo entre el conjunto de dichas
trayectorias.

Para llegar a la solucién de un problema de control existen tres caminos: el

cdlculo de variaciones, el control éptimo 'y la programacion lineal,

1.3 Calculo de variaciones y control éptimo.

La primera aproximacién al problema del control es la del calculo de
variaciones. El problema del control se reduce en el célculo de variaciones a encontrar
una trayectoria temporal para la variable de estado que une puntos inicial y terminal
dados, de modo que maximice el valor de la integral de una funcién dada de la variable
de estado, la tasa instantanea de variacion de la variable de estado, y del tiempo.

El problema clasico del célculo de variaciones es por tanto:




Opt. IF["x(t),x(r),t]dr

o

sa X ()= Xo (1)

x (L)=x

donde F(x,%,t) es una funcién dada continuamente diferenciable y to , t; , Xo ¥ X; son
pardametros dados. Este problema puede considerarse como un caso especial del
problema de control en el cual no existe ninguna dependencia respecto de las
consideraciones finales ( es un problema de Lagrange ); existe solamente una variable
de estado y una variable de control; la variable de control es simplemente la tasa de
variacion instantanea de la variable de estado, siendo la ecuacion de movimiento:

X =u,
de modo que u se remplaza por ¥ en F(...); y la variable de control puede tomar
cualquier valor:

Q=E.
La tnica restriccion sobre la trayectoria de control es la de que sea una funcién continua
a intervalos de tiempo. Cualquier trayectoria {x (t)} que cumpla las condiciones de
contorno de (1) y la condicién de continuidad de que x(t) sea continua y las x(¢) sean
funciones continuas a intervalos del tiempo se denomina admisible, y el problema de
céalculo de variaciones clasico consiste en elegir una trayectoria admisible que
maximimece la integral funcional objetivo.

El tratamiento por célculo de variacién también puede utilizarse en la resolucién
de ciertos problemas de control con restricciones. Las restricciones pueden ser en forma
integral o en forma de igualdad o desigualdad, relacionandose en este Gltimo caso las
variables de estado, sus tasas de variacion y el tiempo. En el caso de restricciones de

igualdad el problema quedaria planteado como:

Méx. J IF(x,x,r)dr

s.a: X(to)=xo
x(t)=x)

g(x,x,t)=b




El método de resolucién implica la introduccién del multiplicador de Lagrange.
Definiendo la funcion lagrangiana como:
L(x,% ,t,A)= F(x,x ,t)+A[b-g(x,% ,t)],
la solucidn se obtiene eligiendo {x(t)} para maximizar, y A, para minimizar:
t
J= ].L(x,x,t,/'t)dt
fo ,

lo que lleva a la ecuacion de Euler:

A d d
adala
que junto a las condiciones de contorno y la restriccion, define la solucion.
Las restricciones de desigualdad relacionan las variables de estado, sus tasas de
variacion y el tiempo. En este caso el problema es:
I
Miéx J= IF(x,J'c,t)dt
ly

s.a:  x(tg)=xo

x(t)=x
g(x,x ,H)<b,
Formando la lagrangiana como en el caso anterior. la solucién debe satisfacer:
L d JL
& a'a”
g(x,x ,t)<b,
A>0

Z{b —g(x,a'c,t)] =0

Otro tipo de restriccién muy importante es la restriccion integral, en la que la
integral de una funcién dada se mantiene constante. Este problema, llamado

isoperimétrico, que resolveremos también mediante control 6ptimo, es de la forma:




T,
Méx J= |F(y,7,0)dt
0

s y(0)=yo
y(T)=yr

by
k=[G, p,0)dt = ¢
0

siendo G(...) una funcién dada continuamente diferenciable y ¢ una constante dada. La
restriccion se tendra en cuenta introduciendo el multiplicador de Lagrange A, y

definiendo el funcional:
T,
J'= I[F(...) +G(...))dt,
0

siendo las condiciones necesarias las requeridas para hallar un méaximo de J* con
respecto a la trayectoria {x(t)} y un minimo de J* con respecto al multiplicador de

Lagrange A. La ecuacion de Euler es:

3 d, &
5(F(...)+/1G(...))—E( E(F(...)+AG(...)) )=o0,

la cual junto a las condiciones de contorno y la restriccidn, define la solucién

El célculo de variaciones puede utilizarse pues para resolver problemas de
control que contengan ciertos tipos de restricciones. Pero su debilidad principal radica
en que no puede resolver directamente problemas en que las variables de control
estén restringidas a un conjunto de control dado.

El estudio continuado en el tiempo de los problemas de célculo de variaciones ha
conducido al desarrollo de un método mucho méas moderno : la teoria del control
dptimo. En la teoria del control 6ptimo, el problema de optimizacién dindmica se
formula con tres tipos de variables: ademas de la variable tiempo t y la variable de
estado x(t), se considera la variable de control u(t). De hecho es esta dltima variable la
que da nombre a la teoria del control éptimo y ocupa el centro de estudio en esta nueva
aproximacion a la optimizacion dindmica. |

Enfocar la atencion sobre la variable de control implica relegar la variable de
estado a un segundo plano. Esto podra ser aceptado inicamente si la decision sobre una

trayectoria de control u(t) nos ayudara a, una vez dada una' condicién inicial para la
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variable de estado, determinar de manera directa una trayectoria para la variable de
estado x(t). Por esta razén un problema de control éptimo deberd contener una ecuacion
que relacione la variable de estado x(t) con la variable de control, y que se denominara

ecuacion de movimiento.

Yv_
= IEyOu0)]

indicandonos cémo en cualquier momento del tiempo, dado el valor de la variable de
estado, la eleccion del planeador de la variable de control u sera determinante del valor
de la variable de estado a lo largo del tiempo. Una vez encontrada la trayectoria 6ptima
de la variable de control u(t), la ecuacién de movimiento nos posibilitara la construccién
de la trayectoria 6ptima de la variable de esﬁdo x(t).

El problema de control optimo se reduce entonces a :

Opt. ]F[r,x(t),u(t)]dr

)

sa:  x(t)=f[tx)ut)]
X (to) = Xo
X (t;) libre.

Ahora la variable de control u(t) es el instrumento ultimo de optimizacion. Este
problema de control esta por tanto intimamente ligado al problema planteado de célculo
de variaciones, permitiéndonos sin embargo resolver ademds de los problemas que
podiamos solucionar mediante célculo de variaciones, otros que no tenian solucion a
través de dicho método. De hecho el control 6ptimo no deja de ser un caso especial del
célculo de variaciones, en el que se sustituye x(t) en la integral, y se adopta la ecuacion

diferencial x(t)=u(t) como ecuacién de movimiento.

2. CONTROL OPTIMO CON RESTRICCIONES

2.1 Introduccién.

Como en el calculo de variaciones el tratamiento de las restricciones en la teoria
de control éptimo descansa sobre todo en la técnica de los multiplicadores de Lagrange.
Sin embargo como los problemas de control 6ptimo incluyen también variables de
control, es necesario distinguir entre dos categorias de restricciones. En primer lugar

aquellas en las que las variables de control estn presentes en la propia restriccion, y en
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segundo lugar aquellas en las que las variables de control estan ausentes, por lo que la
restriccion sélo afecta a las variables de estado. Los métodos de tratamiento para ambas

categorias son distintos.

2.2 Restricciones que incluyen variables de control.

Podemos distinguir cuatro tipos principales: restricciones de igualdad,
restricciones de desigualdad, restriciones de igualdad en forma de integral, y
restricciones de desigualdad en forma de integral.

2.2.1 Restricciones de igualdad.

Sean dos variables de control en un problema (u;,u;). Sea la restriccion referida a

dichas variables:
g(t,y,u;,uz)=c Funcidn restriccion.
c constante de restriccidn.

El problema quedaré pues planteado como:

7,
Max.  [F(t,p,u,u)dt
0

s.a: ;)=f(t,y,u1,u2)
g(ty, up,up)=c
y las condiciones de frontera.
El principio de maximizacidn nos lleva a maximizar el Hamiltoniano:
1°) Construimos el Hamiltoniano:
H=F(t,y,u;,u)+A0f(t,y,u,u) Vte[0,T]
2°) Introducimos la restriccion mediante una Lagrangiana:
L=H+8(t)[c-g(t,y,u1,2)]=
= F(t,y,u1,u2) *AM(L,y,u1,u2)+0 () [c-g(ty, ui,uz) ]

Donde el multiplicador de Lagrange ahora es dinamico y dependiente del tiempo. Esto
es asi porque la restriccién g debera ser satisfecha en cualquier momento t del periodo

de planificacion.




La solucién vendra dada por la C.P.O:

a & & &
o‘u,'o‘uj”o‘u, o

J J

=0 Vtel0,7T] (=1,2)

aL .
=" g(ty, u,u)=0 Vte[0,7]

Deberan darse también unas condiciones de segundo orden apropiadas, o una
condicion de concavidad adecuada.

El resto del problema de maximizacion incluye:

y=0,,—/1=> Ecuacién de movimiento para y.

. . .
A=—— = Ecuacién de movimiento para A,

@

junto a una condicién de transversalidad adecuada.

2.2.2 Restricciones de igualdad en forma de integral :
“El problema isoperimétrico”
Antes de plantear este tipo de problemas debemos tener en cuenta dos
cuestiones:
- La variable de coestado asociada a la integral, como en el calculo de
variaciones, es constante a lo largo del tiempo.
- Dada la naturaleza de la integral, no es necesario restringir el niimero de
restricciones relativas al nimero de variables de control.
Sea un problema con una variable de estado, una variable de control y una
restriccion en forma de integral:

by
MéxJ‘ F(t,y,u)dt

0

s.a. ;)=f(t,y,u)
T,
I G(t,y,u)dt=k (k dado)
0

Y(0)=y, Y(T)libre (yo,T dados)
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En este contexto vamos a introducir una nueva variable de estado , que
llamaremos I'(t) de tal manera que podamos reemplazar la integral por una condicién

en términos de I'(t):
it
re)=- | Gy
0

Derivando:
I'(t)=-G(t,y,u) Ecuacién de movimiento para I'.

Los valores inicial y terminal para I'(t) seran:

0

rO)=-] Gltyu)dt=0

0
Iy

[(T)=- I G(t,y,u)dt= -k Condicién terminal.

0
CONCLUSION: Podemos reemplalzar la restriccién integral dada, por una condicién
terminal en la variable de estado I'.

El nuevo problema seré pues un problema sin restricciones:

T
Max. j F(t,y,u)dt
0

s.a: 5)=f(t,y,u)
()= -G(t,y,u)
y(0)=yo  y(T)libre (yo, T dados)
I'(0)=0 I'(T)=-k (k dado)
Se puede trabajar con el Hamiltoniano sin ampliarlo y por ello no es necesario
limitar el nimero de restriccones integrales.
Construimos el Hamiltoniano simple:

H=F(t’y>u)+?\‘(t)f(t>y9u) - “G(t’y’u)

11




Las condiciones de maximizacion seran;

H
y=—0,,;1— . Ecuacién de movimiento para y.
= _;'; Ecuacién de movimiento para A.
‘ F=E,u_ Ecuacién de movimiento paraI'.
A= Ecuacion de movimiento para .

A (T)=0 Condicion de transversalidad.

CONCLUSION: Lo que distingue a este problema de otros problemas de optimizacién
sin restricciones, es la presencia de dos ecuaciones de movimiento para I' y para p. Sin
embargo debemos tener en cuenta varias cosas:

- T es una variable cuya tnica misién es permitirnos introducir - pG(t,y,u) en el
Hamiltoniano.

La trayectoria temporal de I" no nos interesa realmente, por lo que podemos
omitir esta ecuacion sin perder informacién relevante.

- La ecuacién para p si nos proporciona informacién importante. Al no aparecer
: . OH
la variable T, en el modelo, 4= T = p (t) constante.

Esto corrobora la afirmacién inicial de que la variable de coestado asociada a la
integral, era una constante a lo largo del tiempo. Mientras recordemos ésto, podemos

omitir del modelo, también la ecuacion para /.

2.2.3 Restricciones de desigualdad
El método de sustitucion no es facilmente aplicable a los problemas en los que
las restricciones presentan desigualdad. Por ello es necesario utilizar un sistema

alternativo para estas situaciones.
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En este tipo de problemas el niimero de variables de control puede ser mayor que
el nimero de restricciones, esto se debe a que las restricciones de desigualdad permiten
mas libertad de eleccion que en el caso de las igualdades.

Por Simplicidad analizaremos un problema con dos variables de control y dos

restricciones:
T

Max: [F(t,y,u;,uz) dt
0

sa. y=I1(ty,u;,uz)
gi(t,y,u;,u2) <cy
g2(ty,u,uz) <cz
junto a las condiciones de frontera.

El Hamiltoniano definido en el apartado anterior también es valido para este
problema, pero ahora debe maximizarse respecto a u; y a u, sujeto a restricciones de
desigualdad, necesitamos por ello recurrir a las condiciones de Kiihn - Tucker’ .

Ademas, segun el T* de Arrow, Hurwick y Uzaya, las restricciones deben:

- ser cdncavas en (uj, uy )

- ser linealesen (u; , )
- debe existir un punto en la regién de control tal que, al evaluar en u

todas las restricciones son estrictamente menores que las respectivas constantes de

restriccion
- debe cumplirse la condicién de rango®

'Implican condiciones de holgura complementaria( cualquier multiplicador de Lagrange se anula si la

restriccién correspondiente se satisface como desigualdad estricta y cualquier restriccion se satisface

como igualdad si el correspondiente multiplicador es > 0.
%El rango de la matriz de las derivadas parciales de las restricciones efectivas con respecto a u;, evaluada

en el Optimo es igual al n° de restricciones
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Ahora incluimos el Hamiltoniano en la funcién Lagrangiana:

L=F(tyu;,n)+A1).f(ty,u, w2 )+ 6if c1 -gi(ty,us,uz )] + 062[ca -g2 (ty,up,uz )]

Para simplificar la expresion anterior, omitiremos las variables que no den lugar
a confusion:

L=F+Af+6; (cl-g1)+'92(02-gz)

aplicando las condiciones del principio optimizador :

§£=0 Vit/est<T
J
oL oL
-aF,v:ci-giZO 0,20 Oi.¥l=0 = Kiihn-Tucker
i y = Ecuacién de movimiento para y.

a .
-5 = A1 = Ecuacién de movimiento para A.

ademas de las condiciones de transversalidad.

*Sefialar que en el problema planteado u no tiene restricciones de no negatividad, si las hubiera esta 1°

condicio6n se transformarfa en 8L/A& <0 u 20 w.0L/du =0, por las condiciones de Kuhn - Tiicker.
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2.2.4 Restricciones de desigualdad en forma de integrales.
Plantearemos un nuevo problema con una variable de estado u, y una restriccion

en forma de integral :

T
Méx: | F(t,y,u) dt
0

sa:  y=f(ty.u)

T
| Gtywdt<k (k dado)
0

¥(0) = Yo y(T) libre  (yo, T dados)

Introducimos una nueva variable de estado I', de forma que pueda sustituirse la

integral:
t
I (t) =- I G(t’Y>u) dt
0

I'(t) = - G(t,y,u) = Ecuacién de movimiento de I'.

0
I'(0)=-{G(ty,u) dt=0
0

t
I'(T)=- f G(tyy,u)dt>-k = condicién terminal.

0

El problema quedara transformado en:




T
Max: | F(t,y,u) dt
0
s.a: y=1(t,y,u)

I'=-G(ty,n)
y0) =y, y(T)libre TI(0)=0 I'(T)2K
Al igual que en los casos anteriores se construye el Hamiltoniano:
H=F(t,y,u) +Af(t,y,u)- p G(t, y, u)
y finalmente se aplican las condiciones de maximizacién al problema:

Max H Vte[0,T]

u

y= 7 = ecuacién de movimiento para y,

. oH
A= -—5 = ecuacién de movimiento para A,
224
o
H
a

I'= = ecuacion de movimiento para I,

' [t = ——= => ecuaci6n de movimiento para L.

MT)=0 I'(M+K >0
b condiciones de Kiihn - Tucker.

WD) =0 w(T).[I(T) +K] =0




2.2.5 El valor de descuento: un caso particular.

Cuando un problema de control 6ptimo con restricciones incluye un factor de.
descuento, cabe la posibilidad de utilizar el valor descontado del Hamiltoniano Hc , con
el fin de simplificar la resolucién de dicho problema.En este caso L también quedaré
transformada en Lc.

Sea el problema:

T
Max [o(t,y, u).e ™ dt
0

sa. y= f(t, Y, u)
gt y,uw)<c
junto a las condiciones de frontera.

Hy L tal y como se han venido construyendo en epigrafes anteriores serian:
H=¢ @ty u.e® + 1Lty u)
L=o(t,y,u).e ™ +Lf(t,y, u) +6[c-g(t, y, w)]

Aplicando el principio maximizador:
oL

au--() Vvt €f0, T]
oL oL
—a—e—c-g(t,y,u)ZO 620 9.% =0
L . d
y=— A=-—
oA &y

junto a las condiciones de transversalidad.
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Introduciremos nuevos multiplicadores o variables de coestado para transformar
Hy LenHcy Lc, es decir, en sus respectivos valores descontados.
Hc=H.e” Lc=Le™"  luego,
Hc= [(P(t$ Y, U).C- P x"f(t, Y, u)]'ep‘
I_IC = (P(t$ Yy, u) + x"ept'f(ts Yy, U)

LC = (P(t’ y’ u) + A"ep[',f(t’ y5 u) + e.ept[c = g(ts Ys U)]

Siendo:

m=Ae”™ y n=0." entonces, A=me ™ y 6=ne"
sustituyendo enHcyen Lc,
He=o(t,y,u) +mAf(t, y, v)
Lc=Hc +nc-gt y, u)]

Al aplicar ahora el principio de maximo puede observarse que, tras los cambios

efectuados, se ha simplificado la resolucion del problema:

oL,
au-O Vte[0,T]
oL oL
€c> > —t =
an_O n=0 n— 0
_ L e Fe
y_o')n = & p-m

* Para obtener la ecuacién de movimiento de la nueva variable de coestado, derivaremos la expresion de la
variable inicial en funcu‘)n de ella:
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En el caso de que las restricciones del problema tengan forma de integral,
crearemos la variable I" ya mencionada en el apartado 2.3, y construiremos Hc y L¢ , de
forma que al igual que en el caso explicado el problema quede transformado en otro sin

restricciones.

2.2.6 Condiciones suficientes
Las condiciones suficientes de Mangasarian y Arrow, vélidas para los problemas
sin restriccién, son validos también aqui en i)roblemas de optimizacién con restricciones
pero con horizonte fijado.
1) Sea u el vector de variables de control
u=u(u;,uy)
2) Sea H el valor del hamiltoniano maximizado, es decir el valor del

Hamiltoniano en u(t). Pero ahora también se deberd cumplir:

s.a. g(ty,u)=c 6 gtyusc

Y ademds la nueva variable constante p de los problemas que incluian
restricciones en forma de integral, debera aparecer reflejada en H.
3) El principio maximizador de condicién suficiente para una maximizacién
global del funcional objetivo es:
1° Cada Lagrangiana es céncava en (y,u) Vte[0,T ]
6 2° H es concavo eny Vte[0,7] para un A dado.
4) En los problemas de horizonte infinito, estas condiciones anteriores, deben

verse complementadas por una condicion de transversalidad:

Lim. M0 [ y®)-y(®)] 20

{0

L

A=m.e ™+ pm.e®,ylacombinamos con la igualdad A=-=
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Es importante tener en cuenta que la concavidad de la Lagangiana en (y,u) implica
concavidad en las variables y, u de manera conjunta, no por separado. ‘Ademés como H
y L estan compuestas por F, f, g y G:
' H=F+Af-uG
L=H+6(c-g)
Las condiciones suficientes seran satisfechas siempre y cuando:
| F sea céncava en (y,u)
Af sea concava en (y,u)
pG sea concava en (y,u)
y Og sea convexa en (y,u) Vte [O, T ]
En los casos de restricciones de desigualdad con integral donde p es una constante no
negativa, la convexidad de pG estd asegurada por G solamente.
En el caso de restriccién con desigualdad, con 6 20, la convexidad de Og esta
asegurada por la convexidad de g.
Si el valor actual del Hamiltoniano y Lagrangiano es usado, puede ser facilmente

adaptado reemplazando L por Le , y H por He.

2.3 Restricciones que no incluyen variables de control. Restricciones estado-
espaciales.

El objetivo de este tipo de problemas es situar las restricciones en el espacio
estado y demarcar el 4rea permitida de movimiento para la variable y . En general la
forma de estas restricciones es:

h(ty)<c  Vte[0,T]

Debemos tener en cuenta que es mera coincidencia, que cuando ignoramos la
restriccion y resolvemos como un problema sin restricciones, la solucién 6ptima y(t) cae
por entero en el drea permitida. En este tipo de casos la restricciéon sera trivial. Con
restricciones espacio-estado no triviales, la solucién Optima del problema sin
restricciones saldria fuera del 4rea permitida (por ejemplo en muchos problemas

econdmicos la zona de no negatividad)
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Sea el problema planteado:
T
Max. _[F(t,y,u)dt
0

s.a. y=f(t,y,u) ¢))
h(t,y)<c
y las condiciones de frontera.

No podemos ahora aplicar el método seguido para los casos anteriores. Antes
suponia.mos continuas las variables y, A . Las unicas que podian ser no continuas eran
las variables de control. En este tipo de problemas la variable de coestado A puede ser
no continua, en los puntos donde la restriccion estado-espacial pasa de la inactividad a
la actividad o viceversa.

Si t es el punto de cambio de un intervalo sin restricciones a uno con ellas, si
denotamos por A (t) y A*(t) el valor de A justo antes y después del salto, entonces la
condicién de salto es:

Af(H)=A(t) +bhy  (b20)

Otra posible alternativa seria que como h(t,y) no puede exceder ¢, entonces

siempre que h(t,y)=c, debemos prohibir que h(t,y) sufra incrementos. Para ello

imponemos la condicién:
% <0 siempre que h(t,y)=c.

Recordemos que:

d ch chdy '

—h(t,y)=—+——=h+h,f(t,y,u)=h(t,y,

dt(y)aa,ydt y +h,f(8,y,u) = h(t,y,u)
La condicién se puede expresar entonces como:

h(t,y,u)= h+ h, f(t,y,n)<0 siempre que h(t,y)=c

El nuevo problema sera:

Yy
Max. J-F(t,y,u)dt
0

st y=f(tyu) @)

iz(y,y,u) =h+h,f(t,y,u)<0 siempre que h(t,y)=c

y las condiciones de frontera.
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Queremos comparar el nuevo principio de maximizacién con el visto en el caso
de restricciones de igualdad con variables de control. Para ello utilizaremos distintos

multiplicadores A,® :

L'= F(ty,u)+ Af (t,y,u) ~©Oh

Las condiciones de maximizacién seran:

!

a
= =F N, -Ohf,=0

a '
= "h=h-hf(y)20 020 6—=0

Debemos afiadir para que la condicién anterior no sea sélo cierta para h(t,y)=c,
otra condicién complementaria:
h(ty)sc O[c-h(t,y)]=0 = h(t,y)<c -»®=0 6 h(t,y)=c »0>0
Las condiciones del principio maximizador seran:

%’l
E=F;4+Afu‘®hyfu=0

L ' L
26=—h=—h,—hyf(t,y,u)20 0220 ®£=O

h(ta )SC ®[C'h(t>Y)]=0
©>0 [=0 cuando h(t,y)<c]

- 4L
Fe—= Ly,
ey f(t.y,u)

: a
A== =-F- A ®lh, +h,1,+h,f]

mas las condiciones de transversalidad.

Debemos tener en cuenta que tras derivar h de la funcién de la restriccion
h(t,y), podemos aplicar directamente las condiciones del principio maximizador, sin
transformarl:) antes del estado inicial planteado en (1) al estado planteado en (2).

Asumimos que la méximizacién de la Lagrangiana respecto a u, nos da una

solucién interior. Si la variable de control estd sujeta a condicién de no negatividad
!

AL .
u(t)20, entonces - 0 sera reemplazada por las condiciones de KUHN-TUCKER:
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a 25 . | .
Y <0 ux0 U= 0, lo cual permite obtener una solucién de

contorno. Aunque existe solucién de contorno siempre que la variable de control tenga

delimitada su zona

3. APLICACIONES ECONOMICAS

3.1 El ciclo del negocio politico

Este modelo desarrollado por William Nordhaus, parte de la idea de que en una
democracia es competencia de un partido politico para protegerse de los rivales tomar
decisiones en cada periodo electoral sobre los ratios de desempleo y nivel de inflacion.
El autor utiliza una funcién de voto y lé curva de Phillips para relacionar las dos
variables anteriores.

El partido en el poder esta obligado a desarrollar politicas que mejoren el
bienestar de los votantes, para asi ganar las elecciones. Este modelo se centra en las
politicas econdémicas, y se basa en dos variables de control:

U: nivel de desempleo.

p: nivel de inflacién,
que son las dos preocupaciones primordiales del electorado, que reaccionan en cada
momento ante sus valores.

v=v(U,p) Funcién de voto que medir4 el poder del partido para captar

el voto.
vy<0 — Ya que a mayor nivel de desempleo, mayor pérdida de
| votos.
vp<0 — Ya que a mayor nivel de inflacion , mayor pérdida de
votos.

La curva de Phillips : p= ¢(U)+an  ¢'<0, 7 inflacién esperada, 0so<l.

Suponemos un modelo de expectativas adaptables:
n’ =b(p-m) (b>0)
Tenemos pues tres variables U, p , 7. Tomaremos como variable de estado a 7 :
(w) variable de estado. .

(") ecuacion de movimiento ©° = b(p-m).
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(U) variable de control ( ya que afectaa p , y a t)=> Suponer que el
partido en el poder tiene influencia para modificar U.
(p) simple funcién de las otras variables.
El problema supone que un partido gana las elecciones en t=0 y las siguientes son en
t=T. El partido gobernante tiene T afios para convencer e impresionar a sus votantes,
para ganar votos.
En cualquier momento del periodo [0, T] los pares de valores p , U determinan
un valor concreto de v.
Este problema asi planteado se podrd resolver bien mediante célculo de

variaciones, bien mediante control 6ptimo.

Resolucion del problema mediante calculo de variaciones

El problema quedaria planteado como:
Méx. [ v(U, p)e"dr

s.a: p=¢o(U)+an
n'= b(p-m)
n(0)=mny 7(T)libre (mo,T dados)

En este primer planteamiento del problema prescindiremos de la ecuacién
p=¢(U)+amn, dado que la variable p, puede ser sustituida con facilidad en la funcién de
voto y en la ecuacion de movimiento.

Siendo €™ un actualizador. Debera dar mas peso a los acontecimientos mas
cercanos en el tiempo, ya que asumimos una memoria colectiva breve. (r>o: ratio de
pérdida de memoria).

Para resolver el problema cuantitativamente Nordhaus asume las siguientes

funciones especificas:

v(U,p)=-Uhp  (b>0)
o(U)-kU .k >0)
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El problema a resolver mediante célculo de variaciones seria:
T,
Max. |(~U? - hj + kU - han)e™dt
0

sa.  7m'=b[j-kU-(1-a)7]
n(0)=ny 7(T)libre (n,T dados)

El Hamiltoniano es: H= (-U2-hj+hkU-hom)e“+7Lb[i-kU-(l-oc)n]

Maximizando H con respecto a la variable de control v, tenemos la ecuacion :

H
U (-2U+hk)e™Abk=0

Esto implica la trayectoria de control:

U()= 1/2k(h- Ab &™)

2
0'[[2

cualquier momento del tiempo , como requiere el principio maximizador.

Como = 2e" <0, la trayectoria de control maximiza el Hamiltoniano en

Debemos ahora obtener la trayectoria de control 6ptima para la variable de

coestado:

A’= —=hae" + Ab(1-a)

Sk

Reescribiendo la ecuacion de movimiento para A :  A’-b(1-a)A=hae™ se puede

reconecer una ecuacion diferencial lineal de orden uno. La solucién general para A sera:

A= AePot (A arbitrario)
A= %“e” (B= r-b+ob)
AME)= At A= Ae® '+ —]nge’ ! Solucién general.

Determinamos A, utilizando las condiciones de transversalidad A(n)=0. Dejando
t=T, aplicamos la condicién y despejando A, tenemos A= (-h/B)eBT.La solucion
definitiva sera pues:

Mt)= (ha/B)[e™-eBT(-o]
Por ultimo la trayectoria 6ptima de conntrol sera, tras simplificar:

U(t)= (kl/2B)[(r-b)+boe®™ ] -
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Esta es la trdyectoria de control que el partido politico debera seguir si quisiese
ser reelegido en el afio T. Podemos ademas, a partir de aqui, observar que:
dU * B(’]‘.[) o,
T = -1/2 khbae <0, porque k, h,a y b son positivos.

La politica econémica maximizadora del -voto es por tanto, establecer un nivel

alto de desempleo nada mas ganar las elecciones en el momento t=0, y luego despacio
dejar caer el nivel de desempleo a lo largo del periodo [0,T]. De hecho, los niveles
6ptimos de desempleo en los momentos 0, T pueden ser perfectamente determinados.

U(0)= kh/2B][(r-b)+b ae®"]

U(T)= kh/2B[(r-b)+ba]=kh/2

- El nivel final de desempleo es una cantidad positiva, lo cual y al ser un

maximo de esta funcién, implica que la estrategia de no imponer ninguna restriccion
sobre U, no causa problemas sobre el signo de U en este caso. De cualquier modo, para
ser totalmente correctos, el significado econémico de U(0), nos indica que debe ser
menor que la unidad, o mejor aun, menor que un ratio maximo tolerable de desempleo.
Respecto a la inflaciéon, el comportamiento general nos indica que deberia ser

relativamente baja al comienzo de cada periodo, para ir subiendo poco a poco.

Resolucion mediante control 6ptimo
Veamos como podemos pasar de un problema sin restriccion a uno con
restriccion. Supongamos que tenemos planteado el problema como lo habiamos hecho

en calculo de variaciones:
7,

Ma xJv(U, p)e” dt
0
s.a: p= o(U)+an
" =b(p-n)
n(0)=mny 7(T) libre (mo,T dados).
Vamos a restituir la restriccion de igualdad que habiamos omitido como tal en la
resolucion mediante calculo de variaciones:

p=¢(U)+tan
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En el problema tendremos pués:
7 : variable de estado.
n’: ecuacién de movimiento.
U: Gnica variabi_e de control tras la sustitucion.

p: nueva variable de control.

p-0(U)-an=0  Restriccion.

Construimos el Lagrangiano:

L= v(U,p)e"+Ab(p-m)+8[d(U)+om-p]

Recordemos las funciones propuestas por Nordhaus para resolver es problema

cuantitativamente:

vU,p)=-Uhp  (6>0)
o(U)-kU  (.k>0)

El Lagrangiano tomar4d la forma:

L= (-U%-hp)e"+Ab(p-n)+6[j-kU+om-p]

El principio de maximizacion nos lleva a :

17
i -2Ue"-0k=0 1)
07
—=-he"+Ab-0=0 2
& (2)
—_—1. + D=
0 j-kU+om-p=0 3)
A
== b(p-n) 6
X’=-%=xb-9a (%)
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En el modelo sin restricciones obtuvimos:

GH
- (-2U+hk)e"-Abk=0 (6) Maéx del hamiltoniano.

n'=b[j-kU-(1-a)n] Ecuacién movimiento estado . (7)
A'= hae™+Ab(1-o) Ecuacién de movimiento constante. (8)
Resolviendo (2) para 6:
0= -he"+Ab %)

Sustituyendo en (1):

a
E=-2Ue"+hke“-7&bk=0 = (6)

Resolviendo (3) para p, tenemos:
p=j-kU+am, que restablece la restriccion.
Esto nos permite escribir (4) como :
1t’=vb(j-kU+om-n)=b[ j-kU-(1-o)m} = (7)

Finalmente utilizando la expresiéon de 6 en (9) tenemos que (5) se puede

reescribir como:
A’=Ab+hae™-Abo= Ab(1-a)+hoe™

Que es exactamente (8), la expresion obtenida en la resolucién del modelo
mediante claculo de variaciones. Vemos pues, que los dos planteamientos son

equivalentes.
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3.2 La maximizacion de beneficios de una empresa en el contexto dinamico

En la mayoria de los modelos contemplados por la teoria econdmica, el objetivo
de la empresa es la maximizacién del beneficio total; un ejemplo claro de este
planteamiento es el modelo de Evans de Monopolio Dinamico.

Baumol, sin embargo, ha desarrollado un modelo estatico de optimizacién en
una empresa desde un punto de vista diferente. Dado que en la actualidad en la mayoria
de las empresas existe una separacion entre propiedad y control, el objetivo de los
directivos ya no serd maximizar los beneficios, sino maximizar los ingresos por ventas;
pero siempre manteniendo un nivel minimo de dividendos, con el fin de no enfrentar sus
intereses a los de los accionistas.

La validez de este modelo ha sido cuestionada en el contexto dinamico, ya que si
se acepta que los beneficios son el vehiculo de crecimiento de una empresa, y este
. crecimiento a su vez, posibilita el incremento de la produccién y con ello el de las
ventas potenciales; puede parecer que bajo una perspectiva dindmica, la maximizacion
del beneficio seria prerrequisito para la maximizacion de las ventas.

Vamos a considerar el planteamiento de Baumol en el desarrollo de un modelo
de control éptimo.

Consideraremos una empresa que produce un Unico bien, con una funcion de
produccién neoclésica: linealmente homogénea y estrictamente cuasiconcava,

Q=QK,L) siendo k=K/L = Q/L=¢(k)
Qe=¢"(k) Qx>0 Q<0 (A)
Qu=¢(k)-k¢'(k) Qu>0 Q<0 (B)
Todos los precios, incluido el salario w y el precio del capital se suponen
constantes, y el precio del producto se considera igual a la unidad. Bajo estas

condiciones los ingresos de la empresa seran:

R=QK,L).1=Q(,L) , yelbeneficio [I=R-wL=Q(K,L)-wL
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Para satisfacer a los accionistas, los directivos han de mantener un minimo
interés de reembolso del capital (rp), luego, el comportamiento de estos tltimos estara
restringido por la inecuacion:

I
“k‘Zro = II-Kr 20 = QK,L)-wL-rp.K 20

Para simplificar, definimos o como la relaciéon existente entre el capital

reinvertido y el precio del capital. Luego la tasa de variacion del capital sera:
K=o II=a[QX)K,L)-w.L]

Podemos plantear entonces el problema de maximizacioén de ingresos por ventas

como un problema de control 6ptimo, con una restricciéon de desigualdad :
T

Max [JQ(K,L).e™ dt
0

sa. K=a[QXK,L)-w.L]
wL+r.K -QXK,L)<0
y K(0)=Ko K(T)libre (Kq, T dados)

En el modelo hay dos variables K como variable de estado y L como variable de
control. La ecuacién de la desigualdad es convexa en L, y el conjunto de restricciones
tiene solucion interior ( IT / K > rg . Luego, se satisfacen todas las condiciones
necesarias para aplicar el principio de maximo.

Construimos He y Lc

He=Q(K, L) + m.a[Q(XK, L) - w.L]

Le=QK, L) + ma[Q(K, L) - w.L] +n[Q(K,L) - wL - rp.K]
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segln el principio del maximo

.%IE=O = (1+mo +n)QL-(mo+nw=0 Vte[0,T] (M

oL, oL,
-a—n—ZO nz0 n an—0=:> QXK,L)-wL-rpK 20 n20
2
n[ QXK,L)-w.L-r.K] =0
AL, .
K= = K =0[QK,L)-wL] (3)
on .
m:—o,,Kf-{»p-m = -(1+maoa +n)Qg+nry +pm=m (4)
m(T)=0

Veamos el andlisis cualitativo del problema para obtener alguna
conclusién.Combinando las cuatro condiciones anteriores con (A) y (B), el

planteamiento se transformaria en:
(I+ m.o+ n).[ok) - ko'(K)] - (ma+n).W=0 (1)
ok)-w-10k20 n2=20 nfok)-w-10k]=0 (2
k=oallek)-w] @)
m=-(l+ma+n)e’'k)+nr+pm (4

Definiremos k” como el nivel de k que maximiza el beneficio total, y kg como el

nivel de k que iguala el interés de reembolso a rg,

sik=k" =>Q.=w 6bien ok)-ko'(k)=w
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sik=kyg =2II/K=r1 ébien'(p(k)-w=ro.k

Graficamente:

kK k=K/L

(ko es razonable esperar que se encuentre a la izquierda de k)

. * , [ . .
Si kg <k , n sera nulo por las condiciones de inercia. Luego:

L
< =(+m-a)-[p(k)-k-¢'(k)]-m-a - = 0, esta ecuacion puede
0’1 (Cuando n=0)

representarse como una curva F(k, m) cuya pendiente sera:

am _ FI&  (1+m-a)ke'(k)
dk (a,a-0) Flom a|plk)-ke'(k)-w]’

el numerador es negativo

debido al _signo de ¢"'(k).

Para todo k < k', el denominador es también na ativo, ya que w esta por encima
g yaq Y

de QL.

Al aproximarse k a k" hacia la izquierda, el denominador tender4 a 0, lo que hace
que la pendiente de la curva sea co.

Al aproximarse k a 0, el numerador tenderé a 0, lo que hace nula la pendiente.

32




Llamaremos G(m, k) a m’ cuando n se anula, entonces:

&Gl (1+ma)e'(k)
dm/dk(s, m’=0) - —m/@n - —a¢'(k)+ p

Sea k' el valor de k que satisface p = .9 (k), como ¢’'(k) decrece al hacerlo k,
para todo k mayor que k*, el denominador es mayor que 0 lo cjue hace que dm/dk sea
menor que cero. Si k tiende a kK por la derecha, dm/dk se haré infinito

Graficamente;

m m'=0 Lc /6L =0

ke k' kS kK k=

kS es el nivel de k para el que se cumple: 8L, /0L = m'= 0, cuando n = 0.Esta
interseccion se dara sélo si k* se encuentra a‘la izquierda de k’.Del grafico se deduce
que el punto donde se cruzan las dos curvas no se encuentra en k", es decir, en el punto
de maximo beneﬁkcio.Esto supone que en el contexto dindmico no es necesario
rechazar el nuevo punto de vista de maximizacién de ingresos por ventas, en vez de
maximizar el beneficio total.
De hecho, realizando un anélisis posterior del modelo, se observa la tendencia de
Aque el nivel de k que maximiza los ingresos por ventas gravita en torno a ko (punto
donde 1y es el nivel minimo aceptable del interés de reembolso), y la Gnica circunstancia
en que la empresa maximiza beneficios es cuando k* es mayor que k.
A lo largo de este analisis no se ha contemplado la ecuacién de movimiento de

K, pero transformandola a través de K = k.L, se obtiene:
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K=kL+kL,comoK=alL.[p(k)-w], entonces k.L + k.L =a.L.[ok) - w],

al[p(k)-w]-k
k

de dond £
edonde —

luego una vez que se ha obtenido una trayectoria dptima para k, a través de esta tltima
ecuaciéon podra obtenerse la trayectoria optima correspondiente para la variable de

control,

3.3 El problema de la acumulacién de capital bajo restricciones financieras.
William Schoworm analiza una firma sin posibilidades de financiacién via
préstamo y cuya inversién unicamente puede ser financiada mediante sus propios
beneficios retenidos.
El autor plantea un modelo donde:
n(t,K) es la funcion de beneﬁcios de la empresa.
I(t) representa el gasto en inversion, siendo I(t)>0
Donde no se puede vender capital usado.
Donde no pueden tomar prestados fondos.
El flujo de caja ¢(t) depende sdlamente de los beneficios y de la
inversion:
o(t)= n(t,K)-1(t)

El objetivo de la empresa es:
Méx. Md xJ¢(t)e #dr , donde p es la tasa de retorno que los
0

poseedores del capital podrian obtener en inversiones alternativas, asi como la tasa de
retorno que la firma podria obtener de sus dividendos retenidos.

Partiendo de un nivel inicial, los dividendos retenidos R(t), sélo pueden ser
incrementados mediante otras retenciones recibidas (al ratio p) de los dividendos (R), o

por un flujo de caja positivo. Lo cual implica:

R() = pR() + $(1) = pR() + 7 (1,K) — 1(1)
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Asumiendo no depreciacion del capital:
K@) =1(1)
Las variables de estado de este problema de control 6ptimo con resstricciones
que no incluyen variables de control, seran R(t) y K(t).Deberemos al ser ambas
variables no negativas, imponer una restriccion sobre R(t), es decir, R(t)>0. La variable

de control serd I(t).

El problema quedaré planteado como:
Méx. T[;r(t, K)-I(t)]e #dt
; !

sa. R(t)= pR(t)+d(t) = pR(f)+7r(t,K)—](t)

K(t) = I(t)
R(0)=Ro  K(0)=K,
I(t)e[ 0,0)
Construimos el Lagrangiano:
L'= [#@t.k)-I]e” + Ag[pR+ 7 (t,K) = I] + A I+ pR + 7 (t,K) - 1],
donde A,,A, son variables de coestado para R y K.
Las condiciones de maximizacién seran:
L a
7 - "¢ —AR+A,-O<0 Y20 107 =0
a
170
R0 6R(1)=0

a
= -2 > —=
PR+7(t,K)-120 620 90,6 0

®<0 [=0 cuando R>0]

!

R = = pR _
R ah PR+ 7(t,K)-1
k= _;

TN,

. a’
AR='—E=_p(AR+®)

. a
AK=—BI?=—7IK(6_’X+AR+®)
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més una serie de condiciones de transversalidad.’
Con I(t)>0 la condicién complementaria obliga a que i =0 6 a que por (1)

Ay =e”+A,+0
Diferenciando respecto a t:
Ap==pe? +hy+0=-pe” ~ p(A, +@) +O=—ple” +A, +0) +6
(Por 3)
Conjugando A, con (4):
mle? +A, +0) =—ple P + A, +60)+O  (5)

Este resultado sintetiza la regla de optimizacion para la firma cuando Y>0.

Hemos de observar que por (2) cuando ® =0 entonces R>0. Por (5) sabemos
también que si R>0 la firma seguird como regla de inversién: nx=p , es decir, cuaando
los dividendos retenidos son positivos la firma seguird como norma que el beneficio
marginal del capital sea igual al tipo de interés de retorno del mercado.

Si R=0 en algtin intervalo del tiempo (t,t,) ello implicaria que R =0 en dicho
intervalo de tiempo. Por lo tanto la regla de inversion a seguir por la firma cuando
R=R =0, sera I(t)=n(t,K), es decir, la firma bajo restricciones invertira su beneficio
corriente. Podemos observar por consiguiente, que cuando la restriccion referida a los
dividendos retenidos ( R) estd siendo tenida en cuenta, la inversién se vuelve mads

restringida por el beneficio corriente.

3 Las condiciones de Kuhn-Tucker fueron aplicadas en (1 ), gracias a la restriccion de no negaatividad de

‘Ia variable de control.
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