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1. INTRODUCCION

Resulta revelador intentar plasmar la idea referida a un conglomerado de agentes
que constituyan un nucleo alrededor del cual gire la actividad objeto de estudio. La
concepcion de una estructura formada por un centro y una periferia, constituye un

paradigma clésico y recurrente en muchos campos de la ciencia.

Siguiendo esta linea, los investigadores Stephen Borgatti y Martin Everett
desarrollan en 1999 un modelo de andlisis estructural estructural basado en la
delimitacion de un centro formado por un conjunto de actores fuertemente relacionados,
esto es, un grupo cohesivo y con alta densidad de interrelaciones. En contraposicion, los

agentes dispersos y poco conectados de la red delimitan la periferia del sistema.

El enfoque original de los autores es modificado empleando medidas que
creemos, aportan un mayor grado de coherencia y exactitud a los objetivos planteados.
En este trabajo, sin perdida de generalidad' nos centramos en la estimacion y
posteriormente en la evaluacion, de modelos centro- periferia basados en grafos

valorados. Se concluye con una breve sintesis de los resultados obtenidos.

1. MODELO CENTRO-PERIFERIA. PLANTEAMIENTO GENERAL

Siguiendo la linea de desarrollo iniciada por Borgatti y Everett (1999), es posible
reconstruir un modelo donde se determine el centro o nucleo de la actividad frente a
aquellos nodos que constituyen la periferia de la misma. La delimitacion de las zonas de
interés se basa en la comparacion de una estructura ideal con los datos disponibles de la
red, asumiendo que aquellos actores con unas relaciones mas intensas seran los que

constituyan el nucleo central.

' Las técnicas de fiabilidad empleadas resultan extensibles a grafos dicotomicos.



La medida de proximidad entre la estructura real y teérica propuesta por Borgatti

y Everett es:

Donde x;; muestra la presencia de relaciones observadas entre los nodos i-ésimo

y j-ésimo, &;; indica la existencia de interrelaciones entre los actores en la matriz imagen

ideal centro-periferia, y c; es el grado de centralidad del actor i-ésimo, tal que ¢, > 0.

La estructura tedrica contendra valores relativamente elevados para aquellos
pares de actores que mantengan un alto nivel de centralidad (coreness), mientras que
valores intermedios corresponderan a aquellos casos en los que s6lo uno de los nodos
muestra una posicion central, por Ultimo, los actores pertenecientes a la periferia

llevarian aparejados valores de pequefia cuantia.

La estimacion de los valores correspondientes al centro (c;), se efectlia a partir de
un proceso de maximizacion de la correlacion entre las estructuras tedrica y real. Sin
embargo, dicho procedimiento no resulta, en general, correcto dado que la existencia de
una alta correlacion entre las estructuras, no supone, necesariamente, que ambas sean
idénticas, sino s6lo que se comportan igual. El coeficiente de correlacion mide la fuerza
de la relacion entre dos variables, y el sentido de la misma, pero no la coincidencia o
concordancia del valor de sus observaciones. De hecho, un cambio en las unidades de
medida de una de las magnitudes no afectaria a la correlacion, aunque si

indudablemente a la concordancia.

En otro orden de cosas, tampoco el método empleado en la resolucion del
problema de maximizacion resulta idoneo. El algoritmo iterativo aplicado- propuesto
por Fletcher y Powell-, introduce variabilidad en sus resultados segtin cual sea el punto
de partidaconsiderado, lo cual cuestiona la unicidad y representatividad de la solucion
ofrecida al existir la posibilidad de presentar como soluciéon un méximo que sélo sea

local, y no el global de la funcion (Everitt, 1987).



La conjunciéon de una medida de partida potencialmente confusa junto con las
limitaciones del procedimiento de resolucion aplicado, plantean la necesidad de afrontar
una reforma de la metodologia en una doble vertiente, estimacion de coeficientes y

analisis de bondad, cuestiones abordadas en los siguientes epigrafes.

3. PROCESO DE ESTIMACION

Con la finalidad de intentar resolver el primer problema sefialado, proponemos
emplear medidas derivadas de la teoria de la informacion con el objetivo de estimar la
estructura teorica que presente minima divergencia con la estructura real objeto de

estudio.

Una de las medidas pioneras de la teoria de la informacion es la denominada
entropia de Shannon, la cual junto con otras medidas similares, han sido empleadas

.. . . . )
como indicadores de la diversidad existente dentro de una poblacion”.

La entropia de una distribucioén puede ser entendida como el desorden existente
en la misma, es decir, la incertidumbre asociada a un determinado fendémeno. Dicha
incertidumbre puede ser cuantificada a partir de un sistema de probabilidad. Asi, si un
fendmeno lleva asociado una distribuciéon de probabilidad uniforme, presentara una

mayor carga de incertidumbre que cualquier otro.

A partir de la medida de entropia propuesta por Shannon, Kullback y Leibler
(1951) introducen una medida de divergencia entre dos distribuciones. Consideremos
dos variables aleatorias discretas X e Y cuyas probabilidades asociadas son

P= {pl,...,pn} y Q= {ql,...,qn}, respectivamente. Se define la distancia de Kullback-

Leibler como la expresion que sigue:

D(P,Q)=Zpilog(%j

Siguiendo la linea desarrollada por Golan, Judge y Robinson (1994) se plantea la
siguiente expresion a partir de la divergencia anterior de Kullback y Leibler,

consideradas dos distribuciones de probabilidad conjuntas recogidas en P = {pij} y

Q=1lq,}Vi,j=L..n:

% Ver Rao (1982), Good y Smith (1985).



2.2 log%

i=1 j=I ij
Dicha medida permite detectar la divergencia entre dos distribuciones
bidimensionales discretas. Ademas, ofrece una alternativa a la estimacion de la matriz

teorica (Sij) que suponga la minima divergencia con la estructura real objeto de
estudio (x i ) .

La especificacion del modelo centro versus periferia, a partir de la delimitacion
de un conglomerado de nodos que constituya un nucleo generador de actividad, se
inspira en el principio de minima entropia sujeto a una serie de restricciones:

Min Zn: Zn:pij log Pi
q

i=1 j=1 i
n n
sa. ) > py =1
il =1

OSpijsl

Zpijaj =9,
=1

Donde pj y q; corresponden respectivamente a las proporciones de conexiones

teoricas (Sij) y observadas (x ) en las estructuras consiguientes recogidas en la Tabla

ij

N°1:

Tabla N° 1. Organigrama de estructuras

RED TEORICA RED REAL
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de tal forma que:

Sij Sij Xy Xy

281& % ZXU T
i=1 i

La solucion al proceso de minimizacion planteado se obtiene utilizando el

Pj

método de los multiplicadores de Lagrange”, cuya expresion es (Golan, et. al. 1994):

3 Dadas las caracteristicas del problema, éste ha de se resuelto numéricamente.



p; = %e)‘p[_ 7“184']
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Donde
Q)= Y ayexpl-1.3 ]
i=1

y A, representa los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones.

Es interesante destacar algunas de las propiedades del proceso de minimizacioén
generado a partir de la entropia cruzada®, tales como la unicidad de la solucion, que
muestran que este procedimiento es potencialmente mds adecuado que el algoritmo
empleado por Borgatti y Everett el cual no permite garantizar la representatividad de la
solucién’. El método planteado permite ademas ofrecer estructuras similares en las
cuales se conserven tanto los ceros como la intensidad de las variables. Los coeficientes
qij importantes o relativamente elevados son representados por p;; también relativamente
considerables en la matriz teérica y, los coeficientes que son nulos o positivos en la
matriz observada, seguiran el mismo patrén en la estructura imagen’. La posible
inclusion ademas de ecuaciones no lineales, junto con desigualdades supone una ventaja
operacional de la que otros métodos menos rapidos y eficientes carecen. Este rasgo
permite la inclusion de informacion adicional derivada de otras fuentes o estudios, en la

medida en la que sea posible su definicidn a partir de apropiadas ecuaciones.

Dado que nuestro interés es la determinacion de los indices de centralidad (c;),
para diferenciar los actores centrales de los periféricos, se debe proceder a su estimacion

a partir de los resultados obtenidos anteriormente (pj;).

Puesto que por construccion pj=———=—, las conexiones teoricas entre un

Z5ij !

i=1
par de actores i-ésimo y j-ésimo se pueden determinar un sistema de ecuaciones como el
que sigue:

Sij =P;9;;

* Se pueden consultar dichas propiedades en Blien (2001).
> Ver Everitt (1987), Cover y Thomas (1991) para una revisién de ambos métodos respectivamente.
% Ver Blien y Graef (1997).



n

S.J = Sij
i=1

A partir del cual se establecen los indices de centralidad como’:

d;=cc; Vij=l..,n

c;20;¢;,20

4. ANALISIS DE BONDAD

La adaptacion de la matriz tedrica a la matriz observada, constituye un punto de
analisis interesante y posterior a la determinacion de los datos necesarios en nuestro
modelo. Se presentan, para ello, dos posibles lineas de trabajo con el objetivo de

estudiar la fiabilidad del modelo planteado.

La primera mantiene el hilo conductor derivado la teoria de la informacion. La
distancia de Kullback y Leibler sobre las variables bidimensional supone una medida
del grado de exactitud entre las estructuras consideradas. La segunda via de estudio en
el andlisis del grado de discrepancia ofrece un andlisis grafico complementado con una

medida de la concordancia, finalidad Gltima buscada en este planteamiento.

4.1. DIVERGENCIA DISTRIBUTIVA
Una medida de divergencia directa extensamente aplicada por sus adecuadas
propiedades es la distancia de Kullback y Leibler (1951), empleada ya en el proceso de

estimacion.

Dadas dos distribuciones de probabilidad p = [pl...pn] y q= [ql...qn ], un
indicador de la divergencia entre dos distribuciones de probabilidad puede ser entendido
como una medida del error cometido al considerar que la distribucidn correcta es q. Su
expresion es la que sigue:

bl f)= S, e
D(p| |a)=>p; log
i=1 q;
Muestra, por tanto, la ineficiencia o el error cometido al asumir que la

distribucion correcta es q cuando en realidad lo es la distribucién desconocida p.

7 Corresponderia a un sistema de ecuaciones sobreidentificado.



Medida acotada inferiormente por cero (D(p| |q) > O), alcanzara dicho valor, si y

solo si, p=q. Y a medida que la divergencia entre las distribuciones sea mayor, dicho

indicador crecera®. Ademas debe considerarse que D(p| |q);t D(q| |p), lo cual resulta

un rasgo relevante en la decision de la matriz sobre la cual se realiza la comparacion.

Considérese ahora dos distribuciones de probabilidad bidimensionales P = {p ij}
y Q= {qij} Vi=1,..,n;Vj=1..,n, cuyos elementos p; y qj;, definidos anteriormente,
corresponden respectivamente a las proporciones de relaciones teodricas (Sij) y

observadas (x i ) .

La distancia de Kullback y Leibler (1951) asociada a estas variables
bidimensionales, con comportamiento andlogo al anteriormente expresado para una
variable unidimensional, ofrece un indicador de la concordancia existente entre la

estructura tedrica y real:

D

Xy

4.2. EL METODO DE ALTAM-BLAND
El método desarrollado por Altam-Bland (1986) permite visualizar graficamente

el nivel de concordancia existente entre las dos estructuras consideradas.

Sea mj;, (Vi =1L..,n;j=1, 2) la relacion i-ésima’ especificada en la matriz j-ésima,
la informacion disponible podra ser resumida en una tabla de doble entrada como la
expuesta a continuacion, donde el tamafio de muestra (n) para cada una de las dos

situaciones experimentales- tablas real y teorica- coincide.

8 Alcanzaré el valor log(n) en el caso en que una de las distribuciones sea degenerada y la otra presente un
reparto uniforme.

? Sea considerada cada celda de la tabla analizada como una observacion i-ésima, orden que sera
mantenido para el estudio de las restantes matrices.



Tabla N° 2

Red
Observaciones Observada Teorica
1 my, m,

m;,

ng

La representacion de la nube de puntos de las observaciones consideradas junto
a la bisectriz del primer cuadrante, supone una aproximacion inicial e intuitiva al grado
de concordancia existente. De forma que, cuanto mayor sea la proporcion de datos sobre
la linea mencionada, menor serd la discrepancia existente entre los resultados estimados
y observados.

Grafico N° 1

my
Donde m; y m; representan los datos relacionales de la red observada y tedrica

respectivamente.

Dado que, previsiblemente, ambas estructuras divergirdn en el grado de sus

interrelaciones, resulta interesante medir el grado de concordancia alcanzado.

El coeficiente de correlacion usualmente empleado con este fin no resulta, como
ya se ha comentado, adecuado por lo que la siguiente representacién supone una

alternativa sencilla que proporciona dos limites aleatorios entre los que con cierta



probabilidad o confianza (1 - a), se halle comprendido el nivel de divergencia existente

entre las estructuras analizadas.

Sea D la variable diferencia resultante de la comparacion de la estructuras de las dos
redes, y M la media de las observaciones respectivas de las mismas. La grafica de la
nube de puntos que representa a las variables media y diferencia se representa en el

grafico N° 2.

Grafico N° 2
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La delimitacion de una banda en la cual se sitien discrepancias pequefias entre
ambas redes se puede generar como (diZS d). De hecho, si la variable diferencia se
distribuyese normalmente, aproximadamente el 95% de las mismas se situarian dentro

de los limites establecidos como (& +1,96s, )

Si las divergencias observadas entre las dos estructuras se sitian dentro de los
extremos establecidos, denominados limites de concordancia, no resultaran
significativas y se puede considerar las redes como potencialmente intercambiables
dada su similitud. En caso de que no haya un error sistematico los puntos se distribuirdn
de forma aleatoria a uno y otro lado de la recta que represente la diferencia nula'’. Dado

que estos limites son estimaciones puntuales aplicadas al conjunto de la poblacion,

' Las relaciones entre ambas variables puede mostrar la existencia de cierto sesgo, en cuyo caso, los
datos deben ser sometidos a ciertos tratamientos estadisticos. La aplicacion de logaritmos, puede
solventar el problema en aquellos casos mas sencillos. En caso contrario se requiere la aplicacion de una
combinacion de métodos de regresion que establezcan el intervalo de confianza establecido. Ver Bland y
Altam (1999).

10
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deben ser complementadas con sus intervalos de confianza respectivos ', las bandas

aleatorias a las cuales perteneceran los parametros desconocidos con cierto nivel de

confianza (1 - a) bajo el supuesto de normalidad'*:

- [3s - 3s
d d
I(:lim inferior concordancia d - 2Sd * k n I(:lim superior concordancia d + 2Sd * k n

La representacion grafica donde se recogen estos limites aparece en el grafico
siguiente, tal que la linea pespunteada gruesa representa la banda de concordancia y sus

limites inferiores de confianza son delimitados por pespuntes finos.

GraficoN° 3
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" La varianza del intervalo de confianza inicial, bajo el supuesto de independencia entre d y s 4>

responde a:

. _ s s> 1196
Var(d +1,96s, ): Var(d)+ 1,962V3r(5d ) = ?d +1,96° 2(11—(1_1) B (H " m]si

Expresion que puede ser aproximada para tamafios de muestra elevados por:

2 2
Var(d£196s, )= (2.92)°¢ = 3%¢
n n
"2 Si las variables no cumplen el supuesto de normalidad, y existen fuertes discrepancias entre las redes
consideradas, la estimacion de los intervalos se debe plantear a partir de métodos no paramétricos. Dada
la proporcion de diferencias mayores a cierto valor de referencia, o un determinado centil para, por
ejemplo el 10%, la banda de confianza se construye aplicando el modelo binomial para la proporcién o el
error estandar del centil. Aun asi estos métodos resultan menos exactos o confiables que aquellos que
emplean el supuesto de normalidad (Bland y Altman, 1999).

11



4.3. INDICE DE CONCORDANCIA LIN (1989)
Cuando los efectos son aleatorios y solo existen dos factores, el coeficiente de
Lin (1989) representa una alternativa medida que ha gozado de una notable

aceptacion'”.

Desarrollado a partir del coeficiente de Krippendorf (1970), la concordancia
maxima requiere simultdneamente, no s6lo una correlacion perfecta, si no también
precision y exactitud o acuracidad:

W =H;30; =05;p=+]

Estas dos ultimas caracteristicas, son una condicidon necesaria pero no suficiente
para la concordancia en los datos de ambas estructuras. Dadas dos distribuciones
idénticas, pero con un orden de las observaciones diferente, la esperanza y varianza de
las mismas coincidird, sin embargo, el grado de concordancia no serd perfecto,
pudiendo llegar a ser incluso nulo. Se requiere, por tanto, afadir el supuesto de
correlacion perfecta entre las estructuras (p =1) para una delimitacion exacta del

fendmeno analizado.

Sean (M. Miz)con i=1,...,n, dos muestras i de una poblacion con el siguiente

i1?
vector de esperanzas y matriz de varianzas-covarianzas:
H G o),
Ho G, O,
El grado de concordancia entre M; y M, puede ser planteado en términos de la

diferencia cuadratica esperada:

E[(Ml _Mz)zjz (Hl _Hz)2 +(612 +G§ _2012)

Dado que el término desarrollado representa la desviacion esperada entre los
valores, la normalizacion de la medida entre la discrepancia esperada en el caso de que
las variables fuesen incorreladas, permite construir un indice de concordancia acotado

entre menos uno y uno de tal forma que:

" La dependencia existente entre las dos tablas consideradas derivadas, limita la aplicabilidad de otros
indices de concordancia al uso tales como los coeficientes de correlacion intraclase.

12



E[(Ml _Mz)z] _ 25,

ol +ol 4w —p,)  ol+ol+(u —p,)

p.=1-

—-1<p, <1
O bien en términos del coeficiente de correlacion de Pearson (p):

20, B 2pc,c,

pC: -
o) +0;+(, -1, ol +o;+(u, —p,)

—-1<p, <1
En cualquier caso, valores préoximos a la unidad indican concordancia perfecta,

mientras que si el valor fuese -1 la disconcordancia entre las variables seria perfecta.

- .o 14
Su estimador toma la expresion :

) 28, 2SS,

o S; +S3 +(Bl —52)2 ) S; +S; +(n_11 —Bz)z

donde ml,mz,Slz,S;,Slz,r representan respectivamente las medias, varianzas,

covarianza y coeficiente de correlacion de Pearson de las dos redes consideradas:

— 1 n
m;j :;;Mij

SISZ

=12
El investigador debera seleccionar entre las medidas presentadas aquella que se
ajuste en mayor medida a su objeto de estudio. Si bien, el indice de Lin ofrece una
medida resumen del grado alcanzado de concordancia, las medidas de informacion
permiten una diferenciacién de este nivel segun los agentes econémicos considerados
manteniendo la base tedrica de la teoria de la informacién empleada en el proceso de

estimacion.

' El estimador planteado seguira una distribucion normal asintética, bajo el supuesto de una poblacion
normal bivariante, la cual puede ser mejorada empleando una transformacion de la inversa de la tangente
hiperbolica (Lin, 1989).

13



5. CONCLUSIONES

Los modelos centro-periferia desarrollados por Borgatti y Everett (1999),
constituyen una herramienta de analisis de valiosa utilidad, que son capaces de
modelizar la idea clasica de la existencia de una estructura constituida por un nucleo
activo, formado por un entramado denso y compacto de actores, frente a un

conglomerado disperso en sus relaciones y poco conectado.

En este trabajo, el enfoque original de estos autores es modificado empleando
medidas y procesos de estimacion que creemos, aportan un mayor grado de coherencia

y exactitud a los objetivos planteados.
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