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Capitulo 1

Introduction

If two or more atoms are bounded to form an agregate, known as molecule, we say that
there exists chemical bond between them. The chemical bond concept is one of the most fun-
damental concepts in whole modern chemistry. Since terms like molecule and chemical bond
are developed for the first time, chemists have been intrigued about a fundamental question:
What is a chemical bond? An for other questions like: What forces are responsible of mantai-
ning the atoms close to each other? Why are the atoms combined in certain fixed proportions?
Qhat does determine the tridimensional arrangement of the atoms in a molecule? During a lot
of years there have not been clear answers to these questions. Although many efforts have
tried to elucidate the responsible factors of the strength and existence of the chemical bond
it is not yet well understood. Nowdays, as a results of several physical thecniques as X-ray
crystallography, electron diffraction and microwave spectroscopy a huge detailed amount of
information has been accumulated. This information together with the advance of our know-
ledge of the fundamental laws of matter provided by the advent of Quantum Mechanics around
the 20’s has given rise to some answers to these fundamental questions. But our knowlegde is
far away to be completely understood and when new molecules are sintetized and discovered
some ideas have to be modified. Thus, the chemical bond nature still continues intrigating che-
mists. Among some of the reasons, there exists a mutual relation between the Lewis classic
image of the shared lone pairs of the chemical bond and Quantum Chemistry based on the
multielectronic wavefunctions concept. Lewis proposed that electron pairs constituted the pri-
mary blocks of matter. His original argument, before the advent of quantum theory, postulated
the violation of the Coulomb law for the electronic coupling. Nowdays it is understood as a
consequence of the antisymmetry requirement over the fermionic state vectors.

One of the first attempts to study the chemical bond was the so called localized orbitals, but
since these and any kind of orbitals are monoelectronic quantities, they are not able to explain
the lone pairs behavior. SDespite the orbital language has been widely used during the last
years as a tool to study and understand several chemical concepts and whithout it, Chemistry
could not be understood.

Alternatively, there exists another way that is based on the analysis of the wavefunction in the
real not in the Fock space that is known as the topological approach and has its germen in
the work developed by Bader who showed how to apply the quantum mechanics rules to open
subsystems in R3. Within this topological approach the space is divided into regions with phy-
sical and chemical meaning, denoted basins, using the topology of various scalar fields, such
as the electronic density like in the Atoms in Molecules theory (QTAIM) [5] or the electronic
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localization function (ELF) proposed by Becke and Edgecombre [2].

On the other hand, another technique that has been useful to understand and interpret
different aspects of the chemical bond is the theory developed by Ponec [23, 24] known as
domain averaged Fermi holes (DAFH). Also, the wavefunction analysis in the real space has it
origins in the work carried out by Daudel [8] in the end of the 60’s and it has served to some
authors like A. Savin and R. Bochicchio to recover coarse grained quantities related to the
statistical distribution of electrons among regions. One of these methods is the well-known
electron number distribution functions (EDF), that given a partition of the space into domains
of an N-electronic system, the probability distribution of that kind of partition. It has served also
to the development of algorithms to reach the so called Maximum Probability Domains [3, 18].

Among all the aproximations to the wavefunction analysis and since chemical bond is as-
sociated to the image of electron pairs sharing, as Lewis postulated, the more direct method
to the study the nature of the chemical bond is from the analysis of pair densities.

The present Master Thesis in the European Master in Theoretical Chemistry and Compu-
tational Modelling is the work carried out in the Quantum Chemistry Group of the Universidad
de Oviedo and at the Université Pierre et Marie Curie, in Paris, France during a 3-month stay
under the supervision of the proffesors Andreas Savin and Benoit Braida.

The final objective is the study of the chemical bond under a point of view away from the
orbital theory, focusing in the real space because of all the chemical phenomena take place in
the real space. The application of different techniques and computational codes developed at
the Universidad de Oviedo and at the Université Pierre et Marie Curie will be employed.

The present Thesis is as follows: in Chapter 2, 3, 4y 5, it is exposed the methodology and
the theoretical and computational aspects of the several methods and codes employed to the
development of the present work. Then, in Chapter 5 and 6, the results obtained for the studied
systems as a consequence of the application of the methods and finally with their respective
conclusions.
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Metodologia

Encontrar y describir soluciones aproximadas para la ecuacion electrénica de Schrédinger
ha sido una de las mayores preocupaciones para los quimicos cuanticos desde el nacimiento
de la mecanica cuéntica. Excepto para casos muy sencillos, como en el HJ, los quimicos
cuanticos se encuentran con los problemas derivados de la existencia de muchos electrones.
Un intento para resolver tales problemas, es el método de Hartree-Fock, que es central a la
guimica cuantica. Este método ha jugado un importantisimo papel en elucidar la quimica mo-
derna. Constituye el primer paso hacia métodos mas complejos.

En la presente seccion se exponen de manera resumida tanto el método Hartree-Fock co-
mo algunos de los denominados métodos post-Hartree-Fock, en los cuales se ha incluido la
correlacion electronica.

2.1. La aproximacion Hartree-Fock

La aproximacién de Hartree-Fock [28] es crucial para la quimica cuantica puesto que se
trata de una de las teorias mas simples y eficientes para resolver el problema de un sistema
N-electrénico y es ademas el punto de partida para otras teorias que incluyen explicitamente
la correlacion electrénica, tales como Configuration Interaction'y Coupled Cluster entre otras
varias.

Bajo esta aproximacion, la funciéon de onda electrénica (V) de un sistema N-electrénico
esta descrita por el producto antisimetrizado de N espinorbitales (x;)a través de un Unico
determinante de Slater de la forma

1 xi(x1)  x2(x1) - xw(x1)
Yy = — : : (2.1)
N : :
xi(xn) xa(xn) o xw(xw)
o escrito de manera mas simplicada
Ve = [xa(x1)x2(x2) - - - xw(xn)) (2.2)

donde las variables x; contiene las coordenadas espaciales y de espin de los electrones y el
factor 1/4/N! es una constante de normalizacién. La funcién de onda asi expresada cumple
el principio de exclusién de Pauli que establece que una funcién que describe un sistema

3
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formado por particulas fermidnicas ha de ser antisimétrica frente al intercambio de cualquiera
de dos de ellas.

V(x1, X2, X3 - Xpy) = —V(X2, X1, X3+ + - Xpy) (2.3)

La funcién de onda HF consiste en la mejor aproximacién al estado fundamental del sistema
N-electrénico descrito por el Hamiltoniano electrénico y de acuerdo con el principio variacio-
nal, que establece

Enr = <WHF“:” Yur) > E (2.4)

donde H es el operador Hamiltoniano independiente del tiempo y E; es la energia del estado
fundamental, el valor propio del Hamiltoniano mas bajo.

La minimizacién de la energia respecto a los espinorbitales sujeta a la condicion de que
el conjunto de espinorbitales {y;} sean ortonormales conduce a las ecuaciones de Fock,
representadas en la forma canénica como

Flxi) = eilxi) (2.5)

En esta ecuacion, el operador de Fock f esun operador monoelectrénico, donde el conjunto
de los ¢; representa los valores propios de dicho operador y el conjunto de espinorbitales y;
son sus funciones propias y consituyen su conjunto candnico.

Las ecuaciones de Fock han de ser resueltas iterativamente, puesto que el operador de Fock
f depende de sus funciones propias {x;} y las funciones propias dependen del operador,
mediante el denominado método del campo autoconsistente (SCF).

Asi, para el electron 1, la ecuacion de Fock vendria dada por

A

f(x1) = h(x;) + Z Ji(x1) — Ki(x1) (2.6)

donde el operador JA, es el operador de Coulomb y representa el potencial promedio sobre el
electron 1

A

Jix1) = / dxai(x2) Pri? @7)

el operador K;, consecuencia de la naturaleza antisimétrica de un solo determinante de Sla-
ter, y que representa el efecto que produce al actuar sobre un espinorbital produciendo el
intercambio de los electrones 1y 2, viene dado por

A

R ()i () = [ [ i i) it 28)

h representa el hamiltoniano monoelectrénico que tiene en cuenta la energia cinética y el po-
tencial de atraccion del nucleo sobre el electrén.

En principio, existe un numero infito de soluciones para la ecuacion 2.5. En la practica la so-
lucién para la ecuacién de Hartree-Fock se realiza mediante la introduccién de un conjunto
de funciones de base espaciales conocidas lo que conduce a la denominadas ecuaciones de
Roothaan, que convierten las ecuaciones de Hartree-Fock integro-diferenciales en un conjun-
to de ecuaciones algebraicas que pueden ser resueltas con las técnicas matriciales conven-
cionales.
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2.2. Métodos post-Hartree-Fock

El método del campo autoconsistente (SCF) no es capaz de describir adecuadamene mul-
titud de sistemas. Entre varios otros problemas como el conocido problema de la disociacién
de enlaces quimicos se encuentra con una restriccion fisica basada en el hecho de que dado
gue en el método los electrones se mueven en el campo “promedio” creado por los restantes
electrones y por lo tanto no da cuenta del movimiento correlacionado de los mismos. Asi pues,
la correlacion electronica ha de ser incluida. La energia asociada a la correlacion electrénica
se define como energia de correlacion y viene dada por

Ecorr = Eexacta — EHF (29)

donde E.,.c:, €S la energia correspondiente a la resolucién exacta de la ecuacién de Schré-
dinger dentro de la base considerada y Eyr es la energia Hartree-Fock. Aunque la energia de
correlacion no es muy alta, representa cerca del 1% de la energia total del sistema, muchos
de las propiedades y procesos quimicos se encuentran en ese rango de energias, por lo que
la introduccion de la correlacion electronica es de vital importancia.

2.2.1. Método de Interaccidon de Configuraciones

El método de inteaccion de configuraciones [28] es uno de los métodos conceptualmen-
te, aunque no computacionalmente, mas sencillos. La idea béasica reside en diagonalizar el
Hamiltoniano N-electrdnico en la base de todos los posibles determinantes de Slater. Es de-
cir, la funciéon de onda (¥) que describe el sistema se escribe como una combinacién lineal
de determinantes de Slater (®) construidos sobre una base, generalmente ortonormal, de
espinorbitales ().

wzzc,-cp,- (2.10)
¢ = ﬁul(xlm(xz) o xw(xw)) (2.11)

donde los coeficienes ¢; se obtienen variacionalmente minimizando la energia total, £ =
(W|H| W), del mismo modo que para cada configuracién ®;, los espinorbitales 6ptimos se ob-
tienen también minimizando la energia.
La incorportacion de determianantes de Slater adicionales para mejorar la calidad de la fun-
cién de onda puede realizarse mediante la susistituciéon de un conjunto de espinorbitales ocu-
pados por espinorbitales virtuales en la configuracion HF, a través de excitaciones electrénicas
dando lugar a las diferentes aproximaciones CIS (que incluye todas las posibles monoexci-
taciones), CISD (en las que se incluyen las mono- y biexcitaciones), CISDT (mono-, bi- y
triexcitaciones)...

Si se incluyen todas las excitaciones posibles desde los orbitales ocupados hasta los or-
bitales virtuales, el método se denomina full-Cl. En este limite, el calculo representaria una
solucion exacta dentro dentro del conjunto de base empleado.
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2.2.2. Método Coupled Cluster

El método Coupled Cluster (CC) [6] aborda el problema de la correlacion electrénica intro-
duciendo el concepto de “operador de onda” como un operador que transforma la funcién de
onda de referencia en la funcion de onda exacta.

Si la funciéon de onda de referencia es un determinante de Slater, la transformacion tomo la
forma

V=0, (2.12)

donde {2 es el operador de onda. La definicién de dicho operador es flexible y depende del
tipo de expansion que se utilice para definir la funciéon de onda. Para la expansion lineal de la
Configuracién de Interacciones, la funciéon de onda exacta se escribe como

v=(1+G+G+..)% (2.13)

donde el operador 2 = 1+ C;+ G +. .. ylos C; son los operadores que provocan las mono-,
bi-- - - excitaciones, que se pueden expresar como

G =) cala,
a,r

G= Y  cptalaltiaas, (2.14)

a<b<c,r<s<t

con
GUWo=) ]
a,r

~ rs 4rs
Céu% = § Cab%ab
a<b,r<s

GU= Y  cilon (2.15)

a abc
a<b<c,r<s<t

siendo los ¢}, cl;, ciit . . . los coeficientes de la expansién lineal Cl, y donde se ha hecho uso
del formalismo de la segunda cuantizacién, representando 4' y 4 los operadores de creacion
y eliminacién respectivamente.

En la teoria CC, la funcién de onda es una expresion exponencial

V=el@, (2.16)

dopnde 2 = e, siendo T el denominado “operador de cluster’, que se puede expandir como
una suma de operadores de cluster para cada grado de excitacion:

T=Ti+To+Ts+- (2.17)
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con
ﬁ:ZHéTaa

T, = E te alala,4,

a<b,r<s

Ts= Y trtalalalacsa (2.18)

rs
a<b<c,r<s<t

donde t!, tI7, tI?L ... son las “amplitudes de clster”, a, b,c... y r,s, t... son los espi-

abc

norbitales ocupados vy virtuales respectivamente. Desarrollando el operador exponencial de
cluster en una expansién en serie de Taylor tenemos

7 o al 1 A 1 A
eT:Q:1+T+§T2—|—§T3+... (2.19)
e igualando las expresiones 3.18 y 2.18 obtenemos

G=T (2.20)
A ey ]_ ay ey A ]. Al
C2=T2+5T12 —>T2:C2—§C12 (2.21)
A Py CaSTAY ]. ral A Jal A A ]_ A
C3=T3+T1T2+§T13 —>T3:c3—clcz+§cl3 (2.22)

donde cada C; representa un grado de excitacién y en los cuales se puede observar dos
tipos de contribuciones. Por un lado, y para cada expresion, se encuentran las 7A', para cada
@,- y son los denominados “componenentes de cluster conectados” para la excitacion i-ésima,
mientras que por otro lado, todos los términos producto de dos operadores 0 mas son los
denominados componene “desconectados” y que presentan un grado de excitacidén similar al
lado por los productos de los operadores de excitacion de menos orden.

La inclusion de las diferentes excitaciones da lugar a las distintas aproximaciones de CC.
Asi, la introducion de excitaciones hasta segundo orden representa el método aproximado
CCSD donde T = T1 + Tz, las excitaciones hasta tercer orden da lugar a la aproximacion
CCSDT (T Ti+ T+ T3) y asi sucesivamente.

La contribucion de los ferminos “desconectados” que son responsables del problema de la
consistencia con el tamano (size-consistency), y que también aparecen en los métodos ClI
truncados, estan presentes también en este caso.

La desventaja de este tipo de métodos radica en el hecho que el sistema de ecuaciones a
resolver ya no es lineal y por tanto se requieren algoritmos que ayuden a resolver sistemas de
ecuaciones no lineales con el fin de obtener las amplitudes y por tanto determinar la energia
de correlacién. Ademas, y como también sucede en los métodos Cl, la necesidad de disponer
de una funcién de onda de referencia provoca que incluso que con el método monoreferencial
CCSD y anandiendo las triples excitaciones no sea posible obtener resultados de precision
para aquellos sistemas en los cuales su estado fundamental esté descrito por un caracter
multirreferencial.
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2.3. Teoria del Funcional de la Densidad

La teoria del Funcional de la Densidad (DFT, en sus siglas en inglés) representa una alter-
nativa a los métodos ab initio convencionales en el tratamiento de los efectos de correlacion
electronica para la solucion de la ecuacion de Schrddinger electronica. De acuerdo con la
DFT, la energia del estado fundamental de un sistema multielectrénico se puede expresar
a través de la densidad electrénica. Es este hecho, la sustitucion de la funcion de onda por
la densidad electrdnica la base fundacional de la DFT. Aunque la expresion mateméatica que
relaciona la energia con la densidad electronica no es conocida, existen varias alternativas
mediante expresiones aproximadas que ofrecen resultados razonablemente precisos.

2.3.1. Los teoremas de Hohenberg y Kohn

La Teoria del Funcional de la Densidad fue formulada por Hohenberg y Kohn en 1964 [19],
40 anos antes de que se empezara a utilizar la densidad como variable bésica.

Primer teorema

* Cualquier observable de un estado fundamental estacionario no degenerado se puede
calcular, en teoria de forma exacta, a partir de la densidad electrénica del estado fundamental.
En otras palabras, cualquier observable se puede escribir como un funcional de la densidad
electronica del estado fundamental.

La demostracion es simple y comienza por mostrar que el potencial externo esta deter-
minado, excepto una constante aditiva, por la densidad p(r). La demostracién se desarrolla
por reduccion al absurdo. Asi, supongogamos un estado fundamental no degenerado cuya
densidad p(r) es conocida. Asumimos también que dicha densidad puede ser obtenida a par-
tir de dos potenciales externos diferentes (vi(r) y v»(r), que generan dos Hamiltonanianos
diferentes H; y A, que a su vez producen dos funciones de onda distintas ¥; y ¥, que se
corresponden con dos energias E; = (W;|A;|W,) y E» = (W,|A»|W,). Basandonos en el
principio variacional, tenemos

Ey < (Va|Hy|Wo) = (Vo] | Vo) + (Wo| Fo — Fi | W) = B, + /p(r)[vl(r) — w(r)]dr (2.23)

Ey < (Wi |Ap| W) = (W] Fh| W) + (W Ay — Ay W) = B + /p(r)[vz(r) — vi(r)]dr (2.24)
Sumando ambas ecuaciones que llega a la siguiente desigualdad

EE+E<E+EK (2.25)

que como se puede comprobar es inconsistente y prueba, por tanto, que la densidad elec-

tronica del estado fundamental p(r) asociado con v(r) no se puede reproducir por medio de

distintos potenciales y es, en consecuencia, el potencial externo que define inequivocamente
la densidad.
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Puesto que la densidad p(r) determina el nimero total de particulas del sistema, [ p(r)dr =
Ny que determina también v(r) de acuerdo a este primer principio, se concluye que p(r) de-
termina el Hamiltoniano del sistema y la funcién de onda del estado fundamental, y por tanto,
el valor esperado de cualquier observable del estado fundamental, incluyendo la energia ci-
nética de los electrones, la repulsién de Coulomb y la energia total.

Por tanto la energia del estado fundamental es un funcional Unico de la densidad electrénica

Elpl = Tlpl + Vielp] + Veelp] + Vin

L) = [ ple)v(e)dr -+ Fuacls] (2.26)

donde Tp], Vie[pl, Veelp] ¥ Van hacen referencia a las contribuciones para la energia ciné-
tica de los electrones, las interacciones nucleo-electrén, las interecciones electron-electron y
las interacciones nucleo-nucleo respectivamente. Ademas, Fyk[p] es una funcional universal
de la densidad puesto que contiene a T[p] y Vee[p], ambos funcionales universales, pues no
dependen del potencial externo.

La demostracion de Hohenberg y Kohn es Unicamente valida para estado fundamentales
no degenerados y siempre y cuando la densidad sea N-representable y v-representable. Una
densidad es N-representable cuando proviene de una funcién de onda e integra al numero
total de electrones N mientras que es v-representable si la densidad electrénica asociada con
la funcién de onda antisimétrica del estado fundamental ha sido obtenida de un Hamiltoniano
que incluye el potencial externo v. Sin embargo, no todas la densidades son v-representables,
por lo tanto el presente teorema no seria aplicable a dicha densidades. La formulacién de Levy
restringida elimina el requisito de que la densidad sea v-representable, ademas de que los
estados fundamentales hayan de ser no degenerados.

Segundo teorema

El segundo teorema proporciona el principio variacional para E[p(r)] y se puede expresar
como:

* La densidad electrénica del estado fundamental no degenerado se puede calcular, en
teoria de forma exacta, determinando la densidad que minimiza la energia del estado funda-
mental.

Dada una densidad electrénica de prueba, j(r), que sea N-y v-representable, ésta define
un Hamiltoniano diferente del exacto. Aplicando el principio variacional tenemos que

E,[p(r)] > Eo (2.27)

Para demostrar la validez de esta expresidn, aplicamos el primer teorema a la densidad de
prueba y a la densidad exacta. Cada una de las dos densidades define un Hamiltoniano
diferente y por tanto corresponde a distinta funcién de onda. Asi pues, tenemos

AN — o(r) = H— (2.28)
p(r) = v(r) = A - v (2.29)

-
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Si calculamos la energia para la densidad de prueba con el Hamiltoniano exacto, obtenemos
E[3(r)] = (WAI¥) = (W|Alv) = E (2.30)

donde Ej es la energia exacta del estado fundamental considerado. Hemos desmotrado por
lo tanto la ecuacidén 2.27 donde se ha obtenido un principio variacional dentro del marco
definido por la DFT. Este princpio asegura que cualquier densidad de prueba genera una
energia mayor o igual a la energia exacta del estado fundamental. Por tanto, para obtener
dicha energia exacta, hay que encontrar la densidad que minimiza la energia

VEV[’)]} —0 (2.31)
op

La minimizacién del funcional de la energia con respecto a la densidad electrénica, E, [p] =
0, ha de hacerse asegundaron la convervacién de la N-representabilidad durante el proceso
de optimizacion. Esto se realiza por medio de la inclusion de la restriccion

/p(r)dr —-N=0 (2.32)

a través del método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange, teniendo por tanto

£l | [ e 233)

donde 1 es el multiplicador indeterminado de Lagrange. Posteriormente se minimiza

&0 - ([ soar )| <o 239

lo que proporciona la condicion de minimizacion restringiga y permite obtener el valor de . en
el minimo:

y = SE o] _ Frk[p]
op(r) op(r)
Esta ultima ecuacion es la denominada “ecuacion fundamental de la Teoria del Funcional

de la Densidad”. Proporciona una formula para minimizar la energia y determinar la densidad
del estado fundamental, sin embargo, no se conoce con exactitud la expresion de Fyk.

v(r) +

(2.35)



Capitulo 3

El enlace quimico en el espacio real

3.1. Analisis topoldgicos

Con el fin de evitar la indefinicién practica de una referencia, los métodos de analisis de
la densidad deben fundamentarse en el estudio de la propia densidad. Las caracteristicas,
brevemente resumidas que deben presentar tales métodos son, por un lado, la capacidad de
generar magnitudes que midan la acumulacién o fuga de carga de forma autonoma, sin ne-
cesidad de acudir a fuentes externas. Por otro lado, queremos reconstruir los &tomos y los
grupos funcionales de la quimica a partir de dichos analisis, por lo que los procedimientos
tendran que contemplar una particién del espacio fisico en regiones asociables a dichos ob-
jetos. Esto requiere uno de los requisitos mas fuertes que se puede imponer a dicha clase de
teorias. Los operadores mecanocuanticos habituales dejan de ser hermiticos si se reduce su
dominio a regiones arbitrarias del espacio. La necesidad de obtener valores fisicos esperados
significativos en estas regiones limita de forma extraordinaria nuestra libertad para elegir los
subsistemas. Por ultimo, el analisis debe ser capaz de establecer relaciones binarias entre
los objetos en que se ha subdividido el espacio: el lenguaje quimico dota a los atomos que
constituyen una molécula de un sistema de tales relaciones, que solemos denominar el grafo
de enlaces quimicos. El método topoldgico integra de manera natural los tres grandes pilares
introducidos aqui: el estudio de la densidad sin referencias externas, la particién exhaustiva
del espacio en regiones bien definidas y el establecimiento de la relaciones binarias entre
dichas regiones. [22]

3.2. Topologia inducida por un sistema dinamico

3.2.1. Espacios topolégicos

Se conoce como espacio topolégico a un conjunto que contiene ciertos subconjuntos,
denominados espacios abiertos, que satisfacen tres propiedades. Sea X un conjunto y I/ una
coleccién de subconjuntos de X que cumpla:

» e, Xel

= |la interseccion de dos miembros de U pertenece a U

11
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= |a unién de cualquier nimero de miembros de U/ pertenece a U

Una coleccion de U que satisfaga los requisitios anteriores se llama topologia en X. El conjun-
to X, junto con la coleccién de subconjuntos U, definen un espacio topolégico que se denota
por (X,U{), aunque a menudo se simplifica la notacion usandose X o Y. Los miembros U € U
se denominan conjuntos abiertos del espacio topolégico.

De la tercera de las condiciones anteriores se deduce que, si denotamos por S(U/) al conjunto
de todos los subconjuntos de X, una topologia de X no es mas que una eleccién de U C S(U)
que satisfaga las tres condiciones anteriores. Diferentes elecciones dan lugar a diferentes to-
pologias de X.

Como ejemplo de espacio topoldgico tomaremos el espacio métrico R". Utilizando la métrica
Euclidea para definir entornos, dividimos el conjunto en subconjuntos de la forma habitual.
Con ellos habremos establecido una topologia de R", que se conoce como topologia métrica
o topologia usual. Con el fin de llevar la discusién al terreno de interés, toda topologia de un
conjunto lleva asociada un particion del mismo en subconjuntos. Una topologia del espacio
fisico realiza una particion del mismo.

Si consideramos los casos extremos de las posibles familias de subconjuntos de un conjunto
X que cumplen las condiciones para que X sea un espacio topoldgico, obtenemos dos ejem-
plos simples. El primero de ellos consiste en tomar como familia de conjuntos &/ = ), X, esto
es, el conjunto vacio y el conjunto completo. Obviamente, estos conjuntos cumplen con los
axiomas del espacio topolégico. Esta topologia, definible para cualquier espacio X se deno-
mina topologia burda o indiscreta de X. Si, por el contrario, escogemos U/ como el conjunto
S(U) de todos los subconjuntos de X, la topologia resultante se denomina topologia discreta
de X.

Para aclarar un poco estos conceptos, utilizaremos el siguiente ejemplo sencillo. Si X esta
formado por dos puntos {«, b}, podemos dotar a X de cuatro topologias diferentes:

U = {0, X}; U = {0, {a}, X};
Us = {0, {b} X}; Us = {0, {a}, {0} X}; (3.1)

Puede verse que U; y U, son las topologias burda y discreta, respectivamente. Mostra-
remos como U, es una topologia y, por analogia, también U/3: contiene al conjunto vacio ()
y al completo X, satisfaciendo la primera condicion. La interseccion de () con {a} o con X
es el propio conjunto vacio, y la interseccion de {a} con X es {a}: todas las intersecciones
pertenecen a U,. Por Ultimo, queda por comprobar que la unién del conjunto vacio con {a}
es {a}, y la unién de cualquiera de estos dos subconjuntos con X es el propio X, por lo que
todos pertencen a U, y se cumplen las tres condiciones anteriores. Hemos comprobado, por
tanto, que U, y U3 son topologias.

Redefiniremos con estas ideas el concepto de entorno de forma mas general. Sea un espacio
topoldgico X. Un subconjunto N C X se dice que es un entorno de x € N si existe un conjunto
abierto U tal que x € U C N. Particularizando, todo conjunto abierto es un entorno de sus
puntos. De forma mas general, todo conjunto A con interior no vacio es un entorno de cada
uno de los puntos del interior de A.

Sea una aplicacién . X — Y entre dos espacios topoldgicos. Se dice que fes continua si la
imagen inversa f~!(U) de todo conjunto abierto U de Y es un conjunto abierto de X. Si exi-
gimos que la aplicacion f, ademas de continua, sea biyectiva y que su inversa sea continua,
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decimos que dicha aplicacién es un homoformismo entre los espacios X e Y.

Es facil comprobar que las anteriores definiciones de entorno y continuidad coinciden con las
tradicionales en el instante en que reintroducimos la métrica del sistema, y que la definicién
de continuidad topolégica equivale a la nocién de continuidad euclidea.

Una vez introducidos los conjuntos abiertos, definimos el concepto de conjunto cerrado. Un
subconjunto C de un espacio topoldgico X se dice cerrado si y sé6lo si X-C' es abierto. Si, en
lugar de trabajar en un espacio topolégico, pasamos al espacio euclideo R3, estos conjuntos
cerrados coinciden con los habituales. Una aplicaciéon f: X — Y entre dos espacios topolédgicos
es continua si, y solo si, para todo subconjunto cerrado C de Y, f () es cerrado.

3.2.2. Sistemas dinamicos

De la gran cantidad de topologias que se pueden definir en un espacio como R3, es
de gran interés para nuestros propdsitos examinar con detalle la topologia inducida por un
escalar.

Consideremos para ello la funcion escalar p.

R}P—> R
x,y,z2— p(x,y,2) (3.2)

Consideremos también el campo vectorial gradiente asociado al escalar p, Vp = f, defi-
nido de la siguiente manera:

_.0p  .0p dp . .
Vp= Ia —H@ + k@ = pxi +pyj + pok (3.3)

Este campo vectorial, define a su vez, un sistema dinamico. Si identificamos el gradiente
del escalar con una velocidad en el espacio tridimensional, las lineas de campo, de flujo, de
fuerza, o de gradiente (usaremos éstas indistintamente) del sistema dinamico, se identifican
a su vez con las trayectorias en el espacio tridimensional:

x=f=Vp (3.4)

Este sistema se conoce como flujo del campo vectorial gradiente de p. Para evitar confusiones
con el flujo a través de una superficie, hablaremos del sistema dinamico asociado al campo
vectorial Vp,

x(t) = px(x, y, z)
y(t) = py(x,y,2)
2(t) = pz(x,y, 2) (3.5)
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Integrando el anterior conjunto de ecuaciones diferenciales,
1
X =00+ [ pelx(s) ds
0
1
y(6)=0l®)+ [y [x(s)]ds
0

() = (®)+ [ o [e(s)) ds 36)

se obtienen las trayectorias del gradiente de p. Estas trayectorias, también llamadas lineas de
campo, poseen caracteristicas bien conocidas:

1. Por cada punto r del espacio pasa una y s6lo una trayectoria de Vp, lo que equivale a
decir que las trayectorias no se cortan en ningln punto. La Unica excepcion a esta regla
se presenta en los denominados puntos especiales del campo.

2. En cada punto r, el vector Vp(r) es tangente a la trayectoria que pasa por ese punto.

3. Puesto que el vector gradiente apunta siempre en la direccién del maximo crecimiento
del campo esclar p, las trayectorias de Vp son perpendiculares a las lineas isoescala-
res.

4. Cada trayectoria debe originarse o terminar en un punto donde V p(r) = 0, o bien en el
infinito.(angel)

Puntos criticos de un campo escalar.

Los puntos criticos de un campo escalar determinan caracteristicas basicas del sistema
dinamico en estudio. Es a través de su estudio como llegaremos a la introduccién de un
topologia en el conjunto de R3. Su definicidn es simple.

Un punto critico (x.) determina un punto estacionario del sistema dindmico. En un punto
critico, el vector gradiente del escalar se hace nulo:

Vp(xe) =0 (3.7)

En R3 pueden existir tres grandes clases de puntos criticos: minimos, maximos y puntos de
silla. Para clasificarlos correctamente podemos aprovechar el hecho de que, en las cercanias
de un punto critico, un sistema dinamico puede aproximarse, mediante linealizacion, a un
sitema dinamico lineal. Supondremos en lo que sigue, sin pérdida de generalidad, que el
punto critico en estudio se encuentra el eje de coordenadas. En estas condiciones:

x=Ff=Vp=~Vp(0)+ VVix =0+ VV'ipx (3.8)

donde VV*p es la matriz hessiana H. Esta matriz se construye como:
P
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0
x
Hixe =0) = VW'nlx = 0) = | oo | (% & %)
9z
20 Pp
8§<2 8x28y 8x262
= 2o % Op (3.9)

JyOx 1s) dy0dz
P P Pp
0z0x  0z0y  8z2 / x—o

y es un tensor de segundo orden o una matriz 3x3. Puesto que se trata de una matriz
real y simétrica, puede ser diagonalizada. Es, por tanto, simplemente un problema de valores
propios cuyas soluciones corresponden a encontrar una rotacion de los ejes de coordenadas
hacia un nuevo conjunto tal que todos los elementos no diagonales, los que contienen deriva-
das segundas mixtas de p, sean cero. Los nuevos ejes de coordenadas son los denominados
ejes principales de curvatura (autovectores), que describen las direcciones (ortogonales) de
maximo crecimiento o decrecimiento del campo esclar p, mientras que las correspondientes
curvaturas son los autovalores. Un cambio de coordenadas al sistema de ejes principales des-
acopla completamente el sistema linealizado, que puede entonces resolverse analiticamente.
Sea U la matriz ortogonal que diagonaliza H en un punto critico, como se trata de una rota-
cion propia o impropia desde las coordenadas iniciales hacia un nuevo eje de coordenadas
rotadas, ambas estan relacionadas por:

x=Un
% = Up (3.10)

Sustituyendo en las ecuaciones del sistema dinamico, el cambio de base resulta:

x = HUp (3.11)

Sustituyendo x = Un en la ecuacién antetior y multiplicando el resultado por la matriz
inversa de U,

71 =U"HUn (3.12)

El producto U"*HU = A es la matriz diagonal de valores propios. Todos los valores propios
de la matriz hessiana en el punto critico son nimeros reales y pueden ser mayores, menores
o iguales a cero. La ecuacion 3.12 se puede escribir de tal modo que de lugar a un sistema
de ecuaciones diferenciales lineales desacopladas. Resolviéndolas, se obtiene

m = Alemt — n?e”lt
_ t 0, mt
N = A2e772 — nzeﬁz

n3 = Age™! = nje™! (3.13)

Para encontrar los valores propios J\;, se resuelve el determinante secular, un polinomio de
grado 3 en ),

det/H — | =0 (3.14)
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Ordenaremos los valores propios de manera que A\; < A, < Az.Dado que todos los
autovalores de la matriz hessiana de p en un punto critico son reales, pueden ser iguales
a cero. El rango de un punto critico, denotado por w, es igual al numero de autovalores o
curvaturas distintos de cero de p en el punto critico. La firma, denotado por o, es simplemente
la suma algebraica de los signos de los autovalores. El punto critico se etiqueta dando la
pareja de valores (w,o0). La clasificacién de los puntos criticos no degenerados (aquellos que
no presentan ningun valor propio igual a cero) se clasifican de la siguiente manera:

® )\, Ay, A3 < 0. Todas las curvaturas son negativas. Todas las lineas de campo conver-
gen hacia el punto critico dando lugar a un sumidero o atractor.

m )\, A\ < 0y A3 > 0. En el plano definido por los vectores 7; y 7, las lineas de campo
se dirigen hacia el punto critico; sin embargo, en la direccion perpendiular, s, las lineas
de campo salen del punto critico. Denominamos a esta situacion silla de tipo 1.

= )\, A3 > 0y A\ < 0. Al punto critico llegan dos lineas de campo a lo largo del eje
principal de curvatura 7;. El resto de las lineas de campo nacen en el punto critico, y
salen en la variedad bidimensional definida por los vectores A, y A3. A este tipo de punto
critico se le denomina silla de tipo 2.

= )\, A\, A3 > 0. Todas las curvaturas son positivas. Todas las lineas de campo emanan
del punto critico en las tres direcciones del sistema principal de curvatura. Un punto
critico de estas caracteristicas se denomina fuente del campo. (poner figuras)

Cuencas, separatrices y topologias inducidas.

A medida que una trayectoria del sistema dindmico se aproxima a un punto critico, Vp
decrece y el valor del parametro |t| aumenta. En el punto critico, Vp = 0y t — +oo. El
parametro de una trayectoria varia, pues, entre los limites —oo (en el punto critico fuente,
0 punto o) y +oo (atractor o punto w). Puesto que a cada punto r € R® se le asocia una
trayectoria y cada trayectoria posee dos puntos limite bien definidos, es posible establecer
una aplicacién entre los puntos de R® y los puntos criticos de p. Denominaremos conjuntos
a— y w— limite de un punto critico al lugar geométrico de todos los puntos de R a los que se
llega a través de lineas de campo que nacen (mueren) en en el punto critico.

Comoquiera que los puntos limite de cada linea de campo son puntos criticos bien definidos,
podemos establecer una relacion entre los puntos del espacio R3 y los puntos criticos del
sistema. Asi definimos:

1. Conjunto a-limite del punto critico i: el conjunto de todos los puntos de x € R® a los que
se llega por lineas de campo que nacen en el punto j-ésimo.

2. Conjunto w-limite del punto critico i: el conjunto de los los puntos de x € R3 a los que
por trayectorias que mueren en el punto /-ésimo.

Esta relacion entre el infinito nimero de punto de R* y el conjunto numerable de puntos criti-
cos asociados a un campo escalar permite partir facilmente el espacio.

La dimension del conjunto a-limite de un sumidero es nula, pues en ellos no se origina nin-
guna trayectoria del campo. Por el contrario, la dimensién del conjunto w-limite es tres, dado
que existe un entorno alrededor del mismo en el que todos sus puntos generan trayectorias
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gue terminan en dicho punto. Diremos que ese punto funcionana como un atractor de lineas
de campo. Formalmente: existe un entorno abierto C que es invariante al flujo de Vp de tal
modo que cualquier trayectoria que se origina en C finaliza en el atractor. Al mayor entorno
de C que cumple esta propiedad se le denomina cuenca del atractor.

De igual manera, los conjuntos a-limite y w-limite de una silla tipo | son mono y bidimensio-
nales respectivamente. Una silla tipo | es origen de un par de trayectorias que terminan en
dos atractores, y presenta una superficie bidimensional en la que es sumidero de la lineas
de campo, dando lugar a una superficie separatriz entre dos atractores. Una situacién similar,
aunque invertida, se presenta en las sillas de tipo Il. En este caso existe una regidén bidimen-
sional que contiene al punto critico, y para la que éste es la fuente de trayectorias, y una linea
perpendicular al plano tangente a la anterior superficie en el punto critico, que aparece como
sumidero de una pareja de lineas de campo.

3.3. Topologia de la densidad electrénica

3.3.1. Caracteristicas generales de p

Aplicamos el andlisis topolégico al campo esclar p. La densidad electronica estacionaria
se obtiene del vector estado como:

NZ/ /dx2 de/ /de

v ( . XN, R1 R/w) lI/( XN, R1 R/\/l) (315)

en esta ecuacion s; es la coordenada espinorial del electron 1, x; son las coordenadas es-
paciales y espinoriales de los electrones, R; son las coordenadas nucleares de los distintos
atomos. La funcién densidad definida por la expresién 3.15 es general, puesto que el vector
de estado no se la ha impuesto ninguna condicion. Es habitual, sin embargo, trabajar bajo la
aproximacion de Born-Oppenheimer, en la cual el movimiento nuclear y electrénico han sido
separados. En estas condiciones, la funcion de onda electrénica estacionaria depende de to-
das las coordenadas espaciales y espinoriales de los N electrones, x;, y, paramétricamente,
de las posiciones nucleares R;:

V(x1,X2, ..., Xy R) (3.16)

Admitiendo estas aproximaciones, la densidad estatica
p(r;R) = NZ/ : ./dxz coodxy VT (Xg . oxns R)W(xg .. xs R) (3.17)
s1

es un escalar que depende paramétricamente de las 3M coordenadas nucleares. La densi-
dad p, siendo un obsevable es susceptible de determinacion experimental. En los Ultimos afos
hemos vivido un auge extraordinario en el desarrollo de tales técnicas: difraccion de rayos X,
difusién Compton, difraccon de electrones y un largo etc. Como resultados de estos avances,
en este momento existen un buen pufiado de técnicas capaces de generar densidades expe-
rimentales similares a las obtenidas por medios tedéricos de calidad media.
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La morfologia grosera de p se conoce bien desde que se dispone de funciones moleculares
aproximadas, y se encuentra fuermetente determinada por la posicion de los nucleos del sis-
tema, que generan la interaccion mas intensa de cuantas son sentidas por los electrones. Por
desgracia, no hay practicamente resultados analiticos conocidos sobre las propiedas de p.
Uno de ellos es el teorema atémico de Kato [32] sobre las cuspides nucleares, generalizado
por Steiner y Bingel [13,31] a sistemas moleculares, que permite establecer que las densida-
des moleculares presentan cuspides exponenciales en la posicidén de los nucleos, permitiendo
localizar la posicion de los nacleos y determinar su carga a partir de un simple analisis de p,
de acuerdo con el primer teorema de Hohenberg y Kohn [20]

p no es un verdadero campo diferenciable, pues los nucleos resultan ser cuspides, y no pun-
tos criticos. Aun asi podemos construir un campo homoformo a p que sea indénticamenteg
igual a p en todos los puntos salvo en entornos alrededor de los nacleos. En estos entornos,
tan pequefios como deseemos, sustituimos la verdadera densidad no diferenciable por una
aproximacion que si lo sea, cambiando las cuspides por maximos del campo. En estas condi-
ciones las cuspides se transforman en atractores o sumideros de p, y la topologia inducida por
p mediante las cuencas de atraccidon de sus puntos criticos deviene en una eleccién natural.

3.3.2. Analisis topolégico de p

Estudiamos la topologia inducida por p mediante cuencas de atracciéon. Como quiera que,
en general, los atractores del campo coinciden en numero y posicion con los nucleos, existi-
ran tantas cuencas de atraccion tridimensionales como dtomos en el sistema. Esta particion
es agradable para el quimico puesto que definiendo un atomo en una molécula como el con-
junto formado por un nucleo y su cuenca de atraccién, logramos dividir el espacio fisico en
regiones atémicas, o en grupos funcionales, si agrupamos adecuadamente dichas regiones.
La trascendencia quimica de esta asociacion formal, procede, en primer lugar, de un hecho
empirico relevante: las cuencas de atomos que se encuentran en situaciones analogas de
enlace resultan muy similares en forma, densidad en puntos interiores, etc. En otras palabras,
son transferibles.

Como se comentd anteriormente, la densidad electrénica p(r) es una campo escalar tridimen-
sional, que queda determinado por sus puntos criticos, Vp = 0. Utilizando la notacién dada
por Bader, los puntos criticos se definen dando la parejas de valores (w, o).

Los maximos locales en esta nueva notacién son (3,-3), donde todas las curvaturas son nega-
tivas. Los puntos de silla de primer orden son puntos (3,-1) con dos curvaturas negativas, de
modo que p es un maximo en el plano definido por sus ejes propios, y una curvatura positiva,
por lo que p es un minimo a lo largo del tercer eje. Este punto critico es el que se denomina
punto de enlace. Los puntos de silla de segundo orden son puntos (3,+1), en los que dos cur-
vaturas son positivas y por tanto p es un minimo en el plano definido por los ejes, y maximo
a lo largo de una direccién principal. Estos puntos son los denominados puntos de anillo. Por
otro lado, los minimos locales son puntos de rango y firma (3,+3), que se denominan puntos
de caja.

La particién topologica inducida por la densidad de carga se visualiza muy facilmente cono-
ciendo la posicion de los puntos criticos y la lineas de campo que nacen o mueren en ellos.
Todos los tipos de puntos criticos han sido encontrados en el estudio de densidades electro-
nicas experimentales y tedricas. Con el objeto de mostrar de manera intuitiva las particiones
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Figura 3.1: Representacién de la densidad electrénica en un plano que contiene los ndcleos,
a la izquierda, y en un plano perpendicular a la linea internuclear por el punto de enlace, a la
derecha

Figura 3.2: Isolineas de p para el LiH en un plano que contiene los nucleos (izquierda) y en
un plano perpendicular a la linea que une los nacleos (derecha).

del espacio real que induce la topologia de p, presentamos algunos ejemplos.

La primera de las moléculas en estudio es el hidruro de litio (LiH), donde su estado funda-
mental es 1 X+ con una distancia internuclear de aproximadamente 2.04 A [33]. En la quimica
tradicional se dice que existen un enlace entre los atomos de litio e hidrogeno. En la figura
3.1 se muestra una representacion en relieve de la densidad electronica HF/TZV* en un plano
gue contiene los ndcleos. Este punto es un minimo en la direccién que conecta los nucleos
y un maximo en las otras dos. Este hecho se pone de maniefiesto en la parte derecha de la
figura 3.1. Se observa también cuspides en torno a los ndcleos atémicos, acumulando la del
litio una mayor densidad de carga (aparece truncada en la grafica) debido a la existencia de
dos electrones de core muy proximos al nucleo. Esta caracteristica se repetira en los siguien-
tes ejemplos que estudios y es debido a la asintota del potencial de atraccion nuclear, que es
la interaccion dominante en la formacidén de atomos y moléculas. Estas caracteristicas ponen
de manifiesto que este punto critico es un punto (3,-1) y debido a ellas se denomina punto
critico de enlace. Este se encuentra mas préximo al atomo de litio que al de hidrégeno, ya que
la densidad decrece de forma mucho mas réapida en las cercanias del litio que del hidrogeno.
La cuenca de repulsion del punto critico consta de un par de lineas gradiente que conectan
ambos nucleos. A esta linea se la denomina camino o linea de enlace.

Existen otras representaciones para estos datos, como los dados por la figuras 3.2, donde se
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Figura 3.3: Lineas de campo de Vp en el plano que contiene a los nucleos (izquierda) y en la
direccion perperdicular a la linea internuclear por el punto de enlace (derecha).

representa la densidad electrénica como superficies de contorno o mapas de densidad cons-
tante. Se observa que la densidad tiene una simetria esférica en torno a los nucleos hasta
un valor de la densidad préximo al punto de enlace. Para menores valores de la densidad,
las lineas se deforman de modo que son envolventes de las regiones de simetria esférica en
torno a los nucleos. Se comprueba de nuevo que la densidad electronica en torno al atomo
de litio es mayor que para el hidrégeno. En la parte derecha de la figura, se ve claramente la
simetria cilindrica de la molécula.

Una ultima representacion puede hacerse analizando el caso de las lineas de campo de Vp.
En la parte izquierda de la figura se muestra claramente la posicion del punto de enlace, el
camino de enlace (su cuenca de repulsion), y la separatriz entre los dos atractores (su cuen-
ca de atraccion). Los nucleos son sumideros o atractores de las lineas de campo, existiendo
un conjunto de lineas tridimensional de Vp que finalizan en los nucleos, siendo por tanto
términos o puntos w. El punto de enlace es una fuente de lineas de campo en la direccidn
internuclear (linea de enlace). Por otro lado, el punto de enlace es un sumidero en una super-
ficie bidimensional perpendicular a la linea de enlace. Esta superficie presenta una propiedad
muy importante y es que el conjunto bidimensional de lineas de campo que mueren en el
punto de enlace consituyen una superficie de flujo nulo, que separa las regiones tridimiensio-
nales en las que las lineas de campo finalizan en un mismo nucleo. Podemos de este modo
asignar a cada atomo la regién del espacio en el que las lineas de campo terminan en un
nucleo (cuencas de atraccion) pasando a ser la anterior separatriz la superficie interatémica.
Definimos asi un atomo topolégico como la suma de su nucleo y su cuenca de atraccion.

La molécula de LiH que segun la quimica tradicional tiene un enlace Li-H presenta un punto
critico (3,-1) o punto de enlace en la linea internuclear. No deja de impresionar que un ob-
jeto tan alejado de la intuicion quimica habitual se corresponda de manera tan precisa con
el concepto de enlace. Dada la sencillez de la molécula estudiada, cabe preguntarse si la
correspondencia de un punto critico (3,-1) esta asociada con la existencia de un enlace entre
dos nucleos. Para ello, continuamos el estudio con la siguiente molécula, el diborano BoHg.
Tradicionalmente, al borano se le suponen enlaces de dos electrones y tres centros B-H-B, sin
un enlace directo entre los dos atomos de boro. El analisis topolégico muestra claramente es-
tos conceptos, como se puede ver en la figura 3.4. Existen puntos criticos de enlace entre los
H puente y los boros, pero con una peculariedad, ya que las lineas de enlace no son rectas,
sino ligeramente curvas, lo que puede relacionarse con la tensién de enlace entre los atomos
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Figura 3.4: Lineas de campo de Vp para el borano en el plano formado por los dos atomos de
boro y cuatro hifrogenos (izquierda) y en el plano formado por los dos boros y los dos atomos
de hidrégenos que forman los centros B-H-B (derecha). El calculo es HF/6 — 311G™.
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Figura 3.5: Representacion de la densidad electrénica (izquierda) y su gradiente (derecha) en
un plano C4H,4 de la molécula de cubano.

involucrados. Es posible observar también, que en la linea internuclear entre los atomos de
boro aparace un punto critico, que no es (3,-1) sino (3,+1), que es un minimo de la densidad
en la direccion del plano formado por los boros y los hidrogenos puente, mientras que es un
maximo en la direccidén perpendicular. Estos tipos de puntos criticos se les denomina puntos
de anillo, y aparecen siempre que un conjunto de enlaces encierra una region bidimensional.
Queda por presentar un unico tipo de punto no degenerado, que correspondenria a una fuente
de lineas de campo en las tres direcciones del espacio. Este punto seria un punto (3,+3). Para
que exista un punto critico de este tipo, la molécula debe tener una estructura tridimensional
cerrada de enlaces, por lo que se denomina también un punto de caja. Para ello, presenta-
mos la molécula de cubano, CgHg, donde se ha realizado el calculo HF/TZV*. La otpimizacion
geomeétrica de esta molécula produce distancias C-C de 1.54 A y C-H de 1.07 A. Como se
observa en la figura 3.5, son claros todos los puntos criticos estuadiados, con maximos nu-
cleares en las posiciones de los nucleos asi como en los enlaces C-H. Los puntos de silla
gue se encuentran entre cada par de atomos de carbono, son en realidad dos tipos distintos;
los que se encuentran mas préximos entre si, en las aristas del cubo son puntos de enlace
mientras que los que estan sobre las diagonales del cubo son puntos de anillo. En el centro de
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la figura, se observa un punto de caja. Observamos en la figura de la derecha que los enlaces
entre los carbonos estan tensionados, pues aparecen lineas curvas.

3.4. Teoria Cuantica de Atomos en Moléculas

La Teoria Cuantica de Atomos en Moléculas (QTAIM, en sus siglas en inglés), propuesta

por R. F. W. Bader a principios de los afios 60 [5], es una de las teorias mas importantes de
las ultimas décadas pues ha supuesto un pilar fundamental para el estudio del enlace quimico
en el espacio real. Se trata a grandes rasgos de un modelo quimico cuantico que caracteriza
el enlace quimico en un sistema basandose en un enfoque topologico de la densidad electré-
nica. Ademas del estudio del enlace quimico, la QTAIM divive el espacio real en volimenes
atomicos. Una de las mayores dificultades de la teoria en sus inicios recaia en el hecho de
que no estaba directamente relacionado con la Mecanica Cuantica, que describe el movimien-
to y comportamiento de los ndcleos y electrones que hacen posible el enlace quimico. Esta
dificultad inicial fue superada gracias al trabajo llevado a cabo por Richard Feynman y Julian
Schwinger, que mostraron como aplicar las leyes de la Mecanica Cuantica a subsitemas en
R3.
En dltima instancia, la teoria recupera también el concepto basico de toda la Quimica hasta
nuestros dias y es el concepto de que la estructura molecular junto a sus propiedades son la
consecuencia del agrupamiento de atomos y grupos de atomos con su conjunto de propieda-
des aditivas.

3.4.1. El atomo cuantico

Los subsitemas en R? antes mencionados, que podemos denominar §2 son los que dividen
el espacio molecular en regiones o cuencas. En la teoria de &tomos en moléculas, estos sub-
sitemas {2 estan necesariamente rodeados por superficies de flujo cero del campo vectorial
del gradiente de la densidad electrénica. Asi pues, tenemos

Vp(r)-n(r) =0 (3.18)

donde p(r) es la densidad electrénica molecular en un punto r determinado y n(r) es un vec-
tor normal a la superficie en dicho punto. Estas superficies de flujo cero son la base de la
teoria cuantica de 4&tomos en moléculas, y dividen exhaustivamente el espacio R® en regio-
nes disjuntas. Se cumple ademas que para cada region (2 existe un conjunto de lineas del
campo del gradiente que nacen en el infinito y terminan en un punto intermedio entre dos
atomos enlazados. Este punto se denomina “punto critico de enlace”. Las lineas de este con-
junto pertenecen a la superfice de flujo cero porque satisfacen la ecuacion 3.18. Dentro de la
QTAIM, que ha proporcionado un teoria rigurosa e invariante ante transformaciones orbitales
acerca del concepto de atomo, de los grafos moleculares, de los grupos funcionales asi como
de otros muchos conceptos quimicos provoca las regiones (2 en las que se divide el espa-
cio molecular contengan solamente un nucleo y son denominadas por tanto como cuencas
atémicas.
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3.4.2. Observables atomicos

Una vez que se ha introducido la particion propuesta por la QTAIM, examinaremos algunos
observables atémicos El promedio atomico de un observable A viene dado por

Ao = (A), :/er/dr’g [W*Z\wju(/“\tu)*w} (3.19)

Una propiedad atémica, por tanto, esta determinada por la integracién de la correspondiente
propiedad densidad del operador pa(r) sobre la cuenca del &tomo, donde

pa(r) = g/dr’ [W*Z\w+ (AW)*W} (3.20)

y, por tanto
Ag:/ drpa(r) (3.21)
Q

Hay que hacer notar que si A=1la propiedad densidad en la ecuacion 3.20 se reduce a la
densidad electrdnica.
La consecuencia mas importante de la definicion de una propiedad atémica, dada por las

ecuaciones 3.19y 3.21 es que el valor promedio de un observable del sistema global, (A), es
la suma de sus contribuciones atémicas, Ag,

(A=) Aq (3.22)
2

Esta dltima ecuacién establece que cada atomo realiza una contribucién aditiva al valor de
cualquier de propiedad del sistema total, es decir, esta ecuacion establece que los atomos y
grupos de atomos son los responsables en ultima instancia de que los sistemas tengan con-
tribuciones reconocibles.

La primera de la densidades que pueden integrarse en una cuenca atémica es la densidad
unidad, que determina su volumen. Por otro lado, la poblacién electronica de un &tomo en una
molécula, su nimero promedio de elecrones N, se obtiene estableciendo el operador A igual
a 1, en cuyo caso pa(r) se transforma en p(r)

N_Q:/p(l’)dl‘ (3.23)
Q

La carga neta de un atomo g, estad dada por la suma de su carga nuclear Ze y su c